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Resumo 

O formalismo de difração múltipla de Glauber conecta a amplitude de es

palhamento elástico hadrônica (interação hádron-hádron) com a amplitude de es

palhamento elementar (constituinte-constituinte). O ponto central desta tese é a

presentar um primeiro estudo sobre a ntilização de relações de dispersão derivativas 

na determinação da parte real da amplif1Lde elementar, a partir de parametrizações 

adequadas para sna parte imaginária. Com essa abordagem, no contexto de um 

modelo fenomenológico anteriormente desenvolvido, obtém-se uma descrição satis

fatória das grandezas físicas que caracterizam o espalhamento elástico de hádrons 

seção de choque diferencial, seção de d10que total e parâmetro p (razão entre 

a parte real e imaginária da amplitude hadrônica frontal). Apresenta-se também 

uma discussão crítica do modelo anteriormente desenvolvido e, em certo detalhe, 

uma revisão do formalismo de difração múltipla e do estabelecimento das relações 

derivativas a partir das relações integrais, no regime de altas energias. 
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Abstract 

The GlanLer multiple diffractiun furmalism connects the hadrunic: elastic 

sc:attering amplitude (hadrun-hadron interactions) with the elerru;nlnry scattering 

amplitnde ( constituent-mnstitnent ) . ln this thesis the c:entral point is a first in

vestigation on the applicability of the derivative dispersion relations in the determi

nation of the real part uf the elernenlary amplitude, frum suitable parametrizatiuns 

for its imaginary part. With this appruac:h, in the context uf a phenumenologi

cal model previonsly developed, a satisfactory description uf the physieal quantities 

that characterize the elastie hadron scattering is achived, namely, the differential 

cross sediun, the total cross sedion and the p parameter (the ratio of the forward 

real and imaginary parts of the hadronic amplitude). It is also presented a c:ritiral 

discussion coneerning the model previously developed and, in some detail, a review 

of the multiple diffradion formalism and how to deduce the derivative dispersion 

relations from the integral ones, in the high energy region. 
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Capítulo 1 

Introdução 

O estudo teórico das intcra<./x'l-l hadrônicas c do eflpalhamento de hádrow; em particular, 

deve estar associado à teoria quântica de campos : a cromodinârniea quântica. F,ntrdanto, 

como a interaçâo não pode fl!lr caracterizada por nrn potencial loec'lli~t.ado e a constante 

de acoplamento da teoria cresce com a diminuiçii.o do momento transfrcrido, os processos 

suavru, a pequenos momentos transfcridoo (elásticos), não podem Her abordados de maneira 

efetiva. Unm eHtratégia importante no estudo d.-'l.'l interações hadrônica.s relacionada a esses 

processos é a de abordagens através de modelos fenomenológicos e técnieaH que permitem 

a utili'l.ar,:âo de princípic>H gerais da teoria com ba.'le em rcsultad<>H experimentais [1 ,2,3]. 

Nesse sc.ntido, as relações de dispersão têm um papel central pois dcc~orrem do princípio 

de analiticidadc (causalidade) c correlaeionam as partes real e imaginária da amplitude de 

espalhamento. 

Utilizando-se modelos fenornenológicos para d('.fl(:rever o espalhamento de hádrons a 
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altas energias é possível obter a amplitude hadrônica como uma ftmção complPxa, CUJO 

módulo c partes real c imaginária são a..qsoeiadas as gTandC'JI&'i fí:·Ücas: seção de choque 

diferencial, seção de choque total c parâmetro p (ra:zão entre as p."l.rtes rP.al e imaginária 

da amplitude frontal) [1,4]. Porém, alguns modelos não relacionam matematicamente a..q 

partes real e imaginária da amplitude hadrôniea, e eom isso surge a possibilid.-·1.de de uma 

solução através das relações de di<~pcrsão. 

Genericamente essas relações são integrais, envolvendo como variável a energia no in

tervalo de zero a infinito c portanto são relaçôes não locais. Entretanto, para interações 

a alta.q f':nergias (energia.."> no centro de massa acima de 1010 eV = 10 CcV ) é possível 

deduzir relações difercneiais, as quais, dentro das aproximações, são relações quase locais 

[5,6,7,8]. O objetivo deste trabalho é uma revi"'iw sobre o estabele<:imento das relações dl~ 

dispersão diferenciais a partir da..q integrais e um estudo de sua aplica(,~> no espalhamento 

elástico de hádrons através de um tipo específico de modelo fenomenológico, ha..<>eado no 

Formalismo da Difraçâo Múltipla de Glauber. 

Através desse formali'3mo pode-se conectar a amplitude de espalhamento (elástico) entre 

hádrons eorn a amplitude de espalhan1ento entre seus eoiL.stituintes (amplitude elementar). 

Apesar de, desde meados d.-"l d&:ada de 70, várias publicações terem tratado da aplicação das 

relações derivativas à amplitude entre hádrons, neste trabalho, apresentamos um primeiro 

estudo de sua aplicabilidade à amplitude elementar (constituinte-constituinte). 

No modelo de difração múltipla desenvolvido anteriormente, assmniu-sc uma relação 

de proporeionalidade entre as partes real e imaginária da amplitude elementar. O fator de 



proporcionalidade, denotado À, foi cxpre:;:;o em termos de"\ energia no centro de massa de"\ 

colisão, JS, atravffi de mna parametrização particular, À ( s). Utilizando-~ parametrizações 

apropriadas para a parte imaginária da amplitude dementar e para os fatores de forma 

hadrônieos obteve-se uma deserif,_w satisfatória da..;; gramle/.as físicas acima referida.'!. Ape

sar disso, nessa abordagem, não se tem tuna justificativa teórica para a parametrização 

À(s), a qual corresponde a 1m1a hipók"Se ad hoc. 

No }Jnll:lente trabalho, através do uso da relação de dil>persào derivativa, deduzimos 

explicitamente uma expressão analítica para À(s). Com isso obtivemos uma jnstifieativa 

teórica, ba.q(lada no princípio de anali tieidade ( caU&"\lide"\dc). 

A relação de dispersão dcrivativ--1 geral depende de um parâmetro livre, denotado neste 

trabalho por v. Inicialmente fizemos um teste eom a relação padrão, usual na literatura, 

e caraderi:t~ada pelo valor v = 1; em seguide'l obtivemos uma otimização dos resultados 

con.~iderando esse parâmetro livre. Para mn valor fixo I/ = 1.25 obtivemos descrições 

sati."lfatórias dos dados c informações experimentais, lt~vando a previsões para o parâmetro 

p( s) (hadrônieo) na região de alta." energias, principalmente seu comportamento a .. '!sintótieo. 

Inicialmente no eapítulo 2 faremos uma revisão das grandeza."! físiea..'i de interesse e dos 

dad1!!i experimentai."! analisados. No capítulo 3 são apresentados os aspectl!!i ffisenciais do 

formalismo de difraçâo múltipla c do modelo fenomenológico utilizado. 

No capítulo 1 faremos os primeiros estudos da.'! relações de dispcrsfl.o integrai~ no sen

tido geral, sem especific.ar o Histema físico a ser considerado. Neste C&'K>, &'i relaf,_iles de 

dispersão são introduzida.~ a partir do par de transformada.'! de Hilbert (sujeitas a eer-
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tas propriedades como causalid,"lClc, analiticid.-"l.dc c outra.'>). No capítulo 5, eom ba..<;e cm 

propriedades analítica'> do espalhamento pp e 'PP a altas energias e a partir das relações inte-

grais, deduzimos &'l rdac,_~W.S de disperHâo derivativas [8]. No capítulo 6 utili:t.amos a relação 

de dispersão deriv-,üiv-n. no contexto do rnodelo de difrac,.~ão rwilt.ipla [20], mais ospecifiea-

mente no tratamento da amplitude elementar (constituinte-constituinte). Finalmente no 

capítulo 7 apresentamos a.<; eoneh1si"les e porspediV"<~.':! deste trabalho. 

Neste texto utili.zc-:tmos a eonvcnçiio tmual em Físiea de Alta.<; Energia.'>, h = 1, c = 1 c 

com unidades de energia GeV (109 eV) e Te V (1012 eV). 
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Capítulo 2 

Informações e Dados Experimentais 

Neste capítulo faremos nmH. apresentação das informações experimentais de interrnsc nrntc 

trabalho, assim como, dos dados experimentais utili:t;ad<>H. 

2.1 Colisoes Elásticas- Grandezas Características 

Nmn processo de colisão de mn fluxo de partículas eom mn determinado alvo Hxo, 

podem ocorrer doi.'! tipu:; de reac_x)es 

- Espalhamento Elástico : não existe rn·udança na estrutura interna da.~ partículas 

corn excitaçào 
- Fspalhamcnto lncl.-1..<itieo 

produção de partícula .. ~ 

No caso deste trabalho só con:;ideramos csp.---:J.hamcnto elástico. As informações expe-

rimentais de interesse correspondem a três grande.~;a..'l : seção de choque total, diferencial e 

parâmetro p. A seguir vamos estudar como essa..'! grand~.-:a.'l são definicl.-"l..<i c determinadas 
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experlmenWmente. 

2.1.1 Seção de Choque Diferencial 

A seção de choque difen:neiul l1 um cla.do (:JXP(lrimenW de m\Úta importância, pelo 

fato de outras grande!UI.S serem dút.orm_iru~ tl J»Mtir rlela.. Para defini-la vamoo admitir o 

seguinte experunent.o (flgurn 2.1) 

A (Alvo Fixo) 

- --Fluxo Incidente---------------------
B (Detetor) 

Figura 2.1 

Um fluxo de partículas colide nwn alvo fixo A e purte das partículas espalhadas são 

df.lt.«:tadas em B [10]. No caso de um espalllaJllento clristic:o, o lluxo incidente é dado pelo 

número de partículas por unidade de volmne n,, mo~ndo-ae com uma velocidade v em 

~ooalvo 

(2.1) 

enquanto que o fluxo t-:11r».ühado mmm direção () é detectado em B nwn ilngulo H6lido cLn. 
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Com isso o número de partícula.'> por unidade de tempo será 

(2.2) 

onde nalv {~ o n{unero de alvos rnpalhadores e E(e) é a seçào de choque diferencial, que 

também pode ser expressa cmno 

(e) = da(O) 
E drl . (2.:3) 

Utilizando-se a...., variáveis de Mandclstam (apl\ndiee A), o ângulo e pode ser reJ..."\eionado 

com o quadrirnornento transferido t 

2 t = -2k (1 -cose). 

Com isao a seção de ehoque diferencial elástica será 

du 

dt 

1r du 
---
k2 drl ' 

sendo k o momento no aiatcma de eentro de ma.'l.'la. 

(~.4) 

(2.5) 

A seção de ehoque é também exprcaaa cm tcrm<JH de urna amplitude de espalhamento 

elástico F(s, l) em funç.-~o da energia no centro de massa y0i e elo quadrirnornento tran.q.. 

ferido l [4] 

da= !!...IF(s t)12 
dt k2 ' 

(2.6) 
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2.1.2 Parâmetro p 

Para um espalhamento frontal (t = 0), o parâmetro pé defmido como a razão entre 

as partet> real e imaginária da amplitude de espalhamento em função da etwrgia 

p(s) _ ReF(s,O) 
lmF(s, O) 

2.1.3 Teorema Óptico e Seção de Choque Total 

(2.7) 

Da teoria do csp.,-:Jhamento, obtemos mna rdaç.-~.o entre a seção de choque total e a 

parte imaginária da amplitude num tll-lpalhamento frontal 

a tot. ( 8) = 41f Im F ( 8, O) , (2.8) 

relação esta denominada teorema óptico. Uma deduç.ão formal do teorema óptico pode S<'I 

encontrada em [10]. 

2.1.4 Seções de Choque Integradas 

A partir de parametrizações analíticas convenientrn do~:~ dados experimentais (t>eção 

segl.rinte) determina-se a seção de choque elástica através <k"l. integrac;ão da seção de choque 

diferencial 

a e~= f da dt. 
dt 

(2.9) 

A seção de choque total (~ obtida do teorema óptico, eq.(2.8), e a scç.ão de choque 
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inelástica através da difercnc.;a 

(2.10) 

2.1.5 Métodos de Medida 

Nesta scção discutiremos alguns métodos de medida relacionados ãs grandezas fi~icas 

de interesse: seção de choque difereneial, Ht~:ii.o de ehoque total e parâmetro p. Maiores 

detalha; podem Ht~r encontrados nos artigos de revisão de Mc"l.tthiac [ 1] c de filoek e Calm 

[1]. 

• Scção de Choque Diferencial 

Medo-se a taxa de contagem f::l.N ( t), dada pelo n° de contagens I seg I f::l.t no int.erv-.Uo 

f::l.t em torno de um dado valor t do momento trarmferido. A scção de d10que diferencial 6 

expressa por 

du 1 
- = -f::l.N(t) 
dt J, , (2.11) 

onde J, 6 a lmninoHidade (dimensões L - 2 '1'- 1 ), medida atravrn do mHodo de Van der Meer 

[1,4]. 

• Seção de Choque Total 

V árioo mHodoH Hão utilizados e na prática podem funcionar como um proctJHHO de rea.-

lirnentação para se obter um valor final, envolvendo inclusive estimativds para o parâmetro 

p, corno veremos. 

L'i 



(a) Um do~ método .. "! eorre~ponde à medida da taxa total de eventos inelástieos : 

(2.12) 

(b) Um se~:,'l.mdo método, parte de mna parametri;o;<V,~ão para a Kt:~> de choque difc-

reneial, na região de pequeno momento transferido (t ;S 0.5 GeV2
). Om1o JJesHa região o 

decréscimo da seção de choque diferencial é exponencial, toma-se 

Expressando 

da 

cU 

da 
e-Bt . 

dl t=O 

da . 2 
- = 1r IRe F(s, t) + t Im F(s, t)i , 
dt 

(2.1:l) 

c utiliz.'lndo o teorema óptico, eq.(2.8), e a definição do parâmetro p, cq.(2.7), temos 

dl t=o 16n 
(2.14) 

Com m':lo, da eq.(2.11) obtemos o valor experimental para a f:,'Tande:t-a 

at(l + p2)I/2 = 4 7r __!!_ = 4 n----'-_;.. 
[ 

d J 112 l D.N(O) J 112 

dt t=O ~ 
(2.15) 

Abaixo discute-se a determinação de a 1 • 

(e) Um t.ereeiro método, denominado independente da luminosidade, corresponde à 



eliminação de L nas cx:tna(,;Õcs (2.11) e (2.15). Com isso obtém-se o valor experimental para 

a grandeza 

( 
2) 16n ~N (O) 

(T t 1 + p = ---'--'-
NtA)t 

(2.16) 

NoH métodos (b) e (c) o valor de a 1 depende do valor de p . Porém corno na faixa de 

energia de intcres..qe (veja paráb'Tafo seguinte) 

IPI < 0.2' 

o erro na determinação de a t é < 2 % no mHodo (h) e < 4 % no método (c). Assim, 

mna estimativa do parâmetro pé ('ltúieiente para obtenção de a~, 

• Parâmetro p 

Na região de momento transferido suficientemente peqneno (grande parâmetro de im-

pado), t < 0.01 GeV2 , além do tll>palharnento hadrônico temos a contrihnit;:ã.o d.-"1 in-

teração eoulombiana. Nesta região a Se(,m de choque diferencial é dada pela solllc"l. da 

seção de choque hadrôniea (nudear) com a scção de choque coulomhiana e com tun termo 

correspondente à interferência coulomb- nuclear. Vamos denotar m1>ta região : 

diT dan dac dacn 
-=~+-+--
dt dt dt (u 

Em tennos das amplitudes de espalhamento essa grandeza é expressa por 

da 2 
- = I vé""'(t) + fi: I dt c fi ' 
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onde: 

- F,, é a runplitude nudear parametrizada na forma 

"' -l'n-
(p + i)rTtf'Ht/2 

4y7f 

- f-;, é a amplitude coulombiana 

sendo G(t) o fator de fonna elet.rornagnétieo e o = 1/137 a eoiiBtante de estrutura. 

- I{J é o fator de fase, calculado através de várias abord.."1gcns [1,4] 

VJ(t) = log(0.07 /t)- 0.577. 

Com isso, a scção de ehoque diferencial total é expressa por 

da 
- =7f 
dl 

' 2 
(;2 ( l) 2o: ciwp(t) + (p + i) a t cllt/2 

t 47f 

(2.1!J) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

Com algmna estimativa (experimental) para rTt o parâmetro pé determinado através 

de ajuste ck:>sa expressão a.oo dados experimentais da seçâo de choque diferencial na região 

de interferência coulomb nuckar. A figura 2.2 tnoHtra urn exemplo de ajuste no caso de 

espalhrunento pp a 540 GeV [1]. 
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Figura 2.2 

2.2 Dados Experimentais Utilizados 

Neste trabalho inv:)::,;Ügamos inicialmente o espalhamento eMstico ]Jp na faixa de ener-

gm 

13.7 GcV < .JS< 62.5 GcV . 

NeHHa regiüo objetivamos a deHeriçâo da .. ., grande:-ms seçào de choque diferencial, ser..;ão 

de choque total (~ parámet.ro p. Os dados experiment.aiH correspondentes foram ohtidoH no 

anel de colisão ISH (Intcrseding Storage Hing) - CERN, e correspondem, atnalrnente, à 

faixa de energia mais alta atingida Plrl aceleradon·s com feixr~s r:nlid!'ntes de prútons. 

A tabela l f 1 a fig. 2.3 mostram ai'\ informl-l(Jlcs experimentais sohn• a S(x;;1o dr· choque 

difcrf'ncial, a t.ahda 2 c~ a fig. 2.4 os valores correspowlcutes do parlimetro p e a tah('la 3 

os valores da ser;ào de choque total. 



Através do modelo fenomenológico, a ser descrito no eapítulo 6, farcrno::; também pre-

vi<JÕes para energias mais altas. 

Na região 

6 Te V < -/8 < 24 Te V , 

existem informações exp('xitnentais sobre se(,~ de choque total obtida.., em experi~neia..<> 

de raios eoomicos. Nesse caso, a soção de choque pp é extraída da seçiio de choque 

p-ar, através de modelos nucleares e procedimentos específicos. Atualmente existe uma 

discrepância entre os dados obtidos através de dois tipos de análise e na menna região de 

energia. 

Urna nova análise dos dados obtidos pela colaboração Akeno, realizada por Nikolaev, 

levou a resultados di'3tintos da publicação ori~:,ri.nal : de acordo com Nikolacv os dados de 

Akeno para seçõcs de choque pp foram subestimados em ao rnb. Os valores de u 1 publicados 

por Akeno e Nikolaev &~o apresentados na tab.4 . Esses dados, juntamente com os obtidos 

cm ac~eleradorcs (tah. 3) são mo1·!1.rados na fig~.ua 2.5 . 

Js ( Ge V) 1:l.8 19.4 2:t5 :30.7 44.7 52.8 62.5 

W de Dados 100 124 134 173 205 206 125 

Tab 1 Nl"unero de dados experimentai<; da seção de choque diferencial para cada 

energia (14,15]. 
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Figura 2.3 Dados experimentais para a seção de choque diferencial 

num espalhamento pp. Dados para cada energia foram 

multiplicados por fatores 10±2
• 
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vfs (GeV) p ± ~p 

13.8 -0.074 ± 0.018 

19.4 0.019 ± 0.016 

23.5 0.020 ± 0.050 

30.7 0.042 ± 0.011 

44.7 0.062 ± 0.011 

52.8 0.078 ± 0.010 

62.5 0.095 ± 0.011 

Tab 2 Dados experin1entais de p(s), nunt espalhamento pp [11,12]. 
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I l 

T 

íiJ 

t ._. 
a. 

0.00 

-0.05 

I 

r 
-0.10 ......___~ _ _,___........_~~ .............. 

101 

s 112 (GeV) 

Figura 2.4: Gráfico da tabela 2 do parâmetro p em função da energia. 
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.jS (GcV) O"t ± A a (rnb) 

1:3.8 :J8.16 ± 0.04 

19.1 :38.9H ± 0.04 

2'3 r-: .... l) :JH.94 ± 0.17 

:Jo.7 40.14 ± 0.17 

30.7 40.22 ± 0.21 

:30.7 41.26 ± 0.20 

44.7 11.79 ± 0.16 

52.H 42.()7 ± 0.19 

52.8 42.01 ± 0.21 

62.7 4:t:J2 ± 0.2:3 

62.7 4:J.H2 ± 0.30 

62.7 43.70 ± o.:Jo 

'lab 3: Dados experimentais de at(s) para um espalhamento pp [11,12,1:J]. 



,fi ('I' e V) a~keno ( mb) af ikolaev ( mb) 

{)_() 91 ± 14 120 ± 15 

7.9 9H ±H> 1:{0 ± 1H 

10.5 116 ± 17 154± 17 

1:tH 103 ± 26 135 ± 29 

18.2 100 ± 2H 129 ± ;{() 

24.0 122 ± ;{5 162 ±;{H 

Tah 4: Dados experimentais para Ut em raios cósmicos (Akcno [16] c Nikolacv [17]). 
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Figura 2.5: Dados experimentais de CTt de aceleradores (círculos pretos) c raios cósmicos 

(Nikolaev : triângulos pretos ; Akeno : triângulos brancos ) - Tab 3 e 4. 
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Capítulo 3 

Formalismo da Difração Múltipla 

O formali'lmo da difra<,il.o múltipla (FUM) foi desenvolvido para o estudo de espa

lhamento entre doifl f!L'ltema'> compostos. NCflt.e trabalho consideramos um cspalharnento 

pp, onde cada próton é visto como um :oistema de constituintrn. 

lnieiahnente faremos llllk"\ aprt~ntação do método de aproximação eieonal, em seguida, 

através do FDM, chegaremos muna expressão teórica para amplitude de espalhamento cm 

funç.-:U, da eieonal no limite de altas energia<;. B por fim, faremos uma apre:oentação do 

modelo fenomenológico no cálculo da eiconal. 

Apresentaremos aqui apena:o uma revisão dos pontos essenciai:o, uma discussão dcta-

lhada pode ser encontrada cm [12,18,19]. 
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3.1 Aproximaçao Eiconal 

A aproximação eiconal é um método, através do limite de altas energias, para a solw:,iio 

da equação de Sehrõdingcr, num espalhamento elc-\stico. Antes de apresentarmos este méto-

do faremos mna revisão sobre alguns aspectos do espalhamento elástico não relativístico. 

3.1.1 Espalhamento Elástico 

ConsideremoH o espalhamento não rclativi'>tieo de mna partícula que sofre a aç.-~ de 

um potencial V(r) numa determinada região (fig;ura :tl) 

ikr e ------. _______ ,-----L (O,rp)-
/ ·-.. ____ r ---· 

~-----· ·----~ 

./ 

e'tz ---------
··················'---------+ 

, Região do 
·-. __ potencial 

__________ ... -····· 

Fig;ma :u 

Nesse c.a..<;o a equação de Hchrôdinger será 
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onde k2 = '2mE , m é a mo.'l&t reduzida c R a energia d.-"1. partícula incidente. 

Nesse Ca.'l(> w(r) após o e~>palhamcnto (para r g,Tandc emnparado às dimensões do alvo), 

terá a seguinte forma assintótica 

eik.r 

w(r) ""eikr +F(O,VJ)--- , 
r 

r--+ oo (:t2) 

ou seja, a onda resultante (longe do potencial) é a sonm da onda plana incidente com uma 

onda esférica de amplitude F(B,VJ) que depende do potencial. 

3.1.2 Equação Integral 

Usando a ftmção de Green, como uma solução para a equação de Schrõdinger, teremos 

l!l(r) =Cik.r + / G(r, r')V(r')lll(r')dr', (3.3) 

onde 

y 
1 

'fn eik.lr-rrl 

C.(r, r)= --2 I I , 
7r r- rt 

(:1.1) 

é a fun<,_:âo de Grcen que satisfaz a cquac:;il.<> 

(Y'2 +e) G(r, r') = '2rnó(r- r') , (3.5) 
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e considerando o eomportrunento assintótieo (r --+ oo) , podemo..;; aproximar o Lermo 

r' r Ir- rtl --+ r - -· 
r 

Substituindo (:t4) em (:l.3) 

·rn I eik.jr-rrl 
w(r) R:J cik.r-- . V(r')w(r')dr', 

21r Ir- r!l 

e pela aproximac.,:ão de (:i-6) teremos 

ondn 

W(r) R:! eik.r- m, eiKr ;· C-ik'.r'v(r')\lJ(r')dr'' 
21r r . 

k' = k~ = kf. 
r 

(3.6) 

(:l. 7) 

(3.8) 

Comparando (3.8) com (:l-2) tcrcmoH uma amplitude cm f1mção doH vetores k' e k, ou seja, 

uma amplitude de espalhamento da dire<,âo k para k' 

F(k', k) =- m I c-ik'.r'v(r')w(r')dr'. 
27f 

3.1.3 Aproximação Eiconal 

(3.9) 

Nooso ohjetivo é achar 1mm solm,âo para equação de Schrõdinger levdndo em conta o 

limite para alta.., energias. Bssc procffiiment.o é conhecido como aproximação eiconal. 
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Da equ<V,_~âo de Sehrõdinger tridimensional 

(Y'2 + k 2
) w(k, r) = 2mV(r)w(k, r) , (3.10) 

a<:hnitindo o limite para alta." energias 

E>> V e ka >> 1 a --+ alcance do potencial . 

Ncs.qc caso, para a região do potencial, a onde"\ incidente pode ser escrita como 

onde <I>(r) = 1 para z --t -oo. 

Substituindo (:tll) cm (3.10), e tornando a direção de propagação na direção do eixo 

z, ou seja, k ·r =kz lemos 

V'2 <I>(r) + 2ik d~(r) = 2mV(r)<I>(r). 
(Z 

Achnitindo que o potenciH.l varie lentamente com r, de forma que 

:30 

2ik d<I>(r) 
dz 

(:3.12) 



então 

di!>( r) = -~ V(r)<I>(r) , 
dz v 

(:.ua) 

onde v = ,~, . Intewando no limite de <I> (<I> (r) = 1 para z --> - oo) teremos 

<I>( r) = exp (-~[zoo V(x, y, z')dz') . (3.14) 

Logo a onda incidente para a região do potencial é expressa por 

Winc(k,r) = exp [ikz- -~ .[~ V(x,y,z')dz'] , (:l.lf:i) 

e, portanto, a solução em (3.8) para a onda espalhada e em (:l.9) p.-"U"a a amplitude de 

espalhamento será, respectivamente 

w(k,r) =eik.r- rn eikr /dr'ei(k-k').r'V(r')exp [ikz- ~ t' V(x,y,z")dz"] , (3.16) 
27r r V ./ _ 00 

e 

F(k',k) = -:n /dr'ei(k-k').r'V(r')exp r-~ t' V(x,y,z")dz"]· 
27r. v ./_00 

(:3.17) 
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Representando por b o parâmetro de imp.-'lcto, podemos relacioná-lo aos vet.ores r' e z' 

atravrn da Hgura :1.2 

h=r'-z' . 

_, .. -······ .. -· .... 

··· ... 

z' 
.............................. / .................. ~\"""" 

b ' ; 

. \ .............................. r .. L 

V(r) .. , .... 

Figura 3.2 

Voltando à cq.(:3.17) e considerando (k- k') perpendicular a z para pequenos ânguloo 

no fator exp(i(k- k') ·r') 

(k - k') · r' "' (k- k') . b , (:3.18) 

e eom algmnas manipulações algébrica.'l, teremo.'l 

F(k', k) = }5_ I d2bei(k-k').b exp (- ~ roo V(b + z')dz') - 1] , 
2t7f , V .J _00 

(:U9) 

onde o termo 

x(b) -tI~: V(b + z')dz' (3.20) 

é defmido como função eiconal. Com isso 

k 1+oo !u'2" F(k', k) = -, _-· d2bci(k-k').b exp [ix(b) - 1] , 
2t7f u u 

(3.21) 

32 



que para pe<:JnenoH ângulos resulta em 

(k- k').b =kb()cos~. (:t22) 

Podemos ainda simplificar (:t21) para um potmu:ial com simetria w;imutal, utiliY..ando 

(3.2:3) 

logo a amplitude será expressa, com x(b) = x(b), na forma 

:F(O) = ~ ./~+= bdbJ0 (kb0) [éx(b)- 1] . (3.24) 

Portanto tcmoo que amplitude de espalhamento pode é descrita por uma transformada 

de Fourier~Hessel (ou Ilankel). 

Este resultado é de extrema importância para o nosso trabalho, na busca de um modelo 

analítico pc'l.ra a<; grandezas físicas experimentais, que estão em funçiio da amplitude de 

CHpalharnento. Para isso, será necessário atribuirmos um modelo para eiconal, conforme 

veremo..'l no final do capítulo. 

•)•) 
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3.2 Espalhamento entre Sistemas Compostos 

Consideremos o espalhamento entre dois ~i.'!teiUa.'i A e B , onde cada ::~isterna é formado 

por const.ituintes1 (fib'llra 3.3) [9,18,19]. 

A 

B 

Figura 3.2 

Admitimos que cada sistema tenha urna densidade l!A e l!u , e que a função de onda 

para cada sistema no rntado fundamental seja expressa por 

(:1.25) 

(:3.26) 

onde (r1, ... ,r A); (r'1, ... , r'u) são coordenadas dos sistemas A e B respectivamente. 

Portanto no caso do espalhamento elá'3tieo entre dois sistemas compostos a amplitJff!f 

1 Neste trabalho não discutiremos a natureza dos constituintes (do que Bão formados ou a que partípulas 
estão associados). Apenas os consideramos eomo constituintes internos do sistema. 
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será descrita através dc"l. matriz; 

na qual o operador F é dado por 

F( q, r;, ... , r'u) = ..!__ J d2bexp(iq.b) [1 - exp(iXror(b,, r;, ... , r'R) )] , 
27f 

(3.27) 

(:128) 

onde q é o momento trart,'lferido (q = k- k'), b o parâmetro de impacto c XHxr a ftm(,~> 

eiconal total. Logo substituindo (:~.28) cm (3.27) obtemos 

(:J.29) 

Dcspn::~.arnos o termo associado ao eentro de massa (pelo fato de eonsiderarmos somente 

espalhamento pp). No&'le fonnali'lmo assume-se que a ftmção eiconal total, é o resultado 

da soma da eiconal a.."!sociac:la ao espalhamento entre eada par de constituintes 

A lJ 

Xror(b,, r'1, ••• ,r~) =L L XJk(b- s1 + s~) 
j=l k I 

(:~.:~o) 

onde XJk é a eieonal da interação dos eonst.it.uinte nos hádrons A,R c sj, s~ são as eompo .. 

nent.es das coordenadas r1, r~. Essa é a hipótese central que earac:~terllia a abordagem de 

Glauber [9] para int.eração entre sistema .. <; eompostos. 
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Definindo r 'TUI' como a função de perfil total cm funç.-;:;.o cl.-'1. ciconal 

(:3.:31) 

e de forma semelhante para a int.erac,.~o entre constituintes, teremos a função de perfil 

elementar 1 jk 

(3.32) 

Através da condição de normalização 

(3.33) 

a amplitude de espalhamento terá a seguinte forma 

A I3 

TI TI [1 - x1k(b- si+ s~)] 
j-lk-1 

Estamos interessados numa cxprcs.'lão que reladone a amplitude de espalhamento F,;,R, 

dos dois sistema.'>, com a amplitude individual !Jk de eada constituinte. Para tal, faremos 

a conexão através da func:.:iio de perHl elementar que se rcl.-"l.Ciona a fik pela transformada 

de l<buricr no espaço dos momentos q 

(3.:15) 



Voltando à eq.(3.34) e comparando com a amplitude de espalhamento de uma p.-·utícula, 

através d.-"l. func,.:âo eieonal x(>pt 

onde 

(3.37) 

Expressando o termo na forma de série 

00 

iXopt = ln fl(.\)l.\=1 =i L Xn ' (:3.38) 
n-::-:1 

onde 

(3.39) 

Em primeira ordem 

onde o ' (:UO) 

c considerando apenas o primeiro termo, a flmção eiconal terá a seguinte forma 

(:3.41) 
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Através da função opa~idade nAB 

teremos 
A 8 

nAR =L L (IV AlVa lxjk(b- Sj + s~)IIVAIVR) ' (:3.43) 
j=l k=l 

ou usando o projetor 

(:l.44) 

para urna forma comp:t..::~a de (3.4:1) 

(:1.45) 

onde C AB é mna variável que depende da energia .jS e é a_og.qociada ao número de constituintes. 

Logo, usando (3.25) c (3.26) 

Usando a definição : .. e amplitude elementar média f entre os constituintes e dos fatores 

de forma GA e Ga 

,(b- s + s') = 2~i 1 dq2 exp( -iq.(b _ s + s'))J(q) • (3.47) 
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e 

GA(q) = J exp(iq.r)pA(r)dr, 

Ga(q) = J exp(iq.r)p8 (r)dr, 

obtemos um outro forrnat.o para eq.(3.4fi) 

(:l-18) 

(:3.49) 

Despret;ando-se efeitos de spin, teremos f(q) = f(q), GA(q) = GA(q), GR(q) = Ga(q) 

c lL.<.;ando a repm·wntação integral para a função de Bessel, eq.(:t22), temos 

(:L'iO) 

Em termos da amplitude de espalhamento 

l<An(q) =i j bdb.J0 (qb)[l- exp(-r!AE1(b))], (3.51) 

c utilizando a notação 

(( ... )) = j bdbJ0 (qh)( ... ) , (:1.52) 

obtemos 

(3.54) 



Portanto temos tuna transformada de Fourier da função eiconal {ou da op.-'U:idadc) que 

depende doo fatores de forma, da constante de absorção CAa(s) c da amplitude elementar 

entre oo constituintes. 

RESULTADOS BÁSICOS 

Nff:lta seçâo considcxamos mn espalhan~ento entre dois sistema.'> eompostos e através da 

aproximação eic.onal e do FDM calculamos as seguintes grande7.as : 

Amplitude de ffipa.hamento 

Função cieonal e op.-_"\Cidade 

Conforme veremos na próxima seçâo (com o uso de modelos), as fm1çôes f<Aa c QAB 

serão (:alculadas atravd:l de parametrizações dc"l..<J grandezas CAa(s), GA,B e f. E o forma-

lismo será aplicado ai, espalhamento pp considerando cada próton como mn sistema de 

constituintes. 
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3.3 Modelo Fenomenológico 

No eapítulo 2, mostramos que através da amplitude hadr6nica é possível calcular a.'l 

grandeza.<J físicas (seção de choque diferencial, total e parâmetro p), enquanto que na seção 

2.2 a amplitude é calculada analiticamente pela transformada de Fourier em ftmção da 

eiconal (ou opacidade). 

Portanto, calculando a eiconal teremos a amplitude. Para i!:lso, considera-se a eieonal, 

expressa através de escolhas adequadas de parametrizações para os fatores de fonna e 

amplitude elementar, como tun modelo fenomenológico. 

Para uma melhor compreensão da irnport.1.neia do modelo fenomenológi(:o no cálculo 

da amplitude de espalhamento ternos o seguinte esquema : 

Modelo Fenome. Função Eiconal Amplit. Espalh. Grandc7.as Físicas Dados Experim. 

GA,B ,f XA,B FA,8 (s,t) 
da Comparação a,-,p C/ Grand. Fis. dt 

Dos vários tipos de modelos que existem, faremos tmo de apena.<J tun, o modelo de 

difmção múltipla (MDM) conforme introduzido por Menon e Pimentd [19] e desenvolvido 

por Martini e Menon [20]. 

MODELO DE DIFRAÇÃO MÚLTIPLA 

Foi visto que em geral, no contexto da teoria da difração múltipla, a função eiconal é 

dada por 

XAu = CAu(s) (GA(q)Ga(q)f(q)). (:155) 
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A teoria da difraçi.o múltipla apenas correlaciona <:ssa.'l quatro g.rande'.t;<l.'i (C ALJ , G A , 

G 8 c !) eom a ampli~udc hadr6nica eqs. (3.5:1) e (3.54), c dai eom a'i grande?.&"! fí.'licas 

dujdt, ate p através das e<}S. (2.6), (2.7) c (2.8). 

Os chamados modclo1~ de difração múltipla são distinguidos por diferentes escolhas de 

paramctri;.-ações, para as quatro grandezas acima referidas, cjou pelo método de ajuste a 

dados experimentais. 

Em particular, no modelo desenvolvido por Mcnon e Pimentel, assmno-se fatores de 

forma representadul por pólos duplos: 

(3.56) 

onde n 2 e /32 são parfunetros livres a serem determinados. Essa forma foi também mantida 

no desenvolvimento do n1<xlelo realizado por Martini e Menon [20], que será de nosso 

interesse. Ncs..'la abordagem introduziu--se mna redefinição do fator C ALJ c <la amplitude f, 

como explicado a seguir. 

Como mencionado na seção 3.2, CAa depende da energia e está associado ao número 

de conBtituintes. Por <:ssa razão e buscando uma fonua compacta c útil no tratamento 

das partes rf:'m e imaginária, Martini e Menon introduziram tuna redefinição da parte 

imaginária <la amplitu:lc elementar, asso{~iando 

(:1.57) 
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e 

onde 

sendo C ( s) c a2 pa.râmet.roo livres. 

Imf = C(i:!).h(q), 

1 + q2 ja.2 
h(q) = .1 + 4/ 4 ' q 1}. 

(3.58) 

(:tw) 

No capítulo 6, quando o modelo for aplicado ao espalhamento pp, farcmc~~:~ uma dis-

eu .. •;sào mais detalhada quanto à dependência com a energia para esses p."l.râmctros, a.'l,'lim 

como suas paramctri7.aç(.leS. 



Capítulo 4 

Relações de Dispersão Integrais 

Neste capítulo fa:cmo::~ inicialmente uma apresentação das tmnsfonnada.~ de Hilbert 

[24,27]. Com mro estaremos aptoo a discutir as relaçi'les de dispersão [2:J,28] nas seçõrn 4.2 

e 4.:J. 

4.1 Par de ~ansformadas de Hilbert 

Consideremos o ea.so de mna singularidade z0 (pólo) no caminho de integração (figura 

4.1). Nesse ea.<ro mna ::olução para o problema é \Una deformação do contorno C de modo 

que o pólo zo possa localizar-se dentro ou fora do contorno. Com isso para esses dois casos, 

poderemos utili:mr o teorema ou a integml de Cauchy (apêndice B) respectivamente. 
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Irn .z 

c 

Figura 4.1 

Primeiramente faremos as seguintes considerações. Seja mna flmção f ( z) analítica no 

semiplano superior, lm z > O, e considercmoo urna semicircmlfcr~ncia CR de raio R centrada 

na origem c um ponto x 0 no eixo rt>.al (figura 1.2). Ne:-1He caso, a funçiio 

_q(z) = f(z) , 
z- xo 

( 4.1) 

possui um pólo em z = x 0 (pólo simples). 

lmz 

Figura 4.2 
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Suponhamos que lf(z)l -O quando lzl - oo e consideremos uma pequena deformação 

no eixo real através de uma semidrcunferênda de raio r com centro em Xo (fignra 4.3). 

Seja C o caminho foch~do e orientado pelas semicircunferências CR, Cr o o eixo real. 

lmz 

Zo-r Zo=Xo Zo+r 

Fignra 4.3 

Com isso, aplicandc o teorema de Cauchy, obtemos 

i g(z)dz =O. (4.2) 

Considerando cacl.:. pute do contorno C, teremos 

Vamos estudar cada termo dessa equação nos limites R--+ oo e r- O (semiplano superior). 
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Pele-. definição do valoT principal de Cauchy [13,15] 

. { . [j·xo-r J(x) 1 l lt J(x) ] } _ !too f(x) hm hm dx + dx = P dx . 
R~oo r~o -lt x- x 0 xol r x ~ x 0 -= x- x 0 

SuhHt.ituindo na eq.( 1.3) teremo~:~, noo limites R- = c 1" - O , 

1
1

"" f(x) . 1 f(z) . ~ f(z) P d::r+ hm dz+ hm .. dz = O . 
-ex> X - Xo R----+oo e~ Z - Xo r-O, Cr ;; - Xo 

Determinaremos agora os limites das intcgrab oobre CR e Cr. 

Para a integral oobre Crt, usando coordm1ada.'> polares 

z = Reili ===> dz = Riew dO , 

teremos, tomando o módulo da intet:,'Tal: 

Como 

teremos 

. i"" !(Reio) < i"" IJ(Réo) I Rr i!J dO _ R I iO I dO . 
0 llc - Xo . 0 R.e - xo 

1 f(z) 
--'--'--dz < 

(.R z ~ Xo 
u r I .IJ I IR- xol ./o f(Re' ) dO . 
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Agora, pela<> condiç(xJH de interesse (limites assintóticos), 

R ---+ 1 
IR- :rol 

e 

lf(z)l---+ O 

Portanto 

lim /' f(z) dz = O . 
R-ooo z- Xo 

• r.!{ 

( 4.10) 

Assim, a eq.( 1.5) terá a seguinte forma 

J> ;· ilt f(x) d:r +O+ lim { f(z) dz =O . 
-R X- Xo r-->0 .!c,. Z- Xo 

( 4.11) 

Consideremos agora o limite da integral sobre C r quando r ---+O. Sornando c subtraindo 

o termo f(xo) n<~'lsa integral, 

(1.12) 

Agora, no limite ·r ---+ O, a segnnd.-"1 integral tem tun valor absoluto arbitrariamente pequeno, 

tornando-se nula (ap6ndice C). Para a primeira integral termJH, sobre Cr 

l dz 1° irc;o f(xo) = f(xo) -----;odO , 
• c,. z - Xo " rc 

(1.13) 

onde, sobre Cr, z - x0 =·reio e dz = 1·ici0 dO. 

18 



Os limit~ de 7f a O são devidos ao sentido horário de integraf,_âo. Com isso, 

1 d~ lo f(xo) "' = f(xu)i de= -iJrf(xo). 
Cr Z- Xo , 7r 

( 4.14) 

Logo, substituindo (4.14) otn (4.12) e em seguida em (4.11) obtemos finalmente 

f loo f(x) . 
J> . dx = 1.1rj(xo) , 

-oo X - .1:() 

ou 

1 ~-+oo J(x) 
f(:r:o) = -. P dx . 

Z7f , _ 00 X - Xo 
( 4.15) 

Sendo J(x) uma função complexa, no eixo real podemos explicitar sua.'! parl.lJH real e 

f(x) = Re f(x) +i lm f(x) , 

f(.To) = Re f(xo) +i lm f(xo) . ( 4.16) 

Então, substituindo (4.16) em (4.15) 

r+"" [Re J(x) +i lm f(.r,)] 
P Loo x _ Xo · dx = Í1r (Re f(xo) +i lm f(xo)) , ( 1.17) 

e comparando os dois lados da eq.( 4.17) 
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1 l+oo Imf(x) 
Ref(xo)=-P ,. dx, 

1t _ 00 X- Xo 
( 4.18) 

1 [too Ref(x) 
Im I ( x 0 ) = -- P , . dx , 

1t . _ 00 .r - xo 
( 1.19) 

a estos equaçôes denominamos par de lransforrnada.5 de Hilbert [26]. 

Com isso temos mn par de equações que podem ser aplicadas a tun sistema físico, desde 

que suas variáveis sejam ftmções complexas e &"l.t.isfaçam à..<J condiçÕC!l asswnid11.'l: 

a) J(z) analítica no semiplano superior Im z > O 

b) lim if(z)l =O 
lzl-->oo 

As equaç<-JeS ( 1.18) e ( 1.19) também são conhecidas como f6rmulas de Plemelj. 

4.2 Relaçoes de Dispersão - Uma Singularidade no 

Eixo Real 

Quando aplicamos um par de transformada.'> de Hilbert a wn determinado si.<.Jtema físico, 

a.<J mesma<J terão de obedecer a ccrta<J propritldades analíticas. Neste caso, como será visto, 

o par de transformadas passa a se denominar relações de dispersão. 

Os primeiros trabalhoo sobre relações de dispersão foram aplicados na ótic.a e raios-

X, feita.<; por Kronig em 1926 e KramtT cm 1955, a.<;si:rn como na teoria eletromagnética 

(relação entre as partm real e imaginária da permeabilidade mal!,lJét.iea, por KT"Onig em 

19:l6) e propag-<l.Çào do som em líquidos c gases por Knaser em 19:18 (21,2:l]. 
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As propriedades física.~ às quais as relaç(JeS de di'3persão (St,.;:;,o suj1~itas são: analitici-

d.-"l.l:ln, simetria e caus.-'llidade. Pode-se mostrar que a condição de c..-"lusalidade implica que 

f(z) é analítica no semiplano superior [21,2:{,26]. 

Nesta scç.-;:;,o inicialmente utiliz.aremoB a propriedade de simetria para deduzir a..'l forma.~ 

denominada'3 relações de dispersão e cm seguida introduziremos a regra de subtração. 

4.2.1 Relações de Simetria 

Consideremos a transformada de Fourier de f ( z) 

1 /+oo J(z) = .·r.>:::. F(t)eiztdt, 
v 27r. -00 

(4.20) 

onde, wb a condição de realidade, F(t) é reaL ll:lW implica que 

f*(z) = f( -z*) , (1.21) 

e no eixo real ( z --+ x) : 

f*(:r) = J(-x*). ( 4.22) 

logo substituindo ( 4.22) em 

f(x) = Ref(x) +i lmf(x) , 
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obtemos 

Ref(-x) = Ref(x), 

Im f (-x) = - Im f ( x) , 

011 seja, a p.-"U'te real de f ( x) é mna frmção par, enquanto que sua im.-"l.ginária é únpar. F,s..•w 

resultado é denominado relação de simetria. 

A importância das relações de simetria está no fato que para determinados sistemas 

físicos (como por exemplo quando se trabalha eom fnxtu<lueia.':l, energia.••! ... ) as integ-rais da .. 'l 

tram;formadas de Ililhert, eqs. (4.18) e (1.19), devem ser simétricas, ou seja, seus limites 

de -oo a +oo são substituídos por limites positivos de O a +oo, como mostraremos a seguir. 

Nas aplicaçÕes física..o; estaremos intcrcs..'lados na determinação da parte real em termos 

da imaginária. Partini!J6 então da transformada d~ Hilbert (1.18), separando os extremos 

de integração : 

R f( ) P 1+= lmf(x) 1 [ lo Imf(x) i i 1+<><> Imf(x) ] e x 0 = - dx = - P ( x + 1 dx 
7r _ 00 x - Xo 1f • _

00 
x - :r-o 0 .r - Xo 

F~endo x -+ -x, na primeira integral 

1 
Ref(xo) =-

1f [ l o 1m f (-x) 1' 00 
Im j (X) ] -P dx +r dx , 

. += -x - :r-o o :r:- Xo 

invertendo os limites de integração c de lm f (-x) = - lm f ( x) 

Ref(xo) =.!_[r roo Imf~~) dx + P1+= l~f(x) dx] , 
1f lo .r+a:-o o x-xo 
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( ) 2 _11 oo .T j( ) Re .f x0 = - P . 2 Im x dx . 
7r x 2 - x o o 

(4.25) 

Exprcs.'lÕeH corno es:->as, envolvendo somente valores poHitivoo da variável x, são de-

nominadas relações de dispersão. 

4.2.2 Regra de Subtração 

Conforme InoHtra:rnoo na seçã.o 1.2, a fnnção .f(z), que origina o par de transformada 

de Hilbert, tem as seguintes propriedadeH : 

a) J(z) é analítica em Imz >O 

b) lim lf(z)l =O 
lzl->oo 

Porém, em muitos casos de intere&'le f(z) não satisfaz a condição (h). ConHidt!remo~:~ 

aqm o caBo 

lim lf(z)l =? cte, 
lzl-oo 

( 1.26) 

Htlll limite assintótico tende para um valor constante (função limitada). Nesse c.aso, a 

solur..~ão Heria a busca de uma "outra" ftmção para a qual a..q eondiç(JeH (a) e (b) sejam 

Hatisfeitas. 

Para tanto, eouqideremos a seguinte func,;.ão : 

<I>(z) = f(z)- f(xr) , 
Z- X1 

( 1.27) 



onde :c 1 é um ponto do eixo real distinto de x 0 . 

X o 

Estudemos (4.27) que satisfaça (a) e (b). 

a) C.omo .f(z) é analítica no semiplano superior 

ll·m .f(z)- .f(xt) = .f'(x·,) . t <"XlS ,e. 
Z----*X1 Z- ;J;l 

Bntão <P(z) é analítica no serni~plano Im z > O e portanto satisf<v. (a). 

b) Temos, 

l. I"'( )I 1. l.f(z)- .f(xt)l < 1. lf(z)- .f(x1)l 
tm 'l' z = 1m _ tm , 

lzl->oo lzl->oo lz- x1l lzl->oo lzl - lxtl 

e separando os limites 

= ( lim I I 
1

1 1
) . ( lim lf(z)- .f(x 1)1) =O. etc, 

lzl ..... oo Z - :1:1 lzl->oo 

portanto <P(z) satisfaz também a condição (h) : 

lim I<P(z)l =O. 
lzl->oo 

Com is..'K> temos que <P(z) está de acordo com a.q propriedades da.'! transformada.'! de 
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Hilbert para lmz >O. Con.<~iderando os pontos x c x 0 cm analogia eom (4.15), <I>(z) será 

<I>(xo) = .;.. P j 100 

<I>(.r) dx , 
ur _00 x - :ro 

( 4.28) 

em termos de f(x), teremos da eq.(1.27), 

f(xo)- f(xi) =_!_r roo f(x)- f(xt) dx. 
xo- Xt i1r ./_00 (x- x1)(x- xo) 

( 4.29) 

Fazendo algumas manipulaçÔlll:l algébricas no integrando do (4.29), 

f(xo)-f(xJ)= (xo~xi)rj
100

. f(.r) . dx-
m -oo (.r-.rl)(x-xo) 

_ f(x.) {j>j+oo dx _ Pjloo dx } 
nr _00 x - a: o -= x - x 1 

( 4.30) 

onde 

j I 
00 

dx (;·+a dx ) r =lim 
_ 00 X - Xo a-->oo . -a X - x 0 

= lim (tn 
U-->00 

a - Xo ) = O = r j~ 
00 

dx 
a+ Xo _00 X - Xt 

portanto 

( 
Xo- X1 j+oo f(x) 

f(xo)=fxl)+ úr P _
00 

(a:-xt)(x-xo)dx, ( 4.:31) 

temos assim uma novd ftmção f(x0 ) que sofreu uma :-;uhtraf,_w do termo f(xl) para garantir 

a condição (b). A e&':le procedimento denominamos regra de subtraçâo. 
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Considerando f(x0 ) = Ref(x0 ) +i Imf(x0 ) a cq.(4.31) terá o formato 

:r-o- XI 1100 lm f(x) 
Ref(x0 ) = Rej(x1) + P C , )( _ )dx, 

7r -oo X - XI X .To 
( 1.:32) 

( ) ) 
xu-:rl ;·+oo Ref(x) 

Imf x0 = lmf(xi - P ( )(" )dx. 
7r -oo X - Xt X - Xo 

Caso a fum,:ào <I> ( z) não satisfizesse a condi.-,~ (b), outra subtração poderia ser necess.1ria, 

dependendo da característica da convergência quando lzl ---> = . Pelo fato d.c'l. constante 

f(x0 ) ter sido subtraída d.c'l. fun.-,~ (1.31), o par de eqs.(4.:32 e 4.:la) pa.<l.'*l a He denominar 

relações de dispersão com uma subtmção. 

No easo de trabalharmos com ftmç(lffi no intervalo de O a+= , eonforme foi dcserit.o na 

seção 1.2.1 através do ur.;o da relação de simetria, teremos 

2 1+oo , ( 2 2) X Xo- X 1 
Ref(xo) = Ref(xl) + -P C 2 _ 2)( 2 , 2 ) lmf(.r)dx, 

7r o X X 1 X - X o 
( 4.34) 

(4.35) 

Bm particular, fal';endo x 1 = O , x0 = s c x = s' em ( 4.34) temos 

2s2 ,1-too 1 lmf(s') 
Ref(s)=~l d8 ( 2 2 ) · 

;r 0 s's'-s 
( 4.:16) 

Conforme veremos em detalhes nos próximos capítul<lli, essa expressão será o ponto de 

partida para se cJICgar a mna fonna derivativ-<t. para a rclru;iio de dispers.:m, no caso de 
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espalhamento elástico de hádrons (fisicamente s corresponderá ao quadrado da energia no 

centro de massa da eolisão). 

4.3 Relações de Dispersão - Um Corte de Ramos no 

Eixo Real 

Vamos agora tratar de um ca.<;o importante para as relações de dispersão, no qual f(z) 

tem singularidades no eixo real do tipo corte de ramos, admitindo uma região de corte no 

eixo real (de a até+ oo )[2]. Nesse caso, VdlnoH supor que para f(z) : 

a) lf(z)l =O quando lzl ~ oo 

b) é analítiea fora do corte. 
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Utilizaremos um contorno C ( CR+L1 +L2 +Cr) c.onforme mostra a figura 4.4. Aplicando 

o teorema de Cauchy para a ftmção g(z') 

( ~') _ f(z') 
g "- - I l z - z 

( 4.:37) 

teremos f(z) no interior do contorno C, para qualquer z 

f(z) =~i f(z') dz' , 
2Jrt. r z'- z 

( 1.:18) 

ou 

f(z) = _2_ [ f !,~') dz' + [ !(X:,=;/) dz' + f !,~')~ dz' + f f(::: ~ :y') dz'] , 
2z7r . Cn, "' Z J L 2 .<.- ""' ./ Cr ,.;.. ...;.. J L 1 N ,...... 

( 4.39) 

que pela.<> condições assintótica.<> z -+ oo =} f(z) -+ O , a integral em CR se anula (scç.ão 

4.2), assim como r· -+ O , a integral cm G'r também se anulará. Com i&"ll oH contornos L 1 

c Tj2 tenderão para o eixo rml 

f(z) = _2_ lim+ [ r=~~~~+ :E) dx' + j" f(~- it:) d.r] , 
2nr e-+O ./.. :f, - ~ 1 = .c - z 

( 4.40) 

que invertendo os limites da segl.mda integral 

f(z) = p 1+= r(:c') dx' , 
7r a x'-z 

( 4.41) 
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onde 

r(x') = lim ,
1
. [j(x' + ÍE) - j(x'- Íc)] , 

,-+o+ 2z 
(1.12) 

é Wlli"l. descontinuidade ao longo do corte qne pennite o cálculo de f ( z) cm t.odoH os pontos, 

inclusive no eixo real, com exceção dn.'l v-.tlores de x no corte. 

No easo, de interesse, mu que f(z) é real cm x <a, pdo prindpio de reflexão Schwar7. 

f ( z'*) = r ( z') , 

e portanto 

Re I (.r' - i c) + i lm f ( x' - i c) = Re I ( x' + ÍE) - ilm f ( x' + ÍE) , 

Ref(x'- ic) = Ref(x' + ic), 
( 4.44) 

lm I(::r'- ic) =- Imf(x' + ic) . 

Substituindo em (4.12) 

1 
r(x') = lim 

2
; [Re f(x' + ic) +i lm I(x' + ic) - Re f(x' + ic) +i Im f(:r' + ic)] = 

é....,...O I [-

= lim lm I(x' + ic) , 
e---+0+ 

r(x') = Im f(:r') . (4.45) 
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Voltando à eq.( 4.41), teremos 

f(z) = p /·+oo Imf(x') dx' . 
7r x'-""Y 

'" "' 
( 4.4fi) 

Como a.'lSumimos f ( z) real no eixo· real, para z -+ .r (fora do corte) terem oH f ( z) = 

Re f ( z) e portanto 

Ref(x) = !_p l+oo lmf(x')dx'' 
7r x'-x .a 

( 1.17) 

onde x < a. 'remoo então a tran..Yfonnada de Hilbert, análoga à eq.(4.18) para o ca•:;o de 

um corte de ramos a partir de x = a > O. 

O rcmltado aeima é importante, conforme veremos no próximo capítulo, devido tra-

balharmos numa região bem definidc'.L quando utilizamos as relações de (li':lpersão no limite 

de altay energia."!. 
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Capítulo 5 

Relações de Dispersão e o 

Espalhamento de Hádrons a Altas 

Energias 

Conforme visto no capítulo 4, a.'! rela<,~Ôes de dispersão foram descritas no sentido 

geral, sem especificar o sistema físico tratado. Faremos agora mna aplicação ao espa

lhamento e1-1stico de hádron.<! (mais rnpecifieamente num rnpalhamcnto pr6ton-pr6ton ejou 

antiprótorkpr·óton). Para tal, consideraremos a amplitude de espalhamento F(s, t), cujas 

wuiáveis a.<>sociadas são a energia no centro de rna.'>.<>a, .JS, e o quadrado do qnadrimomento 

transferido t. F.t.-:!La.<> são dua.<> das wuiáveis de :Mandel<>tam, revi.<>adas resumidamente no 

apêndice A. 

Os primeiros trabalhos a esse respeito foram feitos por Soding ern 1964 [29] e por 
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Arnaldi e outr<>H em 1977 [:30], onde ambos usam a relação de dispersão na forma integral, 

limitando-se a descrever somente a scç.ão de choque total, atot, c o olmervávcl p (relac,iio 

entre a parte real c imaginária da. amplitude hadrôniea em t = 0). 

Bm noHsa aplicac)io usaremos as relações de dispersão dcriv-<~.t.iva (RDD), ou seja, mna 

aprmci.mação para a forma de operador diferencial feita por Hronzan, Kane e Sukhat.me [5] 

e Gribov c Migdal [6]. Conforme Ill<>Htraremos mai:o adiante, rnsa relação é bom definida 

no limite de altas energias. 

5.1 Relaçoes de Dispersão na Forma Integral 

5.1.1 Analiticidade 

Propriedades analíticas gerais das amplitud(~ de espalhamento (independentemente de 

modelo) podem ser extraídas de princípios gerais de teorias de eampo. FA:>Ses aspcct<>H foram 

diseutidos nas referências [1],[31],[:32] e (:13]. Nesta seção c no apêndice A, apresentarcmoo 

algm1s resultados gerais que serão de interesse nesse trabalho. 

No apêndice A introduziremos a<J variáveis de Mandelstam s, t, u, os coneeitos de canais 

s e u e a regra de substituição, através da qual considera-se que uma mesma amplitude 

F(s, l, u) pode descrever diferente:.; proeessos, dependendo d<>H valores (regiôes) das 

variáveis s, t, e v .. 

No que segue, eonsidcrcm<JH os espalhamentos elástico .. '! pp e pp na direção frontal (t = 

0). O princípio de mlitaridade (teorema óptico : at = 4Ir Im f(s,t = O) conecta OH canais 
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elástico e inc1-'i<~tico. Pode-se IHIJBtrar que condiderando-sc a amplitude de espalhamento 

cJA..,t.ieo corno flmção eornplex.-"1 da wui.ável complexa (apêndice A) 

s-u 

4rn 
( 5.1) 

na região de altas energia..,, a estrutura de cortes no plano complexo é caracterizada por 

dois cortes de ramos ; mn no eixo real positivo (canal s) c outro no eixo real negativo 

(canal t), eorno mostra a figura 5.1 . AB amplitude> físicas para OH espalhamentos pp e pp 

correspondem aos limites dessa amplitude {eontinuadc'l. analiticamente) quando se aproxima 

do eixo real a partir do l 0 quadraute (eanal s : pp) e do :J" quadrante (eanal u : "PP) : 

.fw(K, l = O) = lim F(K + Íê, t =O) , 
€ .......... o+ 

(5.2) 

fw(K,t =O)= lim F( -K- ÍE, l =O) . 
é~o+ 

(5.:1) 

Novamente a ftmção F, através de sua extensão analítica, será a mesma para as duas 

amplitudes com região de corte definida no eixo rC',al ( Iib'Ltra 5.1) 

lmK 

K+ i< 

(p+ p-+ p + p) 

t III< Rc.IC 

CJi+ p--+ p+ p) I 
+1Co 

·K·it: 

Figma 5.1 



onde K.'- 0 ""'rn, ao mesmo tempo que :Fé real no intervalo ( -Ko, Ko). 

Na obtenção das relações de dispersão será útil introduzir fm1ções pares (:F+) e ímpares 

(:F_) sob a troca K -----j. -K. Em termos das amplitudes para espalhamento pp e pp temos : 

(5.4) 

5.1.2 Relações de Dispersão na Forma Integral 

Na seção anterior definimos llllla região de analiticidade da amplitude de espalhamen-

to :F, levando em conta as aproximações para altas energias. Baseando-se nisso vamos 

relacionar as partes real e imaginária da amplitude de espalhamento, ou seja, aplicaremos 

o conceito de relação de dispersão. 

Voltando à figura 5.1 e considerando urn contorno C em tomo da região de corte (figura 

5.2) 

... ,· 
_ ..... 

_ ............ -· 

... -···· _.-· 

lrn1C 

·•········ -.. 

... 

v ... ·-""'"·-- ............ ···-,·..... .. ................................ ::-:....1 ............ , . ., '\ 7 

-------::-:: . i r 
-IC-~/ ..... T......... . .. _._·:.·~---.. -.i.~.~ ........................ A .. · <: .......... ~... ' 

- ·-·--····· ...... -· j 

·· .. 
~ I ··-. ..· 

···... _ ... •··•··• 
····· .... . .. ··· ···-...... . .. ··· 

·········-·-······ '········--··· ·-····· 

Figura 5.2 
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Conforme foi vi."'to na seção 1.2.2 (<xJ. 4.27 com x 1 = O e z = !C), ao usarmoH nma 

funç.-~o da forma 

g(JC) = F(IC) ' ( ) . /C 5.5 

estamos garantindo sua convergência através de urna subtmção. Portanto aplicando o 

teorema de Cauclty na função g(JC) , através do contorno C 

g(JC) F(JC) = -,2..._ i F(IC') dJC' 
/C 2i7r c JC' (!C' - IC) ' 

(5.6) 

conscqucnkrnente, quando R -+ oo , a integral CR tende a anular-se e r -+ O , havendo 

uma descontinuidade semelhante a (4.42), porém com dnll.'l regiões de corte (-oo, -JC0 ) e 

( +JCo, +oo) 

JC [j·+= r(JC') ., 1-K:o r(JC') '] 
F(IC)=F(O)+; tK:o IC'(IC'-JC)dK + -oo JC'(K'-K)d!C (5.7) 

onde 

r(IC') = lim ,
1 

[F(K' + it:)- F(K' ~ it:)] . 
,_.o+ 2z 

(5.8) 

Através da paridade da eq.(5.1) c do princípio de Scltwar7., a eq.(5.7) terá a scg;ninte 

forma (apêndice D) 

JC r= ,ImF±(K') [ 1 1 J 
F±(K) = F±(O) + n .J+K:o d!C K' (!C'- IC) =f (K' + K) ' (5.9) 
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ou ainda, com o v-dlor principal de Cauehy para a parle real 

K t"" Im.F±(K
1

) [ 1 1 ] 
Re.F±(K) = Re.F±(D)+-;P }+K:o dK

1 

K1 (K1 _ K) 'f (K1 + K) (5.10) 

portanto temos tuna relação de dispersão cm ftm\iio da. energia de laboratório K. Porém 

estamos interessados cm trabalhar com energia no centro de massa ,jS e o quadrimomenlo 

transferido t na rcgioo de s >> m2 e iti < m2
. Neste caso buscaremos tuna relação entre 

es.'laS variáveis através das cquaçôes (A.4- apêndice A) e (5.1) 

s t 
K=-+--1n, 

2m 4m 

que aplicando as condições de regime vi.,ta--; acima 

"' 8 K ---2rn · 

eorn Isso 

assim 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

8 ~ +-oo d81 
lm f ± ( 81

, t) [ 1 1 ] 
Ref±(s,t) = Rcf±(O,t) + -. -1' - s' _1 ( 1 _ ) 'f _1 ( 1 ) ' 

2rrur 1 80 2rn ~m 2m 8 8 2m 8 + 8 

Ref±(8,t) = Ref±(U,t) + !!..p roo ds'lmJ±~8~,t) [ 1 1 ] 
7r ./ +•o 8 8

1 
- 8 'f 8

1 + s 

66 



onde 

so = 2tnKo. (5.11) 

Porém se a energia no centro de ma.'l.<m for nula, não haverá espalhmncnto, couo;e-

quenternente podemo..<; desprezar R.ef ± (O, t) 

Ref±(s,t) = s P ;+= ds'lmf±;s',t) l 1 1 ] 
7r .\so s s'-s=fs'+s 

(5.15) 

Chegamoo a~'lim a uma rclac,~âo de clispersão com uma s'ubtmção, que garante a con-

vergtncia da integ,Tal, sob &'l condições assumida"!. 
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5.2 Relaçoes de Dispersão Derivativas 

A eq. (5.15) IIOH dá rnna relação rúio local, i.•.;to é, a parte rc.-"11 (:calculada através da 

imaginária para todas ener!Õa.<>. Nesta SC(,~ão, baseando-se no artigo de Bronzan, Kane e 

Snkhatrne [5] e seg;uindo a fórnmlação desenvolvida por Menon, Motter e Pimentel [8] e 

Mottcr [34], ealcularmnos urna forma derÍvd.tiva p.-"ll'a (5.15), ou seja, uma aproxirnaç.-~o da 

forma de integral para operador diferencial, considerando o limite de alta.'! energias. Como 

vcremo8, ffiso m>~:~ leva a Ullk'l relação q'Uasc local. Bfetuarcm!>~:~ inicialmente os cálculos 

em detalhe para urna amplitude pc"l..' f+ ( s, t) (o <:c'L.'IO ímpar é análogo) e cormidcrando 

uma subtração (seção 5.2.1). Bm seguida, apresentamos os resultados para mu u(unero 

arbitrário de suhtrações (scção 5.2.2). 

5.2.1 Uma Subtração 

Retornando à eq.(5.15) 

2s2 11oo dsl 
Ref+(s,t) = -J> 

1
( 

12 2
) Imf+(s

1,t), 
1T 

80 
88-S 

(ii.16) 

para obter a primitiva ua intcgrm;ào por partes, dividimos c multiplicamos o int.egraudo 

por uni fat,or s1
L', com JJ constante rc.-'ll : 

2s
2 l. 1 00 ds' sw 

Ref+(s, l) =-
1

( 
12 2

) Imft (s1
, t) x 

1T •. ,
0 

ss-s ..,.w 
(ii.l7) 
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Integrando (5.17) por partrn 

Refl(s,t) = 'U.vl+ -- ds'-ln s'(v-l) (v -1)- + ~ 00 2s2 11
"" 1 (s'-s) ( 1 d) 

80 
1r ,,0 28 s' + s s' ds' 

(5.18) 

onde 

1 l ("'-s) V = 2s n s1 + s · 

Como considerarcm<lH aH energia." suficientemente altas, so --> O , e o termo ( u. v) de 

(5.18) t.orna-se nulo, enquanto que na integral da direita faremos a Heguinte mud.anc,:a de 

variáveis 

s =c~ , 
(5.19) 

s' = (:l-' . 

SuhHt.it.uindo em (5.18) e considerando o limite s0 -->O ==> Ç0 =ln s0 --> -oo 

Ref 1 (s,t) = ; 1:00 

dÇ' s'(v-l) ln ( coth (~ IÇ- Ç'l)) ((v- 1) + d~') (lmf+(s', t)js'v). 

(5.20) 

Expandindo Imf+(s',t)f.~rv em série de potência.<:~ de (Ç- Ç') 

(Ç'- Çt 
n! 
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(5.!H) 

a qual, substituída mn (5.20) e assmnindo-se eonverg6neia da série, fornece 

(5.22) 

onde 

I,= I:= dt,'e<v-l)(E'-0 ln ( coth (~ lf- el)) ((v- 1) + ~) (Ç'- Ç)" . (5.2:J) 

Fazendo y = Ç' - Ç , 

e integrando por partes, 

(5.24) 

onde 

(5.25) 

(5.26) 

Pas..-,;arnos agora a estudar cada termo separadamente. 
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Expressando 

A,= lim [ln F(y)e(v-lJyynr .. , 
U--+00 uo 

(5.27) 

onde 

(5.28) 

e comparando F(y) com a função 

f(y) = 2c-IYI , (.5.29) 

mostrada<; na figura 5.:3, vemos que quando y --> +oo =} F(y) --> O , assim como, 

3.0 

2.5 

2.0 

1.5 

1 o 

0.5 

' ' 
' ' 

-- f(y) 

....... F(y) 

·3 -2 -1 o 2 3 
y 

Figura 5.:3 
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.f (y) = 2e-lvl ----+ O , ou seja, decresecm exponencialmente 

lim F(y) ~ lim J(y) . 
y--++oo Y--+ +oo 

(5.:30) 

Portanto para IYI = IÇ'- Çl grande o suficiente 

F(y) =ln (coth c~~)) ~ 2c-IYI , (5.:n) 

a qual em (5.25) forncec 

(5.:32) 

(5.:l:l) 

O primeiro limite vai para 7..cro qnando v- 2 < O e o segtmdo quando v> O. 

Logo 

para 0<v<2, (5.34) 

A, =? Diverge para v>2,I/<0. (5.:35) 

Tcrrno B., 

Como 

1 
(5.:ln) 

sinh(y) ' 
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esse termo (~ expresso por 

(5.:n) 

Com isso, para O < v < 2 a integral (5.2a) resulta 

f
loo e<v-l)y 

ln = dy : h( ) Y71 
• 

_ 00 sm y 
(5.38) 

Voltando à eq.(5.22), p.-"l.I"a !li> dois primeiroo termoo da série, que serão de nosso intcrcs.'le, 

teremos 

s" s" d 
Ref+(s,t)=-(lmf.t(s,t)/s")I0 +-' ' (Imf 1(8,l)/s")I1, 

7r 7r d ln s 
(5.:J!l) 

que através da ref [35] 

f I oo c<v-l)y (7r ) 
lo= -oo sinh(y)dy=7rtan 2(v-1) , (5.40) 

r I oo e<v-l)y 7r2 (7r ) 
/1 = ./_""' sinh(y)ydy = z sec

2 

2 (v- 1) . (5.41) 

Com isso, para O < v < 2 os doi<~ primeiros termos da série fornecem 

Re J + ( s, t) = tan ( ~ (I/ - 1)) lm f + ( 8, l) + ~ s" sec2 
( 1 (I/ - 1)) ~ (Im f + ( 8, l) / s") . 

(5.42) 

De mfmeira semelhc'lllte para mna f1mç.-;;,o ímpar J _ ( s, l) podo-se obter 

(5.4:1) 



5.2.2 Número Arbitrário de Subtrações 

Nas scç!le> anteriores tratamos as relações de dispersão com apenas uma subtração, tanto 

na forma intcp,Tal eomo derivativa. Porém, eonformc mo~>traram Mcnon, Motter c Pimentel 

[R], para k (k E N*) subtraçôes a relação de dispersão integral será 

8k 

Re f±(s, t) = - ( _ )I 
k 1 . 

d("'-l) 

d8'(k-1) [
Ref

1

±(8,t)] +-8kPJioo ds'_lm-=f_±
1

..c...k(s_',-'-t) [ 1 =t= (±l)k], 
" " 7f " s' - " .~' + •" "" - ,, s'- O l so "" "" , " 

(5.44) 

ou csp('(~ilkando para eada tipo de funçiio, par e ímpar, e a menos das eonstantcs de 

subtra<,ão : 

R f ( ) _ 8NP1-tood ,Imf1 (8',t) [ 2s ] 
e I 8, t - 8 N 2 2 ' 

7f +so 8
1 

8
1 

- 8 
(5.45) 

Ref ( .) = sMJ> ~-tood ,lmf_(8',t) [ 2s
2 

] 
- 8,/ 

8 
-IM '( 12 2) ' 

7f ··iso li 88-8 
(5.46) 

onde M c N são números inteiro..<; que estão relacionados cnrn k através de 

k- 1 , k Par k- 2, k Par 
M= N= (5.47) 

k- 2, k Ímpar k- 1 , k Ímpar 

Para a forma derivativa de (5.45) c (5.46), até primeira ordem, ternos 

Re h ( s, q) = tan ( 7f (v - 1)) Im f + ( 8, q) + 7f sv 1 N sec2 ( 7f (v - 1)) t ( Im f 1 ~' q) ) , 
2 2 2 d ns 8vl 

(5.48) 
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· ('li' )) · 'li' vt M 2 ('li'( ) d (lmf_(s,q)) Rej_(s,q)=tan 2(v~1 lmj_(s,q)+
2

s sec 
2 
v~1) dlns s"+M · 

(5.1!1) 

Voltando à.<.J condições (5.47), teremos os H(Jgtunies valores de M e N para as cmco 

primeiras suhtrações (Tah 6) 

k (Subtra.) N M 

1 o ~1 

2 o 1 

3 2 1 

4 2 :l 

5 1 3 

Tabela 6 

Portanto, para as duas primeiras subtrac,x".íes, de wna função par, as RDD's são iguais 

( N = O), o que niio ocorre p.-'1nt mna funç.ão ímpar. Com is..•.;o garantimos a convergência 

da amplitude elementar corn até dua.<.J subtrações. 

Explicitamente, temos os scgtlintes resultados para os dois primeiros tennos da série 

( tangen t.e) : 
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• Amplitude Par 

- Uma e du.-·1.s subtraçõcs (k = 1 e k = 2 , N =O) : 

&ft(s,q) = tan (K(v- 1)) lmf+(s,q) + K sec2 (K(v- 1)) _ri_ (Imf+(•,q)). 
.~v 2 sv 2 2 d ln s 8~ 

(5.50) 

• Amplitude Ímpar 

-Uma subtraçâo (k = 1 , M = -1) : 

_ _:_....o.....:..=.:... = tan - IJ - 1 + - sec - v - . Ref_(s,q) (7f( )) lmf_(s,q) 1r 2 (7f( 1)) d (lmf_(s,q)) 
s"- 1 2 sv-1 2 2 dlns s"- 1 

(5.51) 

- Duas suhtrac,iíes ( k = 2 , M = 1) : 

_ _:_....o...._:..::.:... = tan - v - + - sec - v - 1 . Ref_(s,q) (7f( 1)) lmf_(s,q) 1f 2 (7f( )) d (lmf_(s,q)) 
s" I 1 2 s"+ 1 2 2 d ln s s"+ 1 

(5.52) 

Para 1/ = 1 obtemos as fórmulas que denominaremos "padrão", pois são as que aparecem 

na literatura (eap fi), no easo de até duas subt.rações : 

• Par - mna c dua-s subtrações 

R"ft (s,q) = 1!:_<1_ (lmf+(.•,q)) 
s 2dln~ll s · 

(5.53) 
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• Ímpar - uma ~ubtração 

7r d 
Ref_(s,q) =- (Imf_(s,q)). 

2 dln s 
(5.54) 

• Ímpar - duao; subtrac.1:-~ 

Ref_(s,q) = 1r d. (Imf_(s,q)) 
s2 2 d ln s s2 · 

77 



Capítulo 6 

Aplicações das Relações de Dispersão 

Derivativas à Amplitudes 

Elementares 

Este eapítulo é o ponto central de no..'lf-10 trabalho com respeito à-'! aplicações d.-·J..q relações de 

dispersão deriv-dtiva. Começaremos apresentando o modelo utilizado (modelo de difraçào 

múltipla) para o espalhamento pp, conforme desenvolvido por Martini e Mcnon [20]. f<jm 

seguida., faremos a aplicfu,.:ào da relação de dispersão dcrivatiwt ( RD D), no contexto do 

modelo, através de duas abordagens (relação padrão, eom v= 1 e ajuste do parâmetro 1.1), 

apresentando em ca.:la easo as previs(JeS para as grandtu,as físicas e comparações com os 

dados experimentais. 
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6.1 Objetivos Gerais 

O objetivo deste c~pít.ulo é descrever&'> grandeza.<! fít-~ieas (cap. 2) mm1 l~palhan1ento 

pp, com auxílio da amplitude de espalhamento hadrônica, vista no capítulo :1 

(6.1) 

onde, no formalismo (geral) de difração mültipla, x(s, b) é o termo de primeira ordem da 

fmtção eiconal, eq. (:t55) 

(6.2) 

Com a an1plit.ude hadrónica, estudaremos as grandezas fi"lica.'l através das expressões 

da , 2 
-i =Irli'(s,ql ' 
d 

atot(s) = 4IrlmF(s,q =O), 

() 
ReF(s,q=O) 

p s = 
Im F(s, q =O) 

6.2 Modelo Prévio de Difraçao Múltipla 

( 6.:3) 

(6.4) 

(6.5) 

Como referido na seção 3.3, no modelo de difração mültipla, desenvolvido recentemente 

por Marti:ni e Menon [20] para o espalhan1ento pp, as paran1etri:~.ações dos fatores de forma 
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são do tipo 

( 2)-1 ( 2)-1 
G = G A = G B - 1 + ~2 1 + ~2 ' (6.6) 

enquanto que a parte imaginária da amplitude elementar é assumida na forma fatorada cm 

termos da dependência com energia s c momento q, 

lmf = C(s)h(q) , ((-i, 7) 

onde 

(6.8) 

e u 2 , fF, a 2 c C são parâmetros livres , cuja.':! paramctriy;açôes serão apresentada_<; mais 

adiante. A<:~ justificativas física_<; para essa.<; parametrizações Hão dio;cutid.-·l.s por Menon na_., 

referência<; [:38] e [:19]. 

6.2.1 Cálculo da Amplitude Hadrônica 

A primeira earactorístiea desse modelo é, com base na cq. (6.1), associar à amplitude 

hadrônica complexa, mna amplit,ude elementar complexa 

f(s, q) = Re f(s, q) +i Im f(s, q). (6.9) 

80 



O ponto central na abordagem de Martini e Menon é a hipótese de proporcionalidade 

entre as partes real e imaginária de (6.9), tal que 

Ref(s,q) = .\Imf(s,q), (6.10) 

onde.\ é um parâmetro livre c dependente da energia (essa hipótese foi assumid."l com ha.'!e 

apenas em sua simplieidocle). Substituindo (fUO) cm (6.9) 

f(s, q) =(.\+i) Imf(s, q) , (6.11) 

teremos a amplitude elementar cm func,.:ão de sua parte imaginária, o que nos interessa, 

pelo fato da Im':-lma ser descrita por (6.7). Substituindo (6.11) em (6.2) c considenutdo OH 

fatores de forma iguais ( cspalhamen to pp) 

x(s,b) =(CP!)= (G2 (.\+i)Imf(s,q)), (6.12) 

ou ainda 

x(s, h)= (.>..+i) !1(s, b) ' (6.13) 

onde n é a opacidade 

n(s,b) = (CPimf(s,q)). (6.11) 
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Finalmente com a ftmc:;ã<> eieonal, podemo.'! ealeular as p.-"l.rtffi real e imaginária da 

amplitude hadrônica (apêndice E) 

ReF(s,q) = (e-n(s,b)sen(Àfl(s,h))) , (6.15) 

Im F(s,q) = (1- c;-!l(s,b) cos(Àfl(s,h))). ( 6.16) 

e daí segue a,.., grandezas fisieas (6.;~), (6.1) e (6.5) . 

Portanto, a amplitude de espalhamento dependerá dos fatore.'! de forma, parte ima

ginária da amplitude dementar e do parâmetro À. Vamos fazer em seguida mna revisão 

Hobre a análise do.'! dados experimentais e a dctenninação das parametrizações para a(s), 

C(s) e À(s). 

6.2.2 Ajuste aos Dados Experimentais 

Como discutido em (20] fi:>rarn ar1alizados Hete eonjtmtos de dado.'! experimentaiH de 

espalhamento pp para energia..-.; acima de 10 C:cV. O procedimento de ajuste consistiu de 

duas etapas ; 

(1) Tomando À= O a amplitude hadrônica, cqs. (6.15) e (6.Hi), é puramente imaginária. 

Nesse easo, determinon-He os valores do.'! parâmetroo C , a 2
, (P c a 2 que reprod117,cm OH 

dados da seç.-:U> de choque diferencial em c.-"l.da energia e de modo a apresc.ntar um zero na 

pooic,.~o de mínimo ( di.p). 

(2) Com OH valores dt•.sses 1 parâmet.rOH calculou-He o valor de À que reproduz o valor 
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experimental de p em cad .. 'l energia. 

Com esse procedimento obteve-se uma de:.;c:Tição satisfatória dos dados experimentais. 

A frm de se obter trm fonnali-smo que permita previsões para outra."> energia-s, os va.lores 

dos parâmetros n 2 e C foram parametri.:t;ados atrav(ls de funções dependentes da energia 

na fi:>rma de polinómios em ln s (usual em espalhamentos elásticos ejou suaves). 

No caso do parâmetro À a parametrização foi baseada no comportamento geral da 

,qandeza p(s), não havendo tuna justifieativ-d teóric.a para essa escolha. 

6.2.3 Resultados 

Os valores dos parâmetros livres e parametriza.c,0es obtidos através do procedimento 

deserito forrou os seguiutcs1 : 

2 2 a = 8.20 GeV e 2 . 2 ('3 = 1.80 GeV , (6.17) 

2~ ) = 2.57- 0.217ln(s) + 0.0243ln2 (s) 
(t 8 

( 
2 Gev- ) , ( 6.18) 

C(s) = 14.3- 1.65ln(s) + 0.159ln2 (s) ( 
2 GeV ). ( 6.19) 

(6.20) 

1 Uma discussão rnais aprofundada da obtenção desses ajuste pode ser encontrada em (20]. 



onde 

6.95 x w-~ A2 = o.11s , A1 = L 5o x w-:l , (6.21) 

-~o 1 GcV . 

A~ pararnctri>~a<;ile~ para C( s), o:- 2 (s) e .\(s ), juntamente com o!-> valoreH que deHcrevem 

OH dados experimentais, conforme o procedimento deHcrit.o na se(;iio 6.2.2, siio namtradas 

nas figuras 6.1, 6.2 e 63 re:opectivamente 

'1.71:1 .--------......-----...-------.---') 

11.211 . 

~ 10.711 

§ 

'0.20 

... 7'5 ':-------~''--~---'-----·----' 
11.0 8.0 7.0 8.0 

111(1) 

Figura 6.1 : Ctu·va do parümetro C(8) [20]. 
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7.0 
ln(l) 

:;:"igma G.2 : Curva do parâmetro n-:.!(.~) [20] . 

.. , .. , 'I 
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• . . '+;..... ............... r-.-.--r-r-. ...... ,.-..---.-~ ...... "'''-............ .....1 
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1 10' 10' 10' 10' 

&
112 (GeV) 

Figura G.3 : Curva do parümetro A(s)[20]. 



Com esse formalismo pode-se prever o comportamento das grandezas (6.3), (6.4) e (6.5) 

em termos da energia. Os resultados são mostrados nas figuras 6.4, 6.5 e 6.6 respectiva-

mente e comparados com os resultados experimentais. 

No caso de interação pp os dados experimetais do drrjdt, a 1 e p na faixa mais alta 

de energia investigada em aceleradores de particulas, correspondem à região 13,8 GeV < 

.jS < 62.5 GeV . N3ssa região a comparação das previsões do modelo com os dados 

experimentais serve como um teste das parametrizações utilizadas, eqs. (6.17) a (6.21). 

No caso de rre, como referido no cap. 2, existem informações experinwntais provenientes 

ele dados ele raios cósmicos na faixa de energia 6- 24 Te V, havendo as discrepàncias referida.<; 

na seção 2.2. Como mostrado na figura 6.5 as previsões do modelo favorecem os resultados 

de Nikolaev. 

·~ ....... 
13.11 o.v 

.r 

i ·o' 23.110•V 

I 30.70•V 

44.7 o.v 
10" 

112.11 o.v 

10_ .. 
o. o 2.0 e. o 10.0 

Fitura 6.4 : Seção de Choque Diferencial [2UJ. 
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1711.0 . 

i ~ 1111.0 
ri 

711.0 

>< : dadOI de --lido!' 
•: Akeno 
6:Nik-
•: CJBY 

Figura 6.5 : Seçào de Choque 'lhtal com extrapolaçào para raios cósmicos [20]. 
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Figura 6.6 : Curva do parâmetro p(s) com dados da Tabl [20]. 
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6.2.4 Discussão Crítica 

Um ponto crítico nesse modelo e que S<'Xá reformulado na seç.ão 6.:3, diz respeito à 

escolha da parmnetrização para >.(s), CC:JH. (6.20) c (6.21). Como t>Xplicado na ref [20], a 

análise dos dadoo experimentais mostrou qne O.'> parâmetros >.(s) c p(s) têm, no formalismo 

de difração múltipla, comportamcnt<ll:l similares em termo.q da energia : 

>. o ~ p=O 

>. > o ~ p>O 

>. < o ~ p<O 

Àcre8rent<' ~ PcrP.8rente. 

À lJel..Tf'.sr.r.nte ~ P lJccrr:.iiJr.e.nte 

Isso levou os autores a testar para os valores de >.(s) em c.ada energia (fig. 6.:1) 

mna parmnetrização eapaz de reproduzir, de forma global, as informações experimentais 

clisporriveis sobre p(s), inehúndo dadoH de intera. .. )io pP a 546 GeV e 1.8 TcV. Essa foi a 

origem da fórmula geral 6.20 e o ajuste aos pontos da fig. 6.3 determinou os valores dos 

parâmetros, eq. 6.21 . 

Erubora tenha-se obtido a reprodu-:;:ii.o dos dadoo experimentais, figuras 6.4 a 6.6 c 

prcviH<)es para energias mais altas, devo-se ressaltar que essa escolha não tem rw:ão teórica, 

tratando-se de mna hipótese ad hoc. 

Na próxima seção estudaremos as conexões entre as partes real e imaginária da mnpli-
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tude elemetar (parâmetro>.), através d.-'l..'> relações de dispersão deriv-<ltivas. 

6.3 Relaçoes de Dispersão Derivativas e Amplitudes 

Elementares 

O objetivo central deste trabalho é mna reformulação no modelo diseutido na seç.-~o 

anterior no que diz respeito à determinação da parte real da amplitude elementar. Como 

discutido, na formulação original, não há justificativa. teórica para a parametrizac,.:ão de 

>.(s), O:J. (6.20) c (6.21). Por essa razão investigamoo a aplicabilidade das rclaç(xJ:> de 

dispersão derivativas, O:}s. (5.18) c (5.4!J) diretarnente na."! amplitudes dementares. 

Observa.:rnos que essas relações foram sempre aplicadc'l..'> a amplitudes hadrônicas, sendo 

este o primeiro trabalho de aplieação ao nível elementar. 

Partindo da."! eqs. (5.48) e (5.1!J) o lJ:>tudo será feito em dua.."! etapas 

v= 1 (Relação Padrão) 

v -+ Parâmetro Livre . 
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6.3.1 Relação Padrão 

Consideremos a R.DD p.-"l.l'a amplitude par no caso de mna ou dua.'l subtraçõcs (eq. 

5.50) 

--=-...:.--'--'c...::.:... = tan - I/- 1 + - sec - v - . Re/ 1 (s,q) (7r( . )) lmf+(s,q) 1r 2 (Ir( 1)) d (lm.f+(s,q)) 
s'' 2 s" 2 2 d ln s s" 

(6.22) 

Como demonstrado na sec,iio .'i.2, eq. (.'i.:H), o parfunetro v deve satisfw:er O < v < 2 . 

Bntrct.anto em todas as aplicações ck'\S relações deriv,üivas toma-se v = 1 . Nesse easo 

temos 

(6.23) 

Vamos agora utili?.ar es.'3a rclac,:ão no contexto do modelo prévio discutido na se<.~> 6.2. 

Para tanto, seguindo a normallliaçào de fironzan, Kane e Sukhtme [5], os quais consideram 

.wT ;j, = Im f 1 , definimoH [:16] 

l~n/:(s,q) lm f(s, q) (6.24) 

onde, do modelo ( eq. 6. 7), 

lm/(s,q) = C(s)h(q). 

C,om isso 

1f d 
Ref(s, q) =- dl {C(s)h(q)} , 

2 ns 

{
Ir 1 dC(s)} 

Ref(s,q) = "2 C(s) dlns Imf(s,q), ( ().25) 
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e, comparando com a hipótese de proporcionalidade do modelo, cq.(6.10), 

Ref(s,q) = .\Imf(s,q), 

vemoo que o parâmetro .\, anteriormente livre c determinado por ajuste, pode ser analiti-

camente definido através de uma parametrização para C(s) . 

.\(s) = 7r~1~dC(s) 
2 C(s) dln-9 

(6.26) 

Bssa é a vantagem central a.<>sociada ao uso da relação derivativa : substitui-se a 

parametrização sem justificativa teórica, eq. (6.20) e (6.21), por wn operador diferencial 

deduzido a partir de propriedades analíticas &"'.."'Uirildas p.-"l.ra a amplitude elementar. 

Com a para.rnetrizac,:âo original para C(s), t.."q. (6.19), tem-se 

.\(s) = Ref(s,q) = 1r r (0.318ln(s) -1.65) . ] . 
Imf(s,q) 2 14.:3- 1.65ln(s) + 0.159ln2(s) 

(6.27) 

A eomparação deste novo resultado para .\ ( s) com a para.rnetrizac,.~ão anterior ( eqs. 

6.20 e 6.21) é mostrado na figura 6.7. 

É importante ressaltar que a parametri.zação anterior (6.20) foi e:,;colhida com base no 

comportamento experimental do parâmetro p( s), induindo dados de espalhamento pp em 

energias mais altas (546 GeV e 1.8 'L'eV). L<>So sug<'xe mn m.-1.xirno em torno de 10"1 GcV e 

limite a.<>Sintóticn a zero por valores positivoo. Por essa razão escolheu-se a forma específica 
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da eq. 6.20 tratando-se portanto de urna escolha ad hoe. 

Por outro lado, a eq. (íi.27) reproduz exatamente esse resultado global (máximo em 

torno de 103 GeV e limite assintótico a zero por valores positivos), sem que nada tenha sido 

assurnido, à exa-"SSão da própria relação de dispersão (e, é claro a parametrização original 

para C(s)). 

~ 

UI 

~ 

0.2 

0.1 

0.0 

10' 1o' 

--------- ROO (v= 1) 

-- ~rtrnttr. 

10" 

112 
8 

10' 

Figura 6.7: Curva.., de >.(s). 

10' 

Novamente, utilizando >.(s) (6.27) na.'> eqs. (6.15) e (6.16), j1mtarnente com as demais 

parametrizações e valores de parâmetros livres do modelo anterior, tem-se as previsões para 

as g,Tandezas física_., : 
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• Seção de Choque Diferencial 

Resultado análogo ao de Àraram.ül.. • Embora certa,.., diferenças se façam presentes na 

wgiâo de dip (curva um pouco acima dof> dadof>), enquanto que na rmergia de 13 Gc V o 

mínimo seja pronunciado indicando pequena contribuit;ào da Hc F(s, q) ( figura 6.1-S). 

10° 13.BGaV 

~ I-
19.4 GaV 

... I 
> 
~ 23.5GaV 

l 
~ 

30.7GaV 

'tJ -. 
b 44.7 GaV , 

10"1 

:1: :r: 

62.5GaV 

10~J,~~~~~rT~~~~~~~TT~~~~ 
c 2 4 6 8 10 

Figura G.8 Se<ito de Choque Diferencial (TIDD com~~= 1) 

na região 14 """ 63 Gr V. 
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• Seçao de Choque Total 

Praticamente não houve mudanças em relação a ÀParamet . Com curvas coincidentes, 

os dados de raios cósmicos são confirmados para os resultados obtido por Nikolaev (figura 

6.9). 

• Dados Experim. (13 a 62 GeV) 

200 • Nikolaev 

• Akeno 

150 
l 

I 

' ' 

100 

50 

o~~~~~~~~~~~~ 

10
1 10~ 

Figura 6.9 Seção de Choque Total usando RDD (v= 1) e extrapolação para 

raios cósmicos. Dados experimentais da tab 2 e 4. 

• Parâmetro p 

C.Á)nforme se vê na figura 6.10 , a previsão teórica ficou acima dos dados c embora a 

parte inferior da curva esteja fora de alcance da energia de 13 GeV a superior tem seu 

máximo en1 torno de 500 GeV, igual ao de À parametrizado (fig. 6.6). 
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0.15 

0.10 

0.05 

-0.05 

! 

Figura 6.10: Curva de p(s) com RDD (v= 1) usando dados experimentais da tabl. 

Com base nos resultados obtidos, principahnente quanto à descrição do parâmetro p( s) 

decidimos testar uma relação mais geral, sem tomar v = 1, porém considerando-o corno 

parârnetro livre. Até onde conhecemos esta "otirnização" da relação de dispersão nunca 

foi realizada na literatura. Observamos tarnbérn que Kólar e Fischer realizaram extensivos 

estudos sobre relações de dispersão derivativas [40,41] e de acordo com os autores " a 

escolha de wn v diferente de 1 não tem vantagem prática" [41). 
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6.3.2 Relação com Parâmetro Livre 

Partimos agora da cxpres.<>âo geral(5.50) para amplitude par (tmm e dua'3 subtraçi'íffi) 

Ref+(s,q) = tan (7r (v _ 1)) lm.f 1 (8,q) + 7r sec2 (7r (v_ 1)) d (Im.f 1 (8,q)). 
s" 2 8" 2 2 d ln s s" 

Seguindo mais uma ve-.l a normallliação referida na seção anterior, identificamos 

( ' . A:liil ISSO, 

lrnf+(s,q) .., 
--=:....:...c..-'-=-'- = 1m f(s, q) = C (s )h(q). 

8 

_ - -- +1-v d (lmf 1 (s,q)) _ d (C(s).h(q)) _ [ 1 dC(8) . ] Imf1 (s,q) 
d ln 8 s" d ln 8 sv-! C ( s) d ln 8 s" 

e da <XI. (6.28) temos mna "gcnerallliação" para .\(8) cm termos do parâmetro I/: 

(6.28) 

) Re f ( s, q) ( 1r ) 1r 2 ( 1r ) [ 1 dC ( 8) ] -\(8 =I f( ) = tan -(v-1) + -sec -(v-1) -(-) + 1- v . (6.29) 
m. s, q 2 2 2 C s d ln 8 

Portanto, com a pararnctri11.ação da cq. (6.19) p."lra C(s) temos uma exprrnsão geral para 

A( 8) que pode ser ajustada através de I/. 
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Determinação do Parâmetro v 

No e:,;tudo do espalhamento elástico pp, teremos que achar mu valor de v que melhor 

descreve o:,; dados experimentais. Nes::;e cHso estudamos somente os dados experimentais do 

panhuetro p visando o:-,i,;nizm a descrição anteriormente obtida. Com o valor de v limitado 

no intervalo O < v < 2 (seçào tí.2), pa...,samos a ofetuar o seguinte JH"ocedimento estatístico, 

tendo somenk I/ como JXll"ámetro livn~ no modelo : 

0<U<2 Programa de Ajuste Análise 

l_v_----Jit---~·1 p .. (•) 
. - . p,.,(s) 

I 1----+l•l X 'I g ll 1-_.. .. VIDLU. 

Fig;ma 6.11 

O ajuste dos dadc:; experimentais através do programa CERN MINUIT /42] fomece a 

distribuiçào indicada Li figura 6.12 . 
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7./gl 

1.27495 

1.27490 

1.27<465 

1.27480 

1.27475 

1.27<170 

1.27465 

1.27460 

Desse resultado extraimos 

1.2470 1.2472 1.2474 1.2476 L2476 1.2460 1.2462 

Parêmetro v 

Figura 6.12 

1/ = 1.25 ± 0.01. 

com x 2 jgl = 7.62/6 = 1.29 . Logo com o valor acima de v (v 

teremos um novo resultado para as grandezas estudadlli:l : 

• Seçâo de Choque Diferencial 

(6.30) 

1.25) ua eq. (6.29), 

A seção de choque diferencial não sofreu grandes mudança.<;, embora na energia de 13 

GeV o mínimo pronunciado tenha desaparecido e um leve desloeamento na regiiio de dip 
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ainda se faça presente (figura 6.13). 

-N 

-N 

C" 
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---------}--------------L 

.:.. --------

-!..!_JJ • 
------L________ 62.5 GeV 

-~-~ --- ............ ~~-

4 6 8 10 

q2 
( GeV 

2
) 

Figura 6.1:3 : Seção de choque diferencial com H.DD (1/ = 1.25). 
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• Scção de Choque Total 

Comparando graficamente os resultados anteriores ( v = 1, I/= 1.25 e Àl-'ararnd ) nao 

v-<Unos perceber nenhuma diferença. Porém se compararmos alguns pontos intermediários 

da.'l três Cllrv-d.'> de Ut (tabelas 5 e 6), podemos melhor avaliar o crescimento da seção de 

ehoque, mesmo que pequena, eomo m<JHlra a Tab 5. 

N°de Ponto.q y8 (GcV) O" v=l ( rnb) O" v=l.25 (mb) (1" ÀJ->a.ra.m~L ( m,b) 

1 10 :18.628 38.594 :18.667 

9 16.4 38.585 :18.584 38.587 

10 18.1 :18.7102 38.7105 :18.7108 

502 25* 160.98 161.14 160.23 

1001 100* 208.60 208.81 208.97 

* Valores da energia cm Te V (lO:lGcV) 

1abelc"l 5 

Para energias até 16 GeV, a seção de choque com RDDiu=l.25 decresce em relação a 

RDDiu=l , enquanto que a partir da energia de 18 GeV, a mesma cresce lentamente até 

uma taxa de~ 0.02 % no final ( y8 = 100 J'eV). 

Portanto, na faixa dos dados experimentais (13 a 62 GeV) a seção de ehoque cresce 

para um ajusto de v, com exeeção da energia de 1:1 GeV (figura 6.11). Assim como, para 
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energias de raios cósmicos novamente são confirmados os dados de Nikolaev. 

• Dados Experim. (13 a 62 GeV) 

200 • Nikolaev 

• Akeno 

150 -.o 
E i - t 

15 
tl-

100 

50 

o~~~L-~~--~~~~~~ 

10
1 

s 112 (GeV) 

Figura 6.14: Seção de choque total com RDD (v= 1.25) c energias de raios cósmicos. 

• Parâmetro p 

Houve uma melhora significativa em relação a v = 1, com o deslocamento da curva, 

embora a energia de 13 Ge V esteja um pouco fora de alcance. 

Quanto ao ponto máximo, os dados permanecem quase que os mesmos, em relação a 

v= 1 (Pmax = 0.14 para Js = 580 GeV) e p = 0.11 para Js = 16 TeV (LHC). Porém 

quanto ao decréscimo, a curva cairá mais rápido para zero (figura 6.15). Mesmo resultados 

são válidos para .\(s) (figura 6.16). 
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Figura 6.15 : Curva de p(s) com RDD (v= 1.25) . 
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Figura 6.16 : Curva de ..\(s) con1 RDD (v= 1.25 ) . 
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6.3.3 Comparação entre os Resultados e Discussão 

Para uma melhor avaliação de como o uso da RD D é justificável no modelo de difração 

múltipla, faremos a comparação entre as previsões de p( s), para oo três casos estudados 

(figura 6.17) . 

-tn -a.. 

0.15 

• . ' 

. ,' 

0.10 

• . ' . ,' 

0.05 

• 
·---. - ~--. --- '-

• 

-- RDD (v= 1.25) 

· · · · RDD (v =1) 
------------- À( S )Parametrizado 

• •• • • 

0.00 t---++---------------1 
• 
• 
• 

-0.05 

-0 . 1 o 1--.L.....L.....L...L.I-'L.I.I.I.-..._.I.,_....L.....L..IL..L.I.LLL....-~..Io.....I..LlU.U....---L......I.....I-I..............U 
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Figura 6.17 : C.JOinparação entre os resultados para o parâmetro p( s) . 
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Um ponto importante deste trabalho é a verificação de que, no contexto do modelo de 

difração múltipla, resultados através de RDD descrevem melhor os dados para I/ = 1.25. 

Com isso temos uma jtmtifieativa teórica para a ral';ão entre as partes real e imaginária ck'\ 

mnplitude elementar, eq. (6.29) 

(n: ) 7r 2 (n: ) [ 1 dC(&) ] >.(s)=tan 2 (1/-1) + 2 sec 2(1/-1) C(s)dln&+l-1/. 

Em termos de limite assintótieo, a parametrizaç.-~o utilbo;ada para C( & ) atrav{~ de 

polinómio de 2ngrau cm ln s, eq. (6.19), implica em 

1
. 1 dC(s) _ 
liil -- -0, 

•• --+oo C ( & ) d ln s 

e portanto 

lim >.(s, v)= tan (~ (1/- 1)) + 7r sec2 (~(I/- 1)) [1- v] . 
.• --+00 2 2 2 

Vemos que 

lirn >.(&,I/=1)=0, 
B--+00 

e 

lim >.(s, v= 1.25) "' -0.05 . 
• ~-C<) 

Ncs.qe contexto, como o comportamento de p(s) é similar ao de >.(s), preve-se um cnw.a-

mcnto do eixo p = O para energias suficientemente altas. 
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Capítulo 7 

Conclusões e Perspectivas 

O resultado original e essencial mll>te trabalho foi a utilização de relações de di.qpcrsão 

derivdtivas (uma ou duas subtrações) na determinação da parte rC',al da amplitude elementar 

em intcraç&~ hadrônicas, bem cmno mna otimização de sua aplicabilidade através do ajuste 

de mn parâmetro livre. 

Com isso obteve-se uma justificativa teórica para a razão entre as partes real e ima

ginária da amplitude elementar, o que corresponde a um aperfeiçoamento do modelo de 

difrar,iio múltipla desenvolvido recentemente por Martini c Menon. 

Apresentamos com detalhe, urna revisão sobre as propriedades analítkas das ampli

tudes de espalhamento e os cálculos relativos às rclac,;(.lffi de dispersão derivdtivas. Foram 

também apresentados com eerto detalhe, o modelo de difração nníltipla e as modificaçõeH 

introduzidas neste trabalho. 

Como decorr&wia deste estudo pode-se estender a análise a outros espalhamentos como 
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pp, 1r+p, 1r-p, k fp, k-p e também tc.<Jtar a.':l relações em outros modelos que prcv&m a 

p.-"l.I'te imaginária da amplitude elementar. Bm particular, no eontcxto da Cromodinâmica 

Quântica (CDQ), as amplitudes el~~nentares vêm sendo estudadas por Martini, Menon e 

Thober, atravét; do modelo do wkuo estocástico c de correlatares determinados na rede 

(CDQ não pertubativ-<l) [4:1]. Tratando-se apenas da parte imaginária das amplitudes, 

as relações derivativas aqui desenvolvidas poderão trazer novas informações e estabelecer 

novas conexões entre CDQ e dados experimentais de espalhamento elástico de hádrons. 

Seria também interessante testar diretamente na amplitude hadrônica, considerando a 

possibilidade de v como parâmdro livre. 
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Apêndice A 

VARIÁVEIS DE MANDELSTAM, SIMETRIA DE CRUZAMENTO, LEI 

DE SUBSTITUIÇÃO 

A.l VARIÁVEIS DE MANDELSTAM 

Consideremo!-! lllll espalhamento clá..,t.ieo entre dua.<> partíeulas (mas&"l.'l ib'1mis) no estado 

inicial P1 e P2 e final P3 e P4 (figura A) 

Figma A 

onde p; (i = 1, 2, :3, 4) são seus quadrimornentos. 

Neste <'kJ.so as variáveis de l\1andebtam são [4]: a energia no C<'nt.ro de lllc"l.'>.'la 

2 2 2 s = (Pl + P2) = 4(k + m ) , (A.l) 
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o quadrirnomento trrulHferido 

( 2 2( ) t = PI - Pa) = -2k 1 -cosO , (A.2) 

onde k é o momento no centro de ma'3Sa c O o fulf:,"Ulo de espalhamento. E a tcreeira variável 

(A.:l) 

portanto ternos 

2 
8 + t +u = 4m , (A.4) 

eorn 

2 2 P; = tn . 

Da..<~ definções, kxr1o~:~ os seguinte:> intervalos 

e -4m2 < t <O. (A.5) 

Em tcrmoH da energia de laboratório K 

s = 2m(m + K) , (A.6) 

lO H 



que substituindo em (A.1) para t = O 

1 
K=~(s-u). 

4m 

A.2 LEI DE SUBSTITUIÇÃO E SIMETRIA DE CRUZAMENTO 

(A.7) 

Denotaremos por F(s, t, u) a amplitude invariante Hssoeiada a um procc&'lo de colisão 

(figura A) 

(A.S) 

De acordo com a lei de subst.it.uição [:n] pode-se, a partir dcs..<.Ja amplitude, dctcrmi-

nar a amplitude de processos correlacionados atrav~ da substituição de partículas por 

antipartíteula'>. Por exemplo, vamos considerar os mesmos quaclrimomentos p2 c p4 , ma<:~ 

cfetuar a substituição 

Com isso, 

I (- )2 s----> s = P1- P2 , 

t t i (- - )2 
' - ' = PI - P:l ' 

I (- )2 u---->u = Pa+P2 , 

F(s, t, u) ....... F' = F(s', t1
, u1

) , 
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c :F' descreve o proet*I-'!O 

3+2--+l+4, (A.9) 

onde I c 3 são as antipart.íeulas de 1 c :3, respectivamente e :F' correspondente à mesma 

amplitude :F, só que determinada numa região diferente do (~paço (s, l, u). 

Vemos que cm (A.9) a variável n {a:;-; o papd da voriável s no proeesso (A.8). Por (~':la 

ra:;-;ão denomina-se mn pron*I.'>O como (A.8) de canai-s e o correspondente processo (A.9) 

de c:anal-u. A substituição p 1 --+ -p1 , ]J3 --+ -J.i:~ é chamada cruzarnarnento (crossing) ou 

cruzamento s-u. 
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Apêndice B 

CONCEITOS MATEMÁTICOS 

Neste aplindiee enunciamos alguns resultados matemáticos básicos utilW.ados neste tra-

halho [24 - 25]. 

ANALITICIDADE 

Seja uma fuw:.~ complexa f(z) defmida num ponto z0 • Dizemos que f(z) ô analítica em 

Zo se, para lilll E > O, a derivada de f(z) existe em lz- zol < E , isto é, numa vW.inhan<;:a 

de z0 . Com isso a função complexa f(z) será analítica cm detenninada região do phmo 

complexo desde que seja analítica em todos os poni,<J!-l da região. 

Um ponto onde a f1mção não é analítica é denominada singularidade da f1mção. Um 

ponto zo é tuna singularidade isolada se existe uma vizinhança de Zo que não eontém 

nenlnuna singularidade diferente de z0 . Sendo Zo uma singularidade isola.(la de f(z), então, 

- se lim f ( z) existe, a singulc"l.l"idade é denominach1 removível 
Z----loZQ 

-se lim f(z) = oo a singularidade é denominada um pólo de f(z) 
z-zo 

- se lim J ( z) não existe, a singularidade é dcnorninacla essencial. 
Z----*ZQ 

TEOREMA DE CAUCHY 

Se .f(z) é uma fnn<;iio compkxa, analítica numa região !.R do plano eornplexo z c C é 

qua.lqner caminho f(Jchado no interior da região (figura n.l), então: 

{ f(z)dz =O (B.l) 
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INTEGRAL DE CAUCHY 

Seja f(z) uma fun\i\o anc"l.lítica sobre um caminho fechado C e em todos scu..<J pontos 

interiores. Sendo z0 um ponto no interior de C (figura B.2), então : 

(B.2) 

lrn z 

He2 

Figura 1:3.2 
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Apêndice C 

INTEGRAL DE CONTORNO- PÓLO NO EIXO REAL 

Nosso objetivo é provar que 

lim i f(z)- f(xo) dz =O, 
r--+0 r1 Z - Zo 

• \•r 

(C.l) 

soh as condic:,-õai de f ( z) ser analítica no sem i plano superior. 

Sendo f(z) contínua ern z = x 0 , para cada E positivo, existe um b po.<;itivo, tal que 

lf(z)- f(xo)l <E sempre que lz- xol < b, (C.2) 

tomando r· = b , tetnos que, 

< Jlf(z)- f(xo)lldzl <lo ~(-r·dO) =IrE. 

Cr I Z - X o I " r 
(C.3) 

No limite r --+O , teremos E --+O e portanto 

lim /' f(z)- f(xo) dz =O 
r--+0 , Cr Z - Zo 

(C.1) 
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Apêndice D 

DOIS CORTES DE RAMOS- INTEGRAL 

Queremoo prov.:tr a cq.(5.7) a partir da eq.(5.9), através do princípio de sc~hwarz c 

da paridade da ftmçâo F = F + (mesmo raciocínio é válido para a ftmção ímpar F_ (K') ) 

Princ. de Schw. ~ F+(K'-iê) = F +(K' + iê), (D.l) 

(D.2) 
ImF 1 (K' + iê) =- !mF+(K'- iê). 

Na integral da eq.(5.7) temoH 

1 = / 1 + l'l , (D.:3) 

onde 

(D.1) 

_ K 1. 1 [1-Ko F+ (K' + Íê)- F.f (K' - iE)dv-'] 
l'l - - !fi - ''-

7r ,_,of 2i -oo K'(K' - K) 
(D.5) 

Fa;.-;endo K' = -K em (D.5) e invertendo o limite de integraçiio 

/2 = K lim ~ [1 foo FI (-K' + iê)- F~(-K'- iE) dK']. (D.6) 
7r e ..... o+ 2i +K:o K'(K' + K) 
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De (D.4) e (D.fi) 

K 1 ~ 1"" dK
1 

~ lim -
2

. _ K1(K1 K)[ReF+(-K
1
+it:)+ilmF 1 (-K

1
+it:)-

7r €->O+ 1 ~Ko . + 

Substituindo (D.l) ern (D.1) e (D.6) (com K1 = -K) 

K 1 1+"" dK1 
h=-,.- lim -

2
_ . (K ) [2iimF!{K1 +it:)], 

27,7f €-0 I l ,_.. K 1 I - K 
"·0 

K 1 { 1
"" dK1 

1~= 7r E~~\ 2i}Ko K1(KI+K) [2ilmF+(-KI+it:)]' 

ou ainda 

_ K [ foo ImF+(K1) 1 11 - 1r },oc
0 

K1(K1- K)dK ' (D.7) 

I = K ('"" ImF+ ( -K
1
) dK1 

2 
1r },oc

0 
K1(K1 + K) ' 

(D.8) 

onde Im F+ ( -K1
) = -lm F+ (K1

), portanto de (D.3) 

1 = K (' "" dK1 lm F + ( K
1
) [ 1 _ --:-:-:---~1 ----:--:--:-] 

7r }x::
0 

K' (K1 - K) (K1 + K) . 
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Apêndice E 

CÁLCULO DA AMPLITUDE HADRÔNICA 

A partir dc"l. eq. (6.1:~), queremos calcular as eotnponentrn da amplitude hadrôniea eq's. 

(6.15 e 6.16). Foi visto no capítulo;~ que a ftmção de perfil em função da eieonal é 

r(s,b) = 1- eix(s.b), 

onde 

x(s, b) = (A+ i)D(s, b). 

Logo, usando a equação de Euler 

teremos 

011 

ciMl = cos(AD) + isen(AD) , 

r(s, b) = 1- c-0 [cos(AD) + isen(AD)], 

Rer(s,b) = 1- e-0 eos(AD), 

Imr(s,b) = -c-nsen(AD). 
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Através da e<J. (6.1), temos 

F(s, q) =i/ bdbJ0(qb)(l- eix(s,b)) =i/ bdb.J0(qb)r(s,b) =i (Rer(s, b) + iimr(s, b)), 

snhstituindo (K6) c (K7) 

porta:nlo 

Re F(s, q) = ( e-n(s,b) sen(.\D(s, b))) , 

Im F(s,q) = (1- e-rl(H,b)c:os(AD(s,b))). 
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