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Resumo

Este trabalho propde estratégias inovadoras de andlise de sistemas nado-lineares e de sintese
de operadores inversos por meio das séries de Volterra diagonais. Ao expressar a saida
explicitamente a partir da entrada as séries de Volterra possibilitam a anélise ndo-linear
no dominio da frequéncia. Contudo, a natureza multidimensional do modelo confere
diversas dificuldades ao seu uso sistematico. Este trabalho lanca um novo olhar sobre as
chamadas séries de Volterra em coordenadas diagonais, com as quais operadores Volterra
sdo expressos como um conjunto de filtros lineares e unidimensionais que processam
termos polinomiais nao lineares da entrada. A proposi¢do da forma racional para estes
filtros conduz a modelos Volterra exatos e compactos, que exibem uma conexdo direta com
formalismos ndo-lineares modernos, notadamente os modelos estruturados em blocos, de
Wiener e de Hammerstein, e os modelos polinomiais ndo-lineares auto-regressivos com
entrada (NARX). Em particular, propde-se uma estratégia para a obtencdo de modelos
Volterra diagonais a partir dos NARX polinomiais. A estratégia é denominada de método
derivativo, em razdo de depender apenas de resultados consagrados do cédlculo diferencial.
Isso é importante porque um modelo NARX pode se ajustar relativamente bem a dados
experimentais para descrever uma ampla variedade de sistemas. O estudo subsequente
da série de Volterra surge como um passo adicional natural de anélise. Este resultado
abre possibilidades também para a sintese ndo-linear. Um problema que tem recebido
atencdo crescente na engenharia de sistemas é o da sintese de operadores ndo-lineares
inversos, pelos quais se busca reverter distor¢des geradas pelo sistema, preservando a
integridade da informagdo de interesse. Neste caso propde-se uma estratégia de sintese
de operadores Volterra diagonais inversos, na topologia de pés-inversao, para classes
particulares de modelos polinomiais ndo-lineares. Trata-se de uma abordagem numérica
onde a sintese é conduzida por um problema de otimizagdo que se inspira no classico

operador inverso de ordem p.

Palavras Chave: Sistemas ndo-lineares, série Volterra diagonais, identificagdo de sistemas,

andlise ndo-linear, inversdo dindmica.



Abstract

This work proposes innovative strategies for the analysis of nonlinear systems and the
synthesis of inverse operators using the Volterra diagonal series. By expressing the
output explicitly from the input, the Volterra series enable nonlinear analysis in the
frequency domain. However, the multidimensional nature of the model confers several
difficulties to its systematic use. This work takes a new look at the so-called Volterra
series in diagonal coordinates, in which Volterra operators are expressed as a set of linear
and one-dimensional filters that process nonlinear polynomial terms of the input. The
proposition of the rational form for these filters leads to exact and compact Volterra
models, which exhibit a direct connection with modern nonlinear formalisms, notably
the Wiener and Hammerstein block structured models, and the non-linear, autoregressive
polynomial models with exogenous input (NARX). In particular, it is proposed a strategy
to obtain diagonal Volterra models from the polynomial NARX. The strategy is called
derivative method, because it depends only on the established results of the differential
calculus. This is important because a NARX model can fit relatively well to experimental
data to describe a wide variety of practical systems. A subsequent study through the
Volterra series comes as an additional natural step of analysis. This result also opens up
possibilities for non-linear synthesis. A problem that has received increasing attention
in systems engineering is that of the synthesis of inverse nonlinear operators, through
which it tries to reverse distortions generated by the underlying system, preserving the
integrity of the information of interest. In this case we propose a strategy of synthesis of
Volterra inverse diagonal operators for particular classes of nonlinear polynomial models.
It is a numerical approach where the synthesis is driven by an optimization problem that

is inspired by the classic inverse p-order operator.

Keywords: Non-linear systems, Volterra series diagonals, systems identification, non-

linear analysis, dynamic inversion
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INTRODUCAO

1.1 Motivacao

Representacdo, andlise e sintese de sistemas dindmicos via modelos matematicos sdo recursos
indispenséveis as ciéncias naturais e a engenharia. A teoria de sistemas lineares constitui um corpo
maduro e consolidado de conhecimento, base conceitual de importantes dreas, destacadamente a
teoria de controle (CHEN, 1999) e a de processamento de sinais (OPPENHEIM; SCHAFER, 2010). Siste-
mas ndo-lineares, por outro lado, exibem grande variedade de comportamentos representados por
diferentes formalismos conceituais, tornando as abordagens de anélise e sintese pouco abrangentes

e sistematizadas para se estabelecerem como técnicas comuns em engenharia (KHALIL, 2017).

Sistemas reais sdo nao-lineares em ultima andlise. Este fato explica o interesse atual
por modelos que representem estes fendmenos, particularmente em sistemas de engenharia
contemporaneos que operam no limite de sua eficiéncia, em regides onde a linearidade é um
pressuposto possivelmente falho. A identificagdo de sistemas por modelos polinomiais ndo-lineares,
por exemplo, passou a contar recentemente com algoritmos bem estabelecidos para a medicdo
dos modelos a partir de dados reais (AGUIRRE, 2007). Contudo, estratégias de andlise e mesmo a
utilizacdo destes modelos em procedimentos de sintese pela engenharia de sistemas permanecem
com demandas mateméticas e computacionais em aberto. E o caso, por exemplo, da anélise no
dominio da frequéncia (BILLINGS, 2013).

Sabe-se que 0 comportamento espectral ndo-linear exibe maior complexidade compara-
tivamente ao linear. Enquanto neste o suporte na entrada se reproduz na saida, naquele hd a
transferéncia de energia para componentes de frequéncia diferentes. Este é um principio basico
em sistemas dinamicos cuja possibilidade de andlise é quase inexistente em muitos formalismos
ndo-lineares. Porém, quando se observa a importancia do tradicional conceito de fun¢do de
resposta em frequéncia (FRF) para a teoria linear, revela-se a necessidade de se buscar ferramentas

equivalentes para as dindmicas nao-lineares (XIAO; JING, 2015).
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Este trabalho apresenta contribui¢des a representagdo, analise e sintese de sistemas nao-
lineares por séries de Volterra. Formuladas por Vito Volterra (VOLTERRA, 1959) e aplicados a
sistemas ndo-lineares por Norbert Wiener (WIENER, 1958), estas séries funcionais tém fornecido
solugdes importantes em muitos campos da engenharia, constituindo-se em objeto de intensa

pesquisa e inovagdo atuais (CHENG et al., 2017).

A série de Volterra estabelece uma rela¢do funcional ndo-linear explicita da saida direta-
mente a partir da entrada do sistema, o que é concebido como a generalizagdo da convolugdo linear
por operadores nao-lineares parametrizados por fun¢des multidimensionais, os kernels (SCHETZEN,
1980). Uma consequéncia disto é a possibilidade de andlise do comportamento espectral de
sistemas ndo-lineares a partir do conceito das fun¢des de resposta em frequéncia generalizadas
(GFRF)! (GEORGE, 1959), uma extrapolagdo das FRFs lineares definida como a transformada mul-
tidimensional de Fourier das fungdes kernel. As GFRFs figuram entre os principais recursos
de andlise espectral ndo-linear contemporaneos (RJLAARSDAM et al., 2017), particularmente por

expressarem as caracteristicas intrinsecas do sistema, independentemente do sinal de entrada.

Ocorre que a multidimensionalidade dos kernels e das GFRF impde limitacdes a determi-
nagdo destas fun¢des analiticamente, em uma estrutura algébrica fechada. A andlise grafica dos
dados de resposta em frequéncia, notabilizada no caso linear pelos diagramas de Bode, Nyquist
e Nichols, oferece grande dificuldade de geracdo e interpretacdo quando conduzida por GFRFs,
mesmo para funcionais de baixa ordem (YUE*; BILLINGS; LANG, 2005a). A medi¢do do modelo a
partir de dados reais e a sua consequente andlise por GFRF é um procedimento impraticdvel na
grande maioria dos contextos reais. Outra limitagdo bastante reconhecida é a necessidade de uma
grande quantidade de termos para se atingir niveis de aproximagdo desejados que expliquem a
dinamica do sistema subjacente (RUGH, 1981). Isto se deve a multidimensionalidade e ao fato de
os operadores Volterra serem estruturados como filtros nao-lineares de resposta finita ao impulso

(FIR), cuja memoria pode se mostrar excessivamente longa para nao-linearidades.

Contudo, diante das possibilidades que oferecem a andlise ndo-linear, muito esforgo tem
sido dedicado a busca de formulac¢des conceituais e estratégias computacionais visando contornar
estas dificuldades matematicas e estruturais, além de sistematizar o uso das séries de Volterra
em problemas de engenharia. Neste trabalho sdo propostas contribui¢cdes a este problema a
partir das chamadas séries Volterra em coordenadas diagonais (RAZ; VEEN, 1998). Esta é uma
forma que aproveita a simetria expressa nos kernels e faz uso de uma mudanga de varidveis para
decompor a estrutura multidimensional de cada funcional em uma série de operadores lineares e
unidimensionais, de maneira que um modelo Volterra diagonal possa ser visto como um banco de

filtros lineares que processam mondmios polinomiais ndo-lineares da entrada.

Um modelo Volterra diagonal constitui exatamente a mesma relacdo funcional de um
Volterra convencional. Sua grande vantagem é contornar o problema da multidimensionalidade,

uma vez que as operagdes de convolugdo tornam-se lineares. Apesar dessa importante propriedade,

1 Generalised Frequency Response Functions
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considera-se que esta estrutura tem sido pouco explorada em trabalhos recentes. Muito prova-
velmente isto se deva a falta de ferramentas para: (i) medir modelos diagonais a partir de dados
reais; (ii) analisar estes modelos no dominio do tempo e da frequéncia; (iii) obter estes modelos
a partir de outras representa¢des ndo-lineares, tais como modelos bloco estruturados (Wiener e
Hammerstein) e polinomiais e (iv) utilizar estes modelos em estratégias de sintese ndo-linear. As
proposi¢des deste trabalho visam oferecer contribui¢des que resultem em estratégias para se lidar
com estes quatro problemas elencados. Busca-se ainda sistematizar estes procedimentos para
se lidar com possam aproveitados como técnicas efetivas na sintese de operadores inversos, um
importante problema de engenharia de sistemas nao-lineares que tem recebido grande atengao
(JUNG, 2018).

No que segue é apresentada uma breve revisdo da literatura buscando apontar o estado da
arte de andlise e sintese ndo-linear por séries Volterra. A seguir sdo tratados em maiores detalhes
0s problemas que se desejam atacar, em particular os contextos de aplica¢des de engenharia em
que eles se inserem. Sdo ainda elencados os objetivos do trabalho e as contribui¢des alcangadas.

Ao final, o escopo e a estrutura do texto serdo descritos.

1.2 Revisao bibliografica

A teoria dos funcionais é um ramo importante da matemdtica sob o qual estdo assentadas diversas
contribui¢des a engenharia de sistemas dindmicos. Sua formula¢do deve muito ao trabalho
do matematico italiano Vito Volterra, no final do século XIX, a partir do estudo de fungodes
que dependem de outras fungdes (VOLTERRA, 1887). Na perspectiva de Volterra um funcional?
pode ser entendido como a generalizacdo de uma fungdo polinomial multivaridvel quando o
nimero de varidveis aumenta indefinidamente. Em Volterra (1959) sao apresentados conceitos que
fundamentam a moderna andlise funcional, em que operadores matematicos sao interpretados a
partir de uma disposicdo em série de funcionais polinomiais com ordem crescente, podendo ser

no limite uma série de poténcia infinita.

Como foi mostrado por Frechet (1910) essas séries exibem a propriedade notavel de serem
aproximadoras uniformes de operadores matematicos continuos. O resultado de Frechét encontra
correspondéncia direta com o celebrado teorema de Weierstrass (COURANT; HILBERT, 1989), para o
qual qualquer fungdo continua em um intervalo fechado pode ser uniformemente aproximada
por uma fungdo polinomial. Quando o tempo é incluido como varidvel independente, estas
séries apresentam-se como um formalismo com potencial para mapear a relagdo entrada-saida de

sistemas dindmicos em que a saida é expressa explicitamente a partir da entrada.

Tal caracteristica leva alguns autores (SCHETZEN, 1980) a descrever esta série funcional como

uma série de Taylor com memoria. Sua estrutura é composta por um operador multidimensional

2 Funcional é um termo cunhado por Hadamard, que sintetizou a ideia de funcdes de linha de Volterra

(VOLTERRA, 1959).
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de convolugdo para cada termo funcional, sendo o operador linear o funcional de primeira ordem.
Os funcionais de maior ordem expressam rela¢des polinomiais ndo-lineares da entrada, de maneira

que a série pode em principio aproximar operadores dindmicos nado-lineares.

A aplicagdo em sistemas dinamicos deve-se ao trabalho de Norbert Wiener®. A partir
do estudo da expansdo por funcionais da resposta de um circuito ndo-linear a um ruido branco
(WIENER, 1958), Wiener desenvolve uma abordagem abrangente para aplicagdo em sistemas reais.
Deve-se a ele também o lancamento das bases para a possibilidade de andlise ndo-linear na
frequéncia. Esta proposta conduz a diversos estudos ao longo das décadas de 1950 e 1960, a
maioria realizada no Research Laboratory of Electronics (RLE) do Massachusetts Institute of Technology
(MIT). Merece destaque nestes trabalhos a sistematizagdo da representagdo dindmica nado-linear a
partir de uma expansdo em série de funcionais (BRILLIANT, 1958). Mas é em (GEORGE, 1959) que se
apresenta o que talvez mais diferencie as séries de Volterra das demais técnicas de modelagem nao-
linear, a proposicdo das GFRE. Isto se da pelo uso de transformada de Fourier de ordem elevada
(TAO, 2012) dos ntcleos das séries funcionais, o equivalente a transformada da fungdo de resposta
impulsiva do caso linear. Contudo, duas barreiras logo se apresentam para esta abordagem: (i)
dificuldades técnicas e computacionais para a determinacdo das GFREF e (ii) a interpretacdo das
propriedades de um sistema a partir destas fun¢des, tendo em conta principalmente a sua natureza

multidimensional.

Neste contexto, o problema de medir ou identificar os nticleos dos funcionais torna-se o
principal desafio e muito esforco é dedicado a sua solucio. E o caso da proposta de Barrett (1963)
que a partir de uma abordagem para sistemas caixa preta desenvolve a andlise ndo-linear em que a
natureza fisica do sistema da lugar a uma descri¢do por funcionais, ou ainda a estratégia proposta
por Lee e Schetzen (1965) que faz uso de correlagdo e fungdes ortogonais para a determinagdo de
uma representagdo ndo-linear por uma série Volterra. Em Barrett (1977) hd uma revisdo abrangente
da bibliografia sobre representagdo dinamica por expansao funcional produzida durante todo
este periodo inicial. O problema de determinagdo dos funcionais que compdem a série recai
em desafios ainda hoje ndo plenamente resolvidos, constituindo-se em uma fonte constante de

contribui¢bes ao tema (BILLINGS, 2013).

Nos anos 80, a drea encontra uma grande aceitagdo e passa a configurar entre os for-
malismos ditos cldssicos para o estudo de sistemas nao-lineares. Os livros de Rugh (1981) e
Schetzen (1980) buscam congregar o conhecimento ja consolidado sobre o tema, estabelecendo os
fundamentos tedricos, propriedades e restri¢des, como a conhecida limitagdo da aplicabilidade
destas séries apenas a sistemas que exibem ndo-linearidades moderadas, ou fracas. Sdo ainda
langados problemas referenciais que se tornaram benchmarks em muitos trabalhos de filtragem
ndo-linear, como é o caso do importante problema da p-inversa, devido a (SCHETZEN, 1976), em
que se busca formular um operador Volterra que, quando disposto em série com um segundo

operador, resulta em um sistema Volterra guase-linear, em que os efeitos dos funcionais de ordem

3 Embora Wiener nio tenha referido Volterra em sua formulacéo.
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elevada podem ser desprezados.

Neste contexto os trabalhos de Boyd e Desoer (1984) e Boyd e Chua (1985) mostram-se
particularmente relevantes ao determinarem critérios mais rigorosos acerca das possibilidades
de modelagem por série Volterra a partir do conceito de memoria assintética. Mostra-se que a
aplicabilidade s6 é possivel para sistemas cuja saida dependa de valores recentes da entrada, de
maneira que a influéncia do passado remoto possa ser desprezada. Esta ideia associa-se ainda ao
estudo da estabilidade da série, que ja tinha uma formulagdo prévia baseada em convergéncia da

série em torno de um ponto de equilibrio estavel (EYKHOFF, 1974).

Estes resultados abriram espago pra uma gama de aplicagdes reais, em que a série passou a
ser tratada como um modelo polinomial discreto, para o qual tanto a ordem quanto a meméria dos
operadores devem ser truncados em algum valor finito. O trabalho de Mathews e Sicuranza (2000)
confere um tratamento mais pragmdtico e contemporaneo as séries Volterra, ao descrevé-las como
filtros polinomiais ndo-lineares no tempo discreto. Dessa forma, o modelo passa a ser expresso
como uma equacgdo de diferenga polinomial ndo-linear cujos termos dependem unicamente da
entrada. Por ser esta uma estrutura linear nos parametros a identificacdo por algoritmos de

regressao é facilitada.

O modelo assim posto possui correspondéncia com os nado-lineares com entrada exégena
(NARX)*, proposta por (LEONTARITIS; BILLINGS, 1985), para os quais um modelo Volterra pode ser
considerado um caso particular. O trabalho de Koremberg, Billings e Liu (1987) critica a aplicagdo
do consagrado algoritmo de minimos quadrados na identificagdo destes modelos ndo-lineares,
propde a aplicagdo de uma estratégia por minimos quadrados ortogonais (OLS), e estabelece o
conceito da taxa de reducdo do erro (ERR), como critério para a selecdo dos termos relevantes em
um modelo polinomial ndo-linear, a partir da informacado contida nos dados de identificagdo. O
algoritmo OLS-ERR tornou-se uma estratégia exitosa para identificagdo de modelos polinomiais
ndo-lineares (AGUIRRE, 2007), (BILLINGS, 2013), (BAYMA; LANG, 2014) e é um paradigma comum a

partir dos quais modelos Volterra discretos passaram a ser identificados.

Um grande esfor¢o também tem sido conduzido no desenvolvimento de algoritmos para
a determinagdo e interpretagdo de GFRFs. Além do método baseado em funcionais ortogonais
de Lee e Schetzen (1965), merecem destaque a abordagem variacional (RUGH, 1981) que resulta
em GFRFs explicitas ndo-paramétricas e o método probing (JONES; BILLINGS, 1989) que computa
uma GFRF de ordem elevada de maneira recursiva, a partir das GFRFs de menor ordem. Essas
abordagens constituem estratégias bem estabelecidas em termos matemdticos e computacionais,
contudo exibem grande complexidade, devido a necessidade de operar transformagdes de Fourier
em espagos multidimensionais, problema que algumas contribui¢des recentes (BAYMA; LANG, 2012)

tém buscado contornar.

A busca por uma caracterizacdo de fendmenos ndo-lineares a partir de estruturas de

*  Nonlinear Auto-Regressive with eXogenous Input
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representacdo de baixa complexidade e dimensionalidade é uma questdo aberta com intensa
atividade de investigacdo recente (CHENG et al., 2017) e que tem levado a uma série de formulagdes
(RIJLAARSDAM et al., 2017). E o caso das funcdes de resposta em frequéncia nao-lineares da saida
(NOFRF)® (LANG; BILLINGS, 2005), que modelam comportamentos ndo-lineares no dominio da
frequéncia, com o inconveniente de agregarem caracteristicas da entrada. Ou ainda as fungdes de
resposta em frequéncia da saida (OFRF)® (LANG et al.,, 2007) , que analisam os efeitos no espectro
do sistema devidos a variagdo dos parametros do modelo, o que é conhecido como caracterizacdo
paramétrica. Esta abordagem tem gerado aplicagdes importantes em analise e projeto (ZHU; LANG,
2017), apesar das dificuldades para a determinagdo analitica destas fungdes.

Uma representagdo Volterra que tem recebido grande atengdo nos tltimos anos é a baseada
em um conjunto de equacdes lineares associadas (ALE) 7 (WORDEN; STANWAY, 2005). Estas equacdes
de diferenca oferecem uma maneira de determinar os funcionais de uma série Volterra a partir
de um modelo polinomial ou mesmo de uma equacédo diferencial. Cada funcional é expresso
como a solugdo de uma ALE. O conjunto de ALEs é solucionado recursivamente, a componente
funcional de ordem n depende das de ordem inferior e possivelmente da entrada do sistema.
Algoritmos especificos tém sido projetados para a determinagdo do conjunto ALE seja pela cldssica
estratégia variacional (RUGH, 1981) ou por formulagdes mais sofisticadas que permitem, por
exemplo, determinar o conjunto de ALEs de um modelo NARX para um ntimero arbitrdrio de
termos (BAYMA; ZHU; LANG, 2018).

A aplicagdo das séries de Volterra tem sido bastante difundida em diversos sistemas de
engenharia. Merecem ser destacados problemas como o cancelamento do eco actistico (GUERIN;
FAUCON; BOUQUIN-JEANNES, 2003) e o controle ativo de ruido (HASSANI; KARAMI, 2015); a modela-
gem de sistemas fisiol6gicos (MARMARELIS, 2012). Em neurociéncia as séries tém sido utilizadas na
detecgdo dos chamados potenciais evocados (FRISTON et al., 2000), que sdo padrdes nao-lineares de
resposta a estimulos observados no eletroencefalograma(EEG); na supressao de ruido do préprio
EEG (HASSANI; KARAMI, 2015), o que tem suscitado solugdes para areas como interface cérebro
computador baseadas em séries Volterra (NORCIA et al., 2015). Em filtragem nao-linear de imagem
(SICURANZA, 2000) as séries aliam a supressdo dos efeitos do ruido a preservagdo das bordas; no
processamento e reconhecimento de voz (KROT; TKACHOVA; GONCHAROV, 2000). Avangos recentes
em monitora¢do de estruturas mecanicas (SHIKI, 2016) ou em diagndstico de faltas baseados em
informagdes espectrais dos niicleos Volterra (BAYMA; LANG, 2014). Aplicagdes como estas tem per-
mitido situar as séries Volterra como um dos mais importantes paradigmas de filtragem nao-linear

contemporaneos (MATHEWS; SICURANZA, 2000).

> Nonlinear Output Frequency Response Function

6 Qutput Frequency Response Functions
7 Associated Linear Equations
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1.3 Propostas e contribuicoes

Este trabalho parte da série Volterra em coordenadas diagonais visando desenvolver estratégias
para a representacdo, medigdo, andlise e sintese de sistemas Volterra. A principal motivacdo para
isto é a verificagdo de que tal formalismo efetivamente resolve o problema da multidimensio-
nalidade. Apesar disso os trabalhos que exploram modelos diagonais o fazem baseados muito
mais nas suas vantagens computacionais (ZELLER; KELLERMANN, 2010) ou estruturais (MATHEWS;
SICURANZA, 2000) do que propriamente visando utilizar estas propriedades para atacar demandas
importantes da engenharia de sistemas nado-lineares. As propostas deste trabalho buscam langar
luz sobre as séries diagonais e desenvolver abordagens efetivas de andlise e sintese ndo-linear com

esta ferramenta.

Propde-se inicialmente uma alteracao estrutural nos filtros Volterra diagonais. Enquanto na
literatura estes operadores sdo tratados exclusivamente como filtros de resposta finita ao impulso
(FIR) (MATHEWS; SICURANZA, 2000), admite-se aqui sua representacdo como filtros de resposta
infinita ao impulso (IIR). Isto tem como consequéncia imediata o fato de a série Volterra diagonal
passar a exibir termos auto-regressivos em sua formula¢do e conduz a uma parametrizagdo do
modelo. Com isso algumas vantagens da nova estrutura sdo evidenciadas. Mostra-se que em
termos estruturais a forma IIR recai em uma equacdo de regressdo linear nos parametros que
possibilita o uso de técnicas de identificagdo de sistemas para a medi¢do de modelos a partir de
dados experimentais. Isto é vantajoso pois algoritmos de identificagdo sdo hoje bem fundamentados
e difundidos, como o caso do OLS-ERR (BILLINGS, 2013). Além disso, a nova formulagdo permite
a conversdo para o dominio da frequéncia de forma bastante direta. A prépria estabilidade do
modelo pode ser analisada ndo mais a partir da ideia de convergéncia da série, mas pelo bem
conhecido conceito linear de posi¢cdo dos polos das componentes diagonais. Mostra-se que a nova
formulagdo permite ainda que interpretacdes de conceitos fisicos do comportamento do sistema
sejam verificados analiticamente. E o caso, por exemplo, da geracdo de harmonico de modelos
Volterra a partir da resposta senoidal em regime permanente. Verifica-se ainda a relagdo dos
modelos diagonais propostos com outros formalismos de representagdo nado-linear, em particular
os modelos estruturados em bloco de Wiener e de Hammerstein. Estas propriedades representam

inovagoes e avangos em relagao as formulagdes atuais.

A estrutura proposta é avaliada a partir do estudo de caso de um sistema Wiener, ca-
racterizado por uma dinamica linear em série com uma néo-linearidade polinomial estatica na
saida. A partir de dados gerados computacionalmente procede-se com a identificagdo do modelo
Volterra utilizando o algoritmo OLS-ERR. O modelo diagonal identificado é analisado no dominio
da frequéncia de uma forma relativamente direta, sendo que a andlise é toda conduzida a partir
de conceitos tradicionais como a localizacdo de polos e zeros. O modelo resultante mostra-se
mais compacto que um Volterra convencional de mesmo desempenho. O uso do sistema Wiener é
particularmente relevante por exibir uma representacdo Volterra exata e permitir que a andlise seja

conduzida analiticamente, o que corrobora os resultados da estratégia numérica.
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O custo do modelo ser estruturado a partir de um banco de filtros lineares é que cada
componente funcional passa a ser decomposto em diversos termos. Visando simplificar a estrutura
identificada propde-se entdo o conceito de energia das componentes diagonais, definido como
a norma quadratica da resposta em frequéncia de cada componente. Isto permite selecionar
as componentes mais representativas, sendo esta estratégia proposta visando a simplificacdo a

posteriori dos modelos identificados.

Embora os resultados alcangados para a identificagdo sejam consistentes é fato que a medi-
¢do de um modelo Volterra pode se mostrar excessivamente custosa, mesmo para uma estrutura
diagonal. Isto é absolutamente verdadeiro para sistemas que demandam componentes funcionais
de ordem mais elevada. Uma abordagem mais pertinente neste caso é a de identificar modelos
polinomiais com maior capacidade de representacdo dindmica, como um NARX polinomial, para
entdo proceder com a andlise a partir de um equivalente Volterra. O problema desta perspectiva
reside no mapeamento do modelo NARX para o Volterra. Duas metodologias se destacam na
literatura para este propoésito, o método probing (JONES, 2007), baseado em uma estratégia algébrica
que formula relagdes recursivas entre os kernels ou as GFRFs, e 0 método diaphantino (BAYMA;
ZHU; LANG, 2018) um algoritmo numérico que determina o conjunto de ALEs do modelo NARX.
Contudo estas estratégias sdo baseadas em conceitos multidimensionais, cujas dificuldades foram

apontadas.

Este trabalho propde entdo uma metodologia para a determinacdo de um modelo Volterra
diagonal a partir de um NARX. O método inicia com a determinacdo do conjunto de ALEs cujas
componentes funcionais se deseja incorporar ao modelo, ou se mostram suficientes para uma
aproximagdo razoavel. Mostra-se entdo que ao se conceber os funcionais como uma série de
poténcia e se computar a taxa de variagdo de cada componente funcional na ALE em relagdo aos
mondmios ndo-lineares de entrada, recai-se em uma equagdo de diferenca linear cuja solugao
fornece a componente diagonal correspondente. O resultado permite entdo determinar um modelo
Volterra diagonal equivalente, que aproxime um NARX de ordem arbitraria. Por ser baseado
inteiramente em resultados consagrados do cdlculo diferencial esta estratégia foi denominada de
método derivativo e foi publicado em (TEIXEIRA et al., 2018).

Como o resultado do método derivativo é um modelo Volterra expresso em coordenadas
diagonais, todas as vantagens desse formalismo podem ser diretamente aproveitadas. A andlise de
um modelo NARX pode ser conduzida entdo no dominio do tempo ou da frequéncia a partir de
uma aproximagado Volterra equivalente. A sistematizacdo desta abordagem pode ser sequenciada
em uma estrutura algoritmica que envolve: (i) identificagdo de modelo NARX a partir de dados
reais (BILLINGS, 2013); (ii) determinag¢do do conjunto de ALEs (BAYMA, 2014); (iii) Aplicagdo do
método derivativo ao conjunto de ALEs para a obtengdo do modelo Volterra diagonal (TEIXEIRA et
al., 2018); (iv) Andlise do modelo diagonal no dominio do tempo e da frequéncia pelas abordagens
aqui propostas. Esta sequéncia em muito se assemelha aquela comumente empregada no caso

linear e evidencia a importancia do método proposto como uma contribui¢do relevante a anélise de
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sistemas ndo-lineares com representagdo Volterra. As propriedades lineares como a transformacao
de dominio tempo-frequéncia ou a avaliagdo da saida via superposigdo dos efeitos de multiplas

entradas sdo amplamente aproveitadas no novo cendrio.

Procedeu-se entdo com um segundo estudo de caso para um sistema NARX polinomial,
onde se busca verificar a aplicagdo do método derivativo. O sistema foi desenhado de maneira que
os funcionais de graus 1 a 3 de um modelo Volterra diagonal oferecessem uma boa aproximagao
do NARX. Inicialmente o conjunto de ALEs representativas das trés componentes funcionais
foram determinadas. Pela aplicacdo do método derivativo, determinou-se entdo trés equagdes
de diferencas cujas solugdes levaram a diagonal representativa do funcional linear e de equagdes
analiticas fechadas que geram as componentes diagonais de segunda e terceira ordem do modelo
Volterra. Resultados de ajuste foram obtidos no dominio do tempo e da frequéncia por estratégias
numéricas e analiticas e demonstram a viabilidade do método para a determinacdo do equivalente
Volterra de um modelo NARX. Uma série de procedimentos de andlise foram entdo verificados,
no tempo e na frequéncia, em particular a estratégia de simplificagdo do modelo obtido a partir
do conceito de energia das componentes diagonais foi refinado, de onde foram estabelecidos
procedimentos para a determinagdo do conjunto de componentes que conduz a aproximacgado de

cada funcional.

Esses resultados exitosos do ponto de vista de representagdo, identificacdo e andlise
motivaram a investigagdo da série Volterra diagonal para a aplicagdo em um problema de grande

importancia em projetos de engenharia de sistemas: a sintese de operadores inversos.

1.3.1 Operadores inversos

Em engenharia de sistemas existe a preocupagdo fundamental em preservar o contetido espectral
que compde a informacdo de interesse. Se os sistemas operam em uma regido linear, este
requisito costuma ser garantido por meio filtros lineares, projetados para atenuar componentes de
frequéncia indesejadas. Por outro lado, quando a operagédo atinge regides onde as ndo-linearidades
sdo relevantes, fendmenos como a geracdao de harmonicos passam a produzir contetido espectral
que ndo pode ser isolado por operagdes de filtragem convencionais. Neste caso, uma solugdo
comum de engenharia é a utilizagdo de operadores inversos (JUNG, 2018), os quais compensam

distor¢des provenientes do sistema, recuperando a integridade espectral da informagao processada.

Um operador de inversao®

é um bloco dindmico que busca reverter o processamento de
um sinal realizado por um sistema. Ou seja, é o bloco que executa o mapeamento entrada-saida
na ordem inversa visando reconstruir a entrada. De forma geral, duas topologias se destacam:
a pré-inversdo, quando o operador precede o sistema, e a pds-inversdo, do contrario. Para
sistemas Volterra a inversao dinamica foi classicamente formulada a partir do conceito de p-inversa

(SCHETZEN, 1976). Este é um operador que quando disposto em cascata com um sistema produz

8 No contexto deste trabalho a inversdo equivale a equalizacdo nao-linear.
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um equivalente cuja representacdo Volterra exibe apenas a componente funcional de primeira
ordem com energia relevante, de modo que o comportamento global do sistema se aproxima do
caso linear (ALIZADEH; RONNOW, 2016). Algumas estratégias de inversdo baseadas em séries de
Volterra tem sido propostas para casos particulares de ndo-linearidades, é o caso por exemplo
dos equalizadores de ponto fixo (NOWAK; VEEN, 1997), do inversor cego ndo-linear (GIANNAKIS;
SERPEDIN, 1997) , dos filtros Wiener (TSENG; POWERS, 1993) e o método raiz (REDFERN; ZHOU, 1998).

A grande dificuldade do uso destas abordagens é a multidimensionalidade.

Operadores inversos possuem grande demanda em etapas comuns de diversos sistemas
eletronicos modernos tais como a amplificagdo de poténcia (SCHOUKENS; HAMMENECKER; COO-
MAN, 2017), a conversdo analégico digital (XIAO et al., 2008), a modulagdo por largura de pulso
(PWM) (CHIERCHIE; AASE, 2015) e a equalizagdo de canais de comunicacdo (BEIDAS, 2011), (TANNIR;
KHAZAKA, 2007). Estes blocos exibem efeitos ndo-lineares que podem degradar a eficiéncia dos
sistemas. Na operac¢do dos amplificadores, por exemplo, a saturacdo é um fendmeno tipico quando
a operacdo se da com ganhos elevados. Na amplificacdo de sinais de comunicagdo regides de
operacdo ndo-lineares costumam ser atingidas para elevar a eficiéncia do sistema. Contudo a
distor¢do devida a saturagdo compromete a eficiéncia do canal ao poluir bandas adjacentes com
contetido espectral gerado pelas ndo-linearidades. Neste caso, para evitar a degrada¢do dos sinais
o uso de operadores inversos torna-se estritamente necessario (TUMMLA et al., 1997).

Os sistemas elencados sdo fundamentais para diversas dreas da engenharia elétrica, des-
tacadamente os sistemas de controle, de processamento de sinais, de telecomunicacdes e de
processamento de energia. A despeito de cada contexto, quando as ndo-linearidades presentes
nestes sistemas sdo moderadas, estes podem admitir uma representagdo Volterra. Efeitos da
memoria devidos a presenca de elementos indutivos e capacitivos tornam relevante também
que o projeto de inversado seja considerado no dominio da frequéncia. Algumas formulagdes de
sintese destes operadores buscam expressar o projeto por solugdes analiticas (CARINI; SICURANZA;
MATHEWS, 1997), ou seja, operadores com fung¢des kernel bem definidas e fechados, derivados a
partir do modelo Volterra do sistema e das condigdes de p-inversdo (RUGH, 1981). Embora esta
estratégia tenha o mérito da busca por solugdes gerais para o problema, ela sempre esté restrita
a classes particulares devido a complexidade das relagdes funcionais envolvidas quando dois
operadores ndo-lineares interagem. Isto permite considerar que uma abordagem sistematica para
a sintese de operadores inversos parece ainda ndo ter se consolidado, e estratégias numéricas que

oferecam solugdes factiveis ndo podem ser desconsideradas.

Neste trabalho propde-se a investigacdo das séries Volterra diagonais como formalismo para
a sintese de operadores inversos ndo-lineares. Os resultados atingidos nas etapas de representacdo
e andlise expressam uma expectativa de que modelos Volterra diagonais ofere¢am um caminho
que possibilite aproveitar sua estrutura unidimensional visando a sintese de operadores inversos
ndo-lineares no dominio do tempo e da frequéncia. Busca-se sintetizar estes operadores para

sistemas NARX polinomiais que possuam uma representacdo Volterra. Discute-se inicialmente
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as limitagdes da estrutura geral de um modelo NARX que impossibilitam a condugdo do projeto
do operador de inversdo por uma abordagem analitica. A estratégia proposta é entdo conduzida
numericamente e parte da formulacdo de um problema de otimiza¢do com uma fungdo custo
associada a distor¢do do sinal e restri¢des que refletem as condi¢des de p-inversdo. O projeto busca
entdo determinar o operador de inversdo que minimiza a fungdo custo ao tempo em que atende a

um conjunto de restricdes.

A topologia investigada é do tipo pds-inversa, de forma que o operador de inversdo
processa a saida do sistema buscando recuperar a entrada com algum grau de fidelidade. A
estratégia de sintese numérica baseia-se na minimizacdo da taxa de distor¢do harmonica (THD) de
um conjunto de senoides que sdo processadas pelo sistema e recuperadas na saida do operador de
inversdo. O problema é formulado entdo por uma fungdo custo definida como a soma das THD de
cada senoide em uma dada frequéncia de projeto, sendo desta forma um problema de otimizagao
ndo-linear. As restricdes de magnitude e fase de cada sinal constituem um conjunto de equacdes
de igualdade, uma vez que é desejavel que estes parametros no sinal de saida do inversor sejam
os mesmos da entrada do sistema. As condi¢des de p-inversdo sdo relaxadas ao admitir que a
energia do conjunto de harmonicos de saida do inversor sejam menores que a de um dado limiar.
Essas condigdes constituem um conjunto de restricdes de desigualdade. O projeto busca entao
determinar o operador de inversdo que minimiza a func¢do custo ao tempo que atende as restrigdes
para um conjunto de senoides dentro de uma faixa de magnitude ampla, dentro da qual o sistema

completo possui um comportamento quase-linear.

A estratégia numérica proposta tem o mérito de consolidar uma abordagem sistemaética
que passa pela identificacdo do sistema por estruturas polinomiais, como um modelo NARX, a
possibilidade de analise através do método derivativo e a sintese do operador de inversao. A
principal limitacdo do projeto estd associada a dependéncia do sinal de entrada, em particular
a frequéncia de operacdo do sistema. Isto por que a sintese é realizada considerando diversos
sinais senoidais em uma frequéncia particular, com diferentes valores de amplitude. Embora este
seja um cendrio restrito, este é o caso de muitos sistemas reais tais como canais de comunicagao
que operam com uma banda de frequéncia estreita ou mesmo de sistemas de energia, em que a

frequéncia de operacao é fixa.

Um estudo de caso é desenvolvido buscando apresentar a estratégia para o projeto de um
operador inverso para um modelo NARX polinomial. O operador de inversdo projetado como um
Volterra diagonal mostrou-se capaz minimizar as distor¢des nos sinais processados e recuperar
a entrada do sistema com fidelidade. Seu desempenho foi avaliado em diferentes cendrios no
dominio do tempo e da frequéncia, de maneira que o projeto do operador de inversdo baseado
em uma estrutura Volterra diagonal apresenta-se como uma ferramenta potencial para atacar o

problema da inversdo dindmica ndo-linear em problemas reais de engenharia.
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1.4 Objetivos

Os objetivos do trabalho podem entdo ser sumarizados a partir da investigagdo de estratégias para
representacgdo, identificagdo, andlise e sintese ndo-linear no tempo e na frequéncia por sistemas

Volterra em coordenadas diagonais. Para tanto, sdo estabelecidos os seguintes objetivos especificos:

1. Realizar uma ampla revisdo tanto da literatura classica, desde a proposicao das séries funci-
onais de Volterra até suas formulagdes contemporaneas. Apontar as principais tendéncias

de aplicagdo e desafios de pesquisa abordados nos dias atuais;

2. Rever os modelos Volterra diagonais buscando expressa-los na forma paramétrica, como
uma série de filtros lineares que processam composi¢des ndo-lineares da entrada. Estabelecer
relacdes destes modelos com outros formalismos nao-lineares, notadamente os modelos

estruturados em bloco e os NARX polinomiais;

3. Rever algoritmos e estratégias de identificacdo de sistemas ndo-lineares, em particular o
algoritmo de minimos quadrados ortogonais associado a taxa de redugdo do erro (OLS-ERR),
como estratégia para medi¢do de modelos a partir de dados de entrada e saida de sistemas

dinamicos;

4. Implementar algoritmos computacionais, em plataforma Matlab, para identificacdo dos
modelos Volterra diagonais e NARX polinomiais a partir do algoritmo OLS-ERR. Apontar
estratégias de simplificacdes dos modelos diagonais identificados a posteriori, buscando

determinar o conjunto de componentes diagonais mais representativas;

5. Desenvolver uma abordagem sistemética de andlise no dominio da frequéncia a partir
dos modelos diagonais. Apontar o uso de conceitos cldssicos de andlise nestes sistemas,
notadamente: a localizagdo de polos e zeros, a estabilidade, e a andlise espectral a partir das

FRF unidimensionais;

6. Estabelecer uma metodologia para a determinagdo de um equivalente Volterra diagonal de
um modelo NARX polinomial. Utilizar estratégias de anélise nos modelos equivalentes e
estabelecer correspondéncias com o modelo NARX original;

7. Desenvolver uma estratégia numérica para a sintese de operadores inversos representados
por sistemas Volterra em coordenadas diagonais. A metodologia deve propor mecanismos
para a formulagdo do problema de otimiza¢do ndo-linear, tanto para a fun¢do custo quanto

para as restricdes;

8. Avaliar as proposicdes e desenvolvimentos do trabalho por meio de estudos de caso com

modelos de sistemas ndo-lineares propostos.
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1.5 Escopo do Trabalho

Considera-se que o trabalho atingiu seus objetivos propostos, tendo como resultado contribui¢des
inovadoras no campo da representagdo, andlise e sintese ndo-linear por séries de Volterra em
coordenadas diagonais. Além deste capitulo de introdugéo, o trabalho é desenvolvido em outros

cinco, cujo contetdo é assim estruturado:

No capitulo 2 apresenta as fundamentagdes tedricas para o desenvolvimento da proposta
do trabalho. Mostra-se a formulagdo das séries de Volterra desde o conceito de funcional, até
suas estruturas discretas mais contemporaneas, sendo discutidas suas virtudes e limita¢des. Sao
derivadas importantes propriedades da série, explora-se a simetria das fun¢des ntcleo como
paradigma que tem levado a uma maior compacidade da série. A forma simétrica diagonal é
derivada, conforme exposto na sua proposicao original, de onde sdo mostradas propriedades
importantes da sua estrutura, como a natureza unidimensional dos seus operadores. O capitulo
trata ainda da anédlise no dominio da frequéncia de modelos Volterra, a partir do conceito de
GEFRE, e das propostas contemporaneas. As ALEs sdo apresentadas a partir do método variacional.
Apresenta-se a estratégia de identificacdo de um modelo ndo-linear com estrutura polinomial por
estratégias de regressdo, de onde se expde o algoritmo OLS-ERR. Mostra-se ainda a estratégia que

é seguida no trabalho de sele¢do aleatdria das amostras dos sinais de identificagdo e validagao.

O capitulo 3 parte da proposi¢do adotada para o modelo Volterra diagonal, que passa aqui
a ser descrito por filtros IIR. Mostra-se como principais implicagdes desta estratégia a admissao
de termos auto-regressivos no modelo, o qual fica parametrizado em uma equacgdo de regressao.
Esta oferece vantagens ao permitir a utilizacdo de algoritmos de identificagdo para a medigdo
de modelos a partir de dados reais do sistema. Mostra-se ainda como a nova estrutura facilita
e torna possivel a andlise no dominio da frequéncia do modelo proposto. Um estudo de caso
é implementado, baseado na identificacdo e andlise do modelo Wiener pela nova estrutura. A
andlise no dominio da frequéncia é realizada para o modelo tomando as FRF das componentes
diagonais. Os resultados sdo confrontados com um modelo analitico, derivado a partir do sistema
Wiener, o que corrobora os resultados. e analisa-se a convergéncia da série Volterra expressa no

modelo FVD a formulacdo exata deste sistema.

O capitulo 4 apresenta o método derivativo, como proposigdo para o determinagdo de um
equivalente Volterra diagonal de um modelo NARX. Discute-se inicialmente a necessidade da
determinacdo de um equivalente Volterra visando a andlise ou sintese ndo-linear. Abordam-se os
métodos probing e diophantino como técnicas propostas para esta finalidade. Apresenta-se entdo
resultados baseados no célculo multivaridvel que mostram como obter equagdes de diferenca a
partir de um conjunto de ALEs de um modelo NARX e de como a solu¢do destas equagdes recaem
nas componentes diagonais de um modelo Volterra. O capitulo apresenta o estudo de caso de um
modelo NARX polinomial para o qual uma série Volterra diagonal é determinada. O resultado é

avaliado em diferentes por métricas de ajustes e de simplificagdo de modelo. A andlise é realizada
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numérica e analiticamente.

O capitulo 5 apresenta a sintese de operadores inversos para sistemas nao-lineares. Parte-se
de uma forma geral do modelo NARX e discute-se 0s cendrios particulares em que é possivel
determinar os operadores como uma estrutura algébrica fechada. Um exemplo de projeto de
um operador inverso exato é implementado para um sistema Duffing, resultados de inversdo no
dominio do tempo e da frequéncia sdo apresentados. Discute-se as limita¢des desta estratégia
analitica para classes mais abrangentes de modelo NARX. Propde-se entdo a abordagem numérica,
utilizando estratégias de otimizagdo, com o problema formulado a partir das condi¢des de p-
inversdo. Um estudo de caso para o projeto de um operador inverso de um sistema Volterra
diagonal é discutido. Diversos resultados de andlise sdo discutidos e apontam para as virtudes e

fragilidades da estratégia.

O capitulo 6 apresenta as conclusdes do trabalho sendo apontados direcionamentos visando

0 aprimoramento e estudos futuros do tema.
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2

FUNDAMENTOS DAS SERIES DE VOLTERRA

2.1 Introducao

Este capitulo estabelece os fundamentos para a proposta deste trabalho. Em principio sdo
apresentados representagdes ndo lineares classicas de sistemas dindmicos, em particular os modelos
bloco-estruturados e os NARX polinomiais. Desenvolve-se entdo uma formulagédo consistente das
séries de Volterra desde o conceito de funcional até sua disposi¢cdo em série de poténcias visando

a aproximacado uniforme de um sistema dindmico nao-linear.

A partir da forma discreta da série de Volterra, discutem-se seus aspectos estruturais e
propriedades. Verifica-se como o uso de simetrias expressas pelas fun¢des kernel podem conduzir
a modelos com maior compacidade. Neste contexto, deduz-se a série diagonal, de onde se destaca

a formulagdo expressa por convolugdes unidimensionais de qualquer componente funcional.

Revisam-se abordagens de anédlise no dominio da frequéncia por séries Volterra, a saber:
GFRF e NOFRF. Apontam-se os principais problemas destas fun¢des que limitam sua aplicabilidade
em determinados contextos. Apresenta-se o algoritmo de minimos quadrados ortogonais e a taxa
de redugédo do erro, que compdem o algoritmo OLS-ERR, como paradigma de determinagdo dos
parametros e selecdo de termos de um modelo polinomial nado-linear identificado a partir de dados

medidos.

O capitulo é concluido com um estudo de caso da representagdo Volterra diagonal de
um sistema Wiener, onde sdo apresentados os procedimentos e conceitos para a identificagdo do

modelo e a anélise ndo linear no dominio da frequéncia.
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2.2 Representacoes Nao-lineares

Um sistema dindmico pode ser representado matematicamente como um mapeamento, realizado
por um operador H{-}, entre um conjunto de sinal da entrada U e outro da saida ). Pela natureza
dindmica tanto estes sinais quanto o operador podem evoluir no tempo ¢t € R. Assim, quando

uma entrada u(t) é aplicada a #{-}, a saida gerada é
y(t) = Hitu(t)} 2.1)

Sabe-se que um sistema linear constitui uma classe particular para o qual dadas entra-
das quaisquer {uj(t), u2(t)} € U que produzem, respectivamente, {y1(t),y2(¢)} € Y, quando
combinadas na forma u(t) = aju;(t) + axluy(t) geram como saida y(t) = aqys(t) + azya(t). A
linearidade é caracterizada por esta superposicao dos sinais combinada a homogeneidade devida
aos escalares a1 e wp. Por negacdo, qualquer sistema que nido atenda a pelo menos uma destas

propriedades é dito ndo-linear.

Este comportamento pode ser estruturado considerando o processamento da informagao
por meio de combinagdes lineares dos atrasos da entrada na geracdo da saida. Assim, y(t) pode
ser explicitamente descrita por u(t) ao se computar continuamente sua influéncia sobre a saida, o

que é representado pela integral de convolugao

y(t) = /0 " h(n)ut - v)dr, 2.2)

cuja estrutura pressupde causalidade, pois a saida em ¢ ndo é afetada por informagdes posteriores
a t. A memoria é ilimitada e o sistema é caraterizado por h(7), definida como resposta impulsiva ou
ntcleo (kernel). Como esta fun¢do ndo depende de t, o sistema é do tipo linear e invariante no

tempo (LIT). Um operador LIT H{-} mapeando u(t) em y(t) na Figura 1 ilustra esta ideia.
u(t Yt
), [y T,

Figura 1 — Relac¢do funcional em um sistema LIT.

Dada a grande variedade de sistemas que ndo obedecem ao principio da superposicao,
diversos formalismos de modelagem matemaética ndo-linear tém sido propostos. Para o caso do
tempo t discreto uma consideragdo pertinente é tomar o operador H{-} como uma fun¢do nédo
linear F{-} de atrasos dos sinais de entrada e saida do sistema, o que pode ser representado na

forma:

y(t) =F{u(t—1),u(t—-2),...,u(t—L),y(t—1),y(t—2),...,y(t—L)}, (2.3)

sendo L o atraso maximo das varidveis. Esta estrutura compreende uma classe de modelos

importante, com grande aplicabilidade e capacidade de representacdo, denominados modelos



Capitulo 2. Fundamentos das Séries de Volterra 17

nao-lineares, auto-regressivos com entrada (NARX)! (LEONTARITIS; BILLINGS, 1985). Dentre as
muitas possibilidades de escolha para F{-}, a estrutura polinomial se destaca pela simplicidade
matemadtica dos seus termos, a grande capacidade de aproximacdo destas fungdes e a lineari-
dade com relagdo aos parametros do modelo. Neste contexto, (2.3) pode ser expressa conforme
estabelecida em (BAYMA, 2014) como

M L

Ay(t) = Bu(t) + Z w] Tyt Ju(t =11, (2.4)
m=1 =1

onde M e L sdo respectivamente o nimero de termos polinomiais ndo lineares e o atraso maximo

das varidveis do modelo, p e g4 sdo a poténcia com que cada varidvel aparece em um determinado

termo, enquanto A e B sdo operadores lineares de deslocamento temporal, tais que

L
Ay(H) =y(H) + ) ay(t—1) e (2.5)

; =
=) bu(t—1I). (2.6)

=1
Note-se que p(m,1) e q(m,1) sdo inteiros ndo negativos, de modo que
L

Y p(m,1) +q(m,1) > (2.7)

I=1
constitui o grau do m-ésimo termo polinomial ndo-linear.

Modelos NARX tém sido aplicados a uma vasta gama de sistemas reais e exibem boa
capacidade de representacdo dindmica a partir de uma estrutura compacta, embora sua natureza
implicita e recursiva exija a simulagdo do modelo para u(t) no intervalo completo de t a fim de
determinar a saida y(t) correspondente. Além disso, estes modelos ndo permitem a caracterizagdo

do sistema a partir de ferramentas de andlise de resposta em frequéncia, por exemplo.

Outra classe importante de modelos ndo-lineares é a de bloco-estruturados, realizada a
partir da interconexdo de blocos dindmicos lineares e estaticos ndo-lineares. Entre as principais
topologias destes modelos estdo os sistemas de Hammerstein e o de Wiener. A Figura 2a apresenta
o diagrama de um sistema de Hammerstein, em que o bloco estdtico ndo-linear atua sobre a
entrada gerando uma varidvel intermediaria v(t) que é processada pelo bloco linear H(-) na
geracgdo da saida y(t). Para o sistema de Wiener, mostrado na Figura 2b, a ordem dos blocos linear

e ndo-linear é invertida.

Estas estruturas tém a vantagem de produzirem modelos compactos, com grande apelo em
situagdes praticas onde a natureza da nédo linearidade f(t) é conhecida. Contudo, a falta de acesso
a varidvel intermedidria v(¢) e a ndo linearidade paramétrica do modelo dificultam a aplicagdo de

estratégias de identificagdo.

1 Do inglés: Nonlinear Auto-Regressive with eXogenous input.
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u(t) () v(t) ] H() y(t),
(a) Sistema de Hammerstein.

(), H() u(t) ] () y(t),

(b) Sistema de Wiener.

Figura 2 — Diagrama de modelos bloco-estruturados.

Uma classe particular de sistemas nao lineares, com importantes aplica¢des préticas e que
se destaca por admitir a possibilidade de anélise no dominio da frequéncia, é aquela em que a
saida é explicitamente descrita como uma série de funcionais polinomiais da entrada, conhecida
por séries de Volterra. A formulacdo destes modelos a partir do conceito de funcional visando a
representacdo dindmica compreende uma rica abordagem conceitual e tedrica que fundamenta as

proposicdes deste trabalho.

2.3 Séries Funcionais de Volterra

A teoria dos funcionais constitui um campo importante da matemética comumente remetida
aos trabalhos de Vito Volterra (VOLTERRA, 1959). O conceito pode ser estabelecido a partir de
uma fungdo polinomial multivaridvel fazendo o ntiimero de varidveis aumentar indefinidamente.

Considera-se, por exemplo, uma funcéo polinomial de primeiro grau 2

b
y = Z hixi , (28)

cujos parametros h; ponderam cada varidvel x; em y. Se o nimero de varidveis aumentar indefini-
damente ndo é mais possivel ordend-las sequencialmente, sendo mais apropriado representé-las

por uma fungdo continua, com varidvel independente ¢, na forma

y = /abh(t)x(t)dt. (2.9)

Nestas condigdes, y passa a depender da fungdo x(t) e os pardmetros /; necessitam ser agregados
na func@o h(t). A relagdo é computada por uma soma continua sobre um intervalo [a, b]. Diz-se
assim que y é um funcional de x(t), e que h(t) é o kernel (nticleo) do funcional. A correspondéncia
de (2.9) com (2.2) é evidente.

2 Grau refere-se a soma dos expoentes dos fatores de um termo polinomial.
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Esta ideia pode ser estendida para o caso em que o grau da fungdo polinomial nédo é

unitdrio. Considerando, por exemplo, uma forma polinomial de segundo grau tem-se

by b

y=3Y_ Y hipxix, (2.10)

i=ay =ay
Novamente, quando cada conjunto de varidveis x;, e x;, € extrapolado, y passa a representar um

funcional em x(t1) e x(t2), sendo determinado por uma integragao bidimensional

by rb
y= / / ho (b, b2)x (1) x(b2)dt1dt, @.11)
ay ap

com parametros h;,;, compreendidos na func¢do continua de duas variaveis h,(t1, t2) e o funcional.

i1ip

A generalizagdo desta ideia parte da funcdo polinomial n-ésimo grau

bl bPl
]/ = Z cee Z htl,_”,tnxtl . th P (212)
t1=m th=ay
que é extrapolada para o funcional
by by n
y=[ o [Tty ) [Txe)at, (213)
n n i=1

com kernel h,(t4,...,t,), cujo sub-indice n é uma forma usual de denotar o grau.

Como (2.12) é formada apenas por termos de grau 1, o funcional (2.13) é dito homogéneo,

uma vez que ao se tomar x(t) — ax(f), para « € R, entdo

b by n
y::a”/m{-l/ hu(ty, oo te) [ [ x(t)dt; . (2.14)
n n i=1

Isto permite conceituar (2.13) como funcional polinomial homogéneo de n-ésimo grau.

Agora, considera-se a realiza¢do de diversas instancias de (2.12):

by by
Vo= Y, o Y a0 X o Xp,, (2.15)
= ty=ay,
bl bn
Yaor1 = Z T Z ha+1,t1,...,t,,xt1 e Xty (216)
tlzﬂl tp=ay
(2.17)
bl bn
Yo = Z Z By, b Xty + - Xty (2.18)
t1=m th=ay

Como cada y; possui o seu proprio conjunto de parametros h;;,, ;,, 0 indice i de cada coeficiente
corresponde ao do polindmio. Se o nimero de realizagdes for extrapolado, com o intervalo (a, b)

continuo em ¢, as realiza¢des podem ser agrupadas em

by by, n
yn(t):/a /a ha(t by, .o ta) [ [ x(ti)dt;. (2.19)

i=1
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Com isso chega-se ao conceito de funcional estabelecido por Volterra, ou seja, uma funcéo y, ()

definida a partir de um operador n-dimensional sobre uma outra funcdo x(f).

Sabe-se que a expansdo de uma fungdo em série de poténcias permite expressar relagdes
matematicas sofisticadas em uma estrutura analitica. Um exemplo desta capacidade é enunciado
no teorema de Weierstrass (COURANT; HILBERT, 1989), o qual afirma que uma fung¢do continua
f(x) em um intervalo [a, b] pode ser uniformemente aproximada por um polinémio de ordem® N

arbitraria, na forma
N
y=) cux". (2.20)
n=0

Dada a natureza polinomial dos funcionais e sua forte analogia com o préprio conceito de
fungdo, Volterra definiu o que chamou de funcional regular de ordem N, dado pela disposigdo em

série de funcionais y,(t) com grau regularmente crescente

N
y(t) =Y yu(t). (2.21)
n=0

Como mostrado em (FRECHET, 1910), esta série de funcionais pode aproximar uniformemente
operadores que relacione duas fun¢des em um intervalo [a, b]. Neste sentido, (2.21) possui uma
correspondéncia direta com o teorema de Weistrass para aproximacdo de fun¢des. Note-se que
este é precisamente o contexto de um sistema dindmico H {-} de entrada u(t) e saida y(t), de
onde se supde que esta relacdo possa ser uniformemente aproximada por uma série de série de

Volterra de N-ésima ordem, como é conhecido o funcional regular

N
y(t) =H{tu(t)} ~ Zayn(t). (2.22)

A ideia de aproximagdo uniforme estd associada ao fato de que (2.22) é tdo melhor, quanto maior
for N.

Ao se passar de um contexto puramente matemdtico para uma perspectiva menos abstrata,
que envolve a representagdo de sistemas dinamicos, os funcionais y,(t) sdo descritos de maneira
alternativa, tendo como principal diferenca em relagdo a (2.19), uma mudanca de varidvel para
que o tempo possa se associar explicitamente a causalidade e ao efeito da memoéria. Além disso,
o limite assumido para o conjunto de varidveis independentes varre todos os valores possiveis,

recaindo na forma

Ya(t) :/Ooo.../Ooohn(t—rl,...,t—Tn)ﬁu(Tn)dTn. (2.23)

i=1

Esta defini¢do guarda uma correspondéncia direta com a integral de convolugédo, o que se verifica

quando n = 1 o e a série recai no operador linear, equivalente a (2.2). Como consequéncia mais

3 Ordem de uma série equivale ao seu termo de maior grau.
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profunda desta formulagdo, ao incluir termos de grau maior que 1 a série passa a exibir funcionais
ndo-lineares. Com isso pode-se supor que quando a soma parcial dada em (2.22) é extrapolada em
infinitos termos funcionais a expansdo em série de Volterra de um sistema dindmico nao-linear

pode ser, em principio, determinada por

y(t) =Y yalt), (2.24)
n=0
onde

Yn(£) :/Ooo---/ooohn(rl,...,rn) 'n u(t—1)dz,. (2.25)

i=1

Esta forma do funcional é mais comum que (2.23), onde a memodria passa a se associar ao
deslocamento do sinal de entrada, o que é realizado com uma troca de varidavel. O kernel
hy(t1,...,T4) € uma fungdo real, multivaridvel e invariante no tempo, que corresponde a uma
generalizacdo da resposta impulsiva. Cada funcional pode ser assim interpretado como uma

operacdo de convolu¢do em um espago multidimensional.

2.3.1 Série de Volterra discreta

A forma continua da série de Volterra, dada por (2.24), possui maior aplicabilidade do ponto de
vista tedrico matemdtico, na defini¢do de conceitos e propriedades (RUGH, 1981). As estratégias
que a empregam para fins de modelagem dindmica necessitam determinar de forma precisa e
analitica os kernels dos funcionais, o que nem sempre é possivel. Deste modo, a série continua é

de dificil determinacdo e pouco comum em aplicagdes.

A forma discreta da série (ALPER, 1965) mostra-se mais pertinente para aplicagdes de
filtragem nao-linear por se apresentar especialmente apropriada para abordagens computacionais.
Neste sentido, a série discreta é o paradigma que prevalece no contexto de aplicagdes contempora-
neas, conforme apresentado em (MATHEWS; SICURANZA, 2000), sendo esta a estrutura do modelo

que fundamenta este trabalho.

Assim sendo, um sistema dindmico ndo-linear, com entrada u(t) e saida y(t), definidas no

tempo discreto t € Z pode ser representado por uma série de Volterra discreta de N-ésima ordem

N
y(t) =Y yalt), (2.26)
n=1

com os funcionais y,(t) dados por

n

L L
ya(t) =Y ... Y ha(t,., ) [ Ju(t— 1) (2.27)
k1=O kn:O

i=1

onde L é o atraso maximo de cada fator do termo polinomial. Note-se que as fungdes h, (7, ..., Ty)

sdo generaliza¢Oes da resposta ao impulso, e passam a ser expressas por um conjunto de valores
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constantes, cada qual definido para um arranjo possivel dos valores de atrasos discretos 7;, de ma-
neira que a série se apresente como uma equagdo de diferenga polinomial e linear nos parametros.
Esta tltima propriedade é particularmente importante no contexto de modelagem matematica por

permitir o uso de estratégias de regressao linear para a determinacdo dos coeficientes polinomiais.

A Figura 3 apresenta a série discreta estruturada em diagrama de blocos, onde H,{-}

denota um operador funcional de n-ésimo grau em u(t),

yn(t) = Hafu(t)}. (2.28)
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Figura 3 — Diagrama de blocos da série de Volterra discreta.

Embora a série admita um termo de ordem nula (n = 0) em (2.24), sua ocorréncia nao é
previsto na forma discreta adotada. O termo funcional correspondente /1y é uma constante que
estd associado ao ponto de equilibrio sob qual se busca aproximar o sistema. Como se sabe, ainda
que este ndo seja nulo, é sempre possivel fazer uma transformacdo de maneira que essa condi¢do

seja satisfeita no modelo.

O limite superior de truncamento adotado da ordem N finita em (2.26) é uma necessidade
imposta do ponto de vista computacional. Além disso, dado que a série expressa uma aproximagao
uniforme do sistema a medida que sua ordem aumenta, é pertinente considerar algum valor
limite a partir do qual a contribui¢do das componentes funcionais deixa de ser relevante. Como
verificado em (BOYD; CHUA, 1985), este é o caso dos sistemas com memoria assintética, que sdo
estdveis em torno de algum ponto de equilibrio e a saida ndo exibe dependéncia funcional para
valores da entrada com atrasos muito elevados. Esta categoria de sistemas é também descrita
como de ndo-linearidade fraca (SCHETZEN, 1980), em contraposi¢do aqueles de categoria forte,
que exibem fendmenos como estrutura varidvel, bifurca¢des ou mesmo caos, para os quais uma

representagdo Volterra ndo se mostraria possivel.

Nota-se ainda, em (2.27), que qualquer permutacdo possivel do conjunto de atrasos

T, ..., T, expressa um valor h,(7,...,T,) que pondera sempre o mesmo sinal [T ; u(t — 7).
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Isto gera, em principio, um problema de ambiguidade, ao possibilitar que diferentes realizacdes
da série representem um mesmo sistema dinamico. Contudo, é possivel impor que os kernels
apresentem apenas uma combinagdo dos indices T;, 0 que resulta nas chamadas formas simétricas,
as quais sdo aproveitadas para fins de melhoria da estrutura do modelo. Esta propriedade é
explorada em detalhe na préxima segdo, que busca estabelecer a forma simétrica diagonal, objeto
de estudo deste trabalho.

2.4 Séries de Volterra Diagonal

A série de Volterra no tempo discreto, conforme definida em (2.26), apresenta alguns inconvenientes
de natureza estrutural que podem dificultar sua aplicagdo. E o caso do ntimero de parametros a se
determinar, que cresce com a ordem e memoria dos funcionais do modelo. Além disso, a estrutura
multidimensional exige a implementacdo de convolucdes em espacos de alta dimenséo, ao custo

de elevado tempo e processamento computacional (MATHEWS; SICURANZA, 2000).

Um grande esforco tem sido conduzido buscando abordagens e estratégias que possam
superar ou minimizar estes problemas estruturais da série. Uma estratégia comum ¢é a busca por
padrdes de simetria entre os termos polinomiais dos funcionais a partir dos quais simplificacdes
estruturais possam ser introduzidas. Para melhor entendimento desta abordagem sera ilustrada,
para diferentes padrdes de simetria, a forma como os coeficientes dos termos polinomiais de um

funcional de grau 2 sdo inseridos em um modelo.
Assim sendo, seja o funcional
L L 2
yz(i’) = Z Z hz(Tl,Tz)Hu(t—Ti), (229)
=1

71=01=0 i

cujo padrdo com que os atrasos 7; e T, sdo implementados é observado na Figura 4. Cada ponto
representa um termo correspondente de (2.29), e.g.: (0,2) corresponde ao termo h,(0,2)u(t)u(t —
2).
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Figura 4 — Arranjo dos termos polinomiais de segunda ordem.

Por este arranjo verificado na tomada dos termos, esta forma padrdo do funcional é
chamada de retangular. Notar que se for considerada a propriedade de simetria, como os termos
hy (11, 2) € ha(12, 1) multiplicam o mesmo mondmio de entrada u(t — 7 )u(t — 72), o funcional
passa a ser composto por apenas um destes arranjos, o que eliminaria termos com 7; > T,. Nesta

perspectiva (2.29) é ambigua e computacionalmente ineficiente.

Ao se impor a condi¢do proposta ao kernel, chega-se ao que é definido como forma
simétrica triangular, que explora a simetria de termos quando os indices sdo permutados, ou seja:
os atrasos (71, 72) produzem um termo que pode ser agrupado ao seu simétrico, de maneira que o

funcional possa ser redefinido como:

yz(f) = Z Z hi(’l’l,Tz)u(t — T1)u(t — Tz) (230)
71=0T=7
onde
1
h(t,w) = 5 (ha(t1, ) + h2(12, 1)) se: T # Ty, (2.31)
W5 (1, ©) = ha(t, ) se: 7] = T. (2.32)

Neste caso (71, 72) é uma fungdo simétrica*. A Figura 5 ilustra a tomada de termos para (2.30).
Fica evidente que além da reducdo do niimero de termos, uma implica¢do desta simetrizacdo é a
redugdo do ntiimero de operagdes de soma e multiplicagdo no computo do funcional, o que deve

conduzir a um melhor desempenho que a forma retangular.

Apesar desta melhoria a forma triangular ndo altera em nada o aspecto mais determinante
para a complexidade de um funcional de Volterra: a sua natureza multidimensional, a qual exige

algoritmos sofisticados para a implementagdo de convolugdes. Contudo, um outro arranjo dos

4 Embora o sobre-indice * seja omitido na notacdo subsequente, os kernels serdo sempre considerados
simétricos em relagdo ao conjunto de atrasos.
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Figura 5 — Arranjo de tomada de termos para a forma simétrica triangular.

termos da sequéncia polinomial langa luz sobre este problema, e conduz a uma forma simétrica

peculiar, cuja estrutura mostra-se vantajosa em relagdo as simetrias convencionais.

2.4.1 Forma simétrica diagonal

Considera-se inicialmente, sem perda de generalidade, a expansdo do funcional de segunda ordem,

com simetria triangular, dado por (2.30), nas suas componentes polinomiais:

ya(t) = hp(0,0)u(t)® + ho(1, 1) u(t — 1)% + hp(2,2)u(t — 2)* + ...
+ 12 (0, () u(t — 1) + ho(1, 2)u(t — Du(t — 2) + ho(2,3)u(t — 2)u(t —3)...
+ ha(0,2)u()u(t — 2) + ha(1,3)u(t — Du(t — 3) + ha(2,4)u(t — 2u(t—4)...  (2.33)

Agora, agrupando as sequéncias de acordo com o padrdo expresso nos termos de atraso como

ya(t) = i ho(T,T) u(t — )2
=0

+ ihz(T,T+1)u(t—T)u(t—T—1) (2.34)

=0

(o]
+ Y h(t,t+2u(t—1u(t—71—2)+ ...
=0
Nota-se que, nas somas parciais geradas a dependéncia da fungado h;(-) sai de duas varidveis, 7j e
Ty, para apenas uma, T, ocorrendo o mesmo com o produto dos termos de entrada. Além disso,
essas somas parciais diferem em apenas um atraso e, como consequéncia mais importante do
rearranjo, passam a representar somas de convolucao lineares unidimensionais. Seguindo com o

desenvolvimento, y»(t) pode perfeitamente ser dado por

oo o0

) =Y Y (T + ku(tu(t—t—k), (2.35)
k=0 =0
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Figura 6 — Tomada de coeficientes na forma simétrica diagonal.

onde para cada k, hy(7, T + k) pode ser compreendida como uma componente do kernel de
segunda ordem, que processa o sinal correspondente u(t)u(t — T — k). Dito de outra forma, o
funcional y,(f) passa a ser expresso como uma série de filtros lineares com resposta impulsiva

hy (7, T + k), que processam mondmios quadréticos da entrada u(t)u(t — 7 — k).

A Figura 6 ilustra a tomada de termos em (2.35). Notar que o ntimero de coeficientes
é o mesmo em relagdo a forma triangular, isto é importante por que ressalta o fato de que a
transformacdo ndo incorreu na perda nem inclusdo de qualquer informacao relevante na estrutura
do modelo. Porém, a maneira como os termos sdo introduzidos na soma é diferente. A orientacdo
com que os coeficientes sdo escolhidos dd origem ao nome do funcional em coordenadas diagonais.
Seguindo o mesmo procedimento, resultados semelhantes podem ser atingidos para funcionais
de ordem superior. De fato, a generalizac¢do para um funcional y, (), com kernel n-dimensional
hu(T1,...,Tu) em simetria triangular, é obtida simplesmente procedendo com uma transformagao

de indices 7 na forma

M =T
(2.36)
T =t+k_, 1€{23, ..., n—1},
Isto conduz a uma série de convolugdes lineares unidimensionais
Yn(t) =3 (t) * uk(t) (2.37)
k
onde * denota convolucao, sendo definidos:
k={ky, ka, ..., ky_1}, (2.38)
h(t) = hy(tt+ ke, .. t+k, 1) e (2.39)

up(t) = u(t) ﬁ u(t —kp). (2.40)
1=1
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sendo k o conjunto de termos de atraso cuja aplicacdo na estrutura do funcional resulta nos
kernels diagonais correspondentes (). Estas novas fungdes sdo filtros lineares que processam
o sinal uy(t) e representam se¢oes dos kernels originais parametrizadas em (2.38). A notacgdo
adotada deixa o grau do funcional de cada diagonal implicito em (2.38). Esses indices de atrasos
determinam a estrutura dos filtros diagonais, de maneira que é pertinente denotar cada diagonal
utilizando-os como sub-indice de (2.39) e de (2.40), devendo estar claro que estas sdo fungdes de

uma unica variavel, t.

Note que para um dado k, (2.40) depende inteiramente da entrada u(t), enquanto o
kernel diagonal correspondente depende totalmente de h, (11, ..., 7). Isso permite afirmar que
(2.39) congrega toda a informagao das propriedades invariantes do sistema. E pertinente notar
que o maior valor de atraso especificado, dado por d = max(k)°, determina a quantidade de
componentes diagonais em cada funcional, sendo este um pardmetro importante para a defini¢do

da estrutura do sistema.

A forma diagonal apresenta-se assim como uma maneira diferente de interpretar um
funcional, simplesmente alterando a forma como cada termo é adicionado a estrutura polinomial,
preservando toda informagdo fundamental do sistema. A estrutura (2.37) é computacionalmente
mais eficiente que a triangular quando algoritmos eficazes de convolug¢do, como os baseados em
FFT®, sdo usados. Esta representacgdo foi desenvolvida em (RAZ; VEEN, 1998) e encontra importantes
aplicacdes, como em (TAN; JIANG, 2001) onde a partir da formulagédo original é desenvolvida uma
estratégia adaptativa para o controle ativo de ruido, ou em (ZELLER; KELLERMANN, 2010) onde uma

estratégia de filtragem ndo-linear robusta é implementada.

Contudo, a despeito dos avangos introduzidos no contexto de séries Volterra, considera-se
que a estratégia diagonal possui um potencial para andlise de sistemas ndo lineares no dominio da
frequéncia que até entdo parece ter sido subestimado. Neste trabalho, sdo investigadas estratégias
que visam dar contribuicdo tanto na melhoria das propriedades estruturais deste formalismo de
representacdo, quanto explorar parte do seu potencial de andlise e sintese ndo-linear no dominio

da frequéncia.

2.5 Analise na Frequéncia de Sistemas Nao-lineares

Quando um sistema linear é submetido a uma excitagdo senoidal sua resposta em regime perma-
nente exibe uma senoide de mesma frequéncia, diferindo da entrada possivelmente apenas em
amplitude e no deslocamento de fase. Este principio fundamental em andlise linear é a base de
diversas dreas das engenharias e pode ser genericamente caracterizado pelo conceito de funcao

de resposta em frequéncia (FRF). Essas fung¢des sdo estruturadas algebricamente e representam

5
6

max(-) é a fungdo méximo.
Fast Fourier Transform
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a relagdo entrada e saida no dominio da frequéncia, sendo definidas a partir dos operadores de

transformacdo tempo-frequéncia de Laplace e Fourier.
Pela transformada de Fourier pode-se expressar o espectro X (w), sendo w a frequéncia
angular, de um sinal x(¢) de tempo continuo por meio de

X(w) = | " (et (2.41)

—00

a sintese de x(f) a partir de X(w) é dado pela transformagédo inversa

x(t) = 1 /oo X(w)etdw . (2.42)
27 J -

Por outro lado, em um sistema nao-linear uma série de efeitos dindmicos concorrem na
geracdo de um espectro de saida com frequéncias bastante diversificadas daquelas do sinal de
entrada. Isto é bem evidente em efeitos tipicamente ndo-lineares tais como a gera¢do de harmonicos
e a intermodulagdo. Embora sejam fendmenos comuns, a grande maioria dos formalismos nao-
lineares ndo oferece possibilidade para abordé-los para fins de andlise ou sintese, uma vez que sua

formulagdo é restrita ao dominio do tempo.

2.5.1 Funcées de Resposta em Frequéncia Generalizadas

Um atrativo das séries Volterra é a perspectiva de anélise ndo-linear no dominio da frequéncia.
Isto se tornou possivel a partir do conceito de funcdo de resposta em frequéncia generalizada
(GFRF) (GEORGE, 1959). Para se apresentar o conceito de GFRF é pertinente rever a definigdo de
FRF ordindria, do caso linear. Entdo, para um sistema linear com entrada y(t) e saida u(t), no
tempo t continuo, viu-se que a expansdo por série de Volterra recai exatamente na integral de

convolugdo, ou seja, o funcional de primeira ordem da série

y(t) = [ O; h(o)u(t —t)dr. (2.43)

Ao se substituir nesta operagdo os sinais de entrada e saida a partir da sua composicdo espectral,
tem-se:

/_O:o Y (w)eltdw = /_o:o h(T) [/_O:o U(w)e = Ddw| dt (2.44)

= /j:o /j:o h(T)e TdTU (w)el“ dw (2.45)

Resolvendo a integral interna do lado direito, resulta:
/ Y (w)el“dw = / H(w)U(w)e“ dw (2.46)
de onde

Y(w) = H(w)U(w), (2.47)
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sendo que H(w) a fungdo de resposta em frequéncia definida como a transformada de Fourier da

fungdo de resposta impulsiva do sistema

H(w) = / " () ivTdr (2.48)

—00

Agora, tomando o caso mais geral, em que o sistema é ndo linear e representavel por uma

série Volterra, sabe-se que a saida é decomposta pela série de funcionais

y(t) = i Ya(t). (2.49)
n=1

E como a transformacédo de Fourier € linear o espectro da saida neste caso também é dado pela

soma dos espetros dos funcionais, ou seja:

N
Y(w) =) Yu(w), (2.50)
n=1
onde:
Yu(t) = % / " Yo (w)e“tda . (2.51)

Conforme apresentado em (LANG; BILLINGS, 1996), seguindo um procedimento similar ao
utilizado para o caso linear, ou seja, ao se aplicar em (2.25) as defini¢des do espectro do funcional

e do sinal de entrada, a composi¢do espectral de uma componente funcional resulta

Yn(w):/ o Ha(wye o) [JU(@)do (2.52)
=W+ +wy i—1

de maneira que a determinagdo de Y, (w) é dada por uma integracdo no hiperplano ¢ = wy +
-+ -+ wy. A fungdo Hy(wy, ..., wy,) expressa a transformada de Fourier n-dimensional do kernel

de n-ésima ordem do sistema, sendo assim denominada de GFREF, e definida como:
[} [} n i
Hy(wy,...,wy) = / . / hn(Tl,...,Tn)He’]“’iTidTi, (2.53)
—oo —oo i=1

enquanto a transformacao inversa sobre (2.53) resulta no kernel Volterra correspondente

n

1 o o ,
hn(Tl,...,Tn) - 711/ "'/ Hn(wl,...,CUn)He]wiTidwi. (2.54)
20)" Joeo Joo i=1
Este resultado evidencia o fato de que as GFRF e os kernels de uma série Volterra constituem

maneiras distintas de se referir as mesmas informacgdes invariantes do sistema em dominios

diferentes. Seguindo desenvolvimento similar, para t no tempo discreto a GFRF é definida como

Hy(wi,...,wn) = Y oo Y (k... ky)e Skt fekn) (2.55)

k1:—00 kn:—oo
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Note-se que para n = 1, a defini¢do de GFRF recai em (2.48), o caso linear.

A GFRF assim definida constitui uma extrapolacdo da ideia de FRF para dindmicas ndo
lineares. Dado que a transformada de Fourier da resposta impulsiva define a FRF H(w) e congrega
as propriedades espectrais do sistema, a mesma interpretagdo é atribuida ao conjunto de GFRFs,
que passam a constituir um recurso importante para o estudo das propriedades invariantes do

sistema no dominio da frequéncia.

Por outro lado também ficam evidentes na propria formulagao as dificuldades de se
utilizar este conceito principalmente por conta da sua natureza multidimensional. De fato,
diferente das FRF que expressam os valores das propriedades espectrais do sistema a partir de
um Unico argumento, a propria frequéncia, as GFRFs o fazem a partir de um espaco de alta
dimensionalidade. Assim, recursos corriqueiros e importantes para a andlise linear, como as
ferramentas gréficas propostas por Bode e Nyquist, por exemplo, tornam-se proibitivas mesmo

para sistemas com componentes funcionais de baixa ordem.

Outra dificuldade é a compreensao destes dados da GFRF fisicamente. Interpretar conceitos
como ganho fase imposto a um sinal, devido a a¢do do operador néo linear, ou mesmo a formacao
de harmonicos e intermodulagdo de componentes da entrada a partir das GFRF é uma tarefa
custosa e nada trivial, embora mostre-se possivel em algumas situa¢des particulares (JONES;
BILLINGS, 1990). Em (YUE*; BILLINGS; LANG, 2005a) e (YUE*; BILLINGS; LANG, 2005b) apresenta-se
uma proposta para a andlise dindmica conduzida por GFRFE. Os autores utilizam abordagens
gréficas e processamento matemaético simbdlico. A despeito da boa fundamentagdo da estratégia,
os trabalhos expdem toda a dificuldade matemaética e computacional para a condugdo do problema

de anélise por esta abordagem.

2.5.2 Funcées de resposta em frequéncia nao lineares de saida.

Devido principalmente a estas dificuldades encontradas na conducdo do problema de andlise ndo
linear por GFRF uma série de conceitos alternativos de FRF passaram a ser propostos, buscando
caracterizar o comportamento espectral ndo linear em um espago de baixa dimensionalidade.
Entre as principais propostas nesta direcdo destacam-se as funcdes de resposta em frequéncia ndo
lineares de saida (NOFRF). As NOFRF foram apresentadas em (LANG; BILLINGS, 2005) e formam
uma proposta alternativa as GFRF para sistemas ndo lineares. Busca-se por meio destas funcdes
representar como se da a troca de energia entre as diferentes componentes espectrais dos suportes
de entrada e de saida para um sistema ndo linear. Assim, a NOFRF associada ao funcional y,, ()

de um sistema Volterra com entrada u(t) é dada por:

Glw) = ﬁ%% = Z’;((‘L)) Ve, |Uy(w)| # 0 (2.56)
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onde U, (w) representa o espectro generalizado de n-ésimo grau do sinal de entrada, definido

Uy (w) = F{u(t)"} (2.57)

Conforme definido em (2.50), o espectro de saida passa a ser dado por:

oo

Y(w) = Z G (w)Un(w) (2.58)

n=1

Nota-se que o conceito de NOFRF permite que a determinacdo do espectro de saida se dé
de maneira muito similar ao realizado para sistemas lineares, ou seja a partir da contribuicdo
de cada func¢do unidimensional. Isto representa uma grande vantagem em relacdo a natureza
multidimensional das GFRFE. Além disso, nota-se que o suporte de cada componente funcional
Y, (w) é o mesmo de U(w). E ainda, as fungdes G, (w) sdo invariantes a qualquer fator de ganho

associado a entrada u(#).

Por outro lado, diferente das GFREF, as caracteristicas expressas por uma NOFRF sao
dependentes do sinal de entrada utilizado para determinda-las, de maneira que estas fun¢des nao
expressam apenas as caracteristicas invariantes do sistema. Isto é uma propriedade indesejavel, que
estabelece uma necessidade sintetizar uma entrada de sondagem associada as caracteristicas que
se deseja verificar no sistema sob estudo. Neste sentido, quando o caso ndo-linear é considerado,
mesmo as abordagens contemporaneas de melhor performance carecem de melhorias na sua

formulacéo.

2.5.3 Meétodo Variacional

O método variacional (SCHETZEN, 1980) (RUGH, 1981) é uma estratégia para a determinagdo
componentes funcionais de uma série Volterra e dos kernels/GFRFs correspondentes a partir de
um modelo dindmico de entrada e saida do sistema. Sua base é a propriedade de homogeneidade
verificada nos operadores funcionais, segundo a qual, ao se tomar u(t) < au(t), sendo & > 0 uma
constante auxiliar, cada funcional de ordem 7 passa a ser escalonado por a”, de maneira que a

saida y(t) seja expressa por
N
y(t) = Z oy, (). (2.59)
n=1
Assim, ao se considerar, por exemplo, um modelo NARX polinomial (BAYMA, 2014) na forma
M L
Ay(t) = Bu(t)+ Y cu [ Jy(t — POy (¢ — 1)atmh) (2.60)
m=1 1=1

as componentes funcionais de uma série Volterra que represente este sistema podem ser determi-

nadas pelo método variacional pelos seguintes passos:
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. Substituir u(t) por au(t) e y(t) por (2.59) em (2.60);

2. Expandir todos os termos gerados pelas ndo linearidades;

3. Agrupar todos os termos com mesma poténcia polinomial em a;

4. Extrais as equagOes geradas pelo coeficiente dos termos de a por comparagao;

5. Resolver as equagdes resultantes para as componentes funcionais v, (t), n € {1,2,..,N};

Embora conceitualmente simples, este método guarda algumas dificuldades computacio-
nais, particularmente a expansdao multinomial do item (2) é custosa e ineficiente computacional-
mente, na medida em que muitos dos termos gerados na expansdo sdo simplesmente desprezados.
Porém, o conjunto de equagdes dele derivado, conhecido por equacdes lineares associadas (ALE)”
(FEIJOO; WORDEN; STANWAY, 2004),(WORDEN; STANWAY, 2005), tem sido objeto de muito interesse

em desenvolvimentos contemporaneos por séries de Volterra.

Para um sistema NARX na forma (2.60) o conjunto de ALEs derivado pelo método

variacional possui como forma geral

Ay (t) = Bu(t) (2.61)
Ayu(t) = Eu(t) ne{2...,N}, (2.62)

onde F,(t) é um polindmio em relagdo aos funcionais de ordem inferior e ao sinal de entrada
(WORDEN; STANWAY, 2006). Note-se que as ALEs compreendem um conjunto recursivo de equagdes
que representam de forma compacta as relagdes entre as componentes Volterra. Além disso, uma
ALE de ordem n € linear em relagdo ao seu funcional y,(t), esta é uma propriedade importante
pois permite que a solucdo da equacdo seja determinada de maneira fechada, analiticamente, ou

por meios numéricos através de filtragem linear.

Se y(t) em (2.60) for Volterra, um algoritmo baseado em sistemas de equagdes diofantinas
proposto em (BAYMA; ZHU; LANG, 2018) permite determinar de modo eficiente os termos F, ()
para um modelo NARX polinomial qualquer. Assim, serd possivel determinar a saida com
grau arbitrario de aproximacgdo, para uma entrada u(t) qualquer, através de suas componentes

funcionais yy,.

Para exemplificar a aplicacdo do método derivativo, considera-se o sistema NARX descrito

por
Ay(t) = Bu(t) +cy(t)® (2.63)

onde A, B e C sdo operadores lineares de deslocamento. Seguindo os passos estabelecidos para

o método, busca-se obter as componentes funcionais de graus n = 1,2 e 3 Aplicando entdo

7" Associated Linear Equations
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u(t) = au(t) ey(t) = Zi:l a"y,(t) ao modelo resulta

3 3 3
A (Z uc”yn(t)> = Bau(t)+C (Z uc”yn(t)) . (2.64)
n=1 n=1

O lado esquerdo expressa basicamente as componentes funcionais de graus 1 a 3 operadas por A
como coeficientes de um polindmio em «. No lado direito, a ndo linearidade ctbica gera termos
com poténcias entre 3 e 9. Por comparacdo direta, desprezando os termos de grau 4 a 9 do lado

direito, é possivel chegar ao seguinte conjunto de ALEs:

Ay (t) = Bu(t) (2.65)
Ayr(t) =0 (2.66)
Ays(t) = Cy(t)® (2.67)

A solucdo do conjunto de ALEs é entdo os funcionais y1 (), y2(t) e ys(f).

2.6 ldentificacao de Sistemas

Quando a determinagdo de um modelo matematico é considerada para um sistema dinamico duas
abordagens sdo colocadas. Uma mais cldssica e convencional, baseada nas leis naturais, conhecida
como modelagem fenomenoldgica, em que é necessdrio um conhecimento detalhado da natureza
do sistema como também das possivelmente complexas relagdes entre as suas varidveis. No caso
particular de um sistema ndo linear, criar um modelo por essa abordagem pode se apresentar

como uma tarefa drdua, sendo impraticavel.

A segunda possibilidade segue um conjunto de técnicas denominada identificagdo de
sistemas (AGUIRRE, 2007), (BILLINGS, 2013), por meio do qual modelos matematicos sdo gerados a
partir de dados experimentais medidos diretamente dos sistemas reais, sem nenhuma consideragéo
sobre a natureza ou aspectos estruturais do sistema, sendo entendido como uma abordagem caixa

preta.

Embora se tenha postulado que os sistemas dinamicos sdo modelados e caracterizados a
partir da série funcional com os kernels e as GFRF, sabe-se que um modelo com esta estrutura
é de dificil formulagdo dadas as complicagdes de se determinar analiticamente estas fung¢des
multidimensionais. Assim, a abordagem contemporanea de séries Volterra (MATHEWS; SICURANZA,
2000) descreve o sistema por uma equacédo de diferenga polinomial conforme a apresentada no

caso de um modelo Volterra de tempo discreto ou diagonal.

Neste cendrio a utilizagdo da identificagdo de sistemas é uma estratégia atrativa, uma
vez que permite determinar o conjunto de parametros a partir de dados de entrada e de saida,
uma vez estabelecida uma estrutura inicial para o modelo, aproveitando-se da propriedade de

linearidade nos pardmetros exibido pelos funcionais. Assim, considera-se uma forma geral para a
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série Volterra diagonal, no tempo discreto possa ser descrito pela equacdo de regressdo, ou seja:
M
y(£) = ) Oupn() +e(t) (2.68)
m=1

Onde 0,, sdo os parametros do modelo, que aqui correspondem aos valores de cada kernel
associado a cada termo polinomial, ou regressores, §,,(t). O erro e(t) é a discrepancia verificada

ao tentar explicar a saida y(f) por essa estrutura.

No contexto de identificagdo de sistemas é pertinente representar essa estrutura na forma

vetorial matricial, dada por:

y(t) =97 (1) +e(t) (2.69)
Sendo ¥T(t) = [¢1(t) ... Yum(t)] a matriz de regressdo, que agrega todos os termos
candidatos, 8T = [0; ... 0] é o vetor de parametros.

Agora, assume-se que sejam tomadas N amostras de dados de entrada e saida, o que

corresponde a N realiza¢des de (2.69), que sdo agrupadas na forma (2.70):

y=Y0+e (2.70)

onde:

$1(N) ... Ppm(N)

A solugdo classica deste problema é por meio do algoritmo de minimos quadrados
(AGUIRRE, 2007), onde o vetor de parametros € é determinado por:

9 — (‘I’T‘I’) gty 2.71)

No entanto, a utilizagdo (2.71) na estimac¢do dos parametros em modelos ndo-lineares pode
conduzir a problemas sérios de condicionamento numérico nas operagdes matriciais devido ao
grande nimero de termos candidatos ao modelo nestas estruturas. Esse é o caso de modelos
Volterra, que como se apontou, tem como caracteristica marcante o grande ntimero de pardmetros

a se determinar.

Além disso, o algoritmo de minimos quadrados cldssico ndo possui uma estratégia para
a selecdo dos termos polinomiais, de maneira que a estrutura do modelo inicialmente entregue
ao algoritmo permanece inalterada, resultando em uma equagado de regressdo com um nimero

elevado e ineficiente de termos.
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2.6.1 Algoritmo OLS-ERR

Algumas limita¢des do algoritmo cldssico para a determinagdo de parametros de modelos nao-
lineares podem ser superadas com a proposi¢do de um algoritmo de minimos quadrados ortogonais
(KOREMBERG; BILLINGS; LIU, 1987). A estratégia adotada é a ortogonaliza¢do do conjunto de dados
expresso na matriz de regressdo, de maneira que a informacéo associada a cada termo polinomial
do modelo seja independente dos demais. A transformacado consiste modificar o problema original
de regressao, expresso em (2.70), no seu equivalente ortogonalizado:

y=Wg-+e (2.72)

onde as seguintes relagdes sao verificadas entre a formulagdo matricial de (2.70) e (2.72):

Y=WV (2.73)
wTw =D (2.74)
g=vVve (2.75)

e D é diagonal e V' é ndo singular. Estas matrizes podem ser determinadas por técnicas de orto-
gonalizagdo, tais como decomposic¢do de valores singulares e método Gram-Schmidt modificado.
Uma vez encontradas, a solugdo do problema pode ser encontrada sem dificuldades numéricas

através dos passos:
LT

wTy (2.76)
g=D"'WTy (2.77)

Uma das principais motivagdes para a ortogonalizagdo é que, no novo formato, é possivel
quantificar a relevancia de cada regressor através da taxa de reducédo de erro (Error Ratio Reduction),

dada por:
20T

8iw; w
T
Yy
onde g; o i-ésimo coeficiente do modelo ortogonalizado, w; é a i-ésima coluna de W e ERR,; é

ERR; = <1 (2.78)

a taxa de reducdo de erro associada ao i-ésimo regressor. ERR; expressa em quanto o erro de
predicdo serd reduzido caso o regressor em questdo seja incluido. Isto pode ser utilizado como
critério de inclusao de termos, fornecendo ao algoritmo um meio de selecdo de estrutura do
modelo. O limiar de corte de termos depende de cada problema, mas, valores tipicos podem variar
entre 1072 e 1074

2.6.2 Selecao dos dados de modelagem

Neste trabalho considera-se uma forma alternativa de escolher os dados de regressdo. Supondo

que Nt amostras estejam disponiveis, o procedimento usual de identificacdo consiste em escolher
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um subconjunto de N < N7 amostras consecutivas para estimar os parametros e utilizar um

subconjunto restante para a validagdo do modelo.

Propde-se que as N amostras para estimagdo sejam escolhidas aleatoriamente, na tentativa
de capturar melhor as dindmicas embutidas nos dados. O procedimento, com dados sequenciais,
pode ser desvantajoso porque o intervalo de dados 1 < t < N pode nédo conter informagdes criticas
para gerar um modelo capaz de generalizar bem as propriedades do sistema. O uso de todo o
volume de dados, por outro lado, é contra-indicado por sua aplica¢do ao algoritmo conduz a um

inico modelo.

Na tentativa de evitar estes problemas, propomos que N valores de t sejam escolhidos
aleatoriamente, com probabilidade uniforme, no intervalo [1; N], de modo a compor equacdes de

regressdo provenientes de diferentes pontos das formas de onda coletadas.

A aleatoriedade na escolha das amostras produz um efeito semelhante a presenca de ruido
nos dados, i.e., ao repetir a estimagdo para um mesmo conjunto de dados, modelos diferentes
podem surgir. Na tentativa de escolher o melhor modelo possivel, um indice de desempenho é
calculado para cada modelo identificado e 0 modelo com o melhor indice é escolhido como a

representacdo final para o sistema.

O indice de desempenho escolhido foi o gera a raiz do erro médio quadratico normalizado
(NRMSE)?:

Ny 2
(Z [yo(t) — %(0]2)
NRMSE =1 — =t (2.79)

(gyv<t>2)

onde N, é o namero de amostras do conjunto de validagdo, y,(t) é o sinal de saida do conjunto de

validagdo, 7,(t) é a resposta do modelo para o conjunto de validagdo, calculada por simulacao
(predicdo de infinitos passos a frente). O indice varia no intervalo [—oo; 1], sendo o modelo tdo

melhor quanto mais préximo de 1 estiver o indice.

2.7 Fundamentos de operadores inversos

Os operadores inversos sdo utilizados em diversos contextos onde se deseja reverter uma trans-
formacdo linear ou ndo-linear. Esta secdo apresenta o fundamento desta abordagem desde a
ideia de fungdo inversa até sua formalizagdo no contexto de séries de Volterra, onde a inversao é

considerada a partir do cldssico conceito de p-inversa.

Quando se consideram sistemas estdticos, sem memoria, a inversdo pode ser explanada

a partir da ideia de fungdo inversa. Considerando uma funcéo f : R — R, na forma y = f(x)

8 Do inglés: Normalized Root Mean Square Error
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a inversdo é realizada pela funcio inversa ¢ : R — R, sendo g(-) = f!(-) que executa o
mapeamento reverso v = ¢(y), onde v & x. A Figura 7 ilustra esta ideia graficamente. A fun¢do
inversa g(-) possui uma curva complementar a f(-) em relagdo ao espago linear y = x. A operagéo
das duas fung¢des em conjunto por ser avaliada pela aplicagdo v = g(f(x)) = «x, resultando na

inversdo ideal.

v=g(y) VR X

Figura 7 — Inversao de uma funcio y = f(x) (azul), realizado pela funcdo inversa v = g(v)
(vermelho), que resulta na operacdo ideal v = g(f(x)) ~ x (verde).

E importante verificar que a permutagdo da ordem de aplicacdo das fungdes redundard em

um efeito equivalente de inversdo, uma vez que v = f(g(x)).

Uma questdo importante neste contexto é a da existéncia da funcdo inversa g(-) ideal. Uma
condicado necessdria é a de que f(-) seja bijetora, ou seja, a relagdo entre o dominio e a imagem
deve ser tal que elementos dos dois conjuntos estdo associados necessariamente na forma de 1
para 1. Quando este ndo é o caso, uma abordagem possivel é o relaxamento da condigdo ideal de
inversdo, propde-se entdo func¢des inversas que recuperem x com algum nivel de aproximagdo em

um intervalo limitado.

Este procedimento pode ser conduzido pela aproximagao de f(-) por série de Taylor

N
y=f(x)= ) ax". (2.80)
n=0

Busca-se entdo determinar g(-) na forma polinomial

P
v=_g(x)~ ) by (2.81)
p=0

A sintese da inversa pode se dar pela aplicacdo direta de (2.80) em (2.81) e a determinacdo dos
coeficientes b,, a partir dos a,, sujeito a v = x para algum intervalo de x. Embora esta seja uma
abordagem intuitiva em muitos aspectos ela esta longe de ser trivial. Ocorre que a efetividade da
inversdo sempre estara sujeita a aproximacao de f(-) por (2.80) com algum N elevado, ao passo
que a ordem da relacdo entre as duas fungdes tende a aumentar para no minimo N - P, o que pode

resultar em um conjunto de relagdes nao realizavel entre os coeficientes. Este procedimento é



Capitulo 2. Fundamentos das Séries de Volterra 38

apresentado em (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1964), onde um interessante conjunto de equagdes para os

coeficientes b, é estabelecido para p < 7.

Passando agora para um contexto mais geral, de sistemas dindmicos, onde a memoria
é relevante, a inversao passa a ser tratada no contexto de operadores funcionais, que mapeiam
conjuntos de fung¢des, ou no caso de engenharia de sistemas, operadores que processam sinais de
entrada para a geragdo dos de saida. Assim, considera-se #{-} um operador que representa um

sistema dindmico com entrada u(t) e saida y(t), de modo que

y(t) = H{u(t)}. (2.82)

O inversor é entdo um operador G{-} que processa a saida y(t) do sistema buscando recuperar

uma estimativa v(t) da entrada u(t), ou seja

o(t) = G{y()}, (2.83)
o(t) = u(t). (2.84)

A Figura 8 apresenta esta ideia na forma de um diagrama de blocos. Esta sequéncia do proces-

ult) [y et gy ] v

Figura 8 — Inversor dinamico estruturado na forma de pés-inversao.

samento, onde o inversor sucede o sistema, é denominada pds-inversdao. Quando a ordem dos
operadores é permutada, com o inversor precedendo o sistema, tém-se a pré-inversdao. Ambas as
topologias sdo importantes em contextos particulares do sistema sob estudo, de forma que alguns

formalismos de inversdo se dedicam a uma ou a outra, conforme o interesse da aplicagdo.

Quando o modelo completo do sistema é considerado, a saida invertida (ou recuperada)
v(t) é expressa como um funcional de u(t). Isto pode ser verificado aplicando (2.82) em (2.83), de

onde resulta

o(t) = G{H{u(t)}}, (2.85)
= c{u(t)}, (2.86)

onde o operador £{-} denota uma rela¢do funcional aproximadamente linear entre u(t) e v(t).

No caso de sistemas lineares e invariantes no tempo, em que o operador H é representado

pela funcdo de resposta impulsiva i(7), ou pela fungdo de transferéncia H(z) = Z{h(7)}, onde
(2.87)

o inversor ideal pode ser sintetizado, de maneira trivial mas em casos bastante particulares,

permutando os polindmios B(z) e A(z), que representam operadores LIT de deslocamento, o que
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resulta

A(z)
B(z)’

G(z)=H(z) ! = (2.88)

A particularidade aqui estd associada a necessidade de o sistema ser de fase minima, ou seja,
possuir zeros estédveis, uma vez que as raizes de B(z) recaem nos polos do inversor, cuja estabilidade
precisa ser garantida. Para sistemas de fase ndo-minima, uma série de estratégias interessantes
estdo presentes na literatura, com destaque para aquelas que buscam na aproximar H(z) por uma

dinadmica equivalente H(z) com fase minima, como mostrado em (CHEN; ZHAL FUKUDA, 2004).

Outra restri¢do desta abordagem esta relacionada ao grau dos polindmios B(z) e A(z) que
precisa atender deg(B(z)) = deg(A(z)), ou seja H(z) precisa ser do tipo bi-prépria, do contrario
o inversor resulta em um operador ndo causal e portanto ndo realizdvel. Um relaxamento desta
condicdo permite a sintese de inversores para sistemas proprios (deg(B(z)) < deg(A(z))) ou
estritamente proprios (deg(B(z)) < deg(A(z))), ao admitir que o sinal de saida do inversor seja
recuperado com algum atraso em relagdo a entrada do sistema. O atraso de transporte minimo

necessario para a inversdo é entdo dada por I; = deg(A(z)) — deg(B(z)), o que resulta
o(t) = u(t—1). (2.89)

Aplicando esta condigdo em (2.88) equivale a embutir um atraso de fase, de modo que

z7 i A(z)
G(z) = B (2.90)
Para exemplificar a inversdao no caso linear, considere um sistema definido por
B 0.5z
H(z) = 2@ z (2.91)

A(z) ~ 1-0,4326z 1 — 0,4900z 2

com polos p; = pax = 0,2163 + j0,6657. Como deg(A(z)) = 2 e deg(B(z)) = 1 o sistema ¢é
estritamente proprio, de forma que o inversor e realizavel se incluir um atraso de fase com /; =1

em (2.88), o que resulta

z7liA(z)  1—0,4326271 —0,4900z 2

¢ =3, 0,5

(2.92)

A Figura ?? apresenta a resposta do sistema para uma entrada senoidal na forma u(t) =
0,8sin(27ft), com f = 0,02. Como todo o processamento ¢ linear a resposta do sistema e a saida
recuperada em regime permanente pelo inversor sdo senoidais. A saida do sistema é atenuada,
em fungdo do ganho de H(z) em f. Este sinal é entdo processado pelo inversor que recupera a
entrada do sistema com fidelidade, a menos de um atraso de fase de 1 amostra, ja prevista na

sintese do inversor.

Este desempenho do inversor linear nestas condig¢des se verifica em toda a faixa espectral

do sistema independente do valor da magnitude da entrada. Para verificar estas propriedades
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Amplitude

Figura 9 — Resposta do inversor linear para uma entrada u(f) (azul). A saida do sistema é
y(t) (vermelho). A entrada recuperada pelo inversor é v(t) (verde).

gerais é mais pertinente se avaliar a resposta em frequéncia de todos os operadores do processo. A

Figura 10 apresenta as curvas de resposta em frequéncia de magnitude em 10a e de fase em 10b.

10
o
S 5
S
=2 0
c
g 5
= — Sistema Inversor Equivalente
_10 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Frequéncia normalizada
(a) Resposta em magnitude.
2
< O
@
() ‘2
7
@®©
L -4
— Sistema Inversor Equivalente
_6 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Frequéncia normalizada

(b) Resposta em Fase.

Figura 10 — Resposta em frequéncia do sistema (azul), inversor (vermelho) e equivalente

(verde).

Nota-se que a resposta de magnitude do inversor é simétrica a do sistema, a atenuagdo

do sinal em um bloco implica na amplificagdo no outro, de maneira que o equivalente dos
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dois sistemas em cascata possui ganho unitdrio. No caso da fase esta simetria é quebrada pelo
necessidade de inclusdo do atraso no inversor para torné-lo realizavel. O deslocamento de fase do

sistema equivalente é, no entanto, linear em todo o espectro.

Agora, passando a um cendrio mais geral, em que o sistemas sdo ndo-lineares, as estratégias
para a inversdo dindmica tornam-se muito mais sofisticadas e desafiadoras. Isto porque o sinal de
saida do sistema passa a exibir um contetido espectral mais vasto que o da entrada e as préprias
componentes de frequéncia correspondentes as da entrada sdo afetadas pelas ndo linearidades.
Neste caso, em que a frequéncia tem um papel importante para explicar os efeitos ndo-lineares,
as séries de Volterra tém se destacado como um formalismo adequado a realizar operadores

inversores.

2.7.1 A inversa de ordem p.

No contexto particular de sistemas Volterra, a inversao dinamica é formulada a partir do conceito
de inversa de ordem p ou simplesmente p-inversa (SCHETZEN, 1976). Trata-se de um operador
Volterra cuja finalidade é gerar um equivalente ndo-linear para o qual a representa¢do Volterra

tenha como tdnico funcional relevante o de primeira ordem, ou seja, o linear.

Assim, considerando H{-} um sistema Volterra, entdo (2.82) pode ser dado na forma

y(t) = % Ha{u(t)} (2.93)
n=1

onde #H,{-} expressa um funcional Volterra de ordem n. Um operador G{-} é dito inverso de

ordem p (p-inverso) ideal de H{-}, quando sua conexdo em cascata com (2.93) produz na saida
o(t) = G{y()} = Lifu(t)} + ) Lp{u(®)}. (2.94)
p
Nestas condi¢des ideais de p-inversdo e necessario que:

1. O operador £; possua ganho unitario e deslocamento de fase nulo em toda faixa de

frequéncia de interesse;
2. Os operadores L,, com 2 < n < p — 1 sdo nulos;

3. Os operadores L, com p < n < oo possuem energia irriséria, e seus efeitos podem ser

ignorados;

A condigdo 1 é necessdria para a garantia da inversao na sua forma ideal, e esta relacionada
diretamente a (2.84). Pela condi¢do 2 impde-se a remogdo dos funcionais ndo-lineares de baixa
ordem, tipicamente aqueles com maior energia em uma série Volterra. A condicdo 3 aponta para
o fato de que, embora componentes funcionais de ordem elevada sejam produzidas a partir da
conexdo entre os dois sistemas nao-lineares, estas deverao ter energia minima e irdo constituir o

erro da aproximacao.
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3

REPRESENTACAO E ANALISE NAO-LINEAR

3.1 Introducao

Este capitulo apresenta proposi¢des para representagdo e andlise de sistemas ndo lineares a partir
da série diagonal de Volterra. Inicialmente é desenvolvida uma forma especifica para a série
diagonal, na qual os operadores de convolugado sdo estruturados como filtros de resposta infinita

ao impulso (IIR), unidimensionais e independentes da entrada.

Estratégias de andlise sdo desenvolvidas para este modelo, as quais permitem expres-
sar a composi¢do dos harmonicos de saida do sistema através de fungdes racionais, as quais

correspondem as suas caracteristicas invariantes.

Mostra-se ainda que esta estrutura recai em uma forma compacta adequada a identificacao
do sistema a partir de medi¢des entrada-saida. A estrutura permite ainda que a estabilidade do

modelo ndo-linear assim obtido seja facilmente checada.

A formulagdo proposta é testada para um sistema ndo-linear do tipo Wiener, que é
particularmente pertinente para avaliar a estratégia uma vez que possui uma representacdo
Volterra exata no tempo e para as FRFs das componentes harmonicas. O modelo do sistema é
identificado através do algoritmo OLS-ERR e a avaliacdo ¢ feita comparativamente a um modelo
Volterra convencional com mesmo desempenho no tempo e na frequéncia, do modelo diagonal

proposto.

3.2 Representacao Paramétrica de Modelo Diagonal

A utilizagdo da simetria diagonal se apresenta como uma boa estratégia para se enfrentar o
problema da multidimensionalidade dos funcionais de uma série Volterra. As operagdes de

convolugdo deixam de depender do grau do funcional e sdo agora todas unidimensionais, parame-
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trizadas pelo conjunto de atrasos k. No entanto a forma geral dos filtros diagonais (2.39) acaba por
evidenciar muitos parametros a partir do conjunto de atraso, de maneira que a notagdo pode se
tornar confusa. Por esse motivo, propde-se o uso de uma notagao onde as componentes diagonais

sdo lexicograficamente ordenadas. Isto permite expressar a saida total do sistema como

Ny
y(t) = ) I (1) 5 g (1) (3.1)
i=1

de maneira que as fungdes hy, (f) sdo organizadas de acordo com grau e grupos de atrasos k
crescentes, indexados por i, sendo truncados em um ntimero méximo de diagonais Ny, cada uma
tendo uy, (t) como entrada correspondente. A tabela a seguir ilustra uma possivel ordenagdo para

um sistema de grau n = 3, com atraso maximo de d = 2. Nota-se que na ordenacdo lexicografica,

Tabela 1 — Organizacado dos filtros diagonais, a partir de um conjunto de atrasos k; .

i n kil' uki(t)

1 1 (0 u(®

2 2 (0,00 u(t)?

3 2 (0,1) wu(bu(t—1)
4 2 (0,2 u(bu(t—2)
5 3 (0,0,0) u(t)?

6 3 (0,0,1) u(t)®u(t—1)
7 3 (0,0,2) u(t)’u(t—2)
8 3 (0,1,1) u(t)u(t—1)>?
9 3 (0,1,2) u(H)u(t—1u(t—2)
10 3 (0,2,2) u(t)u(t—2)>

para um dado k, é vélida a relagdo k;_; < k; para qualquer par de seus termos. A notagdo
permite englobar todo o conjunto de diagonais que compdem o modelo, independente do grau do

funcional a que pertencem, embora seja facil dividi-las nestas componentes se necessario.

Essa forma ¢é particularmente importante quando se considera a possibilidade conversao do
modelo para o dominio da frequéncia, como apontado em (RAZ; VEEN, 1998), isso se da diretamente,
valendo-se da estrutura linear e unidimensional das operagdes em (3.1). Para tanto, considera-se
Z{-} o operador que determina a transformada Z (OPPENHEIM; SCHAFER, 2010) de um sinal de
tempo discreto x(t), t =0, 1, ..., definida como

[oe]

X(z) = Z{x(t)} = )_x(t)z™", (3.2)

t=0
sendo z uma varidvel complexa. Aplicando Z{-} em (3.1) chega a ser revelador perceber que o

espectro de saida de uma série Volterra possa ser computado de maneira simples, como:

Ny
Y(z) = ) Hi(2)Uy(2), (3.3)
i=1
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onde
Hiy(2) = Z{, (1)}, (3.4
uki(z) = Z{uki(t)} e (3.5)
Y(z) = Z{y(t)}. (3.6)

A interpretacdo deste resultado é bem direta, (3.3) é a representacdo explicita do sinal de
saida como a soma das respostas de filtros diagonais no dominio da frequéncia. A composicdo da
saida deu-se a partir das fungdes de resposta em frequéncia dos filtros diagonais (3.4). Como o
conjunto de filtros diagonais compreende toda a informagdo invariante do sistema, as equagdes
(3.4) representam estas informag¢des em uma estrutura unidimensional na frequéncia, resultando
em uma melhoria grande em relagio as GFRFs. E interessante perceber ainda que diferente
das NOFRF, como os filtros diagonais sdo diretamente relacionados aos kernels do sistema, a

informagdo espectral em (3.4) é independentes do sinal de entrada.

A representacdo (3.3) exibe portanto um potencial interessante para problemas de medigdo,
andlise e sintese ndo-linear no dominio da frequéncia. Contudo, até onde a revisdo bibliografica

tem revelado, essa estrutura tem sido pouco explorada para estes propdsitos.

De uma forma geral, as operagdes envolvidas em (3.3) podem ser estruturadas nos seguintes

passos:

1. Determina-se os espectros U, (z), a partir dos monémios da entrada uy, ().

2. Analisa-se o efeito da filtragem de cada Uy, (z) por cada fungdo diagonal H,(z). Isto é feito
da maneira usual para sistemas lineares, através do produto das representagdes no dominio

da frequéncia.

3. Determina-se o espectro de saida através da soma de todas as parcelas Hy, (z) Uy, (z).

As fun¢des Hy, (z) desempenham assim papel importante, na medida em que compreendem
filtros lineares que processam mondmios ndo lineares da entrada. Neste trabalho, propde-se que
estas possam ser escritas na como fungdes de transferéncia na forma racional, comumente utilizada

em sistemas lineares, ou seja

Hy, (2) = fl(é)) (3.7)
onde
Bi(z) = i bz (3.8)
=1

L/
Al(z)=1-Y a;;z"! (3.9)
=1
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Notar que esta estrutura implica na parametrizagio dos operadores Hy, (z).

Introduzindo essa notagdo parametrizada em (3.3) a equacdo pode ser simplificada da

seguinte forma:

_y- Bi(2)
Y(z) = ; A1) U, (2) (3.10)
1 J
= 7 LB U (2) (3.11)
(3.12)
onde:
Bi(z) = Bi(z) [ T Aj(2) (3.13)
j#i
Ny
A(z) =T Ai(z) (3.14)
i=1
Desta forma, a equagdo (3.3) pode ser reescrita na forma:
Ny
A(z)Y(z) = )_ Bi(z)Uy,(z) (3.15)

i=1

Notar que, por defini¢do, A(z) e Bj(z) também sdo operadores polinomiais. Como tal,

podem ser escritos:

AZ)=1—az ' —... —az 4 (3.16)
Bi(z) = b1z '+ ...+ bz e (3.17)
onde, em geral L4 e Lg sdo os atrasos dos polindmios A e B;, sendo maiores que L'.

No dominio do tempo, (3.15) representa uma equagdo de diferencas, cujos termos de

realimentacdo sdo puramente lineares e os demais sdo formados por mondmios do sinal de

entrada.
La N; Lp
y(t) =Y ay(t—1)+ Y ) bijug,(t—1) (3.18)
=1 i=11=1

A equagdo de diferengas (3.18) representa o modelo Volterra diagonal parametrizado,
como proposto, o que recai em um caso particular do modelo NARX polinomial, onde os termos
de realimentacdo sdo puramente lineares e os demais sdo formados por mondémios do sinal de

entrada.

A Figura 11 representa esta estrutura, evidenciando os filtros lineares no dominio da

frequéncia, e os sinais no tempo.
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u(t) 0
. Bi(z)
. NN
| By(z) — y(t)
2! I1 )y e)

BNd(Z)

f
N

Figura 11 — Diagrama de blocos da estrutura de um modelo Volterra diagonal com kernels
racionais.

Para propositos de identificagdo, a forma de regressdo (3.18) é bastante apropriada, uma

vez que a equagdo ¢ linear em relacgdo aos coeficientes {a;, b;;}.

Outra vantagem da representacdo é que a estabilidade do modelo depende exclusivamente
da posicdo das raizes do polindmio A(z) em relagdo ao circulo unitario. Isto é util porque rotinas
de identificagdo nem sempre resultam em um modelo estavel (devido a fatores numéricos), mesmo
quando é sabido a priori que o sistema é. A forma (3.15) torna-se ttil nesta situagdo uma vez que

a estabilidade do modelo pode facilmente ser verificada.

3.2.1 Resposta Senoidal de Modelo Diagonal

A informagdo do comportamento espectral em uma representagdo diagonal, como em (3.3) é
completa, no sentido de que o conjunto de FRFs das componentes Hy,(z) comportam toda a
caracterizacao do sistema no dominio da frequéncia, independente da entrada considerada. E
pertinente, contudo, determinar este comportamento para sinais que expressam aspectos fisicos
particulares do sistema. A forma padrdo com que este tipo de andlise é conduzida em modelos

lineares é por meio da resposta em regime permanente senoidal.

Enquanto no caso linear a saida em regime senoidal é dada por uma tnica curva de
resposta em frequéncia, no caso nao linear, com a presenca dos efeitos de geragdo de harmonicos,
cada componente harmonica é caracterizada por uma FRF prépria, o que serd aqui chamada de
fungdo de resposta harmonica. Busca-se estabelecer uma abordagem para a determinagado destas
FRFs da saida do modelo, que possam ser expressas de forma analitica, seguido da sua avaliagdo

numérica dentro de uma faixa de frequéncia de interesse.

Essas fung¢des podem ser derivadas diretamente de um modelo diagonal. Nesta derivagdo
adota-se z = ¢/, sendo w a frequéncia angular normalizada. Neste caso, a entrada senoidal u(t),

com amplitude «, é dada por:
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u(t) = %(efwt + e iet (3.19)

Considera-se, sem perda de generalidade, um modelo Volterra diagonal de terceiro grau,
onde as componentes diagonais da saida sdo explicitadas no tempo e na frequéncia respectivamente

como

(3.20)

3
y(H) =Y y(t),
n=1
3
Y(z) =) Yu(z). (3.21)
n=1
Em um modelo Volterra, sabe-se que a componente de primeira ordem é o préprio
funcional linear, de forma que aplicando (3.19) em para a entrada (3.19) em (3.21), a saida do

funcional é dada por

Hi (elw . .
() =22 2(6 ) (et 1 ooty (3.22)
ou seja, como esperado, uma senoide com amplitude modulada pela FRF Hj(e/*’). Em (3.22) foi

usado o fato de que se H é um operador LIT, entdo, em regime permanente tém-se:

H{ejnwt} _ H(ejnw)ejﬂWf (3.23)

Procedendo de maneira equivalente para o funcional de segunda ordem, é pertinente
expandir os mondmios de entrada, na forma
2
u(Bult —k) = “Z (ej“’k ek g pfw2ik) e—fw@f—k)) , (3.24)

da mesma forma, para o funcional de terceiro grau

3
u(Du(t —ky)u(t — k) = ‘% (efw@f*kl*kz) y e eBtki—k)

jZU(t+k1—k2) —jw(t+k1—k2)
e +e + (3.25)
ejw(tfkﬁrkz) + efjw(tfqutkz)_’_

ejw(t+k1+k2) + efjw(t7k17k2)> .

Nota-se que as componentes harmonicas presentes no suporte dos mondmios de entrada serao,
uma componente continua, w = 0, a fundamental (w), seu primeiro harmoénico ((2w)) e seu
segundo harmoénico (3w). Assim, como os operadores diagonais sdo todos lineares, a saida ird
exibir exatamente estas componentes na saida, de forma que é possivel expressar a saida como

uma série Fourier na forma:

y(t) = i Yy, (/) et (3.26)

n=-3



Capitulo 3. Representagio e Andlise Ndo-linear 48

onde Y, (e/"“) expressa m-ésimo harménico de saida, devido ao funcional de ordem 7. Usando
(3.23) e aplicando as entradas (3.24) e (3.25) as respectivas defini¢des dos funcionais diagonais de

segunda e terceira ordem,

EHk ) Z{u(t)u(t —k)} (3.27)
Z Z Higg, (2) Z{u(t)u(t = kn)u(t — ka)} (3.28)
=0k=
é possivel isolar as seguintes equagdes para cada uma das componentes harmonicas
Yo (el%) = “—2 i H (el%) (efk“’ +e’jk‘*’> (3.29)
i = k , .
Yi(el) = 2 Hy (") (3:30)
2 o
j2wY Di ]Zw jkw
V(™) = 5 k:XéHk , (3.31)
3 o [e)
jwy _ & ki —k2 jeo(—ky +k2 jeo(—ky —k2
Y3(e) = T kZOkE Hy g, (€/) (el 1 7K2) 4 pio(=kitk2) 4 pjeo(=ki=k2)) ¢ (3.32)
1 2
. 3 o , ,
Ys(el) = % Y Hiy g, (699) el (TR1=k2), (3.33)
k=0 ky—

E importante notar que as saidas das componentes continua, de primeiro e de segundo harménico
sdo dadas, respectivamente, por (3.29), (3.31) e (3.33), enquanto a fundamental possui como saida
a soma de (3.30) e (3.32), ou seja, contribui¢des dos funcionais de primeira e de terceira ordem.
Embora no caso do funcional de terceiro grau o somatério passe a depender de mais de um indice,
ainda assim a funcdo de resposta harmoénica resultante em cada caso é unidimensional. Seguindo
o mesmo procedimento pode-se desenvolver a resposta das componentes dos harmonicos para

funcionais de ordem superior de um modelo diagonal.

A implementagdo desta estratégia em ambiente computacional de matematica simbdlica
conduz a fungdes polinomiais, racionais, unidimensionais que podem ter os valores numéricos
facilmente computados a partir da definicdo de uma faixa w de interesse, o que permite a avaliacdo

de todas as componentes harmoénicas de um modelo Volterra diagonal.

3.2.2 Relacao com modelos de Wiener e Hammerstein

Sistemas do tipo Wiener e Hammerstein sdo classes ndo-lineares de expressiva relevancia pratica.
Tais sistemas possuem uma representacdo Volterra exata, a partir da qual se busca derivar um
modelo diagonal também exato. Para tanto, considera-se inicialmente o sistema de Hammerstein,
cuja parte linear representada por uma resposta ao impulso %(t) e a ndo-linearidade por um

polindmio homogeéneo p(x) = Y, ¢, x". Este polindmio atua sobre a entrada u(t) de maneira
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que a variavel de saida do bloco estatico seja dada por

o(t) = i cou(t)". (3.34)
n=1

Esta sinal é entdo processado pela parte linear do sistema, de forma que a saida é expressa por

N N
y(t) = h(t) * (;Cﬂ u(t)”) = ;cn h(t) = u(t)" (3.35)

Assim, y(t) é uma série Volterra diagonal, onde cada funcional possui apenas a diagonal principal

para a qual k; = 0, Vi. Os kernels diagonais sdo descritos entdo como

0 k 7é 0n-1

hy(t) = { ) Ee 0 (3.36)

onde 0,1 representa um vetor de zeros com n — 1 entradas.

Para sistemas do tipo Wiener o bloco linear atua sobre a entrada, gerando a varidvel
intermedidria

(o]

o(t) = h(t) xu(t) = ¥ h(x)u(t — 7). (3.37)

=0

Entdo, aplicando (3.37) na ndo linearidade polinomial, resulta

N
1) = 3. en (h(t) e(t))" (3:38)

Cada termo polinomial gera um produto n-dimensional da convolugdo linear, de maneira que

pode-se escrever

y(t) =) cu [Z h(T)u(t — T)] : (3.39)
De onde se tem:
N oo )
JOEDIDIERD I LIORIGRIE (3.40)

Neste caso, o sistema possui um numero infinito de diagonais. Seja k = (0, kq, ..., k,_1) e
r = max(k). Seja n; o niumero de ocorréncias do inteiro s em k e 0} 0 numero de permutacgdes
com repeticdo dos elementos de k (MATHEWS; SICURANZA, 2000)

n!

Tk = no'ny! ... n,! (341)
Entdo, as fung¢des de resposta ao impulso de grau n sdo dadas por:
d—1
hi(t) = cn-on-h(t) T h(t+ky) (3.42)

g=1
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Por exemplo, para n = 2

B 2y h(t)? (k=0)
hi(t) = { 2 czzh(t)h(t +k) (k> 0) (3.43)

E importante apontar que a busca pelo equivalente Volterra de modelos bloco estruturados
insere-se em um contexto de andlise, onde se determina uma representacdo em que seja possivel
analisar cendrios que ndo sdo possiveis pelos modelos originais. E o caso, por exemplo, do equiva-
lente Volterra do modelo Wiener em que os modos de cada fun¢do diagonal sdo n-combinagdes
dos modos da parte linear. Isso cria uma estrutura de relacdo entre as diferentes diagonais que
permite analisar fendmenos como a convergéncia da série diagonal na geracdo de harmonicos de

saida do sistema.

3.3 Estudo de Caso I: Sistema Wiener

A capacidade de representacdo de um modelo diagonal, e a consequente andlise espectral, foi
testada para um sistema ndo-linear do tipo Wiener. Considera-se, inicialmente, uma representacao
de tempo t continuo para este sistema, com a parte linear sendo dada, no dominio de Laplace,
pela dindmica de segunda ordem

2
Ve(s) Wh

H pu— pum— y
e(s) Uc(s)  s24+28wys + w? ?

(3.44)

onde ¢ e w, sdo, respectivamente o coeficiente de amortecimento e a frequéncia natural; U.(s) =
L{u(t)} e Vo(s) = L{v(t)}. L{-} denota o operador para a transformada de Laplace. Tendo como
entrada u(t), o bloco LIT produz na saida v(t). A ndo linearidade estética é expressa na forma

polinomial, que gera a saida y(t) a partir de v(t) como
y(t) = v(t) + coo(t)?. (3.45)

Em se tratando de um sistema para testes, os parametros foram escolhidos de modo que a ndo
linearidade tenha um valor significativo, em um cendrio onde uma representagdo puramente linear
ndo gere desempenho satisfatério. Assim, foram utilizados os seguintes valores para os parametros:
coeficiente de amortecimento ¢ = 0, 3, frequéncia natural w, = 50,07t rad/s, e coeficiente do termo

quadrético c; = 0,4.
O modelo linear foi entdo discretizado pelo método ZOH, sendo adotado um periodo de

amostragem Ts = 0, 01s, resultando:

V(z)  0,7591+0,5403z"
U(z) 1-0,09025z1+0,38972

Ho(z) = (3.46)

onde V(z) = Z{v(t)} e U(z) = Z{u(t)}. Os polos desta parte linear do sistema sdo, portanto
pr = 0,0451 +0,6226i e py = .
1

A barra sobre-escrita p expressa o valor conjugado da varidvel complexa p.
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O estudo deste sistema por meio da abordagem diagonal se deu pela identificagdo do
modelo, a partir dos dados de entrada e saida, utilizando o algoritmo OLS-ERR. Com resultado
expresso em (??) foi também possivel determinar um modelo exato diagonal a partir do sistema

Wiener, o qual serviu de referéncia para avaliar os resultados do modelo identificado.

3.3.1 Identificacao do sistema Wiener

Um problema tipico de identificagdo envolve basicamente trés etapas (AGUIRRE, 2007):

1. Geragdo de dados: Em que foram levantados os dados de entrada e saida do sistema a partir
do modelo (3.44);

2. Modelagem: Em que se realizou a identificacdo propriamente dita, a partir da aplicacdo do

algoritmo OLS-ERR aos dados de identificagdo;

3. Validacdo: Em que foi avaliada a capacidade de generalizagdo da representagdo diagonal a

partir dos dados de validacao;

Estas etapas foram realizadas em ambiente computacional, e os detalhes da implementagao

sdo apresentados a seguir.

Geracdo de dados

Nesta etapa foi gerado um conjunto de dados para identificagdo e um outro para a validagdo do
modelo. Para os dados de identificagdo em particular, uma preocupagdo é em excitar o sistema
de maneira que o conjunto de amostras de entrada u(t) e saida y(t), coletadas em intervalo de
amostragem T, exibam informag¢do com uma rica representatividade da dindmica que se deseja
modelar. Isso é atingido tomando como entrada sinais que possuam um espectro suficientemente
largo para excitar toda a banda de interesse para o sistema, o que é conhecido como persisténcia

de excitagdo.

Quando a dinamica é linear uma escolha comum ¢é pelas sequéncias bindrias pseudo-
aleatérias (PRBS)? (AGUIRRE, 2007). Além da facilidade de gerar estas sequéncias, elas também
possuem propriedades espectrais que atendem ao requisito de banda. No entanto, para o caso
de um modelo ndo-linear, um sinal PRBS pode conduzir a uma sub-representa¢do Leontaritis e
Billings (1985), uma vez que para as ndo-linearidades além da frequéncia é necessario também que

se cubra uma faixa de amplitude pertinente para a representa¢do do sistema.

Assim, uma escolha mais apropriada para o caso nado-linear é o das sequéncias multi-nivel

pseudo aleatérias (PRMLS)? (NOWAK; VEEN, 1994), que preservam as propriedades espectrais de

2
3

Pseudo-Random Binari Sequente
Pseudo Random Multi-level Sequence
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uma sequéncia PRBS ao tempo em que testam o sistema em diversos niveis de amplitude. Em
Toker e Emara-Shabaik (2004) discutem-se as razdes que tornam estas sequéncias adequadas para
a identificagdo de um modelo Volterra, em particular no que diz respeito ao nimero de niveis
necessdrios para garantir a persisténcia de excitacdo em func¢do da ordem do modelo que se deseja
identificar. Além disso apresenta-se uma estratégia para gerar sequéncias PRMLS que possuem

um alto grau de correlagdo com um ruido branco.
O sinal utilizado para o levantamento dos dados de identificagdo do sistema Wiener foi
uma sequéncia PRMLS, seque a proposta de (TOKER; EMARA-SHABAIK, 2004), sendo dado por
x(t) = 3x(t —1) + 6x(t —2) + 4x(t — 3) + x(t — 4) + 5x(t — 5) (3.47)
uy(t) = x(t)mod7 . (3.48)

Assim, a partir de uma condigo inicial x,(#), o sinal u, () é criado com o resto da divisdo
da sequéncia x(t) pelo ntimero de niveis. Isto gera uma sequéncia PRMLS de periodo 7° — 1 =

16806 amostras nao correlacionadas, o que confere a caracteristica de pseudo-aleatoriedade.

Além do que, os autores mostram que é possivel encontrar uma sequéncia 6tima u,(t), a

partir de u,(t), ao maximizar sua correlagdo com a de um ruido branco a partir de
u(t) = u,(t) = cos(2mu(t)/7) — sin(2mu(t)/7), (3.49)

sendo este o sinal utilizado para excitar o sistema Wiener. Foram coletadas 1200 amostras tanto da
sequéncia PRMLS aplicada a entrada do sistema, quanto da resposta correspondente verificada
na saida, o que perfaz um total de 12s de dados. Estes sinais sdo apresentados na Figura 12.

Verifica-se os 7 niveis distintos da sequéncia PRMLS gerada e sua marcante caracteristica aleatéria.

Para determinacdo do modelo diagonal pelo algoritmo OLS-ERR é necessario inicialmente

especificar parametros da estrutura do modelo, a saber:

1. Oy - Vetor de inteiros com a ordem das componentes funcionais para o modelo;
2. Lp - Atraso maximo dos polindmios do numerador;
3. La - Atraso maximo dos polindmios do denominador;
4. k - Conjunto de atrasos que determinam as componentes diagonais.
Dentre os diferentes valores buscados para estes parametros, os melhores resultados foram dados

por: Od =[1 2] , Ly =5,Lg =5ek = {0 < k <12}, o que resulta em uma estrutura com 13

diagonais do funcional nao linear.

A estratégia de selecdo de modelo utilizada parte desta estrutura, seleciona aleatoriamente
um conjunto de dados dos sinais de identificagdo, determina os parametros por meio do algoritmo

OLS e elimina os termos polinomiais cujos ERR sdo menores que um dado limiar. O algoritmo
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Figura 12 — Dados de Identificagdo: Resposta do sistema Wiener a entrada PRMLS.

exibiu bons resultados quando o limiar de ERR foi de 10~* utilizando em cada iteragéo até 60%

dos dados, usando a estratégia de randomizagdo, conforme exposto na se¢ao 2.6.2.

Cada modelo identificado é validado avaliando o ajuste da sua resposta aos dados de
validagdo, o que é medido pela métrica NRMSE. Adotou-se como estratégia empirica a identificacdo
de um conjunto de 100 modelos, dos quais foi selecionado aquele com melhor ajuste. Seguindo

esta estratégia foi determinado o modelo Volterra diagonal

12
Ay(t) =Bu(t)+ Y Beu(t)u(t—k). (3.50)
0
O operador auto-regressivo linear de deslocamento do sistema foi identificado como,
A(z) =1+40,1904z71 40,2117z 72 + 0,0765z > — 0,0550z* — 0,0181z . (3.51)

O operador B, que gera os termos atrasados em u(t), e os operadores By, das diagonais do
funcional ndo linear, sdo apresentados na tabela 2 por meio de seus parametros. Devido a atuacado
do algoritmo OLS-ERR alguns parametros sdo, como esperado, eliminados da estrutura. Isto é

desejavel pois é um efeito que confere compacidade ao modelo.

Para validar este modelo identificado foi confrontada a sua resposta, com a do sistema
Wiener original, a uma senoide de frequéncia linearmente varidvel, sinal popularmente conhecido

como chirp. Este sinal é descrito por

u(t) = acos(2mf(t)t +¢). (3.52)
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Tabela 2 — Parametros dos polindmios B, ; do modelo Volterra diagonal identificado..

k 20 z71 772 z73 z74 770
B(z) 0 0,7590 0,7537 0,0360 —0.1178 —0.0250
By(z) —0,0001 0,2303 0,1922 0,1000 0,0802 0,0107
Bi(z) 0 0,3696 —0,0468 0,1059 -0,0016 —0,0157
By(z) 0,0002 —0,1463 —0,1540 —0,0685 —0,0627 —0,0099
Bs(z) 0 —0,1573 0,0043 —0,0474 —0,0050 0,0050
B4(z) —0,0001 0,0428 0, 0605 0,0225 0,0239 0,0043
Bs(2) 0 0,0651 0,0037 0,0205 0,0041 -—-0,0017
Bs(z) 0 -0,0108 -0,0232 —-0,0067 —0,0090 -—0,0019
By(z) 0 —-0,0262 —0,0035 —-0,0085 —0,0023 0,0005
Bg(z) 0 0,0019 0,0088 0,0018 0,0032 0,0007
By(z) 0 0,0104 0,0022 0,0035 0,0013 0
B1o(2) 0 0 -—0,0032 0 -—0,0011 0
B11(2) 0 -—-0,0040 -0,0012 -—-0,0013 0 0
B12(z) 0 0 0,0011 0 0 0
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Figura 13 — Dados de Validagdo: Resposta do sistema Wiener e do Modelo Diagonal a

uma entrada chirp.

Sendo f(t) uma fungdo que modula a variacdo linear da frequéncia em um suporte de f €

[0,1 5,0] Hz, enquanto a amplitude foi mantida em a = 2.5.

Quando submetido ao sinal de validacdo este modelo e o sistema Wiener apresentam

o desempenho mostrado na Figura 13, com os primeiros 6,0s da resposta ao chirp para uma

simulacdo de infinitos passos a frente. Nota-se um excelente ajuste entre a curva de resposta do
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sistema Wiener e do modelo diagonal, que foi medido como sendo NRMSE = 99, 6%. Verifica-
se ainda o aspecto qualitativo da dindmica ndo-linear a distor¢do na resposta a entrada com
caracterfstica senoidal, comportamento que seria impossivel com uma representacdo puramente

linear.

3.3.2 Analise de resposta em frequéncia do modelo diagonal

A partir do modelo identificado é possivel conduzir um procedimento de andlise que utiliza
conceitos comuns a abordagem linear. Para isso é pertinente expressar o modelo no dominio da
frequéncia, de maneira que cada diagonal possa ser vista como uma funcado de transferéncia. Isto

é realizado de maneira direta, como no caso linear, tomando a transformada Z de (3.50)

_ B(z) o~ Bi(2)
Y(z) = e U(z) + )» f;((z) Us(z), (3.53)
onde U(z) = Z {u(t)u(t —k)} o que resulta
12
Y(z) = H(z)U(z) + Y Hi(z)Ua(z) . (3.54)
k=0

Como formulado, o polindmio A(z) é o denominador comum a todas as diagonais. Suas raizes
compreendem tanto os polos da parte linear do sistema identificado, p; e p», quanto os gerados
pela ndo-linearidade quadréatica, que como visto sdo combinagdes dois a dois dos lineares, ou seja
ps = p3, pa = Ps e p5 = p1p2- A tabela 3 apresenta os polos dos modelos Wiener e diagonal, onde

se verifica um bom ajuste entre os valores previstos e os medidos.

Tabela 3 — Polos tedricos e identificados da diagonais do sistema Wiener.

Polos Wiener Diagonal
p1 0,0451 +j0,6226 | 0,0450 + j0, 6222
ps | —0,3851 +j0,0560 | —0,3388 + jO,0457
ps 0,3892 0,3970

Considerando a analise da parte linear, é interessante verificar que os zeros compensam os
polos gerados pelo funcional ndo linear de maneira que de H(z) seja equivalente a (3.46). Uma
forma usual de analisar este cenario é por meio do diagrama de polos e zeros. A Figura 14
apresenta este diagrama para H(z). Verifica-se que, de fato, hd uma compensacdo dos trés polos
gerados pela parte ndo linear, restando apenas um zero com valor —0, 7108, préximo ao zero de
(3.46) (—0,7118), e do par de polos lineares. Do bom ajuste paramétrico verificado entre (3.46) e
H(z) resulta, na Figura 15, uma equivaléncia de resposta em frequéncia de magnitude e fase para

estes dois operadores.
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Figura 15 — Resposta em frequéncia de H(z) para os sistemas Wiener e diagonal.

Essa proposta de andlise a partir de conceitos da teoria linear pode ser realizada para as
fun¢des Hy(z) em (3.54). Isto conduz a uma avaliagdo da capacidade de generalizagdo do modelo
diagonal identificado para explicar as caracteristicas do sistema Wiener. Neste caso, nota-se que os
numeradores destas fun¢des precisam apresentar um par de zeros para compensar os polos da
parte linear do sistema em A(z). A Figura 16 apresenta a resposta em frequéncia em magnitude e

o mapa de polos e zeros das trés primeiras diagonais.
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Figura 16 — Resposta em frequéncia das diagonais Hy(z), parak =0, 1 e 2.

Nota-se um excelente ajuste de resposta em frequéncia para as func¢des diagonais medidas

e exatas. Entende-se que este fato corresponde a uma validagdo do modelo do ponto de vista

estrutural. E revelador verificar que cada diagonal exibe um padrdo de resposta diferente. Esta

diferenca estd associado a localizagdo dos zeros dos polindmios By (z), uma vez que as fungdes

possuem denominadores comuns. O mapa de polos e zeros apresentado para cada caso mostra

a compensagdo do par de polos da parte linear. Verifica-se, porém, que para as diagonais com

valores de k mais elevados esse desempenho se deteriora. A Figura 17 apresenta a resposta em

frequéncia para a magnitude e o mapa de polos e zeros para as trés ultimas diagonais identificadas

pelo modelo.
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Figura 17 — Resposta em frequéncia das diagonais Hi(z), para k = 10, 11 e 12.

Verifica-se que nestes casos o ajuste é bastante precdrio, com uma piora progressiva a

medida que k aumenta. O mapa de polos e zeros também apresenta esta problematica, observa-se

que ndo ha uma compensacdo adequada dos polos da parte linear.

Na busca de fatores que explicassem o bom desempenho do modelo apesar da piora

no ajuste de resposta em frequéncia para as diagonais de maior atraso k, foi verificado que as

primeiras diagonais possuem ganho médio (em dB) maior que o das tultimas, isso é notado

diretamente nas Figuras 16 e 17, de onde se conjectura que as primeiras sdo mais significativas

para a resposta. Para quantificar a relevancia da contribuicdo de cada diagonal a resposta global
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do sistema propde-se a medida da energia das curvas de resposta em frequéncia, dada por
Er = — Y (Hp(e) H (), (3.55)

sendo N, o nimero de frequéncias em que a energia Ej é avaliada. Com isso, a energia do conjunto

de diagonais do modelo identificado em funcédo de k é apresentado na Figura 18. Observa-se que a

0.2
* Diagonal

© x -
= 7 * Wiener
2 /A
001 1
c ¥ \
L Y

0 B o e

0 2 4 6 8 10 12

Diagonal(k)

Figura 18 — Energia das componentes diagonais do modelo Volterra.

amplitude da energia cai conforme k aumenta, uma razdo para explicar este fato é a relagdo destas
diagonais com regides de menor amplitude do kernel convencional. Este resultado sugere ainda
que as diagonais superiores podem ser removidas do modelo sem prejuizo de representacdo do
sistema, independente do sinal de entrada. Para avaliar esta premissa, o modelo foi simulado para
os dados de validagdo com as diagonais sendo incluidas uma a uma, em cada caso foi avaliada a

métrica de ajuste NRMSE, o que é apresentado na Figura 19.

1t DU S i

o — @&

0 2 4 6 8 10 12
Diagonal(k)

Figura 19 — Ajuste do modelo em fungdo da inclusdo das diagonais.

Este resultado corrobora a avaliagdo realizada por energia das diagonais. Verifica-se
que o indice de ajuste NRMSE é gradativamente elevado a medida que k aumenta, sendo que a

contribui¢do da inclusao de novas diagonais vai sendo proporcionalmente reduzida, até a saturacdo
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do indice, de maneira que a inclusdo de diagonais para k elevado, de baixa energia, se torna intutil.
E possivel mostrar que o modelo poderia ser representado por até k = 8 diagonais sem grandes
prejuizos de desempenho. Isso fornece um procedimento adicional, pds identificacdo, para selegdo

de estrutura do modelo.

3.3.2.1 Componentes harménicas do modelo Diagonal.

O procedimento de andlise do sistema foi realizado também visando sua caracterizacdo espec-
tral por meio das componentes harmoénicas de saida. Em regime permanente senoidal estas

componentes podem ser determinadas de maneira exata, o que se verifica tomando u(t) na forma
u(t) = %(ej“’t yeTiety, (3.56)

0 que implica, para o sistema Wiener
o(t) = %H(ej“’) (et 4 eIty . (3.57)

Aplicando este resultado na saida y(t) = v(t) + cv(t)? determinar as FRFs exatas das componentes
harmonicas na forma

C2 0(2

Yo (el09) = H(e/)H (e 1v), (3.58)
Y; () = %H(ef‘“) e (3.59)
Yy (&) = 218 H(e/“)2. (3.60)

Estas fungdes expressam a magnitude da componente harmonica de saida em fungdo da frequéncia
da entrada. Note que (3.58) explica como o valor continuo da saida flutua com a frequéncia, (3.59)

é a saida da componente fundamental e (3.60) a do primeiro harmonico.

Resultado semelhante foi desenvolvido para um modelo Volterra diagonal na segdo 3.2.1,
onde a partir das componentes diagonais chegou-se a composi¢do harmonica de saida em regime
permanente senoidal. No caso particular do modelo diagonal identificado as equagdes (3.29), (3.30)
e (3.31), fornecem as mesmas componentes harmonicas que (3.58), (3.59) e (3.60), respectivamente.
Assim, é possivel avaliar a resposta em frequéncia dos harmonicos do modelo diagonal e confronté-
lo com a do sistema Wiener, a Figura 20 apresenta estes dados, onde a magnitude da entrada
foi adotada « = 1. Os dados de resposta em frequéncia para o sistema e para os modelos foram
levantados considerando a entrada na faixa [0,1 50] Hz, o que corresponde a faixa de Nyquist

para a frequéncia de amostragem considerada.

Os resultados mostram assim a efetividade do modelo diagonal tanto para representar a
dindmica do sistema ndo linear estudado quanto para expressar, com precisdo, seu comportamento

no dominio da frequéncia.
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3.3.3 Convergéncia analitica da série diagonal

Um aspecto que se mostra instigante expresso nos resultados anteriores é a correspondéncia entre
a representacdo diagonal alcangada e a estrutura exata do sistema Wiener. Verifica-se, por exemplo,
pelos resultados de ??, que as FRF das componentes harmonicas de um sistema de segunda ordem

sdo dadas por:

Yo (22) = i i Gk(1) (zk + z’k) (3.61)
k=0
Y 1(z) (3.62)

(3.63)

int
—~
N
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=R NIR e ]

e
)
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Para o sistema Wiener em estudo, mostrou-se que as RFs podem ser obtidas de forma

exata, e sdo dadas por:

Y,(2%) = % H(z)H(z™) (3.64)
Yi(z) = % H(z) (3.65)
Ys(22) = CZ"Z H(z)? (3.66)

Como as componentes da série Volterra diagonal convergem para a representagdo exata do

sistema Wiener? Para investiga-la, supde-se que:
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h(t) = (xg A} +ag AS)s(t—1) (3.67)
onde H(z) = Z[h(t)], e s(t) denota a fungdo degrau. Desta forma, verifica-se que:
a1 KA (0(1)\1 + 0(2/\2)Z + )\1/\2(0&1 + 0(2) b1z + by

HE@) = 3t = - M)z — ) oy vy s v SR AL

Notar que as relagdes expressas em (3.64):

1y (blz+b0)(boz+b1)z
HE@HE) = 3G ) e — 1) e hs — 1) (3.69)
H(Z)Z _ IX%/\% IX%)\% 20(10(2)\1/\2 (370)

(z—=A1)2  (z—A2)2  (z—A1)(z—Ap)
sao fungdes racionais.

Como o modelo Wiener possui representacdes Volterra e FVD exatas. O kernel de ordem 2
pode ser obtido da seguinte forma:

n() = Y h(tu(t—k) 671)
k=—0c0

ya(t) = oy (t)? (3.72)

= C2 i i h(kl)h(kz)u<t — k1)u(t — kz) (373)

k1:—00 k2:—00

portanto o kernel de segunda ordem é hy(kq,kz) = ca (k1) h(kz). As diagonais sdo, portanto:

do(t) = ha(t,t) = coh(t)? (3.74)
dk(t) = hz(t, t+ k) = 2C2]’l(t)h(t + k) (375)

Notar que o termo (3.75) foi obtido apés simetrizacdo. Substituindo a forma de exata de

h(t) e tirando a transformada Z, os FVDs verdadeiros do sistema podem ser encontrados:

AT oadA) 20ma0MA,

T z=A z- A3 z—MAs

20002052 202030572 2com1a0 A1 A0 (A + AK)
o oz= A z—A3 z—AMAy

DQ(Z)

(3.76)

Di(z) (3.77)

E interessante notar que os polos das diagonais sao relativamente diferentes dos polos das

fungdes racionais que representam os harmonicos. Ao se igualar as componentes de frequéncia
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obtidas pelas diagonais as obtidas pela formulagdo do sistema, obtém-se:

i Di(1)(zF +27%) =2c, H(z)H(z ) (3.78)
k=0
HA(z) = H(z) (3.79)
i Di(z%) z7F = c;H(2)? (3.80)
k=0

Para verificar como se d4 a convergéncia considera-se o caso de (3.80), cujo lado esquerdo

pode ser expresso como:

i Di(22)z7F = Dy(2%) + i Di(22)z7F = F(z2) (3.81)
k=0 k=1

Avalia-se a convergéncia da soma S, no lado direito, sendo:

S = Dy(z%)z7* (3.82)
5 © 26206%)\]{+2 2C20€%/\§+2 2C2“1“2/\1/\2(/\11( + /\I,’E) —k (3.83)
B k; 22— A2 22— A3 - 22 — MAy - .

Para tanto é necessario fazer uso do resultado da soma de uma série geométrica, dado por:
e}
Y= 1 (3.84)
k=1 q

Expandindo a soma (3.83) e aplicando (3.84):

g — 2C2a%)\%()\12_1) 2C21X%)t%()&2271) 2co0100 A1 Ao < )\12_1 I )\22_1 >
2 A1 Mz D) (@2 ANz ) Z-Ah \T- Az 11— Az
(3.85)
_ ZCth%/\‘;’ " ZCZDC%/\% n 2co0100 A1 A ()\1 + )\2)2 —2A1A (3 86)
2 A)z-M) (@A M) | Z—Ah (- M)z A)
Tém-se ainda, que:
242 242
Con A Con A 2C20(1062)\1)\2
D, 2 — 1" 2742 3.87
I s EAL Sy VAL W W (3.87)
Entao:
242 242
o0y A 20 Co05A 2A;
E =D 2 — 11 1 2742 1
(z) = Do(z°) + S Y < +Z_A1> s U
2C2(X10€2)\1)\2 ()\1 + )\z)Z — 2)\1)\2
1 3.88
Zz—)\l/\z < + (Z—)\l)(z—)\z) ( )
_ Czoé%)\% z+ M i cyx%)&% z+ Ao i 2000100 A1 A z% — AMAg (3.89)
Zz—/\%Z—/\1 Z2—)L%Z—A2 ZZ—)\l)\z (Z—)\l)(z—)\z) ’
Czlx%/\% Czoé%)\% 2C20€1D¢2/\1/\2 (390)

T -2 Z—M)? T =AM (z= M)
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que é idéntico a c;H(z)?2, conforme esperado.

Este resultado demonstra que a série diagonal de fato consegue convergir para o valor
correto de cada componente de frequéncia. Porém, isto depende fortemente de existir uma
estrutura bem definida para as diagonais. Contudo, trata-se de um resultado contundente acerca

da capacidade de representagdo desse formalismo.
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4

METODO DERIVATIVO

4.1 Introducao

A aproximagdo de um sistema ndo-linear por uma série de Volterra permite o estudo de suas
caracteristicas invariantes via técnicas de andlise. Isto surge como uma passo natural de compre-
ensdo do sistema, tal como se analisa uma funcdo de transferéncia apo6s a identificacdo de um
modelo linear. Costumeiramente técnicas de aproximacado sdo realizadas utilizando estruturas
multidimensionais, como os kernels e GFRE. Além disso, uma descricdo Volterra do sistema nem
sempre estd prontamente disponivel. Identificar experimentalmente um modelo deste tipo nem
sempre é viavel, pois geralmente é dificil encontrar um equilibrio entre o ajuste aos dados e sua

complexidade.

Neste sentido o método de sondagem (probing) (JONES, 2007) e o diaphantino (BAYMA;
ZHU; LANG, 2018), estabelecem algoritmos que buscam mapear um modelo NARX para uma
aproximagdo Volterra a partir da determinacdo de rela¢des recursivas entre as GFRFs. A principal
diferenga entre os algoritmos é que o probing trabalha com calculos simbdlicos recursivos, enquanto

o método diophantino utiliza uma abordagem numeérica.

A implementagdo dos métodos de sondagem e diophantino é relativamente complexa e o
custo computacional associado torna-se impraticdvel quando a ordem do sistema ¢é elevada. Uma
dificuldade adicional é que seus resultados, as GFRFs do sistema, quando determinadas, exibem

suas proprias e ja conhecidas dificuldades de andlise.

Quando se trata de obter as componentes funcionais, o método mais eficiente é prova-
velmente o baseado em equagdes lineares associadas (ALEs). Apesar de exibirem uma forma
compacta, esta abordagem ndo tem sido utilizada para analisar o comportamento e caracteristicas

invariantes do sistema de forma geral.

Este capitulo apresenta um método algébrica e computacional para atacar o problema da
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determinacdo das caracteristicas invariantes de um sistema nao-linear visando sua andlise por
séries de Volterra diagonais. Como visto, estes modelos compreendem um formalismo efetivo para
caracterizar o sistema nos dominios do tempo e da frequéncia, uma vez que os funcionais podem
ser descritos como uma série de convolugdes unidimensionais, quando expressos em coordenadas

diagonais.

Para isso serd conduzido um estudo a partir do caso particular do mapeamento de um
modelo NARX polinomial, o que é relevante do ponto de vista pratico uma vez que estes modelos
podem ser relativamente bem ajustadas a dados experimentais sem aumentar exageradamente a

complexidade estrutural (BILLINGS, 2013).

O método proposto é baseado na visdo dos funcionais como séries de poténcia, onde os
kernels sdo isolados usando derivadas. A implementagdo é direta e requer apenas resultados
do célculo multivaridvel. O algoritmo é exemplificado através de um sistema NARX simples.
Resultados de simulagdo comprovam a eficcia da representagdo, que pode ser utilizada para fins
de andlise e sintese de sistemas nado-lineares. Os resultados aqui apresentados foram publicados
no trabalho (TEIXEIRA et al., 2018) pela revista IEEE Transactions on Circuits and Systems 1I: Express
Briefs.

4.2 Derivacao de Modelo Volterra Diagonal

Modelos polinomiais NARX exibem uma boa capacidade de ajuste a dados experimentais em
uma estrutura compacta que descreve uma grande variedade de comportamentos dinamicos
verificados em sistemas nao lineares (BILLINGS, 2013). Contudo, estes modelos ndo oferecem uma
possibilidade direta de anélise do sistema devido principalmente a sua representacdo implicita da

saida. Isto se mostra evidente ao se rever a estruturada deste modelo polinomial

M L
Ay(t) =Bu(t)+ Y cm [ Jy(t - POy (¢ — 1)atmd) 4.1)
m=1 I=1

Uma estratégia comumente utilizada visando a andlise destas representa¢des é a determinagdo
de uma aproximagdo por série de Volterra, o que em geral é possivel se o sistema exibir nao-
linearidades fracas e for de memdria assintética. Neste caso, a abordagem passa pela determinacéo
do conjunto de equagdes lineares associadas (ALEs), conforme definidas na se¢do 2.5.3, uma
vez que estas equagdes estabelecem relagdes compactas entre as componentes funcionais da

representacdo Volterra a partir do modelo NARX. Para (4.1) o conjunto de ALEs tem a forma geral

Ay (t) u(t) n=1 4.2)
Ay (t) = F,(t) ne{2, ...,N}, (4.3)

onde F,(t) é um polindmio em relacdo aos funcionais de ordem inferior a n e o sinal de entrada. O

algoritmo baseado em sistemas de equagdes diophantinas proposto em (BAYMA; ZHU; LANG, 2018)
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permite determinar de modo eficiente os termos F, () para um modelo NARX arbitrario, embora

isso ndo revele as caracteristicas intrinsecas do sistema.

Torna-se necessaria entdo uma estratégia que permita processar as ALEs visando a de-
terminac¢do do conjunto de kernels do sistema, isto é proposto pelo método descrito a seguir,
em uma abordagem baseada na derivagdo das componentes funcionais. Para tanto, considera-se

inicialmente o caso do funcional de primeiro grau, cuja relagdo é expressa pela soma de convolugao
yi(t) = Eh u(t—1), (4.4)

Embora possam ocorrer infinitos termos nesta expansao, cada um é tnico, com coeficiente h(T)
e o sinal u(t — 7). Se os atrasos da entrada forem interpretados como varidveis diferentes o
funcional pode ser interpretado como um polindmio multivaridvel. Neste caso, a ideia de isolar
cada coeficiente 11(T) do polindmio é intuitiva, podendo ser realizada por uma derivacdo em (4.4),
no atraso T correspondente, ou seja
Iy (t)
——— =h(71). 4.5
Esta operacdo é invariante ao atraso I em (4.4), dado que o atraso no funcional propaga-se

diretamente para o resultado, isto é visto fazendo
yi(t—1) = h(t=Dxu(t—1) = Zh u(t—t-1), (4.6)
cuja derivada resulta

ayi(t —1)
= h(t-1). 4.7
Em ambos os casos a derivacao resultou no isolamento do kernel /(t) do funcional.

Agora, considerando o caso de grau 2, com o funcional expresso em coordenadas retangu-
lares, para um atraso ! qualquer, por

t—l ZZh ’L’l—l Tz—l) (t—Tl —l)u(t—Tz—l), (48)

LS )
a mesma estratégia pode ser aplicada buscando isolar o kernel h(7, 7). Contudo, neste caso
deve-se considerar uma dupla derivagdo, uma vez que o polindmio é multivaridvel em u(t — 1 — 1)
e u(t —  — ). Assim, procede-se com

J
aZEt(_Tl ‘7Zh —Ln-Nu(t—-n) e (4.9)

azyz(i‘ — l)
ou(t — m)ou(t — 1)

= 5’2]/1('(1 — l, T — l) , (4.10)

que é o kernel do funcional a menos do coeficiente inteiro >, o qual é necessario para medir
combinagdes de repetigdes no conjunto de indices {71, 72}, uma vez que 6> =2 quando Ty = Ty e

0> = 1 do contrério.
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Este resultado pode ser generalizado para a extracdo do kernel de um funcional de n-ésima
ordem, com atraso /. Contudo, as operagdes de derivagdo passam a exibir uma notagdo bastante
carregada, de maneira que simplificacdes passam a ser necessarias. Para tanto, considera-se a

seguinte definicdo para o operador diferencial multivaridvel, em relacdo as varidveis de interesse

dc(-) £0(-)/du(t— 1), (4.11)

e para derivadas de ordem n > 2:
() £ s, ... x, () (4.12)
2 () (4.13)

onde 1, = (11, ..., Tu).

Assim, de modo geral, para um funcional de graun > 1

yu(t—=1) = Z . -Zhn(ﬁ —1,..., T — l)ﬁu(t—’q -1, (4.14)
T Ty i=1

o kernel pode ser isolado, para qualquer atraso /, a partir da seguinte operagéo:

O (yu(t—=1)) =0, (11 =1, ..., T — 1) (4.15)
onde 7, é definido por:
o, = [mi!, (4.16)
i=1

sendo r o namero de indices Ginicos em 7, e #1, 172, . . ., ], representam seus respectivos nameros

de repeticoes.

E importante notar que, se o grau do operador de derivacdo for maior que o do funcional,

decorre diretamente da derivacdo polinomial que

o (yu(t—1)) =0 m>n (4.17)

Uma consequéncia direta de (4.15) é que, dado um operador linear de deslocamento

temporal A, tal que Ay, (t) = Yo a;y.(t — 1), entdo:
oL (Ayn(t)) = 07, Ahy(T1, ..., Tn)
L
=0, Y ahy(ti—1 ..., T—1) (4.18)
I=0

O processo permite entdo extrair o kernel de um funcional. Isto foi realizado em coorde-

nadas retangulares, porém, o mesmo pode ser feito considerando a derivacdo em coordenadas
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diagonais, ou através da mudanca de varidvel do kernel retangular para as suas componentes

diagonais, sendo 7; = T+ kj_1, comi € {1,...,n}, de modo que combinando (2.39) e (4.15), resulta

In(yp(t—1)) = ox hy(n —1) (4.19)

onde usa-se k conforme (2.38). A mudanga deve também se aplica ao indice de repeti¢des dos
termos diagonais, o que é feito fazendo oy, = T(0,k)- O resultado expressa entdo as componentes

diagonais h(t) do funcional.

Agora, com o procedimento estabelecido, é necessario aplicd-lo a estrutura que relaciona
os kernels Volterra ao modelo NARX sob estudo, ou seja, ao conjunto de ALEs. Assim, aplicando

inicialmente a ALE de grau 1, tém-se
drAy1(t) = 0. Bu(t). (4.20)

Os operadores A e B podem ser retirados da derivagdo, uma vez que sdo constantes em relacido a

u(t), entdo
Adry(t) = Bou(t). (4.21)

O lado esquerdo da equagdo é bem definido, uma vez que d-y1 (t) = h(t). Quanto ao lado direito,

decorre diretamente do calculo multivaridvel que
oru(t—=1)=956n-1), (4.22)

onde 4(t) é a sequéncia impulso, i.e. 6(t) = 1se t =0e é(t) = 0 do contrario. Assim, para (4.21)

tém-se:
Ah(t) = Bé(t). (4.23)

Isto define uma equacdo de diferengas cuja solugéo fornece h(t), podendo ser resolvida no dominio
do tempo ou por técnicas de transformada. Tal resultado corrobora a cldssica defini¢do do kernel
Volterra do funcional de primeira ordem, associado ao modelo linear do sistema, definindo h(t)

como uma resposta impulsiva.

Procedendo entdo para as ALEs de funcionais de ordem mais elevada, ao aplicar o operador
(4.12) em (4.3)

O Aya(t) = OLF (1), (4.24)
de onde resulta
(TkA]’lk(t) = HZPn(t) . (425)

O resultado é uma equagdo de diferengas no kernel diagonal h(t). No lado direito, o termo

forcado da equagéo é determinado a partir de derivagdo da fungéo F,(t). Como esta é uma fungéo
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polinomial nos termos funcionais de ordem menor que n e da entrada u(t), a derivagdo resultard
nas componentes diagonais dos funcionais e em impulsos, devidos ao sinal de entrada. Em todo
caso, a estrutura é linear, de maneira que a despeito da quantidade de termos do lado direito,

hi(t) podera sempre ser determinada pela superposicdo de seus efeitos devidos a dindmica (4.25).

Utilizando este raciocinio, propde-se o Algoritmo 1 para obter os kernels diagonais de um

sistema a partir de seu modelo NARX.

Algorithm 1 Algoritmo que estrutura o método derivativo para a determinagdo do modelo
Volterra diagonal de um sistema NARX.

Entrada: Modelo NARX.

Saida: Modelo Volterra diagonal.
1: Obter as ALES até a ordem N desejada;
2: Aplicar d; a ALE de grau 1 para obter:

Ahy(n) = Bd(n)

:forn=2,...,N:do
V < Fu(t);
fori=1,...,n:do
V 0 (V)
Aplicar a substituicdo (4.15), se necessério;
end for
Obter a equagao de grau n:

DR BESANRS LEe

(7-7— Ahn(Tl,...,Tp) — V;

10:  Substituir 1§ = T;

11: fori=2,...,n:do

12: Substituir T; = T+ k;_1;

13:  end for

14:  Substituir os kernels diagonais, conforme (2.39);
15: end for

16: Resolver as equagdes lineares resultantes.

O método ¢é bastante simples de implementar, inclusive manualmente. O algoritmo é
aplicavel a qualquer modelo NARX polinomial, sem nenhuma restri¢do particular sobre a estrutura
ou valores de coeficientes, embora o mapeamento apenas faga sentido se o0 modelo admitir a
convergéncia de uma aproximagao Volterra, o que é uma limitagdo da abordagem Volterra, ndo do
método proposto. Por ser baseado em diferenciacdo e equagdes de diferengas lineares, o método é

muito vidvel, mesmo para sistemas de ordem elevada.

Observa-se também que o método ndo sofre problemas de estabilidade ou numéricos. A
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propria complexidade do Algoritmo 1 vem de (i) determinagdo, (ii) diferenciagdo e (iii) solucdo
das ALEs. A parte (i) é resolvida usando o algoritmo de (BAYMA; ZHU; LANG, 2018), que pode ser
implementado em tempo computacional razodvel para a maioria dos casos préticos. A parte (ii)
é sempre viavel, particularmente pelo fato de as fun¢des diferencidveis serem polinomiais, cujas
regras de derivagdo sdo facilmente computéveis, por isso esta parte pode ser implementada usando
computacdo simbdlica. A parte (iii) estd bem estabelecida, pois trata-se de resolver equacoes de
diferengas lineares, de maneira que as solu¢des podem ser encontradas numericamente ou na
forma fechada exata. Este tiltimo é mais trabalhoso de se obter, mas fornece uma grande visao

sobre as propriedades do sistema.

O método guarda muitas semelhangas com os métodos recursivos para determinagdo de
GFREF (probing, diaphantino). Apesar de ser recursivo, ele possui vantagens diante dos demais. O
probing, por exemplo, tem recursdes internas, que precisam ser processadas antes de estabelecer
a forma final da equagdo. Ja o método diaphantino precisa que as equagdes diophantinas sejam

resolvidas para obter os termos for¢ados de cada equagdo.

A abordagem proposta contorna essas dificuldades porque trabalha com uma filosofia
inversa, que reduz o grau dos funcionais, enquanto que os outros se concentram em comparar
estruturas polinomiais de mesmo grau, o que requer expansao e consequente aumento do grau dos
termos funcionais enquanto que o diferencial progressivamente os reduz. Por fim, o método resulta
na formulac¢do Volterra em coordenadas diagonais, gerando equagdes lineares e unidimensionais;
probing nas GFRF e o diafantino mira nas componentes funcionais, a partir das quais os kernels

ainda precisam ser deduzidos.

A secdo a seguir demonstra isso a partir de um sistema NARX especifico, com coeficientes
fechados, onde se busca avaliar se as diagonais calculadas seguindo essa abordagem representam

bem o sistema.

4.3 Estudo de Caso ll: Sistema NARX

Seja 0 modelo NARX
Ay(t) =Bu(t) + cry(t — 1)® + coy(t — 2)u(t — 3) (4.26)

onde os operadores A e B, e as constantes c; e c2 serdo definidas a posteriori. Busca-se determinar
os kernels de uma aproximagado Volterra de terceiro grau, ou seja y(t) = y1(t) + y2(t) + y3(t). As
ALEs correspondentes podem ser obtidas usando o algoritmo proposto em (BAYMA; ZHU; LANG,
2018) como:

Ay (t) = Bu(t) (4.27)
Aya(t) = Bx(t) = coya (t —2) u(t —3) (4.28)
Ays(t) = B(t) = clyi(t = 1) + c2y2(t = 2) u(t - 3) (4.29)
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E importante verificar a definicao das funcdes F,(t) e F3(t) a partir dos funcionais de ordem
inferior. Com as ALEs, procede-se com o método derivativo buscando determinar inicialmente as

equagdes de diferenca que modelam as diagonais correspondentes de cada grau de interesse.

Para a diagonal de grau, o resultado é direto
Ahy(t) = Bé(t), (4.30)

a classica defini¢do de h;(t) como a resposta do sistema quando a entrada é o impulso unitario.

Para as diagonais de grau n = 2, inicializa-se o algoritmo 1 fazendo V < F(t).

Parai=1:
Vi 0y(V)=ca(f +3)
f=0q(yi(t—2))u(t—3)
=hi(n—2)u(t-3). (4.31)
g§=y1(t—2) 094 (u(t—3))
=y(t—2)6(n —3). (4.32)
Parai = 2:

V aTz(V) =02 (aTz(f) +aTz(g))
In,(f) = h1(t1 —2) 9, (u(t — 3))

= h1 (Tl — 2) (5(’1’2 — 3) (433)
I5,(8) = 95 (y1(t —2)) 6(m1 — 3)
= hl (Tz — 2) (5(1’1 — 3) (434)

O resultado é
orn Al (1, 2) =V,

que, convertido para a forma diagonal resulta

Al (1) = 22 (i(8) +21(1)) (4.35)
f1 (t) = hl (1’1 — 2) 5(1’[ + k1 — 3) (436)
¢1(t) =hi(n+k —2)6(n—3). (4.37)

Para diagonais de grau n = 3, inicializa-se V < F3(t). Parai =1, V - 9, (V) resulta:

aTl(V) = ClaT1 (w<t>) + C28T1 (U(t)), (4.38)
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onde
O (w(t)) = 3yi(t —1) 0 (y1(t — 1))
=3yi(t— 1) (i —1) =w (4.39)
e
o7, (v(t)) =01 + 02, (4.40)
tal que

01 = dr (y2(t —2)) u(t —3)
02 = Y2(t —2) 97 (u(t —3))
=1y(t—2)6(m — 3)

Parai =2,V < 0,(V), onde:

aTz(V) =0 aTz (wl) +c2 aTz (Ul + UZ)/
(4.41)

onde

dg,(w1) = 6y1(t —1) (11 — 1) 95, (y1(t — 1))
=6y (t—1)h(n—1)h(n—1)=w,
04, (v1) = v3 + 14
v3 = 0% o, (y2(t —2)) u(t—3)
= 0,0 h2 (11 — 2,2 —2) u(t —3)

04 = 0 (y2(t — 2)) 0, (u(t — 3))
= 0q (y2(t = 2)) 6(12 — 3)
05, (02) = 0, (y2(t —2)) 6(11 —3) =05

Parai =3,V < 04,(V), de forma que:

aTg(V) = Cl aT3 (w2) + C2 aT3 (03 + 'U4 + 05)/
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sendo

Ory (w2) = 607, (y1(t — 1)) hi(n1 — 1) ha(nz — 1)

=6m(—1)h(tn—-1)h(n-1), (4.42)
07, (v3) = O, 12(T1 — 2,0 — 2) O, (u(t — 3))
= (7’»(1,-[2 . hz(Tl — 2,7 — 2) 5(1’3 — 3), (443)
5y (04) = 0%, 1, (v2(t — 2)) 6(12 — 3)
= (7’»(1,1-3 hz(Tl — 2,73 — 2) (S(TQ — 3) e (444)
d; (v5) = 0%, 1, (v2(t —2)) 6(T1 — 3
=0nn(t—2,1—2)6(t —3). (4.45)
O resultado é
5’7-3 Ah3(’f1, T, T3) =V , (446)

que convertido para a forma diagonal resulta

Ahyy (t) = 0_13 lilxi(t), (4.47)
onde
x1(t) = 6c1 hy(t—1) ﬁm(t +ki—1), (4.48)
i=1
x2(t) = co 0%, - e, (£ —2) 6(t + ko — 3)
= 0%, - i (1 — ko) 6(t + ko = 3), (4.49)
x3(t) = co 0k, - Iy, (t —2) 5(t + k1 — 3)
= 0%, - h, (1 — k1) 6(n + kg —3) e (4.50)
x4(t) = €2 0ky—ky * Myt (F+ k1 —2) 6(n — 3)
= C2 Oky—ty * Miey—iey (1 + k1) 5(t — 3). (4.51)

onde (4.49)-(4.51) foram obtidas usando as propriedades do impulso.

As equagdes de diferenca (4.35) e (4.47) estabelecem uma base para calcular qualquer
kernel diagonal hy, (t) e hy, k,(t). Note que uma diagonal nado influencia no procedimento da
outra. Embora as solu¢des possam ser obtidas numericamente, é interessante resolver (4.35) e

(4.47) analiticamente, o que fornece informagdes importantes sobre a estrutura geral do sistema.

4.3.1 Solucao analitica

Suponha que os operadores A e B sejam definidos como: A(z) = 1 —a;z7! —axz72, B(z) =
biz7! + byz~2. Sejam p; # p; as raizes de A(z), de modo que:

hi(t) = (rnpy ' +r2py ) s(t—1) (4.52)
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onde s(t) é a fungdo degrau, i.e. s(t) = 1 para t > 0 e s(t) = 0 do contrério.

Considere a equagdo Ah(t) = x(t). Sejam as respostas de estado nulo para x(t) = 6(t) e
x(t) = p's(t), p # p1, p # p2 respectivamente descritas como:

g(t) = (paph + papy) s(t) (4.53)
Z(t,0) = (B1(p) pi + Ba(p) Py + B3(p) ') s(t) (4.54)
onde p1 = p1/(p1—p2) e p2 = p2/(p2 — p1) &
_ pi
) = G =)= ) (4.55)
_ 2
Palp) = (p2—p0)(p2—p1) (#.56)
_ 0’
Pale) = (0 —p1)(p—p2) (*57)

Usando (4.52) e (4.53), a solugao de (4.35) pode ser obtida por superposicdo e invariancia

no tempo como:

I, (n) = Ulkl (h,(;)(t) +h,‘j>(t)) , (4.58)
(4.59)
onde
(1) = cahu(1— kn)&(t+ ki —3), (4.60)
2 () = cahn(1+ki)&(t = 3). (4.61)

Para resolver (4.47), o termo x1 () é avaliado usando (4.52):

4
x1(t) = 6c1 Y ai(ki, k2) A2s(n —2) (4.62)
i=1

onde os modos caracteristicos sdo Ay = p%, Ay = pg, A = p‘%pz, Ay =1 p%, que possuem como

residuos associados, respectivamente,

ay(ki, ko) = V?P]{ﬁkz, (4.63)
wa (ki ko) = raph ™, (4.64)
o (k k ) :7’27’( kq k2+ ko k1+ k]-‘rkz) (465)
3(K1, k2 12(P1 P2” T P1P> TP € :
ay(ky, ko) = B3ri(piips: + pieps + py ). (4.66)
A solugado de (4.35) pode entdo ser obtida como:
1 v
Hiey oo (£) = o Y Iy, (), (4.67)
12 i=1

(4.68)
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sendo
4
By (1) = 661 i;“z'(klsz) g(t—2, M), (4.69)
I (6) = c2 0%, b, (1= ka) E(t+ K2 = 3), (4.70)
Y (1) = 200, g (1= k) E(t+k1 —3) e (4.71)
B (1) = €203 i By (14 K)E(E— 3). @72)

Uma inspegdo dos resultados demonstra que os modos de (4.58) serdo exatamente aqueles
produzidos pela parte linear do sistema, i.e. p} e pb. Nas diagonais de grau 3, estes modos
estardo presentes devido aos termos (4.70)-(4.72), mas estardo acompanhados dos modos ctibicos
Al i=1,2,3,4, produzidos pela combinagdo trés a trés dos modos lineares. Isso introduz novas
componentes transitérias e comportamentos de alta frequéncia, o que é possivel concluir devido a
formulagdo diagonal ser unidimensional e baseada em teoria linear. As equag¢des podem ainda ser

Z-transformadas para fins de andlise ou design no dominio da frequéncia.

4.3.2 Resultados numéricos

A aplicacdo do método derivativo ao modelo NARX resultou na equagdo (4.52) para o funcional
linear e em (4.58) e (4.67), com as quais é possivel obter qualquer diagonal de segunda ou terceira

ordem, respectivamente, bastando apenas indicar o vetor k de atrasos correspondente.

Para fins de validagdo desta estrutura, resultados numéricos foram gerados. O valor dos
parametros do sistema foram escolhidos de modo que o comportamento nao linear produzido
fosse suficientemente fraco, no sentido usado em (SCHETZEN, 1980), para que uma representagao
Volterra fosse possivel. Assim, foram adotados a1 = 1,3315, a, = —0,49, by = —0,10, b, = 0,12,
c1 = —0,2 e ¢ = 0,09, de maneira que o polindmio A(z) tenha polos p; = p; = 0,7 /%7,

A partir das equagoes (4.58) e (4.67) o modelo Volterra diagonal foi estabelecido. Inicial-
mente foram adotadas k; méximo de 50, em (4.58), o que produz o mesmo ntimero de diagonais
de segunda ordem e k1, k méximos de 40 para (4.67), o que gerou um total de 820 diagonais de
terceira ordem. Com isso o modelo diagonal completo pode ser gerado, e a simulagdo pode ser
realizada com cada diagonal filtrando o sinal de entrada correspondente, a saida do modelo é a

soma da resposta de todas as diagonais.

Como primeiro resultado numérico foi avaliada a resposta do modelo para uma senoide
com frequéncia normalizada em relagdo a de amostragem com valor de 0.04, e amplitude de 1.2, o
resultado é apresentado na Figura 21, com as respostas sendo avaliadas para os modelos NARX,
ALE, Volterra diagonal e o linear.

Nota-se um tipico comportamento nado-linear na resposta, com a saida exibindo distor¢oes

em relagdo a entrada senoidal. O modelo ALE de terceira ordem exibe uma boa aproximacdo do



Capitulo 4. Método Derivativo 77

Linear

——NARX ——-ALE -+ Diagonal

_04 I I I I
0 20 40 60 80 100

Tempo (amostras)

Figura 21 — Resposta dos modelos NARX, ALE, Volterra diagonal e linear a uma entrada
senoidal.

NARX, o ajuste entre estes dois modelos é de 96,17%, medido pela métrica NRMSE. J4 o ajuste do
modelo diagonal, nota-se que este reproduz exatamente a resposta do modelo ALE. Em termos
numéricos, o ajuste ALE-Diagonal é medido em 100%, de maneira que o ajuste NARX-Diagonal é
o mesmo medido para o modelo ALE. Quanto ao linear, o ajuste medido foi de 77,42%.

O valor do ajuste entre o modelo NARX e o ALE/Diagonal deve ser considerado levando
em conta que foram computados apenas as trés primeiras componentes funcionais da série Volterra,
é de se esperar que um maior nimero de componentes funcionais conduza a um ajuste ainda
melhor. Contudo neste caso entra em cena a relacdo de compromisso entre o ajuste necessdrio em
um determinado contexto e a complexidade do modelo Volterra utilizado. Ja a relagdo exata entre
o modelo ALE e o diagonal é esperada, tendo em vista que os kernels diagonais foram derivados
diretamente da representagdo ALE do sistema. Esta exatiddo fica evidente quando se considera o

ajuste de cada componente funcional entre os dois modelos.

T T T T

y, (0

——ALE -+ Diagonal
04 | |

0 20 40 60 80 100
Tempo (amostras)

Figura 22 — Ajuste da resposta funcional de primeira ordem, modelos ALE e Volterra
diagonal.

A Figura 22 apresenta este resultado para o funcional de primeira ordem. O ajuste medido
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Figura 23 — Ajuste funcional ALE-Diagonal de segunda ordem.
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Figura 24 — Ajuste funcional ALE-Diagonal de terceira ordem.

em cada caso é de 100%, resultado que decorre da relagdo direta entre as equagdes (4.30) e (4.27).

As Figuras 23 e 24 apresentam o ajuste para as componentes funcionais de segunda e
terceira ordem, para os modelos ALE e Volterra diagonal. O ajuste alcangado nos dois casos
é também de 100%, ou seja, o modelo diagonal reproduz com exatiddo a operagdo dindmica

derivada do modelo ALE para a geracdo das componentes funcionais da série Volterra.

Contudo, pode ser discutivel o fato de que a quantidade de componentes diagonais em
cada funcional foi escolhido de maneira arbitraria. Isto conduz a discussao sobre a contribuig¢ao
de cada diagonal na composi¢do do operador funcional, ou seja, quantas diagonais sdo de fato
necessdrias para atingir um valor igual, ou ligeiramente menor, do ajuste? E ainda, qual a

ordenagdo destas diagonais?

Como os filtros diagonais sdo independentes da entrada, uma maneira proposta para
avaliar a sua contribui¢do é por meio do conceito de energia, conforme apresentado na se¢do ?? e
definida em (3.55). Assim, foi calculada inicialmente a energia para as 40 diagonais de grau 2, cujo

resultado é apresentado na figura 25. Nota-se que a grande maioria das diagonais possui um valor
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Figura 25 — Energia das diagonais do funcional de grau 2 ordenados pelos atrasos k e
pelo valor te da energia.

de energia pequeno, quando comparado a um grupo, de maior energia, no caso as primeiras 10
diagonais. Contudo, esta andlise evidencia também que o ordenamento pelo conjunto de atrasos
k> ndo corresponde a ordem pelo valor da energia das diagonais, por exemplo, a diagonal para

k = 4 possui energia maior para a de k = 1.

Reordenou-se entdo o conjunto de diagonais do funcional de segunda ordem, sequenciando-
as pela ordem decrescente da energia. Isto é também apresentado na Figura 25. Do resultado obtido
duas premissas foram sugeridas: (i) O grupo de diagonais com maior energia é o responsavel
pelas maiores contribui¢des da resposta do funcional; (ii) O reordenamento de diagonais pelo
valor da energia pode conduzir a um procedimento empirico para o truncamento do modelo em

um numero de diagonais suficiente para cada ajuste desejado.

Para avaliar numericamente estas premissas procedeu-se entdo com a determinagao do
ajuste, via NRMSE, entre a resposta do funcional pelo modelos ALE e pelo Volterra diagonal,
com os dois ordenamentos de diagonais. A métrica foi avaliada, em cada caso, com o modelo
correspondente sendo truncado na k-ésima diagonal. O resultado é apresentado na Figura 26,

onde foi atribuido o valor de 0% para o ajuste cujo NRMSE resultou negativo.

Note que, as curvas obedecem a premissa (i) uma vez que o ajuste medido para as
diagonais ordenadas pela energia é sempre maior ou igual a ordenacédo pela sequéncia dos ks. A
premissa dois também é satisfeita, pois agora é possivel estabelecer uma relagdo entre o nimero
de diagonais e o ajuste desejado para o modelo. Nota-se que a métrica se aproxima de 100% com
apenas 15 diagonais, e que a inclusdo de um ntimero superior de diagonais de segunda ordem é

desnecessario, de maneira que este é um procedimento efetivo para o truncamento do modelo.

O mesmo procedimento foi repetido para as diagonais do funcional de grau 3. A Figura 27
apresenta a energia de cada diagonal, ordenadas tanto pela sequéncia dos ks, quanto re-ordenadas
pelo valor da energia. Verifica-se, pela curva de ordenagao por ks, que as diagonais de maior

energia, e portanto de mais relevancia para representar a componente funcional, estdo dispersas ao
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Figura 26 — Ajuste, por NRMSE, do funcional y,(t), entre os modelos ALE e Volterra
diagonal truncado.
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Figura 27 — Energia das diagonais do funcional de grau 3, ordenados pelos atrasos k e
pelo valor decrescente da energia.

longo da sequéncia, embora ao que parece apenas um pequeno grupo de diagonais se evidencia
sobre o conjunto considerado. Isto torna claro que o problema do truncamento usando esta
sequéncia ndo é trivial. Por outro lado, quando as diagonais sdo ordenadas pela energia a das
mais relevantes possui um decaimento suave, sendo possivel destaca-las e quantifica-las facilmente

dentre as demais.

A Figura 28 apresenta a medida do ajuste para o funcional de grau 3, por NRMSE, para as
duas sequéncias consideradas, quando o funcional é truncado na k-ésima diagonal correspondente.
Fica claro que o ordenamento por energia apresenta uma convergéncia muito mais uniforme, e
com um numero menor de diagonais, que a sequéncia por ks. Esta se mostra bastante irregular
e com uma convergéncia disforme, que exige um grande nimero de diagonais. Para efeito de

comparagdo, a sequéncia por energia necessita de cerca de 95 diagonais para se aproximar de



Capitulo 4. Método Derivativo 81

100 r—]—’-==—f
~
= i '
= osor f i1 ¥ ]
= : Pohg
o laa
z B
P + Ordem -k
7‘/_1‘ - Ordem - Energia
O Il Il Il Il
0 200 400 600 800

Diagonal

Figura 28 — Ajuste, por NRMSE, do funcional y3(t), entre os modelos ALE e Volterra
diagonal truncado.

100% de ajuste, enquanto a sequéncia por ks necessita de algo em torno de 500, resultados que
corroboram as premissas (i) e (ii).

E importante ressaltar que estes resultados dependem apenas do conjunto de diagonais,
sendo independentes do sinal de entrada. Contudo, como diferentes escolhas dos parametros
do modelo NARX conduzirdo a conjuntos diferentes de diagonais, o resultado pode ser consi-
derado um caso particular. No entanto, é pertinente concluir que se a escolha dos parametros
gerar um modelo NARX com memdria assintética, e portanto com uma representacdo Volterra
admissivel, o procedimento aqui proposto sempre serd adequado como estratégia de validagdo ou

de simplificagdo a posteriori do modelo diagonal.

Com base nestes resultados pode-se considerar um cendrio mais geral para a avaliacdo
do ajuste entre os modelos NARX e Volterra diagonal truncado pela estratégia de energia de
diagonais. Isto é mostrado na Figura 29, que apresenta o valor do ajuste entre os dois modelos,
por NRMSE, quando a entrada u(t) = 1.2cos(27tft) foi calculada para 50 diferentes valores da

frequéncia normalizada na faixa 1073 < f <0,45.

Sdo apresentadas trés curvas de ajuste, considerando dois truncamentos no ntimero de
diagonais quadréticas (N;) e ctibicas (N3). O primeiro com N, = 5 e N3 = 45 representa o cendrio
cujo modelo foi truncado com um ndmero menor que o ideal, o segundo, com N, = 20 e N3 = 100
representa o cendrio com todas as diagonais mais relevantes dos dois funcionais. A terceira curva

exibe o ajuste entre 0 NARX e o modelo linear, dado pelo funcional de primeira ordem.

O primeiro cendrio, com menor nimero de diagonais, apresenta um ajuste em torno de 70%
em baixas frequéncias, elevando este valor em alta frequéncia, sem uma tendéncia de convergéncia
bem definida. A segunda curva, com todas as diagonais, exibe um ajuste bastante regular em
todo o espectro, com valores de NRMSE sempre superiores a 90%. A terceira curva, apenas com o

funcional linear, exibe valores precdrios de ajuste em praticamente todo o espectro.
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Um ultimo cendrio, avaliou o ajuste do modelo para um ruido branco gaussiano, com
média nula e variancia (7,3. Neste caso, além do fator aleatoriedade, os modelos sdo testados para
uma entrada com multiplos valores de amplitude e com um rico suporte espectral. A avaliagdo
foi executada para o sistema com os mesmos modelos diagonais truncados do caso anterior e
o modelo linear. O sinal de entrada foi realizado com uma tnica sequéncia aleatéria em seis
simulagdes diferentes, entre as quais a varidncia da entrada foi aumentada gradativamente, de
acordo com os valores da Tabela ??, onde também é apresentado o ajuste de cada modelo testado,

para cada valor diferente da variancia de entrada. Pelos valores obtidos nota-se que os modelos

Tabela 4 — Valores de ajustes entre a resposta do sistema NARX, Volterra diagonal e linear
para entrada gaussiana.

NRMSE(%)

02 N;=10,N3 =100 N; =5, N3 =45 Linear
0,0625 98,28 97,48 88,23
0,2500 98,10 96,10 76,63
0,5625 97,00 94.70 65,40
1,0000 94,20 92,78 54,78
1,5625 89,32 89,36 44,94
2,2500 83,96 82,86 35,92

diagonais truncados apresentam ajustes bem superiores ao modelo linear em todas as simulagdes.
O primeiro modelo, com o ntimero maior de diagonais, exibe o melhor ajuste em todos os cendrios.
No entanto, os valores dos ajustes tendem a cair com o aumento da amplitude da entrada. O
decaimento é critico no caso linear, e € mais compassado nos diagonais. No caso dos modelos
Volterra essa reducdo pode ser atenuada com a inclusdo de novas componentes funcionais, ao

custo de uma maior complexidade estrutural do modelo.

100
g
LIJ = = =T=TETIS
v 50
E ' ~6-N,=5N,=45
Z S — % =N, =20, N, =100
—8&— Linear
O H H R | H H R | H H FE A
1073 1072 107 10°

Frequéncia normalizada.

Figura 29 — Ajuste entre os modelos NARX e Volterra diagonal truncado medido em
fungdo da frequéncia da entrada.
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Figura 30 — Resposta dos modelos NARX e diagonal para entrada aleatdria.

A figura 30 apresenta a resposta desta simulagdo para o primeiro modelo diagonal truncado
e o linear. Observa-se que de resposta do modelo NARX e do diagonal possuem uma boa

concordancia para a grande maioria das 150 amostras do sinal. Os dados do modelo linear sao
relevantes para a comparagao.
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SINTESE DE OPERADORES INVERSOS

5.1 Introducao

O projeto de operadores inversos para sistemas ndo-lineares constitui um desafio matemaético na
medida em que a interagdo de dois sistemas com nao-linearidades diversas geram estruturas com
uma grande diversidade ou mesmo complexidade de operagdo. No caso dos sistemas Volterra
a estratégia classica é pela busca da chamada inversa de ordem p, cujas propriedades buscam
estabelecer a recuperacdo do sinal de entrada com algum grau de aproximacgdo. O objetivo deste
capitulo é a busca por uma estratégia numérica de sintese de operadores inversos para sistemas
NARX, baseada em estruturas Volterra diagonais, que se assemelham as condicdes da inversa de

ordem p.

Apresenta-se inicialmente uma forma genérica de um modelo NARX onde os termos
polinomiais sdo agrupados em diferentes categorias. Discute-se entdo as restri¢cdes que cada
grupo da estrutura polinomial oferece para a sintese analitica destes operadores, dentre as quais
a estabilidade, a causalidade e a possibilidade de isolamento algébrico da varidvel de interesse.
Estas restri¢des impossibilitam a sintese algébrica em muitos cendrios o que torna a abordagem
analitica um caminho bastante restrito. O capitulo apresenta, no entanto, um caso particular em
que a sintese algébrica é realizada, para a inversdo de um sistema Duffing. O operador inverso

analitico projetado é confrontado com um linear exibindo resultados bastante expressivos.

Diante das dificuldades da sintese algébrica para classes abrangentes de sistemas poli-
nomiais, parte-se entdo para uma estratégia numérica baseada em otimizacdo de sistemas. A
fungdo custo é formulada como a soma da taxa de distor¢do harmoénica de um conjunto de
senoides usadas para a sintese do operador. As condi¢des de inversdo recaem em um conjunto de
restri¢cdes de igualdade e de desigualdade, que conferem maior robustez ao projeto. O projeto é

conduzido para um estudo de caso de um modelo polinomial simples, mas que oferece condi¢des
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de se analisar todos os detalhes importantes da proposta. O operador de inversdo determinado
exibe bons resultados, os quais sdo medidos em diversos cendrios numéricos, que corroboram as

expectativas estabelecidas para o projeto.

5.2 Sintese de Inversores Volterra

Considera-se uma forma polinomial genérica, nas variaveis u(t) e y(t), em que os termos sdo
divididos em trés grupos, os de entrada u(t), os de saida y(t) e os cruzados, dependentes de u(t)
e y(t). Considera-se ainda que cada um dos grupos de termos é gerado a partir de um operador

particular, ou seja

Ay ()} +C{u(t), y(t)} = B{u(t)}, (5.1)

onde A, C e B sdo os operadores polinomiais dos termos de saida, entrada e cruzados, respectiva-
mente. Note-se que esta é uma forma bastante geral, que comporta diversas relagdes polinomiais

de interesse entre as varidveis, sejam estas lineares, NARX ou Volterra diagonal.

Tendo como perspectiva o projeto do operador inverso analitico para sistemas representa-
dos por (5.1) é pertinente que se avalie cada operador em particular, buscando ressaltar aspectos
na estrutura que limitam ou impossibilitam a sintese analitica do inversor. Os operadores A e B
sdo ambos estruturas polinomiais, que geram termos lineares e ndo-lineares monovaridveis, a saida
y(t) e a entrada u(t) respectivamente. Suas operagdes sobre as varidveis sdo tais que é possivel
agregar diferentes atrasos de um mesmo mondmio da varidvel em um tnico operador linear de

deslocamento.

Considera-se por exemplo, que o operador A gere a forma polinomial

Afy(t)} = Aoy(t) + Ay (t)y(t — 1) + Ay (H)y(t — 3) + Asy(t)*y(t — 1). (5.2)

Neste caso A; é i-ésimo operador linear de deslocamento que agrega termos atrasados de um

mondmio polinomial na varidvel y(t). Considera-se, por exemplo,

Aoy (t) = any(t) + any(t — 1) + apsy(t — 2), ou de
Agy(t) = any(t)y(t —3) +any(t — Dy(t —4).

Evidentemente, dado que a operagdo é linear, estes operadores podem ser facilmente descritos no

dominio da frequéncia, como
Z{Ao} = AO(Z) =dag + aozzfl + Elongz,
Z{Az} = Az(Z) =da) + azzz_l.
Esta estratégia permite tanto a agregacdo de diferentes termos por um tnico operador quanto

simplifica a andlise desses operadores visando a inversdo. Uma exemplificagdo similar pode ser

conduzida para o operador B, polinomial monovaridvel em u(t).
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O operador C{u(t),y(t)} atua sobre as duas varidveis simultaneamente, gerando necessari-
amente termos polinomiais cruzados entre entrada e saida do sistema. A titulo de exemplificacdo,

considera-se a forma polinomial
CLu(t), y(t)} = Cru(E)y(t) + Cou(t)y(t — 1) + Cou(t)y(t) + Cau(y(t— 1%, (53)

Os operadores C; sdo lineares de deslocamento, representados na frequéncia por Z{C;} = C;(z)
e agregam diferentes atrasos dos mondémios cruzados em que atuam. Uma generaliza¢do dessa

estrutura polinomial cruzada pode ser definida como:

N M
C{M(t),y(t)} = Z Z Cp,iHu(t—ki) Hy(t_ki) (54)
p p=n+m n=1 m=1
onde n e m sdo indices que controlam a poténcia de cada varidvel no termo cruzado, enquanto

p = n -+ m controla a poténcia total do termo.

Com essa perspectiva busca-se entdo avaliar as possibilidades de sintese de um operador
inverso analitico diretamente de (5.1). Isso estd associado a possibilidade ou nédo de isolar u(t)
do modelo, tomando esta varidvel como resultado de operagdes em y(t). Se a realizacdo desta

estratégia incluir atrasos de u(t) o inversor é auto-regressivo.

Modelos que admitem o isolamento algébrico de u(t) em (5.1) por uma estrutura realizdvel
sdo0 casos bastante particulares. Se isso for possivel a estrutura resultante é um inversor dito exato
do modelo original. Idealmente a inversdo formulada desta forma seria capaz de reverter qualquer
distor¢do ndo-linear realizada pelo modelo sistema original. A segdo a seguir apresenta um caso
particular de interesse em muitas aplica¢des de engenharia em que isso é possivel: o projeto de
inversdo analitica de um sistema Duffing. Busca-se com o exemplo ilustrar um caso particular em

que a determinacgdo de um operador de inversdo pela estratégia analitica é possivel.

5.2.1 Projeto analitico: Inversao do sistema Duffing

O oscilador de Duffing é um benchmark comum na avaliagdo de sistemas Volterra. Seu modelo

dindmico no tempo t continuo é dado por:
() + 280y () + wuy (1) + kwuy (1)° = payu(t), (5.5)

onde ¢, wy, k e B sdo os parametros, u(t) e y(t) as varidveis de entrada e saida. Neste modelo a
ndo-linearidade devida ao termo ctbico na saida produz uma diversidade de comportamentos
dindmicos, alguns dos quais impossiveis de representacdo por uma série Volterra, por incorrerem
na geragdo de diversos pontos de equilibrio. Para alguns arranjos destes parametro uma série

Volterra com aproximagdo uniformemente convergente de y(t) como funcional de u(t) é possivel.
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A discretizagdo deste modelo pode ser realizada tomando as aproximagdes em avango das

derivadas
gy = D=0 56
() = y(t+2) _ng(zHl) +y(t) 52)

onde Ts é o periodo de amostragem. Adotando a notacdo expressa em (5.1), resulta:

Agy(t) + Ary(t)> = Bu(t) (5.8)
cujos operadores sdo dados por
Ag (Z) =1- [101271 — 002272, (5.9)
A1 (Z) = lZlZZ_Z e (510)
B(z) = bz 2 (5.11)

Os parametros deste modelo discreto sdo relacionados aos do continuo na forma:

apgp =2 — 28w, Ts, (5.12)
agy = —1 4 28w, Ts — w3 Ts?, (5.13)
ap = —Kcuf,Ts2 e (5.14)

b = Bw3Ts>. (5.15)

A sintese de um inversor para o modelo discreto do sistema Duffing pode ser realizada
analiticamente isolando u(f) em (5.8). Isso pode ser conduzido algebricamente, no dominio da

frequéncia por:

U(z) = Gy(2)Y(z) + Gi(z)Y3(2), (5.16)
onde Y3(z) = Z{y(t)%},
Gy(z) = 1‘]\30((22)) e
. Al(Z)

Gi(z) = B(z)

Note que (5.16) recai em uma estrutura Volterra diagonal, com entrada y(t), a saida do
sistema, e saida u(t), a entrada do sistema recuperada (ou invertida), de forma que no dominio do

tempo pode-se escrever:
u(t) = go(t) = y(t) + g1 (t) = y(t)°. (5.17)

Embora este projeto parega matematicamente razoével, existem ressalvas que devem ser

observadas. A primeira é o cuidado com o fato de o operador B(z) passar a ser o denominador



Capitulo 5. Sintese de Operadores Inversos 88

das diagonais. Disto resulta a condi¢do de que u(t) s6 pode ser isolado se seu operador for de
fase minima, do contrério a implementacdo resultard em um operador instavel. Além disso é
possivel observar por (5.8) que o operador B(z) sempre produzird operagdes atrasadas de pelo
menos duas amostras em relagdo aquelas do operador A(z), o que resulta na impossibilidade de

uma realizagdo causal para a funcdo diagonal Gj(z).

Assim, o inversor para o sistema Duffing s6 é possivel se se admitir algum atraso entre a
varidvel de saida do inversor, que serd denotada de v(t), e a entrada do sistema, ou seja, o inversor

deve admitir que
o(t) =~ u(t—1), (5.18)
sendo /; o seu atraso de transporte. Aplicando esta condi¢do em (5.16) é possivel escrever:
V(z) = Go(2)Y(z) + G1(2)Ys(2), (5.19)
onde Y3(z) = Z{y(t)%},

Go(z) =z7%Gj(z) e
Gi(z) = z iGj(z).

Para o atraso do inversor [; = 2 e aplicando os operadores as fun¢des diagonais tém-se:

2

_ o 2A(z) _1- a1z ' — amz”

GU(Z) B(Z) - b
Gi(z) =z 2 Izl(i? = %z’z,

que sdo operadores FIR realizdveis.

Para verificar a efetividade deste projeto considere um sistema Duffing com parametros
¢=0,5w,=0,1mrad/s,xk =1,8e p =0,75. A aplicagdo destes pardmetros na forma discreta

(5.8) resulta nos operadores lineares de deslocamento:

Ao(z) =1—1,6858z"1 40,7845z, (5.20)
Ai(z) =0,1777z72 e (5.21)
B(z) = 0,074z > (5.22)

que implementados em (5.19) produzem o operador de inversao.

O sistema ¢é avaliado entdo com a aplicacdo de uma entrada senoidal na forma
u(t) = asin(27ft) (5.23)

paraa = 1 e f = 0,03 (frequéncia normalizada). Os resultados sdo apresentados na Figura 31.

Nota-se que a saida do sistema Duffing exibe uma distor¢do bastante evidente com relagao a
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Amplitude

Entrada
| | |

0 50 100 150
Tempo (amostras)

Saida-Canal —e— Saida-Inversor

Figura 31 — Resposta senoidal do sistema Duffing e recuperacdo da entrada por inversor
Volterra diagonal analitico.

entrada atrasada u(t —2). A este sinal de saida também foi adicionado um ruido branco gaussiano,
com média nula e varidncia 2e-5. Verifica-se que a agdo dindmica do inversor recupera com boa

precisdo a entrada, desfazendo completamente a distorcéo.

Estes efeitos ficam mais evidentes no dominio da frequéncia, o que é realizado por meio da
andlise da densidade espectral de poténcia dos sinais, determinada pelo método do periodograma
modificado para 2000 amostras dos sinais usando uma janela de Kaiser com g = 30 (OPPENHELV;

SCHAFER, 2010). A Figura 32 apresenta estes resultados. Verifica-se pelo espectro da entrada a

I I
oF f0 0 Entrada -
> —— Saida do Canal
3f -10 — + —Saida do inversor
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Figura 32 — Densidade espectral de poténcia dos sinais do sistema Duffing-inversor.

sua energia concentrada apenas na frequéncia fundamental, enquanto a saida do sistema exibe
energia em uma série de harmonicos impares, com destaque para o 3° e 5° harmonicos cujas
energias superam a do ruido. O sinal invertido recuperado mostra que a energia das componentes

harmonicas sado todas eliminadas, embora o ruido em alta frequéncia tenha se mantido em um
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patamar maior que o da saida do canal. A figura ressalta ainda, no detalhe, a recuperacdo precisa

da magnitude da entrada.

Este resultado é absolutamente consistente para todas as situagdes em que o modelo
Duffing admitir uma representacdo Volterra. Independente da escolha particular do conjunto
de parametros do sistema, o operador (5.19) sempre produzird uma inversdo com alta precisao,
admitindo o atraso de transporte necessério para a sua realizagdo. Como dito, esta é uma situagao

particular e rara para a sintese do inversor, de maneira que as restrigdes devam ser pontuadas.

5.2.2 Restricées a sintese analitica

A primeira restri¢cdo a sintese analitica é a necessidade de se admitir o atraso de transporte para o
sinal recuperado. Como o sistema (5.2) é dindmico, sua saida sempre serd produzida com algum
atraso em relacdo a entrada, de maneira que a acdo dindmica de um operador de inversdo nao
terd como reproduzir em sua saida a entrada recuperada sem nenhum atraso. Se isso ocorresse
o operador seria ndo-causal e portanto ndo realizavel. Apesar disso, é pertinente considerar que
esta condicdo seja aceitdvel na grande maioria dos cendrios reais de aplicagdo em engenharia. O
atraso necessario ird refletir um deslocamento de fase entre a entrada e o sinal recuperado, cuja

tolerancia deve ser avaliada em cada contexto.

Outra restrigdo que diz respeito a relagdo de atraso entre os operadores de deslocamento

das variaveis em (5.2). Considera-se, por exemplo, o caso particular
Agy(t) + A1y (t)® = Bou(t) + Byu(t)? (5.24)

em que os operadores By e B processam mondmios da entrada u(t). Para que a sintese analitica
seja possivel o operador By deve produzir termos que estejam sempre adiantados em relagdo a By,
do contrério torna-se impossivel isolar u(t) algebricamente em uma estrutura realizdvel, uma vez
que este sinal sempre ficaria dependente amostras suas em instantes superiores a t. Note que
esta condi¢do deve ser observada, em relagdo a By, independente da quantidade de operadores B;

presentes no lado direito.

Uma condigdo em que a restricdo parece ser absoluta é quando o lado direito ndo possui

termos em u(t) isolados, mas apenas em mondmios ndo lineares desta varidvel, como em
Aoy(t) + Ary(t)® = Bu(t)u(t —1). (5.25)

Nestas condi¢des ndo parece razodvel admitir a possibilidade de um operador de inversao por
sintese analitica, visto que o sinal u(t) ndo pode ser isolado sem que isto incorresse em uma
estrutura ambigua, ja que ele participa como um fator multiplicativo na composi¢do de um termo

nao-linear.

A restri¢do devida a estabilidade ja discutida, impossibilita a sintese analitica como

formulada para sistemas com fase minima, com zeros fora do circulo unitario, visto que nao
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h& nenhuma possibilidade de reconstituir um sinal a partir de um operador instavel. Mesmo
para o caso linear a sintese de operadores inversos nestas condigdes mostra-se um desafio, sendo
ainda um caso sob investigagdo na literatura, de maneira que é pertinente considera-lo como uma

restri¢do forte para o cendrio ndo-linear.

Como ultimo fator de restri¢do para a sintese de operadores inversos analiticos de sistemas
NARX como (5.2), estao aqueles modelos em que o operador C{u(t),y(t)} é ndo nulo, e que
portanto geram termos cruzados entre u(t) e y(f). A impossibilidade aqui esta associado tanto &
questdo da composi¢do do termo nao-linear, que ndo pode ser desconstituido algebricamente, a
necessidade de presenga do termo isolado em u(t) e a relacdo de causalidade entre os respectivos

operadores.

Este conjunto de restricdes parecem impossibilitar a estratégia analitica para a grande
maioria dos modelos NARX. Casos como o do sistema Duffing sdo exce¢des raras, que devem
ser celebradas. Assim, dada a impossibilidade para a sintese analitica destes operadores nestes
cendrios é pertinente entdo considerar solugdes por estratégias numéricas, que serd buscada neste
trabalho. O resultado expresso no projeto do inversor para o operador Duffing, que resultou
em uma forma Volterra diagonal para o inversor, inspirou o uso desta estrutura na abordagem

proposta por este trabalho, a qual é apresentada a seguir.

5.3 Sintese numérica de operadores inversos

As restri¢des elencadas para a sintese analitica do operador de inversdo exigem a tomada de um
caminho alternativo. Este trabalho propde uma estratégia numérica baseada em otimizagdo em
que é possivel fazer uso das condic¢des de p-inversdo para a sintese de inversores Volterra. Por esta
abordagem busca-se determinar o conjunto de parametros de operador a partir de uma estrutura
proposta. Esta estrutura é a baseada em um modelo Volterra em coordenadas diagonais, que
processa a saida do sistema y(t) visando a recuperagdo de uma variavel v(t) que aproxima a
entrada u(t) admitindo um atraso de transporte, de modo que v(t) =~ u(t — I;). O modelo proposto

para o operador Volterra diagonal de inversao é entdo dado por:

Nqy
Po(t) = Qy(t) + Y Qaya(t) (5.26)
=1

Onde sdo definidos os seguintes operadores LIT de deslocamento: P - auto-regressivo do inversor,
Q - entrada do inversor, seu funcional linear, e os Q; associados ao conjunto de N; diagonais nao-
lineares dos funcionais de ordem superior. As diagonais processam entdo mondmios ndo-lineares

da saida do sistema, de modo que a d-ésima diagonal processa o termo ndo-linear de ordem n
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dado por

ya(t) =y(®) [ Tw(t - a), (5.27)

sendo ¢; o atraso do i-ésimo fator de cada termo.

Note que na forma proposta (5.26) ja embute a atraso de transporte, de maneira que
sua saida é a variavel recuperada v(t). Por ser uma estrutura Volterra diagonal este sistema é

facilmente convertido para o dominio da frequéncia, o que resulta:

Ny
P(z)V(z) = Q(z)Y(2) + }_ Qa(z)Ya(2) (5.28)
d=1
onde Y;(z) = Z{y4(t)}. A qual pode ser manipulada algebricamente para isolar V(z), o que
resulta
_ Q(z) B Qq4(z)
V(z) = P(Z)Y(z)judg1 P) Y, (z). (5.29)

Nesta estrutura o polindmio P(z) é comum ao conjunto de diagonais do inversor, suas raizes
determinam a estabilidade do operador. As diagonais expressas nesta forma podem ser dadas
tanto na forma racional (ou IIR), com P(z) = 1, como na forma polinomial (FIR), de modo que a

estrutura possa ser generalizada por meio de
Ny
V(z) = G(2)Y(z) + Z Gi(2)Yy(z). (5.30)
d=1

As fungdes G(z) definem portanto os filtros diagonais. Dada a natureza unidimensional e a
definicdo dos operadores a saida do operador de inversdo pode entdo ser expressa no dominio do

tempo a partir da soma das convolugdes lineares

Ny
o(t) = g(t) *y(t) +ngd(t) «ya(t), (5.31)
=1

sendo g,(t) a resposta impulsiva do d-ésimo filtro diagonal.

5.3.1 O problema de otimizacao

A estratégia proposta para a sintese do inversor parte de uma estrutura como (5.30) e busca ajustar
os parametros dos seus operadores numericamente. A ideia pode entdo ser conduzida indexando
estes parametros em um vetor x, argumento de uma funcdo objetivo f(x) a qual mensura por um
valor escalar alguma medida de qualidade associada a recuperacdo do sinal de entrada. Sob uma
perspectiva de otimizacdo, a estratégia busca entdo minimizar ou maximizar f(x) satisfazendo a
eventuais restri¢des de igualdade ou de desigualdade do problema, expressas respectivamente na
forma r.(x) = 0 e r;(x) < 0. Nestes termos, o problema geral de otimizac¢do pode ser formulado

como:
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minimize  f(x)
X

re(x) =0
ri(x) <0

O valor de x que minimiza a fungdo custo satisfazendo as restri¢cdes é a solugdo 6tima para o

sujeito a

IN

problema proposto.

No projeto do inversor Volterra tanto a fungdo custo avaliadas quanto as restricdes podem
ser definidas como fung¢des ndo-lineares com relacdo ao vetor de parametros x, o que conduz a
necessidade de algoritmos de programacado nado-linear para a determinacdo da solucdo. Neste caso
o problema de otimiza¢do pode ser solucionado pelo método do ponto interior, que representa
uma das estratégias mais bem estabelecidas para o problema de otimizagdo ndo-linear. Neste

algoritmo o problema de otimizacao a ser resolvido deve ser formulado da seguinte maneira:
minimize  f(x)
X

;

(5.32)
sujeito a Ax <b

ex
p<x<uy

~

onde A e A, sdo as matrizes e b e b, os vetores que compdem, respectivamente, as restricdes
lineares por desigualdade e por igualdade do problema; C(x) e C.(x) 0s conjuntos de restrigdes
ndo-lineares de desigualdade e igualdade ; I, e I, sdo valores limites para x. O algoritmo de
otimizacdo recebe a funcdo custo, as restri¢des e um valor inicial xp para o vetor de parametros e

executa a busca pela solu¢do 6tima do problema proposto.

Busca-se entdo formular o problema de otimizagdo tendo como perspectiva a sintese do
operador de inversdo. O cendrio proposto para ser avaliado consiste na aplicagdo de um conjunto
de senoides na entrada do sistema para uma faixa de amplitudes e de frequéncias de interesse
para um conjunto de saida correspondente é determinada. Estes conjuntos podem ser expressos

respectivamente como

U = {u(t) = ajcos(wit) | i=1,2,..} e (5.33)
Y={yi(t)| i=12..}, (5.34)
sendo &; e w; a i-ésima amplitude e frequéncia que definem a senoide u;(t), esta por sua vez é o

sinal de entrada que gera a saida correspondente y;(t). Como o sistema é ndo-linear sua saida

exibird um espectro com uma componente em w; e os seus harmonicos.
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Por defini¢do, o operador de inversdo é o bloco que deve processar cada sinal de saida em
Y e buscar recuperar os sinais correspondentes em U/ com alguma aproximagao, ou seja, deve-se

buscar pelos sinais do conjunto
V=A{vi(t)| i=12,.}, (5.35)

tal que v;(t) ~ u;(t — I;), sendo I; o atraso de transporte.

Como u;(t) é senoidal pura uma maneira apropriada de medir a qualidade da recuperacao
é através da taxa de distor¢do harmonica (THD) de v;(t). Esta é a principal métrica utilizada para
medir a distor¢do de um sinal com rela¢do a sua componente fundamental. Para o sinal v(t) a
THD pode ser definida como

_ L |V(nw)P

THD(v(t)) = ToIP (5.36)

ou seja, é a razdo entre a soma da energia dos N harmonicos pela energia da fundamental. Quanto
menor a THD, menor serd a energia das suas componentes em relacdo a fundamental e portanto
mais proximo de uma senoide pura estard o sinal. Isto sugere entdo o uso desta métrica como
fungdo objetivo a ser minimizada na formulagdo do problema de sintese do inversor. Como o
projeto proposto é baseado em um conjunto de sinais V, a fungdo deve refletir a distor¢do do
conjunto completo. Assim, define-se a fungdo objetivo como a soma das THD(-) do conjunto, ou

seja
J(x) = Z THD(v;(t, x)) (5.37)

Trata-se portanto de uma fung¢do nao-linear em relagdo aos paradmetros do projeto, que mede
a THD(-) a partir do vetor x dos operadores. O problema fica definido como a busca por um
conjunto de parametros x* 6timo que defina um operador de inversdo que recupere os sinais v;(t)

com a menor distor¢do para todo conjunto de sinais senoidais utilizados na sintese.

Pelos requisitos impostos ao operador de inversdo a minimizacdo de (5.37) é necessdria
mas ndo suficiente para o projeto, afinal os sinais recuperados devem ser senoides com mesma
magnitude, frequéncia e fase daquelas em /. Além disso é desejével que a energia das componentes
harmoénicas individuais de cada sinal v;(t) seja menor que algum valor de projeto embutido no
problema. Estas condi¢des podem claramente ser atendidas se o problema for factivel para dois

grupos de restri¢des ndo-lineares:
e Restri¢des por igualdade: Minimizar a funcio objetivo fazendo a magnitude e a fase de v;(t)
serem iguais as da entrada correspondente u;(t);

o Restri¢des por desigualdade: Minimizar a funcdo objetivo de modo que a magnitude dos

harmonicos seja menor que um determinado limiar de projeto;
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As restri¢des de igualdade recaem sobre a magnitude e a fase do sinal a ser invertido. A
equagdo de restricdo que modela a condi¢do de amplitude é dada diretamente igualando a de

entrada do sistema a recuperada na inversao, sendo expressa no problema de otimizac¢do por
V()] — [Ui{w)] = 0. (538)

A de fase deve incluir o termo correspondente ao atraso de transporte do inversor /;, que gera uma

diferenca de wl; entre os dois sinais, sendo portanto

LVi(w) + wly — ZUi(w) = 0. (5.39)

As restricdes de desigualdade devem ser definidas a partir da medicdo da magnitude dos

harmonicos de cada sinal v;(t). Desta forma, cada componente harmonica deve atender a condi¢ao
|Vi(nw)| < dpe, (5.40)

onde Jy,,, é algum limiar estabelecido pelo projeto.

Note que cada sinal v;(t) ird gerar duas restricdes de igualdade e N de desigualdade
para cada componente harmonica cuja magnitude se deseja atenuar. Estas condi¢des guardam
correspondéncia com o problema da p-inversa de uma forma relaxada. Enquanto 14 o que se deseja
é minimizar a energia dos funcionais do sistema completo, aqui o que se busca é a minimizagao

das harmonicas geradas pelo sistema.

A necessidade de se medir a magnitude das componentes harmoénicas implica na utilizagdo
de ferramentas de andlise espectral, em particular a DTFT. E importante perceber ainda que
como (5.40) é atendida para o sinal no dominio da frequéncia, a determinagdo deste conjunto
de inequagdes em fungdo dos parametros de projeto do operador de inversdo faz uso direto da
vantagem do modelo Volterra diagonal poder ser transformado para este dominio com relativa
facilidade.

A expectativa estabelecida para este projeto é a de que se o problema de otimizagao for
factivel, o operador de inversdo deve ser capaz de generalizar os resultados de recuperagdo dos
sinais presentes no conjunto U/ de sintese, passando a ter resultado satisfatério para outros sinais
com magnitude/frequéncia em uma regido nas imediagdes daqueles de I/, com diferenca de fase

devida somente ao atraso de transporte /;.

5.3.2 Estudo de Caso: Inversao de sistema Volterra

A proposta foi avaliada em um sistema Volterra, cujas propriedades ndo permitem a sintese

analitica do inversor. Trata-se do sistema Volterra diagonal #H{-}, definido por

Ay(t) = Byu(t) + Bau(t)? (5.41)
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onde,
A(z) =1-1,1326z"1 40,4922 (5.42)
Bo(z) = 0,622 (5.43)
B3(z) = —0,3z2 (5.44)

Os polos de A(z) sdo p1 = p5 = 0,7¢/%?". No dominio da frequéncia o modelo ¢ dado por

Y(z) = Ho(z)U(z) + H1U3(2), (5.45)

sendo Uz(z) = Z{u(t)*},
Hy(z) = if]((j)) e (5.46)
Hi(z) = il((j)) : (5.47)

Quando processa um sinal senoidal na entrada a ndo-linearidade ctbica do sistema gera
harmonicos de terceira ordem além de uma componente na frequéncia fundamental. Isso pode ser

verificado tomando-se a entrada na forma

jwt —jwt
u(t) = acos(wt) = a%, (5.48)
de maneira que
30(3 : . [x?’ , ,
3 _ 2% |, jwt —jwt o ,jBwt —j3wt
u(t) 3 (e +e )+ 3 <e +e ) (5.49)
3 3
= 3%cos(wt) + %cos(&ut). (5.50)
A composi¢do harmonica da saida do sistema é formada por duas componentes:
33
Y(w) = aHp(w) + THl (w) e (5.51)
23
Y(Bw) = ZHl (Bw). (5.52)

A distorgao devida a geracdo de harmonico possui energia na saida do sistema toda concentrada
em Y (3w), que se busca eliminar com a inversdo. Contudo a maior dificuldade na recuperagdo da
entrada deve-se ao fato de que a componente fundamental na saida do sistema recebe contribuicdo
tanto da parte linear quanto da ndo-linearidade ctibica. Este fato torna dificil uma abordagem com
filtro puramente linear que vise, por exemplo, isolar Y(w) e recuperar u(t) apenas a partir desta

componente.

Busca-se entdo sintetizar um inversor que realize uma operacdo nado-linear entre na saida
do sistema visando recuperar u(t). A proposta estabelece um inversor com estrutura Volterra

diagonal na forma

o(t) = g(t) < y(t) + dz ga(t) * yalt) (5.53)
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sendo y,;(t) = y(f)y(t — g1)y(t — q2). Este operador pode ser expresso no dominio da frequéncia
por:

Ny
V(z) = G(2)Y(z) + ) Galz)Ya(2) (5.54)
d=1

Como a operacgdo de inversdo vai gerar termos ctibicos em y/(t), o sinal recuperado devera
passar a exibir harmonicos com energia em todas as componentes impares entre w e 9w. Em
principio isso parece um contra-senso, pois o que se busca com a inversdo é justamente a eliminagdo
das componentes harmonicas para se recuperar a entrada. Contudo a perspectiva aqui é a de
impor as condigOes relaxadas de p-inversdo ao operador, ou seja, busca-se recuperar a entrada
mantendo a magnitude dos harmoénicos abaixo de um valor minimo, de maneira que seu efeito na

distor¢do do sinal recuperado seja minimizado.

Neste caso é pertinente descrever a composigdo harmonica esperada para a saida invertida

do sistema a partir de (5.54), que deve ser:

V(w) = Go(w)Y(w) +iGd(w)Y(w) (5.55)
V(3w) = Go(3w)Y(3w) + dNZdl Ga(3w)Y (3w) (5.56)
V(5w) = ngled(5w)Y(5w) (5.57)
V(7w) = ;;dlc;d(m)y(m) (5.58)
V(9w) = ngled(%)Y(%) (5.59)

De posse do modelo do sistema e da estrutura proposta para o operador de inversdo o
problema pode entdo ser definido em maiores detalhes. Buscou-se inicialmente determinar o
conjunto de senoides minimos necessarios para a sintese do operador. Nos melhores resultados
atingidos para o modelo proposto o projeto fez uso de trés senoides de mesma frequéncia fo = 0,05

(normalizada), com amplitudes a; € {0,2 0,5 0,8}.

A estrutura do modelo do operador de inversdo necessita de trés parametros para ser
definida: o niimero de diagonais ctbicas (N;), o nimero de termos polinomiais do numerador
e denominador das diagonais e o atraso de transporte minimo do inversor /;. Este atraso foi
arbitrado como [; = 2, que é a diferenca provocada pelo proprio sistema (5.41) ao processar sua
entrada u(t) na geracdo da saida y(t). Disto implica que o operador de inversdo deva possuir um
atraso nulo entre a saida do sistema y(t) e a varidvel recuperada v(t) para garantir o atraso I; = 2
do projeto. Nestas condigdes, os filtros diagonais que ofereceram os melhores desempenho foram
na forma FIR, de ordem 6. O operador foi entdo definido possuindo um total de N; = 6 diagonais

ctbicas, mais a linear Gy(z).
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Foram entdo projetados trés operadores de inversdo: (i) um linear, baseado na formulagao
vista na se¢do 2.7, o qual servird de pardmetro para se avaliar o desempenho dos ndo-lineares; (ii)
um Volterra diagonal cujas restri¢des de desigualdade ndo embutem os limiares de projeto 6,
estabelecidos em (5.40) e um segundo Volterra diagonal em que foram arbitrados os limiares nas

restricoes.

O projeto foi codificado computacionalmente aproveitando implementagdes do algoritmo
do ponto interior disponiveis em pacotes de softwares de otimizagdo. Em todos os cendrios o
sistema foi considerado de ruido aditivo, de maneira que a sua saida é adicionado um ruido
branco, gaussiano, com média nula e variancia de 1 - 1074, de forma a conferir maior realismo a

simulagdo computacional. Os resultados do projeto sdo discutidos a seguir.

5.3.3 Resultados - Inversor

Com a sintese numérica do operador de inversdo concluida segue-se entdo com a andlise dos seus
resultados em diferentes cendrios de avaliagdo. Inicialmente considerou-se um cendrio simples,
onde o inversor diagonal projetado ndo utilizou os limiares de restri¢des para os harmonicos.
Assim, o sistema foi excitado por um sinal senoidal, como definido em (5.23) com amplitude
a = 0,7 e frequéncia fy = 0,05. A Figura 33 exibe os sinais de entrada atrasada de /; amostras e a

saida do sistema, bem como o sinal recuperado pelo inversor diagonal e pelo linear.

Amplitude

v(t) - Linear‘

u(t) —y(t) — — —v(t) - Diagonal

0 20 40 60 80 100 120
Tempo (amostras)

Figura 33 — Anélise de resposta a entrada senoidal de inversor Volterra diagonal.

Observa-se que a saida do inversor recupera com fidelidade a entrada do sistema, o que
ndo se mostra possivel para o inversor linear. Embora seja sutil, é possivel perceber a leve distor¢ao
no sinal de saida do sistema, que é bastante atenuada pelo inversor diagonal, ao passo que o sinal

recuperado pelo inversor linear permanece distorcido.

Estes aspectos podem ser melhor analisados no dominio da frequéncia. Assim, levantou-se
a curva de densidade espectral de poténcia de todos os sinais pelo método do periodograma
com as mesmas configuragdes utilizadas na andlise do sistema Duffing. A Figura 34 apresenta a

densidade espectral de poténcia para cada um dos sinais senoidais do processo. Analisando as
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Figura 34 — Densidade espectral de poténcia para os sinais no processo de inversao:
Restri¢des suaves para os harmonicos.

componentes harmonicas dos sinais, verifica-se a de entrada centrada em fy, a de saida do sistema
e a do inversor linear em fj e 3fy, e os harmonicos impares na saida do inversor de fj até 9fj. Esta
multiplicidade de componentes deve-se as duas opera¢des ndo-lineares ctibicas, no sistema e no
inversor. Ao mensurar a distor¢do devido a presenga das componentes harmonicas verificou-se
que a saida do canal exibe THD, = —25,98 dB, na saida do inversor linear THD; = —22,49 dB e
na saida do inversor Volterra diagonal THD; = —50, 05 dB, ou seja, a utiliza¢do de um inversor
linear piora a distor¢do do sinal . Isso demonstra que embora o inversor diagonal possua uma
maior quantidade de componentes harmonicas a distor¢do total em sua saida é bem menor do que
na do canal, ou mesmo do inversor linear.
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-150
20 IT ; 1l ; ; ;
0.045 0.05 0.055 0.14 0.145 0.15 0.155 0.16
Frequéncia Normalizada Frequéncia Normalizada

Figura 35 — Densidade espectral de poténcia para os sinais no processo de inversao:
Restri¢des suaves para os harmonicos.



Capitulo 5. Sintese de Operadores Inversos 100

Contudo, além de reduzir a distor¢do provocada pelo sistema o inversor deve ter condicdo
de recuperar com fidelidade o sinal de entrada na harmoénica fundamental. Além disso, como o
sistema gera a distor¢do apenas no terceiro harmonica, esta é a componente cujo comportamento
deve ser analisado em maior destaque. A Figura 35 apresenta, no detalhe, a amplitude dos sinais
na frequéncia fundamental f; e no harmonico 3fy. Na fundamental é possivel verificar o ajuste
preciso de magnitude entre o sinal de entrada do sistema e o recuperado na saida do sistema.
Como esta componente recebe energia tanto da prépria fundamental quanto da parcela do termo
ctbico, é possivel dizer que o inversor diagonal reverteu a distor¢do em fy provocada pelo sistema.
Isso ndo se mostra possivel para o operador linear, cuja amplitude do sinal recuperado exibe um

erro consideravel.

Ao se analisar o desempenho dos dois projetos na compensagdo da distor¢do de terceiro
harmonico, verifica-se que o operador linear provoca uma timida atenuagdo na energia desta com-
ponente, mantendo-a praticamente inalterada —30 4B. Quando o inversor diagonal é considerado,
verifica-se uma atenuagdo bastante expressiva desta componente harmonica, cuja energia cai a
—60 dB.

O projeto exibe portanto resultados preliminares satisfatérios. Contudo é questionavel
se ndo pode haver melhorias mediante a imposi¢do das condi¢des mais restritas ao problema de
otimizagdo. Buscou-se entdo arbitrar um valor limite ,, para a magnitude de cada componente
harmonica de saida, conforme a condicdo estabelecida em (5.40). Esta é uma condi¢ao razoavel
se se considerar que a energia dos harmonicos compdem o numerador da taxa de distor¢ao
harmonica, a fungdo custo do problema de otimizagdo. Buscar um projeto factivel em que seja
possivel impor um valor minimo para estas componentes aumenta a possibilidade de garantia de
se atingir uma solugdo que conduza a bons resultados. No cendrio de busca utilizado para esta
alteragdo o projeto que gerou os melhores resultados utilizou como valores de limiar para cada
harmonico 43, = —35dB, J5,, = —45dB, 7, = —55dB e dg,;, = —65dB. O operador de inversdo

resultante determinado foi formado pelo seguinte conjunto de filtros diagonais:

1,5661 —2.4108z "1 +1,87832z2 — 0,3944z 73 + 00,0640z % — 0,3483z 7> 40,1483z °
Gy —0,0860 + 0,3865z "1 +0,0110z 2 + 0,1857z 3 + 0,5234z % + 0,0013z° + 0, 1329z °
Gy(z) = —0,0029 4+ 0,0353z~1 — 0,0195z72 +0,0214z—3 — 0,0112z~* — 0,0135z > + 0,0817z°

Go(z) =
(z) =
(z) =
Gs(z) = —0,2783 — 0,8289z 1 — 0,4762z 2 —1,3876z > — 0,8747z* — 0,2574z° — 1,0087z°
(z) =
(z) =
(z) =

z

0,2586 + 0,0580z "1 +0,1237272 + 0,38552 2 + 0,0421z "% + 0, 1358z > 4 0, 4923z~
—0,1844 +0,1241z" 1 — 0,3039z 72 — 0,0445z 3 — 0,1287z* — 0,0768z° + 0,2037z°
0,0094 + 0,7827z"1 +0,2234272 40,8499z 72 + 0,2980z % + 0,1517z > 40,0282z °

D

4\ Z

)

5(2

G6Z

O projeto a partir das novas condi¢des de restrigio mostrou-se factivel, seus resultados
em termos de resposta em frequéncia sdo apresentados na Figura 36 para as mesmas condigdes

estabelecidas no caso anterior.
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Figura 36 — Densidade espectral de poténcia para os sinais no processo de inversao -
Projeto 2: Restri¢des mais severas para os harmonicos.

A melhoria é bastante expressiva quando se verifica que a energia de todas as componentes
harmonicas sdo reduzidas de forma expressiva. Apenas a componente 5fy exibiu energia na
ordem de —80 dB, todas as demais mantiveram-se abaixo disso, em niveis tais que seus efeitos se
comparam aqueles do ruido nos dados. O sinal recuperado possui energia totalmente concentrada
na fundamental, a qual apresentou THD,; = —73 dB, uma melhoria de mais de 20 dB em relacdo
ao projeto anterior. Esses dados também precisam ser observados no detalhe. A Figura 37 mostra
que a recuperagdo de magnitude na fundamental se deu de forma precisa, enquanto a harmoénica

3fo teve a energia reduzida em quase 70 dB, o que lhe deixou com o mesmo nivel de energia do
ruido.
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Figura 37 — Densidade espectral de poténcia para os sinais no processo de inversao:
Restri¢oes fortes para os harmonicos.
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Estes resultados sdo relevantes e coerentes com a expectativa do projeto. Porém, trata-se
de um cenadrio restrito, uma vez que é limitado a uma senoide em uma tnica amplitude. Buscando
verificar o desempenho do inversor em uma perspectiva mais abrangente, foram gerados dados de
resposta do sistema ao sinal senoidal com a amplitude variando na faixa de 0,01 < a < 1,4, com
todas as senoides na frequéncia do projeto fy. Para avaliar o desempenho do inversor fez-se uso da
métrica NRMSE, que mediu o ajuste entre a entrada u(t) do sistema atrasada de I; amostras para
compensar o atraso de transporte do inversor, e a saida do inversor v(t). A Figura 38 apresenta

estes resultados para o inversor Volterra diagonal e para o inversor linear.

100

50

NRMSE

—#— |nversor-Diagonal
—&—Inversor-Linear

O 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

Amplitude da Entrada

Figura 38 — Ajuste da resposta senoidal entre a entrada atrasada u(f — ;) e a saida
recuperada pelo inversor v(t) para o inversor Volterra diagonal e inversor
linear.

Os dados da Figura 38 demonstram que os dois inversores apresentam resultados idénticos
em termos de NRMSE para senoides de baixas amplitudes, ambas com 94% de ajuste, que pode ser
celebrado como um bom desempenho. Porém, a medida que a amplitude é elevada o desempenho
do inversor linear degrada-se rapidamente e continuamente, caindo abaixo dos 80% ao passar
de « = 0,6. O inversor Volterra diagonal, por outro lado, mantém nas amplitudes mais elevadas
da entrada o mesmo desempenho verificado nas baixas, passando a se deteriorar apenas para «
acima de 1,1. Isto comprova uma expectativa positiva com relagdo ao projeto, o fato de o inversor
diagonal conseguir bons resultados em regimes de operacdo onde efeitos ndo-lineares sdo mais
fortes, ou seja, em amplitudes mais elevadas, ao passo que mantém o mesmo desempenho do
linear em baixas amplitudes. Por outro lado, isso também exibe um limite para o desempenho do

inversor diagonal, que ndo pode se manter para valores indefinidos de amplitude.

Este resultado ressalta um fato bastante reconhecido e importante em anélise e sintese de
sistemas dindmicos, o de que ndo hé razdo para incluir operadores nao-lineares em projetos cujos
sistemas operam sempre em regides aproximadamente lineares, no caso em baixas amplitudes. Do
contrdrio, quando a ndo linearidade se manifesta, apenas operadores ndo-lineares serdo capazes

de oferecer solugdes com desempenho satisfatorio.
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Buscando entdo expandir este cendrio de avaliagdo do inversor diagonal, verificou-se
também o seu desempenho ao longo da frequéncia. Assim, foram levantadas respostas do sistema
para toda a faixa de amplitude na qual o inversor obteve um resultado satisfatério (0 < a < 1,4),
mas considerando diversos pontos de operagdo de frequéncia para valores abaixo e acima de fy, na
faixa 1073 < f < 0,1. Para cada ponto (f,a) é gerada uma senoide que se propaga pelo sistema e
entdo é recuperada, com atraso I; pelo inversor diagonal. Para a apresentagdo destes resultados,
considerando que se trata da andlise para com dois parametros do sinal, foi adotado um gréfico
em malha cujas células refletem o valor do NRMSE que mede o ajuste entre a entrada e o sinal
recuperado. Estes dados sdo apresentados na Figura 39a, para o inversor diagonal e na Figura 39b
para o inversor linear. Buscando ressaltar a diferenca de desempenho entre os dois operadores
foi gerada também a malha da Figura 39¢c que expressa o valor de ajuste pelo inversor diagonal

menos o valor verificado para o linear em cada ponto.
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Figura 39 — Recuperagédo senoidal magnitude.

Na Figura 39a observa-se entdo um valor elevado de NRMSE para toda a excursdo de
amplitude com a frequéncia em fy. Nota-se contudo, que este desempenho é restrito a uma regido
bastante estreita em torno da frequéncia de projeto. Isto se deve ao fato de que o projeto de
otimizagdo ter como objetivo determinar operadores cujo compromisso é minimizar a distor¢ao
apenas para sinais nesta frequéncia, ndo tendo nenhum compromisso para o desempenho em
outro ponto de operagdo. Esse comportamento é verificado mesmo para sinais de baixa amplitude.
O inversor diagonal projetado s6 garante desempenho satisfatério para pontos na vizinhanga de
fo. O inversor linear, por outro lado, possui desempenho satisfatério em toda faixa de frequéncia

analisada, mas tem desempenho degradado para regides de operacao com amplitudes elevadas,
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sendo que esta reducdo de desempenho se verifica de maneira uniforme para qualquer valor de
frequéncia. Quando os dados gerados pelos dois projetos sdo confrontados, por meio da Figura
39c¢, fica evidente (i) as regides onde os dois projetos possuem o mesmo desempenho, sinais de
amplitudes baixas, em torno de fy; (ii) as regides onde o desempenho do operador diagonal
é inferior ao linear, sinais de baixa amplitude com frequéncia afastada da vizinhanga de fy, e
(iii) regides onde o inversor diagonal possui desempenho superior ao linear, para sinais de altas

amplitudes em torno de f.

L4 M T lar
1.2 1.2 ¢
[} [}
Sos8 S o8
5 5
0.6 0.6
< <
04 0.4
0.2 0.2
0 /2 T 0 w2 T
Fase (rad) Fase (rad)
(a) Inversor Volterra diagonal. (b) Inversor Linear.
NRMSE
B : |
0 20 40 60 80 100

Figura 40 — Recuperagédo senoidal de fase, em fj.

O desempenho dos dois projetos foi avaliado ainda para a recuperagdo de fase do sinal
de entrada. Os dados foram levantados para sinais senoidais gerados na frequéncia do projeto
fo, onde foram variadas a fase ¢, na faixa 0 < ¢ < 7w rad e a amplitude. Esta avaliagdo é
particularmente importante tendo em conta que o projeto ndo variou a fase nas componentes
senoidais utilizadas durante a sintese do inversor, tendo se limitado a amplitude dos sinais. A
unico aspecto relativo a fase considerado foi aquele devido ao atraso de transporte do inversor
diagonal, necessario para a sua realizagdo. As Figuras 40a e 40b apresentam entdo o grafico em
grade para o desempenho dos inversores Volterra diagonal e linear, com valores de NRMSE que

medem a recuperagdo de senoides com parametros (¢, «), na frequéncia fp.

Apesar de a fase ndo ter sido considerada no projeto do inversor nota-se que em ambos
os casos, no diagonal e no linear, os operadores conseguem realizar a recuperacdo de fase
adequadamente, visto que a sua variagdo ndo interfere no valor verificado para o ajuste entre
o sinal de entrada defasado e a saida recuperada. Nos dois cendrios o desempenho se mostra

uniforme, para a faixa de defasamento considerada em todas as amplitudes. O desempenho para
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os dois operadores é degradado apenas com a variagdo de amplitude, de modo similar ao ja

avaliado previamente.

Com o desempenho dos dois projetos tendo se mostrado muito mais sensivel & variagao
de amplitude e considerando que a estratégia de sintese por otimiza¢do baseou-se na minimizagado
da taxa de distor¢do harmonica dos sinais recuperados, buscou-se por fim avaliar a THD da saida
do inversor em fung¢do da amplitude do sinal de entrada na frequéncia fy. A Figura 41 apresenta
os dados de TDH do inversor linear e do diagonal. Para o diagonal foram considerados dois
cendrios no computo do THD, um em que sdo consideradas todas as componentes harmonicas

(3fo — 9f0) e outro em que a distor¢do é medida levando em conta apenas o harmonico 3fp. Os
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Figura 41 — Taxa de distor¢do harmoénica (dB) do sinal recuperado pela amplitude da
entrada.

dados demonstram a distor¢do nos sinais de saida recuperados pelos dois inversores partem do
mesmo valor inicial, para sinais de baixas amplitudes, em torno de —60 dB. Porém, o inversor
linear tem o desempenho continuamente degradado a medida que a amplitude é elevada, de
modo que a distor¢do tende a 0B quando a amplitude da entrada aproxima-se do valor maximo
considerado, de 1,4. Por outro lado, a distor¢do verificada no sinal recuperado pelo inversor
Volterra diagonal, mantém-se em valores pequenos tipicamente abaixo de —70 4B para amplitudes
de até 0,9. A partir deste valor a THD do inversor diagonal tende a aumentar continuamente,
mantendo-se porém sempre em pelo menos 30 4B abaixo da distor¢do do linear. No cendrio em
que a distor¢do é computada apenas para o harmonico 3 fy nota-se uma variagdo similar a curva
com todas as componentes harmonicos. Olhar para este cendrio é importante porém para que se
verifique o impacto das distor¢do devido aos harmonicos gerados pelo inversor diagonal de 5f) a
9fp frente a distor¢ao devida unicamente ao sistema em 3fy. Isto comprova o fato de que embora o
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inversor diagonal produza uma maior quantidade de componentes harmoénicas, estas interferem
pouco na distor¢do total de saida. Este fato estd de acordo com a expectativa gerada para o projeto,

baseado nas premissas do operador inverso de ordem p.



107

CONCLUSAO

Este trabalho apresentou novas contribuicdes a andlise e sintese de sistemas nao-lineares repre-
sentados por séries funcionais de Volterra em coordenadas diagonais. O desenvolvimento da
proposta foi motivado pelas dificuldades verificadas na condugdo destes procedimentos com base
nas representagdes Volterra convencionais, devido a multidimensionalidade dos operadores e
tendo em conta que o modelo diagonal supera este problema ao expressar cada funcional como
um banco de filtros lineares, unidimensionais, que processa mondmios nao-lineares da entrada.
Considera-se porém que o formalismo diagonal vem sendo subestimado em aplicagdes de engenha-
ria de sistemas, possivelmente devido a falta de abordagens para a identificacdo destes modelos, a
andlise ndo-linear no dominio do tempo e da frequéncia, a conversao de outras representa¢des
ndo-lineares e a metodologias para a sintese de operadores. O trabalho foi desenvolvido entdo

buscando oferecer contribui¢des nestes quatro aspectos do problema.

A revisdo bibliografica permitiu contextualizar as propostas diante de problemas contem-
poraneos tratados a luz das séries de Volterra. Sua aplicacdo a representagdo de sistemas dinamicos
foi desenvolvida desde o conceito fundamental de funcional, o que permitiu verificar propriedades,
virtudes e limita¢des deste formalismo, além de situd-lo como uma estratégia cldssica para a

representac¢do e andlise ndo-linear.

A primeira proposta, que reviu a representagdo diagonal em filtros FIR e passou a admitir
uma estrutura com operadores IIR, mostrou-se vantajosa tanto para a identificagdo do modelo,
que recaiu em uma equagao de regressdo linear nos parametros, quanto para a anélise no dominio
da frequéncia. Isto se mostrou vantajoso por algumas razées. O modelo exibiu uma maior
compacidade quando comparada a formulagdo Volterra convencional. Passou a ser possivel
analisar aspectos como a estabilidade do sistema Volterra a partir de conceitos comuns de sistemas
lineares, como polos e zeros. O algoritmo OLS-ERR mostrou-se uma opgdo adequada para a
identificacdo Volterra a partir de dados reais, na medida em que associa a ortogonaliza¢do do

conjunto de dados a estratégia de selegdo dos termos polinomiais via ERR. Considera-se entdo que
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a abordagem possui potencial para medicdo e anélise de caracteristicas de sistemas ndo lineares.

Os resultados do estudo de caso de um sistema Wiener demonstraram que a representacao
diagonal, além de suas notdrias vantagens computacionais ja exploradas em outros trabalhos,
apresenta outras que se estendem também ao campo de andlise de sistemas nao-lineares no
dominio da frequéncia, reduzindo o problema da multidimensionalidade dos kernels. Neste
aspecto, torna-se atrativa a utilizagdo da nova formulagdo tanto em problemas ainda em aberto
quanto a revisitagdo de outros ja tratados pela abordagem Volterra. Em particular, mostrou-se
que o modelo diagonal passou a ser facilmente convertido para o dominio da frequéncia, de uma
maneira tdo direta quanto a utilizada para o caso linear. A estrutura resultante é uma forma
algébrica unidimensional e independente do sinal de entrada. Estes aspectos constituem avancos se
comparados a uma GFRF ou NOEFREF, o que se comprova pela relativa facilidade de determinacgao
e andlise do modelo, a possibilidade de visualizacdo e interpretacdo dos dados no dominio da

frequéncia, a unidimensionalidade dos operadores e a independéncia do sinal de entrada.

Mostrou-se que a partir de um modelo diagonal no dominio da frequéncia é possivel
determinar caracteristicas diretamente associadas ao sinal de saida, e.g. harmonicos, podem ser
calculadas pela formulagdo. Expressdes foram derivadas para sistemas de grau 2 e 3, sendo possivel
ver claramente como cada diagonal influencia o harmonico de saida em func¢do da frequéncia
do sinal de entrada senoidal. O resultado pode ser facilmente estendido para ndo-linearidades
de grau mais elevado ou para o calculo de intermodulagdes. O préprio conjunto de FRFs das
componentes diagonais admitiu a representagdo gréfica na frequéncia, cujo comportamento foi
analisado a partir de conceitos comuns de polos e zeros. Uma possibilidade de anélise do sistema
por estas fungdes consiste basicamente de entender como cada filtro atua sobre o espectro de cada
mondmio da entrada, o que é realizado inteiramente a luz de conceitos consagrados da teoria
linear. De modo geral, estas FRFs permitem visualizar caracteristicas importantes do sistema.
No estudo de caso, observou-se que dois valores distintos de um parametro fisico produziram
conjuntos de diagonais distintos. Isso sugere relativo potencial de aplicagdo em problemas que
exigem distin¢do entre diferentes modos de operagdo do sistema, tais como diagnéstico de faltas e

monitoramento de condi¢des, por exemplo.

O custo de se quebrar a multidimensionalidade é a necessidade de expressar cada funcional
ndo mais a partir de um tnico kernel, mas por uma série de operadores de convolugdes lineares. O
ntimero de componentes diagonais pode se mostrar grande, contudo a introdugdo do conceito de
energia das diagonais permite a simplifica¢do do modelo, ao selecionar apenas aqueles operadores
cuja magnitude de resposta em frequéncia mostra-se relevante para explicar a dindmica do modelo
subjacente. Assim, devido a baixa energia dos filtros correspondentes, grupos de mondmios
podem ser eliminados do modelo sem grandes prejuizos para a representacdo da saida. O conceito
foi importante tanto na simplificagdo a posteriori de modelos identificados, quanto na selecao e
truncamento das componentes diagonais resultantes a partir do mapeamento de modelos NARX.

O método de simplificagdo gerou modelos compactos e com uma aproximagao equivalente aqueles
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com o conjunto completo de diagonais.

O trabalho avancou ainda sobre o importante campo da andlise de sistemas nao-lineares
por meio de seus modelos Volterra equivalentes. Dada a possibilidade de analisar um sistema
por meio de sua representacdo Volterra é desejavel entdo estabelecer métodos que relacionem este
tipo de modelo a representagdes ndo-lineares tradicionais. Propde-se entdo que este problema
possa ser contornado com a utilizagdo da representagdo Volterra em coordenadas diagonais. Um
novo algoritmo de mapeamento entre um modelo NARX polinomial e caracteristicas invariantes
de um sistema nao-linear foi introduzido. O algoritmo é baseado na visdo dos funcionais como
séries de poténcias. O algoritmo consiste de obter as ALEs e aplicar derivadas, observando regras
apropriadas de mudancas de varidveis. O resultado é um conjunto de equagdes de diferencas,
cuja solugdo revela caracteristicas do sistema, expressas no conjunto de componentes diagonais.
Demonstrou-se que, neste formato, é possivel obter solugdes analiticas e unidimensionais, o que

fornece grande insight sobre as propriedades do sistema.

O método foi exemplificado através da extracdo de caracteristicas de um modelo NARX
simples. Comparagdes com a resposta exata em diferentes cendrios mostram que a aproximagao
diagonal é sensata. Isso possibilita expressar explicitamente a saida em fun¢do da entrada
para classes relativamente amplas de sistemas, o que pode ser til para problemas de anélise e
sintese, sobretudo considerando especifica¢cdes no dominio da frequéncia, ja que a formulagao
é parcialmente descrita em termos de convolugdes. Até entdo, os estudos sobre este assunto
se restringiram a reducdo de complexidade de séries Volterra, de modo que os resultados aqui

apresentados contribuem para exploragdo mais profunda da representacgao.

Embora tenha sido desenvolvido para um sistema com poucos termos polinomiais, a exten-
sdo para modelos com maior estrutura torna-se direta com o uso de ferramentas computacionais.
O algoritmo ndo impde limitagdes de ordem do modelo nem do ntimero ou natureza dos termos
polinomiais presentes. O algoritmo é sistemaético e requer para implementacdo apenas o uso de
derivadas multivariaveis e teoria classica de sistemas lineares discretos. Resultados numéricos sao
apresentados para demonstrar que a aproximagao do sistema é vélida. Os resultados atingidos
foram computados e expressos em uma forma explicita fechada, algo dificilmente obtido por
outros métodos. Simula¢des mostraram que a aproximacao diagonal é uma maneira adequada
de representar a saida do sistema. A aplicagdo do conceito de energia de diagonais mostrou-se
importante para determinar o conjunto minimo de diagonais necessdrias para se estabelecer a

aproximacdo desejada com o modelo NARX original.

Tendo desenvolvido ferramentas adequadas para a representacdo, medigdo, simplificagdo,
mapeamento e analise de modelos, o trabalho buscou avangar para problemas de sintese nao-linear
por séries de Volterra. Apresentou-se entdo o problema da inversdo dindmica de sistemas nao-
lineares, classicamente tratado no contexto de sistemas Volterra pela chamada inversa de ordem p.
Discutiu-se a relevancia destes operadores em contextos praticos de engenharia e as dificuldades

da realizagdo via modelos Volterra convencionais, por conta da multidimensionalidade, ou mesmo
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baseados em procedimentos analiticos, em que se busca determinar uma forma fechada para o

operador de inversdo a partir do modelo do sistema nédo-linear.

O trabalho propos entdo a sintese de um operador de inversdo baseado na estrutura Volterra
diagonal para um modelo NARX polinomial. Discutiu-se as restrigdes impostas a realizacdo do
operador a partir do modelo do sistema. Foi introduzida uma estratégia numérica para a inversao
de sinais senoidais, baseada em procedimentos de otimizagdo, em que se busca determinar o
operador de inversdo para um NARX polinomial a partir da recuperacdo de sinais senoidais
distorcidos pelo processamento ndo-linear do sistema. O problema de otimizagdo foi entdo
formulado tendo como fungéo custo a soma das taxas de distor¢des harmoénicas das senoides e
como restri¢des as condigdes de p-inversdo. A estratégia buscou entdo sintetizar um operador
inverso que minimizasse a distor¢do harmoénica do sinal de saida, garantindo a recuperacdo da

magnitude e da fase.

O problema se mostrou factivel e para o estudo de caso proposto, foi projetado entdo
um operador de inversdo Volterra diagonal cujo desempenho foi testado e medido por diversas
estratégias numéricas. O operador determinado mostrou-se compacto e capaz de atender aos
requisitos de projeto para uma ampla faixa de magnitude do sinal de entrada, em regides de
operacdo onde os efeitos ndo-lineares sdo latentes. A estratégia proposta apresenta como limitacdo
ou fragilidade o fato de ser dependente do sinal de entrada, ou seja, os resultados alcancados
foram limitados a inversdo de sinais senoidais. Além disso, o projeto resultou em um operador de
inversdo que é 6timo em uma faixa restrita frequéncia, de maneira que o operador resultante estd

limitado a inversdo de sinais com banda estreita.

Considera-se porém que a proposta de inversdo é inovadora ao inserir as séries Volterra
diagonais em um contexto de sintese de operadores ndo-lineares. O projeto resultante aproveitou
todas as vantagens deste formalismo em relagdo aos modelos convencionais, particularmente a sua
natureza unidimensional e a possibilidade de transformacgdo de dominios de tempo e frequéncia de
forma direta. O desempenho do operador mostrou-se também bastante satisfatério, mesmo diante
das limitagdes apontadas. A sistematizacdo da proposta por meio de uma estratégia numérica
de otimizagdo abre espago para diversas possibilidades de formula¢do do problema. A estrutura
diagonal do operador favoreceu particularmente a implementagdo computacional, uma vez que é

baseada inteiramente em operacdes de convolugdes lineares.

6.1 Propostas futuras

Os resultados alcancados conferem as séries Volterra diagonais um papel de destaque na conducéo
de importantes problemas de representacdo, andlise e sintese ndo-linear. As contribui¢des abriram
um leque de possibilidades que merecem ser investigadas em maiores detalhes visando explorar o
potencial de aplicacdo em contextos reais de engenharia de sistemas e na investigagdo adicional

em estudos futuros.
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Com respeito a representacdo e identificacdo diagonal é importante investigar a possi-
bilidade de utilizagdo do formalismos em série Volterra com multiplas entradas, estes modelos
tem sido utilizados em muitas aplica¢des recentes, porém todos utilizando estruturas multidi-
mensionais. Mostra-se necessario também o estudo de estratégias de identificacdo visando medir
o modelo diagonal a partir de dados reais, em particular o projeto de sinais de sondagem que
possam excitar regides de magnitude e faixas de frequéncia ideais para cada sistema, buscando a

recuperagdo de modelos Volterra.

As estratégias de andlise necessitam também ser consolidadas, em particular a partir da
interpretagdo ou utilizacdo dos dados de resposta em frequéncia dos filtros diagonais, por exemplo
em problemas engenharia que demandam a diferenciacdo de regimes de operagdo de sistemas
dindmicos. Embora os modelos diagonais sejam equivalentes aos Volterra convencionais, ndo
esta claro, pelos desenvolvimentos deste trabalho, a relagdo dos filtros diagonais com as GFRF.
A investigacdo deste problema pode lancar luz sobre importantes propriedades dos modelos

diagonais.

As ferramentas aqui propostas precisam ainda ser testadas em um sistema real de en-
genharia. Diversas possibilidades sdo aventadas. Em particular as estratégias de inversdo em
amplificadores de poténcia, na equalizagdo de canais de comunicac¢do, na conversdo anal6gico
digital e na modulacdo de sinais PWM sdo algumas possibilidades importantes, demandadas em

diversas aplicagoes.

Com respeito ao projeto do operador de inversdo os desafios sdo diversos. Em particular
investigar estratégias visando o projeto de inversores para uma dada banda de frequéncia nao
limitada a um tnico ponto. Analisar as implica¢des deste projeto, em particular com relagdo aos
limites de amostragem. Investigar também o projeto de inversdo no dominio da frequéncia de

maneira independente do sinal de entrada.

Dada a quantidade de ferramentas desenvolvidas neste trabalho e as possibilidades que
se abrem a sua continuagdo; considerando ainda que as técnicas foram estabelecidas visando o
desenvolvimento em um ambiente computacional, uma demanda importante de contribuicdo
futura é a estruturacgdo destas técnicas em um pacote de software a ser utilizado nas etapas de
identificacdo, conversdo e andlise de modelos diagonais e a sua utilizagdo em problemas de sintese

nao-linear.
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