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RESUMO

A técnica dos elementos finitos é notavel pela sua flexibilidade em resolver numericamente
as equagdes diferenciais para os campos eletromagnéticos secundérios, gerados por modelos com geo-
metria complexa. Entretanto, a aplicabilidade desta técnica para o modelamento eletromagnético
de estruturas 2D e 3D, requer a solugdo de esparsos sistemas de equagdes linéa,res, constituidos de
mais de 103 pardmetros. Consegiientemente, o custo computacional para obtengdo dessas solucdes

representam a principal limitacido da técnica dos elementos finitos.

Com o objetivo de resolver eficientemente os sistemas de equacdes gerados pela técnica dos
elementos finitos, quatro diferentes métodos de solucdo de sistemas sao implementados e estudados.
Inicialmente € utilizado o conhecimento prévio do campo eletromagnético nas fronteiras da malha
para reduzir a ordem do sistema de equagdes. Em seguida é explorada a abundante presenca de zeros
e o bandeamento da matriz dos coeficientes, para remover as operagdes computacionais associadas
aos elementos nulos. Este procedimento permitiu selecionar o método de decomposigio LU como
o mais eficiente para resolver o sistema de equagdes resultante da técnica dos elementos finitos.
O algoritmo foi implementado e testado para o modelamento magnetotelirico 2D e 3D, sendo
utilizados os modelos da falha vertical e do prisma. Os resultados numéricos foram comparados
com os obtidos a partir da solu¢do analitica para o modelo da falha vertical 2D e 3D. A concordincia

entre esses resultados confirma a eficiéncia e a aplicabilidade do algoritmo otimizado.
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ABSTRACT

The finite elements technique is notable for its flexibility to solve numerically differential
equations related to secondary electromagnetic fields generated by models of complex geometry.
However, the applicability of this technique for electromagnetic modelling on12D and 3D structures
requires solving sparse systems of linear equations, constituted of more than 10® parameters. Con-
sequently, the computational cost to obtain such solutions represents the main limitation of the

finite elements technique.

In order to solve efficiently sparse system of linear equations genera.téd by finite elements
technique, four different methods are optimally implemented. Initially, the previous knowledge of
the electromagnetic field, given by the external boundary conditions, is used to reduce the order
of the system. Next, the sparseness property of the coefficient matrix is conveniently exploited to
remove unnecessary computational operations. This approach allow us to select the LU decomposi-
tion method as the most efficient for solving the resulting system of equations. The algorithm was
implemented and tested for magnetoteluric modelling of 2D and 3D structures such as a vertical
fault and a simple prismatic model. The numerical results are compared to those obtained from
analytical solutions for the vertical fault model. The agreement attest the efficience and feasibility

of the optimized algorithm.



INTRODUCAO

O modelamento geofisico eletromagnético, utilizando técnicas numéricas, tem sido desen-
volvido em grande escala nas dltimas décadas por varios pesquisadores, devido ao avanco tecnolégico
dos computadores. Para solucionar os problemas do modelamento eletromagnético, EM, sio utiliza-
das técnicas numéricas, as quais determinam as solu¢iao aproximadas dos campos EM secunddrios.
Dentre as mais utilizadas, destacam-se as técnicas; elementos finitos (Reddy et al, 1977; Pridmore
et al, 1981), equacdes integrais (Raiche, 1974; Ting & Hohmann, 1981) e métodos hibridos (Best
et al, 1985).

A técnica dos elementos finitos, TEF, é baseada na construgio de solu¢bes aproximadas
de equagdes diferenciais, para problemas restritos a espagos limitados. A TEF implica em dividir
o dominio da solu¢do em um nimero finito de simples dominios, também chamados de elementos,
os quais podem ser de diferentes geometrias. Utilizando-se de conceitos variationais constroi-se
uma aproximagio da solucdo com base na colecio de informagses de cada elemento. Esta técnica
notabiliza-se por sua flexiblidade em solucionar problemas em modelos com geometria complexa.
Por ser uma técnica versitil, a TEF tem sido usada com notdvel sucesso, resolvendo um grande
nimero de problemas em diversas dreas da geofisica, engenharia e fisica matematica (Becker et

al,1081).

A utilizagdo da TEF no modelamento geofisico EM de estruturas com geometria com-
plexas requer a solugio de sistemas esparso de equagdes lineares da ordem de 103 parimetros.
Conseqiientemente, o elevado custo computacional para obtencio das solugdes desses sistemas,

constitui uma grande limitacio na utilizacio dessa técnica.

Nesta pesquisa, investiga-se a aplicabilidade e eficiéncia de diferentes métodos de solugio
de sistema de equagdes esparsos, para otimizar a TEF no modelamento EM de estruturas com geo-
metria complexas bidimensionais e tridimensionais. Para tanto sio estudadas e implementadas, nos
algoritmos, as propriedades especfﬁcaé desse sistema gerado pela TEF, tais como: presenga abun-
dante de zeros na matriz coeficiente; redugdo da ordem do sistema propiciada pelas condi¢oes de
fronteiras; e remogao das operagdes aritméticas associadas aos elementos nulos da matriz. Os algo-
ritmos, desenvolvidos e otimizados, sdo aplicados no modelamento magnetotelirico de estruturas

bidimensionais e tridimensionais.



O texto estd organizado como segue: No Capitulo 1 sio apresentados os fundamentos
da teoria eletromagnética pararobtencio das equacoes diferenciais dos campos EM secundarios, e
também, os fundamentos da TEF. O Capitulo 2 apresenta a TEF para modelos bidimensionais
e tridimensionais. Os métodos d; solucdo de sistemas de equagbes esparsos sdo comparados no
Capitulo 3. As otimizagdes e aplicagdes no modelamento magnetotelirico da TEF em duas e
trés dimensdes, sdo apresentados nos Capitulos 4 e 5 respectivamente. O Capitulo 6 apresenta as

principais conclusdes deste trabalho.



- CAPITULO 1

FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste Capitulo sdo apresentados os fundamentos da teoria do eletromagnetismo na obten-
cdo das equacoes diferenciais dos campos EM secundarios. Também, sdo relatados os fundamentos
tedricos da TEF, a qual é utilizada para determinar as solu¢Ges numéricas das equagoes diferenciais.
A aplicagao da TEF no modelamento geofisico EM, gera um sistema esparso de equacdes lineares.
A formacao e as propriedades da matriz dos coeficientes do sistema sdo mostradas e discutidas com

detalhes.

1.1 Equacgdes Diferenciais do Campo EM Secundédrio

As equagdes de Maxwell no dominio da freqiiéncia (no sistema de medidas, mks) sdo

representadas como segue:

VxE=-ZH, ' (L.1)

V X H = YE + je, (1.2)

V.(uH)=0 (1.3)
e

V. (¢E) = qy. (1.4)

E e H representam os campos elétrico e magnético respectivamente; ¢, representa a densidade
volumétrica de cargas; j. representa a densidade de corrente elétrica associada as fontes do campo
incidente; 2 = iwp; Y = 0 + iwe; w é a freqiiéncia angular e u, €, 0 sao respectivamente a permea-
bilidade magnética, permissividade dielétrica, e a condutividade elétrica em cada ponto do campo.
Separando os campos em secundario (Es, Hg) e primario (Ep, Hp), adimitindo que os parimetros

elétricos sdo lineares, isotropicos e independentes do tempo, entio;




e
H=Hp+H,. (16)

Substituindo os camp(;s primdrios nas equagdes (1.1) e (1.2), resulta:

VxEp=-ZHp (1.7) ‘

. i
V x Hp = VpEp + je- (1.8)

Substituindo (1.5), (1.6), (1.7) e (1.8) nas equagdes (1.1) e (1.2) (desenvolvimento mate-

mético no Apéndice A), resulta:

V X Es = —ZHS - AZHp ‘ ’ (1.9)
e
onde,
AZ=2Z-2,
e
AY=Y-D,
Combinando as equagdes (1.9) e (1.10) (Apéndice A), resulta (Hohmann, 1985);
V2Eg + V(Es - ‘;—y) +k2Eg = ZAYEp - V(Ep—=— V(Ay )) (1.11)
e
2 1 2 A)Y
V*Hg + YV x Hg xV(§)+k s=ZA)7Hp—yV(-3}-—-)pr, (1.12)
onde:

k2 =-2Z).

As equagdes (1.11) e (1.12) s3o as equagdes diferenciais para se determinar os campos EM

secundirios em cada posi¢do do modelo em estudo.



1.2 A Técnica dos Elementos Finitos

-~

As equagdes (1.11) e (1.12) podem ser escritas na forma simplificada,

Lf=g, (1.13)

onde, L representa um operador diferencial, f representa o campo a ser determinado e g a fonte.

A solugdo de (1.13) pode ser determinada empregando a técnica numérica dos elementos
finitos a qual aproxima a solugdo exata da equacio pela colecio de funcbes bdsicas ®; definidas em
todo dominio. Esta fun¢io basica geralmente s6 depende da relacio espacial de cada dominio para
determinar o valor aproximado da solu¢do. Estes pequenos dominios, onde as funcbes bdsicas sdo
utilizadas, sao chamados de elementos e um conjunto destes elementos determinam uma malha. A

forma mais simples da func¢ao basica com dependéncia da posigio é:
®i(z,y,2) = ap + auz + a2y + azz. (1.14)
A aplicacdo da TEF consiste em combinar os a; da equagéo (1.14) para determinar o valor

de ®; em cada ponto da malha. Estes pontos sdo chamados de nés.

A funcdo basica, representada pela equagao (1.14), define um tetraedro, elemento tridi-
mensional, que possui quatro nés. Uma fungio bdsica bidimensional pode definir um tridngulo, ou

outra figura plana qualquer, neste caso a coordenada em z é igual a zero, logo;
®;(z,y) = ap + 12 + azgy. (1.15)

Para determinar a solu¢io aproximada do campo, f, em cada elemento, é necessirio obter

o somatdrio do produto da fungdo béasica e o campo em cada né do elemento.
. .
f(r)=>_®(n)f | (1.16)
=1
fi representa o valor do campo em cada né e n € o nimero total de nés do elemento.
Substituindo (1.16) em (1.13):

> L&ifi— g =e(r), (1.17)

=1



€(r) representa o erro da aproximagao.

Para minimizar a fungdo erro na equagdo (1.17), escolhe-se uma fungio péso w;(r), tal

que o produto interno dessa fungio escolhida com a fungdo erro, €(r), resulte em zero, isto é,

<wje>=) <wj,L¥fi-g>=0, (1.18)

i=1

onde, < a,b > representa a notagio do produto interno que para este problema é igual a [ abdr.
Este método da escolha da funcido w;(r) é chamado de Método Residual de Galerkin (Becker et al,
1981).

Com a equagdo (1.18) obtém-se;
> / w; L®; fidr = g;. (1.19)
i=1YT )

Onde,

g = /'wjgdr.
r

A integral ( [, ) pode ser de superficie (bidimensional) ou de volume (tridimensional).

Desenvolvendo o somatério da equagdo (1.19), resulta;

(/ w; L8y dr)fi + (/ wjL®odr)fo+ ...+ (/ w;L®ndr) fr = g;. (1.20)

Variando j na equagdo (1.20), resulta em um sistema de equagdes, o qual é escrito na

forma matricial como segue;

fwil®idr [ wiL®dr -+ [ wiL®dr [ fi a
[ Lddr [ wyLldr - [wiLdndr| |, .
. . . =11 (1.21)
Jwal®idr [ woL®sdr .- [ w,L®pdrl Lfs an
O sistema acima pode ser escrito na forma;
Kf=q, (1.22)

onde, os elementos k;; da matriz sdo dados por,

kj,,' = /’ijQ;dT,
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Figura 1.1: Matriz dos coeficientes, A, apresentando a soma das contribui¢des de cada
elemento, j. N corresponde ao nimero total de nds e v; representa o iltimo
nd do elemento j na malha.

o lado direito do sistema,

T
a=1(q1,-.-1 ),

¢ o vetor solugdo por,

£=(fi,-r fa)T-

O sistema de equagdes (1.22) apresenta a solu¢do em cada elemento. As solugbes aproxi-
madas em toda malha sdo obtidas realizando a adi¢do das contribui¢bes das equagdes fornecidas
pelos elementos. Os elementos sdo adjuntos na malha, alguns nés de um elemento sdo também
noés de outro elemento. A adigao entre as equagOes possibilita a interacdo entre todos elementos da

malha (Apéndice B), originando o sistema de equagdes ampliado,
Ax=u (1.23)

A matriz A, possui dimensées N X N, N é o nimero total de nés na malha, e os vetores x
e u possuem dimensoes N X 1. Na Figura 1.1 é apresentada a estrutura da matriz dos coeficientes
A, no sistema de equacgdes ampliado, a qual é construida, com detalhes, no Apéndice B. Devido a
disposi¢do dos elementos na malha o resultado da combina¢ido de um né com outro né e vice-versa

sao iguais, tornando assim a matriz simétrica. Como todos os nés sdo combinados entre si e os
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resultados entre a combinacdo de um né com outro né que ndo esteja no mesmo elemento é igual

a zero, a matriz A é quadrada e esparsa.

Quanto maior o niimero de nés na malha mais exata torna-se a aproximagio. Mas isso gera
um nimero maior de equagdes. O sistema de equagGes lineares gerado pela técnica dos elementos

finitos é grande e esparso devido as disposi¢oes e combinag¢bes entre os nés da malha,
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- CAPITULO 2

A TEF PARA O MODELAMENTO DE ESTRUTURAS 2D E 3D

A utilizagio da TEF na solugio das equacoes diferenciais dos campos EM secunddrios,
implica em dividir o dominio total em um nimero finito de elementos. Em cada elemento é obtido
uma aproximacdo dos campos EM secunddirios, realizando operacdes aritméticas entre as fungdes

bésicas e os campos em cada vértice do elemento. Neste capitulo apresenta-se o desenvolvimento
tedrico utilizado na obtengdo das funcdes basicas, e na solugdo dos campos EM secundarios para
malha bidimensional ou tridimensional. Os elementos triangulares e tetraédricos sao utilizados para

o modelamento EM 2D e 3D respectivamente.

2.1 Modelamento 2D

Para realizar o modelamento de estruturas bidimensionais com dados eletromagnéticos é
necessdrio solucionar as equagoes (1.11) e (1.12), para determinar os campos E, e H,. A solugio
aproximada destas equagdes é obtida utilizando a técnica numérica dos elementos finitos bidimen-
sional, discretizando-se o modelo em uma malha retangular com elementos triangulares (Figura
2.1). Devido ao fato do modelamento ser bidimensional, a derivada parcial na direcdo y é igual a

zero (b% = 0).

{
Para cada elemento obtém-se uma aproximagdo do campo realizando o somatério do pro-

duto da funcdo bdsica pelo valor do campo em cada né do elemento,
Un(z, 2) = ®1(z,2)Uy + ¥2(z, 2)U; + ¥3(z,2)Us (2.1)

onde, U, é o valor do campo aproximado em cada elemento, U; representa o valor do campo em

cada vértice do elemento e ®; representa a fun¢ido basica do elemento triangular.

A funcdo linear para duas dimensées é da forma (Becker et al, 1981);

Ui(z,2) = a1 + a2z + a3z 1=1,2,3 (2.2)
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onde, a, az, a3 sdo constantes. Essas constantes sao determinadas a partir da solu¢io do sistema;

Figura 2.1: Malha retangular plana, com elementos triangulares. -

Ui = a1+ a1 +a3n
Uz = a; + ax3 + azzs (2.3)
Us = a3+ azz3+azz;

z; € z; sao as coordenadas dos vértices de cada elemento.

Combinando as equagdes (2.1) e (2.2) com o sistema (2.3), obtém-se as expressdes das

funcbes basicas (desenvolvimento matemdtico no Apéndice C), as quais sio representadas como

segue
1
@1(3:, z) = K[($223 - .7:322) + (32 - 23):17 + (I3 - 932)2] (2.4)
1
Py(z,2) = K[(Q}gl] —2123)+ (23 — z1)z + (21 — 23)2] (2.5)
1
®3(z,2) = K[(Q}]Zg — 2221 )+ (21 — 22) + (z2 — 21)72] (2.6)
onde,
1 =3 =
A=|1 Ia 29
1 I3 23

A fungio péso escolhida para a equagdo (1.17), é a funcéo bésica (Rijo, 1990). Os valores

de ®; apds serem determinados, sdo substituidos na equacio diferencial do campo eletromagnético.
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Figura 2.2: Representacdo das condigdes de fronteiras j

Com isso realizam-se as operagdes necessdrias (produto, soma, derivacdes, etc), com as fungoes
basicas, resultando na obtenc¢ao da matriz dos coeficientes do sistema gerado pela TEF bidimen-

sional,

O vetor do lado direito do sistema de equagbes gerado pela TEF é obtido através da

somatdria do produto dos campos primdrios pela funcio basica em cada elemento,

fi= @11+ 82f2 + B3 f3 (2.7)

Apbs definir a matriz dos coeficientes e o lado direito do sistema de equagdes, sdao incluidas
as condi¢des de fronteiras que correspondem aos valores do campo (U,) nas fronteiras da malha.

Facilitando e determinando com precisao a solugdo do sistema.

Considerando a ndo homogeneidade com comprimento limitado, neste caso, as fronteiras da
malha sao colocadas a uma grande distancia do corpo (Figura 2.2A), com isso o campo secunddrio,
nos nds de fronteira, sdo nulos, pois ndo hd interferéncia do campo secundario gerado pelo corpo

nestes nés (U; = 0, condigdes de fronteiras de Dirichlet).

Quando a ndo homogeneidade possui dimensoes laterais infinitas, a derivada normal do
campo é igual a zero nas fronteiras onde o corpo condutor se extende, condi¢oes de fronteiras
de Neumann (Figura 2.2B). O valor aproximado do campo secundario, nesses nés de fronteiras,

¢é determinado realizando a operacdo de subtracido entre o campo primario do meio homogéneo
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Figura 2.3: Malha tridimensional, com células em forma de paralelepipedos contendo seis
elementos tetraédricos nao regulares.
e o campo primdrio do meio com mais uma camada equivalente ao corpo condutor. As demais
fronteiras sdo colocadas distantes da nao homogeneidade, nas quais o campo secundario torna-se

nulo (Rijo, 1990).

2.2 Modelamento 3D

Para determinar a solucio das equagdes diferenciais dos campos EM secuddrios em trés
dimensoes, é necessario discretizar o modelo em uma malha com elementos tetraédricos nio regula-
res (Figura 2.3). Em cada elemento da malha é obtida a solugdo aproximada do campo, realizando

o somatério do produto da fungdo basica pelo valor do campo em cada nd do elemento,

Up = 01U; + U3 + @3U3 + 04U, (2.8)

onde, U, é o valor do campo aproximado em cada elemento, U; representa o valor do campo em

cada nd do elemento e ®; representa a fungdo basica do elemento tetraédrico.
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A funcdo que determina um espago em trés dimensdes é da forma (Becker et al, 1981);

Ui(z,y,2) = a1 + azz + a3y + a4z 1=1,2,3,4 (2.9)

-

onde a;, a3, a3 e a4 sdo constantes, as quais sdo determinadas através da solucio do sistema;

Uy = a1+axy+a3y +a4y

Uz = a1+a223+ a3y +a422 (2.10)
Us = a1+ a223+a3ys +aq23 )

Us = a1+azq+a3ys+aq2y

onde, U; representa o campo em cada né do elemento, z;, y; e z; sdo as coordenadas na malha da

posicao de cada vértices do elemento.

Combinando o sistema (2.10) com as equagdes (2.8) e (2.9), obtém-se as relagdes das
fungGes basicas tridimensionais para o elemento tetraédrico (desenvolvimento matematico no Apéndice

C), as quais sio representadas como segue;

Ty Y2 22 1 y2 22 1 2z 2 1 22 w

1
d; = v 23 ys 23|—|1 y3s z3lz+|{1 23 z3|y—-|1 23 w3lz (2.11)
Ty Ys 2 1 va =z 1 24 24 1 24 ¥
1 T oA 1 n =z 1 21 2 1 =y 0
®, = vz B o= +|1 y3 z3{z—|1 z3 z3|y+|1l a3 y3|z (2.12)
Ty Y4 24 1 y4 2 1 24 24 1 z4 yq
1 [|%r n1o& 1 nn =« 1 2 1 21 wn
o3 = 7z 2 =2|- 1 yo z|z+|l 20 z|y—|1 22 w2 (2.13)
Ty Ys 24 1 y4 24 1 24 2 1 z4 y4
1 7 1 & 1 o=z 1 z1 2 1 21 0
Q4 = V bl K ) y2 29 + 1 y2 21T — 1 T2 22 '!/+ 1 Z2 y2 z (2°14)
T3 Y3 23 1 y3 2z 1 z3 23 1 z3 y3

onde,
1 20 =
1 22 y2 =
V=N T3 Y3 23|
1 24 Y4 24

Apés a determinagio das fungdes bésicas, substitui-se a relagio (2.8) na equagdo diferencial
tridimensional do campo eletromagnético e, apos as operagbes necessirias, é constituida a matriz

dos coeficientes, a qual é formada por combinacdes das fungdes bésicas.
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O vetor do lado direito do sistema é obtido, realizando o somatério do produto entre a

fun¢do bdsica e o campo primario em cada né do elemento;

fo=®1fi + B2fa + Bafs+ Dafi (2.15)

onde f;, i = 1,2,3,4, sio os valores do campo primério em cada né do elemento.

Apés definir a matriz dos coeficientes e o vetor do lado direito do sistema, sao incluidas as
condicdes de fronteiras, os valores do campo secundario (U,) j& conhecidos nos nés de fronteiras.
Essas condigoes sdo regidas seguindo as mesmas condi¢es do modelamento bidimensional. O campo
secunddrio é igual a zero nos nds de fronteira quando a ndo homogeneidade possui dimensdes finitas.
A derivada normal do campo ¢é igual a zero, quando o corpo condutor se estende para as fronteiras

(dimensdes infinitas).
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- CAPITULO 3

COMPARACAO ENTRE OS METODOS DE SOLUCAO DE SISTEMAS

Conforme ilustrado na Figura 3.1, o sistema de equagoes lineares gerado pela TEF é grande
e esparso. Essa propriedade é conseqiiéncia das disposicdes e combinagbes entre os nés da malha

(Apéndice B).

Existem vérios métodos para solucionar um sistema de equagdes, dentre os quais destaca-
se (Apéndice D); Gradiente Conjugado (GC), Gram-Schmidt (GS), Eliminagdo Gaussiana (EG)
e Decomposicdo LU (DLU). O uso destes métodos, sem otimizacdes, para solucionar o sistema
esparso é anti-econémico computacionalmente, pois a maioria das operagdes aritméticas na solugao
do sistema envolve zeros. Além disso, aloca-se uma grande irea de memiéria. para armazenar

elementos nulos.

Os métodos para solugio de sistemas esparsos devem atender a dois objetivos bem defini-
dos, quais seja; propiciar econémia no tempo de processamento para solucionar o sistema e permitir

a reducgio no espago de memoria alocada para o armazenamento do sistema.

Neste capitulo, investiga-se a aplicabilidade e eficiéncia dos métodos de solucdo do siste-
ma esparso de equagdes lineares gerado pela TEF. Para tanto, sio desenvolvidos algoritmos em
linguagem Fortran-77, os quais sdo comparados em termos do tempo de processamento gasto para
solucionar o sistema. Além disso sdo elaborados algoritmos em linguagem “Vector Function Chiner”
(VFC) utilizando-se as routinas do “array-processor” (AP) do sistema Disco-Vax 11/785, obtendo
desse modo, maior rapidez em tempo real, na solugdo do sistema, em relagdo aos algoritmos em

linguagem Fortran-77.

3.1 Algoritmos em Linguagem Fortran-77

Com o objetivo de avaliar a eficiéncia dos métodos de solugio do sistema esparso de
equagdes lineares gerado pela TEF, foram elaborados programas em linguagem Fortran-77. Estes
algoritmos estio otimizados para trabalharem apenas com os elementos n3do nulos da matriz dos

coeficientes.
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Figura 3.1: Propor¢iao de elementos nulos em relagao ao nimero total de elementos na
matriz dos coeficientes do sistema gerado pela TEF

Para a medicdo do tempo de CPU dispendido na solugdo dos sistemas de equagdes, os
programas Fortran-77 trabalharam com precisio simples e forneceram resultados com a mesma
exatiddo. Desta forma, o tempo de processamento (CPU) passa a ser o pardmetro determinante na
escolha do método mais eficiente a ser utilizado para solugao do sistema de equagdes. A comparagao
entre os métodos estd representada na Figura 3.2. Para pequenas malhas (< 144 nés ) os métodos
apresentam niveis de eficiéncia aproximadamente iguais. O método da decomposicio LU destaca-se

dos demais, quando o sistema possui maior nimero de equagbes (malhas maiores que 144 nés).

0Os métodos Decomposi¢io LU e Elimina¢io Gaussiana possuem em comum o fato de
triangularizar a matriz dos coeficientes, resolvendo-se o sistema triangular recursivamente. Nestes
métodos, a maior parte do tempo de processamento é gasto para reduzir o sistema para a forma
triangular. Este é o fator responsavel pela diferenga na eficiéncia de cada método. A DLU apresenta
maior rapidez em solucionar o sistema (Figura 3.3), devido ao fato de conservar o bandeamento na

matriz ap6s a triangularizacao.

3.2 Algoritmos em AP

Para uma maior avaliagdo entre os métodos, foram elaborados algoritmos em linguagem

VFC, para os métodos GC e DLU, utilizando-se as rotinas do “array-processor”(AP) do sistema



E

)

LL[ -

p]

—r 13”-

= .

0.

3 o]

i

(]

D e

b

IE}

F o
g 36 144 324 576 e |
| I NUMERO DE NOS §

Figura 3.2: Comparagao em tempo de CPU dos métodos de solugao de sistema esparso
de equacgoes; Gram-Schmidt, Gradiente Conjugado, Eliminagdo Gaussiana e
Decomposi¢do LU
Disco-Vax 11/785. Comparando-se a eficiéncia de ambos algoritmos (Figura 3.4), utilizando-se

como parametro o tempo de AP, confirma-se a superioridade do algoritmo em DLU relativa ao

método do Gradiente Conjugado, para solucionar o sistema de equagﬁes proposto.

O AP possui uma caracteristica, a qual pode ser considerada como uma vantagem em
relagdo a CPU de realizar o processamento sem interferéncia de outros processos do computador
em uso, ou seja, o tempo de AP é igual ao tempo real decorrido. Comparando os algoritmos do
método DLU, em AP, SAPDLU (Anexo II), e em CPU, SDLU (Anexo I), tendo como parimetro
o tempo real decorrido (Figura 3.5), observa-se que o algoritmo no AP é mais eficiente, sendo que,

para malhas de 900 nés é 3 vezes mais rapido que a CPU.
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" CAPITULO 4

OTIMIZACAO E APLICACAO DA TEF NO MODELAMENTO 2D

Neste Capitulo sdo estudados e implementados, no método da DLU, as propriedades es-
pecificas do sistema esparso de equaches lineares gerado pela TEF aplicado ao modelamento EM
de estruturas 2D. A redugio da ordem do sistema propiciada pelo conhecimento prévio dos campos
EM secunddrios nas fronteiras da malha, e a remogao das operacdes aritméticas relacionadas com
os elementos nulos da matriz dos coeficientes constituem os dois principais fatores utilizados na
otimizacdo dos algoritmos. Apds a implementacio dessas propriedades, o algoritmo otimizado é
comparado com o ndo otimizado em cada fase do processo de otimizagio, obtendo um alto grau de

eficiéncia.

A TEF otimizada é aplicada no modelamento geofisico de dados maénetotehiricos em es-
truturas 2D. Os resultados obtidos pelo algoritmo desenvolvido sdo comparados com outros obtidos
através da solugdo analitica para o modelo da falha vertical e o0 modelo de camadas planas horizon-
tais. Sdo apresentados resultados do modelamento magnetotelirico, resistividade aparente e fase
na superficie, de modelos sintéticos bidimensionais, os quais comprovam a eficiéncia dos algoritmos

otimizados.

4.1 Otimizagdo do Algoritmo DLU no Modelamento 2D

Para solucionar o sistema de equagdes gerado pela TEF utiliza-se o método da decompo-
sicdo LU para sistemas complexos, pois dentre os métodos estudados no Capitulo 3, verificou-se ser
este o0 método mais eficiente para solucionar o sistema de equagdes gerado pela TEF. Os elementos
do vetor solugao associados aos nés de fronteiras da malha possuem valores previamente conhecidos
(condigdes de fronteiras, Capitulo 2). Essa propriedade possibilita a reducio da ordem do sistema,
retirando-se dos célculos de solugdo, as equagdes Que representam os nés externos da malha. A
exclusao das equagoes é realizada de modo a ndo alterar a estrutura bdsica do sistema. Para tanto,
sao realizadas operagbes aritméticas entre os elementos excluidos e os demais elementos da matriz

dos coeficientes e, também, nos elementos do vetor do lado esquerdo do sistema. As contribuicées
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}-F‘Egura. 4.1: Comparacgado em tempo de CPU entre o algoritmo que soluciona o sistema
total e o que utiliza o sistema reduzido.

das equagoes excluidas sdo distribuidas quantitativamente entre as equacdes restantes. No algo-
ritmo CCMF (Anexo III) estdo codificados em linguagem Fortran-77 as operagdes necessirias para
obtengdo da reducdo da ordem do sistema. Essa flexibilidade ocasionada pelo algoritmo CCMF,
possibilitou o desenvolvimento em linguagem Fortran-77 do algoritmo otimizado CDLUR (Anexo
IV), o qual soluciona o sistema reduzido de equagdes lineares. Na Figura 4.1 esta representada a
comparacdo em tempo de CPU, entre o algoritmo CDLUR e o algoritmo que soluciona o sistema

total.

A matriz dos coeficientes apds ser decomposta pelo método DLU, apresenta uma con-
formacdo onde observa-se um tridngulo de zeros bem definidos (Figura 4.2). Esta conformagio é
dependente, em sua magnitude, do nimero total de intervalos, entre os nds, na dire¢do z da malha.
Foi elaborado um algoritmo em linguagem Fortran-77, otimizando a DLU, algoritmo CDLURZ2D
(Anexo V), o qual nao realiza operagdes com os elementos nulos integrantes do tridngulo de zeros.
A Figura 4.3 apresenta a comparacio em tempo de CPU entre o algoritmo CDLUR e o algoritmo

CDLURZ2D, comprovando que o CDLURZ2D é mais eficiente computacionalmente.

O tempo de processamento para solucionar o sistema de equagdes gerado pela TEF, equi-
vale & 75% ou mais, do tempo total de processamento para realiza¢io do modelamento. Devido a
eficiéncia do algoritmo CDLURZ2D, é possivel realizar o modelamento de dados eletromagnéticos

em estruturas bidimensionais complexas em tempo de processamento reduzido.



1,1 1,2 a3 tet a .k Q1,641 Tt @1,m
QL1 ag,2 QL3 Tt QL .k Gk k41 e Qkm

0 0 0 - 0 0 St Gk41,m

0 0 0 . 0 Gr42,k+1 " Gkt2m

0 0 0 -+ akt3k Gk43k41 00 Gkt3m
0 0 0 - ank Lk+1 0t Gim

0 0 Al413 0 A1k G4l k41 0 Qiglm

0 1422 Q423 - 42k A42k+1 0t Ql42m

@431 @432 41433 - 43k G43k+1 G143 m
| Gn an,2 Qn,3 e On, ke Onk+1 e n,m

Figura 4.2: Matriz dos coeficientes apds a decomposi¢ao LU, apresentando uma triangu-
larizacdo de zeros.

ﬁ?_ﬁ?@?&t&m'\c- 1

41 1
w
0
— 331 BARRA 1 - ALGORITMO COLLR
- BARRA 2 - ALGORITMO COLURZ2D
0o
O 25
Wi
(I
0O 16 -
0
=
E 84 1 2

1 2

T - |
225 900 2025

NUMERO DE NOS

Figura 4.3: Comparac¢ido em tempo de CPU entre o algoritmo CDLUR e o algoritmo
CDLURZ2D

i



25

4.2 Aplicagdo no Modelamento Magnetotehirico 2D

Para comprovar a eficiéncia e fidelidade dos algoritmos otimizados, foi desenvolvido um
programa em linguagem Fortran-77 capaz de realizar o modelamento de dados magnetoteliricos
bidimensionais em estruturas complexas, utilizando-se da TEF para solucionar os campos eletro-
magnéticos secundarios. Apds calcular os campos secundarios em toda malha, o algoritmo deter-
mina nos pontos, ou nds, de superficie (z = 0), os valores da resistividade aparente e fase para
o campo elétrico incidente; paralelo (Ej), modo transversal magnético (MTM), e perpendicular

(EL), modo transversal elétrico (MTE), com as relagGes seguintes;

o= o2t (41)
8 = arctan(Im(Z)/Re(Z)) B (42)
pr= ool1/TP (43)
0, = arctan(Im(1/7)/ Re(1/7)) - (44)

onde, p) e ), p. e 0 representam a resistividade aparente e fase em MTM e MTE respectivamente;
Z = E/H,, representa a impedancia de superficie (ou impedancia aparente), ¥ = -H./E,,
representa a admitdncia de superficie (ou admitancia aparente); Im e Re representam a parte

imagindria e real de um nimero complexo.

4.3 Comparagoes e Discussdo dos Resultados

Para comparar os resultados obtidos com o modelamento bidimensional, utiliza-se um
modelo no qual apresenta um corpo condutor retangular imerso em um meio homogéneo (Figura
4.4B). Estendendo as dimensdes do corpo para o infinito, na direg¢do z, obtém-se com isso um meio
unidimensional com trés camadas planas horizontais. Na superficie desse modelo, sio obtidos, para
diferentes freqiiéncias, os valores de p e § (MTE e MTM), utilizando-se o algoritmo numérico 2D e o
algoritmo de solugdes analiticas em uma dimensdo. As Figuras 4.5 e 4.6 apresentam a comparacio

entre os resultados desses algoritmos.
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Figura 4.4: Modelos sintéticos 2D. Falha vertical (Fig. 4.4A) e corpo condutor imerso em
um meio homogéneo (Fig. 4.4B)

Para uma definitiva confirmacéao da eficiéncia dos resultados do algoritmo desenvolvido, foi
realizado o modelamento em uma estrutura que simula a falha vertical em duas dimensdes (Figura
4.4A), possuindo camadas; com espessuras infinitas e com contraste de resistividade (CR = p1/p2)
varidveis. Os resultados numéricos da resistividade aparente MTM para o modelo da falha vertical,
sao comparados com os resultados analiticos de d’Erceville & Kunetz (1962). Para uma comparagio
de primeira ordem dos resultados numéricos obtidos da resistividade aparente MTE, utilizou-se os
resultados analiticos de Weaver (1963). Comparacbes numéricas de mais alta ordem poderiam
ser realizadas utilizando-se do recente trabalho de Sampaio & Fokkema (1991). Estes autores
realizaram o estudo do espalhamento de uma onda eletromagnética plana por dois quartos-de-
espago condutor, obtendo resultados numéricos da solugao analitica mais exatos, comparados com
os de Weaver (1963). As comparagdes de primeira ordem realizadas estdo apresentadas nas Figuras
4.7 e 4.8 onde, os valores da resistividade aparente sdo variados em relagdo a distancia normalizada
pelo “skin depth”, §2 = 2/wuoy, na diregio z. Estes resultados obtidos (comparacio com um
meio em uma dimensdo e com o modelo da falha vertical), demonstram a validade do algoritmo

bidimensional na determinagio da resistividade aparente e fase.

Apds comparar a eficiéncia do algoritmo de modelamento de dados magnetotelirico em
duas dimensdes, nas Figuras 4.9, 4.10 e 4.11, 4.12 sao apresentadas as curvas de resistividade
aparente e fase (MTE e MTM) em relagio a variagdo de z, na superficie, para freqiiéncias de 0.1

Hz e 10 Hz, respectivamente.
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- CAPITULO 5

OTIMIZACAO E APLICACAO DA TEF NO MODELAMENTO 3D

Neste Capitulo sio estudadas e implementadas no método da DLU, as propriedades es-
pecificas, citadas no Capitulo 4, dos sistemas de equagoes lineares gerados pela TEF aplicada ao
modelamento EM de estruturas 3D. Em virtude da malha tridimensional possuir um ntimero maior
de nés nas fronteiras, em relagdo a malha bidimensional, um alto grau de otimizacio no a.lgorifmo
de solugio de sistema é possivel de ser obtido. Apds a otimizagdo da TEF associada a estrutu-
ras 3D, é desenvolvido um algoritmo em linguagem Fortran-77 capaz de realizar o modelamento
magnetotelirico em estruturas tridimensionais. Os resultados obtidos a partir deste algoritmo sdo
comparados com os gerados pelo algoritmo em duas dimensdes para o modelamento em uma falha
vertical. S3o apresentados resultados do modelamento magnetotelirico em estruturas sintéticas

3D, os quais comprovam a eficiéncia dos algoritmos otimizados.

5.1 Otimizagdo do Algoritmo DLU no Modelamento 3D

Para solucionar o sistema de equagGes gerado pela TEF tridimensional utiliza-se a DLU
para sistemas complexos. Analogamente ao modelamento 2D, apresentado no Capitulo 4, é possivel
retirar dos calculos os n6s de fronteiras, tornando assim o sistema reduzido. Como a malha é tridi-
mensional, a magnitude do sistema, ao retirar os nés de fronteiras, é consideravelmente reduzida,
possibilitando uma significativa economia no tempo de processamento e na idrea de meméria reque-
rida para armazenar os dados do sistema. A Figura 5.1 apresenta a comparag¢io entre o algoritmo
que soluciona o sistema utilizando todos os nds e o algoritmo que soluciona o sistema reduzido,

algoritmo CDLUR (Anexo IV), demonstrando uma economia de 65% no tempo total de CPU.

A matriz dos coeficientes apds ser decomposta pela DLU, em matrizes triangulares inferior
e superior apresenta uma conformacao, na qual, observa-se trés tridngulos de zeros bem definidos,
Figura 5.2. Nos tridngulos menores, a magnitude é dependente do nimero de intervalos entre os
nés na direcdo z. O maior tridngulo de zeros é dependente em sua magnitude do produto entre

o nimero de intervalos entre os nés na direcio z, e o nimero de intervalos na dire¢do z, ou seja,
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Figura 5.1: Comparagao em tempo de CPU entre o algoritmo que soluciona o sistema
total e o que soluciona o sistema reduzido
o nimero total de intervalos em uma malha plana. Valendo-se dessas propriedades foi elaborado
um algoritmo em linguagem Fortran-77, algoritmo CDLURZ3D (Anexo VI), o qual nio realiza
operagdes com os elementos nulos contidos nesses tridngulos. O algoritmo CDLUFR3D apresenta

uma maior eficiéncia comparado com o CDLUR, conforme ilustrado na Figura 5.3.

A otimizagdo do algoritmo para solucionar o sistema de equagdo, foi possivel devido a
elaboracdo e utilizagdo do algoritmo CCMF (Anexo III). Esse algoritmo monta a matriz dos coefi-
cientes e o lado direito do sistema, sem os nds de fronteiras, realizando as operagoes necessarias as

inclusdes das contribuigbes destes nos nos nés internos.

As otimizagoes realizadas na TEF tridimensional possibilita a realizagao do modelamento
com dados eletromagnéticos em estruturas tridimensionais complexas, em um tempo de processa-
mento menor, mais acessiveis com o0s atuais computadores disponiveis. Para um aumento maior
da eficiéncia dos algoritmos é recomendavel que também seja utilizado os algoritmos em “array-
processor”, pois o tempo real para o processamento € ainda menor, conforme ficou demonstrado no

Capitulo 3.



Figura 5.2: Matriz dos coeficientes apos a decomposigdo LU, apresentando uma configu-
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5.2 Aplicacdo no Modelamento Magnetotelirico 3D

Para comprovar a eficiéncia e fidelidade dos algoritmos otimizados, foi desenvolvido um
programa em linguagem Fortran-77 capaz de realizar o modela,menfo de dados magnetoteliricos
em estruturas tridimensionais, utilizando-se da TEF para solucionar os campos eletromagnético
secunddrios. Apds o calculo do campo EM secundirio em todos elementos da malha, o produto
final deste algoritmo sdo os valores das resistividades aparentes e fases na superficie do modelo em

estudo.

Apés o célculo dos campos EM secundérios nas direges = e y, obtém-se na superficie, no

dominio da freqiiéncia, as seguintes relagdes ;

Er = ZpHy+ Z;yH, (5.1)
By = ZyH:+2ZyH,

que podem ser escritas na forma compacta como sendo;

E=ZH (5.2)

Z = {Z” ZW]. (5.3)
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E e H séo os vetores formados por (E, E,) e (H,, H,) respectivamente e Z representa o tensor de
impedancia. Para determinar os valores de Z é necessédrio o célculo dos campos EM secundirios
em uma segunda polarizagdo do campo incidente, diferente da primeira polariza¢io, observadas em
intervalos de tempo diferentes, :)btendo-se as expressoes;
Eryp = ZprHpo+ ZpyHy (5.4)
Ep, = ZyHoo+Z,Hy,
onde o subescrito 2 designa que o campo eletromagnético é calculado com a segunda polarizagio

do campo incidente ou fonte.

Combinando os sistemas acima, obtém-se as relagdes dos elementos do tensor de im-

pedancia;
E. H, H, E,
E, H, H,. E,
Zyx — Ey?ﬂ zfﬁ Zyy sz zyEyz
onde,
Hey= |37 If;

De posse das relagdes do tensor de impedéncia, é necessirio agora determinar as relacoes

da resistividade aparente (p) e fase (#) em cada diregdo, como sendo;
= _1__| Zi|? 5.5
Pii =7 Pk (5.5)
0;; = arctan(Im(Z;;)/ Re(Z;;)) (5.6)

onde, Im(Z;;) e Re(Z;;), i,j = z,y, sdo as partes imaginiria e a real do nimero complexo Z;;.

5.3 Comparagoes e Discussdo dos Resultados

Para comparar os resultados obtidos com o modelamento de estruturas tridimensionais,

utilizam-se os resultados analiticos obtidos com o programa em linguagem Fortran-77 em duas
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Figura 5.4: Modelo de estrutura tridimensional, utilizado no teste do algoritmo

dimensdes, onde calculam-se as resistividades aparentes para MTE e MTM no modelo sintético da
falha vertical. Variando o comprimento da falha em relacio a direcio y, calculam-se as resistividades
aparentes ao longo de z. As curvas de resistividade aparente sio obtidas no ponto médio entre as
laterais, ao longo de y, da falha. Esses resultados sio comparados com os resultados obtidos para
meio bidimensional. As Figura 5.5 e 5.6 apresentam essa comparacao para MTE e MTM. Estes
resultados obtidos demonstram a validade do algoritmo tridimensional na determinagio dos valores

da resistividade aparente.

Apés a comparacgio entre os resultados bidimensionais e tridimensionais, apresenta-se nas
Figuras 5.7 e 5.9 os contornos da resistividade aparente ao longo do plano zy, na superficie do
modelo da Figura 5.4, para freqiiéncias de 0.1 e 10 Hz respectivamente. Os contornos da fase para
as respectivas impedancias, as quais foram calculadas as resistividades aparente, sio apresentadas
nas Figuras 5.8 e 5.10. Esses resultados demonstram a eficiéncia dos algoritmos para o modelamento

de estruturas tridimensionais.
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- CAPITULO 6

. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou e discutiu os resultados dos estudos comparativos, sobre a efi-
ciéncia de diferentes métodos de solucao de sistema de equacoes lineares gerado pela TEF aplicada
no modelamento EM. Foram utilizados os métodos: Gradiente Conjugado, Gram-Schmidt, Elimi-
nacio Gaussiana e Decomposicdo LU. Algoritmos em linguagem Fortran-77 foram desenvolvidos
para cada método. Esses algoritmos foram otimizados, removendo-se as operacoes aritméticas asso-
ciadas aos elementos nulos da matriz dos coeficientes. O desempenho de cada algoritmo na solugdo
do sistema foi comparado com base no tempo de CPU. Para malhas com nimero superior a 144 nés,
o método da DLU demostrou ser mais eficiente que os demais. Nos métodos Gradiente Conjugado
e Decomposi¢do LU, foram implementadas as rotinas do “array-processor” do sistema Disco-Vax
11/785. Com base no tempo de AP, os algoritmos foram comparados, confirmando-se a superio-
ridade do método DLU, possibilitando a redugdo do tempo real de processamento em relagio as

rotinas em linguagem Fortran-77.

O conhecimento prévio dos campos EM secundarios, nos nés das fronteiras da malha
(condigbes de fronteiras), possibilitou a redu¢do da ordem do sistema de equagdes gerado pela TEF,
diminuindo, conseqiientemente, a drea de mémoﬁa para o armazenamento dos dados do sistema.
Utilizando o método da DLU, foi elaborado um algoritmo otimizado em linguagem Fortran-77, o

qual soluciona o sistema de equagdes lineares na forma reduzida.

Apés a decomposigio LU, constatou-se a formagio de tridngulos de elementos nulos na
matriz. Esses tridngulos, em nimero de 3 para modelos 3D e em nimero de 1 para modelos 2D,
situam-se ao lado esquerdo da matriz dos coeficientes decomposta e sio dependentes, em magnitude,
do niimero total de elementos da malha. Essa informagio foi implementada no algoritmo DLU, de
modo a se evitar as operagoes aritméticas relacionadas aos elementos pertencentes a esses tridngulos

de zeros.

As otimizagGes realizadas no algoritmo DLU, reducdo da ordem do sistema e remogio das
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operagoes aritméticas associadas aos elementos dos tridngulos de zeros, possibilitou o desenvolvi-
mento de um eficiente algoritmo para solu¢do do sistema de equagdes lineares gerado pela TEF.
Esse algoritmo foi aplicado na solu¢do de sistemas gerados a partir de malhas bidimensionais e
tridimensionais. A performance. obtida por este algoritmo, comparado com o algoritmo nio otimi-
zado, foi superior a 30% e 65% em economia de CPU, para malhas bidimensionais e tridimensionais

respectivamente.

A TEF otimizada foi aplicada no modelamento de dados magnetoteliricos para mode-
los sintéticos bidimensionais e tridimensionais. Os resultados numéricos sobre modelos simples,
a exemplo da falha vertical, foram comparados com os resultados obtidos a partir das solugdes
analiticas, comprovando assim a eficiéncia e a aplicabilidade dos algoritmos desenvolvidos para o

modelamento eletromagnético através da técnica dos elementos finitos.
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. APENDICE A

EQUACOES DIFERENCIAIS DOS CAMPOS ELETROMAGNETICOS
SECUNDARIOS

As equagdes de Maxwell no dominio da fregiiéncia (no sistema de medidas mks) onde e**

é assumido na dependéncia do tempo, sio:

VxE=-2H, (A1)
V x H = YE + j., (A.2)
V.(uH) =0, (A.3)
V.(¢E) = 4. 1 (A.4)

Separando os campos em secundario (E,, H,) e primirio (E,, Hp), presumindo que os

parametros elétricos sdo lineares, isotrépicos e independentes do tempo, entao;
E=E,+E,, | (A.5)
H=H,+H,. (A.6)
Substituindo os campos primérios nas equagdes (A.1) e (A.2), obtém-se;

V x E, = —Z,H, (A7)

V X Hy = Y, Ep + je. (A.8)
Substituindo (A.5) e (A.6) na equagdo (A.1l), obtém-se;
V x (E, + Es) = —~Z(H, + H,).

VxE+VXE, = -ZH,- ZH, (A.9)

= —ZH,- AZH,- Z,H,. (A.10)
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Onde, AZ = Z — Z,.

Como V x E, + Z,H, = 0 (equacio A.7) entio;

* VxE,=-ZH,- AZH,. (A.11)
Substituindo (A.5) e (A.6) na equagio (A.2), obtém-se;

V x (Hp+Hs) = y(Ep+ Ea)+je-

VxH,+VxH, = YE,+YE,+ j. (A.12)

VE, + AVE, + Y,Ep + je (A.13)

Onde, AY =Y - J,.

Utilizando-se da relagio (A.8) do campo magnético primério, resultai;

V x H, = YE, + AVE,. (A.14)

Aplicando-se o rotacional na equagdo (A.11), e considerando a permeabilidade magnética
constante em todos os pontos do campo e igual a permeabilidade do ar (u; = po), resultando em
AZ = 0, obtém-se;

VxVXE,=-2V x H,. (A.15)

Sabendo-se que,

VxVxE,=V(V-E,) - V2E,,

entao ;

V(V-E,)-V?E, = -2V x H,. (A.16)

Sabendo-se que o divergente do rotacional de uma fungio é igual a zero (V-(V x f = 0)).

Aplicando-se o divergente na equagio (A.14), resulta;
V-(VxH,)=V-(YE)+V-(AVE,) =0,

logo;

V.(VE,) = -V - (AYE,).
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Sabendo-se que,

V'{yEs)zyV'Es"'Es'Vy: _V.(Ay‘Ep)’

resulta em,

-

V-E, = —%V-(AyE,,) ~E- X2

y

Substituindo o resultado acima na equacdo (A.16), obtém-se;

_ V[:‘;)_V (AYVE,)] - V(E, - %) —V2E, = —ZV x H,. (A.17)

Substituindo a equagido (A.14) na equagio acima, resulta;

—V(E,- %) — VE, + ZYE, = ~ZAYE, + v%v .(AVE,). (A.18)

Sabendo-se que,
V- (AYE,) =AYV -E, + E, - V(A)).

Visto que V - E, é igual a zero dentro do corpo nao homogéneo e A) é nulo nos pontos fora do

corpo, resulta em;

V- (AYE,) = E, - V(AY).

Entio, substitui-se a relagio acima na equagdo (A.18), resultando na equacédo diferencial

do campo elétrico secunddério;

V2E, + V(E, - %) - ZYE,= ZAYE,-V(E, - V(sy) ). (A.19)
Obtém-se da equagio (A.14) a sequinte relacdo;
1 (aY)
E,=-VxH;,— —=F,. A.20
y y p ( )
Substituindo a equagdo (A.20) na equacio (A.11), resulta;
V x (-;7\7 X H,) -V x ((ATy )= —ZHs. (A.21)

Sabe-se que,

V x (%V x H,) = V% x (V x Hy) + —;V(V -H,) - 51)-V2H_,,
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AJ’

AY
(y

W X y

z,)_V(—) X Ep+ =2V X E,.

Substituindo-se as relagdes acima na equagio (A.21), resulta;

AY

V(-;-) % (V x H,) + %V(V “H,) - %V?H, - V(%) xEp-

SYVXE,=-2ZHs. (A.22)

Aplicando-se o divergente na equagio (A.11), sabendo-se que V - (V x E,) = 0, entao;

V'Hs-_—Oo

Substituindo-se o resultado acima na equagdo (A.22) e separando os campos secundarios

no lado esquerdo da equagdo e o primario para o lado direito, obtém-se;

V(Jl,-) x (V x H,) - %Vzﬂ, ++2ZHs = %v x E, + V(%) X E,. (A.23)

Multiplicando a expressio acima por (—)) e substituindo a relagdo de V x E, (equagido

A.7), finalmente obtém-se a equagio diferencial do campo magnética secundério, dada por;

y

VZiH,+ YV x H, xV( ) ZYH, = ZAYH, yV(A ) X E,,. (A.24)




55

- APENDICE B

MATRIZ DOS COEFICIENTES ASSOCIADA A TEF

Seja uma malha plana retangular formada por quatro elementos retangulares e com nove
nés (Figura B.1). Para determinar a matriz dos coeficientes do sistema de equagbes de cada
elemento, é necessario combinar as fun¢bes basicas relacionadas a cada n6 do elemento. Cada né é

combinado com todos os nés do elemento e vice-versa gerando desta forma matrizes simétricas.

A matriz dos coeficientes do elemento k, é determinada a partir da combinag¢do dos nés
1,2, 4 e 5 correspondentes a malha (Figura B.1), que na construgio da matriz sdo relacionados ao

primeiro, segundo, terceiro e quarto né respectivamente do elemento, resultando assim;

kin ki2 ki3 kg
ka1 ka2 ka3z kag

K= |21 k2 kg K B.1
kay ksa ksz ksa (B.1)
kay ka2 kaz ksa

Onde, K representa a matriz dos coeficientes do sistema de equagoes para o elemento k. Inserindo
a matriz K na matriz dos coeficientes do sistema ampliado, que reﬁresenta. todos nés da malha,

observando a correspondéncia dos vértices do elemento k com os nés da malha, resulta;

3 kl,l kl'g 0 k 3 ky A 0 0 0 07
kg,l kg,g 0 k2,3 k2’4 0 0 0O
0 0 0 0 0 0 0 O0 O
k3,1 k3,2 0 k3,3 k3'4 0 0 0 O

A= k4’1 k4,2 0 k4,3 k4,4 0 0 0O (B?)

0 0 ¢ O 0 00 0O
0 0 0 0 0 00 00
0 0 0 O 0 006 0 0

L 0 0 o0 0 0 0 0 0 ol

Onde, A representa a matriz dos coeficientes do sistema total ou ampliado.

A matriz dos coeficientes do elemento z, é determinada a partir da combina¢io dos nés

2, 3, 5 e 6 correspondentes a malha (Figura B.1), que na construgido da matriz sio relacionados ao

primeiro, segundo, terceiro e quarto no respectivamente do elemento z, resultando,

T1.1
T21
T3
T4,1

Z1,2
T2,2
3,2
T42

1,3
T2,3
3,3
T4,3

T1,4
T2,4
3,4
T4,4

, (B.3)
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Figura B.1: Malha retangularwcrorm qua?tro elementos reta.ngula.reé (k,z,y,2).

onde, X representa a matriz dos coeficientes do sistema de equagdes para o elemento z.

Inserindo a matriz X, na matriz ampliada A e realizando a soma dos valores de X com K

nos nés 2 e 5, os quais fazem parte simultaneamente desses dois elementos, entao;

3 kl,l k1,2 0 k1,3 ky A 0 0 0 01
koyn kop+Tn z12 ka3 kea+ 13 714 0 0 O
0 T2.1 T2,2 0 T2.3 T2.4 0 00
k3,1 k3,2 0 k3’3 k3,4 0 0 0O

A= |kyy kag+a3y 732 ksz ksga+233 234 0 0 0O (B.4)

0 T4, T4,2 0 T4,3 T4, 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0

L 0 0 0 0 0 0 0 0 0.

Realizando as operagoes para determinar as matrizes dos coeficientes dos elementos y e z e
inserindo na matriz dos coeficientes ampliada da malha (seguindo as mesmas regras dos elementos
k e z, obtém-se;

Tkiy ke 0 ki k1 4 0 0 0 0
ka1 kaz+z11 Z12 ka3 kra+z13 T4 0 0 0
0 I2,1 1!2,2 0 T23 T2,4 0 0 0
ka1 k32 0 kasz+uyi1 k34412 0 1,3 1,4 0
A= |ksy kap+z31 232 kaaz+ys1 ksat@aztypa+z11 Tza+22 Y23 Yatzna 214
0 z4,1 Tq,2 0 43+ 22,1 Zaa+2z02 O 223 22,4
0 0 0 Y31 Y32 0 Y33 Y34 0
0 0 0 Y4,1 Va2 + 231 732 Y43 Yaa+233 234
B 0 0 0 0 24,1 24,2 0 24,3 24,4 |
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A matriz A é simétrica, pois todas as matrizes de coeficientes dos elementos sao simétricas

e os resultados das operacoes de soma nos elementos da matriz A sdo iguais aos seus simétricos.

Nesta malha (Figura B.1), por exemplo, devido ao fato do né de nimero 1 nao fazer parte em um

mesmo elemento com o né de nimero 9, nio hi a possibilidade de haver combinagao entre eles,

resultando em um elemento nulo da matriz (a3,9 = ag;; = 0). Esse resultado demostra que a matriz

A é esparsa. ApGs realizar as operagdes de soma na matriz A, é possivel representa-la da seguinte

forma;

Fay1 01,2

a1 @22

0 az,g

a4,1 @42
A=las1 as:
0 ae2

0 0

0 0

L 0 0

a3
ass

as.3

dg,3
0
0
0

ai,4

Q4.4
as.4

a7.4
as 4
0

ais
azs
aszs
a4.5
as.s
adg.5
ars
as.s
29,5

0
a6
ase

as.e6
adg.6

ase
Qg6

aq,7
as,7

ar7
as,7

ass
as,s
Ge,8
arg
asg.g
agg

[ = ]

(=]

as.9
ag,9

aso

a9,9 .

. (B.5)
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- APENDICE C

FUNCOES BASICAS ASSOCIADAS A TEF

C.1 Fungdes Basicas para Elementos Triangulares

Em cada elemento da malha é obtida uma aproximacao do campo como sendo;
f]n(x, 2) = <I>1(:v,z)U1 + QQ(.’D, Z)U2 + Q3(I,Z)U3, (Cl)

onde, Uy(z, 2) representa o campo aproximado em cada elemento, U; representa o valor do campo

nos vértices do elemento e ®;(z, z) representa a fungio bdsica do elemento triangular.

A funcdo linear para duas dimensdes (Becker et al, 1981) é da forma;
Un(z,2) = a1 + a2z + asz i=1,2,3 (C.2)

onde, a1, az, ag sdo constantes. Essas constantes sio determinadas a partir da solugio do sistema;

Ui = a1+ a2 +a3zn
U2 = ay + a2y + a3z, ’ (C3)
Us = a1+az3+azzs

z; e z; sdo as coordenadas dos vértices de cada elemento.

Solucionando o sistema (C.3), resulta;
1
ay = Z[U1($223 - 27322) + U2(£C3Zl - 2}123) + U3(a:122 - (8221)],

1
as = Z[Ul(z2 — 23) + Uz(2z3 — 21) + Us(21 — 22)),

e
1
az = _A'[Ul(-’fs — &2) + Us(21 — 23) + Us(22 - 21)],
onde,
1 =z =z
A=|1 z2 2z
1 23 23

Substituindo-se os valores de a;, a; e az na equagio (C.2) resulta,

(2223 — 2322) + (22 — z3)z + (23 — xg)z]
(C4)

1
U,.(a:,z) = Z [Ul U2 U3] (:1:321 — .’17123) + (23 — zl):c + (.’L‘l — .'173)2
(z122 — 2221) + (21 — 22)2 + (22 — 21)2
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Igualando as equagdes (C.4) e (C.1), resulta;

1 (225 — x322) + (22 — 23)% + (23 — 22)2 31
N (U U; Us]|(z3z1—z123)+ (23— 21)z+(z1—23)2| =[Ur Uz Us]|®: (C.5)
(z122 —2221) + (21 — 22)2 + (72 — 71)2 %3
Sendo assim, as expressoes que determinam as fung¢bes basicas sio;
1
®4(z,2) = Z[((L’gla —z322) + (22 — z3)z + (23 — 22)7] (C.6)
1
®y(z,2) = —A—[(a:3zl - 2123) + (23 — 21)z + (21 — 23)7] (C.7)
1
B3(z,2) = K[(m1z2 —z221) + (71 — z2)z + (22 — 21)2] (C.8)

C.2 Fungdes Basicas para Elementos Tetraédricos

Em cada elemento da malha é obtida a solugio aproximada do campo, realizando o somatdério do

produto da fungdo bésica pelo valor do campo em cada né do elemento, ou seja;
Ua(z,y,2) = ®1(z,y,2)U1 + Dy(2, v, 2)U; + B3(2,y, 2)Us + B4(2, vy, 2)Uy (C.9)
A funcdo que determina um espago em trés dimensdes (Becker et al, 1981) é da forma;
Ui(z,y,2) = a1 + axz + azy + a4z 1=1,2,3,4 (C.10)

As costantes ay, a3, a3 e a4 sao determinadas a partir da solugdo do sistema;

U1 = a4 + asxry + asin + aszq

Uy = a1+ a2+ a3y + a4z (c.11)
Us = a1+ az23+ asys + aq23 )

Us = a1+ a2z4+ azys + aszy

onde, U; representa o campo em cada né do elemento, z;, y; e 2; s30 as coordenadas na malha da

posicao de cada vértices do elemento.

Solucionando o sistema (C.11), resulta;

U, 1 1 = 1 Ui n =

4 = 11U 22 92 2z a4y = 111 U; 9 2
VIUs 23 y3 z3 VIl Us y3 2

Uy 24 Y2 2 1 Usg ya 2
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Ux
U,
Us
Us

Substituindo os valores correspondentes a a,, a2, as e a4 na equagao (C.10) e igualando a

equagéo (C.9), obtém-se as fun¢des basicas tridimensionais para o elemento tetraédrico nao regular;

1 T2 Y2
® = 7 1|%s s
T4 Y4

1 1 N
V —|%2 Y2
r3 Y3

29 1 v 2z
z3|—|1 y3 z3|z+
24 1 ys 2z
z 1 vz
z3|+|1 y3 z3|z—
24 1 y4 2
2 1 3 =z
z2|—-(1 y2 zn|z+
24 1 ys 24
3 1 oz
2|+l ¥y z|z-
23 1 y3 23

1 T9
1 T3
1 T4

1:123

1:1:2

1 z
1 T2
1 T3

Za 1 z2 w2
zly—-|1 z3 w3z (C.12)
24 1 z4 ya
z 1 'zy 1
zly+ |1 23 y3|z (C.13)
24 1 24 %
al |1 z1on
2|y={1 22 plz] (C14)
24 1 z4 4
z 1 zy »n
znly+|1l z2 y2|z]. (C.15)

23

1 z3 w3
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. APENDICE D

METODOS DE SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

D.1 Meétodo Gradiente Conjugado

Seja um sistema da forma Ax = b. Considerando-se y; uma estimativa da solugdo deste sistema

obtém-se um vetor residual r; (Porsani, 1991),

r= b - AYi7 (Dl)

A forma quadritica do residuo é dada por;

rlr; = (b~ Ay,)T(b - Ay). ‘~ (D.2)

T

O sobrescrito (T) significa transposigio, r' representa a transposta do vetor residuo.

Considerando-se o relacionamento interativo definido por;
Yig1 = ¥i+ Aipaui, (D.3)

onde, A\;4+; é um parametro a determinar e u; representa um vetor auxiliar nao nulo que sera definido

posteriormente. Substituindo-se (D.3) em (D.2) e minimizando r] r; em relacio a A;41, obtém-se;

d(x]r;)

=2uf ATr; - 20 1ufATAw; = 0, (D.4)
dAip1

que juntamente com a expressido para o residuo acumulado (rﬂ_lr,-.H)Apodem ser representados

T T T
r;r; -rjq; 1 _ | FipaTis1 D.5
[—q?ri q q; ] [Am] [ 0 ] (0-5)

como segue,

onde,

q; = Au,.

Resolvendo (D.4) para A;41, resulta,

oo _1
Nr = T, (D.6)
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onde,

- E; = qfq;. (D.7)

De (D.5) e (D.6) obtém-se,

T. \2
o
rharip =i — (@) (D.8)

E;

Verifica-se que para a convergéncia do método ser acelerada é necessirio que E; em (D.8)

seja minimo. Entdo pode-se definir u;;; como;
Uiyl = Fip1 + @14, (D.9)

Substituindo (D.9) em (D.7) e minimizando FE;y; em relagio a a;41, resulta;

dE;

7 = 2q7F Ariyq + 2044147 q; = 0. - (D.10)
Q41 k
Logo,
quH-l (D )
Qipy = ==, A1
qfq; .

onde, p;y; = Ariys.

Sendo y, a aproximagao inicial para solugdo x, tem-se que a solu¢do converge apés um
nimero de interagées menor que o nimero total de equacoes do sistema, atingindo-se um residuo

menor do que o admissivel (escolhido neste trabalho como sendo 1078).

D.2 Método Gram-Schmidt

Este método consiste em gerar uma base ortogonal, V, para representar a matriz A e determinar
uma matriz triangular superior através da proje¢do da matriz A em V, reduzindo o sistema a um
sistema triangular superior, oqual pode ser resolvido recursivamente, da tiltima para a primeira
equagcao.
O sistema Ax = b é escritos na forma;
Ty
T2

a1 a -+ a,]| . | =h, (D.12)

Tn



63

onde, os vetores a; (¢ = 1,2,...,n) representam as colunas da matriz A, n representa o nimero

total de colunas e z; os elementos do vetor solucio x.

Projetando os vetores coluna (a;) em uma base ortogonal v; resultam as equagées;

ay = Vi

a; = vat+Aovy

az3 = vz+ A13vyi+ A3V
n—1

a, = vp+ E Ai,‘nvh
=1

(D.13)

onde, ); ; representam os coeficientes de projegao dos vetores em cada eixo ortogonal. Os valores

de A; ; sdo calculados como segue.

Multiplicando as equagdes (2.11) por v, resulta,

T T T
Vl as = Vl Vo + /\1,2\’1 Vi.

Impondo que vIv; = 0, para i # j, entéo;

v{ag
/\1’2 = T .

Generalizando;
Ta.
Ao = Vi a;
YT vy,
4 )

Subtituindo em (D.12) os valores de a; obtidos com as equagdes (2.11), resulta,

(3
T2
n-1
[Vl va + )\1,2"1 R % E,’=1 Ai,nvi] . = b7
Tn
que pode ser escrita como segue,
1 M2 0 Mel 21
0 1 - Agp o
[vi v2 --- wi]]. . : = b.

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)



64

Utilizando-se da propriedade de ortogonalidade da matriz V = (vy,...,vn), viv; = 0,

permitindo multiplicar (D.18) por V7T resulta,

vivi 0 - 0 1 M2 -+ Mg z vib
° v;vz AR I R I Kl V;b (D.19)
6 0 e van O 0 e 1 :v-n vni‘b
Multiplicando o sistema (D.19) pela inversa da matriz diagonal, obtém-se;
1 A2 o0 A z1 vIib/viv
o 1 ... ,\2.,,1 .’12.2 _ vib /.ng2 (D.20)
0 0 - 1 lleal LvIbplv,

O sistema (D.20) possui solucdo ficil e rapida computacionalmente podendo ser resolvido
recursivamente da dltima para primeira equagio, da seguinte forma:

_ vIb

= D.21
n vIv, (D-21)
e os demais valores do vetor x,
T n
vib ]
x; = V%Vj - Z /\j,,-:z:,-, Jj=n-— 1, ey 1. v (D.22)
J 1=37+1

D.3 Método da Eliminagao Gaussiana

Este método consiste em reduzir a matriz dos coeficientes em uma matriz triangular superior,
através de sucessivas operagdes entre as linhas desta matriz (pivotamento). Estas operagdes também

sao realizadas no lado direito do sistema, seguindo a mesma ordem das operagdes realizadas na

matriz (Press et al, 1986).

Apds a realizagdo das operacdes nas equagdes do sistema, obtém-se o sistema triangular;

! ' [} ’
Gq 42 " Oy a1 b}
0 a . a as 1b
2,2 2,n 2
' =1 (D.23)
» . I. b'l
0 0 - ap,] Llan n

’ ! ~ . . . . AT ~
onde, ¢, ; e b; sdo os valores modificados do sistema original. Com a dltima equagio deste novo
sistema obtém-se:

Ay = a,—n. (D.24)
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Para determimar os demais valores de a, utiliza-se a relagdo a seguir, onde os valores ji

determinados contribuem para a solugio dos demais, tornando a relagio geral;
1, = :
aj = —:[bj - E a; ;a:], j=n-1,...,1 (D.25)
D.4 Método da Decomposigdo LU

Decompondo-se a matriz A do sistema de equagdes Ax = b, em um produto entre duas matrizes

triangulares (Press et al, 1986).

A =LU, (D.26)
onde, L representa uma matriz triangular inferior e U uma matriz triangular superior, ou seja:
a1 G12 - G1pn hp 0 --- 0 w1 12 v Ui,
R L | Bl B Y
Gp1 Gp1 *°° Oun ln.,l ln.,2 ot l'n.,n 0 0 e u;,n

Em particular, quando AT = A (matriz simétrica) implica em LT = U, simplificando a decompo-
si¢ao .
Substituindo-se a decomposicdo (D.26), no sistema de equagdes resulta;

Ax = (LU)x = L(Ux) = b, (D.28)

fazendo-se;

y = Ux, (D.29)

Resolve-se o sistema Ly = b, que é formado por uma matriz triangular inferior (L), logo

de facil solugao :
b

1,1
e os demais valores do vetor y,
1 =
y; = E[bj =Y hgwl o i=12...,n (D.31)
» =1

Com os valores de y, substitui-se no sistema (D.29) e obtém-se a solucdo do sistema geral,
com as seguintes relacoes ;

Ty = , (D.32)




66

e os demais valores da soluc¢io x,

1 - .
;= F{yj - ) i) j=n-1,n-2,...,2,1. (D.33)
2 i=j+1

-
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- ANEXO I

. ALGORITMO SDLU

SUBROUTINE SDLU(N,NZ,A,H)
Crokok ik kdokakiokdoriorkkk ok kkokkkk koo okl kok ok ok ook ok ok ok kkkskokokokk ok ok ok koK

c PROPOSITO: SOLUCIONAR O SISTEMA DE EQUACOES LINEAR COM MATRIZ FATORADA.
(of UTILIZA-SE 0 METODO DA DECOMPOSICAD LU.
C
C PARAMETROS DE ENTRADA: N : ORDEM DA MATRIZ A
C NZ : NUMERO DE DIAGONAIS NAD NULAS NA MATRIZ A.
C A : MATRIZ A SER DECOMPOSTA (SIMETRICA)
C H : VETOR DO LADO DIREITO DO SISTEMA (FONTE)
C
C PARAMETROS DE SAIDA: H : VETOR SOLUCAO
C
C AUTOR: LURIMAR SMERA BATISTA
C******************************************************************************
REAL A(NZ,*),H(¥) '
C DECOMPOSICAO DA MATRIZ
DO 40 J=1,N
NFI=MIN(N,NZ+J-1)-J+1
KJ=NZ-1

IF(KJ.GE.J)KJ=J-1
DO 10 KK=1,KJ
AC1,3)=A(1,)-A(KK+1,J-KK) **2,
10 CONTINUE
A(1,3)=SQRT(A(1,T))
DO 30 KI=2,NFI
ITF=NZ-KI
IF(ITF.GE.J)ITF=J-1
DO 20 IT=1,ITF
ACKI,J)=A(KI,J)-A(IT+1,J-IT)*A(KI+IT,J-IT)

20 CONTINUE
A(KI,J)=A(KI,J)/A(1,])
30 CONTINUE
40 CONTINUE
c SOLUCAQ DE H
DO 60 I=1,N
INI=MAX(1,I+1-NZ)
KI=I-INI+1

DO 50 J=INI,I-1
H(I)=H(I)-A(KI,J)*H(J)

KI=KI-1
50 CONTINUE
H(I)=H(I)/A(1,1)
60 CONTINUE

DO 80 J=N,1,-1
NFI=MIN(N,NZ+J-1)
DO 70 I=J+1,NFI
KI=I-J+1
H(J)=H(I)-A(KI,J)*H(I)
70 CONTINUE
H(J)=H(I)/A(1,T)
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CONTINUE
RETURN
END
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- ANEXO II

. ALGORITMO SAPDLU

DEFINE SAPDLU(NZ,N)
Wk ok ok ok ok ook ook o ok ook ol ook ok ks sk ok sk sk ok sk s sk ok s o ok o skl ke ke kool ol ak ok sk sk skl sk oo ook o ok ok ok ks o o o ok
" PROPOSITO: SOLUCIONAR SISTEMA DE EQUACOES LINEARES SPARSO (COM MATRIZ
" COEFICIENTES FATORADA) UTILIZANDO A DECOMPOSICAO LU.
" OBS: ALGORITMO EM LINGUAGEM VFC E AS AS ROUTINAS UTILIZADAS
H SAO DO "ARRAY-PROCESSOR" (AP) DO SISTEMA DISCO-VAX 11/785.
" PARA INICIALIZAR EM AP E NECESSARIO UTILIZAR 0 ALGORITMO
" SCHPDLU EM LINGUAGEM FORTRAN-77 RELACIONADO ABAIXO.

" PARAMETROS DE ENTRADA: NZ : NUMERO DE DIAGONAIS NAO NULAS DA MATRIZ.
" N : NUMERO TOTAL DE COLUNAS DA MATRIZ.

" PARAMETRO DE SAIDA: VETOR SOLUCAO EM AP.

" AUTOR: LURIMAR SMERA BATISTA
10 st ol ok ook ok e ke sk o o o kool s ok o Ao o R Rk ks o sl Kok ol ok ok ok ok ok o s ok ko sk ok i ok ko sk ok o ok
LOCAL INC,NLS1,INI,NUM,J,KI,NS,ITF,NFI1,INI1,INI2,111,112,113,114
LOCAL A,B,D,W,U0,Y,Z,Q,X,H,G,F,NFI,J1,J2,NTESW,KI1,KI2,NFI2,II6
LOCAL TESW,TESZ,IG,IG1
NA1=N*NZ
NA2=NA1+N
INC=NZ-1
J=0
A: J=J+1
II1=J-1
NLS1=II11*NZ
INI=J-1
NUM=J-1
CALL SVESQ(INI,INC,NA2,NUM)
CALL VSUB(NA2,1,NLS1,1,NLS1,1,1)
CALL VSQRT(NLS1,1,NLS1,1,1)
I16=N2Z
KI=1
B: KI=KI+1
II2=I11%NZ
II3=KI-1
NS=II2+113
ITF=NZ-KI
IF J > ITF GOTO Y
ITF=J-1
Y: I14=II11-ITF
NFI1=1I4%NZ
INI1=NFI1+ITF
II2=NFI1+K1
I13=ITF-1
INI2=112+113
CALL DOTPR(INIt,INC,INI2,INC,NA2,ITF)
CALL VSUB(NA2,1,NS,1,NS,1,1)
CALL VDIV(NLS1,1,NS,1,NS,1,1)
IF KI < II6 GOTO B
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IF J < NZ GOTO A

NUM=NZ-1 -
NTESW=N
J1=NZ
Ji=J1+1 -
II1=J1-1
NLS1=II1%NZ
I12=J1-NZ
I13=II12+1
II4=113%NZ
INI=II4-1
CALL SVESQ(INI,INC,NA2,NUM)
CALL VSUB(NA2,1,NLS1,1,NLS1,1,1)
CALL VSQRT(NLS1,1,NLS1,1,1)
NFI=N2Z
KIi=1
II2=NZ-1
II6=N-II2
IF I16 > J1 GOTO Z
ITi=J1-1
NFI=N-II1
I16=1
IF 116 = NFI GOTO Q
KI1=KI1+1
IT2=KI1-1
I13=II1%NZ
NS=II3+II2
ITF=NZ-KI1
II4=II1-ITF
NFI1=114%NZ
INI1=NFI1+ITF
II2=NFI1+KI1
II3=ITF-1
INI2=II2+I13
CALL DOTPR(INI1,INC,INI2,INC,NA2,ITF)
CALL VSUB(NA2,1,NS,1,NS,1,1)
CALL VDIV(NLS1,1,NS,1,NS,1,1)
IF KI1 < NFI GOTC Z
IF J1 < NTESW GOTO W
CALL VCLR(NA2,1,1)

INC=NZ-1

INI2=NA1

IG=0

IG=IG+1

IT1=IG-1

NS=II1*NZ

NLS1=NA1+II1

INI1=1G-1

NUM=IG-1

CALL DOTPR(INI1,INC,INI2,1,NA2,NUM)
CALL VSUB(NA2,1,NLS1,1,NLS1,1,1)
CALL VDIV(NS,1,NLS1,1,NLS1,1,1)
IF IG < NZ GOTO X

=NZ-1
IGi=NZ
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IG1=IG1+1
IIi=IG1i-1
NS=II1xNZ
NLS1=NA1+II1
II2=1G1i-NZ
II3=112+1 ~
II4=I13*NZ
INI1=114-1
INI2=NA1+II2

CALL DOTPR(INI1,INC,INI2,1,NA2,NUM)
CALL VSUB(NA2,1,NLS1,1,NLS1,1,1)
CALL VDIV(NS,1,NLS1,1,NLS1,1,1)

IF 1G1 < N GOTO H
CALL VCLR(NA2,1,1)

II3=N-NZ
TESW=113+1
J=N+1
JsJ-1
1I4=J
ITi=J-1
NS=II1*NZ
NLS1=NA1+II1
II2=1I1%NZ
INI1=]I2+1
INI2=NA1+]
NUM=N-J

CALL DOTPR(INI1,1,INI2,1,NA2,NUM)
CALL VSUB(NA2,1,NLS1,1,NLS1,1,1)
CALL VDIV(NS,1,NLS1,1,NLS1,1,1)

IF II4 > TESW GOTO G

NUM=NZ-1

TESZ=1

J2=TESW
J2=J2-1
114=J2
II1=J2-1
NS=II1*NZ
NLS1=NA1+II1
II2=I11%NZ
INI1=II2+1
INI2=NA1+J2

CALL DOTPR(INI1,1,INI2,1,NA2,NUM)
CALL VSUB(NA2,1,NLS1,1,NLS1,1,1)
CALL VDIV(NS,1,NLS%,1,NLS1,1,1)

IF II4 > TESZ GOTO F
END

SUBROUTINE SCHAPDLU(N,NZ,X,H) ,
Cakk Kok kok ok Kok ok ok ok ok kool ok ok ok askokolok Sokok ok ok skl skl okl skl ok sk skoekolok sk ook

PROPOSITO: ABRIR E FECHAR 0S ARQUIVO EM AP, ACESSANDO SAPDLU.

[+XeEeEe K2 K2 Ke!

PARAMETROS DE ENTRADA: N
NZ
X
H

: ORDEM DA MATRIZ A

: NUMERO DE DIAGONAIS NAO NULAS NA MATRIZ A.
: MATRIZ DECOMPOSTA ( SIMETRICA )

: VETOR DA DIREITA ( FONTE )
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c
C
c
c
C

PARAMETROS DE SAIDA: H : VETOR SOLUCAO

AUTOR: LURIMAR SMERA BATISTA
1333333333333 33333 33233323383 d s s 2+ 2233833333333 3333333 33233322313

REAL X(NZ,*) ,H(N)

ABERTURA DO ARRAY PROC.

NA1=NZ*N

NA2=NA1+N

CALL APINIT(2,0,I)

CALL APPUT(X,0,NA1,2)

CALL APPUT(H,NA1,N,2)

CALL APWD

CALL SAPDLU(NZ,N)

RETORNO DOS VALORES DO ARRAY PROC.

CALL APWR

CALL APGET(H,NA1,N,2)

CALL APWD

RETURN

END
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~ ANEXO III

« ALGORITMO CCMF

SUBROUTINE CCMF(NTY,NO,INODES,K,JINF,ADC,FON,AA,FE)
Cossok ko sk ook s oo ok ook AR sl sl s o sk ko ok ok ook ik Aol ko ksl SR Kok R 3ok s o R sk ok ok

c PROPOSITO: CONSTRUCAD DA MATRIZ DOS COEFICIENTES E DO VETOR FONTE

c DE UM SISTEMA GERADO PELA TECNICA DOS ELEMENTOS FINITOS.

C A MATRIZ RESULTANTE E DA FORMA FATORADA E REDUZIDA.

c

C PARAMETROS DE ENTRADA : NTY : NUMERO DE DIAGONAIS NAO NULAS

c NO : NUMERO DE VERTICE EM DOS ELEMENTO

c INODES : VETOR NUMERO DO NO NA MALHA ( NO )

c K : MATRIZ DOS NOS NO ELEMENTOC ( NO , NO )
C JINF : VETOR DOS INDICES DOS NOS INTERNOS

c ADC : VETOR CONDICOES DE FRONTEIRAS

C FON : VETOR DO CAMPO NOS VERTICES.

c :

C PARAMETROS DE SAIDA : AA : MATRIZ REDUZIDA E FATORADA

c FE ¢ VETOR DA DIREITA REDUZIDO

c :

c AUTOR: LURIMAR SMERA BATISTA

Cokkakarsokok dokokskksokok ok ok ok dkoksiokok dkokskokskokok ik slokolokok skl ok ok ok ok okok ok ok sskok sk kol ok ok koK ook ok ook o ko ok

COMPLEX FON(x),FE(*)
COMPLEX K(NO,*),AA(NTY,*),ADC(*),AUX
INTEGER INODES(NO),JINF(*)
DO 30 I=1,NO
IG=INODES(I)
IF(JINF(IG) .EQ.0)GOTO 30
IGI1=JINF(IG)
FE(IGI1)=FE(IGI1)+FON(I)
D0 20 J=1,NO
AUX=K(I,J)
IF(AUX.EQ.CMPLX(0.,0.))GOT0 20
JG=INODES(J)
IF(JINF(JG) .EQ.0)GOTO 10
IF(IG.LT.JG)GOTO 20
JGJ=JINF(JG)
IGI=IGI1-JGJ+1
AA(IGI,JGI)=AA(IGI,JGJ)+AUX

GOTO 20
10 FE(IGI1)=FE(IGI1)-ADC(JG)*AUX
20 CONTINUE
30 CONTINUE

RETURN
END
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- * ANEXO IV

. ALGORITMO CDLUR

SUBROUTINE CDLUR(N,NZ,A,H)
Cosokakok ok dokdokokkok ok k kiRl ok R okokok dolokkokoRokok kK aoRBok ok ok ok ok kskok ok okok ok ok ok Aok ok ok

c PROPOSITO: RESOLVER 0 SISTEMA REDUZIDO GERADO PELA TEF, UTILIZANDO A
c DECOMPOSICAO LU.
c
c PARAMETROS DE ENTRADA: N : ORDEM DA MATRIZ A
c NZ : NUMERO DE DIAGONAIS NAO NULAS NA MATRIZ A.
c A : MATRIZ A SER DECOMPOSTA (FATORADA,REDUZIDA)
c H : VETOR LADO DIREITO (FONTE)
c
c PARAMETROS DE SAIDA: H : VETOR SOLUCAOQ
c
c AUTOR: LURIMAR SMERA BATISTA
(G2 3k e o 38 ok 3 3 ok 330 3 3 3k e 24 e o 3 3 a3 o e s e ok 3B ok e ok ke o ke e o o ok sk sk ke s sl ale e ke ke ok 3 e e ok ke e ok 3 ok sk ok e o 3k ok o e ak o e sk ok e ok ok ok e sk ok ok ok
COMPLEX A(NZ,*) ,H(N)
c DECOMPOSICAO DE A
D0 40 J=1,N
NFI=MIN(N,NZ+J-1)-J+1
KJ=NZ-1
IF(KJ.GE.J)KJ=J-1
DO 10 KK=1,KJ
KK1=KK+1
JKK=J-KK
A(1,3)=A(1,0)-A(KK1,JKK) *A(KK1, JKK)
10 CONTINUE
A(1,3)=SQRT(A(1,]))
DO 30 KI=2,NFI
ITF=NZ-KI
IF(ITF.GE.J)ITF=J-1
DO 20 IT=1,ITF
A(KI,J)=A(KI,J)-A(IT+1,J-IT)*A(KI+IT,J-IT)
20 CONTINUE
A(KI,J)=A(KI,J)/A(1,T)
30 CONTINUE
40 CONTINUE
c CALCULO DE H
DO 60 I=1,N
INI=MAX(1,I+1-NZ)
KI=I-INI+1
DO 50 J=INI,I-1
H(I)=H(I)-A(KI,J)*H(J)
KI=KI-1
50 CONTINUE
H(I)=H(I)/A(1,I)
60 CONTINUE

DO 80 J=N,1,-1
NFI=MIN(N,NZ+J-1)
DO 70 I=J+1,NFI
KI=I-J+1
H(J)=H(J)-A(KI,J)*H(I)
70 CONTINUE
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H(J)=H(J)/A(1,])
CONTINUE

RETURN -
END
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- ANEXO V

ALGORITMO CDLURZ2D

SUBROUTINE CDLURZ2D(N,NZ,A,H)
Coleaeskok kool sl st o ook o ok oo o ok o K oo ok ook ook o o ks ks o otk o ook o ok s ok A o sk s ok s ok ok ok ok ok ok ok ok

c PROPOSITO: SOLUCIONA O SISTEMA GERADO PELA TEF 2D, UTILIZANDO A DLU,
C COM VANTAGEM DE NAOC OPERAR COM ELEMENTOS NULOS DA MATRIZ.
c
c PARAMETROS DE ENTRADA: N : ORDEM DA MATRIZ A
c NZ : NUMERO DE DIAGONAIS NAO NULAS NA MATRIZ A.
c A : MATRIZ A SER DECOMPOSTA (FATORADA,REDUZIDA)
c H : VETOR DO LADO DIREITO (FONTE)
c
C PARAMETROS DE SAIDA:H : VETOR SOLUCAD
o _
c AUTOR: LURIMAR SMERA BATISTA
(0 3k 3k ke ok ok e o ke sk s e o e e ok ok s o 3k a3 o 3 3 e 2 ok ok e ok ke e 3k e o ok s 2 3 ke s ok 3 e o o e o e ke o ke e o e e 3 sl e s e e e e e e sk e ol e ok ok ke ke o o ke
COMPLEX A(NZ,*),H(N)
o DECOMPOSICAO DE A
DO 20 J=1,NZ-3
A(1,J)=SQRT(A(1,J)-A(2,]-1)*A(2,J-1))
AC2,D=(A(2,7)-A(2,3-1)*A(3,J-1))/A(1,T)
DO 10 KI=NZ-J,NZ-1
AKI,D=(A(KI,J)-A(2,J-1)*A(KI+1,J-1))/A(1,0)
10 CONTINUE .
A(NZ,2)=A(NZ,J)/AC1,))
20 ~ CONTINUE

J=NZ-2
A(1,J)=SQRT(A(1,J)-A(2,J-1)*A(2,J-1))
DO 30 KI=2,NZ-1
ACKI,D)=(A(KI,))-A(2,J-1)*A(KI+1,J-1))/A(1,T)
30 CONTINUE
A(NZ,3)=A(NZ,J)/A(1,T)
DO 70 J=NZ-1,N-NZ+1
DO 40 KK=1,NZ-1
A(1,0)=A(1,3)-A(KK+1,J-KK) *A (KK+1, J-KK)
40 CONTINUE
A(1,J)=SQRT(A(1,7J))
D0 60 KI=2,NZ
DO 50 IT=1,NZ-KI
A(KI,J)=A(KI,J)-A(IT+1,J-IT)*A(KI+IT,J-IT)

50 CONTINUE
ACKI,J)=A(KI,J)/A(1,])

60 CONTINUE

70 CONTINUE

c

DO 110 J=N-NZ+2,N
DO 80 KK=1,NZ-1
A(1,7)=A(1,3)-A(KK+1,J-KK) *A (KK+1,J-KK)
80 CONTINUE

A(1,3)=SQRT(A(1,3))

DO 100 KI=2,N-J+1
DO 90 IT=1,NZ-KI
A(KI,J)=A(KI,J)-A(IT+1,J-IT)*A(KI+IT,J-IT)
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CONTINUE
A(KI,J)=A(KI,J)/A(1,])
CONTINUE

CONTINUE

CALCULO DE H

DO 120 I=1,N2-2 ~

H(I)=(H(I)-A(2,I-1)*H(I-1))/A(1,I)

CONTINUE

DO 140 I=NZ-1,N

INI=MAX(1,I+1-NZ)
KI=I-INI+1
D0 130 J=INI,I-1
H(I)=H(I)-A(KI,J)*H(J)
KI=KI-1
CONTINUE

H(I)=H(I)/A(1,I)

CONTINUE

DO 160 J=N,NZ-3,-1
NFI=MIN(N,NZ+J-1)
DO 150 I=J+1,NFI
KI=I-J+1
H(JI)=H(J)-A(KI,J)*H(I)
CONTINUE

H{(J)=H(J)/A(1,T)

CONTINUE

DO 180 J=NZ-4,1,-1

KI=J+1

H(J)=H(J)-A(2,T)*H(KI)
DO 170 I=NZ2-J,NZ
KI=I+J-1
H(J)=H(J)-A(I,J)*H(KI)
CONTINUE

H(D)=H(I)/A(1,])

CONTINUE

RETURN

END
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- ANEXO VI

ALGORITMO CDLURZ3D

SUBROUTINE CDLURZ3D(N,NZ,A,H)

(9% 3k o5 o ok e 3 e o e ol ol e o 3 o o 3 o o 3 o 3 o o 3 o o o o ok ok ok o o e e e e e e ook e o e e e e o e o B ok o o o o o o o o ok ok o o o o ok o ke sk ok sk ok ok ok
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PROPOSITO: SOLUCIONA O SISTEMA GERADO PELA TEF 3D, UTILIZANDO A DLU,
COM VANTAGEM DE NAO OPERAR COM 0S ELEMENTOS NULOS DA MATRIZ.

PARAMETROS DE ENTRADA: N : ORDEM DA MATRIZ A
NZ: NUMERO DE DIAGONAIS NAO NULAS NA MATRIZ A.
A : MATRIZ A SER DECOMPOSTA (FATORADA E REDUZIDA)
H : VETOR DO LADO DIREITO ( FONTE )

PARAMETROS DE SAIDA: H : VETOR SOLUCAOQ

AUTOR: LURIMAR SMERA BATISTA

s e o ok o o e 3 o e o ol o o e e 3 e o e e o o e ok ok de e o e ok s ke o e 3k ok ok e o ke e o ok o ak ke e ok ok e ok ok a6 o e ak ke ok 3 ok ke ok ok ok 3 o ok e o sk e Kook dk ok

COMPLEX A(NZ,*) ,H(*)
DECOMPOSICAO DA MATRIZ
DO 60 J=1,NZ-2#NTY+1
KJ=J
DO 10 I=2,MIN(J,NTY)
KJ=KJ-1
A(1,3)=A(1 ’J)-A(I 9KJ)*A(I ’KJ)
CONTINUE
A(1,))=SQRT(A(1,T))
DO 30 KI=2,NTY
DO 20 IT=1,MIN(J-1,NTY-KI)
ACKI,J)=A(KI,J)-A(IT+1,J-IT)*A(KI+IT,J-IT)
CONTINUE
ACKI,J)=A(KI,J)/A(1,])
CONTINUE
DO 50 KI=NZ-NTY-J+2,NZ
DO 40 IT=1,MIN(J-1,NZ-KI)
ACKI,J)=A(KI,J)-A(IT+1,J-IT)*A(KI+IT,J-IT)
CONTINUE
A(KI,J)=A(KI,J)/A(1,])
CONTINUE
CONTINUE
DO 100 J=NZ-2#NTY+2,NZ-NTY
KJ=J-NTY
DO 70 I=NTY,2,-1
KJ=KJ+1
AC1,0)=A(1,)-A(CI, K1) *A(T,K))
CONTINUE
A(1,J)=SQRT(A(1,J))
DO 90 KI=2,NZ
DO 80 IT=1,MIN(J-1,NZ-KI)
ACKI,J)=A(KI,J)-A(IT+1,J-IT)*A(KI+IT,J-IT)
CONTINUE
ACKI,J)=A(KI,J)/A(1,])
CONTINUE
CONTINUE
DO 140 J=NZ-NTY+1,N-NZ+1
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KJ=J
DO 110 KK=1,MIN(NZ-1,J-1)
KJ=KJ-1~
ACL,0)=A(1,T)-A(KK+1,KJ) *A (KK+1,KJ)
CONTINUE
A(1,J)=SQRT(A(1,7)9
D0 130 KI=2,NZ
DO 120 IT=1,MIN(NZ-KI,J-1)
ACKI,J)=A(KI,J)-A(IT+1,J-IT)*A(KI+IT,J-IT)
CONTINUE
ACKI,J)=A(KI,J)/A(1,))
CONTINUE
CONTINUE
DO 180 J=N-NZ+2,N
KJ=J
D0 150 KK=1,NZ-1
KJ=KJ-1
A(L,T)=A(1,J)-A(KK+1,KJ) *A(KK+1,KJ)
CONTINUE
A(1,J)=SQRT(A(1,]))
DO 170 KI=2,N-J+1
DO 160 IT=1,NZ-KI
A(KI,J)=A(KI,J)-A(IT+1,J-IT)*A(KI+IT,J-IT
CONTINUE :
ACKI,J)=A(KI,J)/A(1,))
CONTINUE
CONTINUE
SOLUCAO DE H
DO 200 I=1,NTY
KI=I
DO 190 J=1,I-1
H(I)=H(I)-A(KI,J)*H(J)
KI=KI-1
CONTINUE
H(I)=H(I)/A(1,1)
CONTINUE
DO 220 I=NTY+1,NZ-NTY
J=I-NTY+1
DO 210 KI=NTY,2,-1
H(I)=H(I)-ACKI,J)*H(J)
J=J+1
CONTINUE
H(I)=H(I)/A(1,I)
CONTINUE
DO 240 I=NZ-NTY+1,N
INI=MAX(1,I+1-NZ)
KI=I-INI+1
DO 230 J=INI,I-1
H(I)=H(I)-A(KI,J)*H(J)
KI=KI-1
CONTINUE
H(I)=H(I)/A(1,I)
CONTINUE
DO 260 J=N,NZ-2*NTY+1,-1
NFI=MIN(N,NZ+J-1)
DO 250 I=J+1,NFI
KI=I-J+1
H(J)=H(J)-A(KI,J)*H(I)




250
260

270

280
290

" CONTINUE
H(I)=H(I)/A(1,T)
CONTINUE -
DO 290 J=NZ-2*NTY,1,-1
DO 270 I=1,NTY
KI=I+J-1 -
H(J)=H(J)-A(I,J)*H(KI)
CONTINUE
NAU=NZ-NTY-J+2
DO 280 I=NAU,NZ
KI=I+J-1
H(J)=H(J)-A(I,T)*H(KI)
CONTINUE
H(J)=H(J)/A(1,])
CONTINUE
RETURN
END
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