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Tempos Modernos

Eu vejo a vida melhor no futuro
Eu vejo isso por cima de um muro

De hipocrisia que insiste em nos rodear

Eu vejo a vida mais farta e clara
Repleta de toda satisfacéo
Que se tem direito

Do firmamento ao chao

Eu quero crer no amor numa boa
E que isso valha p’ra qualquer pessoa

Que realizar a for¢ca que tem uma paixao

Eu vejo um novo comeco de era
De gente fina elegante e sincera

Com habilidade pra dizer mais sim do que néao

Hoje o tempo voa amor
Escorre pelas maos
Mesmo sem se sentir
E ndo ha tempo que volte amor
Vamos viver tudo o que ha pra viver
Vamos nos permitir
(Lulu Santos — 1981)



RESUMO

Esta dissertacdo foi desenvolvida no sentido de contribuir para o ensino e para
aprendizagem da Geometria Analitica no ensino superior. Para realizar esta tarefa
contamos com o referencial teérico de Raymond Duval - com a teoria dos Registros
de Representacdo Semidtica - em aulas expositivas, atividades em classe e na
exploragcdo de um maior nimero de representacdes do objeto matemético Vetor.
Nosso objetivo foi o de identificar e analisar as dificuldades na producéo e no
tratamento de representacdes dos vetores que caracterizam lacunas ao aprendizado
do conceito desse objeto. Os sujeitos da pesquisa foram alunos de uma turma de
Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado do Para — UEPA, Ndcleo
Regional do Baixo Tocantins — NURBAT localizado em Moju — PA. A pesquisa foi
dividida em etapas, onde na primeira, a turma presenciou aulas teéricas com foco
principal no estudo de vetores, explorando as varias representacdes do objeto bem
como as operagles basicas; a segunda etapa consistiu na resolucado de lista de
exercicios (atividades 1 e 2), contendo questdes retiradas da indicacéo bibliografica
da disciplina e a avaliacdo individual. E por ultimo a andlise das resolugdes feitas
pelos sujeitos. Os instrumentos de coleta de dados envolveram questdes de
representacdo de vetores nos registros algébrico, figural e da lingua natural, assim
como, as conversfes entre esses registros. Apos analisar as resolucdes, estas
foram agrupadas por categorias as quais: confusdo entre coordenadas de ponto e
coordenadas de vetor, dificuldade na aplicacdo da regra do paralelogramo,
dificuldade em identificar vetores iguais e conversao entre registros envolvendo o
registro geométrico. Ao final das analises apontamos onde os alunos sentem mais
dificuldades de acordo com as peculiaridades dos mesmos nas resolucdes
apresentadas e ainda, propomos a possibilidade de continuidade da pesquisa sobre
0 mesmo objeto.

Palavras-chave : Representacdo. Registro de representacdo semidtica. Vetores.
Educacdo Matematica.



ABSTRACT

This work was developed in order to contribute to teaching and Analytic Geometry
for learning in higher education. To accomplish this we rely on the theoretical
framework of Raymond Duval - With the theory of the semiotic representation
registers - in classes exhibitions, classroom activities and the exploration of a greater
number of Vector representations of mathematical object. Our goal was to identify
and analyze the difficulties in production and processing representations of the
vectors that characterize the learning of loopholes concept of that object. The
research subjects were students of a in Mathematics at the University of Para -
UEPA, Regional Center of the Lower Tocantins - NURBAT located in Moju -
PA. The research was divided into stages, where at first, the group witnessed
lectures focused on the study of vectors, exploiting the various representations of
the object as well as basic operations, the second stage the resolution list of
exercises (activies 1 and 2), with questions taken from the discipline and
recommended reading individual assessment. Finally the analysis of the resolutions
made by subjects. The instruments of data collection included questions of
representation of vector algebra in the records, and figural language natural as well
as conversions between these records. After analyzing resolutions, they were
grouped by categories including: confusion between point coordinates and vector
coordinates, difficulty in application of the rule of the parallelogram, difficulty in
identifying vectors equal and records involving the conversion between geometric
registration. By final aim of the tests where students feel more difficulties according
to the peculiarities of the resolutions presented and they also suggest the possibility
of continuing the research on it object.

Key words: Representation. Registers of semiotic representation. Vectors.
Mathematical Education.
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INTRODUCAO

Esta pesquisa teve como motivacdo minha pratica docente no ensino superior
com a disciplina de Geometria Analitica, em turmas de Licenciatura Plena em
Matematica. Ao longo da minha trajetéria docente, tive oportunidade de atuar em
diversas turmas com esta mesma disciplina. E este contato, freqiente, me levou a
observar algumas situacdes problematicas relativas a aprendizagem de vetores no
nivel superior de ensino em turmas de primeiro ano do curso de Licenciatura em
Matematica onde esta disciplina € ministrada. Percebi que os alunos tém
dificuldades em lidar com a linguagem matematica e em especial com as
representagfes de vetores.

A linguagem matematica é considerada essencial para a aprendizagem de
conceitos, propriedades e relagcdes entre objetos matematicos. Esta linguagem é
capaz de apresentar, simbolicamente, objetos e sintetizar relacdes com um carater
monossémico, por este motivo foi popularizada entre as ciéncias por caracterizar o
formalismo cientifico, ja que possui regras proprias e uma gramatica especial. Neste
sentido, em muitas situagfes, a linguagem matematica € considerada de dificil
compreensao.

A ciéncia que estuda as relacbes de significacdo e sentido entre os simbolos
e seus objetos € a Semidtica, conhecida como a teoria dos signos. Este trabalho
teve como base esta teoria, pela qual se pretendeu estudar, analisar e classificar as
dificuldades relacionadas a aprendizagem do conceito de vetor (e as principais
operacbes que o envolvem) a luz da teoria dos Registros de Representacéo
Semidtica.

Esta dissertagéo teve como objetivo estudar dificuldades na aprendizagem do
conceito de vetores relacionadas a producdo, tratamento e conversbes de
representacbes presentes no ensino desse conceito e de suas operagdes. O
conceito de vetor esta presente em diversos momentos na matematica do ensino
superior, especificamente, nos cursos de Licenciatura em Matematica, onde o aluno
tem oportunidade de ter contato com vetores em disciplinas que envolvem Calculo
Diferencial, Fisica e Algebra Linear, por exemplo, mas apenas como ferramenta para
resolver problemas que envolvem outros assuntos. Como objeto de ensino, o vetor

pode ser visto em uma disciplina especifica ou no estudo da Geometria Analitica.
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Vale ressaltar que o conteldo de Geometria Analitica nos cursos de ensino
superior € bastante diferente daquele estudado no Ensino Médio. Esse nivel de
ensino possui uma apresentacado predominantemente plana, ou ainda, o conteudo
de Geometria Analitica abordado fora da universidade, parece tangenciar o conceito
de vetor e priorizar suas aplicagbes em situacdes-problema. Enquanto isso, na
Fisica do Ensino Médio, o vetor é utilizado como ferramenta essencial no estudo de
assuntos como cinematica, estatica, dinamica e ondulatoria. Sendo assim, seu
conceito € discutido, pela primeira vez, somente em disciplinas especificas de
cursos superiores como a Licenciatura em Matematica.

A disciplina de Geometria Analitica estd presente nos cursos de licenciatura e
bacharelado em Matematica e outros cursos de nivel superior. A dificuldade no
ensino e na aprendizagem da Geometria Analitica comeca com a distincdo que se
faz nos planejamentos de ensino médio e superior: no primeiro, estuda-se apenas
na dimens&o dois, ou seja, no R? e no segundo, inicia-se com trés dimensdes, R®.
NoOs cursos superiores, 0s vetores sao discutidos no inicio do capitulo da disciplina.

Encontram-se nas diretrizes curriculares do Ensino Médio as orientacdes
sobre os conteudos que devem ser abordados dentro da disciplina de Geometria
Analitica. Segundo este documento a origem da Geometria Analitica esta na ideia do
sistema cartesiano e na relagéo entre Algebra e Geometria, que ora nos mostra a
Algebra sob um olhar geométrico, ora interpreta a Geometria pela algebra. Sobre o
conteudo de vetores cuja abordagem nesse nivel, geralmente ocorre apenas na

Fisica, o documento orienta que:

E desejavel que o professor de Matematica aborde com seus alunos o
conceito de vetor, tanto do ponto de vista geométrico (colecdo dos
segmentos orientados de mesmo comprimento, direcdo e sentido) quanto
algébrico (caracterizado por suas coordenadas). Em particular, € importante
relacionar as operacbes executadas com as coordenadas (soma,
multiplicacdo por escalar) com seu significado geométrico. A inclusdo da
nocao de vetor nos temas abordados nas aulas de Matematica viria corrigir
a distorcdo causada pelo fato de que é um tdpico matematico importante,
mas que esta presente no ensino médio somente nas aulas de Fisica (2006,
p.77).

7

Por outro lado, € comum observarmos que as recomendacdes sobre a
abordagem dos vetores sé sejam desenvolvidas nos cursos universitarios das areas
exatas, como a Matematica, por exemplo. Deste modo, podemos entender que a

auséncia de um estudo sobre vetores, ainda que introdutério na Geometria Analitica,
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ao final do ensino médio, pode ocasionar algumas dificuldades na sua aprendizagem
no inicio dos cursos superiores, onde esta mesma disciplina também € ensinada.

Este talvez seja um dos fatores negativos que muitos alunos enfrentam com
esta disciplina, sendo consideravel o nimero de alunos que ficam reprovados. Este
problema se agrava, pois se tratam de futuros educadores matematicos e a énfase
dada na Geometria Analitica no R® baseia-se na importancia que esta tem no
aprendizado de outras disciplinas como Calculo Diferencial e Integral e Algebra
Linear.

Embora o problema do ensino dos vetores venha sendo bastante discutido,
com muitas pesquisas realizadas, por autores como Bittar (2006), Ba (2007),
Carneiro (2007), Choukri (2001) que serdo aprofundados a seguir na revisdo
bibliografica, esperamos com esta pesquisa dar a nossa contribuicdo na
investigacao das dificuldades na aprendizagem desse assunto.

A pesquisa esta dividida em quatro capitulos. O primeiro destaca os pontos
relacionados ao como e porque esta pesquisa foi realizada: a questdo que
pretendemos responder ao final da pesquisa, 0s objetivos que pretendemos alcancar
com ela, os procedimentos metodoldgicos da pesquisa e a sua relevancia no ambito
da educagdo matematica.

No segundo capitulo, temos um breve historico do desenvolvimento dos
vetores na matematica e, os principais estudiosos que contribuiram para a formacao
da andlise vetorial e as contribuicbes de cada um deles para o avanco da
Matematica enquanto dominio cientifico.

No terceiro capitulo, apresentamos a teoria que tomamos como base para
tornar esse trabalho relevante e faremos um panorama geral da Semiotica: como
nasceu esta ciéncia, quem foram os seus teéricos de maior visibilidade, e quais os
pressupostos que contribuiram para a teoria nos Registros de Representacdo de
Duval sustentar os pressupostos tedricos da nossa pesquisa.

No ultimo capitulo, sdo expostas as analises dos dados coletados, e as
categorias com objetivo de classificar os tipos de dificuldades identificadas. Por fim,
apresentamos nossas consideracdes finais respondendo a questdo da pesquisa e

mostrando nossas inferéncias e perspectivas.
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1 SOBRE A PESQUISA

A tematica desta pesquisa surgiu da minha experiéncia docente ao lidar com
as dificuldades dos alunos na aprendizagem de vetores, bem como de uma
necessidade de melhor compreender como este apreende as nogoes relacionadas
ao vetor. Compreendendo algumas dificuldades do aluno, podemos aprimorar o
ensino e promover uma aprendizagem eficaz deste assunto.

Em nossos estudos preliminares, encontramos diversos estudos sobre o
ensino de vetores e sobre as representacdes semioticas. A preocupacdo com
vetores surge no contexto das pesquisas que investigaram 0 ensino e a
aprendizagem da Algebra Linear em vérios paises como Franca, Estados Unidos e
Canada. Os autores (Pavlopoulou, Bittar, Harel, Dorier) destacam o carater formal e
generalizador da Algebra Linear e apontam este como uma das principais fontes de
dificuldades a aprendizagem da disciplina.

Do mesmo modo, a linguagem matematica e os registros de representacao,
por meio da qual essa disciplina € apresentada e explorada, tem recebido especial
atencdo que se reflete nos trabalhos sobre a tematica. Ressaltamos a importancia
da Geometria Analitica e em particular as noc¢des ligadas ao conceito de vetor e
suas operacdes que estdo na base de muitos conceitos da Algebra Linear, como
dependéncia e independéncia lineares, combinagéao linear, base e dimensé&o.

Dessa forma, a pergunta que buscamos responder nesta pesquisa é:

Quais as dificuldades dos alunos do primeiro ano do Curso de Licenciatura
em Matemética ao lidarem com as representacdes semioticas na aplicacédo da regra
de adicdo de vetores?

Para responder a essa pergunta é preciso analisar o processo histérico
evolutivo da Algebra que, no inicio, possuia uma proximidade muito forte com
Geometria, pois a maioria das equacdes era utilizada em associagdo a uma
representacdo geométrica. Porém para que a Algebra se estabelecesse como
dominio matematico foi necesséario romper com o pensamento de uma Algebra
apenas como ferramenta para solucionar problemas geométricos e admitir a
existéncia de estruturas tedricas que prescindem de uma leitura geométrica. Hoje,
podemos observar na Algebra, que a sua evolugdo caminha com o desenvolvimento

de pesquisas e questionamentos puramente geométricos. Nao obstante, algumas
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nocdes ligadas a Geometria Analitica, que nasceu da unido entre geometria com a
Algebra, ainda reserva grande ligagdo com conceitos geométricos, como € 0 caso
dos vetores. Como objeto de ensino, o vetor continua sendo apresentado a partir da
sua representacdo geomeétrica: uma flecha dotada de direcéo e sentido. E assim que
pela primeira vez, o aluno tem contato com este objeto matemaético.

Dessa forma, esta pesquisa foi realizada na intencdo de observar e estudar
representacfes semidticas de vetor produzidas pelos alunos, e a forma como eles
utilizam essas representacdes ao efetuar a adicdo de vetores. Queremos, entao,
identificar dificuldades na aprendizagem do conteudo vetores, que os alunos do
Curso de Licenciatura em Matematica enfrentam na disciplina de Geometria

Analitica.

1.1 METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS

Para a analise dos dados apoiamo-nos em principios da teoria de estudo de

casos que, segundo Yin (2005, p. 32-33):

[...] investiga um fendmeno contemporéneo dentro de seu contexto da vida
real, especialmente quando os limites entre o fenbmeno e o contexto ndo
estdo claramente definidos e [...] enfrenta uma situagdo tecnicamente Unica
em que havera muito mais variaveis de interesse do que de ponto de dados
e, como resultado baseia-se em vérias fontes de evidéncias, com os dados
precisando convergir em formato de tridngulo e, como outro resultado
beneficia-se do desenvolvimento prévio de proposicdes tedricas para
conduzir a coleta e a andlise dos dados.

O estudo de caso é a busca de conhecimento aprofundado, por meio de um
estudo minucioso, de um objeto. A decisédo de se usar o método apropriado depende
do que sera investigado, trata-se da questdio de pesquisa. E fundamental que o
pesquisador ndo influencie os individuos pertencentes as fontes de evidéncia e, nao
exerca controle nenhum sobre eles.

Os fatores que influenciam na aprendizagem da matematica e 0 modo como
os alunos se relacionam com conteudos dessa disciplina sdo elementos observaveis
em muitas pesquisas na area da educacdo matematica. E de forma natural que

surge entdo, o interesse em pesquisar 0s meios que possibilitam a melhoria do
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ensino de matematica, assim, o primeiro passo nessa direcdo € dado com esta
investigacdo que tem como um de seus principios conhecer de forma sistematizada
as situacbes que dificultam a aprendizagem dos alunos. A seguir descrevemos 0s
sujeitos, a instituicdo, o instrumento de coleta dos dados e os procedimentos de
pesquisa.

A presente pesquisa foi realizada na Universidade do Estado do Pard,
sediada em Belém, no bairro do Telégrafo e com dezenove campi no interior do
Estado. A instituicdo tem varias modalidades de ensino: presencial regular (cinco
aulas diarias de diferentes disciplinas com durag&o anual), presencial modular (cinco
aulas diarias de uma so6 disciplina até completar a duragéo total da disciplina) e a
modalidade de ensino a distancia. O sistema modular € o mais comum nos campi do
interior, e seu funcionamento depende, na maioria das vezes, de profissionais
deslocados da capital do Estado, assim, o contato do professor com as turmas do
interior, se d4 em breves periodos. Neste sistema sdo ministrados 5 horas/aula
diariamente da mesma disciplina, até a totalizacdo de sua carga horaria anual,
tomando uma Unica turma por turno. E de forma intensiva que o ensino ocorre
nessas turmas do interior; no entanto, as disciplinas, os conteudos programaticos e
a indicacao bibliogréfica sdo as mesmas da capital.

O ambiente escolhido para a realizacdo de nossa investigacéo foi a sala de
aula, a coleta dos dados foi feita em dois encontros ocasido em que foram aplicadas
as atividades propostas. Os alunos envolvidos fazem parte de uma turma de
Licenciatura em Matemaética e nesse periodo cursavam a disciplina de Geometria
Analitica. As atividades foram aplicadas apdés a primeira unidade de vetores. As
questdes escolhidas foram retiradas dos livros recomendados pela coordenacdo na
bibliografia dessa disciplina.

A turma escolhida para esta pesquisa foi uma turma de primeiro ano de
Licenciatura em Matematica do turno da manha, formada por 49 alunos, em regime
de ensino modular, localizada na cidade de Moju (Campus XIV) para a qual fui
designado para ministrar a disciplina de Geometria Analitica. Assim, a investigacao
foi realizada durante as aulas por mim ministradas.

Ao me apresentar para a turma, os alunos foram consultados sobre a sua
participacdo como sujeitos desta pesquisa de mestrado. A turma foi informada que
suas producbes escritas de cada atividade aplicada seriam utilizadas para meu

estudo e analise, e, que os resultados das andlises fariam parte desta dissertacao.
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As aulas foram ministradas do modo tradicional com exposi¢céo do contetudo e
resolucdo de exercicios tendo como base o programa curricular do curso. As
referéncias indicadas na ementa de Geometria Analitica também foram respeitadas,
pois nosso intuito era o de observar a producdo dos alunos e identificar dificuldades
relativas ao contetdo de vetores requerido neste nivel de ensino.

A turma era composta por alunos que ingressaram no primeiro semestre de
2009, e, mais cinco alunos que estavam repetindo a disciplina (alunos de
dependéncia). Para responder as atividades propostas os alunos foram, entéo,
agrupados em doze equipes, sendo que cada equipe era formada por quatro alunos.

A unidade de vetores que contemplava: segmentos orientados, segmentos
equipolentes, vetor, operacdes com vetores, decomposi¢cdo de um vetor no plano,
expressdo analitica de um vetor, igualdade, vetor definido por dois pontos e
problemas; foi ministrada em duas semanas, e, durante esse periodo, os alunos
foram submetidos a duas atividades. As questbes que constam nas atividades
propostas foram escolhidas por envolver a representacdo de vetores, o tratamento
de representacdes e a conversao entre registros.

Assim, as dificuldades que os alunos tiveram para realizar essas tarefas
foram observadas e analisadas segundo 0s pressupostos tedricos que adotamos no
referencial. Todas as questdes resolvidas durante as aulas foram utilizadas
literalmente como nos livros-texto indicados pela instituicho — os quais sao
amplamente utilizados por diversas instituicbes de ensino superior para a disciplina
de Geometria Analitica — bem como as questdes integrantes das atividades
aplicadas.

Na primeira atividade (em anexo), os enunciados das questbes envolvem a
representacdo e a adicdo de vetores. A lingua natural € um dos registros envolvidos,
além da representacdo algébrica e figural.

Nas questdes 3, 4, 5, e 6 os alunos deviam observar as figuras em termos de
suas propriedades geomeétricas, como a congruéncia e/ou o paralelismo entre seus
lados. Por isso podemos dizer que sdo problemas de configuracdo®, bastando,
entdo, para resolvé-los, que os vetores iguais sejam identificados para a realizacao
das operacdes indicadas.

! Para resolver esse tipo de exercicio o aluno devera interpretar as propriedades geométricas da
figura e traduzi-las para a linguagem vetorial. Bittar (2005).
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Desta forma, pudemos analisar o0s registros dos alunos enfatizando
dificuldades relativas aos conhecimentos geométricos e em conversdes entre 0s
dois registros (lingua natural e figural). As doze equipes participaram desta
atividade, a qual continha dez questdes e as equipes tiveram cinco horas/aula para
resolver as questoes.

A segunda atividade (em anexo) era composta por oito questdes. Nesta,
foram incluidas questbes que envolviam as coordenadas dos vetores no sistema
ortogonal, ou seja, foi exigido o registro grafico para que se pudessem analisar as
dificuldades dos alunos neste tipo de representacdo. Além disso, foram exigidas
conversdes entre os dois registros (lingua natural e o figural) tanto no plano como
também no espaco.

A escolha das questdes que fazem parte de cada uma das atividades foi feita
tendo por base o conteudo da disciplina e os livros didaticos mais indicados. As
analises foram feitas com base em estudos ja realizadas na area de ensino de
vetores, acerca das dificuldades relacionadas com a conversao e o tratamento de
representacfes semidticas do vetor, e no nosso referencial tedrico, que sera
discutido no capitulo a seguir. Por intermédio das andlises das producgfes escritas
dos alunos, pretendemos obter respostas aos questionamentos feitos nesta
pesquisa.
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2 UMA BREVE GENESE DO VETOR

A nocao de vetor é bem mais antiga do que se pode imaginar. E possivel que
tenha aparecido pela primeira vez, associada a regra do paralelogramo, em um
trabalho de Aristoteles (384-322 A.C.). Mas somente no século XIX foi feito um
estudo sistematico que trouxe a tona o conceito de vetor.

No ambito educacional, o interesse em pesquisar aspectos histéricos e
epistemologicos da origem do vetor vem crescendo nos ultimos anos e diversos
trabalhos de reconhecida relevancia, na area da didatica, da matematica tém sido
publicados. Jean Luc Dorier € um dos autores de maior importancia para se
compreender a evolugcdo ndo sé do conceito de vetor, mas de muitos conceitos
ligados a Algebra Linear. Desde os anos oitenta formou-se na Franga um grupo de
pesquisadores, que em seu inicio foi coordenado por Dorier, e que tem se dedicado
a investigar os problemas no ensino e aprendizagem da Algebra Linear.

Neste sentido trataremos, a seguir, uma breve descricdo cronoldgica das
principais obras e ideias, e de seus respectivos autores, que preconizaram 0
surgimento do calculo vetorial:

O filésofo, diplomata e mateméatico aleméao Gottfried Leibniz (1646-1716) €
apontado como um dos precursores das ideias que levariam a criacdo de um novo
ramo da matematica que daria conta de preencher as lacunas da Algebra. A carta
enviada por Leibniz (1629-1695) ao matematico, astrbnomo e fisico noruegués
Christiaan Huygens, datada de 1679, € a expressdo do seu desejo de criar uma
geometria de posicdo, como se observa no seguinte trecho: “will express situation
directly as algebra express magnitude directly” (CROWE, 2008, p.1).

Em 1799, Caspar Wessel (1745-1818) publicou um ensaio sobre a
representacdo analitica da direcdo, e foi um dos primeiros a descrever a soma de
dois segmentos, porém nao conseguiu desenvolver um meétodo analitico para o
espaco tridimensional.

No ano de 1806, Jean Robert Argand publicou um ensaio sobre a
representacdo geomeétrica dos numeros complexos. Na sua publicacdo seguinte, de
1813, voltou seus esforcos para encontrar um meétodo compativel de analise do
espaco tri-dimensional. Nos anos que se seguiram, varios autores tentaram, sem

sucesso, encontrar um metodo consistente para analise do espaco tridimensional.
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Auguste Ferdinand Mobius publicou, em 1827, seu estudo sobre O Calculo
Baricéntrico, um sistema desenvolvido em torno da ideia de obtencédo de um sistema
de “pontos pesados”. De acordo com Granger (1974), Mobius parte da ideia de
representacdo de um ponto geomeétrico por um sistema de numeros. Inicialmente,
sdo dados trés pontos e a partir desses pontos, pode-se tomar um ponto qualquer,
em seu plano, de forma que este ponto seja seu centro de gravidade. A ideia é
atribuir “pesos”, convenientemente, positivos e negativos, que irdo afetar,
respectivamente, os pontos da base.

No ano seguinte, 1828, C. V. Mourey e John Warren foram autores,
independentemente, de livros que tratavam da representagcdo geométrica dos
nameros complexos. Warren ndo discute a extensdo de seu sistema a trés
dimensdes, enquanto que, Mourey afirmou que um tal sistema é possivel mas nao
publica tal sistema.

Carl Friedrich Gauss publicou, em 1831, a justificacdo da representacao
geomeétrica dos numeros complexos, na qual, vinha trabalhando desde 1799, alguns
anos antes, ele ja havia exposto publicamente algumas ideias, nas quais, aparece,
implicitamente, a ideia de adi¢éo de vetores. Embora seu livro tenha sido apenas a
quinta obra publicada sobre o mesmo assunto, foi sua autoridade no meio cientifico
que proporcionou a legitimacdo e aceitacdo dos numeros complexos e de sua
representacgao.

Giusto Bellavitis publicou seu primeiro trabalho sobre o Sistema de
Equipoléncias em 1835. Realizou calculos sobre os vetores do plano e suas
aplicacbes geométricas e enunciou regras para a adicdo e subtracdo dos vetores.
Bellavitis, a exemplo de outros autores que o antecederam, dedicou um longo
periodo na tentativa, sem sucesso, de obter um sistema de analise a trés
dimensdes.

A teoria da extensdo linear (Die lineale Ausdehnungslehre) foi a primeira
exposicdo completa da teoria de Hermann Gulnther Grassmann. Ele ampliou a
adicao dos vetores para espaco a n dimensdes, definiu a independéncia de vetores,
e, 0 produto interno e o externo. Embora sua obra n&o tenha sido reconhecida desde
o0 inicio, por ser considerada de carater mais filoséfico do que matematico, € a que
guarda caracteristicas mais proximas com a teoria dos espacos vetoriais como hoje

€ conhecida.
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No ano seguinte, em 1836, o conde de Saint-Venant publicou um pequeno
artigo intitulado Mémoire sur les sommes et les différences géométriques, et sur les
usage pour simplifier la mécanique, no qual a diferenca € sua interpretacdo do
produto escalar como uma area orientada no espaco.

Apontado como um dos principais difusores das ideias de um moderno
sistema de andlise vetorial, William Rowan Hamilton foi o primeiro a usar os termos
escalar e vetor para designar a parte real e a parte imaginaria, respectivamente, de
um quaternion — um dos principais sistemas de andlise vetorial. Em seu artigo de
1846 ele escreveu sobre um quaternion Q = a + bi + ¢j + dk, que poderia ser escrito
Q = Scal.Q + Vect.Q ou simplesmente Q = SQ + VQ, em outras palavras, SQ = a
quando VQ = bi + cj +dk. Isto induziu a escrita de equacgbes quaternionistas, da
maneira Como vemos a seguir: se tivermos dois quaternions e ambos tiverem a parte
escalar igual a zero, Q = xi + yj + zk e Q= X'i + yj + Zk, entdo, as regras para
multiplicacdo do quaternion acima é: SQQ’ = - (xx'+ yy'+ zz’) e VQQ'= i(yz- zy’) +
j(zx- xZ') + k(xy’+ yx’) 0 que € importante notar sobre isto é que a parte escalar deste
novo quaternion pode ser vista, matematicamente, igual ao negativo do moderno
produto escalar e a parte vetorial, o que se conhece modernamente como o produto
misto. Historicamente, a descoberta dessa estrutura marcou uma fase importante do
desenvolvimento da analise vetorial, pois foi ao longo desse caminho que se
originou a moderna analise vetorial.

Em 1853, Augustin Cauchy publicou seu “Sur les clefs algébriques” onde
apresenta meétodos que transferiu para a solucado de varios problemas algébricos,
por exemplo, encontrar as raizes de uma equacao qualquer. Introduziu as no¢des de
rayon vector e suas projecdes sobre os eixos, definindo raio vetor como a soma de
suas projecdes. Contribuiu para a popularizacdo do uso dos niameros complexos e
sua representacao geomeétrica.

Ao final do século XIX, a teoria dos quaternions desempenhou um importante
papel na fisica, sendo utilizada principalmente, na simplificacdo de notacbes no

eletromagnetismo. Entre os anos de 1846 e 1847, Hamilton introduziu a operacéo
V= i%+jdiy+ k%, que recebeu especial tratamento no livro Elementary treatise of
quaternions de Peter Guthrie Tait, 0 mais convicto dos discipulos de Hamilton.

Diferentemente de seu mestre, Tait dedicou grande parte dessa obra as aplicacdes
dos quaternions na fisica. Por esta razao, seu livro esta recheado de casos onde
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figura apenas a parte escalar do produto de quaternions, que corresponde hoje ao
negativo do produto do produto escalar.

Com Gibbs (1884) e Heaviside (1893), inspirados pelas publicacbes de
Maxwell sobre eletricidade e magnetismo, a teoria dos quaternions aproximou-se
ainda mais do vetor como é conhecido nos dias atuais. Fato que se deve ao
abandono da forma completa, em favor da utilizagdo isolada da parte vetorial do
quaternion. A definicdo de vetor como um deslocamento de translagcado no espaco,
dada por Gibbs resume o que, de essencial, existe na relacdo entre matematica e
fisica. Além de expor o produto escalar, o produto misto e o produto vetorial.

Em suas primeiras aparices, a nocdo de vetor surgiu paralelamente nos
trabalhos de matematicos e estudiosos que buscavam uma nova forma de
interpretar geometricamente 0s numeros complexos, na busca por uma geometria
de posicdo e ainda, no paralelogramo de forgcas que € conhecido desde tempos
remotos pela fisica.

Os fatos que destacamos acima, sdo apenas alguns que demonstram a
evolucdo de uma nocdo matematica (vetor) com toda multiplicidade do seu uso. Ao
buscar sua génese verifica-se uma ramificacdo, sua origem nao pertence, portanto,
a um unico ramo da matematica, e seria errbneo destacar apenas um aspecto de
sua evolucdo, algébrico ou geométrico, em seu ensino, pois, é na relagdo entre
esses dois dominios que se podem encontrar 0S elementos necessarios a
compreensao global do conceito do vetor na matematica.

Embora o vetor seja apresentado aos estudantes, primeiramente, nos
programas de Fisica, a sua origem ndo se encontra exclusivamente na geometria ou
algebra, nem na fisica, antes, como objeto matematico s6 conseguiu maior atencéo
apos a descoberta de suas aplicacdes no eletromagnetismo.

Bittar (1998) realizou uma pesquisa sobre ensino de vetores, com base em
pesquisas de Dorier realizadas durante vinte anos, no qual mostra que, o célculo
vetorial nasceu de uma critica a0 método analitico: comecou em 1679 com Leibniz,
e um século mais tarde ele retoma for¢ca com o calculo baricéntrico de Mobius (1827)
e com o calculo das equipoléncias de Bellavitis (1832-1835). Em 1845, Grassmann
retoma a primeira das disputas lancada pela sociedade alema de matemética para
ampliar o trabalho de Leibniz. Ele desenvolveu a teoria das extensdes que néo foi

reconhecida e sO passou a ser aceita pelos matematicos alguns anos mais tarde.
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Ela nos revela também, que Dorier mostrou nos estudos que publicou, a partir
de uma andlise historica, que a Geometria e a Algebra Linear desde longo tempo

mantiveram alguns vinculos inegaveis.

Assim, diversos conceitos da Algebra Linear se originaram através de
guestdes de geometria e uma fase importante da génese da algebra linear
consistiu na generalizacdo dos conceitos e da linguagem da geometria a
espacgos mais complexos (1990, p. 456).

Os estudos realizados por estas personalidades, com especial mengéao aos
trabalhos desenvolvidos por Moebius, Hamilton e Grassmann que chegaram quase
independentemente a moderna ideia de espaco vetorial, mesmo sem conseguir
estender suas descobertas a terceira dimensao, foram decisivos para o surgimento e
a delimitacdo do conceito de vetor. Resgatar o vetor no contexto em que suas
primeiras ideias surgiram, trazer a tona as crises e avan¢os em seu desenvolvimento
€ atividade de suma importancia para compreender sua presenca e funcdo nos
curriculos de alguns cursos ensino superior e a importancia de se abordar desde
cedo, seus aspectos conceituais, assim como para melhorar a sua abordagem no

ensino médio.
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3 FUNDAMENTOS TEORICOS E REVISAO BIBLIOGRAFICA

3.1 UM POUCO DE SEMIOTICA

Pode-se dizer que a semidtica teve inicio, quase na mesma época, em trés
regides diferentes do mundo: nos Estados Unidos com Charles Sanders Peirce, na
Unido Soviética com A. N. Viesse-lovski A. A. Potiebnia e na Europa Ocidental com
Saussure. O fato de ter surgido em locais diferentes e quase sincronizados no tempo
se deve a efervescéncia que se iniciou com a Revolugdo Industrial. A proliferacdo
das linguagens e cddigos, dos meios de reproducdo e difusdo de informacdes e
mensagens gerou gradativamente e fizeram emergir uma “consciéncia semiética”
(SANTAELLA, 2007).

A raiz da semibtica que consideramos nesta pesquisa foi a norte-americana
representada por Peirce. Santaella afirma que Peirce era antes de tudo um cientista,
mas seus estudos abrangeram diversas areas, como Geodésica, Metrologia e
Espectroscopia com contribuices muito importantes.

Peirce foi um profundo estudioso e pesquisador em assuntos bem distintos,
seus interesses foram da Biologia a Literatura. Foi considerado um sério estudioso
de Geologia e ja perto do final de sua vida comecou a escrever uma peca para o
teatro. Ele foi antes de tudo um cientista, e como cientista sua grande paixao estava
na Logica.

De acordo com Santaella (2007) o interesse de Peirce pela Logica era
inicialmente um interesse na Ldgica das Ciéncias. Entender a Logica das Ciéncias,
de fato, era entender em primeiro lugar seus métodos de raciocinio. Os métodos
podem ser muito diferentes de uma ciéncia a outra e, de tempos em tempos, dentro
de uma mesma ciéncia. Os pontos em comum entre esses métodos s6 podem ser
estabelecidos, por um estudioso que conheca as diferencas, e que as conheca na
pratica das diferentes ciéncias.

Todo o tempo em que Peirce foi um cientista, ele foi também um filésofo. Aos
16 anos de idade, comecou a estudar Kant, e alguns anos mais tarde, sabia de cor a
Critica da Razé&o Pura. Peirce estabeleceu um laco indissociavel entre a Logica e a

Filosofia. Foi um filésofo que levou para a filosofia o espirito da investigacao
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cientifica e um cientista que admitiu que as disciplinas filoséficas pudessem se
tornar também ciéncias.

No inicio, quando Peirce comecou a se interessar pela Ldgica, ele acreditava
que esta era parte de uma teoria mais geral, a Semidtica. E aquilo que hoje
conhecemos por Ldgica, ele concebia como um ramo da Semiotica. Sua visdo do
qgue era Logica foi crescendo de tal forma, que praticamente englobava todos os
tipos possiveis de signo. Em seu sentido geral, Peirce afirmou: “a légica €, como
acredito ter mostrado, apenas outro nome para semiotica, a quase-necessaria, ou
formal, doutrina dos signos”. Portanto, a semiotica é ciéncia dos signos (PEIRCE,
2005, p. 45).

Peirce realizou um minucioso exame do modo como os fenbmenos se
apresentam a experiéncia, e, chegou a conclusdo de que s6 ha trés elementos
formais ou categorias universalmente presentes em todos os fendmenos. Essas
categorias identificadas por ele recebem nomes diferentes de acordo com o campo
ou fendbmeno em que tomam corpo. Peirce fixou uma denominacédo geral,
‘logicamente pura’: primeiridade, secundidade e terceiridade. Santaella (2000) nos
aponta as ideias a que remetem cada categoria: A primeiridade remete a ideia de
indeterminacdo, acaso, frescor, originalidade, imediaticidade, potencialidade,
espontaneidade, ménada; a secundidade, a acdo-reagcdo, conflito, esforco e
resisténcia, diada; e a terceiridade esta ligada as ideias de generalidade,
continuacgéo, crescimento, representacédo, mediacao e triada.

E esta Ultima categoria que ira corresponder a ideia de signo. A semiética é o
estudo das relac6es dos signos, a ldgica dos signos. Peirce (2005, p.46) afirma que:
“um signo, ou representamen, é aquilo que, sob certo aspecto ou modo, representa
algo para alguém. Dirige-se a alguém, cria na mente dessa pessoa um signo
equivalente ou talvez um signo mais desenvolvido”. Esta definicdo, ndo é Unica, em
toda a obra de Peirce pode haver entre vinte e trinta definicbes e mais algumas
dezenas de variantes para elas. Mas € uma das mais conhecidas.

Embora nessa definicdo pareca que Peirce entenda como sinbnimos ha uma
pequena diferenca entre signo e representamen. Segundo ele: “um signo € um
representamen com um interpretante mental” (2005, p. 63). Ele elaborou diversas
triades que explicam o modo como o signo se relaciona com o representamen,

consigo mesmo e com o0 seu objeto. Dentre elas a mais difundida foi esta ultima.
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bY

No estudo do signo, Peirce dedicou maior atencdo a classificacdo e

funcionamento do signo classificando-o de trés maneiras: icone, indice e simbolo.

v' O icone” se relaciona com o objeto por uma razdo de uma qualidade
(primeiridade), pode ser qualquer representamen que se assemelhe com seu
objeto e possa substitui-lo. Um diagrama, uma férmula algébrica sé&o
exemplos de icones.

v/ O indice®* é um representamen que se liga ao objeto por uma relacédo
existencial (secundidade). As letras que indicam os vértices de uma figura
geométrica, um relégio sdo exemplos de indice.

v' O simbolo* é um representamen cuja relacdo se da com seu objeto por
ser uma regra que determinara seu interpretante. E um signo que depende

de um hébito (adquirido ou nato).

3.2 AS REPRESENTACOES SEMIOTICAS NA APRENDIZAGEM

Tomamos como tematica central desta pesquisa, o estudo das dificuldades na
aprendizagem de vetores, que sera abordado do ponto de vista da teoria cognitiva
dos Registros de Representacdo Semidtica, do francés Raymond Duval.

Partimos da premissa de que a matematica se diferencia das outras ciéncias
na medida em que reserva uma forte dependéncia em relacdo as formas de
representacao e ao tratamento dos seus objetos. Assim, veremos que 0 processo de
producdo de representacdes sobre um determinado conhecimento e a analise dos
sistemas de representacdo em que essas representacdes sdo produzidas, s&o

> Um icone é um signo que possuiria 0 carater que o torna significante, mesmo que seu objeto ndo
existisse tal como um risco feito a lapis representando uma linha geométrica (PEIRCE, 2005 p.74).

® indice: Um signo, ou representacdo que se refere a seu objeto ndo tanto em virtude de uma
similaridade ou analogia qualquer com ele, nem pelo fato de estar associado a caracteres gerais que
esse objeto acontece ter, mas sim por estar numa conexdo dindmica (espacial inclusive) tanto com o
objeto individual, por um lado, quanto, por outro lado, com os sentidos ou a memdria da pessoa a
quem serve de signo (PEIRCE, 2005, p.74).

* Simbolo: Um signo se constitui em signo simplesmente ou principalmente pelo fato de ser usado e
compreendido como tal, quer seja o habito natural ou convencional e sem se levar em consideracao
0S motivos que originariamente orientaram sua selecéo (PEIRCE, 2005 p.76).
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temas recorrentes de diversos estudos e pesquisas sobre a aquisicdo de
conhecimento.

As representacdes assumem um papel decisivo na aprendizagem e no ensino
da matematica, muito importante e peculiar, haja vista, os objetos matematicos
serem de natureza abstrata, ou seja, ndo possuem existéncia fisica.

Duval enfatiza a necessidade de se recorrer & nocado de representacdo no
estudo dos fenbmenos relativos ao conhecimento. Por isso optamos por comecar
analisando as representacoes.

De acordo com Duval (2004), ndo h4 como um sujeito mobilizar qualquer
conhecimento sem realizar uma atividade de representacdo. Desta forma, a nogao
de representacdo torna-se fundamental para qualquer estudo psicolégico que
investigue a forma como se processa a aquisicdo de conhecimento e de como se
processam transformacgdes de representacoes.

O autor remete-se as representagfes, como mostraremos abaixo, em trés
momentos e concepcgoes diferentes, cabendo a cada uma designar um fendmeno

especifico, a saber:

1. A primeira nocédo € a de representacdo mental, que apareceu nos trabalhos
de Piaget, no periodo 1924 a 1926 é relativa as crencas e justificativas dos
fenbmenos naturais e fisicos pelas criancas. Em 1937, a noc¢do de
representacdo surge em Piaget, como uma “evocacao de objetos ausentes”.
Mais tarde, em 1969, € a oposicao entre o plano da acao e da representacéo
gue passa a centralizar as discussfes de sua teoria do desenvolvimento da
inteligéncia.

2. A segunda nocdo de representacdo € a concepc¢do de representagdo interna
ou computacional apareceu no cenario das teorias que privilegiam o
tratamento. As representacdes internas ou computacionais pertencem a um
sistema de informagfes que permite que sejam produzidas respostas
adaptadas. Vista deste modo, a nocédo de representacdo nada tem que ver
com “crengcas” ou com a “evocacdo de objetos ausentes” e sim com a
“codificagéo da informacéo”.

3. Como representacdo semiotica, a partir da década de 1980. No quadro dos
trabalhos sobre a aquisicdo de conhecimentos matematicos e sobre os graves

problemas que ela provoca. As representacdes semioticas se diferenciam por
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serem produzidas por um sistema particular de signos, como, por exemplo, a
lingua, a linguagem algébrica, graficos cartesianos, e, em poderem ser
convertidas em representacdes “equivalentes” em outro sistema semioético, o
que pode criar a possibilidade do sujeito quem as utiliza atribuir-lhes

> diferentes. Assim, a nocdo de representacdo semidtica

significacdes
pressupde a consideracdo de sistemas semidticos e de uma operacao
cognitiva de conversdo (mudanca da forma pela qual um conhecimento é

representado) das representacdes semidticas de um sistema a outro.

Duval (2003) ainda aponta, a importancia das representacfes semidticas para
a Psicologia Cognitiva e para a Didatica fica evidenciada nas pesquisas em que sao
mencionadas, essas mesmas pesquisas fazem sempre referéncia a um ou outro dos

trés pontos a seguir:

1. Aimportancia da forma em relacdo ao conteudo representado;
2. A diversidade das formas do conteudo representado e;
3. O interesse na mudanca de forma da representacdo por motivos de economia

de tratamento.

Porém, essas pesquisas ndo remetem a importancia das representacdes
semidticas na atividade cognitiva, ndo sao evidenciadas em pesquisas das areas de
conhecimento citadas acima (no primeiro paragrafo), quase sempre relegando a
estas, unicamente, a fungcdo de comunicacdo, seja para o proprio sujeito que as
produz, no caso das representacdes mentais, seja para terceiros, no caso dos
sistemas de representacdo. O autor explica que este fato ocorre por duas razdes: o
nao reconhecimento de outras duas funcdes que elas exercem, e que sao
igualmente primordiais para o fendbmeno da compreensédo: a da objetivacdo e a de
tratamento; e, por conceber as representacbes semidticas como um suporte natural

e espontaneo para as representacdes mentais, e a mudanca de forma da

® Este termo é um dos conceitos-chave da teoria semidtica e pode aparecer nas diferentes posicdes
do campo de problemas que a teoria se propde tratar. A significagdo é suscetivel designar ora o fazer
(a significacdo como processo), ora 0 estado (aquilo que é significado), e revela, assim, uma
concepcao dinamica ou estatica da teoria subjacente. Desse ponto de vista, significagcdo pode ser
parafraseada quer como “producdo do sentido”, quer como “sentido produzido”. Significacdo é
também utilizado como sindnimo de semiose (ou ato de significar) e se interpreta, entdo, quer como
reunido do significante com o significado (constitutiva do signo), quer como relacéo de pressuposi¢ao
reciproca que define o signo constituido (GREIMAS e COURTES, 2008).
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representacdo seria uma operacao trivial do ponto de vista cognitivo. Por esta otica,
o contetdo seria dissociavel da representacdo e ocorreria que a noésis ° seria
independente da semiésis .

No entanto, o que se pode observar até hoje, na aprendizagem matematica, é
que "trocar” a forma de representacdo para muitos alunos dos diferentes niveis de
ensino revela-se uma operacgdo dificil, ou até mesmo impossivel para alguns. Nao se
pode dizer que a conversao seja uma operacao trivial nem cognitivamente neutra.
Neste sentido Damm (2008) afirma que em muitas pesquisas em Educacao
Matematica constata-se que os estudantes tém dificuldades em transitar entre uma
representacdo e outra. Ou ainda, o fato de saber lidar individualmente com as varias
representacdes de um objeto, ndo garante uma apreensao significativa. Pois esta se
da a partir do momento que aluno consegue realizar tratamentos e conversdes entre

as representacdes de um objeto de forma tdo natural quanto possivel.

3.3 CLASSIFICACOES DAS REPRESENTACOES

Para compreender melhor as relagbes existentes entre representacdes
mentais, computacionais e semidticas, bem como o papel que desempenham na
cognicao, é necessaria uma classificacdo desses diferentes tipos de representacao.

Duval recorreu aos autores Le Ny (1985), Paivio (1986) Larkin e Simon (1987)
e suas classificacdes para caracterizar cada representacdo. Em geral eles recorrem
a dois pares classicos de opostos: o primeiro se refere ao par consciente/nao-
consciente e o segundo, ao interno/externo. Duval nos alerta para evitar a confusao,
ou a ideia de equivaléncia entre elas, pois estas sao particoes de fendmenos
cognitivos distintos. Vamos ao primeiro par:

A oposicdo consciente/ndo-consciente € 0 par que caracteriza uma
tomada de consciéncia por parte do individuo, a mudanca de estado do objeto que
passa a ser “visto” pelo sujeito. Esta “visdo” é algo que ndo pode dar a saber a outro
e que o sujeito s6 podera entender por si mesmo. Esta mudanca de estado € o

® Noésis: Sd0 0s atos cognitivos como a apreensao conceitual de um objeto, a discriminacdo de uma
diferenca ou a compreensado de uma inferéncia (Duval, 2004, p. 14).

" Semidsis: A apreensao ou a producio de uma representacdo semiética (Duval, 2004, p. 14).
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produto de um processo de objetivacdo para o sujeito, no momento em que toma
consciéncia de algo que até entdo, ele ndo suspeitava. As representacdes
conscientes, portanto, tem um carater intencional e cumprem fungéo de objetivacao.

O par externof/interno é a oposicao entre as representacdes produzidas por
um sujeito ou por um sistema semiético (externas) e aquelas que, pertencendo a um
sujeito, ndo sdo comunicadas a outro por meio da produgédo de uma representacéo
externa.

A funcdo mais evidente de uma representacdo externa parece ser a de
comunicacdo, no sentido de expressdo, no entanto, elas cumprem também duas
funcdes cognitivas muito importantes: a funcdo de objetivacdo e a funcdo de
tratamento. Para Duval (2004, p.34):

La funciéon de objetivacion (para si) casi siempre se asimila a la de
expresién (para otro), a pesar de que son independientes. Para un sujeto,
no es la misma cosa decir a otro lo que él ya tuvo la ocasion de hacer
consciente, que tratar de decirse a él mismo aquello sobre lo cual ain no
llega a tomar consciencia. En el primer caso, él debe tener en cuenta las
restricciones semiéticas y las exigencias sociales de la expresion producida;
en el otro caso, esto no solo no es necesario sino que puede ser un estorbo.
Con frecuencia, la produccién de una representacion externa puede
responder solo a una de estas dos funciones.

Tabela 1: Classificacdo das Representacdes

INTERNA EXTERNA
CONSCIENTE Mental Semidtica
funcdo de objetivagéo funcdo de objetivacéo

funcdo de expresséao
funcdo de tratamento
intencional

NAO-CONSCIENTE Computacional
funcdo de tratamento
automdtica ou quase instantanea

Fonte: DUVAL, 2004, p. 31
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Deste modo pode-se dizer que:

As representacbes semidticas, as representacdes computacionais e
representagcdes mentais ndo sdo espécies diferentes de representacgdes,
mas sim representacbes que realizam fungBes diferentes. As
representacdes mentais tém uma funcéo de objetivacdo. As representacdes
computacionais realizam uma funcao de tratamento (DAMM, 2008, p. 174).

As representacfes semioticas sdo representacdes conscientes e externas,
pois permitem uma percepcdo do objeto por meio de suas unidades significantes
(pontos, tragos, caracteres...). Dependendo do sistema a que pertence uma
representacao, as unidades significantes que a constituem, terdo naturezas distintas,
porque distintos sdo os processos de sua producao no interior de cada sistema. No
entanto, a referéncia ® permanece. Sobre as representacdes semibticas, Damm
(2008) citando Duval (1993), afirma que: “sé&o produc¢des constituidas pelo emprego
de signos pertencentes a um sistema de representacéo o qual tem suas dificuldades
proprias de significado e funcionamento” (p. 176).

Pode-se dizer a respeito das representacbes mentais em relacdo as
representacfes semidticas, que as primeiras permitem o acesso aos objetos na total
auséncia de significante perceptivel. E acontece, de modo geral, de se atribuir um
papel meramente expressivo a estas Ultimas, como que estabelecendo uma
correspondéncia ou quase equivaléncia entre estes dois tipos de representacoes.
Sob este ponto de vista, as representacfes mentais estariam sujeitas aos mesmos
tratamentos que as representacdes semioticas.

Duval (2003) acredita que, na maioria das vezes, as representacées mentais
sdo apenas representacbes semidticas interiorizadas. E ainda, que as
representacfes mentais do sujeito que sdo necessarias a atividade matematica sao
sempre representacdes semioticas desenvolvidas com um tratamento de producéo
externa de representacdes semioticas. Dessa forma, o sujeito pode tratar e controlar
um numero maior de informacfes de forma externa do que em producao interna,

esta, por sua vez, tem como vantagem a maior rapidez na sua realizacéo.

8 (Ogden e Richards apud GREIMAS 2008) propdem um modelo triangular, que visa a explicar a
estrutura do signo: o simbolo (ou significante) esta ligado ao referente ndo diretamente, mas por
intermédio da referéncia (ou significado). Em tal interpretacdo, a referéncia, em lugar de ser
concebida como uma relacao, é reificada e transforma em um conceito — ser hibrido, que ndo é nem
linglistico nem referencial —, expansao sobre uma classe de referentes.
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Para o autor, ndo € dificil entender a confusdo gerada em torno da relacdo
entre representacbes mentais e semiodticas, ora, ambas caracterizam-se pela
intencionalidade e realizam papel na objetivacdo. Duval afirma ainda que o sujeito
pode concluir o processo de objetivacdo sem concretizar a sua expressao de forma
adequada, ou seja, sem produzir uma representacdo semibtica adequada. Isto
porque a objetivacdo € um processo de formacao de novas representacdes mentais.
Este fato sempre vem acompanhado da producdo de uma representacdo semiotica

que pode, ou nao, ser satisfatoria do ponto de vista expressivo.

3.4 OS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

Os sistemas semioticos sdo sistemas de representacdo que cumprem trés
atividades cognitivas de toda representacdo. A primeira € a formacdo de uma
marca, que possa ser identificada como representacdo de um objeto, a segunda, o
tratamento , é a transformacédo da representacdo, uma mudanca de forma, mas
preservando as caracteristicas proprias do sistema onde foi criada. E a terceira, a
possibilidade de conversdo da representagdo com sua passagem a outro sistema,
mas mantendo o mesmo objeto de referéncia.

Os sistemas de representacdo que possibilitam estas trés atividades
chamam-se registros de representacdo semiotica. Estes registros possibilitam ao
sujeito, tanto concluir um processo de objetivacdo, como para simplesmente
comunicar-se com um interlocutor.

Na teoria de Duval a aprendizagem em matematica ocorre dependendo da
aquisicao e da coordenacao de pelo menos dois tipos de registros. De acordo com o
autor podemos entender que a utilizagdo dos registros de representagdo semidtica €
importante na matematica por atuar no processo cognitivo do sujeito. Seu papel esta
ligado a atividade de representacdo dos objetos, seja para si mesmo como é caso
da funcédo de objetivacdo, seja para os outros, no caso da fungcdo de comunicacao,
ou ainda a realizac&o de tratamentos, neste caso funciona tanto para objetivar como
para comunicar. Assim, a aprendizagem ocorre quando o0 sujeito realiza a producao

de representacdes em nivel de funcionamento consciente.
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3.5 A ATIVIDADE MATEMATICA DO PONTO DE VISTA COGNITIVO

De acordo com Duval (2003) as mais simples ou mais elaboradas atividades
envolvendo matematica, requerem uma certa complexidade ao funcionamento
cognitivo. E muitas analises acerca da compreensdao matematica evocam as
complexidades epistemoldgicas dos conceitos, mas estas podem ser explicadas
pela historia de suas descobertas. Ainda aponta duas caracteristicas que fazem
diferenca entre a atividade requerida pela atividade matematica e a requerida nos
dominios do conhecimento, embora todas exijam um conjunto de conceitos com

certo grau de complexidade. Sao elas:

1. A importancia que as representacfes semidticas tém para a matematica;
primeiro porque, as operacdes de calculo, por exemplo, dependem do sistema
de representacdo utilizado; segundo pelo fato de os objetos necessitarem de
um sistema de representacdo que Ihes permitam serem acessados.

2. A grande variedade de representa¢gfes semidticas utilizadas em matematica:
0s sistemas de numeracdo, as figuras geométricas, escritas algébricas e
formais, as representacdes graficas e a lingua natural mesmo quando ela ndo

€ utilizada no seu uso comum.

Em matematica ha uma multiplicidade de representacfes, ou seja, existem
diversos registros, que possibilitam a mobilizacdo simultanea de véarias
representacbes de um objeto e a troca entre essas representacdes, a qualquer
momento, de acordo com a necessidade. A originalidade da atividade matematica
esta justamente nessas caracteristicas. Sabe-se que em determinadas ocasides um
tipo de registro pode ser colocado em evidéncia, mas deve existir sempre a

possibilidade de passar de um registro a outro.
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Tabela 2: Classificacdo dos diferentes registros mobilizaveis no funcionamento matematico

REPRESENTAGCAO DISCURSIVA

REPRESENTAGAO NAO-DISCURSIVA

REGISTROS
MULTIFUNCIONAIS:
Os tratamentos nao
sdo algoritmizaveis.

Lingua natural

Associacdes verbais (conceituais).

Forma de raciocinar:

« Argumentacdo a partir de
observacgfes, de crencas...;

e Deducao valida a partir de
definicdo ou de teoremas.

Figuras geométricas planas ou

em perspectivas (configuracéo

em dimenséo 0, 1, 2 ou 3).

« Apreensdo operatoria e ndo
somente perceptiva,;

¢ Construcdo com
instrumentos.

REGISTROS
MONOFUNCIONAIS:
Os tratamentos séo

Sistemas de escritas:
* Numéricas (binéaria, decimal,
fracionaria...);

Gréficos cartesianos.

e Mudancas de sistema de

coordenadas;

principalmente * Algébricas; Interpolacéao, extrapolacao
algoritmos. e Simbdlicas (linguas formais) polagao, polag
Calculo.

Fonte: DUVAL, 2003, p. 14

3.6 OS DOIS TIPOS DE TRANSFORMACAO DE REPRESENTACOES
SEMIOTICAS

Ao discutir os registros de representacdo, apontamos os dois tipos de
transformacdo que pode sofrer uma representagéo: O tratamento, que consiste em
mudar a forma, mantendo-se, contudo, no mesmo sistema; e a conversao, na qual a
mudanca de forma acarreta uma mudanca de registro. Muitas vezes, nédo se atenta
para a distincdo destas atividades durante as atividades de sala de aula ou ao
analisar as producdes dos alunos. Veremos como elas apresentam diferencas bem
marcantes.

O tratamento, como afirmamos, caracteriza-se por uma transformagao com a
permanéncia no mesmo registro, podemos apontar que € a mais comum de se
observar nas atividades propostas aos alunos, como € caso das resolucdes
algébricas e das operac¢des numéricas e algoritmicas. Quase sempre, € privilegiado
um determinado registro que, supostamente, permita uma compreensao mais clara e
gue aumente as possibilidades de acerto.

A respeito da atividade matematica dentro da teoria dos registros de
representacdo Duval postula que a atividade matematica pressupde a mobilizacao
simultanea de ao menos dois registros de representacdo e/ou a possibilidade de

passar de um registro a outro o tempo todo. Embora em algum momento, durante
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uma resolucdo de problema, seja privilegiado de forma explicita um tipo de registro é
desejavel que exista sempre a possibilidade de troca de registro.

Devido a isso, Duval (2003) nos antecipa a hipotese de que a compreensao
em matematica envolve necessariamente a coordenacédo de ao menos dois registros
de representacdo semiotica.

Podemos destacar que, a aprendizagem teria, portanto, uma ligacdo direta
com a capacidade de efetuar operacdes dentro de um registro e também a
combinacéo e escolha entre registros (conversao).

A conversédo é - das operacdes entre registros - a menos requerida por sua
complexidade e seu carater aparentemente de lateralidade, contudo, é a mais
fundamental do ponto de vista cognitivo. Um exemplo de conversao € a passagem
de uma equacao para sua representacao grafica.

Em suma, os tratamentos sao transformagbes de representacdes
internamente a um dado registro, enquanto que, a conversao é uma transformacao
de representacdo na qual o objeto denotado permanece, mas em registros
diferentes. Além disso, existem duas questbes envolvendo as conversdes: a
ocorréncia (ou ndo) da congruéncia e a heterogeneidade dos dois sentidos de uma
conversao. Pavlopoulou (1994) em sua tese de doutorado teve como objeto de
estudo a coordenacdo entre registros de representacdo semibtica no ensino de
Algebra Linear. De acordo com Dorier (1998) o trabalho desta autora é uma
aplicacdo da teoria de Duval no contexto do ensino de Algebra Linear, na qual os
alunos apresentaram uma dificuldade em converter registros e uma confusdo
implicita entre o objeto e 0 que seria sua representacao.

Ao se observar e comparar a representacdo no registro de partida com a
representacdo terminal no registro de chegada, duas situacbes podem ocorrer: na
primeira, temos 0 caso em que se tem a transparéncia entre as duas, ou seja,
proximo a uma situacao de codificagdo entdo ha congruéncia e, na segunda, quando
nao ocorre uma correspondéncia de maneira explicita entre as representacoes, e
entdo, ndo existe a congruéncia na operacéo de conversao.

Com relagédo a heterogeneidade do sentido, podemos dizer que hem sempre
um sentido da conversao tera o mesmo carater que o sentido inverso. Podemos ter
contrastes muito fortes entre os acertos apenas invertendo da conversao.

Duval (2003) esclarece que em geral, privilegiamos um determinado sentido

na conversao, por acreditar que o treinamento do sentido oposto sera contemplado
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7

automaticamente. Em seguida, ele afirma que o sentido € escolhido de maneira
instintiva, evidentemente em forma de exemplos de congruéncia. Este autor postula
gue os maiores blogueios de aprendizagem em matematica acontecem quando 0s
alunos se deparam com operacdes nao-congruentes de conversdo e, que, 0
sucesso dos alunos em matematica é verificado nos casos de monoregistros. Mas
alerta para o perigo de um “enclausuramento” de registros que impeca os alunos de
avancar adquirindo novos conhecimentos e por fim, que isso se torne um empecilho
a sua compreensao de aprendizagem matematica.

Assim, a compreensdo em matematica implica em adquirir capacidade de
mudar de registro. Isso porque, de acordo com Duval: “n&o se deve jamais confundir
um objeto e sua representacdo.” (2005, p. 21). A teoria de Duval tem como
pressuposto que uma aprendizagem significativa ocorre quando o aluno adquire a
capacidade de mudar de registro e, além disso, consegue diferenciar um objeto de
sua representacao.

No quadro a seguir, temos um exemplo de tratamento entre vetores. No

enunciado, foram dados trés pontos A, B e C e se pede calcular o ponto D para que

a condicdo do problema fosse verdadeira. Os vetores AB e CD s&o obtidos sem sair
do registro em que foram apresentados, ou seja, na representacdo analitica (com
suas componentes numericas) e em seguida, pela resolucdo de um sistema de
equacgdes, as componentes do vetor foram calculadas. Assim, a tarefa do enunciado
foi realizada por meio de calculo internamente ao registro dado, foi um procedimento
algoritmico realizado totalmente num Udnico registro de representacdo, sem

necessidade de recorrer a outro registro.
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Dados os pontos A(-1, 2), B(3,-1), C(-2, 4), determinar D (X, y) de modo que

CD = 4B.
Solucéo:

CD=D—-C=(xy)— (-2,4) = (x+ (+2),y+ (-4) = (x + 2,y — 4)
AB=B-A=@3,-1)~- (-1,2) = 3+ (+1),-1+(=2)) = (4,-3)
Logo:

(x+2y—4)=5(4-3)

(x+2y-4)=(2-2)

Pela condicdo de igualdade de dois vetores:
x+2=2
3

—4=_=
Y 2

: . ~ 2 5
Sistema cuja solugdoéx =0 e y = .
Por conseguinte:

5
D (0, > )

Quadro 1: Exemplo de tratamento no interior do registro
Fonte: Steinbruch e Winterle. Geometria Analitica.p. 24
Nota: item 2.4.1 problema resolvido n°3

Na conversdo, € comum que o aluno encontre mais dificuldade, nesse
momento precisard decidir entre as representacdes, e escolher a que melhor se
adequa a situacao - em termos de tratamento - e entdo, fazer a transformacao para
0 registro requerido no enunciado da questao.

O primeiro problema é continuar reconhecendo o mesmo objeto em mais de
uma representacéo, e, o segundo, mudar a forma da representacao, isto é, realizar a
conversdo, tarefa que exige muito mais do sujeito, pois o conteudo de uma
representacdo depende do registro em que esta foi produzida, nesse caso a troca
entre representacfes ndo admite o uso de regras de codificacéo ou de traducéo.

Neste quadro, um exemplo de situacdo de conversdo do registro vetorial
(representacdo analitica) para o registro figural (representagéo grafica). A soma de
dois vetores 7 e ¥, do R?, de coordenadas (4, 1) e (2, 6), respectivamente, que deve
ser representada graficamente no sistema cartesiano, em seguida, a representacéo

dos vetores 1 e ¥ e 0 vetor soma (6, 7) no grafico.
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Dados os vetores 1 = (4,1)e v = (2,6), calcular U + v e 2.
A figura mostra, geometricamente, que- v = (4,1) + (2,6) =
(4+2,1+6)=(6,7)

ey

Quadro 2 : Exemplo de conversao do registro numérico para o registro gréfico.
Fonte: Steinbruch e Winterle. Geometria Analitica. P. 20
Nota: item 2.3.2 Operacgdes. Exemplo 01

A natureza cognitiva da atividade de conversao pode ser observada nos dois
tipos de fendbmeno que ela provoca: as variagdes de congruéncia e ndo-congruéncia
e a heterogeneidade dos dois sentidos de converséao.

Ao estudar a atividade de conversdo € necessério fazer uma comparacao
entre dois registros, o registro de partida e o de chegada. Ao comparar a
representacao inicial com a representacao terminal duas situacdes podem ocorrer:

1) pode existir a congruéncia entre as representacfes de partida e de

chegada, que é caracterizada por uma “correspondéncia” das unidades

semanticas constitutivas de cada representacdo. Dessa forma a conversao
aproxima-se de uma simples codificacéo.

2) caso as representacfes nao apresentem um certo grau de equivaléncia ou

correspondéncia semantica entre as unidades de significado, sera uma

conversao ndo congruente.
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Damm (2008, p. 181) ressalta que:

ndo podemos confundir a conversdo com duas atividades que estdo muito
proximas dela, que sao a acdo de codificar e a interpretacdo. A
Interpretagdo requer uma mudanca de quadro tedrico ou modificacdo de
contexto, ndo implicando mudanca de registro. A acao de codificar é a
transcricdo de uma representacdo em outro sistema semiodtico, diferente
daquele onde ela é dada.

O segundo fendmeno esta relacionado ao sentido da conversdo. Quando se
inverte o sentido da conversao, a relacado de correspondéncia entre os registros de
partida e chegada pode vir permeada por contrastes muito fortes.

Os estudantes, em sua maioria, parecem deixar de reconhecer a situacao
apresentada na representagédo apenas mudando o sentido em que a conversao deve
ser realizada, e o0 resultado é que, a taxa de desempenho modifica-se

significativamente de uma situacao para outra.

3.7 PESQUISAS SOBRE A APRENDIZAGEM DE VETORES

Nos ultimos trinta anos, muitos autores na area da educacado voltaram suas
atencbes para o ensino e aprendizagem da Algebra Linear, na busca de melhor
compreender 0s aspectos mais importantes na sua evolucdo. No cenario
internacional podemos citar inUmeros autores e seus trabalhos na area da
epistemologia e didatica desta disciplina. Na Franca, Jean-Luc Dorier, Marc
Rogalski, Aline Robert, Jacqueline Robinet; nos Estados Unidos, G. Harel e ainda
Joel Hillel, Anna Sierpinska e Kallia Pavlopoulou para citar alguns.

Dorier em um artigo de 1998 faz um apanhado de diversos trabalhos dos
autores acima citados, que apresentam como tematica central o ensino e a
aprendizagem de Algebra Linear. A importancia de se falar nesses trabalhos faz-se
pela estreita relacéo entre o desenvolvimento da Algebra Linear com a Geometria
Analitica, e, principalmente, por uma nocéao inerente aos dois dominios, que emerge
no centro desta discussdo, respeitando-se suas especificidades, o vetor, cuja

aprendizagem é um dos elementos centrais deste projeto.
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Em seu artigo, Dorier (1998) destaca no trabalho de Harel, os trés principios
necessarios para o ensino e a aprendizagem de Algebra Linear: o da concretizaco,
0 da necessidade e o da possibilidade de generalizacao.

Segundo Harel, o estudo da geometria a duas e trés dimensdes proporciona
aos estudantes uma melhor compreenséo do conceito de espaco vetorial e destaca
a importancia de aplicar a Algebra Linear dentro de um sistema geométrico, como
condicdo para a realizacdo da primeira fase do aprendizado. Esta fase € o que

corresponde ao primeiro dos principios:

Para que um estudante seja capaz de abstrair uma estrutura matematica de
um modelo no interior desta estrutura, os elementos deste modelo devem
ser entidades conceituais na visdo dos estudantes; isto é, os estudantes
devem possuir alguns processos cognitivos que possam tomar estes
objetos como dados de entrada (1988, p. 195).

Sobre o principio da necessidade o autor fala de uma necessidade intelectual,
ou ainda, para que o aluno apreenda um conceito este deve deparar-se em uma
situacdo em que precise desse conceito. Este principio pode ser enquadrado na
teoria de Piaget que discute as situacfes didaticas que provocam desequilibrios na
estrutura cognitiva dos aprendizes como ferramenta de ensino. Ao se deparar com
tais situac6es o aluno tem a oportunidade de buscar novas estratégias de resolucéo,
reorganizando assim, seus conhecimentos.

Por dltimo, a possibilidade de generalizacdo decorre da ocorréncia da
concretizacdo de um modelo por parte do aluno, e é complementar aos dois
primeiros principios.

Para Dorier, o trabalho de Harel é baseado, portanto, em uma progressao
gradual na generalizacdo. Ele se apdia sobre o dominio da geometria sintética para
introduzir os espacos analiticos R, R?, R® e em seguida, R". Porém, praticamente
ndo é abordada a necessidade de separar o vetor da algebra linear e sua
representacao analitica.

Outro autor estudado por Dorier € K. Pavlopoulou (1993), que incluiu em seu
trabalho um estudo das representagBes presentes nos livros didaticos. A autora
distingue trés tipos de registros de representacdo semibtica: o registro grafico, o
simbdlico e o tabular. Em particular, a autora mostra que, geralmente, os autores

dos livros didaticos privilegiam um tipo de registro e, que frequentemente este
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registro € o simbdlico. Além disso, o autor mostra em sua pesquisa, que as
conversdes nao sao tratadas de forma sistematizada.

Por fim, o estudo de Pavlopoulou colocou em evidéncia que o sentido da
conversdo determina o grau de dificuldade da sua realizacdo. Em sua pesquisa, a
maior parte dos estudantes ndo teve dificuldades em estabelecer a conversao no
sentido do registro tabular para o registro grafico. Ja no sentido contrario, do registro
gréafico para o tabular, o numero de acertos foi bastante reduzido, esta mudanca nos
resultados é explicado pela autora, ao fendbmeno da heterogeneidade do sentido da
conversao.

Sobre as pesquisas de Hillel e Sierpinska, Dorier mostra que estes autores
associam a dificuldade dos alunos a complexidade das relacfes entre os diversos
tipos de linguagens proprias da Algebra Linear, sdo elas: a linguagem abstrata, a
linguagem algébrica e a geométrica. Eles se apdiam nas nocdes de niveis de
reflexdo intra, inter e trans-operacional, apoiados nos trabalhos de Piaget e Garcia.

Outra caracteristica encontrada no trabalho desses autores é que as
representacdes dos vetores e dos operadores lineares implicam em uma traducao
de um nivel de descri¢cdo a outro, ou uma tradug&o no interior de um mesmo nivel. A
compreensao desse processo € pré-requisito fundamental a uma boa compreenséao
dos problemas de diagonalizac&o e de colocag¢ao na forma candnica.

Hillel e Sierpinska, citados por Dorier (1998), apontam que as nocodes
especificas relacionadas ao R" ndo representam um complicador ao estudante,
tendo em vista que vérias questbes sao resolvidas utilizando a nocao central de
sistema linear, porém os autores entendem que, trabalhar neste nivel algébrico de
descricdo, torna-se um obstaculo a aprendizagem da teoria geral, assim como
também, a aceitacdo de outras categorias de objetos como vetores, por exemplo: as
funcbes, as matrizes e o0s polindmios. Para superar esse obstaculo, eles afirmam
gue € necessario que a compreensdo se dé no nivel trans-operacional, isto requer
do estudante que seja capaz de estabelecer conversbes de registros de
representacdes, além de um pensamento critico em relacdo a suas producdes.

Castro (2001) desenvolveu um trabalho que tem como foco a nogéo de vetor,
tomando por base os resultados da tese de K. Pavlopoulou com alunos do DEUG
(primeiro ano universitario na Franca). Com o objetivo de desenvolver uma

sequéncia didatica, Castro realizou um teste diagnéstico com alunos do primeiro ano
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de uma escola de engenharia que estavam cursando ou tinham terminado a
disciplina de Geometria Analitica e Vetores.

A sequéncia concebida por Castro abordou trés tipos de registros: o
simbdlico, o figural e o da lingua natural. E onde os alunos deveriam realizar
conversdes entre as representacbes de vetores do plano e do espago. Como
resultados, a autora identificou que os alunos demonstraram dificuldades em realizar
conversdes entre as representacfes de vetores, principalmente quando essa
conversao envolvia o registro grafico. Ainda, que, a dificuldade era maior quando o
registro gréafico era solicitado no registro de chegada.

Bittar (1998) realizou um estudo sobre o ensino de vetores no sistema
secundario francés. O trabalho desta autora abrange por um lado, uma analise da
apresentacdo da nocdo de vetor na escola, e, de outro, um estudo de algumas
dificuldades que os alunos encontram na aprendizagem desta no¢&o. Além disso, foi
feito um estudo detalhado de livros didaticos com o qual constatou que a maioria dos
autores introduz a nocdo de vetor geometricamente. Bittar (1998) constatou que,
nesta fase do ensino, os vetores sao tratados como ferramentas para resolucao de
problemas geométricos de configuracéo, sendo que o aspecto objeto® deste conceito
€ guase ausente, além disso, a autora verificou que os livros didaticos omitem a
possibilidade de decomposi¢do do vetor no plano, a partir de dois vetores né&o-
colineares. Com isso, a autora afirma que esses fatores mais tarde, vdo gerar
dificuldades para os alunos, ao estudar vetores no curso superior de Algebra Linear.

Em sua tese, Cissé Ba (2007) elaborou um estudo epistemoldgico e histérico
a respeito da ligagéo entre o vetor e as grandezas vetoriais e sobre a translacdo e o
movimento de translacdo. Sua pesquisa analisou os diferentes papéis destes
conceitos nos programas de Fisica e de Matematica e as mudancas sofridas a partir
de 1852, com isto a autora pretende resgatar as condicbes histéricas e
epistemologicas que conduziram a forma de ensino atual do vetor nas disciplinas de

Fisica e Matematica e as relacfes possiveis entre uma e outra.

° Nesse sentido, diz-se gue um conceito é ferramenta quando sua utilizacdo é necessaria para a
resolugdo do problema, porém em nossa pesquisa utilizamos essas duas no¢des do ponto de vista do
ensino, ou seja, dizemos que um conceito é ferramenta desde que ele seja usado para resolver um
problema, ainda que ele ndo consista obrigatoriamente na Unica possibilidade de resolugdo do
problema; e um conceito é objeto quando a nogdo estudada (neste caso, a nogdo de vetor) é objeto
de estudo do problema.
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Para isso a autora investigou algumas instituicdes no Senegal e na Franca
(evolucdo dos vetores no ensino secundario). Ba (2007) percebeu que com esse
estudo o vetor , tem tido nos ultimos anos um papel crescente como ferramenta para
modelizar grandezas fisicas. Apesar de ser visto claramente como um objeto que
pertence & matematica e que € regido por suas leis e relagdes, a tendéncia no
ensino francés é privilegiar o aspecto experimental (aplica¢des na fisica), tornando-o
cada vez mais distante da matematica.

Portanto o vetor como objeto de ensino € apresentado de formas diferentes
nas duas disciplinas, ndo s6 por causa das diferencas entre os processos de
transposicdes didaticas de Fisica e de Matematica em questdo, mas também pelas
exigéncias curriculares proprias de cada uma. Embora as instituicdes imponham aos
autores uma abordagem interdisciplinar entre vetores e grandezas vetoriais, e entre
0 movimento de translacdo e a translagdo matemética, os programas disciplinares
exploram com mais intensidade 0s aspectos experimentais, no caso da Fisica, e nédo

0 gque estes objetos de ensino possuem em comum.
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4 OBJETIVOS DAS QUESTOES E ANALISE DOS DADOS

A seguir serdo apresentadas as questdes que constam nas atividades com
seus respectivos objetivos, tendo em vista que a andlise dos registros dos alunos
participantes nesta pesquisa tera base na possibilidade de utilizagdo dos multiplos
registros e representacfes semioticas, bem como, o tratamento e a conversédo de
registros.

A tabela adiante mostra a classificacdo que utilizamos para discriminar e
analisar os tipos de registros e as representacdes mais frequentes no ensino de
vetores, e que serdo utilizadas em nossas andlises. A referida tabela tem
fundamento em Karrer (2006, p. 64) e na sua classificacdo dos registros de
representacdes, algumas adaptacbes foram necessarias, pois o trabalho dessa

autora estava voltado para o ensino de Algebra Linear.

Tabela 3: Classificacdo dos tipos de registros e as representagbes mais frequentes

Tipo de Representacbes
registro

Representacdo numérica: expressa vetores juntamente com suas
coordenadas (parte numérica), geralmente utilizada em operacdes
de soma.

Registro Ex. % = (=2,5), 4B = (4,—1)

Algébrico — . — ”
Representacéo Vetorial: geralmente utilizada quando o vetor €

definido por dois pontos (inicial e final).

Ex.: AD + AB = CG

Representacdo Gréfica: presenca de desenho, utilizando-se como
suporte o sistema cartesiano (eixo).

V2 S
' W
| ' >

Registro

Figural Representacdo Geomeétrica: presenga de desenho sem a utilizagédo

do eixo cartesiano.
Ex.:

Representacdo da Lingua Natural: utilizacdo de palavras da lingua
vigente.

,REQiSUO da | Ex.: Calcule a soma dos seis vetores que tém por representantes
Lingua Natural | segmentos orientados com origem em cada um dos vetores, e
extremidade no centro de um mesmo hexagono regular.
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4.1 SOBRE AS QUESTOES DA ATIVIDADE 01

A partir daqui, faremos uma discussao sobre as questfes da Atividade 01
com base na tabela acima, analisaremos os registros envolvidos no enunciado, os
registros de chegada, os tratamentos e conversdes necessarias a resolucdo, bem

como as possiveis dificuldades dos alunos para resolver cada questao.

1) Prove que oopostode i + ¥ € —u — 7.

Nesta questdo ha um registro de partida, o registro algébrico na sua
representacdo vetorial, e dois registros de chegada, o figural na representacao
geomeétrica e o registro no qual foi dado.

Para atender ao que é solicitado no enunciado pode-se efetuar tratamentos
na representacdo vetorial do registro algébrico. E utilizando calculos algébricos
demonstrar que o0 oposto da soma € a soma dos opostos, ou ainda, realizar a
conversao para a representacdo geométrica do registro figural, na qual a soma dos
vetores efetuar-se-a pela regra do paralelogramo. Ainda, pode o aluno utilizar-se das
propriedades geométricas para proceder a adicdo dos vetores opostos por meio da
regra de Chasles na configuracédo do paralelogramo.

Por envolver implicitamente, uma atividade de troca de registro, espera-se
que os alunos apresentem uma consideravel dificuldade na passagem para o
registro figural e para efetuar a soma. No tratamento algébrico acreditamos que

havera poucos problemas.

2) Determine a soma dos vetores indicados em cada caso nas figuras.

(0]




50

Na segunda questdo, tem-se um registro de partida, o registro figural, na
representacdo geométrica, e um registro de chegada, o algébrico na representacao
vetorial. A solucdo devera ser feita efetuando-se a conversdo da representacao
geomeétrica para a representacdo vetorial e realizando os tratamentos necessarios
utilizando a regra de Chasles. Esperamos que os alunos nado encontrem grandes
dificuldades na resolucdo, pelo fato de o registro de chegada ser o algébrico na

representacédo vetorial.

3) Obtenha a soma dos vetores indicados em cada caso.
a) ABCDEFGH & um paralelepipedo.
b) ABCDEFGH e EFGHIJLM sdo cubos de arestas congruentes

E e
C

L K

A

A ® Fig(a) Fig.(b)

Na terceira questdo, tem-se um registro de partida, o registro figural na sua
representacdo geométrica. No registro de chegada tem-se registro algébrico na
representacdo vetorial e o proprio registro no qual foi dado. Para obter a solugéo,
pode-se realizar a conversdo da representacdo geomeétrica para a representacao
algébrica e realizar os tratamentos adequados, tendo como base a regra de
Chasles, nesta configuracdo também é possivel usar a regra do paralelogramo.

Como se trata de um problema de configuragcédo, possivelmente os alunos
podem confundir-se com vetores presentes na figura ou com as escolhas de
propriedades geométricas e/ou vetoriais que terdo que utilizar na resolucdo. Com
relacdo a conversdo, poderdo nao encontrar tanta dificuldade, pois para isso

precisam apenas identificar os vetores da figura passando a sua representacao

4) Utilizando a figura (a) da questdo acima determine o vetor X para 0s casos abaixo.
a) ¥ = AB + AE + GH — HE — FE b) # = HD — CF + DG + BC + AF — BE
C) ¥ = AB + HG + AC + DF + CE + BD
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Na quarta questdo ha dois registros de partida, o algébrico na representacao
vetorial e o figural, sendo que a figura utilizada faz parte da questdo anterior. A
solucéo pode ser encontrada por meio de tratamentos utilizando a regra de Chasles
na maioria dos casos, ou ainda, realizando substituicbes de alguns vetores por
outros representantes mais adequados. Dada a configuracdo também €& possivel
utilizar a regra do paralelogramo, tendo a figura como registro principal. A resposta
deve ser dada no registro simbodlico. Como o registro figural ndo € o foco nesta

tarefa, espera-se um bom desempenho dos alunos na busca da solucdo algébrica.

5) Sendo u,v e w representados na figura abaixo, represente x =2u— v+

Sw /4 por uma flecha de origem O.

< :

Na quinta questdo, temos como registros de partida, o algébrico na
representacdo vetorial e o figural na representacdo geomeétrica. A resolucdo deve
ser feita utilizando as propriedades da figura, ja que os vetores dados i, ¥ e w foram
representados tendo como suporte uma malha quadriculada e o enunciado pede um
vetor em sua representacado geomeétrica. A resposta pode ser encontrada realizando
o tratamento na figura com base nas operacdes indicadas no enunciado. Como o
registro de chegada é o figural, pode haver uma maior dificuldade na soma dos
vetores, pois envolve uma conversao no sentido algébrico para o figural, que nao é
muito comum, justamente pelo grau maior de dificuldade que envolve do que o

sentido inverso, ou seja, do registro figural para o algébrico.
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6) Abaixo, os hexagonos sdo regulares. Em cada caso, determine a soma dos

vetores indicados.

E D

A A IS
) 7\

A B

Na sexta questdo o registro de partida é o figural na representacao
geométrica e o de chegada é o algébrico. Para obter a solucdo deve se proceder ao
tratamento no registro algébrico observando as propriedades geométricas da
configuracdo dada, assim, sera necessario realizar a conversao da representacao
geomeétrica para a representacao vetorial, onde entdo o tratamento sera efetuado e a

resposta sera dada.

7) Calcule a soma dos seis vetores que tém por representantes segmentos
orientados com origem em cada um dos vetores, e extremidade no centro de um

mesmo hexagono regular.

Na sétima questdo o enunciado é feito completamente na lingua natural e faz
alusdo a uma figura regular, o hexagono. Para a resolucdo, tem-se que efetuar a
conversao passando do registro da lingua natural para o registro figural geométrico,
e em seguida, a conversdo da representacdo geomeétrica para o registro algébrico,
no qual os tratamentos poderdo ser efetuados. O registro de chegada €, portanto, o
algébrico vetorial.

Assim, sdo necessarias duas conversoes, pois para chegar ao registro final,
deve-se passar primeiro para a representacdo dos vetores na configuracéo
enunciada no registro de partida. Esta conversdo, embora intermediaria, é essencial
para se chegar ao registro algébrico vetorial, pois pode determinar o uso da regra da
soma que serd utilizada. Acreditamos que os alunos poderdo encontrar dificuldades
para resolver esta questdo pelo fato de haver duas conversdes tendo como partida

apenas o registro da lingua natural.
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8) Quais sdo a origem e a extremidade de um representante do vetor BC + GH —

FA — GC +FB ? Vocé nio vai precisar de nenhuma figura para chegar a resposta

certa.

Nesta questdo tem-se como registro de partida o registro algébrico na
representacdo vetorial que também é o de chegada. Desta forma, o resultado pode
ser encontrado realizando o tratamento no registro em que foram expressos 0s
vetores. Pelo fato de requerer apenas o tratamento na representacao vetorial € uma

guestdo que possui grau de dificuldade pequeno.

9) O hexagono ABCDEF é regular, de centro O. Prove que AB + AC + AD + AE +
AF = 640.

Temos aqui dois registros de chegada, a lingua natural e o algébrico. A
resolucdo deve ser realizada na representacao vetorial do registro algébrico, tendo
como registro intermediario, o registro geomeétrico. Assim, para proceder a resolucéo
necessita-se realizar a conversédo do enunciado, que foi dado em dois registros, para
a representacdo geometrica do registro figural, no qual, as propriedades geométricas
e vetoriais possam ser observadas e exploradas e posteriormente no registro

simbdlico sejam calculadas as somas.

10) Dados os vetores i e v abaixo, mostrar, em um grafico, um representante do
vetor

a)u—v

b)v —u

c)—v — 2u

d) 2u — 3v i

No enunciado da décima questao tem-se a representacao vetorial do registro
algébrico e a representacdo geométrica do registro figural como registros de partida.
A resolucdo pede que se conheca a multiplicacdo de um numero por um vetor e
adicdo com vetores opostos. Para encontrar a solugcdo é necesséario fazer a
conversdo do registro algébrico para o figural e realizar as somas pela regra do

paralelogramo ou pela regra de Chasles.
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4.2 DESCRICAO E ANALISE DOS REGISTROS DOS ALUNOS

Os dados coletados, os registros escritos dos alunos, foram analisados e
organizados de forma que, ao final, pudemos identificar alguns tipos comuns de
dificuldades e erros presentes nas atividades resolvidas pelos alunos.

Dessa forma, os resultados obtidos por meio de analises e reflexdes serao
apresentados nesta secao. Traremos as dificuldades e erros mais relevantes para
responder ao estudo proposto nesta pesquisa, organizados em quatro categorias:
confusdo entre coordenadas de ponto e coordenadas de vetor, dificuldade na
aplicacdo da regra do paralelogramo, dificuldade em identificar vetores iguais e
dificuldade na conversdo entre registros quando estdo envolvidos registros
geométricos.

A estrutura da apresentacdo das andlises ficard da seguinte maneira: em
primeiro lugar, falaremos sobre a categoria que sera abordada e explicitaremos a
abrangéncia da dificuldade envolvida nessa categoria. Discutiremos as possiveis
explicagbes, baseadas no referencial tedrico que foi adotado e, em alguns
momentos, confrontando com os resultados de estudos feitos anteriormente, como
mostrado na revisdo bibliografica. Assim, passaremos, entdo, a mostrar alguns
registros produzidos por alunos com respectivas descricdes e analises logo em

seguida.

4.2.1 Categoria 1: Confusdo entre coordenadas de po nto e

coordenadas de vetor

A confusdo entre coordenadas de ponto e coordenadas de vetor ocorre
quando, dadas as coordenadas de um vetor, o aluno as representa como se fossem
coordenadas de um ponto. Esta dificuldade esta relacionada com a forma de
representar o vetor no registro numeérico que é bastante semelhante a representacao
das coordenadas de um ponto. A diferenca € que, para representar um ponto,
geometricamente, basta localizar as coordenadas indicadas no sistema cartesiano,
enquanto que, para se representar o vetor € necessario considerar um ponto de

origem e um ponto de extremidade.
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Quando um vetor € representado por um par ordenado ou por uma terna
ordenada, sua representacdo € feita admitindo que essas coordenadas
correspondem a sua extremidade. Temos entdo, duas informacgfes subtendidas: a
primeira, que as coordenadas do vetor ddo a localizacdo da sua extremidade e a
segunda, que nesse caso, sua origem sera a origem do sistema adotado.

Desta forma, a abordagem tradicional geométrica utilizada para a
representacdo de vetores, em que vetores sdo representados por seus pontos de
extremidade, pode levar o aluno a estabelecer relagcbes mal interpretadas entre o
comportamento das coordenadas de um ponto e a representagcdo de vetor. O
exemplo abaixo ilustra a diferenca entre as representactes graficas de um ponto e a

de um vetor.
Ex.: A (-1, 3) € um ponto do plano u = (-1, 3) representa vetor do plano
Y 4 y
&
Aw-- u K-

L 4

Observamos que o ponto A representado geometricamente acima, possui
uma Unica localizacdo no plano, jA o vetor u possui infinitos representantes que
satisfazem as coordenadas (-1, 3) e que podem ser localizadas em qualquer
guadrante do sistema cartesiano, mostradas na figura a seguir.

Portanto, a figura da seta, no exemplo, é apenas um representante do vetor i,
nao devendo ser confundida com o objeto vetor. Um vetor pode ter diversos
representantes, desde que sejam respeitados seu tamanho, direcao e sentido.

A seguir, uma figura ilustrativa traz o vetor © e algumas das diversas
representacdes que se pode fazer dele, todos os representantes nessa ilustracao
possuem mesmo tamanho, direcdo e o mesmo sentido, assim, dessa forma,

caracterizam representacées do mesmo objeto conceituado como vetor.
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Figura 1: Representantes de um mesmo vetor.

4.2.1.1 Descricédo das questdes de acordo com a categoria 1

Abaixo, temos o0 enunciado da segunda questdo, em seguida os registros das
resolucdes das equipes, seguidos da descricdo de como os alunos procederam na
busca do resultado desta questédo, e apods isso, as analises das producdes feitas por
eles de acordo com a categoria na qual se enquadram. Os parametros utilizados
para analisar os registros serdo extraidos dos pressupostos teoricos expostos no

capitulo anterior.

Questdo 02: Sejam os pontos P(2, 3), Q(4, 2) e R(3 5).
a) representar em um mesmo grafico os vetores posicao de i, 7 e w de modo que Q
=P+u, R=Q+7 e P=R+W.

b) determinar i + v+ w.

Quadro 3: Enunciado da 22 questéo da atividade 02

A seguir, veremos as figuras que trazem algumas das resolucdes feitas pelas
equipes, apos cada figura teremos a descricdo dos passos seguidos pelos alunos

para encontrar a solugcéo da questéao.
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Figura 2: Registro da resolugcao apresentada pela
equipe 01 para a questéo 02 da atividade 02.

Observamos na figura 02 acima, que os alunos determinaram 0s vetores
U,V e W corretamente, subtraindo os pontos Q - P, R - Q e P - R, respectivamente. A
seguir, a equipe marcou as coordenadas dos vetores 1,7 e w como pontos. Outro
tipo de erro foi por ndo terem observado que no enunciado da questao pedia o vetor
posicdo (determinados o ponto de origem e a extremidade) e ndo o vetor livre (com
ponto inicial na origem do sistema). Assim, além de terem confundido a
representacdo de vetores com a representacdo de pontos, confundiram vetor

posicdo com vetor livre. A conversao adequada nao foi realizada.

Figura 3: Registro da resolucdo apresentada pela equipe 06
para a questdo 02 da atividade 02.
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Na figura 03 acima, mais uma vez temos um grafico com pontos
representado, semelhante ao da equipe anterior, mas com a diferenca de que
representaram os pontos P, Q e R corretamente. Nesta resolucao o erro foi que, ao

invés de vetores, ha apenas segmentos, embora no registro simbdlico, a equipe

_— L,  —

tenha determinado que os vetores @ = PQ, 3= QR e w = RP, deixando apenas
implicito o sentido dos vetores.

Desta forma, temos outra situacdo em que a representacao dos vetores foi
dificultada pela semelhanca entre coordenadas de ponto e de vetor, pois a confuséo
gerada foi bem semelhante no caso das duas equipes (01 e 06), sendo que a
primeira tentou representar os vetores livres correspondentes e a segunda, tentou

seguir o enunciado que pedia os vetores posi¢cdo correspondentes.
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Figura 4: Registro da resolucdo apresentada pela equipe 09
para a questdo 02 da atividade 02.

Na figura 04, a equipe (09) considerou e representou graficamente, as

—_—

coordenadas dos pontos P, Q e R e as coordenadas dos vetores livres i = PQ,V =

QR e Ww =RP representando apenas 0s pontos extremidade de cada vetor.
Diferentemente das equipes anteriores, esta equipe teve mais dificuldades, parece
nao ter identificado nem mesmo 0s segmentos que correspondem aos vetores livres

e aos vetores posicao.
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Figura 5: Registro da resolucdo apresentada pela equipe 10
para a questao 02 da atividade 02.

A equipe (10) tomou as coordenadas do vetor livre representando-as como
pontos, no lugar de vetores. A equipe localizou no grafico os pontos de extremidade
dos vetores encontrados. Embora o procedimento seja valido, o objetivo da questéo
era a busca do vetor posicao. A resolucédo apresentada foi bem semelhante aquela
mostrada pela equipe 09.
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Figura 6: Registro da resolucdo apresentada pela
equipe 11 para a questao 02 da atividade 02.

A equipe (11) quase conseguiu realizar a representacdo grafica dos trés
vetores, porém houve um erro quanto a localizacdo de um dos pontos de

extremidade do vetor w.
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Das doze equipes, este foi 0 mais proximo que os alunos conseguiram chegar
do resultado esperado. O que mostra uma enorme dificuldade na representacéo de

vetores quando se utiliza a forma grafica.

Figura 7: Registro da resolucdo apresentada
pela equipe 12 para a questéo 02 da atividade
02.

A maior dificuldade foi encontrada na resolugdo da equipe 12, pois nesse
registro identificamos que nem mesmo o0s pontos foram localizados corretamente.
Mas vé-se que os alunos tentaram encontrar uma forma de representar os vetores
utilizando as coordenadas dos vetores livres. No entanto, o vetor u = (2,—1) foi
representado com origem no ponto (2, 0) e extremidade em (0, -1), ou seja, a
abscissa foi transformada em origem e a ordenada em extremidade. Dessa mesma

forma, foram representados os outros dois vetores.

4.2.1.2 Analise dos registros para a categoria 1

Esta categoria surgiu de uma dificuldade percebida na tarefa de representar
0s vetores graficamente, dadas as suas coordenadas. A dificuldade se deu na
maioria dos registros e nenhuma das equipes conseguiu realizar corretamente a
representacdo dos trés vetores. Em alguns casos, pudemos perceber que até
mesmo a representacdo dos pontos no sistema cartesiano foi fator de dificuldade.
Embora os pontos de origem e extremidade dos vetores tenham sido dados no

enunciado e pedido o vetor posicdo — onde séao definidas origem e extremidade —
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aconteceu que as representacdes produzidas pelos alunos nos mostraram que esta
tarefa néo foi tdo simples para eles.

No trabalho de Bittar (1998), a autora também se refere a dificuldade na
representacdo grafica de vetores, segundo seus estudos, uma das causas esta na
abordagem predominantemente geométrica dada ao ensino dos vetores. “En effet, la
présentation géométrique des vecteurs, tres liée a leurs points extrémités, ne
favorise pas a ce que I'éleve fasse la distinction entre les caractéristiques d'un point
et les caractéristiques d'un vecteur” (BITTAR, 1998, p.03).

Os registros dos alunos mostram que eles parecem familiarizados com o
calculo das coordenadas do vetor, mas encontram dificuldades para representar o
vetor no sistema cartesiano, fato que corrobora com o pensamento de Bittar.

A maioria das equipes mostrou dificuldade em decidir o que fazer com os
pontos no gréfico, alguns dos alunos conseguiram representar 0s segmentos, mas
nao conseguiram determinar o sentido. Com isso, podemos inferir que os alunos
ficaram presos a conceitos geométricos, sem conseguir dominar a representacao
gréfica.

Segundo Duval, o sucesso de boa parte dos alunos ocorre com o0s
monorregistros, ou seja, no caso de sistemas de escritas e de gréaficos cartesianos,
por exemplo. Como nesta atividade em que o aluno tem a representacdo numérica
dos pontos e precisa representar esses pontos num grafico para obter os vetores,
mas segundo o autor, pode ocorrer o enclausuramento do registro. Este fendmeno
pode estar ligado a predominancia de um tipo de registro e ao privilégio de um
sentido de conversdo no ensino de um objeto. Isto impede que aluno reconheca o
mesmo objeto matematico em duas de suas representacdes diferentes. Neste caso,
os alunos ndo atentaram para a diferenca entre a representacéo do vetor posicao e
o vetor livre.

A énfase dada as caracteristicas geométricas do vetor € um dos fatores que
limita consideravelmente a capacidade dos alunos de utilizar os conhecimentos ja
adquiridos para a plena construgcdo do seu conceito, pois ndo se discute suas
caracteristicas enquanto elemento de um espaco vetorial, dessa forma, sua

possibilidade de ampliar seus conhecimentos nessa area fica bastante reduzida.
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4.2.2 Categoria 2: Dificuldade na aplicacdo da regr a do

paralelogramo

A dificuldade na aplicacdo da regra do paralelogramo ocorre quando as
propriedades vetoriais do paralelogramo néo sdo exploradas. Pode ser que para o
aluno as propriedades geométricas da figura e as propriedades vetoriais presentes
nao sejam imediatamente percebidas, ou ainda, que eles as desconhegcam.
Especialmente no paralelogramo € necessario ver todas essas propriedades, as
quais séo a base para a definicdo geométrica da soma entre dois vetores. Assim, em
um paralelogramo ABCD:
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Quando os vetores sdo dados no registro geométrico, a regra do
paralelogramo é utilizada para efetuar a adicdo. Outra forma de realizar uma adi¢éo
entre dois vetores é utilizando a regra de Chasles. Porém, nesta categoria o foco

sera a utilizacdo da regra do paralelogramo.

4.2.2.1 Descricao das questbes de acordo com a categoria 2

No quadro 4, veremos o enunciado da primeira questao da Atividade 01 , que
sera uma das tarefas analisadas nesta categoria, em seguida as resolucdes

apresentadas por algumas equipes, seguidos da descricdo de como procederam na
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busca do resultado desta questdo. Da mesma maneira, a terceira questdo também
sera analisada dentro desta categoria, e ap0s isso, as analises das producdes feitas
por eles de acordo com as dificuldades que abrangem a categoria 2 e observando

0S pontos centrais da teoria em questao.

Questdo 01: Prove que oopostode U+ ¥ é —u —v.

Quadro 4: Enunciado da 12 questdo da Atividade 01

A seguir, veremos as figuras que trazem algumas das resolucdes feitas pelas
equipes, apos cada figura teremos a descricdo dos passos seguidos pelos alunos

para encontrar a solucédo da questéao.
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Figura 8: Registro da resolucdo apresentada pela equipe 06 para a
questéao 01 da Atividade 01.

A equipe 6 representou em uma figura os dois vetores 1 e ¥ sem indicar 0s
sentidos das setas — por falta de atencéo acreditamos — a serem somados de forma
gue suas origens estdo no mesmo ponto, a partir dai, completaram a figura com os
outros dois lados, formando um paralelogramo. Tracando a diagonal da figura,
formou-se o vetor U + v, seguindo a regra do paralelogramo, ou seja, a conversao do
enunciado em linguagem algébrica para uma representacdo geométrica foi
razoavelmente bem sucedida.

Mas ao partir da soma de i + ¥ para chegar ao oposto dessa soma por meio
da regra do paralelogramo, ndo conseguiram utilizar a regra para demonstrar o que
se pede no enunciado, e adotam apenas uma figura na qual os vetores envolvidos
aparecem com o0s sentidos invertidos, e na qual foi dispensado o desenho do

paralelogramo. Assim, esta caracterizada a deficiéncia desta equipe em operar a
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regra do paralelogramo, na situagcdo em que foi dada e que a compreensdo da

mesma nao se deu de modo completo.
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Figura 9: Registro da resolucéo apresentada pela equipe 12 para a
questao 01 da atividade 01.

Na resolucdo apresentada pela equipe 12 na figura (09) acima, pudemos
observar a grande semelhanca com a equipe (06) anterior, mas com a diferenca de
que percebemos o elemento paralelogramo, mas ndo o uso da regra de adicao
associada ao desenho geométrico, incorrendo no mesmo equivoco da equipe 06.

Nas duas equipes, chama atencdo o fato de que o maior problema na
resolucao esta relacionado ao fato da auséncia de compreenséao clara da regra de
adicao pela figura do paralelogramo, e nem tanto, pela conversédo do enunciado para
a figura geométrica, que seria o registro de chegada para esta tarefa. Tal fato deixa
ainda mais claro a dificuldade que a equipe encontrou para chegar ao resultado,
utilizando os procedimentos da regra do paralelogramo, de forma semelhante a

equipe anterior.

Figura 10 : Registro da resolucdo apresentada pela equipe 08 para a
questdo 01 da atividade 01.

A resolucdo desta equipe (08) reforca ainda mais a nossa visao de que a

regra do paralelogramo, embora possa ser percebida e ensinada para facilitar a
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regra da soma é um fator que pode causar o efeito contrario, pois ndo basta fazer o
desenho dos vetores e do paralelogramo , e sim, levar o aluno a compreender de
qgue forma se opera a relacdo entre a figura geométrica e a adicdo de dois vetores
associadas a ela.

Para finalizar a secdo de descricdo de algumas resolugcbes sobre a questao
01 da atividade 01, mostraremos abaixo, duas figuras de outra duas equipes que
diferem das anteriores, apenas no fato de terem abandonado, completamente, 0 uso
do desenho do paralelogramo. Isso nos leva a conjeturar que as equipes
dispensaram a figura geométrica por ndo a perceberem como parte integrante da
resolucao e pelo desconhecimento de como funciona a adicdo de vetores por essa

regra.

Ca)t (-3

Figura 11 : Registro da resolucdo apresentada pela equipe 07
para a questdo 01 da atividade 01.

S = b b "-s._;_\- T

Figura 12 : Registro da resolucéo apresentada pela equipe 01 para a questdo
01 da atividade 01.
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10) Dados os vetores u e v abaixo, mostrar, em um grafico, um representante
do vetor:

a)i-7
b)7 — u

c) -7 - 2%
d) 2% — 37

v

21

Quadro 5: Enunciado da 102 quest&o da Atividade 01

A seguir, veremos as figuras de algumas das resolucdes feitas pelas equipes,
apos cada figura teremos a descricdo dos procedimentos tomados pelas equipes na
busca de encontrar uma solucao para a questao 10.

c)

Figura 13 : Registro da resolucio apresentada pela equipe 01 para a
questéao 10(c) da Atividade 01.

Encontramos acima (figura 13), a resolucdo da equipe 01, que utilizou o
mesmo procedimento das outras equipes na resolucdo da questdo 01 (citado
anteriormente) para adicionar dois vetores, apenas inverteu o sentido dos vetores,
sendo que nesse caso, um deles deveria ter seu tamanho em dobro (2u). Porém,
nenhum desses procedimentos foi identificado na resolugcdo da equipe, que se
limitou a representar trés vetores sem indicar qual deles era o que representava a
soma pedida. A conversao nao foi realizada a contento, e mais uma vez, um
aspecto, o sentido dos vetores, foi priorizado em detrimento da regra matematica
envolvida.

Estas equipes, 1, 12, 6, 7 e 8, citadas até aqui — nesta secéo - representaram
a forma como véem a regra do paralelogramo, ou seja, a sua maneira, isto mostra a
interpretacdo peculiar que cada equipe da a regra do paralelogramo e sdo bem

semelhantes.
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Com base nos registros escritos dos alunos, pudemos observar que
dispensaram a figura do paralelogramo, além disso, que 0s vetores opostos sdo
representados apenas invertendo os sentidos, e sem recorrer a igualdade de vetores

presente no paralelogramo.

Figura 14 : Registro da resolucdo apresentada pela equipe 02
para a questdo 10(a) da Atividade 01.

Na resolucéo da equipe 2, mostrada na figura(14) acima, os componentes da
equipe tentaram proceder pela regra do paralelogramo, mas, no decorrer da
resolucédo, tiveram dificuldade ao escolher os vetores corretamente. Mesmo tendo
chegado mais proximo da resposta que se esperava, houve um erro envolvendo o
vetor 1, pois 0 mesmo vetor aparece ora como u, ora —iu, 0 que impossibilita
identificar qual deles € o correto.

Além disso, pudemos notar que a regra do paralelogramo é utilizada de forma
equivocada, semelhantemente as equipes anteriores. A diagonal converge para o

mesmo ponto de extremidade dos vetores que estdo sendo somados.
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Figura 15: Registro da resolucdo apresentada pela equipe 03
para a questdo 10(a) da Atividade 01.
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Esta equipe (03) resolveu de forma semelhante a equipe 2, porém neste caso
os alunos nao deram sentido a diagonal, ou seja ndo indicaram o sentido do vetor,
outro erro, e 0 mais grave,foi que o resultado seria 0 vetor correspondente a outra
diagonal do paralelogramo. Esta equipe foi uma das que mais demonstrou
dificuldade em operar a regra da soma de dois vetores pelas propriedades de um
paralelogramo. Percebemos mesmo, que nesse caso, nem 0 uso da figura serviu de

auxilio, pois ndo houve compreensdo do procedimento com 0s proprios vetores

envolvidos.
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Figura 16 :Registro da resolugdo apresentada pela equipe 09
para a questdo 10(a, b, c) da Atividade 01.

Na resolucdo da equipe 9 para a décima questdo, observamos, além da

auséncia do paralelogramo, que houve uma preocupacdo excessiva com a
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representacdo gréfica dos vetores descritos na representacdo vetorial, porém, a
tarefa era somar os vetores por uma das duas regras de adi¢do. E no entanto, ao
invés de representar o vetor —v — 21, sdo representados dois vetores, o vetor —v e

0 vetor —21, e ao que nos pareceu, esse foi o resultado encontrado pela equipe.
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Figura 17 : Registro da resolucdo apresentada pela equipe 11 para a
questao 10(a,b,c,d) da Atividade 01.

A exemplo da equipe anterior, esta também desprezou os vetores resultantes,
apenas os vetores que deveriam ser adicionados. E possivel que ndo tenham
realizado a adicédo entre os vetores por ndo conseguirem aplicar uma das regras de
adicdo, ou porque ndo acharam necessario recorrer a uma regra. Nao ha o desenho
do paralelogramo na configuracao, por outro lado, nos itens a, b e d poderia também

ser utilizada a regra de Chasles.



70

ol
Vi
.A__
o) | Lx - e
//’;, r..
Q) | s
|
e}) > I__\A I 1 .\:‘

Figura 18 : Registro da resolucéo apresentada pela equipe 06 para a questdo
10(a,b,c,d) da Atividade 01.

Uma resolucao diferente para a décima questéo foi a da equipe 6 (figura 19),
em dois dos quatro itens o erro foi claro, a equipe ndo conseguiu aplicar a regra do
paralelogramo, primeiro porque formaram um tridangulo ao invés de um
paralelogramo, e segundo porque ao tentarem achar o vetor resultante, nao

conseguiram determinar nem o tamanho nem a dire¢ao corretamente.
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- A

Figura 19 : Registro da resolucdo apresentada pela
equipe 07 para a questédo 10(c) da Atividade 01.

Neste caso, da equipe 07 (figura 19) aparentemente a regra do paralelogramo
foi completamente ignorada, mas o modo como fecharam a figura formando um
triangulo nos faz inferir que houve uma “confusdo” com a regra de Chasles, na qual
a soma de um vetor que se encontra com extremidade na origem do outro, com qual
deve ser somado, é dada pelo vetor com origem no primeiro e extremidade no
segundo. Porém, analisando a figural9, os vetores a serem somados, —v e —21,
nao se encontram em posicdo para a aplicacado da regra. Fechar o triangulo nao
basta para realizar esta operagcdo corretamente, pois necessita que 0s vetores
estejam numa dada posicdo para que o vetor soma tenha a direcdo e sentidos
corretos.

As dificuldades apresentadas nesta categoria também se configuraram na

resolucao da questédo 03.

3) Obtenha a soma dos vetores indicados em cada caso.
a) ABCDEFGH & um paralelepipedo.
b) ABCDEFGH e EFGHIJLM sdo cubos de arestas congruentes

E T
C

L K

H G

VA

A ® Fig(a) Fig (b)
Quadro 6: Enunciado da 32 questdo da Atividade 01
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A seguir, veremos a figura da resolucao feita pela equipe 03, apos a figura
teremos a descricdo dos procedimentos tomados pela equipe 03 na busca de

encontrar uma solugdo para a questéo 03.
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Figura 20 : Registro da resolucdo apresentada
pela equipe 03 para a questdo 03(a) da
Atividade 01.

Nesta questdo, trazemos o exemplo de uma equipe diferente, a equipe 3,
(figura 20), embora seja uma configuragao diferente das anteriormente mostradas,
tem-se que os vetores a serem adicionados pertencem a um paralelepipedo, que por
sua vez € formado por seis paralelogramos. E de modo analogo ao das demais
equipes estudadas, observamos que os alunos néo recorrem aos vetores presentes

na figura do paralelogramo, mas sim, a regra que faz convergir o vetor da diagonal

FH como resultado de EH + GH.

4.2.2.2 Analise dos registros para a categoria 2

Nesta categoria entitulada Dificuldade na aplicacdo regra do paralelogramo,
pudemos reconhecer tal dificuldade nas questdes 01, 10 e 03 da Atividade 01. Na
décima questdo ficou evidenciado, pelos registros das equipes, que a regra do
paraleogramo ndo € uma ferramenta de simples execucdo. Por essa regra, dois
vetores de mesma origem sdo adicionados obtendo como soma a diagonal do

paralelogramo formado com base nesses dois vetores. Porém, a adicdo de vetores
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7

opostos & um fator que dificulta no momento de efetuar as operacdes e a sua
utilizacéo em situagdes diferentes das ja observadas.

Pelas observacdes das respostas podemos verificar trés tipos de erro. O
primeiro consiste em apenas inverter o sentido dos vetores. Em alguns casos, o
paralelogramo nem aparece no registro dos alunos. Consideramos aqui, a
importancia de se compreender como o aluno concebe e aplica uma regra, nesse
caso, a regra do paralelogramo para adicdo de vetores. O paralelogramo € uma
figura geométrica dotada de algumas propriedades particulares, assim a
compreensao da regra que o envolve depende da compreensdo do seu conceito,
das suas propriedades geométricas e da sua representacao.

Quanto a interpretacdo dada pelos alunos, entendemos que este € um
processo inerente a apreensdao de um conceito, uma regra ou uma relacao
matematica. O olhar do sujeito estd ligado ao modo de apresentacao,
representacdo, mobilizacao e visualizagédo (quando possivel) do objeto. Associa-se a
isso, a situacdo em torno da representacdo do objeto e aos conhecimentos
anteriores que 0 sujeito possui. Esse processo é subjetivo e mutavel, sofrendo
adaptacdes e modificagOes a cada nova situacdo com a qual o sujeito se depara.

De acordo com Silveira (2008a) para o aluno a interpretacdo da regra
depende do contexto, mas do ponto de vista l6gico, a regra continua sempre a
mesma. Os professores devem perceber neste fato, que a regra que ele ensina pode
ter um sentido diferente para o aluno e que a mudanca de contexto pode determinar
mudanc¢a de compreensao de uma regra.

Ainda neste sentido, Silveira (2008b) nos remete a tedricos como Piaget e
Granger que concordam que a matematica possui uma estrutura que lhe é prépria e
autbnoma. Assim, € possivel por intermédio do automovimento da matematica,
prever alguns resultados, ou ainda, sob certo aspectos a matematica € dotada de
uma previsibilidade que permite ao aluno experimentar um determinado conceito e
reconstrui-lo seguindo uma légica que o leve ao resultado que esta previsto, embora
nem sempre essa logica que o aluno utiliza coincida com a l6gica matematica.

A autonomia desenvolvida pelas equipes fica clara quando se percebe que os
mesmos criaram 0 seu proprio caminho para chegar ao resultado esperado.
Contudo, nem sempre a logica adotada era a correta, acarretando certos erros

conceituais e operacionais.
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Para encontrar o oposto da soma de i com ¥ algumas equipes utlizaram a
regra do paralelogramo posicionando os dois vetores, e, ao prever que o sentido da
diagonal ficaria invertido, inverteram também os sentidos dos outros vetores para
obter esse resultado. Pequenas diferencas nos registros mostram que a
interpretacdo foi semelhante para estas equipes, mas cada uma ao seu modo,
tentando adequar seu procedimento a regra matematica, algumas tentaram
desenhar o paralelogramo e outras ndo, como se procurassem atribuir significado a
regra matematica por meio da subjetividade.

Nesse momento, para os alunos, parece importar mais o resultado que o rigor
com a representacdo dos vetores e das figuras. Mas em outras figuras, a regra do
paralelogramo simplesmente foi ignorada, e a preocupacéo foi com o sentido dos
vetores, sempre com 0S 0postos sobre a mesma reta, ou seja ha mesma diregao,
como se ndo pudessem ter a mesma direcao e pertencerem a retas diferentes.

Na maioria dos casos o0s alunos parecem ter conhecimento da adicao de
vetores pela regra do paralelogramo, mas na situagdo em que precisaram utilizar,
houve falhas seja pela dificuldade no dominio da representagéo da figura, seja pela
interpretacdo dada a regra da operacao.

Em todo caso, os erros encontrados podem estar relacionados a necessidade
de encontrarem um “novo sentido” para a regra matematica. As tentativas de chegar
num possivel do resultado utilizando regras matematicas mas com uma leitura
propria do aluno, apontam para o fato de que o processo de objetivacdo ainda nao

ocorreu, satisfatoriamente, do ponto de vista légico.

4.2.3 Categoria 3: Dificuldade em identificar vetor  es iguais

A dificuldade dos alunos em identificar vetores iguais ocorre quando nao se
consegue escolher, dentro de uma configuracdo, representantes de vetores que
sejam convenientes para a realizacdo das operacdes indicadas. De modo que se
possam adicionar 0s vetores em questdo, seja pela regra de Chasles ou pela regra
do paralelogramo.

Os problemas que envolvem a adi¢cdo entre vetores em uma configuracao,
caracterizam-se pela presenca de figuras ou poliedros regulares possibilitando

serem decompostos em figuras mais simples, onde seja possivel identificar vetores
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iguais e aplicar a regra do paralelogramo por meio do conhecimento de propriedades
geométricas e vetoriais, ou ainda a regra de Chasles.

Dado que ja discutimos em secdo anterior o funcionamento da regra do
paralelogramo, passaremos agora, a uma descricao da segunda regra para a adicao
de vetores, a regra de Chasles.

A regra de Chasles é muito conhecida e pode ser enunciada da seguinte

maneira: Dados trés pontos quaisquer A, B e C é verdadeira a relacao: AC = 4B +

BC. Assim, a regra de Chasles pode ser utilizada, na adicdo de dois vetores, sempre
que o ponto de extremidade de um vetor coincidir com o ponto de origem do outro,
no qual a soma sera o vetor que tera a origem no primeiro vetor e extremidade do
segundo, formando uma figura triangular, na ilustragdo a seguir, colocamos dois
exemplos de como dois vetores podem ser somados, primeiro, mostraremos o
procedimento pela regra do paralelogramo, segundo conforme a Regra de Chasles,

para que se observem como cada uma possui um funcionamento diferente.

1. Adicdo de i + v: (regra do paralelogramo)

D C

(u + v)

>
NI
(o8]

2. Adicdo de u + v: (regra de Chasles)

<l

+

<
U

<l
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Na relacao anterior, os dois vetores tém a mesma origem, em seguida, toma-
se um representante de v (BC no lugar de AD) com origem em B, assim, pode-se,

pela regra de Chasles encontrar a soma AC (Triangulo inferior). Observemos que,

tomando-se 0 mesmo vetor v, e um representante de u (D_C)), também encontra-se o
resultado. Isto é possivel devido as propriedades geométricas e vetoriais do
paralelogramo.

A nédo identificacdo correta dos vetores em uma dada configuracdo, a
interpretacéo errdnea das propriedades geométricas e/ou vetoriais contribuem para
muitos equivocos, pois Nos casos em que a regra parece bem compreendida, é a
escolha errada dos vetores que impossibilita os alunos de resolverem corretamente
a tarefa.

A seguir, apresentamos alguns registros em que a dificuldade com a
igualdade entre vetores, dados em uma configuracao foi decisiva no insucesso do

resultado dos alunos.

4.2.3.1 Descricao das questdes de acordo com a categoria 3

Abaixo, veremos o enunciado da terceira questdo da Atividade 01 , que sera
uma das tarefas analisadas nesta categoria, em seguida algumas resolugdes
apresentadas pelas equipes envolvidas na pesquisa, seguidas da descricdo de
como procederam na busca do resultado desta questdo. Da mesma maneira, a
sexta, sétima e nona questdo também serdo analisadas dentro desta categoria, e
apos isso, as analises das producbes feitas pelos alunos de acordo com as
dificuldades que abrangem esta categoria e observando os pontos centrais da teoria

em questao.
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3) Obtenha a soma dos vetores indicados em cada caso.
a) ABCDEFGH é um paralelepipedo.
b) ABCDEFGH e EFGHILM séo cubos de arestas congruentes

E E L K

Fig (a)

Quadro 7: Enunciado da 3% questao da Atividade 01

Veremos agora a figura da equipe 01 que mostra a resolucdo da questao 03
da Atividade 01 .

-ng) E%}_Té+ﬁb#1:’_a+m

Figura 21 : Registro da resolucdo apresentada pela equipe
01 para a questéo 03(b) da Atividade 01.
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Esta equipe teve dificuldade inicialmente no registro algébrico, e essa
dificuldade refletiu-se no registro figural. Ao fazer a conversao para a representacao
vetorial, a equipe utilizou a regra de Chasles e realizando tratamentos chegou a
soma entre dois vetores de forma que a regra de Chasles ndo poderia mais ser
aplicada. Entdo, ao observarmos mais detalhadamente a representacdo geométrica
feita pelos alunos, percebemos que os vetores presentes sdo os da ultima linha que

foi representada algebricamente, sendo que no lugar do vetor LI foi tomado o vetor
CB e este foi adicionado a BG, dando como resultado o vetor CG. Porém, os alunos

erraram ao incluir na figura outro vetor, o vetor ﬁque ja havia sido adicionado,
anteriormente no registro algébrico.

A representacdo geométrica envolve operacdes que sdo peculiares a esse
registro e, segundo Duval (2004), realizar essas operagdes depende da producgéo de
interpretacdes da figura e se ddo em termos de apreensdes. A apreensdo operatoria
€ a que ocorre sobre uma figura dada, pelas modificacbes possiveis nessa figura e
na reorganizacao das suas partes. Essas modificacfes podem se dar, graficamente,
mentalmente ou psiquicamente. A operacéo de organizacao ou analise de figuras ou
subfiguras de uma dada figura esté ligada a reconfiguracéo e permite os tratamentos
necessarios, e a identificacdo de propriedades.

Além da operatoria, ha ainda, a apreenséao discursiva. A apreensao discursiva
tem relacdo com a interpretagdo dos elementos da figura a partir da articulagéo dos
enunciados (dados, medidas, por exemplo) criando uma rede semantica de
propriedades do objeto. A apreenséo operatoria € a que permite fazer as mudancas
na figura e a discursiva permite, a partir do enunciado do problema, produzir
interpretacbes que proporcionam a apreensdo da prépria figura no contexto do

enunciado.

QUESTAO 06: Abaixo, os hexagonos sdo regulares. Em cada caso, determine a

soma dos vetores indicados.

A BN SN
VAR VAN

B A B

A

Quadro 8: Enunciado da 62 questdo da Atividade 01
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A seguir, veremos as figuras da resolucéo feitas pelas equipes 06 e 08, para a
questdo 06, apos a figura teremos a descri¢cdo dos procedimentos tomados na busca

de encontrar uma solucao.

Figura 22 : Registro da resolucao apresentada pela equipe 06 para a questdo 06
da Atividade 01.

7z

Na resolucdo da equipe (06), € evidente a tentativa do uso da regra do
paralelogramo, porém, pela configuracdo, essa escolha ndo proporcionou nenhum
avanco na busca do resultado e os alunos parecem néo ter cogitado uma outra
forma de resolugdo, ou seja, substituir os vetores por outros que pudessem ser

adicionados ou vetores opostos.

© : b
)

b S TS —=D =4 =
£ 6!7 & D+ Ff} = ?CC ’F“C"C)
' B @D = 'e; e
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£ +?ﬁ |
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Figura 23 : Registro da resolucéo apresentada pela equipe 08 para a questéo 06 da
Atividade 01.

Mais uma vez, a regra do paralelogramo foi a opcao para resolver a soma dos
vetores, porém os alunos da equipe 08 ndo observaram que BCDF ndo é um
paralelogramo e portanto, ndo cabe o uso dessa regra nesta situacdo, ou seja, 0S

alunos aplicaram uma regra em contexto em que nao poderia ser aplicada.
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7) Calcule a soma dos seis vetores que tém por representantes segmentos

orientados com origem em cada um dos vetores, e extremidade no centro de um

mesmo hexagono regular.

Quadro 9: Enunciado da 72 questdo da Atividade 01

A seguir, veremos a figura da resolucao feita pela equipe 05, para a questao
07, apo6s a figura teremos a descricdo dos procedimentos tomados na busca de

encontrar uma solucao.

= & » —p —- | =
AR+EA =0}
F — —
Bd 4+ oa =10
A 8 £6 4/ch 4 O]

Figura 24 : Registro da resolugcédo apresentada pela equipe 05 para a questdo 07 da
Atividade 01.

A equipe (05) teve um raciocinio interessante, ndo fosse pela escolha
equivocada dos vetores. Isto porque os pares identificados como sendo opostos, na
realidade, ndo possuem sequer a mesma dire¢cdo. Ainda assim, esta equipe foi a
gue mais se aproximou da resposta certa. Erraram justamente, por ndo conseguirem
identificar os pares de vetores opostos, por meio das propriedades seja da primeira
figura ou da segunda figura construida. Ou seja, ndo foi possivel, por meio da

configuracéo, identificar os vetores com mesma direcao, sentido e tamanho. Apenas

conseguiram isso, no terceiro par de vetores (F_O) +CO = 0).

9) O hexagono ABCDEF é regular, de centro O. Prove que AB + AC + AD + AE +
AF = 6A0.

Quadro 10: Enunciado da 92 questéo da Atividade 01

A seguir, veremos a figura da resolucao feita pela equipe 01, para a questao
09, apos a figura teremos a descrigdo dos procedimentos tomados.
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Figura 25: Registro da resolu¢cdo apresentada
pela equipe 01 para a questdo 09 da atividade
01.

Nesta questdo, nenhuma equipe que participou da pesquisa avangou muito
na resolucdo, nem chegou ao resultado correto. As equipes que representaram
graficamente os vetores nao efetuaram a soma que poderia ser obtida escolhendo-
se e substituindo-se os vetores adequados, ou seja, dificuldades na obtencédo e

identificacdo de vetores iguais.

4.2.3.2 Analise dos registros para a categoria 3

Nesta categoria foram agrupados os erros ou dificuldades relativas a
identificagcdo, obtenc&o e substituicdo de vetores iguais para resolver adi¢cdes entre
vetores.

As questdes analisadas ndo permitiam a utilizacdo de uma regra de adicéo de
forma direta. Por isso, antes de tudo, existe a necessidade de encontrar os pares de
vetores 0s quais se possam adicionar via uma das regras conhecidas. As equipes
parecem ter uma visao estatica do objeto vetor e dos procedimentos que envolvem
nas operacdes de soma e/ou subtracdo de vetores, e mostram muita dificuldade em
utilizar vetores iguais, para tanto seria necessério os alunos terem claras as
caracteristicas que formam um vetor. médulo (norma ou tamanho), direcao (relativo
a angulo ou inclinacéo) e sentido (de cima para baixo, da esquerda para direita ou
outros). Quando esta fundamentacéo nao esta clara ou solidificada, fica dificil para o
aluno relacionar parametros de igualdade e/ou proporcionalidade; as propriedades
vetoriais e geométricas quando a figura ndo é o paralelogramo, como aqui no caso
do hexagono.

A apresentacdo essencialmente geométrica dos vetores também contribui
para que o aluno tome a representacdo do vetor em lugar do proprio objeto, que é

confundido com um segmento determinado por dois pontos. Dessa forma, ao se
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deparar com dois vetores dados por outros pontos, acredita-se estar diante de outro
vetor. De acordo com Duval (2003), essa é uma condi¢cao que deve ser evitada para
gue nao se inviabilize o processo de compreensdao em matematica, segundo o autor
a dificuldade encontra-se no fato de que o objeto representado ndo pode ser
identificado com o conteudo da representacdo que o torna acessivel.

Tal é a dificuldade de se obter os vetores pela igualdade, que em certos
momentos (figura 22) os representantes dos vetores extrapolam a configuracdo e
impede que os alunos prossigam em sua resolucédo, pois sem a figura ndo podem
avaliar as propriedades geométricas que permitem decidir em que situacdo existe a
igualdade entre os vetores e quais sédo 0s vetores iguais.

Essas dificuldades podem ser inerentes aos diferentes tipos de registros de
uma figura. Especificamente no que diz respeito a articulacédo entre os dois tipos de
apreensfes, a operatoria e a discursiva. Sem a qual ndo € possivel realizar os
tratamentos, pois sem a interpretacao correta as transformagdes realizadas na figura

nao fazem sentido, ou ainda, ndo respondem ao problema em questéo

4.2.4 Categoria 4. Conversao entre registros envolv  endo o registro

geomeétrico

Nesta categoria incluiremos as producdes dos alunos que contenham erros
relativos aos problemas de conversdo entre registros, onde um dos registros € o
figural, seja na sua representacdo geométrica ou na representacao grafica.

A conversédo para Duval (2003) € essencial para a atividade matematica, pois
para ele, a compreensdo se da com a aquisicdo da capacidade de mudar de
registro, mas, no entanto, é preciso entender que passar de um registro a outro nao
€ simplesmente mudar o modo de tratamento, € preciso também, explicar as
propriedades ou aspectos diferentes de um mesmo objeto, observando que o
conteudo das representacdes depende muito mais do registro no qual é produzida
do que do objeto que se deseja representar.

Segundo Dorier (1998), Pavlopoulou (1993) estudou a conversao de registros
envolvendo vetores, tendo identificado entre os alunos franceses, a dificuldade na
realizacdo das conversodes entre registros onde o registro grafico estava presente —

a autora classifica as representacbes que envolvem figuras sem discriminar a
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presencga ou nao do sistema cartesiano — seja no registro de partida ou no registro
de chegada. Dorier mostra que a autora ainda obteve como resultado, ainda, que a
dificuldade possui graus diferentes quando se analisa o sentido de realizacdo da
conversao.

Além disso, segundo Dorier, Pavlopolou constatou a existéncia de uma
dificuldade implicita entre o objeto e sua representacdo e apontou a identificacdo de
um vetor com sua representacdo grafica (figura da seta) como principal fonte de

problemas ao aprendizado dos alunos.
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4.2.4.1 Descricédo das questdes de acordo com a categoria 4

Nesta categoria elegemos algumas resolucbes da sétima e nona questdes
para mostrar aqui, por terem apresentado dificuldades significativas do ponto de
vista da teoria usada em nossa analise, mas ressaltamos que diversas dificuldades

na atividade de conversao foram observadas em todos os registros analisados.

7) Calcule a soma dos seis vetores que tém por representantes segmentos
orientados com origem em cada um dos vetores, e extremidade no centro de um

mesmo hexagono regular.

Quadro 11: Enunciado da 72 questéo da Atividade 01 .

%2 uEsTho
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Figura 26 : Registro da resolucédo apresentada pela equipe 04 para a questdo 07 da
atividade 01.

A conversdo do registro da lingua natural para o registro geométrico foi
realizada parcialmente, pois apenas os vetores foram representados, o hexagono
que é a base da figura, o que poderia ter facilitado proporcionando a visualizacéo
mais clara de suas propriedades geométricas. Nota-se também, que nao foi
realizada a conversdo do registro geométrico para o registro algébrico, no qual se
esperava que fossem feitas as somas dos vetores opostos e com isso chegaria ao

resultado nulo.
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Figura 27: Registro da resolucdo apresentada pela equipe 09 para a
gquestdo 07 da atividade 01.

Em mais um registro percebemos que os alunos realizam a conversdo para o
registro figural tranquilamente, mas ao converter para o registro algébrico, ndo é
realizado nenhum tratamento. N&o justificam sua resposta, seja por meio das
propriedades geométricas e vetoriais da figura, seja via utilizacdo de regras de
adicdo. A relacdo necessaria entre as propriedades vetoriais e geométricas parece

ser um grande entrave para os alunos desta equipe.

9) O hexagono ABCDEF é regular, de centro O. Prove que AB + AC + AD + AE +
AF = 6A0.

Quadro 12: Enunciado da 92 questéo da Atividade 01 .

q’ QUESTAO
RF 4 AB - AD
AG + BB = AC
AF + AD = AE
AE + AR 1 AE = € RO

Figura 28 : Registro da resolucdo apresentada pela equipe 04 para a questao
09 da atividade O1.
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N&o observamos a conversdo para o registro geométrico nesta questdo. Os
alunos foram direto ao registro algébrico e na soma dos vetores associaram pares
gue ndo ha como analisar sem a figura, pode ser que tenham se baseado em

alguma, mas nao a registraram.
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E

Figura 29 : Registro da resolucdo apresentada pela equipe 09 para a questao
09 da atividade 01.

A atividade de conversdo pressupfe a capacidade de troca de registro, nas
questbes 7 e 9, temos exemplos da dificuldade dos alunos com este tipo de
operacdo entre representacbes. Notamos que os alunos conhecem a figura
hexagono, no entanto, na busca para chegar ao resultado correto, ndo conseguem
fazer a necessaria relagcdo entre as propriedades vetoriais e geométricas, na

configuragcédo enunciada na questao, para realizar a soma dos vetores.

4.2.4.2 Analise dos registros para a categoria 4

As duas questdes analisadas tém em comum o fato de que foram enunciadas
na lingua natural e tem como registro de chegada o registro algébrico. Porém, a
conversao imediata entre os registros ndo € possivel, é preciso ir aléem do que a
figura oferece.

A visualizacdo da figura adquire um papel imprescindivel para a utilizacéo e
percepcao de propriedades que permitem o tratamento algébrico, infere-se que pela
falta dessa possibilidade, muitas equipes tenham cometido erro na conversao de
registros.

As dificuldades encontradas neste tipo de conversao foram tdo grandes que
nenhuma equipe conseguiu realizar a conversao do figural para o algébrico, e muitas
nem chegaram a desenhar a figura. Assim, podemos perceber que a presenca do
registro figural em uma atividade de conversdo é um fator que causa enorme
dificuldade para o aluno e exige mais do que uma simples visualizagdo dos vetores.
E necessario que o aluno compreenda que em cada representacdo o contetido néo
€ mesmo e que ndo ha uma correspondéncia direta entre os elementos contidos em

cada tipo de representacao.
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CONSIDERACOES FINAIS

Estudos anteriores realizados principalmente na Franca (DORIER, 1998;
BITTAR, 1998; BA, 2007) e alguns no Brasil (CASTRO, 2001; KARRER, 2006; SICA,
2007) mostraram resultados que convergem no que diz respeito a dificuldades
relacionadas aos tipos de registros presentes no ensino de vetores. Com a presente
pesquisa pudemos confirmar algumas dessas dificuldades e também observar
algumas particularidades. Entre as dificuldades em comum, a conversdo envolvendo
0s registros figurais, tanto na representacdo geomeétrica como na representacdo
grafica.

No trabalho de Bittar (1998), a analise feita dos livros didaticos franceses
indicou uma forte concepcgao do vetor definido por dois pontos contribuindo para que
os alunos construam a ideia de que ao mudar os pontos, muda-se o vetor. Outra
caracteristica forte no ensino francés é a de vetor como ferramenta essencial na
resolucao de problemas de geometria.

Nesta pesquisa, observamos de um modo geral que a abordagem feita sobre
vetor € pequena e limita-se a definicdo a algumas propriedades. Os exercicios nos
livros didaticos de Geometria Analitica ora privilegiam um tipo de registro, ora
privilegiam um registro diferente, ou seja, ndo se trabalha a articulacdo entre os
varios registros envolvidos. Assim como os livros didaticos franceses, os livros
didaticos adotados no Brasil também d&o bastante énfase a obtencéo de vetores a
partir de pontos. Os exercicios que envolvem a conversao entre registros ocorrem
isolados, ou de forma aleatdria entre os demais exercicios, e ndo recebem nenhuma
atencao especial.

Em comum, além da forte abordagem geométrica dos livros-didaticos
franceses e brasileiros, a limitacdo no que diz respeito igualdade de vetores, que é
baseada nos pontos de extremidade do vetor, o que traz dificuldades em representar
vetores no grafico. Em alguns casos, o vetor é representado como ponto.

As questdes histéricas e epistemoldgicas também sao fatores a se considerar
na abordagem do vetor, pois, influenciam no processo de aprendizagem a medida
que trazem a tona problemas na apresentacao inicial que é feita aos alunos, e, na

definicdo matematica atribuida ao vetor construida de forma macigca sobre atributos
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geométricos — énfase na representacao do vetor como segmento dotado de direcao,
sentido e comprimento.

O fato de o vetor ter sido descoberto quase que acidentalmente, tendo a
contribuicdo de varios cientistas e estudiosos, com a tentativa de se representar os
nameros complexos, com a geometria de posi¢ao idealizada por Leibniz e somando-
se a teoria dos quaternions e dos espacos vetoriais e aos estudos desenvolvidos em
diferentes areas da Fisica, nos faz ver que esse objeto hibrido carrega consigo uma
enorme possibilidade de aplicacdes, mas também a dificuldade de se delimitar como
objeto de estudo, porque em cada area o vetor € um objeto diferente, exigindo uma
didatica adequada. O vetor da Fisica ndo é 0 mesmo que se tem na Geometria
Analitica, e nem na Algebra Linear. E, ainda assim, possuem aproximacfes que
precisam ser esclarecidas e levadas em conta para seu ensino.

As contradi¢des e conflitos, que permearam a histéria do surgimento do vetor
na matematica, parecem emergir em sala de aula, porém, ignorados e suprimidos
em meio a uma didatica consolidada do assunto. O professor, embora perceba
problemas advindos dessa didatica, precisa atender as exigéncias conservadoras
das instituicdes de ensino superior que se estendem aos livros didaticos.

Procuramos com esta pesquisa constatar alguns tipos de dificuldades por
parte dos alunos envolvidos na investigagdo com relagdo a aprendizagem de
Geometria Analitica na unidade que trata de vetores, em especial, suas
representacdes e operacdes de adicdo. Algumas regularidades nas realizacdes das
tarefas, relacionadas as representacoes e interpretacfes de vetores, também foram
destacadas com intencao de relatar o que conseguimos inferir com a presente
investigacao.

As duas atividades propostas aos sujeitos que participaram desta pesquisa
foram apresentadas sob a forma de tarefa em grupo. A primeira atividade constitui-
se de dez questdes que envolvem, desde o0 seu enunciado, 0s registros vetorial,
figural e a lingua natural, seja individualmente ou combinadas. Todas as questdes
da Atividade 01 envolviam a soma de vetores livres e exigiam o tratamento das
representacdes, ou a conversao entre elas.

O material distribuido aos alunos constava de folhas de papel sem pauta e
papel quadriculado, além da folha de questbes. Sobre a Atividade 01 podemos
salientar que o0s grupos, em geral, conseguiram realizar a soma de forma

satisfatoria. Algumas questdes eram compostas de figuras no seu enunciado, como
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paralelepipedos e quadrilateros regulares entre outros, servindo como suporte para
visualizagdo e manipulacdes dos vetores no espaco e no plano. Os casos em que
foram utilizadas de forma direta as regras de Chasles e/ou do paralelogramo
obtiveram maior nimero de acertos, pois se tratava apenas de seguir uma regra, um
algoritmo. Quando se fazia necessario antes da aplicacdo da regra, uma substituicdo
do vetor por um representante seu — nas figuras regulares a presenca de
paralelismo e congruéncia entre os lados remetia a igualdade entre vetores —
notamos uma dificuldade bem maior.

Embora se tenha observado uma predominancia do registro vetorial, muitas
das equipes mobilizaram o registro figural como meio de confirmacgao dos resultados
ou como registro auxiliar. Em menor escala, encontramos equipes que reuniram em
suas resolucdes a conversdo, como troca de registro e também a utilizacdo em
paralelo entre registros de acordo com sua conveniéncia. Porém, a maioria da
equipes optou em realizar o tratamento apenas na representacao algébrica.

Com relacdo ao uso das regras, algumas equipes confundiram a regra do
paralelogramo e a regra de Chasles. Algumas questdes admitem o uso de apenas
uma delas, como na questdo 2 da Atividade 01 . Em muitos casos as duas regras
foram utilizadas como se fosse a mesma regra, mas o problema é que
aparentemente, os alunos parecem nao distinguir uma da outra ou ndo conseguem
escolher a que melhor se aplica a cada situacéo.

O registro figural (sob suas duas formas representadas: Grafica e
Geomeétrica) foi um dos maiores motivos de dificuldade para os sujeitos
pesquisados, algumas das figuras foram abandonadas e a resolucgéo foi feita apenas
na representacao algébrica. Outras equipes mudaram a figura, simplificando sua
forma, porém esta atitude induziu-as ao erro. Acreditamos que em parte, esta
dificuldade advém de conceitos geométricos incompletos ou inapropriados
adquiridos no ensino basico. Assim, muitas equipes ndo conseguiram avancar em
algumas questdes que exigiam conhecimento das propriedades das figuras e solidos
geomeétricos.

Por outro lado, inferimos também que, tal dificuldade em manipular as figuras
geomeétricas esta diretamente ligada ao fato de ser o registro figural classificado por
Duval como um registro multifuncional, o autor expfe a natureza distinta dos tipos de

registro, ou seja, cada registro de representacdo possui particularidades na
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formacao das suas representacdes, e que, os plurifuncionais, como por exemplo, 0
geomeétrico, sdo 0s que provocam maiores dificuldades na operacéo de tratamento.

Observamos ainda, que na sétima e nona questbes da Atividade 01 cujos
enunciados nao trazem figuras, a dificuldade foi bem maior em relacdo as demais.
Na maioria das resolu¢cdes as equipes ndo conseguiram construir a figura
geométrica correspondente. Embora o tratamento tenha sido feito na representacao
algébrica sem o auxilio da figura tornou-se inviavel a conversdo do enunciado, que
foi dado na lingua natural, para o vetorial. Duval (2003) afirma que assim como 0s
tratamentos dentro de registros multifuncionais tem um custo cognitivo maior, a
conversdo entre registros monofuncionais e plurifuncionais torna-se ainda mais
complexa.

No intuito de melhor organizar e apresentar estas inferéncias, as dificuldades
mais presentes foram organizadas em quatro categorias: 1) confusdo entre
coordenadas de ponto e coordenadas de vetor, 2) dificuldade na aplicagédo da regra
do paralelogramo, 3) dificuldade em identificar vetores iguais e 4) conversao entre
registros envolvendo o registro geomeétrico.

A primeira categoria, confusdo entre coordenadas de ponto e coordenadas de
vetor, nos revelou que abordagem predominantemente geométrica presente no
programa de Geometria Analitica, favorece as dificuldades relativas as
representacbes dos vetores. Em muitos casos, observamos que o0s estudantes
recorrem as figuras planas, segmentos e pontos quando ndo conseguem produzir
uma representacao adequada para os vetores.

O que percebemos também é que o0s estudantes, em geral, nao
demonstraram problemas para realizar operacdes envolvendo as coordenadas dos
vetores, ou seja, 0 tratamento no registro vetorial (representacdo numérica) nao se
constitui em entrave na aprendizagem de operacdes com vetores, mas quando o
aluno precisa representar o resultado em um sistema de coordenadas depara-se
com a semelhanca entre as coordenadas do vetor e as de um ponto. Porém, os
vetores podem ser descritos, conhecendo-se seus pontos de origem e extremidade
ou apenas pelo seu ponto final.

Os casos de sucesso do aluno envolvendo a representacé@o grafica ocorrem
quando estédo definidas origem e extremidade do vetor, pois basta, representar os

dois pontos e ligar as extremidades. Quando o aluno subtrai os dois pontos e chega
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as coordenadas do vetor, o que percebemos é que boa parte dos envolvidos na
pesquisa, representou apenas um ponto, ou um segmento ao invés de um vetor.

Na segunda categoria, dificuldade na aplicacéo da regra do paralelogramo, as
dificuldades relatadas s&o aquelas relativas a operacionalizacdo da regra do
paralelogramo na adicdo de vetores e, nela expomos, inicialmente, como as
representacfes feitas pelos alunos foram demasiadamente negligenciadas e até
mesmo distorcidas em alguns casos.

Inferimos que, além do desconhecimento de caracteristicas préoprias de
figuras planas e/ou espaciais, houve o0 uso incorreto de regras matematicas e
adaptacdes das mesmas, sugerindo, assim, generalizacoes ineficazes na resolucao
dos problemas propostos.

Na terceira categoria, dificuldade em identificar vetores iguais, em algumas
configuragbes ficou evidenciada a dificuldade em identificar as propriedades da
figura e a escolha dos representantes de vetores a serem somados. Caracterizando
assim, a importancia de observar as propriedades da igualdade de vetores na figura
dada, principalmente em configuracdes onde ndo € possivel aplicar regras diretas
para adicionar os vetores em questdo. Remete-se aqui, as peculiaridades do vetor
como: modulo, direcéo e sentido.

Na quarta categoria, conversao entre registros envolvendo o0 registro
geomeétrico, observamos as dificuldades relativas a representacdo geométrica na
atividade de conversado. Talvez esta tenha sido a dificuldade mais expressiva, na
qual identificamos que o registro geométrico € um dos mais complexos para 0s
alunos, pois necessita ser trabalhado em paralelo com um registro discursivo para
se realizar os tratamentos. Assim, a conversado de um registro geométrico para outro
tipo de registro, o algébrico, por exemplo, é necessaria para a realizacao de adicdes
de vetores.

Além das dificuldades ja citadas, percebemos que a questdo da interpretacédo
do conceito de vetor influencia fortemente nas escolhas dos sujeitos sob dois
aspectos. Primeiro, pela caracteristica polissémica da lingua natural e os problemas
advindos da subjetividade, a qual acompanha a comunicacdo na sala de aula, e que
(as vezes) se confronta com a estrutura matematica dos enunciados, posto que as
questdes ndo ocorram apenas na linguagem matematica. Assim, consideramos a
lingua natural como um registro de representacéo. E, segundo, porgue a matematica

possui uma légica e esta, ndo raro, é disjunta da l6gica do aluno que, mesmo
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conhecendo a regra “correta”, pode sentir a necessidade de adaptar regras para que
estas possam se adequar a uma nova situagao.

Tendo em vista os resultados obtidos por meio desta pesquisa, acreditamos
que este trabalho possa dar base para a elaboracdo de uma proposta de ensino
para vetores, servindo como ponto de partida para construir novos objetivos de
aprendizagem e que vise a dirimir as dificuldades identificadas em relagdo as
representacdes, em particular, do registro figural. Além de procurar aliar, ao seu
ensino, aspectos histéricos que possam minimizar o efeito causado pelos obstaculos

existentes na aprendizagem de vetores.
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Sistemas de Coordenadas. Estudo do Ponto, da Reta e do Plano em

coordenadas. Estudo das Coénicas e Quadraticas. Estudo da equacéo geral do

2° Grau. Vetores no Plano e no Espaco. Estudo Vetorial da Reta e do Plano.

OBJETIVO GERAL:

Conhecer e aplicar resultados da Geometria Analitica que servird de base

para disciplinas especificas do curso bem como propiciar ao formando construir e

desenvolver ideias e conceitos matematicos atribuindo-lhes significado a partir de

situacOes-problemas, permitindo a integracdo entre 0s eixos das unidades de

ensino para que possa suscitar o encadeamento da multidisciplinaridade na

resolucao de situacdes do cotidiano.

CONTEUDO PROGRAMATICO.

| - UNIDADE: VETORES

1 - Conceitos;

1.2 - Coordenadas;

1.3 - Modulo, diregéo e sentido;

1.4 - Adicao;

1.5 - Multiplicagéo por um escalar;

1.6 - Produto escalar;

1.7 - Produto Vetorial,

1.8 - Produto Misto.

Il — UNIDADE: SISTEMA DE COORDENADAS



2.1- Sistema de coordenadas no plano;
2.2- Sistema de coordenadas no espaco.

lIl — UNIDADE: DISTANCIAS

3.1- Distancia entre ponto, reta e plano.

IV- UNIDADE: RETA E PLANO
4.1- Equacdes da reta no plano;
4.2- Equacdes da reta no espaco;
4.3- Equacdes do plano.

V — UNIDADE: LUGARES GEOMETRICOS
5.1- Definicao;

5.2- Conicas;

5.1- Circunferéncia;

5.2- Elipse;

5.3- Parabola;

5.4- Hipérbole.

VI — UNIDADE: SUPERFICIES

6.1. Conceitos.
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Anexo B:

s Wera
e — ‘
uFpPa UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA - UFPA —— —’,{"-’

SIDADE DO ESTADO DO PARA

NUCLEO DE PESQUISA E DESENVOLVIMENTO DA EDUCACAT

MATEMATICA E CIENTIFICA ) )
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCACAO EM CIENCIAS E

MATEMATICAS i
REDE NACIONAL DE FORMAGCAO CONTINUADA DE PROFESSORES

(SEB/MEC) i
CENTRO DE PESQUISA E DESENVOLVIMENTO DA EDUCACAO

MATEMATICA E CIENTIFICA

ATIVIDADE 01
1) Prove que o oposto de e

2) Determine a soma dos vetores indicados em cadaneadayuras

3) Obtenha a soma dos vetores indicados em cads

a) ABCDEFGH € um paralelepipet
b) ABCDEFGH e EFGHIJLNs&o cubos de arestas congruentes.

L K
7
E H ) G
e
A @@ B AT P

4) Utilizando a figura (a) da questao acima deteenairvetor para 0s casos abai

a) b)
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c)% = AB + HG + AC + DF + CE + BD

5) Sendou, v e w representados na figura abaixo, represgnte2u — v + 5w /4 por uma

flecha de origem O.

gl

<l

<

O

6) Abaixo, os hexdgonos sdo regulares. Em cada, cetermine a soma dos vetores
indicados.

E E D

Vi ceds

A B A B

7) Calcule a soma dos seis vetores que tém poesepiantes segmentos orientados com
origem em cada um dos vetores, e extremidade riooad® um mesmo hexagono regular.

8) Quais sdo a origem e a extremidade de um reyieese do vetoBC + GH — FA — GC +
FB ? Vocé n3o vai precisar de nenhuma figura pargacheresposta certa.

9) O hexagono ABCDEF é regular, de centro O. Plcqueﬁ +AC + AD + AE + AF =
6A0.

10) Dados os vetores e v abaixo, mostrar, em um grafico, um representamteetbr
a)u—v

c)—v — 2u
d) 2u — 3v

<l

v



100

Anexo C:

L

v ' . — )
&7 WErA
- UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA 4

UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA

UFPA  NUCLEO DE PESQUISA E DESENVOLVIMENTO DA EDUCACAO
MATEMATICA E CIENTIFICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAO EM CIENCIAS E
MATEMATICAS
REDE NACIONAL DE FORMACAO CONTINUADA DE PROFESSORES
(SEB/MEC)
CENTRO DE PESQUISA E DESENVOLVIMENTO DA EDUCAGCAO
MATEMATICA E CIENTIFICA

ATIVIDADE 01 |

EQUIPE N°

12 questao:

Qual o ponto inicial do segmento orientado que representa o vetor v= (-1, 3), saben-
do que sua extremidade estd em (3, 1)? Representar graficamente este segmento.
22 questéo:

Sejam os pontos P(2, 3), Q(4, 2) e R(3, 5).

a) Representar em um mesmo gréfico os vetores posicio de E_, v e w de modo que

Q=P+u,R=Q+veP=R+w.

b) Determinar U+ w .
32 questao:

Encontrar o vértice oposto a B, no paralelogramo ABCD, para

a) A(-3,-1), B4,2) e C(5, 5)

b) A5, 1), B(7,3) e C(3, 4)
42 Questao:

Determinar os trés vértices de um tridngulo, sabendo que os pontos médios de seus
lados sdo M(5, 0, -2), N(3, 1, -3) e P(4, 2, 1).
52 questao:

Dados os pontos A(1, -1, 3) e B(3, 1, 5), até que ponto se deve prolongar o segmento
AB, no sentido de A para B, para que seu comprimento quadruplique de valor?
62 questao: _

Dado o vetor W= (3, 2, 5), determinar a e b de modo que os vetores u= (3, 2,-1) e

v= (a, 6,b) + 2 w sejam paralelos.

72 questao: , _ )
Sabendo que o ponto P(m, 4, n) pertence a reta que passa pelos pontos A(-1, -2, 3) e
B(2, 1, -5), calcular me n.

82 questao:

: - 1 . ol
Determinar o valor de n para que o vetor v = (n, —5,%) seja unitario.
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Anexo D :

- — —
UFPA UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA - UFPA - —’{":A
NUCLEO DE PESQUISA E DESENVOLVIMENTO DA EDUCACAS
MATEMATICA E CIENTIFICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAO EM CIENCIAS E
MATEMATICAS

REDE NACIONAL DE FORMACAO CONTINUADA DE PROFESSORES
(SEB/MEC)

CENTRO DE PESQUISA E DESENVOLVIMENTO DA EDUCACAO

MATEMATICA E CIENTIFICA
ATIVIDADE 01 Il

X

EQUIPE N°
QUESTAO 01

Determinar os dngulos internos ao tridingulo ABC, sendo A(3, -3, 3), B(2, -1, 2) e
C(1,0,2).

QUESTAOQ 02
Sejam A(2, 1, 3), B(m, 3, 5) e C(0, 4, 1) vértices de
um tridngulo (Figura 2.18).
a) Para que valor de m o tridngulo ABC € retingulo
em A7
¢) Determinar o ponto H, pé da altura relativa ao vér-
tice A.

d) Mostrar que AH 1 BC.

L]
—

=
7.}
2

Figura 2.18

QUESTAO 03
Determinar a distincia do ponto P(5, 1, 2) i reta r que passa por A (3, 1,3)e B (4, -1, 1).

QUESTAO 04
Mostrar que o quadrildtero ABCD de vértices A(4, 1, 2), B(5, 0, 1), C(-1, 2, -2)
e D (-2, 3, -1) é um paralelogramo e calcular sua frea.
QUESTAO 05
Verificar se os pontos A(l, 2, 4), B(-1, 0, -2), C (0, 2, 2) e D{-2, 1, -3) estio no mesmo
plano.
QUESTAO 06
O ponto A(1, -2, 3) é um dos vértices de um paralelepipedo e os trés vértices adja-
centes sio B(2, -1, -4), C(0, 2, 0) e D(-1, m, 1). Determinar o valor de m para que o
volume deste paralelepipedo seja igual ao 20 u.v. (unidades de volume).
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Anexo E:

UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA — UEPA

CENTRO DE CIENCIAS SOCIAIS E EDUCACAO - CCSE

NUCLEO UNIVERSITARIO REGIONAL DO BAIXO TOCANTINS -NURBAT —
CAMPUS XIV

CURSO: LICENCIATURA PLENA EM MATEMATICA

DISCIPLINA: GEOMETRIA ANALITICA

PROFESSOR: RAFAEL SILVA PATRICIO

DATA: 15/05/2009

ALUNO (A): URNVIA:
12 AVALIACAO
01. Na figura abaixo, sejam % = AB, % = AH, W = AC. Obtenha representantes dos
vetoresX e jtaisque U+B+ x=0 e U+B+wW+y= 0

E F
1 ol
S -
,/ 1 /’ !
_____ A4 |
CA ! ! D .
1 X |
1 1 :
1 : |
1 h |
1 1 :
1 : 1
1 \ |
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A > B
02. Decidir se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmacdes, justifique com suas
palavras.

a) Se n = ‘-l.-.',mtﬁ.n“_].!:l:'L

b) Selul=Ivl entio u = v.
¢)Seu // v,entiou = v.
d)Seu =v,entdou /f v.
h)yI5vi=k5vi=5lvl.
i} Os vetores 3v e-4v sio paralelos e de mesmo sentido.
i) Seulv,lul=2elvi=4,entio v =20 ou v =-2u.
03. Sendo A (2,1) e B (5,2) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD e M(4,3) o
ponto de intersec¢do das diagonais, determinar os vértices C e D.

04. Calcular a area do triangulo de vértices A(1,-2, 1), B(2, -1, 4) e C(-1, -3, 3).

05. Dados os vetores d = (3, 4, 2) e b= (2,1, 1), obter um vetor de médulo 3 que seja ao
mesmo tempo ortogonal aos vetores (24 - l_;) e (a+ I;).



