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RESUMO

Os métodos numéricos de Elementos Finitos e Equagao Integral sao comumente utiliza-
dos para investigacoes eletromagnéticas na Geofisica, e, para essas modelagens é importante
saber qual algoritmo é mais rapido num certo modelo geofisico. Neste trabalho sao feitas
comparagcoes nos resultados de tempo computacional desses dois métodos em modelos bidi-
mensionais com heterogeneidades condutivas num semiespaco resistivo energizados por uma
linha infinita de corrente (com 1000Hz de freqiiéncia) e situada na superficie paralelamente
ao "strike" das heterogeneidades. Apds a validagao e otimizagao dos programas analisamos o
comportamento dos tempos de processamento nos modelos de corpos retangulares variando-
se 0 tamanho, o nimero e a inclinagao dos corpos. Além disso, investigamos nesses métodos
as etapas que demandam maior custo computacional. Em nossos modelos, o método de Ele-
mentos Finitos foi mais vantajoso que o de Equacao Integral, com excegao na situacao de

corpos com baixa condutividade ou com geometria inclinada.

Palavras-chave: Modelagem numérica eletromagnética. Elementos finitos. Equagao integral.



ABSTRACT

The Finite Element and the Integral Equation numerical methods are commonly used
in electromagnetic investigations in Geophysics. In those cases it is important to determine
which algorithm is fastest for each geophysical model. In this work we compare computer
times for two-dimensional modeling with both methods. The models studied here are formed
by conductive rectangular bodies in a resistive half-space, energized by an infinite current
line located on the surface and parallel to the strike of the inhomogeneities. The currents in
all models operate in a frequency of 1000Hz. After validating and optimizing our codes, we
analyze the processing times for several models, varying the number of bodies, their sizes and
their tilt. We also investigated which parts of the programs demmand the greatest computer
times. We found that the Finite Element method performs faster than the Integral Equation

method in all models except those with low conductivity bodies or with inclined bodies.

Keywords: Electromagnetic numerical modeling. Finite element. Integral equation.
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1 INTRODUCAO

Desde a década de 60, do século passsado, a modelagem computacional em geofisica é utili-
zada para fazer interpretagoes de dados em investigagoes eletromagnéticas (EM), (COGGON,
1971; HOHMANN, 1971). Nos problemas de difusao EM, baseados na indugao eletromagné-
tica, as técnicas de solugoes numéricas mais utilizadas sao as de Diferencas Finitas, Elementos
Finitos e Equacao Integral, usadas isoladamente ou mesmo de forma hibrida (FARQUHAR-
SON; DUCKWORTH; OLDENBURG, 2006; LEE; PRIDMORE; MORRISON, 1981). A
formulacao matematica dessas técnicas aplicadas a geofisica nas investigacoes EM sao ampla-
mente descritas na literatura especializada (COGGON, 1971; HOHMANN, 1971; STOYER;
GREENFIELD,1976). Neste trabalho faremos uma anélise comparativa do desempenho com-
putacional entre as técnicas de Elementos Finitos e Equagao Integral aplicadas a modelagem
geofisica eletromagnética bidimensional. Conhecer as vantagens, limitacoes e o desempenho
computacional dessas técnicas nos serve para tomadas de decisoes na escolha de qual é nos
conveniente utilizar em problemas mais exigentes computacionalmente. Os tempos de pro-
cessamento em qualquer uma das técnicas nos modelos avaliados aqui sao muito curtos, no
entanto, quando aplicados, por exemplo, em um processo de inversao, o programa de modela-
gem direta é executado milhares de vezes. Assim, saber que técnica demanda o menor custo
computacional é de crucial importéncia para a inversao. Além disso, mesmo que a modelagem
trabalhada aqui seja bidimensional, podemos usar os resultados para inferir comportamentos

que podemos esperar na modelagem 3D.

Nos modelos apresentados neste trabalho o transmissor que supre energia eletromagnética
ao meio geologico é uma linha infinita de corrente dependente da freqiiéncia e situada na
superficie paralelamente ao "strike" das heterogeneidades. O parametro comparativo que

adotamos foi essencialmente o tempo de processamento das duas técnicas numéricas.

Para a comparacao, calculamos as respostas de um mesmo modelo geofisico com as duas
técnicas, otimizando os parametros referentes a cada uma para obter o mesmo grau de preci-
sao nas respostas. Os modelos estudados aqui sao formados por um semi-espago homogéneo
e isotropico de condutividade finita, que chamamos de meio encaixante, no qual estao pre-
sentes heterogeneidades bidimensionais. Sobreposto ao meio encaixante, um semi-espaco de

condutividade zero representa o ar.

Para um mesmo tipo de heterogeneidade, calculamos as respostas de varios modelos

diferentes, variando o niimero de corpos ou o tamanho destes. Assim, por exemplo, iniciamos
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com um modelo simples constituido de um tinico corpo retangular e comparamos os tempos de
processamento. A seguir, calculamos as respostas para um modelo com dois corpos idénticos
ao do primeiro modelo, separados horizontalmente. Depois, procedemos da mesma maneira
com trés corpos, e assim por diante, aumentando a complexidade do modelo em termos do
numero de corpos. Comparacoes semelhantes sao feitas variando a largura do corpo ou sua
extensao vertical e também incluindo corpos horizontais e verticais em um mesmo modelo. O
ultimo modelo examinado foi o de um corpo inclinado, para o qual comparamos os tempos de
processamento em diferentes inclinagoes, que demandam diferentes discretizacoes das duas

técnicas numéricas.

O nivel de discretizacao em cada caso depende das condutividades no modelo e da freqiién-
cia utilizada. Em todos os modelos, utilizamos a freqiiéncia de 1000 Hz, a condutividade do

meio encaixante o3 = 0,001 S/m e das heterogeneidades tendo oo = 0,1, 0,5 ou 1 S/m.

Nessas investigacoes, realizamos o registro dos tempos de processamento necessarios a
cada etapa dos algoritmos, para identificar as tarefas que demandam os maiores tempos em

cada caso.

Nas situacoes experimentadas, com excecao dos modelos de corpos inclinados e de alguns
com heterogeneidade de baixa condutividade (0,1 S/m), o método de Elementos Finitos foi

mais rapido que o de Equacao Integral.



2 METODOLOGIA

2.1  CONSIDERACOES INICIA

IS
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Os modelos geofisicos aqui estudados consistem de uma ou mais heterogeneidades bi-

dimensionais inseridas num meio encaixante constituido por um semi-espaco homogéneo e

isotropico. Sobreposto a este incluimos outro semi-espaco, de condutividade zero, represen-

tando o ar. O transmissor T}, que supre energia eletromagnética ao meio geologico, é uma

linha infinita de corrente dependente da freqiiéncia I (w) situada ao longo do eixo y, na super-

ficie, paralela ao "strike". O meio encaixante apresenta condutividade o; e a heterogeneidade

09. A orientacao adotada dos eixos ortogonais ¢ mostrada na Figura 2.1 abaixo.
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Figura 2.1: Orientac¢ao adotada dos eixos coordenados.

Antes de descrevermos o método de Elementos Finitos e a Técnica de Equagao Inte-

gral, aplicados a modelagem geofisica eletromagnética 2D, devemos saber qual embasamento

tedrico eles tém em comum e, a partir de que ponto eles se divergem. Os métodos eletro-

magnéticos geofisicos tém como ponto de partida as equagoes de Maxwell, que no dominio
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da freqiiéncia, apresentam-se como:

V.-eE =0, (2.1)
V x H—nE = Jr,, (2.2)
V.-H=0, (2.3)
V x E+CH =0, (2.4)

em que J—)Tx ¢ a densidade de corrente do transmissor, n = o + iwe a admitividade e ( = iwp
a impeditividade.

O transmissor T} supre energia eletromagnética ao meio geoldgico e o receptor R, capta
as informagoes sobre o meio na forma de campo elétrico ou magnético. Seguindo Rijo (2002),
separamos esses campos em primarios e secundarios. Chamamos campo primério aquele que
seria observado no meio na auséncia das heterogeneidades, ou seja, apenas com o modelo 1D,
sujeito & mesma fonte T,. O campo secundério é dado pela diferenca entre o campo total no

meio 2D e o campo primario.
As equagbes para o campo primario sao:
— — —
V x H? —n’EP = Jr,, (2.5)
— — -
V x EP + (PHP = 0, (2.6)
onde NP = oP + iweP e (P = wwpP; e como os campos eletromagnéticos totais sao somatorias
. . L _, —> — . — — — —
dos campos primario e secundario, i.e., F = EP + E° e H = HP + H?®, sendo E® e H®
contribuigoes da heterogeneidade, reescrevemos as equagoes (2.2) e (2.4) da seguinte forma:
e = =2 —
V x (H? + HY) = ( + An) (B + BY) = T, (2.7)
— — — — —
V x (EP 4+ E°) + (¢"+ AQ)(HY + H) =0, (2.8)
em que n” + An = n e (P + A( = ( descrevem as propriedades fisicas eletromagnéticas

do modelo primério e suas variagoes (An = Ao + iwAe e A( = iwAp), decorrentes da

heterogeneidade. Utilizando (2.5) e (2.6) nas equagoes (2.7) e (2.8), chegamos as expressoes:

— — —
V x H®* —nE* = AnEP, (2.9)
— — —
V x E° 4 CH® = —ACHP, (2.10)
ou
— — o
V x H® =n’E° = AnkE, (2.11)

— — -
V x B+ (PH = —ACH. (2.12)
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Esses dois pares de equagoes caracterizam sistemas em que as incoégnitas sao as componen-
tes dos campos magnético e elétrico secundarios. Nas equagoes (2.9) e (2.10), os vetores-fonte
sao dados pelos campos primarios acompanhados das variagoes das propriedades fisicas. A
partir destas equagoes é que desenvolvemos o método de elementos finitos. Nas equacoes
(2.11) e (2.12) os vetores-fonte sdo contribuigoes dos campos magnético e elétrico totais,
acompanhados das variacoes das propriedades fisicas devido a heterogeneidade. E sobre este

par de equacoes que se desenvolve o método de Equacao Integral.

Temos, nas equagoes (2.9 a 2.12), o comportamento geral da teoria eletromagnética em
modelos geofisicos tipo heterogeneidade 2D e meio encaixante. Fazemos, no entanto, algumas
restrigoes as propriedades fisicas. Consideramos aqui, que os meios sao nao-magnéticos, isto
é, que a permeabilidade magnética é a mesma e igual & permeabilidade no vacuo (po = 4 x
107"H/m), logo Ap = 0. Além disso, como a freqiiéncia caracteristica da fonte transmissora
¢ baixa (< 10°Hz), temos 0 >> we que caracteriza o regime quase-estatico, logo An =

Ao, n? = oP e n = 0P + Aco. Portanto das equagoes (2.9 a 2.12) obtemos:

— — —
V x H* — (6P + Ao)E® = AcE?, (2.13)
— — S
V x E° +iwpgH® =0, (2.14)
e
— — —
V x H® —oPE° = AcE, (2.15)
— — o
V x E* +iwpgH® = 0. (2.16)

2.2 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

O método de Elementos Finitos é um método numérico de busca de solucao de equagoes
diferenciais que possuem condi¢oes de contorno conhecidas e que se baseia no método das
projecoes. O método das projecoes consiste em obter uma solucao aproximada da solugao da
equacao diferencial, usando uma combinacao linear finita de func¢oes conhecidas, chamadas
funcoes base, que também satisfazem as condi¢oes de contorno. Se a solugao de um certo pro-
blema pertence a algum espaco de func¢oes de dimensao infinita, entao a solugao aproximada
é obtida num espago de dimensao finita, gerado pelas fun¢des base. A projecao da solucao
sobre o subespaco de dimensao finita é a solugao aproximada. Dai, se ¢1, @2, ..., ©m, s20 as
funcoes base, a solugao aproximada w,, ¢ dada por u,, = > ay-¢;, € o problema entao
consiste na determinacao dos coeficientes «;. Dentre varias aproximagoes possiveis, o método

que aqui empreguamos, foi o de Galerkin (RIJO, 2002). Este método é baseado no conceito
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de ortogonalidade de funcgoes, ou seja, dadas duas fungoes u e v, definidas numa regiao €2,
dizemos que elas sao ortogonais se < u,v >= [ wv df)2 = 0. Se estivermos diante do pro-
blema L(u) = b, em que L é um operador diferer?cial que determina a equacao diferencial, u
a fungao que desejamos encontrar e b a fonte; entao uma solugao aproximada u,, substituida
no problema implicard no aparecimento de uma fungao residuo r, ou seja, L(u,) = b+ r.
Uma melhor aproximagao é obtida quando r é ortogonal a u,,, o método de Galerkin consiste
entao em determinar u,, de forma a preservar a propriedade de ortogonalidade da solucao

exata, isto é, que a funcao residuo seja ortogonal a todas as fung¢oes base ¢, ..., @, ou seja,

<ryor >=< L(up) — b,y >= 10, I=1,...,m,

< L(up), o1 >=< b, >,

/ L(uy,) @ dQ2 = / b oy dS), (2.17)
Q Q

/ LY aypy) o dQ = / b oy dS,

Q 54 Q

Soas [ Len) erda= [ b an.

J=1 & Q

desta dltima equagao obtemos um sistema linear Ge¢ = F, com incognitas ¢ = (aq, ..., an),

em que F'= (f1,..., fn), sendo f; = / b dS), é chamado vetor fonte global, e G = (k;;),
Q

com gyy = / L(py)pr dS), matriz global. A matriz G depende fundamentalmente das fungoes

base {®1,...,¢m} que geram o subespaco onde estamos procurando a solugao aproximada

U

O método cria sub-regioes limitadas do dominio €2, chamadas de elementos finitos, dentro
dos quais as fungoes base sao definidas e busca as combinagoes das fungoes base que satisfagam
as condicoes definidas. Em vez de um problema continuo, resolve-se um problema discreto

cuja solucao aproxima a solugao da equacao diferencial original.

Passemos entao ao nosso problema; mas como ha simetria na configuragao geométrica dos
modelos, fazemos algumas simplificagoes. Considerando que estamos tratando do modo T'E,

pois a linha é paralela ao "strike" em y, nao temos as componentes H,, E,, F/, e variagoes na
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direcao de y,(% = 0; entao das equagoes (2.13) e (2.14) obtemos:

OH: OH? ,
5~ o 1B, = Ak, (2.18)
8 S
_ _8Zy +(CH: =0, (2.19)
oF?
a_xy +CH: = 0. (2.20)

Isolando H? e H? dessas ultimas equagoes e substituindo na Equacao (2.18):
o (10E; o (10E;
e i’} — ([ Z2==2) — pE® = AcEP 2.21
82<C8z +8:c ¢ Ox Ty 7"y (221)
Apos ter definido a regiao €2 dominio da aplicagao do operador que define a equacao
diferencial, dividimos essa regiao em sub-regioes geométricas planas ()., que determina um
elemento e, aqui considerado como triangular (como ilustra a Figura 2.2), de modo que
Q= U Qe e QN2 =0, se e # s, sendo n o namero de elementos. Trabalhamos aqui

e=1
apenas com elementos triangulares, elementos com outras formas sao discutidos em Becker,

Carey e Olden (1981). Os nos locais (vértices dos tridngulos) sdo numerados, conforme

mostrado na Figura 2.2.

As funcgoes base ¢; tomadas sobre cada elemento sao os planos, que representamos na
Figura (2.3), ¢; = 55 (a; + bz + ¢;2), caracterizadas por ¢; (i) = 1 ¢ ¢;(j) = 0, se i # j, tendo
a1 = ToZ3 — 32,0y = T32] —T123,03 = T122— To21,b1 = 20— 23,by = 23— 21,b3 = 21— 22,¢1 =

T3 — Xg,Co = X1 — 3,03 = To —T1, € A a area do elemento e, dada por A = % | a1 +as+ag |.

(%,,2,)

2

1 3
(x32)) (x325)

Figura 2.2: Exemplo de um elemento triangular com sua numeracao local de nos e suas

respectivas coordenadas

Sobre a Equagao (2.21) aplicamos o método de Galerkin em cada elemento e; inicialmente
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3

Figura 2.3: Funcoes base de um elemento triangular

pelo passo indicado em (2.17), para obtermos:

/ 9 (10E; +a 10E; dd_/ Esdd—/A EP dedz, (2.22)
Cax Caz rdz Q:’]szyl'z— QEUSOZyxZ, .

Sobre a primeira integral, do lado esquerdo da Equagao (2.21), utilizando as identidades:

‘a 1 0E: 0 (1 0B\ 109,05
Coz )| "o \¢"0: ) oz oz

Pi

.'3 10E, 0 (1 O0E)\ 10p0E;
Vi Cox )| oz C%ﬁx ¢ or oz’

1 Dp; OE, 0y, OF,
_Z _ s -
¢ ) (&75 p + 5 52 dxdz /677901 , dxdz

/A -Epdd—/ 0 1 0E, +8 10E, dzd
Qe O-(pl Yy raz Q 8x (ng 8,’]} szc a X Z

e fazendo-se uso das equagoes (2.19) e (2.20) sobre a ultima integral, obtemos:

1 8 OF: 9y, OE; S )
< Q <8$ Ox + 0z 0z dxdz—/ﬂe neiE, drdz =

0 0
P — HS) — — HS3
/8 Acp;Ey drdz + / [ . (piH?) " (goZHx)} dzdz.

chegamos a:

Sobre esta tltima integral podemos usar o teorema de Green, para obter:

dp; OF, 8% OE:
'ES =
C/ (833 ox 82 0z d:vdz+/Qe neik, dxdz

—_— ~
—/ Ao, EY dxdz —f (goiHs> -t dl, (2.23)
Qe o9,
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Em cada elemento devemos calcular a integral de linha §6Qe (gpzﬁ> .t dl, mas com o
sentido de percurso adotado, em virtude da continuidade da componente tangencial do campo
magnético, essas integrais se anularao nos segmentos da fronteira a dois elementos quando
é feita a contribuicao de todos elementos para solucao no dominio €2, restando apenas as
integrais de linha nos segmentos que delimitam as bordas desse dominio. No entanto, como
adotamos nessas bordas a condigao de Dirichlet homogénea sobre Ey, as integrais de linha
sobre H* também sdo nulas. Assim resultante dessas consideragoes e tomando as combinacoes
ES = E{p1 + ESps + E3ps e EY = EYp) + E5py + E3ps e as derivadas necessarias, na
Equagao (2.23), teremos:

1 & s &Pz 890] 8901 8@] dxd > s drd
EZEj 0. \ O 8x+8z 0z x2+anj Q%% e
j=1 € j=1 e

3
—AO‘ZE;)/ ip; drdz, (2.24)
j=1 e
em que Ef sao os valores do campo primério E! nos nés locais j = 1,2,3 do elemento,

calculados pela Equagao (2.27) dada mais adiante.

Resolvendo as integrais de (2.24), algumas com auxilio da identidade:

al Gl A1
(a4 B+v+2)

/ o5 ol oy dudz = 24
Qe

obtemos a matriz local e vetor fonte local dados por:

11 b% + C% b1b2 + c1¢9 blbg + C1C3 A 2 11
G°= ZH blbg + C1Co b% + C% bgbg + CocC3 ‘l‘ﬁﬁ 1 21 R (225)
blbg + cic3 beg + CocC3 b% + C% 11 2

2E7 + EY + EX
Fe=— EP +2FP + EY |. (2.26)
EY + B3 4 2E3

Diante de G¢ e F° locais parte-se entdo para constru¢do da matriz global G = Y| G°
e do vetor fonte global FF = 7"  F° que sao descritas detalhadamente pelas notas de
aula de Rijo (2002). A matriz global G é simétrica, esparsa e bandeada, o que facilita
a resolucao do sistema Gc = F, que aqui é resolvido por eliminagdo gaussiana. Apds a

determinagao da solugao, utilizamos as equagoes (2.19) e (2.20) para determinar H e H?



derivando numericamente E,. O campos totais E,, H, e H, sao encontrados

campos secundarios as componentes primarias:

00 —ul(z 20)
E(r,2) = — (I(w)/ —cos(kw(x—mo)) dk,,

Uy + UL
I
HE(z,2) () / e E20) cos(ky(x — 20)) dhy,
Y 0 'Ux(] + Ul
Ky
Hl(z,z) = )/ —— e E20) sen (ky (2 — 20)) dkg,
0+ U

22

somando-se o0s

(2.27)
(2.28)

(2.29)

expressas pela transformada de Fourier no dominio (k,,z), em que ug = \/k2 — k% e uy =

k2 — kI sao as constantes de propagacao no ar e no semi-espago inferior, respectivamente;
0 = VWO ar, k1 = v/—iwpeoy sdo os nimeros de onda e (xg, z9) a posi¢ao da linha de

corrente.

A exemplo de uma discretizacao, a Figura (2.4) mostra uma se¢ao de malha de um modelo

com uma heterogenidade.

-100
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200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

Figura 2.4: Exemplo de uma malha geométrica 2D de Elementos Finitos

1200
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2.3  TECNICA DA EQUACAO INTEGRAL

Tomemos como ponto de partida as equagoes (2.15) e (2.16)

— ) — o
V x E° +iwpugH?® =0,
4 4 —
V x H° —oPE° = AcFE,
— —
e isolando-se H® da primeira equagao, substituindo na segunda, escrevendo AcE como den-

sidade de corrente elétrica secundaria e lembrando que s6 existe a componete E, do campo

elétrico; obtemos a equacao de Helmholtz nao homogénea:

VPE: — ki E; = —iwpg ;. (2.30)

Observe que a fonte —iwpyJs existe somente na heterogenidade. E sobre a heterogeneidade
imaginamos que J; seja dada por um conjunto de infinitas linhas de correntes, onde cada uma
d& uma solugao da Equagao (2.30), tendo como fonte uma delta de Dirac de duas dimensoes

centrada num ponto (2, 2’), ou seja, partimos para o problema
ViG(z, 2,0, 2) — ki Gz, 2,0, 2) = 0(x — a7, 2 — 2°), (2.31)

em que (z,z) sao pontos fora ou dentro da heterogenidade e G(x, z, 27, 2) € uma fungao de
Green, que representa a resposta, o campo secundario em qualquer posigao (z, z), devido a

uma fonte unitaria localizada na heterogeneidade.

Obtida a fungdo de Green solucao da Equacgao (2.31) a solugao de (2.30) (Hohmann 1971)
¢ dada por:

Ey(z,2) = ///Js(x’,z’) Gz, z, v, 2) drdz, (2.32)

sendo S’ a superficie transversal que delimita a heterogenidade. Veja que Jy(z,2°) =
AcE, (2, 2), entao:

Ei(z,2) = Aa///Ey(x’,z’) G(z,z, 2, 2) dvdz, (2.33)

em que a fungao de Green para o campo elétrico devido a linha de corrente é dada por Rijo
(2002):

—uilz—2|

. cos(ky(z — 7))

Uy + Ug Uy

Gz, z, 2, 2) _=¢ [Meﬂ“(”z’) + dk,. (2.34)

2m
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Note que a func¢ao de Green G(x, z, 2, z’) é singular nos valores de x = 27,z = 2’ e assim

é conveniente separi-la em G = ;—E(GS + Gps), com a parte nao-singular sendo

) . —ui(z+2)
Gns(z, 2,00, 27) = / f1—% ¢ cos(ky(x — ) dk,, (2.35)
0 U1t up Uy
e
00 L —uylz—2z|
Gs(x,z,0,2) = / S cos(ky(x — x)) dk, (2.36)
0 Uy

a parte singular, que tem uma expressao analitica (RIJO, 2002) dada por:

Gs(z,z,x,2) = K [ik‘l Vi —2)2+ (2 — 2)2 (2.37)

em que K é a funcao de Bessel modificada de segunda espécie, de ordem zero.
Como E,(v,z) — E,(z,2) = EP(v,z) tem-se a equagao fundamental do método, como
sendo:

E,(x,z) — Aa/G(x,z,x’,z’) Ey(v,2) dvdz = El(z, 2),

!

ou mais explicitamente por
T.+% rP+C
Ey(z,z) — Aa/ / Gz, z,2,2) By(v,2) dvdz = El (7, 2), (2.38)
=% JP

que se caracteriza por ser uma equacao integral de Fredholm 2D de segunda espécie, singular
nao homogénea (HOHMANN, 1971). O procedimento numérico, que empregamos aqui, de
determinagao de uma solugdo aproximada é descrito em Hohmann (1971), Rijo (2002) ou
em Ward e Hohmann (1987) e é basicamente, apos fazer uma divisao em M x N células
quadradas da secao transversal da heterogeneidade, substituir as fungoes kernel da integral,
G(v,z,1,2), e fonte EP(x, z) por fungdes constantes por partes ("step-functions") nas par-
ticoes do dominio definido sobre S’. Essa interpolacao por "step-functions" leva a solu¢ao
ter também o mesmo tipo de aproximagao; e dessa maneira a Equagao (2.38) passa ser en-
tao interpretada matricialmente, K-Ey = EP cujos elementos de K serao caracterizados mais

adiante.

Dividimos a area S’ em M por N células quadradas de lado A, como ilustra a Figura
(2.5). Assumimos que o campo E, em qualquer lugar da célula é constante e o representa-
mos geometricamente no baricentro da mesma. A discretizagao de S’ em células quadradas
permite, quando consideramos que os pontos (z, z) e (27, z’) estejam na heterogeneidade, nao

determinar numericamentre a integral de superficie da Equagao (2.38) e sim aproximé-la por
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uma expressao semi-analitica. Assim é conveniente primeiramente encontrar a solucao de
(2.38) para pontos dentro do corpo, e posteriormente o campo E,(x,z) em qualquer regiao

do modelo.

nA

mA

Figura 2.5: Tlustragao de discretizagao em Equacao Integral para uma heterogenidade

Sobre essas consideragoes, a Equagao (2.38) restrita a heterogeneidade ¢ entao aproximada

por:

(Ao M N
Ey({l?i, Zj) + 2_ Z Z Ey(xm’ Zn) [GHS(xi’ Zjs Lms ZH)A2+

m=1n=1
(

T
i

/ . / . Gs(vy, 2,20, 2) dvdz| = E(v,25), i=1,--- ,Mej=1,--- N. (2.39)
ITm—% Zn—%

Avaliando dentro de cada célula as identidades (2.35) e (2.36), tem-se que G5 pode ser
considerada constante enquanto que GG, por variar em z e z através das pequenas distancias
entre as células (HOHMANN, 1971), nao pode receber o mesmo tratamento na integral de

superficie de nossa Equagao (2.38).

As integrais da Equacao (2.39) nao serao avaliadas numericamente; fazemos uma apro-
ximacao de cada célula quadrada por uma célula circular de mesma area, tomando entao

A = ay/m, sendo a o raio da célula circular equivalente. Sob essa consideragao, as integrais
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sao avaliadas da seguinte maneira:

/ / GS(SL’i,Zj,I’,Z’) devdz =im |:— Kl(iakl) - 1:| s (240)
xm—% zn—% ka1

para células singulares, ou seja, i =me j =n, e

Tty [ty —2iam , ,
/ / Gs(z, 2,0, 2) dvdz = ’ Ko(irky) I (iaky), (2.41)
A A
Tm—% Jam—%

1

para as células nao singulares, isto é, para i % m ou j # n; sendo K; e I; funcoes de

Bessel modificadas de segunda e primeira espécies de ordem 1, respectivamente, e, r =

V(2 — xm)? + (2; — 2, )? a distancia entre os centros de duas células.

Veja que cada célula é associada com cada uma das demais, entao existem M x N por

M x N calculos da segunda parcela do lado esquerdo da Equagao (2.39), assim se fizermos

A
)\:—CQ—U, r=@G—-—1)N+j e s=(m—1)N+n,
T
comr,s =1,2,---  M-N, reescreveremos (2.39) simplificadamente por:
MxN
E,(r) = XY _ G(r,s)E,(s) = El(r), (2.42)
s=1
em que
xm“l’% Zn+%
G(r,s) = Gus(wi, 2j, Ty 20) A? +/ / Go(zi, 2,0, 2) dodz. (2.43)
IV R

Ao fazermos uso do delta de Kronecker

1 pumy
5(7‘,5):{07 se r=s

, Se T #s

, modificamos a Equacao (2.42) para

MxN MxN

) (6(rs) = A G(r,s)) Ey(s) = Eb(r), (2.44)

r=1 s=1
que nos dé o sistema linear:

KE, = EP, (2.45)

tendo como
K(r,s) =0d(r,s) — X G(r, s), (2.46)
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os elementos da matriz K, que é simétrica e cheia. O método de resolugao do sistema (2.45)

é feito aqui por eliminagao gaussiana.

Encontrada a solugao de E, na heterogenidade, a determinacao de E,(z, z) em qualquer

ponto (z, z) é feita sobre a Equagao (2.38) que agora toma a forma:

CAO’AZ
Ey(x,2)=El)(r, 2) ZZE Ty 2n) [Gns (T, 2, Ty 20) FGs(T, 2, Ty 20)], (2.47)

m=1 n=1
em que (T, 2,) refere-se a um centro de célula da heterogenidade, EP ¢ determinado por

(2.27), e G5 é computada agora pela Equagao (2.37).

Para determinarmos as componentes magnéticas totais H, e H, usamos as identidades:
1 OE, 1 0E,

, que nos leva a:

AoA? L E
H,(z,2) = HP(x, 2) + o ;;Ey(xm, 20) (Gl (2, 2, 2y 20) + GE (2, 2, T, 2],
(2.48)
A Az M
H.(x,z) = HE(x, z) 7 Z Z Ey(2m, 2n) (2, 2, T, 20) + GH (2,2, T, 20)],
m=1 n=1
(2.49)
em que H? e H? sdo dados pelas equagoes (2.28) e (2.29), e
Gl (2,2, &, 2n) = / B0 i +20) cos(ky (2 — 2n)) A, 2.50
(X, 2, Ty 2n) i u1+uoe cos(ky(x — xp,)) ( )
ik1(z — 2,) K4 [zkl\/(x —ZTm)?+ (2 — zn)Q]
G (2,2, 00, 20) = , (2.51)
o Pt o)
o0 _ k_m
GH (2,2, Tm, 2n) = / ! uo—e’m(‘z“")sen(k:p(x — X)) dks, (2.52)
0 U1l -+ Ug Uy
iky (2 — 1,,) K} [ikl Vi —x,)2+ (2 — zn)ﬂ
GHA (2,2, 00, 2,) = (2.53)

\/(33 — Tp)? + (2 — 2p)?
Todas as curvas das componentes totais £, H, e H, sejam de amplitude e fase ou partes

real e imaginéria, sao apresentadas aqui normalizadas pelos valores dos campos F, e H, da

linha infinita no ar, designados pelo indice (inc) e dados pelas formulas:

B wuol(w)7 .
m
[(w)

mnc __
H" = —=
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2.4 VALIDACAO DOS CODIGOS-FONTE

Para validacao dos algoritmos de Elementos Finitos e Equagao Integral na modelagem
eletromagnética proposta aqui, utilizamos o modelo que serviu para comparagao entre os tra-
balhos de Hohmann (1971) e Coggon (1971) (denominado aqui de modelo Hohmann-Coggon),
que aplicaram Equagao Integral e Elementos Finitos, respectivamente. O modelo, ilustrado
de um modo geral na Figura (2.6), é constituido de um meio homogéneo resistivo, de condu-
tividade o1 = 0,001 S/m, e nele imerso um corpo condutivo retangular, com condutividade
de 05 = 0,5 S/m, a uma profundidade P = 25 m, largura L = 15 m, comprimento C' = 150
m, localizado a uma distancia horizontal D = 244 m da linha de corrente, que fica na in-
terface ar-terra localizada na origem dos eixos, trabalhando numa frequéncia de 1 KHz. A
Figura (2.7) mostra as curvas de amplitude e fase de H, e H, normalizadas pelo campo H,
da linha infinita no ar, H"¢. Na primeira linha estao as boas aproximagoes alcangadas pelos
autores; enquanto nas demais linhas, para as mesmas medidas, as aproximacoes atingidas

pelos programas desenvolvidos aqui.

z i

Figura 2.6: Modelo geral para uma heterogenidade vertical
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2.5 ANALISE DE PARAMETROS

Apos a validacao dos codigos-fonte, partimos para otimizagao dos mesmos, analisando em
cada técnica os parametros cuja variacao ou mudanca na estrutura de como sao determinados,
pode minimizar o tempo de processamento, sem deixar de ter uma boa precisao. Essas
analises sao feitas sobre um método quando o outro tem uma configuracao de discretizacao

que garanta excelente precisao nos resultados.

2.5.1 Elementos finitos

Fixados a frequéncia e o contraste de condutividade sobre um modelo geofisico, os parame-
tros, em Elementos Finitos, que modificam a precisao sao relativos a extensao e discretizagao
da malha. Em nosso caso, modo TE, ha necessidade da malha abranger também a regiao que
representa o ar (RIJO, 2002). J& que nele o campo elétrico E; decai mais lentamente que no
semi-espaco inferior, para ser satisfeita a condi¢ao de Dirichlet homogénea, as bordas no ar
sao relativamente mais distantes do corpo que aquelas consideradas no meio encaixante. As
bordas laterais, por serem consideradas no ar e no meio encaixante, tém distanciamento da

heterogeneidade, maior que do limite inferior e menor que o do superior.

Tanto no algoritmo de Elementos Finitos quanto no algoritmo de Equagao Integral, os
sistemas envolvidos sao solucionados aqui via eliminacao gaussiana. Em Equacao Integral
a matriz K dos coeficientes é quadrada, simétrica e cheia, e sua ordem é dada pelo ntmero
de células da discretizacao da heterogeneidade. Ja em Elementos Finitos, a matriz global
quadrada é simétrica e esparsa, e sua ordem é o nimero de nés da malha. No entanto,
a simetria e a esparsividade nos permitem considerar para a eliminagao gaussiana, apenas
as diagonais, a partir da principal, superiormente até a diagonal determinada pelo tltimo
elemento nao nulo da primeira linha. Este ntiimero de diagonais, a semibanda da matriz
global, é menor ao considerarmos a numeracao dos nés na linha, de  ou z, que possua o
menor numero de elementos. Nos modelos estudados aqui, o nimero de elementos é menor
na direcao z e a semibanda entao é determinada pelo ntimero de discretizagoes em z mais
uma unidade (RIJO 2002). Desta maneira a matriz na qual é aplicada a eliminagao gaussiana
passa a ter ordem (semibanda)x (nimero de nos). Sob essas consideragoes, o acréscimo de
um numero de discretizagoes em x nao representa um aumento no tempo computacional da
resolucao do sistema tao significativo quanto o acréscimo do mesmo nimero de linhas em z.
Esse fato entao nos serve como uma baliza de otimizagao na tarefa da busca de uma malha

que nos dé boa precisao.
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2.5.1.1 Discretizacoes verticais

Nos intervalos da vizinhaca do corpo, assim como aqueles dentro da heterogeneidade,
como a variagao espacial dos campos ocorre mais rapidamente que em outras regioes e a
aproximacao por elementos triangulares é linear, é necessario que os elementos sejam pe-
quenos o suficiente para fornecer boa precisao. No entanto, na discretizacao vertical na
heterogeneidade estamos diante de distancias relativamente grandes, e, assim, nos é conve-
niente construir intervalos com passos em progressao geométrica, mas com cuidado de nao
perdermos a precisao na solugao. Mesmo que os passos verticais da discretizagao do corpo
sejam dessa forma, eles nao aumentam até a borda final. Os intervalos crescem até o ponto
médio da extensao do corpo, e a partir dai diminuem na mesma razao. Para essa avalia-
¢ao, fixamos a largura L = 25 m e variamos, além o comprimento da heterogeneidade de
C' = 150 m a C' = 650 m, o contraste de condutividade em o5/0; = 0,1/0,001 = 100
oy/o1 = 0,5/0,001 = 500 e 02/01 = 1,0/0,001 = 1000. Obtivemos curvas com excelentes

aproximacaoes ao adotar um passo inicial de 10 m e razao geométrica 1,2.

Superiormente, entre a superficie e o topo do corpo, assim como o que fizemos vertical-
mente no corpo, a partir do primeiro intervalo, os passos crescem até o ponto médio do topo
do corpo e a superficie, e em seguida diminuem na mesma razao. Essa diminuicao se faz
necessaria porque a componente H, = % aa% ¢ determinada por derivagao numérica em z, e
portanto o valor de dz nao pode ser grande para nao comprometer a precisao dos resulta-
dos. Como consideramos aqui que o receptor localiza-se na interface ar-terra, fizemos uma
discretizacao dos dois intervalos mais proximos a ela, com uma linha de nés a 5 m de altura,
e outra a 5 m de profundidade, tendo portanto dz = 10 m. O passo inicial na proximidade

do topo da heterogeneidade foi de 5 m, e a razao geométrica dos intervalos foi de 1,2.

No ar, a partir dos intervalos na proximidade da interface ar-terra, alcangamos bons
resultados adotando passos crescendo a uma razao de 1,6 , e o limite superior da malha

ficando a cerca de 12 d; do topo da heterogeneidade.

Para a avaliacao da regiao abaixo da heterogeneidade, usamos uma razao de 1,5 e, modi-
ficamos a distancia da borda inferior a base do corpo, onde percebemos que a partir de 4 §;

a precisao é praticamente inalterada.

2.5.1.2 Discretizacoes horizontais

A discretizagao horizontal na regiao externa a heterogeneidade foi separada em quatro

porgoes de malha geométrica. Duas mais préoximas ao corpo, situadas ao lado esquerdo e ao
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lado direito, sao limitadas externamente com a distancia de 1,6 ; das bordas do corpo. As
outras duas sao as que ficam mais externas, limitadas pelas duas anteriores e pelas bordas
laterais limitrofes de toda malha, tomadas a 8 §; do corpo. Esta divisao nos permite impor
uma razao de crescimento menor na regiao proxima ao corpo, onde o campo E; tem as maiores
taxas de variagao, e uma razao maior para as regioes mais externas, onde o campo decai
mais suavemente. Nas regioes mais proximas ao corpo usamos uma razao de 1,1 enquanto

nas regioes mais externas aplicaos a razao de 1,6.

Na discretizagao horizontal do corpo, examinamos corpos com larguras de 15 m, 25 m, 50
m, 75 m, 100 m, 125 m e 150 m, com oy/0; = 0,1/0,001 = 100, o2/0; = 0,5/0,001 = 500 e
o9/or = 1,0/0,001 = 1000 de contrastes de condutividades. Os corpos com L = 15 m tém
uma precisao satisfatéria tomando apenas 3 elementos distribuidos uniformente no corpo
enquanto que corpos com 90 m e 120 m de largura, tém boas aproximacgoes quando tomamos
6 e 8 passos uniformes, respectivamente . Verificamos que a partir da largura de 25 m a
precisao das resultados nao é alterada ao considerarmos passos em progressao geométrica.

Nestes casos utilizamos o valor de 1,1 como razao e passo inicial de 5 m.

2.5.2 Equacgao integral

Na técnica de Equacao Integral a discretizagdo do modelo é feita apenas na(s) heteroge-
neidade(s), logo um parametro de analise de precisao e otimizacao é a largura das células;
entretanto, o numero de observagoes e os calculos das fungoes de Green na construcao da

matriz K do sistema (2.45) também sao fatores que influenciam no tempo de processamento.

2.5.2.1 Largura das células

De acordo com Hohmann (1971), a largura A das células usadas na discretizagao da
heterogeneidade é um fator importante de mudangas na precisao dos resultados na técnica
de Equacao Integral. Em seu artigo foi afirmado que células de lado A = 0,9 §5, sendo
09 = \/% o "skin-depth" sobre a condutividade do corpo, fornecem resultados razoéveis;
tendo, a partir de larguras A = 0,6 do, obtido convergéncia nas curvas, e com A = 0,5 &

garantida excelente precisao.

Para verificar a precisao mediante a largura A das células consideramos um modelo da
Figura (2.6), com o corpo estando distante horizontalmente D = 700 m de T}, com largura
L = 90 m, comprimento C' = 180 m, a uma profundidade P = 45 m e condutividades

o1 = 0,001 S/m o9 = 0,1 S/m. A Figura (2.8) mostra, para as curvas de amplitude e
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fase de E,/E*, H,/H" e H,/H!™, que realmente células com 0,9 d, de lado ja dao boas
aproximagoes, e a partir de 0,6 do de lado, os resultados comecam a convergir, tendo com

A = 0,45 0 uma excelente aproximacao.

A necessidade da diminui¢ao da largura A das células com o aumento da condutividade
0o da heterogeneidade, a fim de garantir uma boa precisao, pode ser justificada pelo fato de
que como Jy(2, 27) = (02 — 01)Ey (27, 27), temos que quanto maior Ag = g3 — 0y, maior é a
variacao da densidade de corrente na extensao da heterogeneidade, e como sua aproximagao
é feita representando-a no baricentro (27, z’) das células por uma fungao constante, grandes

larguras A nao nos dao uma boa aproximacao matemética.

2.5.2.2 Numero de observagoes

As equagoes (2.47), (2.48) e (2.49) utilizadas nas determinagoes das componentes totais
E,, H, e H,, respectivamente, dependem das coordenadas (z, z) das observagoes e (z,, 2,)
dos centros das células da discretizacao do corpo. Considerando que as observagoes sao
feitas na interface ar-terra, em cada par distinto (z — x,, 2,), ou seja, para cada abscissa do
receptor, devemos calcular semi-analiticamente G, GH= e GF= das equagoes (2.37), (2.51)
e (2.53), e calcular numericamente! G,,, Gz ¢ G2 dados pelas equagoes (2.35), (2.50) e
(2.52).

Fizemos algumas experimentacoes e constatamos que as determinacoes dessas funcoes de
Green usadas nos célculos de E,, H, e H, podem chegar a 90% do tempo de processamento
de todo o programa, tendo portanto que o nimero de observagoes nas investigagoes é bastante
relevante no custo computacional da técnica de Equacao Integral. Nos modelos realizados
aqui, investigamos varios valores de intervalos e nimero de observacoes. Um intervalo que
sempre deu curvas com excelente interpolacao foi de 25 m. E com esse intervalo o nimero de

observagoes que mostrou muito bem o comportamento das anomalias foi de 56 observagoes.

Se estivermos interessados somente no caso particular de modelagem direta, com as ob-
servagoes simétricas em relagao a uma, ou mais heterogeneidades, verticais ou horizontais
somente; as equagoes das fungoes de Green (2.35), (2.37), (2.50), (2.51), (2.52) e (2.53) nos
proporcionam utilizar essa simetria. Por exemplo, ao tomarmos uma célula e um ponto de
leitura a esquerda do ponto-médio das observagoes, teremos que a distancia entre eles é a

mesma que a considerada na célula simétrica e o ponto de leitura simétrico em relacao ao

!Para o computo dessas integrais testamos os filtros lineares seno e cosseno de 19 pontos dados por Rijo e

Almeida (2003) e a técnica de quadratura gaussiana. Utilizamos esses filtros por terem sido mais eficientes.
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ponto médio. Temos entao, respeitando a paridade de funcoes, a necessidade de calcular
essas funcoes de Green apenas nas medidas & esquerda ou a direita. Com esse procedimento
o processamento na determinacao de E,, H, e H, cai para aproximadamente metade do

tempo.

2.5.2.3 Céalculo das Funcgoes de Green

Um passo importante no processo de otimizacao no algoritmo da técnica de Equagao
Integral foi realizado sobre a construgao da matriz K do sistema (2.45). Nela sao compu-
tadas os elementos G(r, s) da Equagao (2.43) constituida pela fun¢do de Green nao-singular

Zn+2

A
Ghs (i, 2, Tm, 2,) da Equagdo (2.35), e pela integral f;m+§ 72 Gy(wy, zj, 20, 27) ddz de-
mT 5 Zn—%

terminada, conforme a singularidade ou nao entre as células, pelas equagoes (2.40) e (2.41).

Observe que, com excegao da Equagao (2.40) que tem valor constante fixada uma discreti-
zagao, as equagoes (2.35) e (2.41) sdo dadas em fungao de |x; — x| € |2; — 25| ou 2+ 2,. Logo
em dois pares de células (x;, 2j), (Tm, 2n), € (Ta, 2), (X1, 25) tais que |x; — Tp| = T4 — 2] €
|2 — zn| = |26 — 25| € 2j + 2, = 2, + 25, N80 & necessario chamar as subrotinas que determinam
(2.35) e (2.41) mais de uma vez. Ao se determinar os possiveis valores de |z; — Zy,|, |2j — 2n|
e zj + 2, calculamos separamente a construcao da matriz K, as equagoes (2.35) e (2.41).
Decorrente desse procedimento a construgao da matriz K tem um tempo de processamento
de no maximo 5% do tempo computacional de todo programa. Ocorreu no entanto que este
procedimento de otimizacao nao foi vantajoso ao considerar heterogeneidades inclinadas em
relacao a superficie, pois neste caso as células nao tém, em geral, seus baricentros alinhados
verticalmente, e assim os valores de |z; — x,,| ndo sdo necessariamente multiplos de A, e
conseqlientemente deveriamos inserir um "loop" a mais na determinacao de todos valores
|z; — x|, que ao ser aplicado, mostrou-se mais dispendioso que as determinagoes feitas na

propria construcao da matriz K.

A avaliacao da largura A das células é importante porque ela esta diretamente envolvida
no tempo de processamento; quanto menor o comprimento, maior é a discretizacao da hete-
rogeneidade, e portanto maior a matriz do sistema a ser resolvido pela técnica de Equacao
Integral. Como A é dado em func¢ao do "skin-depth" sobre a condutividade do corpo, em cor-
pos de baixa condutividade, d, (considerando a freqiiéncia aqui adotada) é relativamente alto,
e conseqlientemente uma baixa discretizacao ja determina, consoante a investigacao acima,
uma largura A de boa precisao. Ja em corpos, relativamente, de alta condutividade, para se

obter a largura confiavel das células, necessitamos de uma discretizagao bem maior. Entre-
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tanto, no caso particular de investigacao de aproximagao geométrica (freqiiéncia constante,
com variagao na separagao entre transmissor e receptor) com a fonte trabalhando em baixa
freqiiéncia, a discretizag@ao nao precisa ser grande, ja que o "skin-depth" da heterogeneidade

neste caso nao se apresenta muito pequeno.

As figuras (2.9), (2.10) e (2.11) exemplificam as curvas obtidas com a malha resultante da
utilizacao dos valores admitidos por nossas analises e a técnica de Equacao Integral, sobre as
anomalias de amplitude e fase para os contrastes o3 /07 = 100 (com A = 0,49 §5),09 /01 = 500
(com A = 0,55 d2) e g9/01 = 1000 (com A = 0,52 d2) no modelo de configura¢ao geométrica
D=700m, P=45m, C' =150 m e L = 25 m.

No caso de alguma curva nao apresentar visualmente uma combinacgao excelente entre os
métodos, adotamos o valor do pardmetro em que o erro relativo entre as técnicas fosse de no
maximo 2% e que as curvas das partes real e imaginaria tivessem aproximagcoes excelentes.
Por serem determinadas através de uma divisao, da parte imaginéaria pela parte real dos
campos, as fase sao mais suscetiveis as pequenas variagoes dos valores, e assim, de certa forma,
essas curvas mascaram as excelentes aproximagoes dos resultados entre os dois métodos.
Mostramos nas figuras (2.12), (2.13) e (2.14), as curvas das partes real e imaginaria obtidas

dos mesmos modelos considerados nas trés figuras anteriores
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- FINITE ELEMENT SOLUTION ® FINITE ELEMENT SOLUTION
o INTEGRAL EQUATION SOLUTION © INTEGRAL EQUATION SOLUTION
{HOHMANN, 1970) ( HOHMANN, 1970)
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Figura 2.7: Curvas do modelo Hohmann-Coggon. (a) Amplitude e Fase de H,/H!™ de
Hohmann e Coggon. (b) Amplitude e Fase de H,/H™ de Hohmann e Coggon. (¢) Amplitude
de H,/H™. (d) Amplitude de H,/H!". (e) Fase de H,/H". (f) Fase de H,/H"*.
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Figura 2.8: Avaliagao da largura das células na discretizagdo de Equagao Integral. oy/0; =
100. Curvas de amplitude e fase. (a) Amplitude de E,/E!*. (b) Fase de E,. (c) Amplitude
de H,/H™*. (d) Fase de H,/H™*. (e) Amplitude de H,/H™. (f) Fase de H,/H"*.
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Figura 2.9: Curvas de amplitude e fase em contraste 05/ = 100, obtidas apods as avaliagoes

dos parametros de Elementos Finitos e de Equacao Integral sobre o modelo com D = 700
m, P=45m, C =150 m e L = 25 m. (a) Amplitude de E,/E}*. (b) Fase de E,/E}*.
(c) Amplitude de H,/H". (d) Fase de H,/H™. (e) Amplitude de H,/H™. (f) Fase de

H,/Hime,
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Figura 2.10: Curvas de amplitude e fase em contraste o5 /07 = 500, obtidas apos as avaliagoes
dos parametros de Elementos Finitos e de Equacao Integral sobre o modelo com D = 700
m, P=45m, C =150 m e L = 25 m. (a) Amplitude de E,/E}*. (b) Fase de E,/E}*.
(c) Amplitude de H,/H". (d) Fase de H,/H™. (e) Amplitude de H,/H™. (f) Fase de
H,/H".
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Figura 2.11: Curvas de amplitude e fase em contraste oy/0; = 1000, obtidas apos as ava-
liacoes dos parametros de Elementos Finitos e de Equagao Integral sobre o modelo com
D =700m, P =45m, C =150 m e L = 25 m. (a) Amplitude de E,/E;*. (b) Fase de
E,/E*. (c) Amplitude de H,/H.". (d) Fase de H,/H.". (e) Amplitude de H./H!*. (f)
Fase de H,/H™e.
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Figura 2.12: Curvas das partes real e imaginéaria em contraste oy/01 = 100, obtidas apds as
avaliacoes dos parametros de Elementos Finitos e de Equagao Integral sobre o modelo com
D =700m, P=45m, C =150 m e L = 25 m. (a) Parte real de E,/E*. (b) Parte
imaginaria de E,/E}*. (c) Parte real de H,/H!*. (d) Parte imaginaria de H,/H.". (e)
Parte real de H,/H"°. (f) Parte imaginaria de H,/H™®.
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Figura 2.13: Curvas das partes real e imaginéaria em contraste oy/01 = 500, obtidas apds as

avaliacoes dos parametros de Elementos Finitos e de Equagao Integral sobre o modelo com
D =700m, P=45m, C =150 m e L = 25 m. (a) Parte real de E,/E*. (b) Parte
imaginaria de E,/E}*. (c) Parte real de H,/H!*. (d) Parte imaginaria de H,/H.". (e)
Parte real de H,/H"°. (f) Parte imaginaria de H,/H™®.
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Figura 2.14: Curvas das partes real e imaginaria em contraste oo/0; = 1000, obtidas apos as
avaliacoes dos parametros de Elementos Finitos e de Equagao Integral sobre o modelo com
D =700m, P=45m, C =150 m e L = 25 m. (a) Parte real de E,/E/*. (b) Parte
imaginaria de E,/E}*. (c) Parte real de H,/H!*. (d) Parte imaginaria de H,/H.". (e)
Parte real de H,/H"°. (f) Parte imaginaria de H,/H™®.
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3 RESULTADOS

3.1  AVALIACOES DE TEMPO DE PROCESSAMENTO

De posse dos programas otimizados, passamos ao estudo do tempo de processamento nos
dois métodos em cada modelo. Fizemos experimentacoes em modelos com varios corpos verti-
cais, varias extensoes laterais, varios comprimentos, com um corpo vertical e outro horizontal
e com um corpo inclinado. Nessas investigagoes percebemos que, em Elementos Finitos, as
subrotinas que demandam os maiores tempos em processamento sao os de montagem do
vetor fonte global e matriz global (na forma semibandeada), e a de determinacao da solugao
E; do sistema construido através o método. Na montagem do vetor fonte e matriz global
o tempo gasto varia entre 5% e 20% do tempo total, enquanto que a resolucao do sistema
ocorre a cerca de 75% a 90% de todo processamento. Na técnica de Equacao Integral por
outro lado, as subrotinas de solugao de E, na(s) heterogeneidade(s) e a de determinagao das
componentes I, H, e H, na interface ar-terra, sao as subrotinas que mais demandam tempo
computacional. Os célculos das fun¢oes de Green demandam mais tempo que a resolucao do
sistema. A solucao do sistema toma de 5% a 55% do tempo total e os célculos dos campos
fora da(s) heterogeneidade(s) levam de 40% a 90% desse tempo. Avaliamos portanto nas mu-
dancas dos parametros mais relevantes a essas subrotinas, as condi¢oes em que um método

se apresenta mais vantajoso que o outro.

Os programas desenvolvidos aqui foram escritos em FORTRAN e executados num com-
putador pessoal com o processador AMD Sempron(tm) 2600+, 1.60GHz com 512MB de me-
moria RAM. Todas as medidas de tempo de processamento dos programas foram realizadas
através da subrotina cpu_time do FORTRAN

3.1.1 Analise dos tempos em relagao a discretizagao

Nesta secao investigamos o comportamento do tempo computacional mediante a variagao
do nimero de discretizagoes de cada método. Como temos conhecimento de todas especifi-
cagoes necessarias para os parametros de discretizacao darem resultados com boa precisao,
acreditamos que os seguintes resultados nao s6 dao cabedal informativo para a escolha de
aplicacao de um método, como também instigam a estudos no desenvolvimento de novas me-
todologias ou aproximagoes matematicas que tornem subrotinas de uma certa técnica bem

mais eficientes.
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Na Figura (3.1) apresentamos o comportamento do método de Elementos Finitos quando
o numero de elementos da matriz global semibandeada é aumentado. Nesse exemplo o ntimero
de elementos ¢ de 44 vezes o numero de nos da malha (a semibanda ¢ fixa em 43). Nessa
técnica as rotinas que demandam maior tempo computacional sao as de construcao do vetor
fonte global e da matriz global na forma semibandeada (sendo ai feitas as determinagoes
das matrizes e vetores locais); e a do célculo da componente E; encontrada via eliminagao
gaussiana sobre a matriz e vetor fonte globais (apos a aplica¢ao das condigoes de Dirichlet
homogénea, computada também dentro da subrotina). Essas subrotinas sao responsaveis por
cerca de 95% de todo o processamento. A determinacao de E; chega a se processar em 80%
do tempo total nessa consideracao da semibanda fixa. Quando a semibanda é aumentada e
o namero de discretizagoes em z ¢ fixo (75), a resolugao do sistema demanda mais tempo
ainda, veja a Figura (3.2), chegando a ser nessa investigagao de 90% do tempo computacional

do programa.

T T T
—¢— Construcao da matriz global
—v— Resolugao do sistema
0.31- —»— Execucao total do programa

0.28-

0.25

T

0.23

T

Tempo de processamento (S)

0.01F .
| | | | | | | | | |

1.‘4 1.651.93 2.28 2.7812 3.5301 44462 5.0516 5.6571 6.2625 6.868
NUmero de elementos da matriz global semibandeada % 10°

Figura 3.1: Desempenho computacional de Elementos Finitos mediante o ntimero de elemen-

tos da matriz global semibandeada (com semibanda fixa)

Os resultados para a Equagao Integral sdo mostrados a Figura (3.3). As determinagoes
dos campos fora do corpo sao realizados em trés "loops" encaixados; um para as medidas

e os outros dois para as coordenadas dos baricentros das células. Assim se simularmos 56
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—4— Construcao da matriz global
-¥— Resolucao do sistema
—A— Execucao total do programa

Tempo de processamento (S)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1.48 1.76 1.91 2.06 2.22 2.39 3.21 3.62 3.83 4.27
Numero de elementos da matriz global semibandeada x 10°

Figura 3.2: Desempenho computacional de Elementos Finitos mediante o nimero de elemen-

tos da matriz global semibandeada (com alteragdo na semibanda)

observagoes, nx = 2 e nz = 96, teremos por exemplo, que chamar 10752 vezes a subrotina que
calcula as fungoes de Green (2.49-2.52), (2.34) e (2.36) que utilizam além das fungoes de Bessel
modificadas, filtros lineares Seno e Cosseno. Por esse motivo é que a determinacao dos campos
fora da heterogeneidade leva cerca de 40% a 90% do tempo total. Essa porcentagem proxima,
de 40%, acontece quando a matriz do sistema que determina E, dentro da heterogeneidade
tem ordem bastante alta (a partir de 540), tornando as subrotinas que a manipulam como
as que mais demandam custo computacional. Evidentemente que, se o niimero necessario
de observagoes é diferente de 56, a demanda de tempo para os calculos dos campos fora
da heterogeneidade também é diferente, e a porcentagem em relagao ao tempo total pode
ser bem diferente do registrado. Como ja dissemos antes, esse nimero de observagoes (com
intervalos de 25 m entre elas) interpola muito bem as respostas dos campos e abrange uma

extensao satisfatoria para o comportamento dessas anomalias.

A estrutura da matriz global do sistema gerado pelo método de Elementos Finitos permite
que, mesmo que seu numero de elementos seja muito superior ao da matriz considerada na
técnica de Equacao Integral, o niimero de operagoes sobre o sistema de Elementos Finitos seja

bastante inferior ao aplicado no de Equacao Integral. Nos modelos em que a Equacgao Integral
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gasta um tempo menor do que os Elementos Finitos, o niimero de células na discretizagao
é muito pequeno e assim os calculos dos campos fora da heterogenidade e a resolugao do

sistema da Equacao Integral demandam um tempo muito curto.

243 -

221

—»— Determinacéo dos campos fora da(s) heterogenidade(s)
—¥— Resolucao do sistema (2.44)
—*— Construcéo da matriz K

179k —A— Execucdo total do programa

142

1.11F
0.98

0.85
0.79

0.7F
0.64 -
0.56
0.48[
0.4
0.32
g3ar
0.12
0.03t

Tempo de processamento (s)

I I > > e e ke e e e o 4./*%*—*'/’*\ -
18 72 96 120 162 192 240 270 306 342 378 432 486 540 578
NUmero de células da discretizagdo

Figura 3.3: Desempenho computacional de Equagao Integral mediante o ntimero de células

da discretizagao

3.1.2 Variagao no nimero de heterogeneidades verticais

As primeiras investigagoes foram realizadas acrescentado-se corpos verticais ao modelo da
Figura (2.6), num total maximo de 10. Os corpos tém largura de 25 m, comprimento de 150
m, profundidade de 45 m e separados por 300 m. A heterogeneidade a esquerda esta com a
abscissa do baricentro a 712,5 m da linha de corrente. Consideramos o; = 0,001 S/m e oy

assumindo os valores 0,10, 0,50 e 1,0 S/m para apenas um corpo.

As discretizagoes horizontais em Elementos Finitos, tanto nas heterogeneidades quanto
entre elas, foram feitas com passos em progressao geométrica de passo inicial 5 m e razao 1,10.
Na técnica de Equagao Integral, corpos com oo = 0,1 S/m tém apenas uma célula na hori-
zontal, correspondendo uma largura A de 0,49 d5, enquanto que nos corpos com oo = 0,50
e 0o = 1,0 S/m foram necessarias 2 e 3 células com larguras 0,550 e 0,520,, respectiva-

mente . Como o tempo computacional da técnica de Equacao Integral depende do ntimero
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de observacoes e o propoésito, nesta investigagao, ¢ de avaliar os tempos de processamento
decorrente do aumento de discretizacao nos métodos, modifiquei os passos das observacoes
de modo que sempre tivéssemos 56 observagoes. A Tabela (3.1) mostra as discretizagoes, na
horizontal (nx) e na vertical (nz), realizadas nessa investigagao e a Figura (3.4) apresenta
os tempos de processamento em relacao ao numero de heterogeneidades verticais nos dois

métodos numeéricos.

Tabela 3.1: Tabela das discretizacoes na investigagao de varios corpos verticais.

Nuamero Numero de discretizagoes
de Elementos Finitos Equagao Integral (nx X nz)

COrpos nx X nz o9=1S/m | 09 =0,5S/m | 03 =0,1 S/m
1 75 x 43 3 x 18 2 x 12 1x6
2 119 x 43 2(3 x 18) 2(2 x 12) 2(1 x 6)
3 147 x 43 33 x 18) | 3(2 x 12) 3(1 x 6)
4 177 x 43 A3 x 18) | 4(2 x 12) 4(1 x 6)
5 195 x 43 5(3 x 18) | 5(2 x 12) 5(1 x 6)
6 235 x 43 6(3 x 18) | 6(2 x 12) 6(1 x 6)
7 267 x 43 7(3 x 18) 7(2 x 12) 7(1 x 6)
8 299 x 43 8(3 x 18) | 8(2 x 12) 8(1 x 6)
9 331 x 43 9(3 x 18) 9(2 x 12) 9(1 x 6)
10 363 x 43 10(3 x 18) 10(2 x 12) 10(1 x 6)

Conforme cresce o niimero de corpos na horizontal, o acrécimo do niimero de discretizagoes
é mais significativo na Equacao Integral, porque acontece um aumento substancial tanto na
ordem da matriz K do sistema de célculo E, na heterogeneidade, quanto no computo das
fungoes de Green da determinagao dos campos na interface ar-terra. Em Elementos Finitos
o acréscimo de discretizagoes horizontais aumenta o nimero de nés da malha, mas nao altera
a semibanda da matriz global, nao tendo assim custo adicional relativamente grande na
resolugao do sistema. Como a discretizagao necessaria para os corpos de g = 0,1 S/m de
condutividade é relativamente baixa, obtemos que, mesmo com dez corpos verticais o método

de Equacao Integral é mais vantajoso que o de Elementos Finitos.

Os tempos de processamento dependem fundamentalmente do nimero de discretizagoes
em cada caso. Dependendo do tamanho do corpo, pode ser necessario para apenas um
corpo grande um nimero de discretizagoes igual ao necessério para varios corpos menores.
Precisamos, entao, avaliar o que acontece nos casos das variagoes de largura e de comprimento

das heterogeneidades.
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Figura 3.4: Desempenho computacional para varios corpos verticais e trés contrastes de

condutividade

3.1.3 Variagao da extensao lateral

A Figura (3.5) mostra os desempenhos computacionais obtidos variando a extensao lateral
de uma heterogeneidade, com condutividades oo = 0,10, 02 = 0,50 € 05 = 1,0 S/m. Tendo
fixado o comprimento C' = 150 m, a distancia a linha infinita D = 712,5 m, P = 45 m e
a condutividade do meio encaixante em oy = 0,001 S/m, as extensoes laterais investigadas
foram de 25 m até 300 m, conforme mostrado na Tabela (3.2). O ntumero de células dispostas
horizontalmente para cada valor de condutividade em Equacao Integral no corpo com 25 m
de largura é o mesmo que o realizado na investigacao de varios corpos. Nos demais corpos

esse numero é obtido pela multiplicidade de sua largura em relacao ao de 25 m.

Na Equacao Integral o aumento da extensao lateral do corpo, fixada sua condutividade,
implica no aumento linear do nimero de células. Conseqiientemente o tempo de proces-
samento no calculo dos campos fora da heterogeneidade cresce a mesma razao. Como na
eliminagao gaussiana o nimero de operacoes realizadas nao varia linearmente com o ntimero
de equacoes, o tempo computacional na resolugao do sistema de determinacao de £, no corpo
nao cresce linearmente. No entanto vemos graficamente que o tempo total cresce proximo a

mesma razao de crescimento das células, e isso aqui acontece porque os nimeros de células
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Tabela 3.2: Tabela das discretizagoes na investigagao de varias extensoes laterais para um s6

corpo
Largura Nuamero de discretizagoes
do Elementos Finitos Equagao Integral (nx X nz)

corpo nx X nz c2=1S/m | 62 =0,5S/m | 05 =0,1 S/m
25 m 75 x 43 3 x 18 2 x 12 1x6
50 m 75 x 43 6 x 18 4 x 12 2 x6
75 m 79 x 43 9 x 18 6 x 12 3 %6
100 m 81 x 43 12 x 18 8 x 12 4x6
125 m 83 x 43 15 x 18 10 x 12 5 X 6
150 m 87 x 43 19 x 19 13 x 13 6 x 6
200 m 88 x 43 24 x 18 16 x 12 8 X 6
250 m 89 x 43 30 x 18 20 x 12 10 x 6
300 m 90 x 43 34 x 17 24 x 12 12 x 6

= 243F

é —w— Elementos Finitos

] e Eg. Integral (02:0.1 S/m, A=0,49 52)
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Figura 3.5: Desempenho computacional para o corpo variando-se a extensao lateral e trés

contrastes de condutividade

nessa investigacao estao na extensao de discretizagao em que as determinagoes dos campos

fora do corpo s@ao mais significativas em tempo computacional. Com Elementos Finitos os

passos dentro da heterogeneidade, aqui todos simulados com valor inicial de 5 m e razao 1,1,
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crescem e decaem em progressao geométrica, de tal maneira que o aumento da largura do
corpo nao acrescenta uma quantidade correspondente de elementos a4 malha. Assim o cresci-
mento nas discretizagoes na malha modifica pouco a ordem da matriz global, que alias nao
tem sua semibanda alterada. Por esses fatos o custo computacional com Elementos Finitos

é, neste caso, equivalente ou menor do que aquele com Equacao Integral.

3.14 Variagao do comprimento

A Figura (3.6) mostra o crescimento no tempo de processamento mediante o aumento
do comprimento da heterogeneidade. Investigamos com comprimentos variando de 150 m a
650 m, conforme mostrado na Tabela (3.3). A largura é de 25 m, D = 7125 m, P = 45
m, e a condutividade do meio encaixante de o; = 0,001 S/m. Na malha de Elementos
Finitos, a heterogeneidade é discretizada na vertical por passos de razao geométrica 1,2 e
passo inicial de 10 m. O aumento no nimero de elementos na vertical nao acontece na
mesma proporc¢ao do aumento do comprimento do corpo. Na técnica de Equagao Integral,
analogamente a investigacao da variagao da largura, o niimero de células cresce & mesma razao
dos comprimentos, e o nimero maximo de células pertence a faixa em que a determinacao da
componente £, no corpo tem pequena demanda de tempo computacional de todo o programa.
Assim, o comportamento de tempo de processamento é linear e, como a discretizacao no
corpo com oy = 0,1 S/m e C' = 150 m é muito baixa, o tempo gasto em todos os outros

comprimentos também é muito baixo, chegando a ser sempre inferior ao de Elementos Finitos.

Tabela 3.3: Tabela das discretizagoes na investigacao de varios comprimentos para um tnico

corpo
Comprimento Numero de discretizagoes

do Elementos Finitos Equagao Integral (nx X nz)
corpo nx X nz o9=1S/m | 02 =0,5S/m | 03 =0,1S/m
150 m 75 x 43 3 x 18 2 x 12 1x6
250 m 75 x 47 3 x 30 2 x 20 1 x 10
350 m 75 x 49 3 x 42 2 x 28 1 x14
450 m 75 x 51 3 x b4 2 x 36 1 x 18
550 m 75 x 53 3 X 66 2 x 44 1 x 22
650 m 75 x 55 3 x 78 2 x 52 1 x 26
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Figura 3.6: Desempenho computacional para corpo variando-se o comprimento e trés con-

trastes de condutividade

3.1.5 Uma heterogeneidade vertical e outra horizontal

Para o modelo formado por um corpo vertical e outro horizontal, a malha de Elementos
Finitos foi discretizada na horizontal, em ambos corpos, com passos de razao geométrica com
passo inicial de 5 m e razao 1,1. A partir do limite inferior do corpo horizontal os passos na
vertical crescem com razao de 1,2 sobre o inicial de 10 m. A Figura (3.7) apresenta a confi-
guracao da malha na consideragao desses corpos. Novamente as condutividades investigadas
das heterogeneidades foram oo = 0,1, 05 = 0,5 ¢ 05 = 1 S/m, permanecendo com o7 = 0,001,
D = 712,5 m (abscissa do baricentro do corpo vertical), P = 45 m, C' = 150 m, L = 25 m.

A distancia entre os dois corpos foi de 200 m.

A Figura (3.8) mostra os tempos de processamento para o modelo de um corpo vertical e
outro horizontal. Os tempos resultantes na Equacao Integral foram evidentemente os mesmos
que aqueles com dois corpos verticais. Para oo = 0,1 S/m um tempo de t = 0,03125 segundos,
para 0o = 0,5 S/m, t = 0,0935 s, e para 05 = 1 S/m um tempo de ¢t = 0,20312 segundos. No
método de Elementos Finitos, mesmo com a necessidade de aumentar além das discretizagoes
horizontais, as discretizagoes verticais na regiao da largura do corpo horizontal, o tempo

computacional teve um leve aumento, ¢t = 0,125 segundos, chegando ser entao melhor que
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Equagao Integral com oo = 1 S/m, equivalente com o5 = 0,5 S/m e inferior quando oy = 0,1

S/m.
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Figura 3.7: Modelo com um corpo vertical e um horizontal
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Tempo de processamento (s)

Figura 3.8: Comportamento do tempo de processamento para o modelo formado por um

corpo vertical e um horizontal

3.1.6 Heterogeneidade inclinada

Na modelagem de uma heterogeneidade como sendo um corpo inclinado, as células qua-
dradas em Equacao Integral nunca preenchem o paralelogramo que representa o corpo. A
Figura (3.9) ilustra a dificuldade em aproximagdes para esse tipo de geometria. Aqui, além
de nos preocuparmos com as larguras das células com relagao a condutividade do corpo,
devemos adequa-las razoavelmente & geometria do mesmo. Para isso, tomamos como posici-

onamento das que ficam mais externas um arranjo tal como mostra a Figura (3.9), no qual
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a area externa a borda do corpo, que é parte de uma célula, é igual a area dentro do corpo,
que nao é abrangida por nenhuma célula. A partir dai, comparando com o resultado de Ele-
mentos Finitos com uma malha bastante discretizada no corpo inclinado, experimentamos
varias larguras de células para encontrar a que apresenta uma boa apresentagao no menor

tempo possivel.

Usamos os resultados de Elementos Finitos para dar confiabilidade & técnica de Equagao
Integral na procura da largura de suas células. Para isso, discretizamos uniformente a regiao
que compreende o corpo, de modo que sempre existisse nés nos limites dos mesmo em qualquer
linha que o intersectava. Isto era conseguido fazendo-se com que os passos uniformes verticais
tivessem medida igual a do passo horizontal vezes a tangente do dngulo de inclinacao. A

Figura (3.10) ilustra essa configuragao para um modelo com um corpo a 45° de inclinagao

/
// /|
/ /

com a horizontal.

/ W
Lo /

Figura 3.9: Ilustragao de aproximacoes de corpos inclinados por células quadradas

A largura das células de discretizagao na Equacao Integral que resultaram em boas apro-
ximacgoes foram encontradas ao considerarmos A = 0,4 d,. Este valor foi satisfatorio para
as inclinacoes de 30°, 45° e 60°. Essas experimentagoes foram realizadas em corpos com
espessura no topo de 25 m e altura de 150 m. A profundidade em que se encontra o corpo
inclinado é P = 45 m e a abscissa do baricentro do corpo esta a 700 m a direita da linha de

corrente.
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Figura 3.10: Modelo com malha idealizada num corpo inclinado

Em Elementos Finitos as discretizacoes horizontais e verticais que abrangem a hetero-
geneidade nao podem ser aqui as mesmas consideradas nos corpos horizontais ou verticais.
Existe aqui, assim como na Equacao Integral, a dificuldade geométrica de um conjunto de
elementos representar fielmente o corpo inclinado, a nao ser sob a consideragao que fizemos
na busca da largura A das células de Equacao Integral. Este tultimo tipo de malha, porém,
demanda do programa um alto tempo de processamento. A fim de encontrar uma malha que
nos permita um menor tempo computacional com uma precisao satisfatoria, testamos vérios
passos iniciais para diversas razoes de progressao geométrica, tanto horizontalmente como
verticalmente. Os bons resultados nas inclinagoes de 30, 45 e 60 graus foram obtidos quando
adotamos passos iniciais de apenas 2,5 m de comprimento e com razao de valor 1,1. Essas
investigagoes foram realizadas sobre o mesmo modelo considerado na busca da largura A de
Equagao Integral. Mostramos na Figura (3.11) um exemplo da malha obtida na investigacao
para um corpo de 45° de inclinagdo e na Figura (3.12) os tempos obtidos para corpos de 30°,
45° e 60° de inclinacao com a horizontal. Comparativamente ao que tinhamos nos modelos
anteriores, a discretizacao na malha de Elementos Finitos no corpo inclinado é bem maior.
Nas heterogeneidades com 30°, 45° e 60° os tempos de processamento em Elementos Finitos
foram de 0,28125 s, 0,26562 s e 0,25 s respectivamente, enquanto que em Equacao Integral
todas essas inclinagoes foram realizadas em, 0,0468 s na condutividade oo = 0,1 S/m, em
0,14 s sob a condutividade o5 = 0,5 S/m, e em 0,28 s no corpo com o3 = 1 S/m. Assim
apenas em 0o = 1 S/m ha equivaléncia nos tempos entre os dois métodos, e nas demais a

técnica de Equacao Integral é muito mais vantajosa.
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Figura 3.11: Exemplo de malha com passos em progressao geométrica num corpo inclinado

de 45° com a horizontal
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Figura 3.12: Comportamento dos tempos de processamento para modelos com corpos de
30°,45° e 60° de inclinagao
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O corpo inclinado considerado em cada método é bem diferente um do outro, ou seja,
as discretizacoes realizadas em cada método para um corpo com uma certa inclinagao nao
configuram a mesma geometria. Mas observando as figuras (3.13), (3.14) e (3.15) vemos que as
curvas obtidas nos dois métodos numéricos sao virtualmente idénticas. Essas aproximacoes
sao excelentes somente porque o método eletromagnético que aqui aplicamos é de baixa
resolucao; a freqiiéncia utilizada é relativamente baixa e nao ’enxergamos’ as diferencas nas

geometrias da heterogeneidade inclinada aproximada por cada método.
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Figura 3.13: Curvas para o modelo de um corpo inclinado a 30° em relacao a superficie.
oy = 0,001 S/m e 05 = 1 S/m. (a) Amplitude de E,/E". (b) Fase de E,/E;". (c)
Amplitude de H,/H. (d) Fase de H,/H!™. (e) Amplitude de H,/H". (f) Fase de
H,/Hime.
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Figura 3.14: Curvas para o modelo de um corpo inclinado a 45° em relagao a superficie.
oy = 0,001 S/m e 0y = 1 S/m. (a) Amplitude de E,/E". (b) Fase de E,/E;". (c)
Amplitude de H,/H. (d) Fase de H,/H!™. (e) Amplitude de H,/H". (f) Fase de
H,/Hime.
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Figura 3.15: Curvas para o modelo de um corpo inclinado a 60° em relagao a superficie.c; =
0,001 S/m e 0y =1 S/m. (a) Amplitude de E,/E;". (b) Fase de E,/E;". (c) Amplitude de
H,/H™. (d) Fase de H,/H™*. (e) Amplitude de H,/H. (f) Fase de H,/H"*.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho mostra o comportamento dos tempos de processamento nos métodos de
Elementos Finitos e Equacao Integral em modelos com heterogeneidades condutivas num
semiespaco resistivo energizados por uma linha infinita de corrente. Na maioria dos modelos
estudados aqui, ao considerar condutividades de corpos maiores que 0,5 S/m, a técnica de
Elementos Finitos mostrou-se mais rapida. Esta técnica foi apenas desvantajosa na modela-
gem de corpos inclinados com o5 < 1,0 S/m ou em heterogeneidades de baixas condutividades
(menor do que ou igual a 0,1 S/m) e extensao lateral inferior a 200 m (para uma extensao

vertical de 150 m) porque precisa-se, neste caso, de poucas células na discretizagao.

Também avaliamos em cada programa o custo computacional das subrotinas que deman-
dam mais tempo. Os sistemas lineares envolvidos nos dois métodos tem caracteristicas bem
distintas. Apesar de em Elementos Finitos o niimero de equagoes e incognitas ser bem maior
que o apresentado em Equacao Integral, a matriz dos coeficientes do sistema é bandeada,
simétrica e esparsa, e isso possibilita encontrar a solucao com niimero de equagoes da semi-

banda mais uma unidade, reduzindo bastante o tempo gasto nessa etapa de processamento.

Diferentemente de Elementos Finitos, o cdlculo dos campos na técnica de Equagao Integral
tem dependéncia explicita do niimero de observacgoes, o que é um fator importante a ser
considerado em uma tomada de decisao diante de modelos com caracteristicas trabalhadas
aqui. Devido a linearidade no tempo de processamento na determinacao dos campos fora da
heterogeneidade, podemos prever quanto tempo é demandado nessa etapa quando estivermos

com um nimero diferente de medidas empregadas aqui.

Muitos dos modelos mais complexos podem ser investigados pelos dois métodos. Por
exemplo, em um modelo com um semiespago inferior de camadas horizontais homogéneas,
o método de Elementos Finitos tem alteracoes nos campos primarios e na determinagao do
vetor fonte, sendo nesse caso necessario computar corretamente a variacao de condutividades
Ao para os elementos dentro das heterogeneidades. Na Equacao Integral, além dos campos
primarios, as fungoes de Green sao também diferentes. As células quadradas das heterogenei-
dades devem ser tomadas de modo que nenhuma pertenca simultaneamente a duas camadas.
Na construgao da matriz na busca do campo F, dentro dos corpos, cada célula é acoplada a
outra célula por uma funcao de Green. No caso das células pertencerem a mesma camada,
aquela fungao de Green possui duas componentes, uma é a resposta de um espago infinito

com a mesma condutividade da camada, denominada componente primaria e a outra, deno-
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minada secundaria, que é a diferenca entre a funcao de Green e a componente primaria, que
inclui a resposta das reflexoes nas interfaces (HOHMANN, 1975). As componentes primérias
sao expressas analiticamente em fungao da condutividade e da distancia entre as células. Ja
as secundarias sao dadas através dos coeficientes de reflexao nas camadas e de filtros lineares.
Desse modo, na Equacao Integral, as etapas que diferem a modelagem feita aqui da conside-
rada com o meio de camadas horizontais sao essencialmente aos calculos dos coeficientes de
reflexao e de quantidade de filtros lineares, que depende do nimero de camadas. Assim as
alteracoes nas Equacoes Integrais sao, sob o aspecto de tempo computacional, mais signifi-
cativas que as de Elementos Finitos, fazendo com que, dependendo do ntimero de camadas,

este método seja mais vantajoso em todos modelos estudados aqui.

Caso a linha infinita de corrente na superficie esteja obliqiia ao strike das heterogeneidades,
além do modo transversal elétrico (TE) de propagagao dos campos, acontece (assim como
em algumas fontes pontuais) também o modo transversal magnético (TM) (com esses modos
temos a modelagem 25D, onde é necesséario primeiro encontrar a solu¢gao num dominio da
transformada de Fourier e depois usar a transformada inversa). Neste caso, na construgao do
programa de Elementos Finitos consideramos mais uma componente de campo nos vértices
dos elementos da malha (computamos dois n6s em um ponto). A matriz global tem entao
ordem o dobro da matriz na situacao de apenas um modo de propagacao, e, assim, uma
mudanga significativa ocorre no tempo de processamento na modelagem com os modos TE
e TM. Na Equagao Integral o computo dos dois métodos de propagacao eletromagnética
significa considerar um sistema de duas equagoes de Helmholtz ou seja, duas equagoes de
Fredholm sob a contabilizacao de func¢oes de Green como sendo tensores. Além disso, no
modelo de camadas horizontais geralmente as fun¢oes de Green tém a componente secundaria
(devida a propagagao refletida) expressas por mais de um filtro linear; assim certamente o

tempo computacional para essa modelagem é bem superior ao que é trabalhado aqui.

Para a consideragao da modelagem bidimensional com aclive ou declives na superficie ou
em alguma camada, é necessario, seja nos Elementos Finitos ou na Equagao Integral consi-
derar que a camada nao horizontal seja uma heterogeneidade. E isso na Equagao Integral
requer um aumento significativo de memoria e de tempo de processamento (ZHDANOV;
LEE; YOSHIKA, 2006). Ja nos Elementos Finitos o tempo acrescido para essa modelagem
é relativamente pequeno, pois as alteragoes sao feitas nas discretizagoes dessa nova heteroge-

neidade e nas condicoes de fronteira nas bordas da malha.

As discretizagoes aqui nos Elementos Finitos foram realizadas em malha retangular. Nesse

caso existem regioes da malha que desnecessariamente tem elementos pequenos. Uma mo-
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delagem nesse método pode ser mais rapida ao se considerar malhas adaptativas, onde os

elementos menores sao configurados apenas nas zonas de maior variagao dos campos.
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