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RESUMO 

 

Apresentamos a solução numérica do modelo da falha infinita para o modo TE utilizando 

o método dos elementos finitos para investigar o efeito do ar na solução TE. A comparação de 

nossa solução para o campo elétrico normalizado com a solução de Weaver evidenciou uma 

discrepância esperada devido ao efeito do ar, que foi intencionalmente negligenciado por 

Weaver, com o intento de facilitar a solução do problema. O problema analítico, levando em 

conta a presença do ar, é substancialmente mais difícil. Uma solução do problema real, 

parcialmente analítica e parcialmente numérica, foi apresentada por Sampaio. Devido a uma 

discrepância inesperada entre a nossa solução por elementos finitos e a solução exata de Sampaio, 

recalculamos a sua solução. Iterando a parte numérica da solução de Sampaio até ordens mais 

altas pudemos verificar que esta apresenta comportamento divergente. Para examinar o efeito do 

ar na resistividade aparente, comparamos três perfis de resistividade aparente obtidos a partir de 

nossa solução por elementos finitos com os mesmos perfis obtidos pela solução de Weaver. A 

discrepância encontrada entre estas soluções foi muito pequena, situando-se na faixa de erro 

instrumental de campo.  
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ABSTRACT 

 

We present the numerical solution of the model of an infinite fault for the TE mode using 

the finite elements method to investigate the effect of the air in the TE solution. The comparision 

of our solution for the normalized electric field with the Weaver solution showed an expected 

discrepancy due to the effect of the air, which was neglected intentionally by Weaver to simpify 

the solution of the problem. The analytic problem is substancially more difficult. A solution of 

the real problem, partially analytic and partially numerical, was presented by Sampaio. Due to an 

unexpected discrepancy between our finite elements solution and the exact Sampaio solution, we 

recalculated his solution. Iterating the numerical part of the Sampaio solution up to higher orders 

we were able to verify that it presents divergent behavior. To examine the effect of the air on 

apparent resistivity, we compare three series profiles of apparent resistivity obtained with our FE 

solution with the profiles obtained using the Weaver solution. The discrepancy between the 

apparent resistivities shows to be small, figuring in the range of the instrumental field error. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

Devido a sua importância no estudo de grandes estruturas geológicas, o método 

magnetotelúrico vem sendo aplicado largamente desde os anos cinqüenta. Esta utilidade gerou o 

interesse em se obter descrições matemáticas de modelos apropriados para análise e interpretação 

de dados. Modelos unidimensionais isotrópicos e anisotrópicos são bastante simples e são 

rotineiramente utilizados para inverter dados de campo (RIJO, 1992). Para modelos 

bidimensionais simples como a falha ou o dique foram apresentadas diferentes soluções 

analíticas. Porém, quando a geometria do modelo se torna mais complexa, a solução tem que ser 

obtida através de métodos numéricos. Por outro lado, para garantir a confiabilidade das soluções 

numéricas, precisa-se efetuar constantes comparações com os modelos simples das soluções 

analíticas para efeito de calibração. 

 Tikhonov (1950) e Canigard (1953) introduziram o modelo básico unidimensional 

isotrópico de ondas planas se espalhando na interface ar-terra. Baseado neste modelo foram 

apresentadas soluções analíticas para diferentes modelos bidimensionais, os quais podemos 

classificar em modelos do modo transverso-magnético (TM) e do modo transverso-elétrico (TE). 

O caso de polarização magnética (modo TM) acontece quando o campo magnético é paralelo ao 

eixo da estrutura. D’Erceville & Kunetz (1962) apresentaram a solução analítica para uma falha 

com um substrato de condutividade infinita e de resistividade infinita. O caso de polarização 

elétrica (modo TE), no qual o campo elétrico é paralelo ao eixo da estrutura, é um caso de 

complexidade matemática muito maior, por causa da propagação no ar do campo elétrico 

secundário criado pela descontinuidade. Weaver (1963) propôs uma solução analítica aproximada 

para o modelo de uma falha infinita, na qual ele negligencia intencionalmente o efeito do ar para 

simplificar o problema. Sampaio (1985) propôs uma solução híbrida, semi-analítica, para o 

problema: apresenta inicialmente formulação analítica exata através da qual encontra oito 

equações envolvendo integrais impróprias, as quais finalmente resolve pelo método numérico da 

série de Neumann. Soluções numéricas para modelos bidimensionais em ambos os modos foram 

propostas por Hohmann (1971), utilizando equações integrais, por Jones & Prince (1970), 

utilizando diferenças finitas e por Rijo (1977), utilizando o método de elementos finitos. 

 No presente trabalho apresentamos a solução numérica do modelo de uma falha infinita 

para o modo TE utilizando o método de elementos finitos, com a finalidade de investigar o efeito 
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do ar na solução TE. Comparando nossa solução para o campo elétrico normalizado com as 

soluções apresentadas por Weaver e Sampaio, notamos, além da diferença esperada em relação à 

solução aproximada de Weaver, uma diferença significativa em relação à solução de Sampaio. 

Uma vez que os gráficos apresentados por Sampaio foram computados apenas até a terceira 

iteração do método numérico de aproximações sucessivas, recalculamos a sua solução utilizando 

exatamente a mesma metodologia por ele utilizada nos seus trabalhos de 1985 e 1992. A 

computação de ordens de iteração mais altas evidenciou a divergência da parte numérica da 

solução de Sampaio. 

Para  examinar o efeito do ar na resistividade aparente no modo TE, comparamos três 

perfis de resistividade aparente obtidos com nossa solução de elementos finitos com os perfis 

obtidos utilizando a solução de Weaver, notando que a discrepância nas resistividades aparentes é 

muito menor do que a discrepância nos campos elétricos.  

O presente trabalho está dividido da seguinte forma: na seção 2 é abordado sumariamente 

o método magnetotelúrico, na seção 3 é explicada a calibração do algoritmo de elementos finitos 

no modo TM, na seção 4 é abordado o modo TE, na seção 5 são apresentados os resultados para o 

campo elétrico normalizado no modo TE, na seção 6 é mostrado o recálculo da solução de 

Sampaio, na seção 7 são apresentados os resultados para a resistividade aparente e a seção 8 traz 

finalmente a conclusão de nosso trabalho. 

  

2. O MÉTODO MAGNETOTELÚRICO 

 

 O método magnetotelúrico, cuja formulação matemática original foi introduzida por 

Tikhonov (1950) e Canigard (1953), vem sendo utilizado desde os anos cinqüenta com o 

propósito de investigar estruturas geológicas de escala quilométrica. É um método que tem fonte 

natural, consistindo em campos eletromagnéticos flutuantes que têm sua origem na ionosfera. 

Devido à grande distância da fonte da superfície da Terra pode ser assumido, com boa precisão, 

que a fonte representa uma frente de ondas eletromagnéticas planas. As medidas são efetuadas na 

superfície do terreno, estabelecendo o tensor representado pela razão entre os componentes 

horizontais do campo elétrico e do campo magnético. Como as freqüências medidas são muito 

baixas, situando-se entre 0,01 e 100 Hz, e devido à enorme discrepância entre as impedâncias do 

ar e da terra, temos que σ >> ωε e então se torna válida a aproximação quase-estática: 
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                  σ + iωε  ≈  σ          

Durante todo desenvolvimento do presente trabalho assumimos esta aproximação como válida. 

Ademais, consideramos µ = µ0 = constante para todos os meios. O número de onda k é definido 

como k2 = iωµ (σ + iωε), ou, mais particularmente, k2 ≈ iωµ σ , em virtude da condição quase-

estática. 

     ρ0= ∞

                                                                                          x
        ρ1           ρ2

                    y

      z

               a)  TM mode                        b) TE mode

             Ex                                           Hx

             Hy                                         Ey
                          Ez                                          Hz

 
Figura 1: Modelo da falha infinita 
a) Modo TM             b) Modo TE 

 

3. CALIBRAÇÃO DO ALGORITMO DE ELEMENTOS FINITOS NO MODO TM 

 

O modo transverso-magnético (TM), chamado também modo de polarização magnética, 

caracteriza-se por ter o campo magnético paralelo ao eixo da descontinuidade. Como já citado 

anteriormente, apresenta solução analítica exata e por isso o utilizamos nas calibrações de nosso 

algoritmo de elementos finitos. Tais calibrações foram feitas com o modelo da falha infinita no 
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modo TM mostrado na Figura 1a. Utilizamos a formulação de EF seguindo a abordagem de Rijo 

(1992), que utiliza  método de Galerkin para resolver a equação de Helmholtz para o modo TM: 

 

011
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dz
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A formulação de EF trabalha com a montagem de um sistema de equações lineares, 

representados pela matriz global K, na qual estão contidas as informações sobre o meio, o vetor f, 

contendo as fontes e o vetor u que contem o valor do campo procurado, na forma   

 

K u =  f. 

 

A solução deste sistema matricial nos leva à solução procurada.  

A escolha de uma malha adequada é de extrema importância para o funcionamento 

eficiente do método e envolve seguintes três fatores: geometria dos elementos, discretização e 

disposição dos elementos na malha. Quanto à geometria dos elementos, optamos por elementos 

triangulares, por estes serem de fácil implementação e por produzirem bons resultados. Na 

formulação através de elementos triangulares a matriz K é preenchida por sub-matrizes ke de 

tamanho 3x3 e o vetor fonte é preenchido por sub-vetores fe de dimensão 3, onde: 
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Cada uma destas matrizes e destes vetores representa um dos elementos da malha e A é a área do 

respectivo elemento, dada por 
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kk

jj

ii

zx
zx
zx

A
1
1
1

2
1

= . 

 

Os valores de b e c são dados por: 

bi= zj - zk  ; bj= zk - zi  ; bk= zi - zj 

ci= xk - xj  ; cj= xi - xk  ; ck= xj - xi 

 

em que x, y e z são as coordenadas dos vértices de cada um dos elementos. 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

 
Figura 2: Malha de elementos finitos igualmente espaçada . 

 

A discretização, ou seja, a quantidade de elementos utilizados, é uma escolha que deve 

otimizar a relação precisão/esforço computacional. Quanto mais elementos utilizados, maior será 

a precisão da solução. Por outro lado, quanto maior a quantidade, maior o esforço computacional. 

Mostra-se que o tempo de processamento aumenta rapidamente com o aumento do número de 

elementos da malha. Mesmo assim, com a tecnologia atual de computadores rápidos e baratos, o 

tempo de computação para os modelos bidimensionais se situa na faixa de minutos ou até de 
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segundos. Finalmente, a discretização necessária dependerá também da disposição dos elementos 

na malha. Do ponto de vista da precisão da solução, a disposição ideal está presente em uma 

malha igualmente espaçada conforme ilustrada na Figura 2, uma vez que o método de elementos 

finitos utiliza um tipo de aproximação linear de elemento para elemento, cuja solução está sujeita 

a erros numéricos quando os seus elementos são deformados. Estes erros numéricos dependerão 

da intensidade da solução nos pontos da malha e, principalmente, do comportamento da função 

nestes pontos. Desta forma, se a função for suficientemente suave, a deformação do elemento 

influirá pouco. Uma boa maneira para economizar elementos e assim também esforço 

computacional é refinar a malha perto das descontinuidades, onde se espera uma variação mais 

intensa da função campo eletromagnético, e de esparsar a malha nas extremidades, onde o efeito 

do campo secundário é mínimo. Seguindo esta idéia construimos a malha logarítmica ilustrada na 

Figura 3, que utiliza grupos de cinco elementos de espaçamento igual, aumentando este seu 

espaçamento de grupo em grupo exponencialmente. Os resultados obtidos mostraram que, para o 

modelo do modo TM considerado, ambas as malhas produzem um resultado com precisão de 

milésimos em poucos segundos.  

 

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
−0.1

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

 
Figura 3: Malha de elementos finitos logarítmica. 
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Para reforçar nossos testes aplicamos o algoritmo de elementos finitos resolvendo o 

problema utilizando duas abordagens diferentes: para o campo magnético total e para o campo 

magnético secundário. A abordagem de campo magnético total utiliza a fonte indicada na 

equação (2) com valor identicamente nulo. Nesse caso, a informação do campo incidente é 

introduzida por meio das condições de fronteira da malha, impostas para o campo total:  

 

i)    00 == zemHH y

ii)  ∞== zemH y 0  

iii)  )2()1(0 =∞==∞−== − jxejxemeHH zik
y

j

 

A abordagem de campo magnético secundário utiliza as mesmas equações (1) e (2), assumindo o 

campo magnético primário  para o terreno inteiro e utilizando  zikp
y eHH 1

0
1, −=

dz
dH

E
p
yp

x

1,

1ρ−=  

como fonte.  

As condições de fronteira, agora dadas em função do campo secundário, são: 

 

i)    ∞−=∞=== xemezzemH s
y ,00

ii)     ∞=−= xemHHH p
y

p
y

s
y

1,2,

 

Neste caso, o campo magnético total é obtido somando o campo magnético primário ao campo 

magnético secundário obtido através de elementos finitos.  

É importante enfatizar que, do ponto de vista da formulação numérica, as duas abordagens 

de campo total e de campo secundário são muito diferentes. Enquanto na abordagem de campo 

total a solução é totalmente numérica, na abordagem de campo secundário a solução é apenas 

parcialmente numérica, tendo uma participação significativa da solução exata do campo primário. 

O fato de as duas soluções coincidirem indica que o problema está bem formulado 

numericamente, sendo robusto sob ponto de vista computacional. 

Para melhor comparação dos resultados entre as duas abordagens, analisamos a 

componente horizontal do campo elétrico, obtido através da diferenciação numérica da expressão 
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Figura 4: Parte real do campo elétrico normalizado para o modelo da falha  
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infinita no modo TM para R= 2. 
 

 
 

Figura 5: Parte imaginária do campo elétrico normalizado para o modelo da falha  
infinita no modo TM para R= 2. 
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dz
dH

E y
x ρ−= , uma vez que esta varia segundo o plano z=0 perpendicular à falha, sendo 

descontínuo em x=0 e, desta forma, sensível a todo tipo de erros numéricos. Calculamos nossa 

solução para o campo normalizado, i. e., 
ωµ

2k
EEx xnorm =  , e a lançamos em gráfico como 

função do numero de indução, x2ωµσθ = . Esta normalização tem como principal objetivo 

abranger uma grande faixa de freqüências e de dimensões métricas. O contraste de resistividade é 

denotado por R= ρ1/ρ2 = σ2/σ1. Comparamos ambas as abordagens com a solução analítica 

calculada a partir do método proposto por D’ Erceville & Kunetz (op. cit.), obtendo perfeita 

congruência, conforme mostrado nas Figuras 4 e 5. 

 

4. O MODO TE 

 

O modo transverso-elétrico (TE), chamado também de polarização elétrica, caracteriza-se 

por ter o campo elétrico paralelo ao eixo da descontinuidade. Tanto do ponto de vista analítico 

como numérico o modo TE do nosso problema, mostrado na Figura 1b, representa um problema 

matematicamente mais complexo do que o modo TM, uma vez que a componente Ey do campo 

elétrico a ser encontrada não é constante no plano z=0, como acontece com a componente Hy no 

modo TM. A este fenômeno chamamos de “efeito do ar”, porque representa a contribuição do 

campo elétrico secundário, criado pela descontinuidade, propagando-se através do ar. Desta 

forma, não mais podemos estabelecer uma fronteira com a condição de Dirichlet em z=0. Torna-

se necessário introduzirmos o ar em nossa malha de elementos finitos e de colocar a condição de 

fronteira num plano z=h acima da interface ar/terra, com h suficientemente grande para garantir 

que não teremos mais efeito algum do campo elétrico secundário. Este aumento do tamanho da 

malha por causa do ar atribui um significado muito maior à escolha da malha do que no modo 

TM, uma vez que, devido à grande magnitude de h, o esforço computacional aumenta 

consideravelmente quando é usada uma malha igualmente espaçada. Para viabilizar o trabalho 

com o modo TE, tem que se necessariamente lançar mão de uma malha mais “econômica” em 

termos computacionais, o que é o caso da malha logarítmica já apresentada. Neste sentido 

fizemos apenas alguns testes de calibração com a malha igualmente espaçada para garantir a 

confiabilidade da nossa solução com a malha logarítmica. 
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Trabalhamos apenas com o modelo da falha infinita, que é o modelo mais elementar de 

variação lateral, posto que, por um lado, é o único para o qual já existe uma solução proposta que 

pôde servir para comparação e, por outro lado, tem embutido toda problemática do efeito do ar 

que desejamos investigar. Graças à versatilidade do método de elementos finitos, a resolução de 

qualquer outro modelo bidimensional, uma vez aferida a confiabilidade do algoritmo para o 

modo TE em duas dimensões, passa a ser um simples desdobramento de nosso modelo elementar. 

 Novamente usamos as duas abordagens de campo total e campo secundário, desta vez 

para resolver a equação de Helmholtz no modo TE: 
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=++ y
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dz
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dx
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As matrizes ke e os vetores fe dos elementos são definidos por: 
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A abordagem de campo elétrico total trabalha com a fonte da equação (4) identicamente nula e 

suas condições de fronteira da malha são (Jones & Prince, 1970): 

 

i)  ∞== zemEy 0  

ii)     0)2()1(0 ≥=∞==∞−== − zquandojxejxemeEE zikj
y

j

iii) ( ) 0)2()1(10 <=∞==∞−=−= zquandojxejxemzikEE j
j

y   

iv)  ( )1
0

2
0

max
000 2

1, EE
x

xEondehHiEEy −=−= ωµ    
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xmax  é o valor assumido para x= ∞, h é o valor de z assumido para z=-∞ e 
j

j

k
HE 0

0
ωµ

= . 

A abordagem de campo secundário trabalha com as mesmas equações (3) e (4) e assume o campo 

primário Ey
p,1  para o terreno inteiro e utiliza o mesmo como fonte. As condições de fronteira da 

malha são: 

 

i)   ∞−=∞== xemezemE s
y 0

ii)   ∞=−= xemEEE p
y

p
y

s
y

1,2,

iii)   ∞−== zemEE s
y

1
0

 

O campo elétrico total é obtido somando-se o campo elétrico primário com o campo elétrico 

secundário obtido por elementos finitos. 

Novamente, ambas as abordagens produziram o mesmo resultado. A resistividade aparente foi 

encontrada computando-se primeiro numericamente   

dz
dE

i
H y

x ωµ
1

=    , 

 

e depois 

 

    
2

1

x

y
a H

E
ωµ

ρ = . 
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Figura 6: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE com R=2.  
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Figura 7: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE com R=2.  
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Figura 8: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE com R=10.  
 

 
 

Figura 9: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE com R=10.  
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Figura 10: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE com R=50.  

 

 
 

Figura 11: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE com R=50. 
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5. RESULTADOS PARA O CAMPO ELÉTRICO NORMALIZADO NO MODO TE 

 

Para abranger uma grande faixa de freqüências e de dimensões métricas e para facilitar a 

comparação com os resultados de Sampaio, calculamos nossa solução novamente para o campo 

normalizado, i. e., 
ωµ

2k
EEy ynorm =  , e a lançamos em gráfico como função do numero de 

indução, x2ωµσθ = . O contraste de resistividade é denotado por R= ρ1/ρ2 = σ2/σ1. 

Consideramos três casos: R= 2, R= 10 e R= 50. As partes real e imaginária do campo elétrico 

normalizado para estes casos estão mostradas nas Figuras 6 a 11, nas quais  comparamos nossa 

solução de elementos finitos com a solução de Weaver, com a solução de Sampaio e com o caso 

de uma camada homogênea de condutividade σj. A discrepância encontrada entre a solução de 

elementos finitos e a de Weaver era esperada, uma vez que a solução de Weaver é uma solução 

analítica aproximada, que negligencia conscientemente o efeito do ar quando fixa o campo 

magnético na superfície como um valor constante. Porém, a discrepância encontrada entre a 

solução de elementos finitos e a solução de Sampaio foi uma surpresa para nós, uma vez que 

ambas as soluções representam soluções exatas, a primeira do tipo inteiramente numérica e a 

segunda do tipo híbrida, utilizando uma formulação parcialmente analítica e parcialmente 

numérica. Como as fontes de erro numérico do método de elementos finitos foram totalmente 

controladas, voltamos a nossa atenção para possíveis erros na solução de Sampaio. A parte 

analítica do trabalho de Sampaio não levanta nenhum questionamento. Porém, no seu trabalho de 

1985, Sampaio apresenta os gráficos obtidos executando apenas as primeiras três iterações do 

método das aproximações sucessivas que configura a parte numérica da solução, indicando, 

inclusive, que a continuidade do processo levará a um maior grau de precisão. Esta consideração 

serviu como estímulo para recalcularmos a solução de Sampaio, na expectativa de que as 

iterações de ordem superior aproximariam sua solução da nossa solução por elementos finitos, 

cumprindo, assim, seu propósito de servir como base para calibração da nossa solução numérica. 
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Figura 12: Funções kernel de ordem 1 a 3 do lado 1 da falha para R=2. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 13: Funções kernel de ordem 1 a 3 do lado 2 da falha para R=2. 

(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 14: Funções kernel de ordem 4 a 6 do lado 1 da falha para R=2. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 15: Funções kernel de ordem 4 a 6 do lado 2 da falha para R=2. 

(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 16: Funções kernel de ordem 7 a 9 do lado 1 da falha para R=2. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 17: Funções kernel de ordem 7 a 9 do lado 2 da falha para R=2. 

(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 18: Funções kernel de ordem 10 a 12 do lado 1 da falha para R=2. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 19: Funções kernel de ordem 10 a 12 do lado 2 da falha para R=2. 

(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 20: Funções kernel de ordem 1 a 3 do lado 1 da falha para R=10. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 21: Funções kernel de ordem 1 a 3 do lado 2 da falha para R=10. 

(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 22: Funções kernel de ordem 4 a 6 do lado 1 da falha para R=10. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 23: Funções kernel de ordem 4 a 6 do lado 2 da falha para R=10. 

(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 24: Funções kernel de ordem 7 a 9 do lado 1 da falha para R=10. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 25: Funções kernel de ordem 7 a 9 do lado 2 da falha para R=10. 

(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 26: Funções kernel de ordem 10 a 12 do lado 1 da falha para R=10. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 27: Funções kernel de ordem 10 a 12 do lado 2 da falha para R=10. 

(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 28: Funções kernel de ordem 1 a 3 do lado 1 da falha para R=50. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 29: Funções kernel de ordem 1 a 3 do lado 2 da falha para R=50. 

(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 30: Funções kernel de ordem 4 a 6 do lado 1 da falha para R=50. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 31: Funções kernel de ordem 4 a 6 do lado 2 da falha para R=50 

(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 32: Funções kernel de ordem 7 a 9 do lado 1 da falha para R=50. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 33: Funções kernel de ordem 7 a 9 do lado 2 da falha para R=50. 

(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 34: Funções kernel de ordem 10 a 12 do lado 1 da falha para R=50. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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Figura 35: Funções kernel de ordem 10 a 12 do lado 2 da falha para R=50. 
(curvas contínuas - parte real; curvas tracejadas - parte imaginária) 
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6. RECÁLCULO DA SOLUÇAO DE SAMPAIO 

 

Sampaio (1985) aborda o problema da falha infinita dividindo o espaço inteiro em quatro 

quadrantes, dois no ar e dois no terreno separados pela falha. Emprega, em cada quadrante, duas 

transformadas unilaterais de Fourier, uma em relação à coordenada vertical z e outra em relação à 

coordenada horizontal x. A formulação encontrada para ambos os lados do terreno é: 

 

∫∫
∞

−
∞

<>++−=
0

1
0

1
1

0
1 0,0,)cos()()cos()( 111 xzdtetxtgdseszsfe

k
HE zvxuzikωµ  (5) 

∫∫
∞

−−
∞

>>++−=
0

2
0

2
2

0
2 0,0,)cos()()cos()( 222 xzdtetxtgdseszsfe

k
HE zvxuzikωµ  (6) 

 

onde s e t são variáveis de integração, 2222 , jjjj ktvksu −=−= , para j = 1, 2. 

A aplicação das condições de contorno leva ao seguinte sistema de oito equações integrais, 

resolvido para as funções de f e g, denominadas funções kernel: 
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Note que as funções f0
I, f0

II, g0
I e g0

II são as correspondentes das funções f1, f2, g1 e g2 indicadas 

nas equações (5) e (6), só que para os quadrantes do ar, que aqui não nos interessam diretamente. 

O sistema de equações dado pelas equações (7) a (13) é resolvido por Sampaio utilizando o 

método numérico de Neumann das aproximações sucessivas. Segundo este método, cada função 

kernel corresponde a um somatório, de acordo com as seguintes expressões: 

 

fj(s)= Σk Fjk ; j = 0, 1, 2 

gj(s)= Σk Gjk ; j = 0, 1, 2 

 

A primeira aproximação, conhecida como aproximação de Born, é feita colocando-se g0
I = g0

II  = 

f0
I = f0

II  = g1 = g2 = 0 e substituindo-se g1 =0 e g2 =0 nas equações (10) e (11), obtendo F11 e F21. 

Substituindo os valores de F11 e F12 nas equações 8, 9, 12 e 13, obtemos G01
I, G01

II, G11, G21. F02
I 

e F02
II são obtidos através da substituição de  G01

I, G01
II na equação (7). Este processo pode ser 

continuado, iterando-se a solução até a ordem desejada. Tratando-se de um método de 

aproximações sucessivas, espera-se uma solução de grau de precisão aumentando com a ordem 

de iteração, desde que a solução seja convergente. 

Para garantir um grau de precisão máximo no cálculo das intergrais das funções kernel, 

optamos pela quadratura de Fejér, baseada em interpolação polinomial e de alta precisão, 

estabelecendo os coeficientes de integração com 3360 valores das abscissas: 3000 valores entre 0 

e 15, 300 valores entre 15 e 30 e 60 valores entre 30 e 60. Esta mesma distribuição de valores foi 

utilizada também por Sampaio, que a utilizou na integração pela regra trapezoidal simples, de 

grau de precisão muito inferior à quadratura de Fejér. A aplicação do intervalo de integração de 0 

a 60 para as integrais de 0 a ∞ em questão se justifica pelo comportamento das funções kernel. As 

figuras 12 a 35 mostram as funções kernel obtidas a partir do cálculo das primeiras 12 iterações 

para os contrastes de resistividade R= 2, R= 10 e R= 50. No seu trabalho de 1985, Sampaio 

apresenta as funções kernel apenas até a terceira ordem de iteração. Não obstante os métodos de 

integração diferentes, os seus resultados coincidem com os nossos até a terceira ordem de 

iteração. 
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Obtidas as funções kernel, calculamos o valor do campo elétrico normalizado através das 

equações (5) e (6), utilizando a mesma integração de Fejér, novamente para os contrastes de 

resistividade R=2, R=10 e R=50.  Testamos as soluções até a ordem de iteração 50 mas não 

exibimos os resultados para as ordens 17 e acima, uma vez que, a partir desta iteração, ao invés 

de diminuir em magnitude, a soma dos quadrados do acréscimo vai se tornando maior do que a 

anterior, o que é um comportamento claramente divergente. Os resultados até a 16ª ordem estão 

ilustrados nas Figuras 36 a 53. A solução de Weaver corresponde à primeira iteração, que ainda 

não utiliza nenhuma integração para a obtenção das funções kernel. A 3ª iteração foi apresentada 

por Sampaio no seu trabalho de 1985 e coincide com a por nós calculada. A análise das iterações 

15 e 16 exibidas nas Figuras 38, 39, 44, 45, 50 e 51 evidencia que a solução semi-analítica de 

Sampaio é divergente na sua parte numérica, quando a máxima inclinação em θ= 0 se transforma 

em uma descontinuidade. Por isso, discordamos da explicação dada por Sampaio & Fokkema 

(1992, pág. 1962) para a máxima inclinação da curva campo elétrico em θ= 0. Acreditamos que 

esta tendência de máxima inclinação é devido ao caráter divergente da solução por eles 

apresentada. 
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Figura 36: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE para R=2. 
Iterações 2, 3 e 5 da solução de Sampaio. 
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Figura 37: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE para R=2.  

Iterações 2, 3 e 5 da solução de Sampaio.  
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Figura 38: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE para R=2.  
Iterações 15 e 16 da solução de Sampaio. 
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Figura 39: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE para R=2. 

 Iterações 15 e 16 da solução de Sampaio. 
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 Figura 40: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE para R=2. 
 Iterações 2 a 16 da solução de Sampaio. 
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Figura 41: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE para R=2. 

 Iterações 2 a 16 da solução de Sampaio. 
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Figura 42: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE para R=10. 
 Iterações 2, 3 e 5 da solução de Sampaio. 

 

 
 

Figura 43: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE para R=10. 
 Iterações 2, 3 e 5 da solução de Sampaio.  
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Figura 44: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE para R=10. 
 Iterações 15 e 16 da solução de Sampaio. 
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Figura 45: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE para R=10. 

 Iterações 15 e 16 da solução de Sampaio. 
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 Figura 46: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE para R=10. 
Iterações 2 a 16 da solução de Sampaio. 

 

 
−6 −4 −2 0 2 4 6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

E
y 

(n
o

rm
a

liz
a

d
o

)

Número de indução 

Weaver               

Sampaio 2ª a 16ª     

EF − campo total     

EF − campo secundário

Homogêneo            

 
Figura 47: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE para R=10. 

 Iterações 2 a 16 da solução de Sampaio. 
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Figura 48: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE para R=50.  
Iterações 2, 3 e 5 da solução de Sampaio. 
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Figura 49: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE para R=50. 

 Iterações 2, 3 e 5 da solução de Sampaio.  
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Figura 50: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE para R=50. 
 Iterações 15 e 16 da solução de Sampaio. 
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Figura 51: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE para R=50. 

 Iterações 15 e 16 da solução de Sampaio. 
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 Figura 52: Parte real do campo elétrico normalizado no modo TE para R=50. 
 Iterações 2 a 16 da solução de Sampaio. 
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Figura 53: Parte imaginária do campo elétrico normalizado no modo TE para R=50. 

Iterações 2 a 16 da solução de Sampaio. 
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7. RESULTADOS PARA A RESISTIVIDADE APARENTE 

 

As Figuras 54 a 58 mostram perfis de resistividade aparente, calculados para as 

freqüências entre 0,01 e 100 Hz, utilizando a solução de Weaver e nossa solução por elementos 

finitos, para os contrastes de resistividade R=2, R= 10 e R= 50. Não apresentamos o cálculo da 

resistividade aparente segundo a solução de Sampaio pois, devido ao seu caráter descontinuo, 

descartamos a solução por ele apresentada. Em todos os casos a discrepância entre as duas 

soluções é muito menor do que a discrepância observada na solução equivalente para o campo 

elétrico normalizado. Este fato evidencia o efeito suavizador da função resistividade aparente em 

relação ao campo elétrico. Observa-se também que a magnitude da discrepância é muito pequena 

para um contraste de resistividade pequeno e que esta magnitude vai aumentando com o aumento 

de R. Em todos os casos, a magnitude da discrepância é menor do que o erro instrumental de 

campo. 
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Figura 54: Perfil de resistividade aparente para R=2 no modo TE. 
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Figura 55: Perfil de resistividade aparente para R=10 no modo TE.  
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Figura 56: Perfil de resistividade aparente para R=50 no modo TE. 
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8. CONCLUSÃO 

 

Apresentamos a solução numérica do modelo da falha infinita para o modo TE utilizando 

o método dos elementos finitos. A comparação de nossa solução para o campo elétrico 

normalizado com a solução de Weaver evidenciou uma discrepância esperada devido ao efeito do 

ar, que foi negligenciado por Weaver para facilitar a solução analítica do problema. A 

discrepância inesperada entre a nossa solução por elementos finitos e a solução híbrida 

apresentada por Sampaio, livre das restrições impostas por Weaver, nos fez recalcular a solução 

de Sampaio, a fim de obter uma melhor aproximação através do cálculo com maior número de 

iterações. Reproduzidos os resultados apresentados por Sampaio no seu trabalho de 1985, 

iteramos até a ordem 50. Ao contrário do esperado, com o acréscimo dos termos de ordem 

maiores, a solução diverge em relação ao primeiro termo, que constitui a solução de Weaver. A 

geometria das curvas obtidas sugere que algum erro numérico pode estar presente já desde a 

segunda iteração. Este comportamento evidencia que uma solução analítica, que para sua 

implementação precisa lançar mão de métodos numéricos, se tornando, desta forma, semi-

analítica ou híbrida, pode ser desvantajosa em relação a uma solução puramente numérica obtida 

através de métodos numéricos robustos que utilizam premissas fortes e se encontram bem 

consolidados, como, no presente caso, o método de elementos finitos. 

Para examinar o efeito do ar na resistividade aparente, comparamos três perfis de 

resistividade aparente obtidos a partir de nossa solução por elementos finitos com os mesmos 

perfis obtidos pela solução de Weaver. A discrepância encontrada entre estas soluções foi muito 

pequena, situando-se na faixa de erro instrumental de campo. Isto sugere que, na prática, a 

solução de Weaver é uma boa aproximação para prospecção geofísica. 

Finalmente cabe observar que, pelo exposto, o problema da solução exata do modelo da 

falha infinita no modo TE do método magnetotelúrico, analítica ou semi-analítica, continua em 

aberto. Apesar de que os testes de consistência (calibrações no modo TM, comparações entre as 

abordagens de campo total e secundário e a utilização de diferentes tipos de malha) não deixem 

dúvidas quanto à confiabilidade do nosso algoritmo de elementos finitos, seria desejável se 

encontrar a solução também confiável obtida através do método analítico ou semi-analítico. 

Considerando que a formulação analítica da solução de Sampaio não parece apresentar nenhum 
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equívoco, acreditamos que um estudo mais analítico da parte numérica da solução de Sampaio 

possivelmente elucidaria as razões da divergência de suas integrais. 
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