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RESUMO

Este trabalho apresenta um meétodo rapido de inversdo de matrizes densas, e uma
possivel aplicagdo com métodos de Vectoring, em pré-codificacdo e cancelamento de
crosstalk de sistemas xDSL. A familia de tecnologias xDSL utiliza os pares trancados de fios
de cobre telefonicos como meio fisico para transmitir dados digitais. O crosstalk é a principal
causa de degradacdo de sinais na mais nova geracdo de sistemas xDSL, o G.fast, e para
combaté-lo sdo utilizadas técnicas de pré-codificacdo e cancelamento, chamadas de
Vectoring. O método proposto, chamado de GSGR, consiste em uma abordagem diferente
para 0 método classico de Squared Givens Rotations (SGR), adequado a implementacdes em
plataformas embarcadas de processamento digital de sinais. Foram realizados testes
comparativos do método GSGR com métodos diretos classicos de inversdo, utilizando uma
plataforma digital multicore baseada no chip TI DSP TMS320C6670 e a plataforma de
software Matlab. Os resultados dos testes de inversdo de matrizes usando dados reais e dados
simulados mostraram que o GSGR foi superior em velocidade de execucdo sem apresentar

perdas significativas de acurécia para a aplicacdo em sistemas XxDSL.
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ABSTRACT

This study presents a fast method for dense matrix inversion, and a possible
application with methods of Vectoring, in pre-coding and crosstalk cancellation of xDSL
systems. The family of xDSL technologies uses twisted pairs of copper telephone wires as
medium to transmit digital data. Crosstalk is the major cause of degradation in signals in the
newest generation of xDSL systems, G.fast, and to combat it, pre-coding and cancellation
techniques, called Vectoring, are used. The proposed method GSGR consists of a different
approach to the classic method of Squared Givens Rotations (SGR), suitable for
implementations in embedded digital signal processing platforms. Comparison testing of the
GSGR with classical direct inversion methods were performed using a digital multicore
platform based on TI DSP chip TMS320C6670 and Matlab software platform. The results of
the matrix inversion tests using real and simulated data showed that the GSGR was superior

in execution speed without significant loss of accuracy for the application on xDSL systems.



1 INTRODUCAO

A resolucdo de sistemas de equacdes lineares € comumente realizada por métodos de
inversdo de matrizes em varios problemas praticos de comunicacdes, de processamento de
sinais, de ciéncia dos materiais, de teoria de controle, de formacéo de feixe de radar (beam
forming), e muitos outros [1][5].

Em sistemas de comunicacgdes, na estimacédo de canal e na equalizacdo por exemplo, a
inversdo de matrizes frequentemente fornece um resultado 6timo, porém envolve operagdes
complexas para um equipamento de hardware embarcado. Para reduzir o custo computacional
dessas operacGes 0s projetistas procuram continuamente propor algoritmos sub-6timos
adequados as condicdes especificas de cada aplicacdo. Para isso foram desenvolvidas diversas
técnicas de calculo como as baseadas em decomposicdo LU e em decomposicdo QR, que
podem ser mais ou menos eficientes conforme as caracteristicas da estrutura da matriz
considerada, tais como se é bem ou mal condicionada, simétrica, esparsa, densa, etc. [1][2].

Para atingir um alto desempenho nos atuais sistemas eletronicos digitais, os algoritmos
precisam ainda ser otimizados para rapidez no processo de inversdo, utilizacdo de menos
recursos computacionais e acurécia dos resultados suficiente para a aplicagdo [20][21].

Este trabalho prop6e um método de inversdo de matrizes inicialmente buscado para
aplicacdo a sistemas de comunicacdo em plataformas embarcadas com foco em alta
velocidade e acuracia moderada dos resultados, podendo ser usado em outras aplicagdes
embarcadas que apresentem necessidades equivalentes.

Para os atuais sistemas de comunicacdo de banda larga a fibra dptica € uma solucgéo
6tima em termos de capacidade de transmissdo de dados, porém em termos de implantacdo é
uma solucdo lenta, devido ao alto investimento necessario, e por envolver trabalhos de
construcdo consideraveis. Uma solucdo alternativa consiste na busca continua de melhoria da
qualidade de transmisséo dos sistemas DSL (Digital subscriber lines) existentes [7].

Os sistemas DSL séo baseados nas instalac6es de linhas telefonicas de pares de fio de
cobre (loops), e fazem a conexdo entre 0s equipamentos dos usuarios (CPEs — customer
premise equipments) e as redes de fibra dptica de alta capacidade. Como os sistemas DSL
podem utilizar as instalacOes telefonicas existentes, o custo de implantacdo € minimizado em
comparagao ao de um sistema completo com fibra optica [10].

Assim sendo, os operadores continuam a buscar solugfes de curto e médio prazo para
utilizacdo das instalagcOes de pares de fio de cobre existentes em velocidades mais altas, e

entdo postergar ou dividir o trabalho e investimento em redes Opticas ao longo de periodos de



tempo maiores e conforme o aumento da demanda por servi¢os em cada &rea a ser abrangida
[7].

A aplicacdo aqui considerada é em sistemas de comunicacdo XDSL com metodos de
cancelamento de crosstalk, também chamados de métodos de Vectoring. Os principais
métodos para aplicacdo de Vectoring utilizam operacGes de inversdo ou decomposicao
matricial para processar as matrizes de ganho de canal xDSL, em atividades de pré-
codificacdo e de cancelamento de crosstalk [9].

A complexidade dos célculos envolvidos na inversdo de matrizes em sistemas de
comunicagdo XxDSL pode ser ilustrada considerando-se que para um ponto de distribuicdo em
um sistema VDSL, para 192 usuarios e 4096 tons de modulacdo, seria necessario obter a
inversdo de 4096 matrizes de nimeros complexos de 192 x 192, além de periodicamente
atualiza-las de acordo com as alteracdes das caracteristicas do canal e nimero de linhas ativas
[9]. Embora sejam empregadas técnicas como interpolagdo e cancelamento parcial para
reduzir esses requisitos, a medida que a banda de frequéncia de transmissdo é ampliada para
elevar a capacidade de transmissdo - como € o caso da proxima geracdo da familia de
tecnologias DSL atualmente em desenvolvimento pelo ITU-T, o G.fast, essas técnicas de
aproximacgdo se tornam menos eficazes em virtude da diminuicdo da esparsidade e das
caracteristicas dominantes das matrizes, como por exemplo, os valores da diagonal deixam de
ser muito superiores aos demais [27].

No Capitulo 2 sdo descritos alguns dos principais métodos de inversdo matricial
estudados para o desenvolvimento deste trabalho. O Capitulo 3 apresenta alguns dos conceitos
das tecnologias DSL necessarios para situar a aplicacdo desenvolvida. Em sequéncia o
Capitulo 4 apresenta as caracteristicas, 0s meios de medicdo e estimacdo dos elementos dessas
matrizes e o0s requisitos de tempo de inversdo e de acuracia relativos as matrizes G.fast. O
Capitulo 5 apresenta 0 método de decomposicdo QR e os melhoramentos introduzidos para
obter o método proposto, chamado de GSGR. O Capitulo 6 apresenta os resultados de
simulagdes e testes da aplicacdo do método GSGR a conjuntos de medidas reais e simuladas
de canais na banda de frequéncias de G.fast. Finalmente, o Capitulo 7 apresenta as

consideraces finais para este trabalho e possiveis propostas de estudos futuros.



2 REVISAO DO ESTADO DA ARTE DE METODOS PARA INVERSAO
MATRICIAL

Os métodos para calculo de inversdo matricial podem ser classificados entre métodos
iterativos e diretos [29].

Entre os métodos iterativos classicos pode-se destacar o de Gauss Seidel e o de Jacobi.
Esses métodos normalmente requerem uma estimativa inicial da matriz inversa, e a cada
iteracdo atualizam os valores dos elementos conforme o erro prévio. Como desvantagens,
esses metodos necessitam de uma razodvel estimativa inicial e apresentam célculos matriciais
sequenciais de alta complexidade de implementacao.

Por outro lado os métodos diretos como o da eliminacdo de Gauss, Householder e QR
por exemplo, se caracterizam por possuir um numero finito de operacdes, ainda que de
consideravel complexidade, e podem ser bem ajustados para execucdo paralela e otimizada
nos atuais hardwares dedicados.

Para matrizes mais densas e quadradas, como as matrizes encontradas no caso deste
trabalho, a triangularizacdo é o principal passo em quase todos os métodos diretos para
resolver sistemas lineares, embora ele seja ainda de alto custo computacional. Os algoritmos
para execucdo de triangularizacdo requerem tipicamente um numero de operacdes da ordem
de n* operacBes em matrizes de dimensdo n x n.

O processo de triangularizacdo, conversdo de um sistema linear quadrado para um
sistema triangular com a mesma solucdo, pode ser executado por métodos tradicionais como a
decomposicdo LU, que € uma representacdo matricial do método classico de eliminacdo de
Gauss. Para sistemas lineares determinados ou sobre-determinados, como é o0 caso da
aplicacdo em analise, o procedimento mais confidvel envolve a reducdo por fatoracdo da
matriz A [1], isto é a matriz A é representada por um produto de outras matrizes, as quais
podem ser mais facilmente invertidas por meio de transformagdes ortogonais.

O método direto de resolucdo preferido quando a matriz A é quadrada, densa e sem
uma aparente estrutura dominante, como é o caso das matrizes encontradas em canais G.fast
de alta frequéncia, & o método de eliminag&o de Gauss na forma da decomposic¢éo LU.

Neste capitulo € apresentado o problema de resolucdo de sistemas lineares na secdo
2.1. Nas secOes em sequéncia de 2.2 e 2.3 sdo apresentados alguns métodos diretos e
iterativos de solucdo de sistemas lineares estudados durante o desenvolvimento deste trabalho.

Na secdo 2.4 sdo apresentadas as caracteristicas do padrdo IEEE 754/2008 utilizadas para



representacdo dos coeficientes das matrizes em ponto flutuante na plataforma de hardware
embarcada.

2.1 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES
O problema de resolugao de um sistema linear representado por:
Ax =b (2.1)

é fundamental na computacao cientifica e € comum em um grande nimero de aplicacGes de
comunicacdes e de processamento de sinais [1][2].

O problema de minimos quadrados — least square (LS) é equivalente a resolugdo de
um sistema de equagdes lineares, também chamadas equac¢Ges normais.

Uma solucdo exata para (2.1) é definida como:
x =A"b (2.2)

onde A é uma matriz n x n, x e b séo vetores de dimensdo n, e A™ é a matriz inversa de A.

A complexidade do célculo direto da inversa de uma matriz, ou seja, 0 nimero de
operacdes necessarias para a inversao, é da ordem de n® [1]. Portanto, busca-se continuamente
por métodos que reduzam esse custo computacional. Os métodos para resolucdo do problema
de LS podem ser classificados em duas grandes classes: métodos diretos e iterativos.

Os métodos iterativos estimam uma solucdo inicial e a atualizam sucessivamente
baseando-se no erro da iteracdo prévia, até que uma solucdo suficientemente acurada seja
alcancada. Entretanto, este procedimento sequencial ndo tem um ndmero fixo de operacdes.
Assim, torna-se um método limitado quando se pretende explorar caracteristicas de
paralelismo em hardware a fim de obter grande capacidade de processamento. Por outro lado,
0s métodos diretos calculam solugdes em um numero fixo de operacGes e sdo melhor
aproximados em hardware de processamento paralelo.

Sdo apresentados a seguir alguns metodos diretos e iterativos estudados durante o
desenvolvimento deste trabalho e que s&o comumente utilizados para resolver sistemas

lineares e obter a inversa de uma matriz.



2.2 METODOS DIRETOS

A estratégia utilizada pela maioria dos métodos diretos para resolucdo de um sistema
linear € aplicar transformacdes a esse sistema a fim de converté-lo em um outro, com forma
triangular superior, ou triangular inferior, mas que possua a mesma solucdo do sistema
original. Em seguida, para solucionar o sistema triangular obtido, faz-se uso de métodos de
Substituicdo (Forward Substitution) e Retrossubstituicdo (Back Substitution), conforme séo
descritos a seguir.

2.2.1 Método de Substituicao

Para ilustrar a resolucdo de um dado sistema triangular inferior por substituicdo

considere-se o sistema linear 2 x 2 a seguir:

A @3)

Se 11115, # 0 entdo pode-se determinar as variaveis de forma sequencial como:
x1 = by/lyy (2.4)
Xy = (by — L1x1) /12 (2.5)

Por generalizacdo para um sistema de n equacdes, pode-se entdo escrever a i-ésima

variavel x como:

i—-1

Lijx; / ii (2.6)

j=1

2.2.2 Método de Retrossubstituicéo

Para resolucéo de um dado sistema triangular superior 2 x 2 por retrossubstitui¢cdo

considere-se o sistema linear 2 x 2 a seguir:

EESINEH 2.7)

Se uy,u,, # 0 entdo pode-se determinar as variaveis de forma sequencial como:



X2 = by /Uy, (2.8)
x1 = (b1 — Ug2%2)/upq (2.9)

Por generalizacdo para um sistema de n equacGes, pode-se entdo calcular a i-ésima

variavel x pela expresséao:

n

X; = bi — 2 uljx] /uii (210)

j=i+1
2.2.3 Decomposicao LU

Uma decomposic¢do matricial consiste em fatorar, ou representar, uma matriz em um
produto de matrizes, com o objetivo de simplificar a solucdo de um problema [3]. Desta
forma, se uma matriz pode ser representada como o produto de duas matrizes triangulares,
uma superior e outra inferior, a solucdo do respectivo sistema linear é reduzida entdo a
solucdo mais simples de dois sistemas triangulares.

O processo de decomposicdo ou fatoracdo LU pode ser compreendido como uma
descricao algebrica de alto nivel da eliminacdo de Gauss [1]. Esse método permite decompor

a matriz A do sistema de (2.1) em:
A=LU (2.11)

Em (2.11) L é uma matriz triangular inferior com os elementos da diagonal iguais a 1
e U é uma matriz triangular superior. Assim a solucdo para o vetor x pode ser encontrada
resolvendo-se 0s sistemas em (2.12) e (2.13) por substituicdo e retrossubstituicdo,

respectivamente:
Ly =b (2.12)
Ux =y (2.13)
2.2.4 Decomposicao de Cholesky

Se a matriz do sistema linear a ser resolvido é simétrica e positiva definida, 0 método
de Cholesky pode ser usado com vantagem. Neste método uma matriz A é decomposta na

seguinte forma:



A =UU (2.14)

onde U é uma matriz triangular superior com todos os elementos da diagonal positivos, e UTé
a transposta de U.

O sistema de equacdes em (2.1) pode assim ser escrito como:
(U"U)x = b (2.15)
Escrevendo:
Ux =y (2.16)
obtém-se um sistema triangular inferior dado por:
Uly = b (2.17)

O vetor x pode entdo ser encontrado resolvendo-se as equages (2.16) e (2.17) pelos
métodos de retrossubstituicao e de substituicdo respectivamente.

Sendo a matriz A positiva definida, entdo ela também € ndo singular, e portanto o
método de Cholesky é estavel para resolucédo de (2.1).

Entretanto, a complexidade desse método ainda é alta para implementacdo embarcada
e em tempo real, sendo da ordem de n*/3 [1].

2.2.5 Decomposicdo QR

Rmxn

Na decomposicdo QR representa-se uma matriz A € pelo produto de uma

matriz Q, cujas colunas sdo uma base ortonormal de A, por uma matriz triangular superior R:
A =QR (2.18)

Pode-se provar que a partir de qualquer matriz com colunas linearmente independentes
pode ser obtida uma matriz ortonormal [3]. Outra interessante caracteristica resultante desta
decomposicéo é que a diagonal da matriz R € composta somente de elementos positivos.

O sistema em (2.1) pode assim ser transformado em um sistema triangular:

Q'QR)x =Q'b (2.19)

Rx = Q"b (2.20)



A solucgdo para x em (2.20) pode ser obtida pelo método de retrosubstituicao.

A decomposicdo QR descrita acima pode ser executada por muitos métodos baseados
em transformacdes lineares. Para sistemas lineares sobredeterminados, como os encontrados
em matrizes de sistemas xDSL, onde A € R™*", comm >ne b € R™, a solucdo para a
minimizacdo de ||Ax — bl|, mais confidvel envolve a reducdo da matriz A a uma forma
canonica por meio de transformacdes ortogonais [1], tais como reflex6es de Householder e
rotacOes de Givens.

O método de rotacBes de Givens (Givens Rotations) tem vantagens tais como
paralelizacdo em hardware dedicado mais facil comparado ao método de Householder, e
também uma versao sem operagdes de raiz quadradas e divisdes: 0 método Squared Givens
Rotations (SGR). O SGR, proposto por Dohler [4], € composto apenas por operagdes de
multiplicacdo e adicdo, e portanto, mais adequado a plataformas de hardware embarcadas.

2.3 METODOS ITERATIVOS

Em contraponto com os métodos diretos estdo os métodos iterativos. A estratégia dos
métodos iterativos é buscar a cada iteracdo uma melhor solucdo, de forma a convergir para
uma solucdo Otima. Entre as vantagens dos métodos iterativos estdo a possibilidade de
aplicagdo em sistemas esparsos e de grande dimensdo com bastante eficiéncia, e ainda a
utilizacdo essencialmente apenas de operacgdes de multiplicacdo entre vetores e matrizes.

Para resolver um sistema linear A x = b por métodos iterativos, assumindo-se que a
matriz A € R"*™ tem elementos néo nulos na diagonal principal, como € o caso da aplicacéo
escolhida neste trabalho, e b € R™, é necessario uma estimativa inicial para x, um vetor x©
em R™que aproxime a solugdo. A partir de x© gera-se outra estimativa x®, depois gera-se
x®, e assim sequencialmente com o objetivo de convergir para a solucéo verdadeira X, ou
uma solucdo x® | apés k iteracdes, suficientemente préxima x.

Entre os principais tipos de métodos iterativos estdo 0s estacionarios e 0s nao
estacionarios. Os métodos estaciondrios classicos para resolucdo de sistemas lineares sdo 0s
métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR (Successive Overrelaxation — sobre-relaxacao
sucessiva). Comparados aos métodos nao estacionarios, os estacionarios sao mais simples,
porém menos efetivos. Os métodos ndo estacionarios sdo de desenvolvimento mais recente,
incluindo os métodos de descida, 0 método de gradiente conjugado (CG) e outros, sendo a
maioria de grande complexidade para implementacdo em plataformas embarcadas, embora

altamente efetivos em matrizes esparsas e de grande dimensdo [4]. A seguir apresentamos



brevemente os métodos classicos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR estudados ao longo da

pesquisa.

2.3.1 Método de Jacobi

O método de Jacobi é talvez o método iterativo mais simples [1]. Este método €
aplicavel para matrizes que tem elementos ndo nulos na diagonal principal. Pode-se
especificar este método descrevendo como obter o resultado x**? da iteragdo k+1 a partir do
resultado x® da iteracdo k. Considerando-se entdo a i-ésima equacdo de A x = b, e

reescrevendo-a para X;:

n
al-jxj = bi (221)
j=1
1
X = — bi - Z ainj (222)
i T

Substituindo-se x; por x* obteremos um novo valor para x;, igual a x®" por

definicéo:

1
S L Z a;x® (2.23)
Jj#i
Repetindo-se o processo para cada uma das i equacdes, i = 1, ..., n, obtém-se x**? pelo
Método de Jacobi, com a esperanca de que apos repetidas iteracdes o resultado convirja para

a solucdo verdadeira de x.

2.3.2 Método de Gauss-Seidel

No método de Jacobi ndo e utilizado o valor mais recente de cada X; ao calcular-se

xi**D. Por exemplo ao calcular-se x,*Vutiliza-se o valor de x,*> mesmo que x,**%

ja seja
conhecido.

O Método de Gauss-Seidel é definido usando-se 0 mesmo processo de Jacobi, porém
de uma forma sequencial e utilizando-se as estimativas mais recentes. Assim, ao calcular-se x;

utiliza-se os valores ja calculados de x;**%, x,®**D, . xi,®*?  obtendo-se:

~
|
=

n

k+1 k
i aijxj( )— Z Cli]'x]-( ) (224)

=1 j=it1

1
xi(k+1) ——|p
a;;
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Comparado ao Método de Jacobi, o Método de Gauss-Seidel precisa apenas
armazenar uma cépia de x, facilitando ainda a programacéo pois armazena os novos valores
x®*Y Jogo ap6s serem calculados, sem precisar manter os anteriores x® até o término da
iteracdo k+1. Por outro lado o Método de Jacobi pode ser executado simultaneamente de
forma paralela, enquanto o Método de Gauss-Seidel precisa ser adaptado para execucao

paralela.

2.3.3 Método SOR (Successive Overrelaxation)

O processo de calculo, ou corregdo, da estimativa de x em cada equacao é as vezes
chamado de relaxamento (relaxation), por analogia com uma montagem de pecas que nao se
ajustam corretamente, e estdo em um estado de tensdes entre si. Cada correcdo das variaveis
de x € uma tentativa de relaxar a tensdo entre as pecas. Desta forma, 0 método de Gauss-
Seidel executa relaxamentos sequencialmente e o método de Jacobi pode executar
relaxamentos simultaneos.

A estratégia do método de sobre relaxamento (SOR) € tentar acelerar a convergéncia
para a solucdo por meio de uma correcdo maior em cada iteracdo. Na técnica mais simples

escolhe-se um fator de relaxacdo w > 1 e corrige-se o resultado por esse fator a cada passo:

1
X; = — bi - Z aijxj (225)
Qi oed
j#i
5= %—x (2.26)

Escolhendo-se um valor apropriado para w a convergéncia pode ser até dez vezes mais
rapida em comparacdo com o método de Gauss-Seidel [5]. Porém esse ajuste de w em geral
depende dos coeficientes da matriz A, e para escolhé-lo apropriadamente pode ser necessario

uma analise sofisticada dos autovalores de A [1].

2.4 CALCULO EM PONTO FLUTUANTE

Calculos em computadores e processadores digitais sdo executados aproximando-se

um conjunto infinito de nimeros reais por um conjunto finito de numeros.
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O padrdo IEEE 754 / 2008 [6] fornece instrugdes para execucao de calculos em ponto
flutuante em sistemas computacionais, que produzam resultados dependentes apenas dos
valores de entrada, da operacdo e da destinacdo, e ndo dependentes da plataforma de
hardware e/ou software utilizada.

O padrdo especifica:

— formatos para dados em ponto flutuante binarios e decimais;

— formatos para operacdes de adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, multiplicacéo e
adicdo conjuntas, raiz quadrada e outras;

— conversdes entre formatos de numeros inteiros e de ponto flutuante;

— conversoes entre formatos diferentes de nimeros em ponto flutuante;

— conversdes de formatos em ponto flutuante para intercdmbio de dados por sequéncias
de caracteres;

— tratamento de ocorréncias de excecGes nas opera¢fes com nameros em ponto
flutuante.

Os formatos em ponto flutuante do padrdo IEEE para representar um subconjunto
finito dos nimeros reais sdo caracterizados por um radical, um valor de precisdo e uma faixa
exponencial. Sdo definidos 5 formatos basicos. Trés formatos sdo binarios de comprimento
32, 64 e 128 bits. E dois formatos sdo decimais, de comprimentos de 64 e de 128 bits.

As representacOes de dados em ponto flutuante desse padréo consistem de:

— trincas de numeros compostas de sinal, expoente e “significando” ou coeficiente,

associadas a um radical b, de valor igual a 2 ou 10, da seguinte forma:
(—1)sinal x pexpoente x coeficiente (2.28)

— representagdo para +oo e —oo;
— representacdo para excecGes NaN (not a number).

Desta forma o padrdo IEEE 754 descreve um mapeamento da representacdo em ponto
flutuante para uma representacdo em uma cadeia de bits. Essa operagédo de codificacdo pode
resultar em mais de um tipo de representacdo em cadeia de bits, por exemplo, pode-se obter
diferentes tipos de representacdo variando o expoente.

O conjunto finito de nameros representavel por um dado formato é determinado pelos
seguintes parametros inteiros:

— radical b, de valor 2 ou 10;

— nuamero p de digitos do “significando”;
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— numero maximo do expoente emax;
— numero minimo do expoente emin, definido como igual a 1 — emax em todos os
formatos.
Os valores possiveis para os parametros em cada formato basico sdo apresentados na
Tab. 2.1 abaixo:

Tabela 2.1 Parametros dos formatos basicos de numeros em ponto flutuante do padrdo IEEE

754/2008
Parametros Formatos
Radical b b = 2 (formato binéario) b = 10 (formato decimal)
N° de bits 32 64 128 164 128
N° de digitos p 24 53 113 16 32
Expoente méximo emax +127 | +1023 | +16383 | +384 +6144

Os dados em ponto flutuante abaixo sdo representados em cada um dos formatos:

— numeros em ponto flutuante, inclusive zero, com sinal, na forma:
(1) x b xm (2.29)

onde s € igual a 0 (nimero positivo) ou 1 (nGmero negativo); e € 0 expoente tal que emin < e
<emax; méigual ado.d; . dy... dps; € di € um digito inteiro tal que 0 < d; <b.
— 4ooe—o0;

— excecOes NaN.

Considerando-se as caracteristicas da aplicacdo estudada e dos formatos de
representacdo em ponto flutuante disponiveis na plataforma DSP, escolheu-se a representacao
binaria de 32 bits.
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3 REVISAO DO ESTADO DE ARTE DAS TECNOLOGIAS DE LINHA DIGITAL
PARA ASSINANTE (DIGITAL SUBSCRIBER LINE - XDSL)

A familia de tecnologias xDSL (Digital subscriber line - DSL) foi desenvolvida para
prover servigos de transmissao digital de dados em altas velocidades por meio das instalaces
de linhas telefonicas de pares de fios de cobres existentes, sem que ocorram interferéncias
perceptiveis ou interrupgdes no servico telefonico. Assim é possivel a prestacdo de servigos
telefénicos de forma simultdnea com os servicos de transmissdo de dados com baixos custos
de implantacdo.

Vérios modelos de desenvolvimento de redes de acesso com tecnologia XDSL foram
concebidos para obter capacidades de transmissdo mais proximas daquelas possiveis com
sistemas de fibra Optica, mas com as vantagens da economia e facilidade de instalacdo que
podem ser obtidas pela exploragdo da infraestrutura de pares de fios de cobre telefénicos
existentes. Entre os modelos de desenvolvimento mais modernos e respectivos comprimentos
de loops de fios de cobre estdo: o FTTN (fiber to the node — fibra até ponto de acesso) com
comprimentos da ordem de 500m; FTTdp (fiber to de distribution point — fibra até ponto de
distribuicdo) de cerca de 100m; e FTTB (fiber to the building — fibra até prédio) e FTTH
(fiber to the home — fibra até domicilio), esses Ultimos com fibra até a entrada da instalacdo de

prédio ou domicilio [7].
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i

(©)
Figura 3.1 llustracdes de modelos de rede: (a) FTTN; (b) FTTdp; (c) FTTB e FTTH.

CO - central office — instalagdes do provedor de servigos de comunicacdes.
ON - optical network — rede de fibra optica.
DSLAM — DSL access multiplexer — multiplexador de acesso a rede DSL

A medida que os loops se tornam cada vez mais curtos entre a terminacdo da rede de
fibra dptica e o equipamento do usuario assinante a quantidade total de atenuacédo do sinal
elétrico no cabeamento de cobre diminui, permitindo aumentar a largura de banda de
frequéncias utilizadas, e consequentemente elevar a capacidade de transmissao de dados.

Para explorar essa caracteristica de menor atenuacao do cabeamento tem-se buscado o
desenvolvimento de novas tecnologias para essa camada fisica da rede. Nessas novas
configuracBes de canais de menor atenuacdo a interferéncia de crosstalk FEXT (far end
crosstalk — interferéncia causada por um transmissor de uma linha de assinante em um
receptor de outra linha, dentro de um mesmo cabeamento) é o principal fator de degradacédo
do sinal, podendo alcancar niveis superiores aos sinais de ruido.

A tecnologia xDSL estabelecida mais recentemente é a VDSL2. A VDSL2 utiliza um
método chamado de Vectoring, de processamento em conjunto (multi-usuario) dos sinais em
um cabeamento de varias linhas de usuarios, para reducdo da interferéncia de crosstalk. Esse
novo método permite elevar consideravelmente as taxas de transmissdo nos modelos de rede
FTTN e FTTdp, para mais de 100Mbps.

Em 2009 foi apresentado pela primeira vez na revista cientifica IEEE Communications
Magazine [7][8] o conceito de desenvolvimento de tecnologia em fios de cobre para banda
larga em velocidades superiores a 1 Gb/s (10° bits por segundo) para redes FTTdp, Esse novo
e importante conceito motivou consideraveis interesses e investimentos em pesquisas tanto
pela academia quanto pela inddstria de telecomunicagdes, e impulsionou o inicio de diversos
estudos de padronizacdo atualmente em desenvolvimento para o projeto completo da nova

tecnologia [7].
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Em 2011 o ITU (International Telecommunication Union) - agéncia especializada das
Nacdes Unidas para assuntos de tecnologias de informagéo e comunicagéo - iniciou o projeto
de padronizacédo do protocolo da camada fisica de rede dessa proxima geracao de tecnologias
XDSL, chamada de G.fast. O G.fast esta sendo desenvolvido para os modelos FTTdp e FTTB,
com loops de até aproximadamente 250 metros, e almeja-se atingir taxas de transmisséo da
ordem de 1 Gb/s para um perfil de banda de frequéncias de transmisséo até 106MHz, tanto na
transmissdo de dados da rede para o usuario (downstream), quanto a partir da rede para o
usuario (upstream). Em um proximo estagio de desenvolvimento, o objetivo é atingir
velocidades ainda maiores com um perfil de até 212 MHz [7][27].

Embora a demanda de mercado residencial esteja ainda abaixo da ordem de gigabits
por segundo, a previsdo € de que o consumo continue crescendo significativamente, e sera
desejavel atingir taxas de pico da ordem de gigabits/s. Adicionalmente, as altas taxas de
transmissdo do G.fast possibilitardo sua utilizagcdo com sucesso por pequenas empresas, e
também como infraestrutura de acesso de rede por dispositivos méveis (backhaul mobile) [7].

Um dos principais desafios para o completo estabelecimento dessa nova tecnologia é o
desenvolvimento de técnicas de Vectoring — para o cancelamento de crosstalk — aplicaveis em
linhas dentro de um mesmo cabeamento de transmissdo e ao longo de todo o perfil de
frequéncias de transmisséo estendido do G.fast [7].

3.1 AMBIENTE XDSL

A familia de tecnologias xDSL utiliza os pares trancados de fios de cobre telefonicos
como meio fisico para transmitir dados digitais. As xDSL ndo interferem nos servicos
telefénicos porque operam em bandas de frequéncias acima das utilizadas pelos sistemas de
transmissdo de voz, os quais sdo restritos a frequéncias inferiores a 4kHz (kilohertz). Para
elevar a capacidade de transmissdo as bandas de frequéncia utilizadas foram sendo ampliadas
a cada nova geracdo DSL, por exemplo, a frequéncia maxima da ADSL (Asymmetric DSL —
DSL assimétrica) é de 1,1Mhz, para a ADSL2+ é de 12MHz, e para a VDSL (Very high speed
DSL — DSL com taxas de transmissdo de bits muito altas) é de 30MHz.

Outro recurso utilizado pelas xDSL é o FDD (frequency division duplexing —
transmissédo por divisdo de banda de frequéncia, simultaneamente nos dois sentidos), ou seja a
alocacdo de faixas de frequéncias diferentes para as transmissGes nos sentidos upstream (do
usudrio para a rede) e downstream (da rede para o usuario), sendo a largura de banda alocada

para dowstream normalmente maior que para upstream — alocacdo assimetrica. Para o G.fast,
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de forma a diminuir a complexidade do hardware para lidar com uma faixa de frequéncias
estendida até 212MHz, optou-se por utilizar TDD (time division duplexing — transmisséo por

divisdo de tempo nos dois sentidos) ao invés de FDD [9].

3.2 MODULACAO DMT

Quanto a modulacgéo os sistemas xDSL podem ser divididos entre sistemas modulados
de portadora Unica (single-carrier) e sistemas modulados em multi-tons discretos (discrete
multi-tone - DMT). Este trabalho foi desenvolvido considerando-se a utilizagdo de modulacéo
DMT, em razéo de ela ter sido escolhida como padrdo para o desenvolvimento dos sistemas a
partir da tecnologia ADSL [10].

Em sistemas modulados por multiplas portadoras a banda de frequéncia do canal é
dividida em varios subcanais. enquanto na modulacdo por portadora Unica a taxa de
transmissao de bits é feita constante dentro de toda a largura de banda do canal de operacdo
conforme uma SNR de todo o canal e uma probabilidade de erro desejada, na modulacédo por
multiportadora € possivel acomodar as taxas de bits de acordo com a SNR de cada subcanal e
uma probabilidade de erro desejada. A Figura 3.2 ilustra o conceito de particdo da largura de
banda do canal em vérios subcanais:

ganho do canal

v

[frequéncia

Figura3.2 Conceito de divisdo da largura de banda de frequéncia de um canal em
subcanais, em um sistema de modulac¢ao por multiportadora.

Na Fig. 3.3 é ilustrada a SNR de um canal hipotético e uma possivel distribuicdo de
bits proporcional a SNR de cada subcanal. Uma vantagem importante nesse esquema que
pode ser observada é a possibilidade de se evitar a transmissdo em subcanais ruidosos ou
fortemente atenuados, e utilizar taxas de transmissdo mais elevadas em subcanais com SNRs
superiores.
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~

Figura3.3 SNR de um canal hipotético e possivel distribui¢do de bits por subcanal

A cada subcanal é associada uma subportadora. Um subcanal n pode assim ser
considerado como um canal de portadora Unica independente com uma taxa de bits b, por
simbolo, proporcional a respectiva SNR e a probabilidade de erro desejada p,. Para um

sistema de N canais paralelos o total de bits por simbolo pode ser representado por:

N-1
B = z b, 3.1)
n=1

Considera-se que ndo sdo utilizados os canais da frequéncia de Nyquist N e o canal 0,
conforme padronizado para as tecnologias DSL.

A taxa de transmissdo de bits € indicada como [10]:
R = 3.2
T ( M )

onde T é o periodo de tempo de transmissao do simbolo.

Basicamente o método de modulacdo por multiportadoras divide um fluxo de bits a
transmitir por um canal em varios subfluxos, e os envia atraves de subcanais centrados em
diferentes frequéncias ao longo do canal original. Como usualmente esses subcanais sdo

escolhidos ortogonais, sob condigdes ideais de propagacdo, esse método é também chamado
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de multiplexacdo por divisdo de frequéncia ortogonal — orthogonal frequency division
multiplexing (OFDM) [10]. O namero de subfluxos é escolhido de forma a garantir que cada
subcanal tenha uma largura de banda menor que a largura de banda de coeréncia® do canal,
resultando em uma atenuacdo aproximadamente plana nos subcanais, e consequentemente em
uma diminuicdo da interferéncia entre simbolos - ISI.

O método de transmissdo por subportadoras pode ser implementado de varias
maneiras. Na implementacdo discreta, também chamada de DMT (discrete multitone —
modulacdo multitom ou multiportadora), a interferéncia ISI pode ser completamente
eliminada com o uso de prefixo ciclico.

A técnica de modulacdo digital de transmissdo DMT foi escolhida como padrdo a
partir da ADSL. Na modulacdo DMT o espectro de frequéncias disponivel é dividido em
varios subcanais estreitos com resposta em frequéncia mais plana, e entdo se transmite um
nimero maior ou menor de bits em cada subcanal proporcionalmente a taxa sinal ruido do
respectivo subcanal. Dessa forma o sistema multitom pode ser considerado equivalente a
multiplos sistemas de portadora Unica operando independentes e em paralelo, cada um em
uma determinada frequéncia subportadora. As vantagens dessa técnica incluem a
possibilidade de se evitar transmitir em regides do espectro excessivamente atenuadas ou
muito ruidosas, e a0 mesmo tempo aproveitar a0 maximo as regibes do espectro menos
propensas a ruidos e interferéncias [10].

Uma rede XxDSL com N usuarios, modulacio DMT com k tons de frequéncia
(subportadoras), e assumindo-se que ndo ha interferéncia entre portadoras (ICI — inter-carrier

interference) pode ser ilustrada pela Fig. 3.4 e representada pela seguinte expressao:

Yi = Hyxy + 2 (3.3)

Xk | [ Yk

Figura 3.4. llustragéo de uma transmissdo DMT em cabeamento de pares de fios de cobre
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O vetor x; 2 [x},x2,...x]7 contém os sinais transmitidos para os usuarios no tom de
frequéncia k, e x € o sinal transmitido para o usuario n no tom de frequéncia k. Da mesma
forma o vetor y, 2 [yi,yZ,..,yr]T refere-se aos sinais recebidos pelos N usuarios na
frequéncia k, e z, 2 [z, zZ,...z}]" refere-se aos sinais de ruido e interferéncia adicionados
pelo canal fisico para todos os N usuarios. Em z; incluem-se ruido térmico, interferéncias
externas (alien crosstalk) e interferéncias de radiofrequéncia.

A matriz H;, é uma matriz de dimens&o N x N em que cada elemento h;"™é o ganho do
canal a partir do transmissor do sinal x;* do usuario m para o receptor do usuario n na
frequéncia k.

A densidade de poténcia transmitida (PSD — power spectral density) pelo transmissor

do usuério n na frequéncia k € definida como:
sk = E{lxi 12}/Ay (3.4)

onde €{-} indica o operador valor esperado e A € 0 espacamento de frequéncias entre as

subportadoras.

A poténcia total a ser transmitida para cada usuario n sobre todos os tons de frequéncia

¢ definida por um valor limite P™. A poténcia limite por tom de frequéncia s;»™** é chamada
de maéscara espectral para o usuario n no tom de frequéncia k. P™ e sp™** podem ser
definidas como:
Af Zk S]T(l < Pn, vn (35)
0<sp< s,’:'maSk, vnk (3.6)

Considerando-se os ruidos e interferéncias externas como fenémenos aleatérios pode-
se aproxima-los, ou o seu somatério, por uma variavel estatistica de distribuicdo gaussiana, e
assim pode-se definir a taxa de transmissdo de bits atingivel para o usuario n na frequéncia k

como:
e |*s

by £ log,| 1+
[ (Bl hp™[*si* + o)

(3.7)

Em (3.7) I é a margem da taxa de sinal-ruido, que é uma funcéo da taxa de erro de bits

(BER — bit error rate) estabelecida como requisito, do ganho de codificacdo e da margem de
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ruido. A margem I' é uma forma de indicar a habilidade do sistema de suportar imperfei¢des
que nao foram antecipadas, como as causadas por flutuagdes de temperatura, ruidos nédo
esperados, etc. Comumente essa margem tem sido usada para determinar quanto de aumento
de ruido e interferéncia pode ser suportada pela linha até que a probabilidade de erro aumente
acima de um valor maximo permitido.

A densidade de poténcia de ruido o é definida como g} £ €{|z;|?}/A;.

A taxa de transmissdo total atingivel em bits por segundo para o0 usuério n € entdo:
R™ = fsz by (3.8)
k
Em (3.8) f; é a taxa dos simbolos DMT.

3.3 CARACTERISTICAS ASSUMIDAS PARA O MODELO DO CANAL EM
SISTEMAS XDSL

Neste trabalho foram assumidas caracteristicas comumente adotadas para o
desenvolvimento de sistemas xDSL. Desta forma, para a estimagdo de crosstalk em canais
DSL, foi assumida a existéncia das seguintes carateristicas:

utilizagdo de modulagdo DMT;

carregamento de entrada de bits (bit-loading) continuo;

— estimacao perfeita das caracteristicas do canal;

— transmissdo sincrona de um ponto de distribuicdo (AN) até o equipamento dos
usuarios;

— comprimento do prefixo ciclico longo o suficiente para que 0s canais possam ser

considerados livres de interferéncias entre simbolos (ISI) e entre as subportadoras

(ICh);

— ruido gaussiano e branco.

3.4 CROSSTALK

Em uma implementacdo hibrida tipica sdo conectadas redes de fibra Optica e xDSL a
partir do CO do provedor de servigos — vide Fig. 3.5. Uma rede de fibra é terminada em uma
unidade odptica de rede (ONU - optical network unit), e na sequéncia 0s sinais Sao
transmitidos pela infraestrutura de cobre (xDSL) até os equipamentos dos usuarios (CPE —
customer premisse equipment). Entretanto usar altas taxas de dados em um canal

originalmente projetado para transmisséo de voz resulta em um acoplamento eletromagnético
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significativo entre os pares trancados de fio de cobre agrupados em um mesmo cabeamento,
comumente chamado de crosstalk.

Esse acoplamento eletromagnético aumenta com o comprimento do cabeamento e com
a frequéncia, sendo de maior intensidade entre pares de fios adjacentes. Entre outras
caracteristicas, a funcdo de acoplamento ndo muda significativamente com o tempo. Mas as
varias funcdes de acoplamento entre pares de fios diferentes em um mesmo cabeamento ndo
se correlacionam e variam bastante com as caracteristicas e a configuracédo fisica da rede —
numero de pares de linhas, nimero de ramos, comprimento do cabeamento, caracteristicas dos
fios, etc. Para evitar lidar diretamente com func¢des de acoplamento complicadas podem ser
usados sistemas com modelos simplificados dessas funcGes de acoplamento, ou sistemas que
mecam o acoplamento entre as linhas periodicamente.

O crosstalk de sinais provenientes do mesmo lado do cabeamento é referido como
NEXT (near-end crosstalk). Para evitar NEXT nas geracdes xDSL anteriores emprega-se
FDD, de forma que as bandas de frequéncia de downstream e upstream ndo se sobreponham.
Para evitar NEXT no G.fast, como serd empregado TDD, as transmissdes serdo sincronizadas
e a taxa de upstream-downstream devera ser a mesma para todas as linhas de um cabeamento,

podendo variar todas juntas no tempo conforme a demanda [7][10] .

xDSL

NEXT

Figura3.5 llustracdo de uma rede hibrida tipica XDSL — ON e crosstalk FEXT e NEXT no
cabeamento.

O crosstalk resultante do acoplamento entre os sinais recebidos e os sinais do lado
oposto do cabeamento é chamado de FEXT (far-end crosstalk). O FEXT é a principal causa
de degradacéo do sinal no G.fast e pode reduzir significativamente a capacidade do sistema.

Para reducdo do FEXT em transmissdo upstream sdo usadas técnicas de cancelamento,
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normalmente baseadas no fato de que os modems receptores estdo localizados fisicamente
juntos na interface com a rede Optica (ONU). Na transmissdo downstream por outro lado
aproveita-se o fato de que os transmissores estdo localizados fisicamente juntos na ONU, e

entdo utilizam-se técnicas de pré-codificacdo para cancelamento de FEXT.

3.5 PRINCIPIOS DE CANCELAMENTO DE CROSSTALK FEXT

Devido a natureza distribuida dos CPEs, cada um instalado na propriedade de seu
respectivo assinante, normalmente todo tratamento coordenado dos sinais dos usuarios precisa
ser realizado por pré-codificacdo nos transmissores em dowstream e por cancelamento nos
receptores em upstream.

A interferéncia FEXT gerada por uma linha de assinante m (um par trancado de fios de
cobre) em uma outra linha vitima n pode ser cancelada em uma frequéncia subportadora f;
pela subtracdo do sinal interferente xn(f;i) multiplicado pela funcdo de transferéncia FEXT da
linha m na linha n: hyn(f;). Desta forma para N linhas em um cabeamento e K subportadoras de
transmissdo cada sinal de crosstalk a ser cancelado €é calculado pela multiplicacdo do vetor x
de sinais a transmitir pelo vetor de acoplamento hn,, ambos de dimenséo N, por isso chamou-
se 0 método de Vectoring [11]. O Vectoring para VDSL2 foi padronizado pela Rec. ITU-T
993.5 [12][13].

O método de Vectoring faz uma coordenacdo da transmissdo dos sinais dos usuarios
em um cabeamento para reduzir a interferéncia de FEXT entre os pares de fios de cobre e
assim melhorar o desempenho. A melhoria obtida no desempenho depende das caracteristicas
do canal. O vectoring pode ser aplicado apenas a um usuario, parte deles, ou todos os
usuarios, com diferentes graus de melhoria.

No sentido de transmissdo downstream o0s transmissores estdo posicionados
fisicamente no multiplexador de acesso de DSL (DSLAM), e assim 0s sinais podem ser
processados de forma a pré-compensar a distor¢cdo que sera sofrida durante a transmissao pelo
cabeamento. Para a transmissdo no sentido de upstream o0s receptores é que estdo
posicionados no DSLAM, e assim o0s sinais recebidos das CPEs sdo processados para

cancelamento do crosstalk introduzido durante a transmissdo [28] — vide Fig. 3.6.
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Figura3.6  Descricdo funcional do método de Vectoring em downstream e upstream [11].

A pré-compensacdo e o cancelamento sdo calculados de forma a eliminar, ou reduzir
consideravelmente, o crosstalk introduzido pelo cabeamento, e assim atingir uma taxa de
transmissdo muito mais alta do que seria possivel sem a pré-compensacdo ou o cancelamento.

A Rec. ITU-T G.993.5 [12][13] apresenta um modelo de referéncia — parcialmente
reproduzido na Fig. 3.7 - para um sistema “vetorizado” (com uso de vectoring) para VDSL2,
que esta sendo usado como ponto de partida para o sistema vetorizado para G.fast.

Nesse modelo, a transmissdo coordenada e a recep¢do coordenada dos sinais das
linhas do grupo é realizada no chamado ponto de acesso a rede (AN) e os sinais das linhas séo
representados em um vetor onde cada componente é o sinal de uma das linhas. A coordenacéo
das linhas é gerenciada por um sistema de gerenciamento de rede (NMS), uma entidade de
gerenciamento (ME) e entidades de controle de vectoring (VCEs). Cada VCE controla
diretamente um Unico grupo vetorizado e os transceptores VTU-O-n de cada linha n do grupo.
Os blocos PHY representam a camada fisica da interface do AN com a rede, e da interface de
NT (terminacdo de rede) com o equipamento do usuario (CP). Os blocos L2+ representam
interfaces com uma camada de rede Ethernet para outras funcionalidades especificas do

sistema, indicados no modelo apenas mostrar o fluxo de dados.
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Figura 3.7 Modelo de referéncia para um sistema com vectoring, ilustrado para a linha n =
1 de um grupo de N linhas.

Entre os principais métodos de aplicacdo de Vectoring em dowstream pode-se citar o
pré-codificador linear Zero-Forcing (ZF) [14] e em upstream pode-se citar o cancelador Zero-

Forcing [15], descritos brevemente a seguir.

3.6 TRANSMISSAO DOWNSTREAM COM VECTORING

A Rec. 993.5 [12,13] define que a pré-codificacdo seja realizada no AN na parte da
DSLAM da Fig. 3.6, para combater o FEXT em downstream. A Fig. 3.8 reproduzida
parcialmente de [12] ilustra 0 modelo funcional de um sistema de N linhas vetoradas. Em
cada linha de usuério é incluido um pré-codificador de N entradas, resultando no sistema de N
pré-codificadores que compdem o pré-codificador de cancelamento de FEXT.

Como sera descrito nas préximas se¢des, uma matriz de pré-codificacdo P é calculada
a partir da matriz de caracteristica do canal H, e usada para compensar 0 FEXT de cada linha
do grupo. Na Fig. 3.8 esse processo € ilustrado pela matriz de pré-codificadores de dimenséo
N x N, para cada subportadora. E assumido ainda que todo o processamento dos valores de H
e P é realizado no AN.

Periodicamente é necessario a troca de informacgdes entre os transceptores de cada
linha para identificagdo e manutencdo dos valores da matriz de canal H e sua respectiva

matriz P.
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Figura 3.8 llustracdo do modelo funcional de um grupo de linhas vetoradas usando pré-
codificador de cancelamento de FEXT em downstream

3.6.1 Pré-codificador Zero-Forcing

O pré-codificador ZF utiliza a inversa da matriz do canal H como matriz pré-

codificadora, para cada subportadora k:
P, 2 H;! (3.9)
O sinal recebido pelo transceptor do usuario é dado entédo por:
Vi = He(Py xi) + 2 = H(Hi %)) + 2 (3.10)

Embora o método ZF tenha o potencial de cancelar a interferéncia no sinal, pode
resultar em aumento da poténcia total a transmitir e exceder os limites disponiveis de PSD,
especialmente se a matriz € mau condicionada. Para garantir que os limites de PSD ndo sejam
excedidos [14] propos um fator de escala 3 para a matriz pré-codificadora. O fator de escala

garante que o sinal apds ser aplicada a pre-codificagdo permaneca dentro dos limites de
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poténcia disponiveis. O fator de escala para cada usuario é obtido a partir da definicdo das
restricbes de poténcia por usuério n e por subportadora k:

se™ e > gf|xp]? (3.11)
Ap6s a pré-codificagdo a PSD original s;7™** se torna 5™

~nmask __ 1
e = el
k

2 2
(], ] ) = 2 S |1, | e @12)

Assim pode-se escolher o fator de escala idéntico para todos 0s usuarios como:

Be = maxa (81} = max, (S |[H],,| ) (313)

O sinal efetivamente recebido quando da aplicacdo do pré-codificador ZF com o fator
de escala sera entéo:

1

Hk(Pk xk)+zk :i xk+Zk (314)
Bk Bk

Yk =

Como o ganho efetivo do canal em (3.14) depende do fator de escala mais restrito,
[14] propés o pré-codificador DP (diagonalizing precoder), que obtém um desempenho quase

6timo, dado por:

1 1 ,
Yk = " diag Hi(P§ x) + 2z, = —diag H (H'diag(Hy) x) + 2z,
k ﬁk
1.
Yk = ﬁdiag dlag(Hk) Xkt Z (315)
k

O fator de escala do pré-codificador DP ¢ entdo dado por:

449 — ax, {zm |[H,:1]n,mh}c”'m|2} (3.16)

3.7 TRANSMISSAO UPSTREAM COM VECTORING

A configuragcdo fisica de uma rede xDSL em transmissdo upstream, com oS
transmissores posicionados em locais diferentes, torna quase impraticavel fazer uma pré-

codificagcdo nos transmissores. Mas, como os sinais de um grupo sdo recebidos no mesmo
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ponto de acesso (AN) ou DSLAM, pode-se coordenar essa recep¢do para cancelar ou mitigar
o crosstalk do sinal de cada usuério, conforme ilustrado na Fig. 3.9.
A seguir descreve-se brevemente um dos principais métodos de cancelamento de

FEXT, em que 0 método de inversdo proposto também pode ser utilizado com sucesso.

: VTU-0-1 :
| 1

:_ _____ Decodificador L Cancelador 1 Demodulador [ : Linha 1

1 1 Nx1 DFT 1 !
) 1
e R — — I
| VTU-0-2 :
] 1
1 Decodificador Cancelador 2 Demodulador [ 1 .

- 2 Nl S g DET 2 : Linha 2
] 1
b D — I

EEn LN N 5 EEn
____________ . S ———
! VTU-O-N :
) 1
1 Decodificador Cancelador N ¢ | Demodulador 1 ;

g le— LinhaN

. N Nx1 DFTN ,
] 1
e e ————— L I
CANCELADOR DE FEXT
NxN por subportadora

J;

-—- VCE L -

Figura 3.9 Illustracdo da transmissdo upstream com vectoring.

3.7.1 Cancelador Zero-Forcing (ZF)

O cancelador ZF também utiliza a inversa da matriz do canal H, no caso como matriz
de cancelamento, para cada subportadora k. Assim a aplicacdo do cancelador ZF ao sinal
recebido de um transceptor VTU-R, em uma transmissdo em upstream, pode ser representado

comao.
Vi = Qyr = Qu(Hy xy +2) = H'(Hy X + 24) = x, + Hy 2y, . (3.17)

Embora o cancelador ZF tenha o potencial de cancelar o crosstalk em upstream ele
também eleva a PSD do ruido, especialmente se a matriz € mau condicionada. A poténcia de

ruido original o' se torna:

&7 = e{lHg (n, )z |2/8f = [Hg (111207 . (3.18)



28

As matrizes de canal VDSL em upstream tém caracteristica de diagonal dominante
CWDD (column wise diagonal dominance), ou seja, em cada coluna da matriz o elemento da
diagonal tem valor bastante superior aos demais. Isto se deve ao fato dos receptores estarem
posicionados proximos na transmissdo upstream, de os sinais de crosstalk provenientes de

uma linha i em outra linha j serem atenuados durante todo o percurso de transmisséo da linha

i, e ainda pela isolagdo entre os condutores, resultando na caracteristica de que |rg'| > |l
para i #j. Entdo se a matriz é CWDD pode-se aproximar a PSD do ruido apds o

cancelamento a partir de (3.18) como:

GI Tk (3.19)

2
|ne™|

Observando-se (3.19), como |h}"|* < 1aPSD modificada é maior que a original.
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4  MATRIZES DE CANAL DE SISTEMAS XDSL G.FAST
4.1 CARACTERISTICAS DAS MATRIZES G.FAST CONSIDERADAS

Uma das premissas para o desenvolvimento do G.fast € o numero reduzido de usuarios
por ponto de distribuicdo em raz&o de suas menores distancias de transmissdo, de até 250
metros. Considerou-se neste trabalho um numero méximo de 64 usuarios por ponto de
distribuicéo, resultando em matrizes de canal de dimensdo maxima igual a 64.

No modelo adotado para o desenvolvimento de xDSL os elementos da diagonal de H
correspondem aos ganhos diretos do canal, e os demais correspondem aos valores de crosstalk
nas linhas. Assume-se ainda um numero N de linhas, ou usuarios, e portanto, H é uma matriz
quadrada N x N.

As matrizes de G.fast a serem invertidas tém ainda a caracteristica de valores da
diagonal principal dominante nas baixas frequéncias. Pode-se escrever que uma matriz

H = [hy;] tem a diagonal fortemente dominante se:

hatl > >y @)

i+j
A Fig. 4.1 mostra uma representacdo tridimensional de uma matriz de canal real na
frequéncia de 5,17 MHz. Na Fig. 4.2 é mostrado o somatorio de matrizes na faixa de
frequéncias de 5,17 MHz a 7,76 MHz, onde pode-se observar que a caracteristica de diagonal

dominante ainda prevalece.
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Figura4.1 Representacdo de uma matriz de canal G.fast, de 24 x 24 elementos de medigdes
normalizadas, na frequéncia de 5,17 MHz. (a) valores reais; (b) valores
imaginarios; e (c) valores absolutos.
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Figura4.2 Representacdo do somatorio de 51 matrizes de canal G.fast, de 24 x 24
elementos de medigOes normalizadas, na faixa de frequéncias de 5,17 MHz a
7,76 MHz. (a) valores reais; (b) valores imaginarios; e (c) valores absolutos

Por outro lado, nas matrizes de frequéncias mais elevadas, especialmente acima de 200

MHz, as diagonais principais se tornam fracamente dominantes. Para uma matriz H =

[hi j] com diagonal fracamente dominante pode-se escrever que:

h;:
maxi,j %

i*j

<1 (4.2)

A Fig. 4.3 mostra uma representacdo tridimensional de uma matriz de canal real na
frequéncia de 211,91 MHz, onde verifica-se 0 aumento de todos os elementos da matriz, ou
seja 0 aumento de crosstalk em frequéncias maiores. Na Fig. 4.4 € mostrado o somatério de
matrizes na faixa de frequéncias de 207 MHz a 211,91 MHz, onde se pode observar que a
caracteristica é de diagonal fracamente dominante.
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Figura4.3 Representacdo de uma matriz de canal G.fast, de 24 x 24 elementos de medi¢oes
normalizadas, na frequéncia de 211,91 MHz. (a) valores reais; (b) valores
imaginarios; e (c) valores absolutos.
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Figura4.4 Representacdo do somatdrio de 97 matrizes de canal de G.fast, de 24 x 24
elementos de medi¢des normalizadas, na faixa de frequéncias de 206.95 MHz a
211,91 MHz. (a) valores reais; (b) valores imaginarios; e (c) valores absolutos
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4.2 ESTIMACAO DAS MATRIZES DE CANAL G.FAST

Em um sistema em funcionamento as matrizes de canal G.fast serdo compostas por
elementos obtidos pela medicdo de parametros de linha e pelos erros obtidos na transmissédo
de sequéncias de teste piloto, em similaridade com a tecnologia anterior, 0 VDSL2.

Parametros de teste sdo requisitados pela entidade ME, vide Fig. 3.7, na inicializacéo
das linhas, periodicamente para identificar problemas com os loops de cobre e também para
verificar a margem de desempenho do sistema em operacdo, ou ap0s um reparo. Entre os
principais pardmetros de teste esté a funcéo caracteristica do canal H(f) por subportadora.

Seria util que medicdes de parametros como H(f) fossem executadas frequentemente
durante a operacdo normal. Entretanto esse procedimento repetido para cada linha e cada
subportadora, tem um alto custo computacional para os transceptores, e para diminui-lo a Rec.
993.2 [16] sugere que as informac6es completas de H(f) obtidas durante a inicializacdo sejam
associadas com medidas de SNR(f) da inicializacdo e da operagdo normal. Desta forma as
linhas sdo monitoradas e H(f) é medida apenas eventualmente.

Os elementos de FEXT de H(f) sdo estimados pelo VCE por meio dos erros reportados
pelos transceptores VTU-R durante a transmisséo de sequéncias piloto de teste.

A funcdo caracteristica H em uma frequéncia f, H(f), € uma quantidade relacionada
aos valores de impedancia da fonte do transmissor e da carga no receptor. Uma definicéo
simplificada foi adotada pela Rec. G.993.2 [16], que considera ambas as impedancias da carga
e da fonte resistivas, e iguais a R,. A funcdo caracteristica de canal H(f) é associada com uma
rede de porta dupla, normalizada para um valor de R, sendo definida como de valores
complexos iguais as taxas de U,/ U, - vide Figs. 4.5 e 4.6.

Rn
' '
— W\ O 9,
T U1 Rn
I )
/ v
Figura4.5 Tensdo aplicada a carga Ry,
R
" = ™
_/ _/
R
Rede de porta dupla . U2 n
Y Y
_J

Figura 4.6 Tenséo aplicada a carga R, com a insercdo de uma rede de porta dupla
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As medicdes de U; e U, e, portanto, da funcdo caracteristica de canal s&o o resultado
em cascata de 3 funcdes:

- a funcéo caracteristica do filtro de transmissao;
- a funcdo caracteristica do canal; e
- a funcéo caracteristica do filtro de recepcao.

Espera-se que a funcdo H(f) ndo seja dependente das caracteristicas dos filtros de
recepcdo de diferentes fabricantes, entdo as medidas sdo corrigidas quanto ao ganho e
caracteristicas dos receptores.

S&o definidos pela Rec. G.993-2 [16] dois formatos para representar a matriz de
caracteristica do canal: a matriz Hlin(f), composta por valores complexos em escala linear e
Hlog(f), composta por valores em escala logaritmica de base 10. Hlin(f) e Hlog(f) sdo medidos
separadamente devido precisarem de correcGes diferentes relacionadas as caracteristicas dos
receptores e filtros. As medicdes sdo realizadas por um periodo superior a 1 segundo, e com
pelo menos 256 simbolos DMT de teste.

A funcdo caracteristica do canal é representada no formato (Hlin, Hlog). Assim como
os parametros de SNR e QLN, a funcdo (Hlin, Hlog) pode ser definida por grupo de
subportadoras, para reduzir a quantidade de medi¢des, a quantidade de memoria de
armazenamento e 0 numero de transmissGes desses valores, ao inveés de tomar esses
parametros em todas as frequéncias subportadoras. O nimero de subportadoras G de um

grupo é definido por (4.1), e pode assumir os valores 1, 2, 4 ou 8.
G = pow2(0,512) 4.2)

Em (4.1) © é o maior indice de subportadoras de frequéncia suportado pelo
transmissor, e a fungdo pow2(x) indica o valor mais proximo da poténcia de 2 maior ou igual
ax.

A funcdo caracteristica Hlin(f) é assim definida como:

fator. (a(k) + jb(k))
215

Hlin(k G Af) = (4.2)

Em (4.2):
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— kéoindice do grupo de subportadoras entre 0 e 511;

— Af éalargura de banda do subcanal;

— fator é um fator de escala representado como um nimero inteiro de 16 bits sem sinal, e
escolhido de forma que o valor maximo de |a(k)| ou |b(k)| em qualquer k seja 2151,
para maximizar a acuracia;

— a(k) e b(k) representam um nimero complexo normalizado, e sdo representados cada

um deles por nimeros de 16 bits com sinal e em complemento de 2.

A representacdo de Hlin possibilita uma granularidade de 27*° e uma excurséo de cerca
de 96 dB, de +6dB a -90dB. Valores acima de 0dB, ou seja que indicariam ganhos ao invés de
perdas, sdo permitidos porque podem ser encontrados como resultado de variagdes no fabrico
de receptores e de filtros.

Hlog é definido em [16] como:
Hlog(k GAf) = 6 —m(k) /10 (4.3)

Em (4.3), m(k) é um nimero inteiro de 10 bits sem sinal e k é o indice do grupo de
subportadoras, entre 0 e 511.

A granularidade de Hlog é de 0.1 dB e a excursdo dindmica é de cerca de 102 dB, de
+6 dB a -96 dB.

4.3 REQUISITOS DE TEMPO DE INVERSAO E ACURACIA

O procedimento de inicializacdo de cada linha de usuario por meio de um par de
transceptores VTU-O e VTU-R inclui entre outras funcdes a identificacdo do canal e a troca
de informacdes de parametros de transmisséo, tais como de bit loading e de tabelas de ganho
de canais.

A linha de tempo ilustrada na Fig. 4.7 conforme [16] apresenta uma visdo geral do
procedimento de inicializagdo, composto por 4 fases: Handshake, Identificacdo do canal,

Treinamento e Analise do canal.
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. Inicializagdo

IDENTIFICACAO ANALISE
VTU-O HANDSHAKE DO CANAL | TREINAMENTO DO CANAL
=
VTU-R IDENTIFICACAO ANALISE
HANDSHAKE DO CANAL | TREINAMENTO DO CANAL

Figura4.7 Visao geral do procedimento de inicializacéo

Os procedimentos recomendados para estabelecimento de comunicagdo inicial —
handshake — entre os transceptores DSL sdo descritos na Rec. ITU-T G.994-1 [17]. Essa
recomendacéo define os sinais, mensagens e procedimentos iniciais para o estabelecimento de
comunicagdo automatica entre os equipamentos de DSL.

Durante a fase de Andlise do canal (Channel analysis and exchange), os transceptores
fazem medicdes das caracteristicas do canal e trocam informacdes dos parametros que serdo
utilizados durante a operacdo normal do sistema - showtime.

Um periodo de tempo méximo é definido para cada fase para evitar a suspensdo do
procedimento de inicializacdo. Desta forma, a demora superior ao tempo definido como time-
out ou a inabilidade para completar alguma atividade resultara na interrupcdo do processo de
ativacdo. O procedimento de inicializacdo é entdo interrompido imediatamente apds qualquer
dos seguintes eventos:

e Time-out de qualquer fase;

e Perda ou atividade imcompleta durante alguma fase;

¢ Violacdo do protocolo de inicializa¢do durante qualquer fase;
e Deteccdo de mais de 250 ms de silencio ndo esperado.

Em todas as fases um contador de time-out deve ser iniciado quando o VTU entra em
uma fase. Apds completada uma fase, esse contador é reiniciado.

Para a identificagdo da matriz do canal, durante a fase de identificagdo do canal
(channel discovery) o tempo de espera maximo (time-out) é definido como igual a 10
segundos.

As Rec. ITU-T G.993.5 [12] e G.997.1 [18] definem parametros de configuracdo e
parametros de teste que devem ser disponibilizados. A seguir sdo descritos 0s parametros

mais relevantes para o presente trabalho.
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4.3.1 Coeficientes de acoplamento FEXT em downstream

O ganho de insercdo de FEXT resultante da transmissao de uma linha L2 em uma
linha L1 em downstream, na frequéncia f, é indicado como FEXT _IG_DS y.»(f), e € igual a
tensdo FEXT recebida em uma carga de 100 ohm na linha L1 dividida pela tensdo transmitida
para uma carga também de 100 ohm na linha L2.

Se a tensdo transmitida na linha L2 em uma carga de 100 ohms ¢
V_REFERENCE_O(f) e a tensdo FEXT recebida na linha L1, enquanto ambas as terminagdes
tém uma carga de 100 ohms é V_FEXT_R(f) — vide Fig. 4.4, entdo o ganho de insercdo de
FEXT em downstream resultante da linha L2 na linha L1 em escala linear é dado pela

equacéo abaixo:
FEXT_IG_DS,112(f) = V_FEXT_R(f) / V_REFERENCE_O(f) (4.4)

O coeficiente de acoplamento de FEXT downstream da linha L2 na linha L1, na
frequéncia f é definido como o valor de FEXT_IG_DS, 3. »(f) dividido pelo ganho de insergédo

do canal direto de L1, ou seja a funcdo caracteristica de canal H da linha L1:
XIindsLng(f) = FEXT_'G_DSLle(f) / H|_1(f) (45)

O coeficiente de acoplamento de FEXT downstream pode também ser representado
em termos do canal direto V_DIRECT_R(f) recebido na linha L1, e da tensdo de FEXT

recebida pela linha L1:
Xlinds 112(f) = V_FEXT_R(f) / V_DIRECT_R(f) (4.6)

A Fig. 4.9 ilustra que V_DIRECT _R(f) € a tensdo recebida em uma carga de 100 ohm
em uma linha L1 quando um transmissor com uma tensdo de transmissdo igual a
V_REFERENCE_O(f) é mantido em um estado de transmissdo e conectado a mesma linha.
Pela Fig. 4.8, V_FEXT_R(f) é a tensdo recebida na linha L1 quando esta linha é terminada
com uma carga de 100 ohm em ambos os lados e o transmissor com uma mesma tensdo de

transmissao é conectado a linha L2.
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100 ohms 1 V_FEXT_R T 100 ohms

R_s
— VW
V_s T
@ V_REFERENCE_O L2 100 ohms

Figura4.8 Definicdo de Xlin em downstream — tensdo FEXT do canal.

Quando requisitado pelo ME os coeficientes de acoplamento de FEXT
Xlinpsdsik(n.Af) de uma faixa de frequéncias n.Af sdo reportados. Xlinpsdsik(n.Af) €
representado em formato linear por um fator de escala e um namero complexo normalizado
a(n) + j.b(n),a partir de valores de Xlinds, onde n é o indice da subportadora. O fator de escala
Xlinscds deve ser codificado como um ndmero inteiro sem sinal de 16 bits. Os nimeros a(n) e
b(n) devem ser codificados como inteiros com sinal de 16 bits e em complemento de 2.

O valor de Xlinpsds (n.Af) é definido como:
Xlinpsds (n.Af) = (Xlinscds / 2%°) . (a(n) + j. b(n)) / 2" (4.7)

O fator de escala Xlinscds é escolhido de forma que o valor maximo de
max(|a(n)|,|o(n)|) em todos os valores de n seja igual a 2°-1.

R_s
— VW
Vs @ l V_REFERENCE_OD L1 V_DIRECT_R l 100 ohms

100 ohms 100 ohms
L2

Figura4.9 Definicdo de Xlin em downstream — tensdo direta do canal.

O formato dos dados possibilita uma granularidade de 2*° e uma excursdo de
aproximadamente 6 dB a -90 dB.
A magnitude de Xlinpsds;k(n.Af) em dB € Xlogpsds; (n.Af):
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Xlogpsds; k(n.Af) = 20 logio( | Xlinpsds; k(n.Af) |) (4.8)

Os requisitos de acurécia de Xlinpsds s&o formulados em termos da magnitude

somente, ou seja de Xlogpsds.

4.3.2 Coeficientes de acoplamento FEXT em upstream

O ganho de insercdo de FEXT de uma linha L2 em uma linha L1 em upstream, na
frequéncia f, chamado de FEXT _IG_US;.»(f), € definido como o valor da tensdo FEXT
recebida em uma carga de 100 ohm em uma linha L; dividido pela tensdo de transmisséo para
uma carga de 100 ohm da linha L2. Se a tens&o de transmisséo na linha L2 em uma carga de
100 ohm é chamada de V_REFERENCE_R(f) e a tensdo FEXT recebida na linha L1 ¢
V_FEXT_O(f), enquanto ambas as terminacGes tem cargas de 100 ohms como mostra a Fig.
4.10, entdo o ganho de inser¢do de FEXT em upstream da linha L2 na linha L1 em escala

linear é dado pela seguinte equac&o:
FEXT_IG_US,112(f) = V_FEXT_O(f) / V_REFERENCE_R(f) (4.9)

O coeficiente de acoplamento FEXT em upstream da linha L2 na linha L1, em uma
frequéncia f é definido como a taxa de inser¢do de ganho FEXT da linha L2 na linha L1 pelo
ganho de canal direto da linha L2, ou seja a funcdo caracteristica H para a linha L2):

XIinusLle(f) = FEXT_'G_USLle(f) / th(f) (410)

O coeficiente de acoplamento FEXT de upstream pode também ser representado em
termos do canal direto, V_DIRECT_O(f) recebido da linha L2 e da tensdo FEXT recebida na
linha L1:

Xlinus,12(f) = V_FEXT_O(f) / V_DIRECT_O(f) (4.11)

Conforme ilustrado na Fig. 4.11, V_DIRECT _O(f) € a tensdo recebida em uma carga
de 100 ohms na linha L2, quando o transmissor com uma tensdo de transmissdo igual a
V_REFERENCE_R(f) € mantida em seu estado de transmisséo e conectado a mesma linha.
Como mostrado na Fig. 4.6, V_FEXT_O(f) é a tensdo recebida na linha L1 quando esta linha &
terminada com carga de 100 ohms em ambos os lados e o transmissor com a mesma tenséo de

transmissao é conectado a linha L2.
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100 ohms $ “l‘ V_FEXT_O L1 100 ohms

R_s
MV +

100 ohms L2 V_REFERENCE_R l -

Figura 4.10 Definicdo de Xlin em upstream — tenséo de FEXT do canal.

100 ohms 100 ohms
L1

R_s
AMA—,
100 ohms I V_DIRECT_O L2 V_REFERENCE_R l Vs

Figura4.11 Definicdo de Xlin em upstream — tenséo direta do canal

Quando requisitado pelo ME os coeficientes de acoplamento de FEXT
Xlinpsusix(.Af) de uma faixa de frequéncias n.Af sdo reportados. Xlinpsusix(n.Af) €
representado em formato linear por um fator de escala e um nimero complexo normalizado
a(n) + j.b(n), a partir de valores de Xlinus, onde n ¢é o indice da subportadora. O fator de
escala Xlinscus deve ser codificado como um numero inteiro sem sinal de 16 bits. Os numeros
a(n) e b(n) devem ser codificados como inteiros com sinal de 16 bits e em complemento de 2.

O valor de Xlinpsus(n.Af) é definido como:
Xlinpsus (n.Af) = (Xlinscus | 2°) x (a(n) + j.b(n)) / 2®° (4.12)

O formato dos dados possibilita uma granularidade de 2*° e uma excursdo de
aproximadamente 6 dB a -90 dB.
A magnitude de Xlinpsus; x(n.Af) em dB é Xlogpsusi k(.Af)

Xlogpsusi k(n.Af) = 20 logio (| Xlinpsusjk (n.Af) | ) (4.13)

Os requisitos de acuracia de Xlinpsus sdo formulados em termos da magnitude

somente, ou seja de Xlogpsus.
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5 METODO DE INYERSAO MATRICIAL PROPOSTO GSGR APLICADO EM
PRE-CODIFICAGCAO DE SISTEMAS XDSL G.FAST

O método de inversdo matricial proposto neste trabalho € um método direto baseado
na eliminagdo de Gauss e na decomposi¢éo QR.

Estimadores baseados em decomposicdo QR podem ser usados para resolver sistemas
lineares quadrados como os considerados no estudo de caso deste trabalho. Mas
considerando-se o nimero de operagdes em ponto flutuante, 0 método de eliminagdo de Gauss
(LU) é o método mais econémico. Entretanto, se considerada a quantidade de memoria
necessaria e de dados com informacbes de vetores (overheads), QR é comparavel em
eficiéncia [1].

Outro aspecto a ser considerado € que o método de Gauss tem um fator de crescimento
significativo, especialmente em matrizes com grandes dimensdes [1], isto é, a cada ciclo, as
operacdes com divisdes por componentes de pequeno valor vao resultando em componentes
maiores, aumentando a chance de erros de overflow.

Para tentar minimizar os erros de processamento na inversdo de matrizes G.fast com
dimens&o igual a 64 no minimo, o0 método GSGR foi desenvolvido a partir dos métodos de
GR (Givens Rotations) e SGR (Squared Givens Rotations), incluindo-se um processamento
em bloco com Complemento de Schur, e modificando-o até quase aproxima-lo pelo método

de Gauss, como descrito nas proximas secdes.

5.1 DECOMPOSICAO QR COM METODO DE GIVENS ROTATIONS (GR)

O meétodo classico de Givens Rotations (GR) [19] consiste em uma transformacao

ortogonal de rotacdo unitaria em um plano, podendo ser representado por uma matriz da

forma:
1 0 0 0
0 : 0
0 cee c S e 0
G(i,k,0)=| : 0 : =~ i 0 : (5.1)
0 —S e C - 0
0 0
0 o - 0 1
onde:
c=cos0;

s=senaé;
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6 é o angulo de rotacdo em radianos;

I e ksdo as linhas ndo nulas e representam um plano de coordenadas.

A multiplicagdo de G' por um vetor x ou matriz A resulta em uma rotagdo de 6
radianos no plano (i, k), no sentido anti-horario. Como apenas as linhas i e k sdo alteradas

pode-se escrever.

y = G(ik 0)'x (5.2)
[ s l=l01=]5] 53)
Y, = CXj — S Xg (5.4)
Y = SX+exg (5.5)
y,=x paraj# ik (5.6)

Para obter y, = 0 seleciona-se:

Xi
c = —
q
s = Xk
q
q= | x?+ x2 (5.7)

Para descrever o caso de rotacdo das linhas r e a de uma matriz considere-se a matriz
An x n parcialmente reduzida, com uma linha a= (0, ..., 0, ay, ..., a,) cujo elemento a; + 0
deva ser anulado na proxima rotacdo — de forma a obter a triangularizacdo, e outra linha
r=(0,..,0,r, .., 1) Jd com o0 nimero desejado de zeros. Tem-se as seguintes equacdes para

as novas linhas r e a com um zero na k-ésima posicdo de a:
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X X X X
I[O X X ]
_r: 100 Ty 7
Amxn_ a: O 0 ak a:ll | (58)
0 0 X X |
0 O X X J
c S ri_ r o _ oA
[-s C][a]_[ﬁ]’ T 8T (5.9)
qg= | ri+ a? (5.10)
3 =% (5.11)
q — Mkl *fka (5.12)

q

Para completar o processo de triangularizacdo da matriz A sdo necessarias tantas
rotacdes — multiplicacdes G'A — quantas forem os elementos da matriz a serem anulados.

Ent&o para t rotagdes:

G ...G; G| A=R (5.13)
(GG, ...G)"TA=R (5.14)
Q'A=R, com Q' =Q"! (5.15)

Como se tratam de transformacdes ortogonais a matriz Q" é unitéria, logo a expressio

acimaequivalea A = QR.

52 DECOMPOSICAO QR COM SQUARED GIVENS ROTATIONS (SGR)

Em aperfeicoamento do método de GR, o método de decomposi¢do SGR [4] permite
obter a triangularizagdo de uma matriz A com um menor numero de operacdes de
multiplicacOes e sem operacdes de raiz quadrada.

No método SGR representa-se a matriz Amxn, de posto’ n, como:

! Ver Apéndice para definicBes basicas de Algebra linear
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sequir.
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A=Q, Dy U (5.16)

Q, =QDyg (5.17)
€ uma matriz cujas colunas sd@o uma base ortogonal de A;

U=DiR (5.18)
é a mesma matriz triangular superior obtida pelo método Gaussiano em A =L U;

Dy = diag(R) (5.19)

Dy = diag(U) = Dj (5.20)

As decomposicdes QR em (2.18) e (5.16) séo equivalentes, conforme demonstrado a

Substituindo-se R = Di{1 U apartir de (5.18),em A = QR, obtém-se:
A=QDRU (5.21)
A = (DR Q'l) 1y (5.22)

Substituindo Q™ = Dy Q;, a partir de (5.17):

A = (DR Dy Qz) 1y (5.23)
Usando (5.20) obtém-se:

A= (DU Q;;) 1y (5.24)

A=Q, D U (5.25)

O SGR pode ser entendido como uma translagdo do espaco vetorial definido pelos

vetores re a em (5.11) e (5.12) para um espaco vetorial definido por outros vetores ue v,

conforme descrito a sequir.
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Para apresentar as equagOes de aplicacdo do método SGR considere-se as equacbes de
GR de (5.10) a 5.12). A expressao para o k-ésimo elemento da linha r de uma matriz A é:

Iy retag a
ﬁ(z%:q (5.26)

Assim pode-se reescrever (5.11) como:

Y =rpr+aga (5.27)
Supondo-se r;, # 0 define-se a linha u e sua atualizagdo u como:

u =ryr, U =T (5.28)
Reescreve-se (5.11) novamente como:

u=utagga (5.29)
A linha a € reescrita em funcdo de um nimero escalar w > 0 e de uma linha v:

a=w/zy (5.30)

Entdo reescrevendo-se (3.12) obtém-se:

= w2/ %) (V- (e ) 1) (5.31)

|

E obtém-se que:

72 (5.32)

=]
Il
=
~
>
-
b

V=V — (Vk /l"k) r (533)
Finalmente, reescrevendo as equacdes apenas em funcédo de u, v e w, obtém-se:

i=ut+twyv (5.34)
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<
Il

v — (E> u (5.35)

— (5.36)

=
I

S
|

Assim em cada operacdo de rotacdo, as equacfes do SGR efetuam uma translacéo das
linhas r e a da matriz A para os espagos U e V, resultando em um novo valor de w, indicado

por w, e pelas novas linhas u e v.

5.2.1 Ocorréncia de elementos nulos durante o processo

As equacoes (5.34) a (5.36) foram desenvolvidas com a premissa de que o elemento
em u é diferente de zero. Mas para definir completamente o processo de triangularizacéo é
preciso solucionar o caso de a matriz a ser processada possuir zeros em Uy, OU Ocorrerem
zeros nessas posicdes durante rotagOes anteriores, devido a existéncia de pares de elementos

lateralmente iguais, conforme ilustrado a seguir:

coluna k

|

s
S T'Q
>S9

Rotagdo para obter v, = 0

<

=
© og
X o9

Rotagdo para obter vy, =0
ndo é possivel por (5.35)
porqueu;,1 =0

’

Figura5.1 Ocorréncia de zeros indesejados na matriz a ser triangularizada.

Para permitir que o processo de triangularizagdo continue mesmo com ui igual a zero
foi proposta em [4] a seguinte solucédo pivotal:

seu, =0e 1y # 0entdo
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ua=w v,t v (5.37)
v = um valor arbitrario (5.38)
w=0 (5.39)

Em [20] a solucéo proposta incluiu uma nova solugdo para v, # 0 e também a situacéo
em que vg = 0:

seu, = 0e v, # 0entdo

i=wyv (5.40)
v=—u (5.41)
w=w (5.42)

u=wyv (5.43)
v=-—1u (5.44)
w=w (5.45)

5.3 INVERSAO DA MATRIZ TRIANGULAR OBTIDA COM SGR

Apo0s sucessivas operagdes rotacionais com SGR sobre a matriz A para anular cada

elemento axj, comk = { n,n-/,..., j+1} ej={1,.., n-1} obtem-se a matriz triangular

superior U de A = Q, Di} U (5.16). A Fig. 5.2 ilustra um exemplo para uma matriz quadrada

de dimenséo n igual a 3.

SGR para obterU

j= {11"0"'1} = {112}
k={n,...,j+1}={3,..,j+1}

= azq, Ay € az; sao anulados

A= 0 Uy Uys

0 0 us;3

az1 Qzz dz3; U=

azq dzz 0433

ai; Qg2 a13]

Up Upp u13]

Figura5.2 llustracdo da aplicacdo do método SGR em uma matriz Asys para obtencdo de
uma matriz triangular superior U.
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Obtém-se a matriz inversa A™*calculando-se a inversa de (5.16) por meio do produto

do inverso de seus dois termos, tal que:

Al = U—l(QAD‘[})_1 (5.46)

A matriz inversa de U pode ser calculada por um método classico de retrosubstituicéo,

utilizando-se as seguintes equacoes:

(_(s
- Ewikukj /i) i<j

-1 _ _
U =W, = { k=1 o (5.47)
| 1/uj;, i=j
L o, P>

Para calcular o termo (Q ADi})‘lde (5.46), pode-se escrever a partir de (5.16) que:

U=(Q,Dy)"'A (5.48)
M = (Q,Dy)’! (5.49)
U=MA (5.50)

Considera-se M como uma matriz de transformacdo que multiplica A para obter-se U.
Assim, enguanto se rotaciona A sucessivamente para obter U, pode-se rotacionar uma matriz

identidade | pelos mesmos valores tal que:

M=MI (5.51)

QD) =(Q, D" I (5.52)

5.4 CALCULO MATRICIAL EM BLOCO - COMPLEMENTO DE SCHUR

A complexidade da operacao de inversdo pode ainda ser reduzida usando-se 0 método
de Complemento de Schur, de inversdo matricial em bloco. Comumente usam-se algoritmos
em bloco para obter um uso mais eficiente da memdria dos processadores. Neste caso propde-

se 0 uso também para reduzir a dimensdo da matriz a ser invertida, e assim reduzir os erros
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cumulativos nos célculos, especialmente as divisbes que sdo realizadas por métodos
aproximados em plataformas embarcadas, como o0 método de Ralp Nelson.

O método de complemento de Schur consiste em dividir uma matriz em submatrizes
para um processo de inversao mais eficiente. Para uma matriz A, m x n, dividida em 4
submatrizes Pmxm, Qmxn» Rnxm € Sn x n, @ iInversa de A pode ser calculada pelas seguintes
equacOes [21]:

A [R S (5.53)

X=P'+ PIQY'RP! (5.54)

Y=S-RP'Q (5.55)
pl -1

Al= X PQY (5.56)

YR P! y!

A Ultima equacdo acima € a férmula de inversdo de Banachiewicz, e a submatriz Y é
chamada de complemento de Schur da matriz A com respeito a P, e S precisa ser ndo singular
[22].

Para um melhor balanceamento da carga de processamento entre os 4 nlcleos do DSP
utilizado, escolheu-se lidar com uma dimenséo de bloco das submatrizes igual a n/2. Desta
forma, com a utilizacdo do Complemento de Schur foi necesséario inverter apenas 2

submatrizes com metade da dimenséo da matriz original.

5.5 MELHORAMENTOS PROPOSTOS

De forma a reduzir a complexidade de inversdo e obter mais rapidez sem perdas
expressivas em acuracia, o valor escalar w foi reduzido gradualmente em (5.34): a =
u-+wv, v, até o limite de zero. Assim modificou-se 0 método SGR para executar somente
rotacbes no vetor v, enquanto foram mantidas todas as demais operacfes do SGR, e assim
obteve-se um método que agrega 0 SGR e 0 método de eliminagdo de Gauss, um método
Gauss SGR (GSGRY):
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i=u (5.41)

V=V — (Z—’;) u (5.42)

De acordo com [4], SGR reduz o nimero de multiplicacbes do método classico GR
para a metade, enquanto 0 GSGR proposto reduz novamente esse nimero a metade,
resultando em apenas uma multiplicagdo a cada operagdo de rotacdo para anular o k-ésimo
elemento da matriz.

Desta forma, juntou-se a estabilidade numeérica caracteristica do método QR [2] com o
menor nimero de operagdes da eliminacdo de Gauss, sem a necessidade do uso de pivos e
sem restricGes quando o valor de uy = 0.

Para o caso de ocorréncia de ux = 0, propde-se ainda uma solucdo diferente do SGR [4]
e do MSGR [20], fazendo:

u=u (5.43)

<l
I

—u, seu=0 (5.44)

No cap. 6 mostra-se a partir do resultado de simula¢bes computacionais que as
modificagdes propostas permitem calcular a inversa de matrizes com uma acurécia
comparavel aos demais métodos, obtendo-se como resultado desvios tdo pequenos quanto
10™**, mas com a vantagem de precisar de um nimero menor de operacdes quando comparado

a outros métodos diretos como o de Gauss (LU), 0 SGR e 0 MSGR.
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6 RESULTADOS DA APLICACAO DO METODO DE INVERSAO MATRICIAL
GSGR A MATRIZES G.FAST

Para andlise de desempenho e acurécia foram realizadas simula¢es com a plataforma
de software MATLAB e também com uma plataforma DSP da Texas Instruments (T1) com
um chip SoC TMS320C6670. Este chip é projetado para calculos com alto desempenho e para
sistemas embarcados de propdsito geral, com seus 4 nucleos de 1,2-GHz C66x e suporte para
operagOes aritméticas de ponto fixo e ponto flutuante [23].

Para as simulacOes realizadas no DSP, foram desenvolvidos algoritmos para os
métodos LU, MSGR e GSGR, em linguagem C, na plataforma de software Tl Code
Composer Studio (CCS)

Os elementos das matrizes foram representados por nimeros complexos em ponto
flutuante com precisao simples, com resolucéo de 32 bits para a parte real e mais 32 bits para
a parte imaginaria, em conformidade com o formato IEEE 754 e com o recomendado pela
Rec 993.5 [13] sobre vectoring — vide se¢éo 4.3.

A comparacdo do desempenho de algoritmos é sempre uma tarefa dificil. Assim,
especial atencdo foi tomada para execugdo do algoritmo GSGR proposto e dos demais
algoritmos para comparacdo objetiva em condi¢bes equivalentes. Para comparacdo de
desempenho desses algoritmos foram calculados os nimeros de operacGes tedricas de ponto
flutuante (flops) para cada um e o tempo para a execucdo de uma operacdo de inversdo

completa de conjuntos de teste de matrizes.

6.1 RESULTADOS DOS TESTES DE DESEMPENHO

A Tab. 6.1 indica as equacdes polinomiais aproximadas para 0 nimero de operagoes
necessarias para completar uma inversdo, tendo sido gerada por meio da execucdo dos

algoritmos para valores da dimensao n desde 4 até 64.

Tabela 6.1 Comparacdo de complexidade dos algoritmos testados com relacdo ao nimero de
operacgdes em funcéo da dimenséo n da matriz

Algoritmo Numero de Adicdes NUmero de Multiplicages NUmero de Divis6es
LU 2,170 = 2,5n* — 0,33n 2,5n% — 1,517 0,831+ 2,17n — 1
MSGR 3 — 2,577 — 0,5n 3,330 —n? +0,33n — 1 0,33 + 1,67n — 1

GSGR 1,0873 — 0,751% — 1,83n 1,171 + 0,572 — 1,67n 0,0873 — 0,257 + 2,17n — 2
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A Tab. 6.2 apresenta 0 niUmero de operacgdes para o0 caso de uma matriz de dimensdo n

igual a 4.

Tabela 6.2 Comparacao de complexidade dos algoritmos testados com relagdo ao numero de
operacdes para uma matriz de dimenséo n = 4

Algoritmo Namero de Adigoes NUmero de MultiplicagGes NUmero de Divisdes
LU 100 136 61
MSGR 150 195 27
GSGR 50 76 12

A Fig. 6.1 apresenta graficos comparativos do nimero de operacGes de adicdes,

multiplicac@es e divisdes dos algoritmos LU, MSGR e GSGR.

x10
9
8 Mm
X LU P
O MSGR ’/\\‘\J
"] ® GsGR -

o/
)

ntmero de adi¢des

dimensao n da matriz

(@)
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nimero de multiplicacdes
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Figura6.1 Comparacdes do numero de operacgdes de adigcdo (a), multiplicacao (b) e diviséo
(c) necessario para inverter uma matriz de dimensdo n, usando os algoritmos

LU, MSGR e GSGR.
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O numero tedrico de flops foi calculado como uma soma ponderada do nimero de
adicOes, multiplicagdes e divisdes, com diferentes pesos. Estes pesos foram escolhidos
proporcionalmente ao nimero de ciclos necessarios para o chip TMS320C6670 executar cada

operacdo matematica [24], assumindo-se sempre o calculo com ndmeros complexos,

conforme a Tab. 6.3 abaixo:

Tabela 6.3 Pesos usados para o célculo teérico do nimero de opera¢des em ponto flutuante -
flops para uma operagéo de inversao

Operacao Peso
Adicéo 1
Multiplicacéo 2
Diviséo 10

A Fig. 6.2 mostra o grafico comparativo do total de flops para matrizes de dimensédo n
desde 4 até 64.

5

x10
3.5
X
3
X LU <
O  MSGR J <
25+ ® GSGR < O
O
x|
X N
[%2] X f\\‘ g
g 2 O
= X O
] )
© X_x C¥’
< X O
5 15 <O
— e ()~

a 10 20 30 40 50 60 64
dimenséao n da matriz

Figura6.2 Comparacdo do numero total de operagdes de ponto flutuante tedricas — flops
necessario para inverter uma matriz de dimenséo n, usando os algoritmos LU,

MSGR e GSGR.
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A Tab. 6.4 apresenta 0s numeros de operacfes por tipo de operacdo e o total
ponderado de flops para execu¢do de uma inversao completa com cada algoritmo, utilizando-

se um conjunto de matrizes de teste de dimenséo n = 64.

Tabela 6.4 Total ponderado de operagdes - flops dos algoritmos de inversao testados

NUmero de Operagdes com matrizes de 64x64

Algoritmo Total ponderado de operagdes - flops
Adicgdes Multiplicacbes Divisbes

LU 557.760 649.216 218.5901 310.930,9

MSGR 776.160 869.695 87.487 260.801,5

GSGR 280.582 307.994 20.740 84.920,6

Na Tab. 6.5 sdo comparados os totais de flops para a inversdo de 4096 matrizes de
dimensdo 64x64 e os percentuais de reducdo do numero de operagGes quando o LU é
substituido pelo MSGR - redugdo para 84%, e pelo GSGR, reducdo para 27%. Quando

comparado com 0 MSGR, 0 GSGR reduz a quantidade de operagdes para apenas 33%.

Tabela 6.5 Comparacdo da reducdo de flops obtida pelo método GSGR quando aplicado para
inversdo de 4096 matrizes de 64x64

Percentual do total de flops de Percentual do total de flops
Total onderado  de LU obtido quando ele é de MSGR obtido quando
Algoritmo P substituido: ele é substituido:
operacdes - flops
LU=> MSGR =>
LU 310.930,9 100% 119%
MSGR 260.801,5 84% 100%
GSGR 84.920,6 27% 33%

O tempo de execucdo foi determinado como o tempo maximo em segundos para
inverter uma unica matriz dentre um conjunto de 20 matrizes complexas quadradas de

dimensdo 64 na plataforma DSP. Observa-se na Tab. 6.6 que o tempo de execugdo foi
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reduzido para 55% e 38%, quando individualmente comparado com os algoritmos MSGR e 0
LU respectivamente.

A Fig. 6.3 mostra os tempos de execucdo para inversdo matricial gastos por cada
algoritmo sendo executado na plataforma DSP, quando da inversdo do mesmo conjunto de
matrizes de teste quadradas de dimensdo 64. Foram observados periodos de tempo maximos
de 2,30 ms para 0 GSGR, 3,97 ms para 0 MSGR e 6,76 ms para o LU, conforme j& indicado
na Tab. 6.6.

Tabela 6.6 Tempo maximo de execucdo dos algoritmos de inversdo testados

Percentual do total de Percentual do total de
flops de LU obtido flops de MSGR obtido
Algoritmo Tempo maximo de quando ele é guando ele é
g execucdo (ms) substituido: substituido:
LU=> MSGR =>
LU 5,76 100% 145%
MSGR 3,97 69% 100%
GSGR 2,20 38% 55%
6E-03 *
:: fE:IT]'lI:IDTdE :I-I;VEf;ﬁD ) ) ) ) ) ) ) ) . . . . . . .
. T (s)
SE-03
1 ] 1T == IEG R e (5 BG E.
4E-03 1
3E-03
2E-03
1 indice da matriz
].E’—{}E T T T T T T T T T T T T 1

1 2 3 4 3 &6 7 8 9 10 11 12 15 14 13 16 17 18 19 20

Figura6.3 Periodos de tempo para inversao de 20 matrizes Agaxss €m uma plataforma DSP
executando os algoritmos LU, MSGR e GSGR.
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6.2 RESULTADOS DOS TESTES DE ACURACIA

Como mencionado no inicio do capitulo, a acuracia dos algoritmos foi avaliada usando
ambas

as plataformas, Matlab e DSP. Para as simulagdes em ponto flutuante em precisao
dupla no Matlab, os algoritmos LU, Modified Gram Schimidt - Gram Schimidt modificado
(MGS) [1], MSGR e GSGR foram diretamente comparados com a func¢éo inversa do Matlab,
que ja é uma implementacédo acurada e otimizada.

Como adotado em trabalhos prévios [20], utilizou-se a métrica D em (6.2) para avaliar
a acuracia dos algoritmos testados, baseada na propriedade bésica das matrizes inversas:

AAT=| (6.1)
D=|I-AX"| (6.2)

Em (6.1) e (6.2) | é a matriz identidade de mesma dimens&o da matriz de teste A, e A™!
¢ a matriz inversa calculada por um determinado algoritmo. A eq. (6.2) representa assim o
desvio D da matriz inversa calculado por um algoritmo daquele que seria o resultado correto
quando aplicado o calculo da matriz identidade.

Foram efetuadas operacOes de inversdo com cada um dos algoritmos testados,
utilizando-se conjuntos tanto de matrizes geradas aleatoriamente quanto obtidas de medicGes
reais. Em cada operacdo foi calculada uma matriz D por (6.2), e a partir dela foram calculados
o desvio médio, o desvio maximo e o desvio padrdo dentre todos os seus n? elementos.

Os conjuntos de teste utilizados foram de matrizes de nimeros complexos. Nos
conjuntos gerados as partes real e imaginaria dos elementos foram representadas a partir de
uma distribuicdo estatistica Gaussiana com média e desvio padrdo iguais a 0,5. Desta forma
ficaram similares aos valores dos coeficientes de matrizes G.fast reais, considerando-se que
no processo de estimacdo comum os valores de parametros das linhas sdo amostrados,
guantizados e normalizados.

ApoOs o processo de triangularizacdo, foram usados os métodos classicos de
substituicdo e retrossubstituicdo para obter a inversa no algoritmo para o método LU, e
somente retrossubstituicdo para os algoritmos correspondentes aos métodos MSGR e GSGR.

A Fig. 6.4 apresenta os resultados com relagdo a acuracia na execugdo da inverséo de
matrizes 100 x 100 realizadas no Matlab, geradas por distribuicdo Gaussiana. Os desvios

méaximos apresentados pelo algoritmo proposto GSGR foram maiores que os demais, mas
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ainda dentro de uma faixa pequena entre 1,48x10™ a 5,1x10™. Com relacfo a desvios
meédios, 0 GSGR apresentou valores menores que 0 MSGR em 82% das amostras, e menores
que o MGS em 96% das amostras. Deve ser notado na Fig. 6.4 que as matrizes foram
ordenadas de acordo com os desvios crescentes, apenas para melhor visualizacdo dos

resultados.
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Figura6.4 Desvios maximo e médio de | | - A.A

LU e da fungéo inversa do Matlab, resultantes da inversdo de 100 matrizes de

100x100.
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A Fig. 6.5 apresenta os resultados de acuracia na inversdo de 20 matrizes 64 x 64
realizadas no DSP, também geradas por distribuicdo Gaussiana. Deve ser notado que
novamente os resultados foram ordenados. Foi observado que os desvios maximos estdo
dentro da faixa de 4,93 x 10° a 1,46 x 10° para 0 GSGR; 5,71 x 10®° a 7,7 x 10™ para o
MSGR; e 1,34 x 10 a 2,27 x 10™ para o LU. Assim, observou-se que 0 GSGR aumentou os
desvios maximos mas os manteve abaixo de 1,5 x 10 e préximos & dimenséo dos desvios do
MSGR.

f Yo svio maximo G5GR : «Desvio médio LU
1E02 — =l e svio maximo MEGR =§—=Desvio padréoc GEGR |
T ==g== e 5vio maximo LU —=@—Desvio padrao M5SGER
e svio meédio MEGR =—Desvio padraco LU
e e 5o medio G3GR ]'_

1E-03 +

indice da matriz

1 2 3 4 3 4 7 8§ ° 10 11 12 13 14 15 14 17 18 1% 20

Figura6.5 Desvios méaximo, médio e padrdo de | I — A.AA™? | na inversdo de 20 matrizes
Asaxes pelos algoritmos GSGR, LU e MSGR em um DSP TMS320C6670.

Para os testes com dados reais, o algoritmo proposto GSGR, os algoritmos MSGR, LU
e a funcdo inversa do Matlab foram aplicados a matrizes com dados de medi¢6es de canais.
As medigOes sdo de um cabeamento de cobre de 100 metros de comprimento, com 24 linhas
[25], e de um cabeamento de cobre de 30 metros e 10 linhas [26].

A Fig 6.6 apresenta a comparacgédo de acuracia do GSGR em precisdo simples e dupla
com a fungéo inversa do Matlab de preciséo dupla, indicando um aumento no desvio maximo

de 1,1 x10? em apenas uma amostra, para o cabeamento de 100 metros e 24 linhas.
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Figura6.6 Desvios maximo, médio e padrdo de | | — A.A™ | para o algoritmo GSGR e

funcédo inversa do Matlab usando preciséo simples (PS) e precisédo dupla (PD).
As matrizes A sdo matrizes de ganho de canal G.fast 24 x 24 obtidas de
medic0es realizadas nas frequéncias de 206,95 MHz a 211,91 MHz.

A Fig 6.7 apresenta a comparagdo dos desvios maximos do GSGR, do MSGR e do LU
em precisdo dupla, desde 0 até 211,91 MHz para o cabeamento de 100 metros e 24 linhas. O
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desempenho do GSGR foi similar a0 do MSGR, com desvios maximos de 2,026x10™2 e

1,657x10™*, respectivamente.
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Figura 6.7 Comparacdo de desvios maximos de | I — A.A™ | para os algoritmos GSGR,

MSGR e LU em precisédo dupla (PD). As matrizes A usadas nesta simulacdo séo
matrizes de ganho de canal de um cabeamento com 24 linhas, obtidas de
medicdes realizadas nas frequéncias desde 0 até 211,91 MHz.
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A Fig 6.8 apresenta a comparagdo dos desvios maximos do GSGR, do MSGR e do LU
em precisdo dupla, desde 0 até 211,91 MHz para o cabeamento de 30 metros e 10 linhas. O
desempenho do GSGR foi melhor que o do MSGR, com desvios maximos de 1,126x10™

2,026x10™2, respectivamente.
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Figura6.8 Comparacdo de desvios maximos de | I — A.A™ | para os algoritmos GSGR,
MSGR e LU em precisdo dupla (PD). As matrizes A usadas nesta simulacdo séo
matrizes de ganho de canal de um cabeamento de 30m e com 10 linhas, obtidas
de medicdes realizadas nas frequéncias desde 0 até 211,91 MHz.
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6.3 RESULTADOS DE TESTES DE FIGURAS DE MERITO

Para melhor caracterizar o desempenho do algoritmo proposto GSGR, quando
aplicado a G.fast ou a outro sistema de comunicacdo, foram calculados figuras de mérito
comumente relacionadas: a taxa sinal-ruido SNR, a distribuicdo de poténcia PSD e a taxa de
transmissdo de dados alcancavel em funcdo do cancelamento de crosstalk. Os resultados
foram comparados aos obtidos quando aplicada a funcdo de inversdo matricial (Inv) do
Matlab.

Foram utilizados os seguintes parametros na realiza¢ao das simulagdes:

Ruido de fundo: -150 dBm/Hz;

PSD méxima: -76 dBm/Hz;

Ganho de cddigo: 5 dB;

Margem da taxa sinal-ruido: 6 dB;

Shannon gap: 9.8dB;

Eficiéncia espectral maxima: 12 bps/Hz;

Eficiéncia espectral minima: 0.5 bps/Hz;

Framing overhead: 12%j;

Largura de banda de frequéncia entre subportadoras: 51,750 kHz;
Tom inicial: 45.

As matrizes de canais utilizadas nas simulacdes sdo de medigdes de canais reais,
conforme descrito a seguir [25-27].

Os resultados obtidos, conforme apresentado nas Figs. 6.9 a 6.13, indicam que a
acuracia do GSGR equivale a da fungdo Inv para esta aplicacdo em pré-codificacdo

especificamente.
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a) Matrizes de um cabeamento de 100 metros e 24 linhas [25]:
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frequéncia (MHz)

Taxas de sinal-ruido (SNR) obtidas com pré-codificacdo para cancelamento de
crosstalk, usando 0 GSGR e INV-Matlab. Dados de um cabeamento de 100
metros e 24 linhas.
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Figura 6.10 Densidade de poténcia (PSD) média entre linhas apds pré-codificacdo para
cancelamento de crosstalk, usando o GSGR e INV-Matlab. Dados de um
cabeamento de 100 metros e 24 linhas.
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b) Matrizes de um cabeamento de 30 metros e 10 linhas [26]:

80 T

—— INV
----- GSGR
, N\,
o
z
x 50
zZ p
n
T e A R SR B .
30 ;
20
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

frequéncia (MHz)

Figura6.11 Taxas de sinal-ruido (SNR) obtidas com pré-codificacdo para cancelamento de
crosstalk, usando o GSGR e INV-Matlab. Dados de um cabeamento de 30

metros e 10 linhas.
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Figura6.12 Densidade de poténcia (PSD) média das linhas ap6s pré-codificacdo para
cancelamento de crosstalk, usando o GSGR e INV-Matlab. Dados de um
cabeamento de 100 metros e 24 linhas.
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c) Matrizes de cabeamentos de 30, 100, 150, 200 e 250 metros e 8 linhas [26]:
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Figura 6.13 Taxa de transmissdo de dados das linhas apos pré-codificacdo para cancelamento
de crosstalk, usando o0 GSGR e INV-Matlab. Dados de um cabeamento de 30,
100, 150, 200 e 250 metros e 8 linhas.



71

7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho propds um método direto de inversdo matricial baseado em
decomposicdo QR e em rotacGes de Givens (GR), chamado de GSGR.

Comparados com os métodos diretos, os métodos iterativos de inversdo podem
precisar de menos recursos de armazenamento de memoria, podem ser eventualmente mais
rapidos e podem explorar melhor caracteristicas de estruturas dominantes das matrizes, como
esparsidade [3]. Em contrapartida os métodos diretos calculam uma solucdo exata apds um
namero fixo e pré-especificado de operagbes, sendo por isso mais apropriados para
processamento de tarefas em paralelo e implementacdo em hardwares embarcados,
normalmente com recursos computacionais reduzidos em comparacdo com plataformas de
hardware mais sofisticadas.

Os testes, executados em uma plataforma DSP com um chip SoC TI TMS320C6670,
de inversdo de matrizes complexas representadas em 32 bits mostraram que quando
comparado com um algoritmo de alta velocidade como o MSGR [18] e com um algoritmo de
alta acuracia como o LU [1], o novo método GSGR reduziu o nimero de operacfes em ponto
flutuante para 33% e 27%, e reduziu o tempo de execucdo para 55% e 38%, respectivamente,
com um desvio maximo do resultado ideal de 1,1x10 com operacdes em ponto flutuante e
precisdo simples.

Os testes executados com a plataforma de software Matlab e dados de medicdes de
canais reais mostraram que o uso do GSGR produz resultados com acuracia bastante proxima
as obtidas com funcdes de inversdo complexas e sofisticadas, quando usado para a aplicacédo
especifica de pré-codificacdo em Vectoring para sistemas XDSL, mas com a vantagem de
execucdo mais rapida.

Para futuros trabalhos pode-se observar que dentre as estratégias adotadas para o
desenvolvimento do padrdo G.fast estd a operacdo descontinua das linhas para reduzir o
consumo de poténcia, o que implicard no chaveamento das linhas entre estados normais de
operacdo e estados de baixo consumo de energia. Esse modo de operacdo descontinua
provocara a alteracdo ainda mais frequente das matrizes de canal. Dessa forma, para a
realizacdo da compensacdo de crosstalk - Vectoring - serdo necessarios arranjos e técnicas
inovadores para inversdo matricial, ainda mais rapidos e inteligentes, para calcular ou
aproximar a atualizacdo das matrizes pré-codificadoras. Uma possivel abordagem ao
problema poderia ser a aplicacdo do GSGR associado a0 método de Sherman-Morrison para

inversdo sucessiva de matrizes.
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A APENDICE: CONCEITOS BASICOS DE MATRIZES EM ALGEBRA LINEAR

Nesta secdo sdo indicados alguns conceitos basicos de algebra linear relacionados a
operacdes de inversdo com matrizes, tais como espacos Vvetoriais, bases, dimensdo,

independéncia, etc. Para uma abordagem matematica mais completa indica-se as referéncias

[1][3] e [4]

Al. ESPACOS VETORIAIS

Para definir um espago vetorial é necessario antes definir um corpo numérico. Um
corpo numeérico é um subconjunto K do conjunto de nimeros complexos C, fechado com
relacdo as operacdes elementares de soma, multiplicacdo e divisdo (com divisor diferente de
zero). Ou seja, ao efetuar-se essas operacGes elementares com elementos de K obtém-se
sempre elementos pertencentes a K.

Define-se entdo um espago vetorial como um conjunto ndo vazio V de elementos
vetores ou matrizes, sobre um corpo numérico K, com operagdes elementares de adicgéo,
multiplicacdo e divisdo fechadas com relacdo as combinacdes lineares. Assim, o resultado de
qualquer combinacdo linear de um conjunto de vetores ou matrizes pertencentes a um espaco

vetorial esta contido no proprio espago vetorial.

A.2 SUBESPACOS

Seja S um subconjunto ndo vazio de um espaco vetorial V sobre um corpo numérico K.
Se S é também um espaco vetorial sobre K, entdo S é chamado de subespaco vetorial de V.

Um conjunto ndo vazio de vetores {ay, ..., an} define um subespaco vetorial S se ele é
fechado com relacdo as combinacdes lineares de seus elementos. Assim refere-se ao conjunto

de todas as combinacdes lineares de um conjunto de vetores {aj, ..., a,} € R"™, como

span{ay, ..., a,}:

n
span{al,...,an}z{z aja;, Qj ER} (a.1)

j=1

As matrizes tém subespacos associados a elas. O subespaco coluna de uma matriz é o

subespaco abrangido pelo conjunto de todas as combinac6es lineares dos vetores colunas.
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A3. VETORES LINEARMENTE INDEPENDENTES

Um conjunto de vetores {ay, ..., a,} no espago vetorial finito R™, com n < m, é dito

linearmente independente se o somatorio de:

Z,--I ;=0 (a.2)

implica que todos os nimeros escalares «; sejam nulos. Se existe uma combinagdo néo trivial
dos vetores a; que também resulte em um somatorio nulo, entdo o conjunto de vetores € dito

linearmente dependente.
O subconjunto S; = {aj, ..., aik} € considerado linear maximamente independente de S
= {ay, ..., an} se S;j € linearmente independente e ndo esta contido propriamente em nenhum

outro subconjunto linearmente independente de S.

A4. BASES E DIMENSAO

Um subespaco vetorial pode ser representado por um conjunto finito de vetores
chamado de base.
Se S; € um subconjunto de vetores maximamente linearmente independente de um

conjunto S de vetores, entdo:
span S;=span S (@.3)

Portanto S; é uma base do span de S.
Para todo subespaco S contido em R™ é possivel encontrar subconjuntos S; de vetores

independentes tal que:
S =span {ai, ..., ik} (a.4)

Todos os subconjuntos bases para um subespago S tem o0 mesmo numero de

elementos, chamado de dimensao de S.

A5. SUBESPACOS FUNDAMENTAIS

O subespaco definido pelos vetores coluna de uma matriz A e o subespaco nulo sdo

importantes conceitos para analise das caracteristicas de uma matriz [30].
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O subespaco definido pelos vetores coluna {a;, ..., an} de uma matriz A, também
chamado de imagem ou extenséo, é definido por:

Col(A)={y€e R"|y = Ax, xe R"} (a.5)
O subespaco nulo de uma matriz A é definido por:

Nuc(A)={x € R*|Ax = 0} (a.6)

A6. POSTO DE UMA MATRIZ

O posto de uma matriz A é definido como o valor da dimensao do espaco vetorial de

imagem de A:
rank (A) = dim (ran (A)) (@.7)

A7. FATORACAO

Qualquer matriz A € R™*" pode ser representada por uma fatoracéo da forma:
A=X.YT (a.8)

onde X € R™** e Y € R"** tem colunas linearmente independentes.

A8. INVERSA DE UMA MATRIZ

Se A e X sdo matrizes em R"*" e satisfazem a equacdo A.X = |, onde | é a matriz
identidade, entdo X é a matriz inversa de A, e é indicada como A™.
Se A* existe, A é dita uma matriz ndo singular. Se A™ ndo existe, diz-se que A é

singular.





