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1 INTRODUÇÃO 

 

O presente capítulo apresenta a motivação, a justificativa e os objetivos 

relacionados ao estudo da solidificação vertical ascendente de ligas binárias. 

 

1.1 MOTIVAÇÃO 

 

 A relação custo x benefício, a competitividade e a busca por novos mercados 

têm motivado as indústrias de diversos segmentos a concentrar seus investimentos na 

melhoria da qualidade de seus produtos finais. A aplicação, eficiência e qualidade do 

produto a ser obtido estão diretamente relacionados ao tipo de material que constitui a 

peça ou o equipamento bem como suas propriedades, sejam as mesmas mecânicas, 

elétricas, térmicas, físicas, de fabricação ou magnéticas.  

Desde os primórdios da Revolução Industrial, o estudo da solidificação começou 

a despertar mais especificamente a atenção do homem. No entanto, foi durante a década 

de 60 que o seu estudo cresceu em importância, quando a tecnologia passou a exigir 

materiais com alto grau de pureza e estruturas cada vez mais controladas (FERREIRA, 

SALVINO e PEREIRA, 2011). 

Segundo Santos (2006), a solidificação de metais e ligas é caracterizada por uma 

transformação de fase com mudança de estado, em que a fase líquida se transforma em 

fase sólida, quando as condições termodinâmicas são tais que o sólido apresenta menor 

energia livre, sendo portanto mais estável.  

A solidificação de metais e ligas ocorre através da nucleação e do crescimento 

de partículas da fase sólida no interior da fase líquida. Normalmente, a nucleação ocorre 

de forma heterogênea, seja pelo contato com as paredes do molde no qual o metal é 

solidificado, seja pela interferência de impurezas, compostos intermetálicos ou agentes 

nucleantes adicionados propositalmente para promover uma nucleação extensiva e, 

consequentemente, uma estrutura final refinada (SANTOS, 2006). De acordo com Ohno 

(1976), a estrutura formada imediatamente após a solidificação determina as propriedades 

do produto final. 

A mudança de fase que ocorre durante o fenômeno da solidificação, tem início 

com aparecimento de pequenas partículas da nova fase sólida, que crescem até que a 

transformação se complete. O aparecimento e o crescimento posterior dessas partículas 

sólidas caracterizam o modo de formação da microestrutura em metais e ligas metálicas, 
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de tal modo que para a indústria que busca a fabricação em larga escala de produtos com 

propriedades mecânicas em grau bastante elevado, o conhecimento da influência que as 

variáveis térmicas exercem na formação das estruturas solidificadas permite um melhor 

controle dos processos de fundição uma vez que as mesmas determinam a qualidade do 

produto obtido, ratificando a relevância científica e tecnológica do fenômeno da 

solidificação de materiais metálicos como um importante viés de investigação do campo 

industrial (COSTA, 2013). A solidificação, portanto, é a forma mais rápida de 

transformação da matéria-prima ao produto final. Dessa forma, o conhecimento e o 

controle desse fenômeno possibilita menores custos em escala industrial e devido suas 

características, a solidificação pode ser considerada uma das especialidades mais 

importante da metalurgia e da ciência dos materiais (PARIONA et al., 2011).   

 

1.2 JUSTIFICATIVA 

 

Durante os últimos anos houve uma evolução significativa na área de simulação 

numérica em todas as áreas da ciência. Particularmente, o fenômeno da solidificação 

envolve características físicas bastante complexas, sendo por isso necessária a sua 

modelagem (PARIONA et al., 2011).  

De acordo com Cruz (2008), o estudo da solidificação direcional vertical em 

condições transitórias, pode ser avaliado considerando o fluxo de calor extraído na 

direção vertical, na qual o sentido de avanço da frente de solidificação pode ser 

ascendente ou descendente.  

Em condições de fluxo ascendente, como é o caso abordado no presente estudo, 

o soluto é rejeitado na frente de solidificação, visto que dependendo do par 

soluto/solvente ocorre a formação de um líquido interdendrítico, geralmente, mais denso 

que o restante do volume global de metal líquido, favorecendo a solidificação em sua 

forma mais estável sob o ponto de vista de movimentação de líquido. Nessas condições o 

líquido mais denso tende a localizar-se junto à fronteira de transformação sólido/líquido, 

minimizando as correntes convectivas, tanto por diferença de temperatura quanto por 

diferença de concentração. Dessa forma, é possível modelar matematicamente esse 

fenômeno com algumas simplificações uma vez que a transferência de calor no interior 

do lingote, para este caso, é realizada essencialmente por condução térmica direcional 

(CRUZ, 2008; SILVA, 2007; PERES, SIQUEIRA e GARCIA, 2004). 
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Segundo Moutinho (2011), muitos trabalhos têm sido investigados em sistema 

de solidificação direcional com extração de calor sendo realizada, principalmente, através 

da base conforme podemos encontrar nos trabalhos de Ares e Schvezov (2000); Siqueira, 

Cheung e Garcia (2003); Peres, Siqueira e Garcia (2004); Reinhart (2005); Canté (2007); 

Cruz (2008); Gueijman (2010); Moutinho (2011); Moreira (2012); Bertelli (2013); 

Carvalho (2013); Moreira (2014); Dias Filho (2015); Rocha (2015).  

Uma forma de representar o fenômeno da solidificação é a utilização da 

modelagem e simulação do mesmo, que consiste em uma ferramenta científica empregada 

para otimização de experimentos e minimização de investimentos, além da obtenção da 

interação dos diversos fatores intervenientes durante o processo, contribuindo dessa 

forma na redução do tempo gasto em laboratório e seus respectivos custos (TUCCI, 

1998). 

Desse modo, modelar o processo de transferência de energia térmica durante o 

fenômeno da solidificação tem sido um grande desafio, pois é algo complexo por estar 

relacionado com diversos fatores, cada um dependente de outros componentes, para então 

agrupá-los de modo a ser obtido um resultado equivalente ao experimental. 

 

1.3 OBJETIVOS 

 

Tendo em vista a importância do fenômeno da solidificação, da aplicação do 

modelo matemático e simulação desse fenômeno, torna-se fundamental entender um 

pouco melhor as variáveis térmicas as quais este fenômeno encontra-se sujeito. Sendo 

assim, este trabalho foi planejado no sentido de desenvolver uma análise teórica no qual 

foram estabelecidos alguns objetivos. 

 

1.3.1 Objetivo geral 

 

 Estudar o fenômeno da solidificação direcional vertical ascendente de ligas 

binárias através do modelo de segregação (CHANG e STEFANESCU, 1996; NI e 

INCROPERA, 1995) aplicando o Método das Linhas (MOL) (SCHIESSER et al, 2009; 

HAMDI, 2009). 
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1.3.2 Objetivos específicos 

 

 Desenvolver uma formulação matemática a partir da equação de conservação 

de energia para descrever o processo de transferência de calor durante a solidificação 

direcional vertical ascendente de ligas binárias a partir do modelo de segregação; 

 Propor um esquema de discretização a partir do Método das Linhas (MOL) 

com o objetivo de transformar o sistema de equações diferenciais parciais (EDPs) em um 

sistema de equações diferencias ordinárias (EDOs) na forma adimensional; 

 Implementar um código computacional baseado em linguagem de 

programação FORTRAN 90/95, capaz de predizer o perfil de temperatura em função do 

tempo, bem como os parâmetros térmicos da solidificação como a velocidade da isoterma 

liquidus (VL), gradiente térmico (GL) e taxa de resfriamento (TR); e 

 Comparar os resultados obtidos a partir da simulação numérica com 

resultados presentes na literatura. 

 

1.4 SÍNTESE DO TRABALHO 

 

O estudo da modelagem e simulação do fenômeno da solidificação vertical 

ascendente de ligas binárias, via método das linhas, é desenvolvido nessa dissertação, 

composta por cinco capítulos.  

No Capítulo 1 é feita uma abordagem sobre a importância do estudo do 

fenômeno da solidificação, bem como as motivações que levaram ao estudo deste tema e 

sua justificativa, além dos principais objetivos e a forma de organização na realização 

deste trabalho. 

O Capítulo 2 aborda alguns conceitos sobre o fenômeno da solidificação, ligas 

metálicas, além dos aspectos relativos a modelagem matemática como o processo de 

transferência de calor, tipos de dispositivos utilizados na solidificação e formação da 

macro e microestrutura. 

O Capítulo 3 aborda a modelagem pelo Método das Linhas (MOL). 

No Capítulo 4 apresenta o desenvolvimento da modelagem matemática e 

simulação utilizada na solução de problemas envolvendo solidificação vertical 

ascendente com fluxo de calor transitório para ligas metálicas, bem como suas equações 

matemáticas e metodologia de solução.  
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O Capítulo 5 enfatiza os resultados e discussões obtidos pela simulação 

numérica a partir do modelo abordado no capítulo anterior, através da utilização de 

gráficos e Tabelas para uma melhor abordagem dos resultados, bem como comparações 

realizadas a partir de dados experimentais obtidas na literatura. 

Finalmente, no Capítulo 6, são apresentadas as conclusões gerais do trabalho 

desenvolvido e as principais sugestões a serem realizadas em trabalhos futuros. 
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2 REVISÃO DE LITERATURA 

 

Em nosso cotidiano o fenômeno da solidificação encontra-se presente em 

diversos processos industriais. A análise matemática do referido fenômeno voltada 

a processos de lingotamento estático, lingotamento contínuo e fundição tem nos dias 

atuais um papel de importância fundamental para a indústria, pois permite controlar 

ou melhorar a produção em termos de qualidade e/ou redução de custos (MEZA, 

2012). Neste capítulo, serão abordados alguns tópicos relacionados ao fenômeno da 

solidificação bem como uma abordagem sobre a metodologia de solução MOL. 

 

2.1 FUNDAMENTOS SOBRE SOLIDIFICAÇÃO 

 

2.1.1 Solidificação 

 

Diferentes materiais têm acompanhado a humanidade desde seus primórdios, 

sendo utilizados na produção de uma variedade de objetos tais como armas, utensílios, 

ferramentas, objetos decorativos, etc. A obtenção e utilização desses objetos a partir do 

fenômeno da solidificação foi de extrema importância, uma vez que períodos antigos 

foram denominados a partir do material neles predominantemente utilizados como, por 

exemplo, a Idade do Bronze com início em torno de 3300 a.C. A partir de então as técnicas 

de fundição começaram a evoluir (COSTA, 2008). A adição de estanho ao cobre formou 

uma nova liga conhecida como bronze, aumentando a dureza do metal e permitindo ao 

homem produzir armas e armaduras de alta resistência (ROSSITTI, 1993).  

De acordo com Garcia (2007), a substituição de um material por outro gerava 

sempre novas aplicações e a transição entre os diferentes períodos da era progressiva, 

tendo ocorrido em diferentes épocas, em cada região do mundo. Passando pelo 

aparecimento do ferro fundido na China em 600 a.C. e seu surgimento na Europa no 

século XV, quando o homem descobriu, por experiência ou coincidência, que a 

combinação de certos elementos metálicos (ligas), melhorava as propriedades do 

material, ampliando consideravelmente as possibilidades de aplicação. Essa evolução 

e a transformação de fase característica do fenômeno da solidificação é de grande 

interesse em metalurgia, uma vez que a imensa maioria dos produtos metálicos que 

atendem às necessidades imediatas da sociedade moderna, utiliza, em algum momento 

da sua cadeia produtiva, o processo de solidificação (Figura 2.1). 
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Figura 2.1 – Opções de fabricação de produtos metálicos 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Garcia (2007) 
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De acordo com Garcia (2007), a solidificação de um material é 

fundamentalmente um processo de transferência de calor e massa em regime transitório 

de extração de calor, sendo necessário que um corpo libere determinada quantidade de 

calor latente para que ocorra a solidificação, ocasionando dessa forma uma abrupta 

redução de energia, gerando a redução das oscilações térmicas das moléculas e 

consequentemente a formação do sólido. Dessa forma, para as indústrias que utilizam o 

fenômeno da solidificação em seu processo, o entendimento aprofundado deste fenômeno 

é de fundamental importância, pois define a qualidade do material a ser produzido e 

também as variáveis térmicas que o regem. 

A solidificação de metais e ligas metálicas também pode ser caracterizada por 

uma transformação de fase com mudança de estado, em que uma fase líquida se 

transforma em uma fase sólida, quando as condições termodinâmicas são tais que o sólido 

apresenta menor energia livre sendo, portanto, mais estável (SANTOS, 2006). 

Qualquer processo baseado na solidificação de um metal com o objetivo de 

produzir uma peça sólida, deve atender determinadas exigências, que dependem de sua 

aplicação futura e que decorrem de aspectos estruturais e geométricos. Sabe-se que as 

propriedades finais dos fundidos dependerão da estrutura solidificada, por consequência 

dos diversos fatores térmicos, químico, físico, operacional que as controlam, como por 

exemplo, o fluxo de calor do metal líquido, propriedades químicas e termofísicas do metal 

em estudo, condições de vazamento e propriedades do sistema de solidificação 

(GARCIA, 2007; PEIXOTO, 2009), conforme podemos observar no fluxograma da 

Figura 2.2.  
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Figura 2.2 – Fluxograma representativo do fenômeno da solidificação 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fonte: Garcia (2007). 
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2.1.2 Modelagem matemática no fenômeno da solidificação 

 

O processo de transferência de calor envolvido nesse fenômeno ocorre em 

regime transiente e sua abordagem matemática portanto é bastante complexa, uma vez 

que tantos outros fenômenos da ciência encontram-se envolvidos, como por exemplo 

termodinâmica e fenômenos de transporte, que acabam exigindo a condição da 

estruturação de hipóteses simplificadoras das condições reais, seja de caráter físico ou 

matemático, a fim de que suas soluções possam ser viabilizadas (CARSLAW, 1959; 

RUDDLE, 1957). 

Os métodos de análise da transferência de calor no fenômeno da solidificação 

podem ser classificados segundo as hipóteses simplificadoras empregadas e pelo tipo de 

abordagem ou ferramenta utilizada na tentativa de solucionar o problema. Assim, podem 

ser divididos em modelos como, por exemplo, modelos por analogia elétrica, 

experimentais, que apresentam soluções analíticas e modelos numéricos (SAMARKII et 

al, 1993; SWAMINATHAN e VOLLER, 1992). 

 

2.1.2.1 Modelos por analogia elétrica 

 

Segundo Ding (1996) e Laxmanan (1997), nesse tipo de modelo o manuseio de 

pequenas temperaturas envolvidas minimiza o risco, facilitando a análise tanto da evolução 

do processo de solidificação como da estrutura final, do acabamento superficial e do 

produto assim solidificado, além de possibilitar uma projeção para situações reais.  

Este tipo de método também pode ser baseado na similaridade de forma existente 

entre as equações que regem a transferência de calor e as equações de circuitos elétricos 

tipo resistor/capacitor em regime transitório, conforme pode-se observar na Figura 2.3 

(SCIAMA, 1964). A Tabela 2.1 apresenta as equivalências elétricas de algumas 

propriedades térmicas. 

 

Tabela 2.1 – Analogia entre grandezas térmicas e elétricas 
Propriedades térmicas Equivalência elétrica 

capacidade térmica [J/Kg.K] capacidade elétrica [F] 

resistência térmica [K/W] resistência elétrica [V/A] 

temperatura [K] tensão [V] 

fluxo térmico [W/m2] corrente elétrica [A] 

Fonte: Santos (1980). 
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Os primeiros trabalhos com essa analogia ocorreram na década de 40 com os 

trabalhos de Paschkis (1945; 1947; 1953; 1956) nos quais podem ser analisados a 

temperatura de vazamento, a espessura do molde de areia, a formação de camada de ar 

entre o metal e o molde e, o efeito de resfriadores. Nos trabalhos de Spin (1995) outros 

parâmetros podem ser analisados como por exemplo o coeficiente de transferência de 

calor na interface metal/molde (Quaresma, 1999). 

 

Figura 2.3 – Circuito térmico de um sistema metal/molde 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Garcia (2007). 

 

Sendo: 

 

                          É a resistência térmica da superfície externa do molde ao meio ambiente; 

 

 hamb = hc + hr    É o coeficiente de transferência de calor molde/ambiente dado pela soma 

respectivamente dos coeficientes de convecção e de radiação da superfície do molde ao 

ambiente; 

 

É a resistência térmica do molde, dada pela relação entre a espessura  

do molde e sua condutividade térmica; 

 

                    É a resistência térmica da interface metal/molde, dada pelo inverso do 

coeficiente de transferência de calor da interface metal/molde. 

                        

                    É a resistência térmica da camada solidificada, dada pela relação entre a 

espessura do sólido formado e sua condutividade térmica. 
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                                 É a resistência térmica do líquido, considerando-se a condução no 

líquido de espessura L e a convecção do líquido para a interface sólido/líquido. 

 

2.1.2.2 Modelos experimentais 

 

Segundo Santos (1980), nesse tipo de modelo os autores propõem uma 

ferramenta de análise do problema de solidificação baseada na observação e 

comprovações experimentais. Dentre as equações experimentais que resultam destas 

investigações podem-se mencionar as seguintes, conforme Tabela 2.2. 

 

Tabela 2.2 – Modelos de solidificação de caráter experimental 

(continua) 
Modelo/ano Hipóteses Restrições Equação 

 

 

Garcia e Gulyeaev 

(1960) 

 Propôs uma equação 

experimental para 

estimativa do tempo 

total de solidificação 

de grandes lingotes 

ou peças fundidas 

em moldes de areia 

ou ferro fundido 

com geometria 

plana, cilíndrica e 

esférica. 

  Tempo total de 

solidificação 

2 36 . . .10 [ ]St p f e s  

 

Sendo: e  a metade da 

dimensão final [m]; f   o 

fator de forma do sistema: 

Retangular 1f   

Cilíndrica 0,76f   

Esférica 0,47f   

Os valores para 

p podem ser obtidos na 

Tabela 2.3.  

 

 

  

RL = L/ (KL+hc.L) 
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Tabela 2.2 – Modelos de solidificação de caráter experimental 

(continuação) 
Modelo/ano Hipóteses Restrições Equação 

 

 

Pires, Prates e 

Biloni 

(1972;1974) 

 Molde considerado semi-

infinito, ou seja, a 

temperatura da superfície 

externa do mesmo não 

apresenta variação durante 

todo o processo de 

solidificação, mantendo-se 

em equilíbrio com a 

temperatura ambiente. Na 

Figura 2.4 podemos observar 

um desenho esquemático de 

um molde semi-infinito. 

 

 Fluxo de calor 

unidimensional; 

 

 A resistência térmica da 

interface metal/molde é 

constante durante a 

solidificação (hi); 

 A interface sólido/líquido é 

macroscopicamente plana; 

 A solidificação realiza-se sem 

superaquecimento no metal 

líquido; 

 As propriedades físicas do 

sistema metal/molde não 

variam durante o processo. 

  A grande limitação desse 

modelo reside no fato de não 

permitir a determinação da 

distribuição de temperatura do 

sistema metal/molde. 

 Tempo de solidificação 

2

St s s    

 

Sendo: 

  e   são constantes 

calculadas por: 

2

1

4 Sa



  

 

 0

S

i F

Hd

h T T
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Tabela 2.2 – Modelos de solidificação de caráter experimental 

(conclusão) 
Modelo/ano Hipóteses Restrições Equação 

 

 

Garcia, Santos 

e Prates (1977) 

 Considera que o tempo de 

solidificação pode ser 

decomposto em duas parcelas, 

sendo uma relativa às 

influências da radiação e da 

convecção, e outra relativa às 

influências de condução e 

transferência newtoniana; 

 

OBS: Santos também 

trabalhou com frente 

cilíndricas e esférica. 

  Tempo de solidificação 

 

1

0 2    + 

m
S

P

m

P

V
t t erf y

V

V
t erf y

V



 
  

 

 
 
 

 

Sendo a relação entre o 

volume do molde e o 

volume da peça 

representada por: 

m

P

V

V

 
 
 

 e t e 0t  são 

valores ideais de tempo de 

solidificação. Verificar na 

Tabela 2.4 os valores 

correspondentes a 1y  e 2y  

.  

 

    

Fonte: Santos (1980) [adaptado]. 
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Figura 2.4 – Molde semi-infinito 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Garcia (2007) 

 

Tabela 2.3 – Valores experimentais do parâmetro P para o sistema metal/molde.  

 
Metal/Liga Molde P 

Aço carbono Areia 

Ferro fundido 

0,60 

0,15 

Alumínio Areia 

Ferro fundido 

0,40 

0,10 

Ferro fundido cinzento Areia 

Ferro fundido 

2,04 

0,21 

Ferro fundido maleável Areia 

Ferro fundido 

0,82 

0,25 

Latão Areia 

Ferro fundido 

0,31 

0,17 

Fonte: Garcia, Clyne e Prates (1978). 

 

Tabela 2.4 – Valores das constantes 1y  e 2y  

 

Geometria 

Molde 

Areia Coquilha de aço 

Plana 
1 1y      2

1
4

y   1 1y      2
1

2
y   

Cilíndrica 
1 2y      2

1
2

y   1 2y      2 1y   

Fonte: Quaresma (1999). 

 

  

Molde 

S 

TV 

L 

TEM = T0 

Ambiente 
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2.1.2.3 Modelos com soluções analíticas 

 

Segundo Santos (1980), os modelos analíticos podem ser divididos em 

aproximados e exatos. 

Os modelos analíticos exatos não admitem simplificações de caráter matemático, 

introduzindo hipóteses simplificadoras apenas de caráter físico, restringindo bastante a 

utilização práticas de tais modelos, devido ao afastamento demasiado das condições físicas 

reais. Diferentemente dos modelos analíticos aproximados, os quais caracterizam-se por 

admitir em simplificações de caráter matemático e assumir determinadas condições limites e 

de contorno que restringem o problema real, com a finalidade de tornar sua solução viável 

analiticamente (QUARESMA, 1999). As hipóteses simplificadoras tanto para o modelo 

analítico exato quanto do modelo analítico aproximado, podem ser observadas na Tabela 2.5. 

 

Tabela 2.5 – Hipóteses simplificadoras de modelos analíticos exatos e aproximados 

(continua) 
Modelo Hipóteses 

 

 

Analítico exato 

 O fluxo de calor é unidirecional; 

 Não existe resistência térmica ao fluxo de calor na interface metal/molde. Admite a 

existência de contato térmico perfeito metal/molde ou coeficiente de transferência de 

calor na interface metal/molde tendendo a infinito. 

 O molde comporta-se como semi-infinito, não havendo perdas de calor do molde para o 

meio ambiente. A temperatura externa do molde deve permanecer constante durante a 

solidificação. Todo calor é transferido por condução e absorvido totalmente pelo molde. 

 A temperatura da interface metal/molde permanece constante durante a solidificação. 

 A interface sólido/líquido é macroscopicamente plana. 

 Não existe fluxo de massa. 

 As propriedades físicas do metal e do molde permanecem constantes durante a 

solidificação. 
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Tabela 2.5 – Hipóteses simplificadoras de modelos analíticos exatos e aproximados 

(conclusão) 
Modelo Hipóteses 

 

 

 

Analítico 

aproximado 

 O fluxo de calor é unidimensional. 

 O molde comporta-se como semi-infinito, não havendo perdas de calor do molde para o 

meio ambiente. 

 O contato térmico metal/molde não é perfeito, apresentando um coeficiente de 

transferência de calor finito. 

 A interface sólido/líquido é macroscopicamente plana. 

 O material do molde apresenta uma difusividade de calor muito maior do que a do metal, 

isto é, o molde é considerado como um absorvedor perfeito de calor. 

 Não existe fluxo de massa. 

 As propriedades físicas do metal e do molde são constantes durante o fenômeno da 

solidificação. 

Fonte: Quaresma (1999) [adaptado]. 

 

 Modelos analíticos exatos  

 

Nos modelos analíticos exatos é considerado o elemento infinitesimal do sistema 

metal/molde, sendo a equação da condução de calor no sólido representada por: 

 

   . Pk T C T
t



  


            (2.1) 

 

Aplicando-se as hipóteses apresentadas anteriormente na Tabela 2.5, por meio 

dos modelos analíticos exatos, temos: 

 

2

2

T T
a

t x

 


 
              (2.2) 

 

 

Sendo o fluxo de calor por unidade de área dado pela Equação de Fourier: 

 

T
q k

x


 


              (2.3) 
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A solução deve satisfazer à equação (2.4), desde que satisfeitas as seguintes 

condições: 

  

Para t = 0; 

 

0x      0mT T ;              (2.4) 

 

0x      L VT T ;             (2.5) 

 

Para t = 0; 

 

x   0mT T ;             (2.6) 

 

x   L VT T ;             (2.7) 

 

0x        m S iT T T              (2.8) 

 

 

x S       S L FT T T              (2.9) 

 

Baseadas nas equações (2.2) e (2.3) e nas condições de contorno consideradas, 

foram desenvolvidos vários modelos analíticos exatos cujas soluções são apresentadas a 

seguir: 
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Tabela 2.6 – Modelos com soluções analíticas exatas 

 
Modelo Consideração 

Modelo de Schwarz Solução de caráter mais geral para o problema, na forma em que foi estabelecido 

nas equações (2.2) e (2.3), foi obtida por Schwarz (PRATES, 1971). 

Modelo de Neumann A solução encontrada por Neumann apresenta um caráter menos geral do que a 

solução de Schwarz, e admite difusividade de calor infinita para o molde, isto é, 

considera o molde um perfeito absorvedor de calor, o que torna essa solução 

aplicável somente moldes refrigerados (PRATES, 1971; ADAMS, 1958).  

Modelo de Lightfoot Baseia-se na hipótese de que o molde seja um perfeito absorvedor de calor a 

exemplo da proposta de Neumann, no entanto, adicionalmente admite que as 

propriedades físicas do metal solidificado sejam iguais às do metal líquido 

(CARSLAW, 1959; PRATES, 1971; RUDDLE, 1957). 

Modelo de Lyubov Baseia-se em uma única hipótese adicional. Considera que não existe 

superaquecimento no metal líquido e que o metal é vazado à temperatura de fusão 

(RUDDLE, 1957, PRATES, 1971). 

Modelo de Stefan Trata-se de uma particularidade da proposta de Lyubov para o caso de moldes 

refrigerados, uma vez que apresenta como hipótese simplificadora o molde como 

perfeito absorvedor de calor e ausência de superaquecimento no metal líquido 

(PRATES, 1971). 

Modelo de Chvorinov Considera o molde como um péssimo absorvedor de calor e o metal líquido sendo 

vazado na temperatura de fusão (PRATES, 1971).  

Fonte: Quaresma (1999) [adaptado]. 

 

No final da década de 70, foi desenvolvido um método analítico para solidificação 

com interface sólido/líquido macroscopicamente plana, que incorporou a existência de uma 

resistência térmica metal/molde finita constante, inicialmente desenvolvida para moldes 

refrigerados (GARCIA, CLYNE e PRATES, 1978) e, adiante, para moldes maciços 

(GARCIA, CLYNE e PRATES, 1979). Posteriormente, adotou-se um artifício de cálculo 

que permitiu assumir a resistência variável na interface metal/molde (CLYNE et al., 1982). 

E por último, a ampliação das hipóteses básicas permitindo a análise da solidificação de 

ligas binárias em moldes refrigerados (GARCIA, 1984) e em moldes maciços (YNOUE, 

1992). 

 

 Soluções analíticas aproximadas 

 

Segundo Santos (1980), o desenvolvimento das soluções analíticas aproximadas 

é baseado em balanços de fluxo de calor na espessura solidificada em um instante 

qualquer do fenômeno da solidificação, associando-se ao sistema metal/molde um 
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sistema de coordenadas. As condições de contorno no início do fenômeno são iguais as 

consideradas no desenvolvimento dos métodos analíticos exatos. Na Tabela 2.7 são 

apresentadas soluções para os modelos analíticos aproximados. 

 

Tabela 2.7 – Modelos com soluções analíticas aproximadas 

 
Modelo Consideração 

Modelo de London/Seban Nessa solução, os autores adotaram uma função linear para descrever o perfil 

térmico do metal durante o processo de solidificação, significando que, a 

resistência térmica da interface metal/molde é muito maior que a do metal e o 

efeito do calor específico é desprezível se comparado ao calor latente. A este 

fato foi associado a hipótese do vazamento do metal líquido sem 

superaquecimento (LONDON et al., 1943) 

Modelos de Adams e Hills Obtiveram suas soluções adotando uma função quadrática para descrever o 

perfil térmico do metal sólido durante a solidificação e associaram a esta 

condição que o metal solidifica sem superaquecimento (ADAMS, 1958; 

HILLS, 1969). 

Modelo de Hrycak Admitiu duas funções auxiliares, uma que descreve o perfil térmico no metal 

solidificado e outra que descreve o perfil térmico no metal líquido (HRYCAK, 

1963). 

Fonte: Santos (1980) [adaptado]. 

 

2.1.2.4 Modelos com soluções numéricas 

 

Segundo Spim (1996) e Santos (1980), os modelos numéricos são importantes, 

pois conduzem à utilização de hipóteses mais próximas das condições reais de 

solidificação podendo ser levados em consideração a resistência térmica na interface 

metal/molde, a geometria e as dimensões do sistema metal/molde, a geometria e cinética 

da interface sólido/líquido, a variação das propriedades termofísicas, a existência de 

fluxos de massa durante o processo, etc., o que não acontece nas soluções analíticas exatas 

e aproximadas que estão limitadas às restrições impostas para sua solução conforme 

apresentado no tópico anterior. 

Um dos principais problemas relacionados na modelagem de solidificação de 

metais puros e de ligas binárias eutéticas e não eutéticas, constitui-se no tratamento do 

calor latente associado à mudança de fase (ÖZISIK, 1968). Tendo em vista esse problema, 

Dusimberre (1949) propôs um método versátil que serviu de base para o desenvolvimento 

de outros métodos numéricos. Sendo este problema abordado por diferentes 
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pesquisadores pelo balanço de energia na interface sólido/líquido, entre estes podemos 

citar Özisik (1968), Voller e Cross (1981), Viskanta (1988), Poirier e Salcudean (1988), 

Rabin e Korin (1993), etc. 

Segundo Viskanta (1988), os vários métodos numéricos que foram propostos 

com intuito de resolver o problema de transferência de calor com mudança de fase, foram 

agrupados em: método de malha fixa, método de malha móvel e métodos analíticos visto 

no item 2.1.2.3.  

No método de malhas fixas não existe necessidade de localização da interface 

durante os cálculos. Como principais exemplos desse grupo temos: Kumar e Namburu 

(1990), Voller (1990) Voller e Swaminathan (1991), Samarskii et al. (1993). Podendo ser 

dividido em: método da temperatura e método da entalpia (QUARESMA, 1999). 

No método da temperatura as equações de conservação da energia são escritas 

separadamente para as fases líquidas e sólidas (VISKANTA, 1988) acopladas na interface 

sólido/líquido (SAMARSKII et al., 1993). O calor latente é considerado pela sua 

substituição por um calor específico equivalente (PHAM, 1985) para todo o intervalo de 

solidificação. 

O método da entalpia tem como principal vantagem o fato de não ser necessário 

um tratamento explícito da condição da interface sólido/líquido (VOLLER, 1990; 

FORTIN, LOUCHEZ e SAMUEL, 1992). Isto pode ocorrer por meio da reformulação 

das equações da conservação da energia, através da introdução de um termo fonte de 

calor, de modo que uma equação diferencial simples seja resolvida, mediante a 

consideração de uma malha fixa, para todo o domínio discretizado no metal (sólido e/ou 

líquido) (GRIFFITH e NASSERSHARIF, 1990). 

No método de malha móvel, algumas técnicas são apresentadas na Tabela 2.8. 
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Tabela 2.8 – Técnicas de solução do método numérico de malha móvel 
Método de malha 

móvel 

Considerações 

Mudança de 

coordenadas 

A interface sólido/líquido é fixada com um sistema de transformação de coordenadas 

apropriado. Tais métodos de transformação introduzem complicações desde que a posição 

da frente não seja especificada em princípio, mas ao contrário faz parte da solução do 

problema. Entretanto, em problemas onde a posição da frente de solidificação é a princípio 

conhecida, essa técnica de solução apresenta vantagens significativas (RUAN, LIU e 

RICHMOND, 1993). 

Malhas deformáveis No caso de discretização por malhas deformáveis, após a resolução das equações 

diferenciais para um dado passo no tempo, a localização da interface sólido/líquido é 

computada e uma nova malha é gerada. Sendo realizados os cálculos no próximo passo de 

tempo já com nova distribuição de nós (SAMARSKII et al, 1993). 

Malhas adaptativas Segundo Jucá (1993), ocorre uma modificação dinâmica da malha com a evolução da 

solução das equações diferenciais, sendo que a redistribuição dos nós da malha sobre o 

domínio físico é direcionada pela física do problema, resultante da evolução de sua 

solução.  

Fonte: Quaresma (1999) [adaptado]. 

 

2.2 MECANISMOS DE TRANSFERÊNCIA DE CALOR NO FENÔMENO DA 

SOLIDIFICAÇÃO 

 

A análise do processo de transferência de energia que ocorre durante a 

solidificação apresenta uma importância bastante significativa no projeto e controle dos 

sistemas metal/molde, visto que a taxa com que o calor latente é extraído e transferido 

através do sistema metal/molde possui relação direta com a velocidade de solidificação 

e, consequentemente, com os parâmetros térmicos e estruturais envolvidos na mudança 

de fase líquido/sólido. Estes fatores contribuem e interferem diretamente nas 

propriedades mecânicas do produto fundido (MOUTINHO, 2007). 

O estudo da transferência de calor durante o fenômeno da solidificação é de 

fundamental importância haja visto que apresenta os seguintes objetivos: 

- Determinar a distribuição de temperatura em função do tempo no sistema 

material/molde. 

- Determinar a cinética de solidificação. 

Segundo Prates (1978), a transformação líquido/sólido é acompanhada pela 

liberação de energia térmica através de uma fronteira móvel separando as duas fases de 

propriedades termofísicas distintas. A compreensão dessa análise é realizada através da 
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seleção de um elemento de referência do sistema metal/molde a ser analisado. Este deve 

ser definido de forma que seu comportamento térmico seja característico para todo o 

sistema. A viabilidade da análise dependerá também de algumas simplificações de caráter 

físico e/ou matemático que minimize sua complexidade matemática sem comprometer, 

contudo, a confiabilidade dos resultados obtidos.  

A Figura 2.5 apresenta esquematicamente os modos de transferência de calor 

que podem ocorrer ao longo da solidificação unidirecional ascendente com molde 

refrigerado a água, tais como: convecção forçada na água, transferência newtoniana na 

interface água/molde, condução no molde, transferência newtoniana na interface 

molde/metal, condução no metal, convecção e condução térmica no metal líquido. 

 

Figura 2.5 – Mecanismos de transporte de energia que ocorrem no fenômeno da solidificação 

 

 

 

 

 

 

 

             

 

 

 

 

 

 

                                                                                  

 

 Fonte: Silva, Bismark (2013) [adaptada].  

 

A eficiência de extração de calor durante o fenômeno da solidificação depende, 

basicamente, das propriedades termofísicas do metal, das características de molde 

(material, espessura da parede, dimensão do molde e geometria), das condições da 

interface metal/ molde (contato térmico), das características do meio que vai absorver o 

calor (ar, água, entre outros) e da direção de crescimento do sólido (SANTOS, 2006). 
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No âmbito computacional, os métodos numéricos vêm adquirindo uma crescente 

importância na análise do fenômeno da solidificação aplicada à fundição de metais e suas 

ligas. As variáveis térmicas intrínsecas da solidificação, como a velocidade de 

deslocamento da isoterma liquidus (VL), gradiente de temperatura (GL), taxa de 

resfriamento (TR) ao longo do processo, podem ser caracterizadas a partir dos perfis 

térmicos ao longo da solidificação. Dependendo da complexidade de cada sistema 

metal/molde e a precisão nos cálculos que se deseja obter, a utilização de modelos 

analíticos e/ou numéricos podem ser aplicados adequando a utilização do problema 

adotado (MOUTINHO, 2007). 

No âmbito investigativo, o fenômeno da solidificação pode ser analisado 

adequadamente através de experimentos de solidificação unidirecional (CRUZ, 2008). 

Geralmente através do acoplamento de termopares com a finalidade de monitoramento 

do comportamento da temperatura (SANTOS, 2006). Esses estudos são divididos em 

duas categorias: solidificação em condições estacionárias de fluxo de calor e solidificação 

em regime transitório. 

Segundo Cruz (2008), no primeiro caso o gradiente de temperatura, GL, e a 

velocidade de crescimento, VL, são controlados independentemente e mantidos 

constantes ao longo do experimento, como nos experimentos com a técnica 

Bridgman/Stockbarger. Esta é uma técnica extremamente útil na determinação de 

relações quantitativas entre aspectos da microestrutura, já que permite analisar a 

influência de cada variável térmica de forma independente. 

Na ocorrência da solidificação em condições transitórias de fluxo de calor, caso 

considerado em nosso estudo, tanto o gradiente de temperatura quanto a velocidade de 

solidificação variam livremente com o tempo e com a posição dentro do metal. Uma vez 

que esta classe de fluxo de calor inclui a maioria dos processos industriais que envolvem 

a solidificação sendo, portanto, de fundamental importância as avaliações teórica e 

experimental da influência das variáveis térmicas em condições transitórias sobre os 

parâmetros da macroestrutura e da microestrutura para os diversos sistemas de ligas 

binárias. Para isso, são utilizados diferentes aparatos experimentais, de maneira que 

permitam mapear termicamente a solidificação, visando-se correlacionar as variáveis 

características da evolução do processo com os parâmetros da estrutura obtida (CRUZ, 

2008). 
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2.3 DISPOSITIVOS DE SOLIDIFICAÇÃO DIRECIONAL 

 

Segundo Santos (2006), o fenômeno da solidificação direcional é utilizado para 

a análise de parâmetros de solidificação na formação da microestrutura e de defeitos 

pontuais. Este tipo de solidificação, geralmente é seguido pela parte experimental através 

da conexão de termopares com a finalidade de monitorar o comportamento da 

temperatura.  

Segundo Dias Filho (2013) a solidificação direcional em regime transitório de 

fluxo de calor tem permitido a obtenção de muitas informações relevantes a respeito da 

evolução cinética do processo de solidificação e sobre a redistribuição de soluto de ligas 

de diferentes sistemas metálicos binários e ternários (CASTANHO, 2013; GARCIA, 

2012; BRITO, 2012; GOMES, 2012; MOUTINHO, 2012; MEZA, 2012; GOULART, 

2005; 2010; SILVA, Maria, 2008; 2011; ROSA, 2007; SPINELLI, 2005; ROCHA, 2003). 

Dessa forma, dependendo das condições por meio das quais os estudos são 

realizados, os tipos de dispositivos utilizados na técnica da solidificação direcional podem 

ser divididos em: dispositivo para solidificação direcional vertical ascendente, dispositivo 

para solidificação direcional vertical descendente e dispositivo para solidificação 

direcional horizontal. 

 

2.3.1 Dispositivo para solidificação direcional vertical ascendente 

 

De acordo com Goulart (2010), este tipo de dispositivo é caracterizado pela ação 

contrária da gravidade em relação ao sentido do fenômeno da solidificação e, 

consequentemente, o próprio peso do lingote atua no sentido de favorecer um melhor 

contato térmico com a base refrigerada. 

Segundo Osório (2003), na solidificação direcional ascendente o metal é fundido 

e, quando atinge uma determinada temperatura, inicia-se a solidificação através do 

acionamento da água de refrigeração na parte inferior do molde, conforme podemos 

observar na Figura 2.6.  

A ação da gravidade é um dos parâmetros de fundamental importância durante 

a escolha do tipo de dispositivo unidirecional a ser escolhido. Visto que, neste tipo de 

dispositivo o fenômeno da solidificação ocorre em sentido contrário ao da ação da 

gravidade, favorecendo melhor contato térmico junto a base refrigerada. Dependendo do 

par soluto/solvente a ser utilizado, pode ocasionar geralmente a formação de um líquido 
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interdendrítico mais denso que o restante do volume global do metal líquido, 

proporcionando que a solidificação se processe em relação a movimentação do líquido de 

forma completamente estável. O líquido mais denso tende a localizar-se junto à fronteira 

de transformação sólido/líquido, devido ao perfil de temperaturas no líquido ser crescente 

em direção ao topo do lingote fato este que justifica a ausência de correntes convectivas 

tanto por diferenças de temperatura como por diferenças de concentração favorecendo a 

análise experimental e de cálculos teóricos isentos desse complicador, já que a 

transferência de calor dentro do lingote é realizada essencialmente por condução térmica 

unidimensional (SIQUEIRA FILHO, 2002; ROCHA, 2003a).  

 

Figura 2.6 – Dispositivos de solidificação direcional vertical ascendente 

        

                (a)                                                                    (b) 

Fonte: (a) GPMET/IFPA (2015); (b) Goulart (2010). 

 

2.3.2 Dispositivo para solidificação direcional vertical descendente 

 

A Figura 2.7 apresenta esquematicamente um dispositivo de solidificação 

direcional descendente, projetado e utilizado pela primeira vez por Spinelli, Ferreira e 

Garcia (2004), o qual é bastante similar ao dispositivo vertical ascendente, conforme 

descrito anteriormente, diferindo apenas em termos da localização da câmara resfriada a 

água, que nesta configuração encontra-se situada no topo do lingote (GOULART, 2010). 
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A solidificação nessas condições ocorre no mesmo sentido da ação da força da 

gravidade com a força peso atuando no sentido de deslocar o lingote do contato com a 

base refrigerada ocasionando dessa forma, uma situação precoce no que se refere à 

existência de uma maior resistência térmica à passagem de calor do lingote em direção 

ao fluido de refrigeração, quando comparada com a solidificação vertical ascendente. 

Outra diferença de fundamental importância nesse tipo de dispositivo, consiste na 

presença de movimento convectivo visto que o perfil de temperatura do líquido é 

crescente em direção à base do lingote, que é isolada termicamente, o que significa que 

ocorrerá pelo menos convecção por diferenças de temperatura no líquido. Caso ocorra do 

soluto rejeitado provocar um líquido interdendrítico de maior massa específica do que o 

líquido nominal, também haverá movimento convectivo provocado por diferenças de 

concentração (CARVALHO, 2013). Este tipo de dispositivo é importante exatamente 

para análises comparativas com a solidificação ascendente, permitindo dessa forma a 

verificação da influência de correntes convectivas na estrutura de solidificação, e 

mostrando as diferenças entre ambas as configurações quando ligas de mesma 

composição são solidificadas (CARVALHO, 2013; GOULART, 2010). 

 

Figura 2.7 – Dispositivo de solidificação direcional vertical descendente

 

                   Fonte: Spinelli, Ferreira e Garcia (2004). 
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2.3.3 Dispositivo para solidificação horizontal 

 

Por intermédio desse tipo de dispositivo o fenômeno da solidificação pode ser 

conduzido de duas formas:  

 A partir do vazamento de metal líquido no interior de um molde isolado 

termicamente nas laterais, sendo o calor extraído somente por uma das paredes constituída 

de um bloco maciço metálico ou de uma câmara de refrigeração; e 

 Através de um sistema semelhante que permita fundir o metal em seu interior 

até que uma temperatura seja alcançada, a partir da qual seja acionada a refrigeração e 

dessa forma ter início o fenômeno da solidificação. 

No primeiro caso, conforme Quaresma, Santos e Garcia (2000), a turbulência 

induz correntes de convecção forçada as quais levam algum tempo para se dissipar e que 

agem com intensidades diferentes ao longo da secção do lingote. No segundo caso, com 

a fusão do metal no interior do molde, ocorre uma maior estabilidade em relação ao 

movimento de metal líquido. De acordo com Osório et al. (2003), o mapeamento térmico 

da evolução da solidificação deve ser levantado em uma seção horizontal o mais próximo 

possível da seção na qual serão analisados os aspectos da macroestrutura e da 

microestrutura. 

Já no segundo sistema, de acordo com Nogueira (2012), há duas importantes 

características da configuração horizontal que são: o gradiente de concentração de soluto 

e a densidade na direção vertical. Isto ocorre, devido o líquido enriquecido de soluto 

geralmente decantar à medida que os cristais livres de solvente emergem pelas forças de 

flutuabilidade. Vale ressaltar, que não podem ser asseguradas as mesmas variáveis 

térmicas de solidificação ao longo de diferentes seções horizontais da base ao topo do 

lingote, uma vez que instabilidades térmicas e diferenças de densidade no líquido 

induzirão correntes convectivas que serão diferentes ao longo destas seções. Por este 

motivo, a análise deste arranjo experimental é importante, porque promove o contraponto 

com a solidificação nos sistemas verticais ascendente e descendente, permitindo a 

verificação da influência de correntes convectivas sobre o arranjo da estrutura de 

solidificação, evidenciando as diferenças entre as três configurações quando são 

solidificadas ligas de mesma composição. Na Figura 2.8 podemos observar este tipo de 

dispositivo. 
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Figura 2.8 – Dispositivos de solidificação direcional horizontal 

                                                                                         

               (a)                                                                     (b) 
 

Fonte: (a) Goulart (2010); (b) GPMET/PA (2015). 

 

 

 

2.4 ESTRUTURAS CARACTERÍSTICAS DA SOLIDIFICAÇÃO 

  

Fundamentalmente, as propriedades e o desempenho mecânico de um produto 

fundido dependem das condições operacionais assumidas durante o fenômeno da 

solidificação. As heterogeneidades estruturais (tamanho, tipo, a orientação preferencial 

de crescimento e morfologia dos grãos), os espaçamentos interdendríticos, as 

heterogeneidades de composição química (segregação de impurezas ou de elementos de 

liga em escala macroscópica e microscópica), o tamanho, forma e distribuição das 

inclusões e a presença de porosidade entre outros fatores, são decisivos na formação da 

macroestrutura e da microestrutura do material, influenciando, consequentemente, na 

determinação de suas propriedades (ROCHA et al., 2003).  

As estruturas de solidificação podem ser divididas em macroestruturas e 

microestruturas. As macroestruturas são formações morfológicas estruturais que podem 

ser observadas e avaliadas a olho nu ou com auxílio de aumento óptico em até 10 vezes. 

Por outro lado, as microestruturas somente podem ser observadas por intermédio de 

aumentos ópticos e MEV no mínimo na ordem de 10 vezes e, avançando na observação 

manométrica (TEM), com o auxílio da microscopia eletrônica (PEIXOTO, 2009). Na 

Figura 2.9 são apresentadas de forma resumida as estruturas de solidificação. 
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Figura 2.9 – Esquema representativo das estruturas macroscópicas e 

microscópicas de um lingote fundido com transição 

colunar/equiaxial 

 

 

 

Fonte: Rodrigues (2007) 

 

 

2.4.1 Macroestrutura 

 

A solidificação processa-se a partir da formação de núcleos sólidos, no líquido, 

que em condições termodinâmicas favoráveis, crescem, dando origem aos grãos 

cristalinos que definirão a macroestrutura da peça. A macroestrutura de um metal 

solidificado será então caracterizada pelos seus grãos cristalinos, ou seja, suas dimensões, 

orientação, forma e distribuição (GOULART, 2010). O aspecto mais importante da 

formação da macroestrutura de um metal fundido está ligado à sua correlação com as 

propriedades mecânicas (CRUZ, 2008). 

Em geral, a macroestrutura de solidificação pode apresentar três zonas distintas: 

 Uma zona denominada coquilhada, caracterizada por grãos pequenos de 

orientações aleatórias, de dimensões muito reduzidas e localizados próximo às paredes 

do molde;   

 Zona colunar na qual os grãos são finos cristais, alongados e direcionais, cujo 

crescimento ocorre na direção de extração de calor, estendendo-se à frente da zona 

coquilhada; e 
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 Uma região desordenada de crescimento aleatório, denominados equiaxiais e 

de dimensões relativamente grande quando comparados com os grãos coquilhados 

(GOMES, 2011; MOUTINHO, 2011). Na Figura 2.10 podem ser observadas imagens de 

macroestruturas. 

 

Figura 2.10 – Macroestrutura de solidificação: (a) Sn15%Pb (b) Al3%Si e (c) Al7%Si 

  
Fonte: (a) Spinelli, Ferreira e Garcis (2004); (b) e (c) Carvalho (2013). 

 

Devido à correlação existente entre a morfologia, dimensão e distribuição dos 

grãos cristalinos e as correspondentes propriedades mecânicas da peça obtida, a origem 

de cada uma delas tem sido objeto de intensa investigação teórica e/ou experimental por 

parte de muitos pesquisadores uma vez que a presença dessas diferentes zonas estruturais 

promove um elevado grau de anisotropia no material, o que na maioria das aplicações não 

é desejável (SIQUEIRA FILHO, 2002). Dessa forma, na maioria das aplicações exigidas 

pela engenharia, são utilizadas estruturas constituídas de grãos equiaxiais de dimensões 

bastante reduzidas pois tais estruturas são isotrópicas e suas propriedades são, 

comprovadamente, superiores (MOUTINHO, 2011).  
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Segundo Garcia (2001), a macroestrutura de solidificação é afetada por vários 

fatores, tais como superaquecimento do líquido, composição química, fluxo de fluido, 

adição de refinadores de grãos e tamanho do fundido. Estes fatores de influência são 

apresentados de forma resumida na Tabela 2.9. 

 

Tabela 2.9 – Parâmetros de fundição que afetam a macroestrutura da solidificação 
Variáveis de solidificação Efeitos 

Superaquecimento 

Aumentando o superaquecimento, aumenta a extensão da zona 

colunar. A tendência é menos notada em grandes fundidos. 

Composição química 
Aumentando o conteúdo da liga, tende-se a diminuir a extensão da 

região colunar. 

Fluxo de fluido (natural ou forçado) Aumentando o fluxo de fluido, diminui-se a extensão da região 

colunar. 

Refinadores de grãos Adição de refinadores de grãos pode reduzir a extensão do 

crescimento colunar. 

Mecanismo de vibração Este mecanismo promove o refino de grãos e pode aumentar a zona 

equiaxial. 

Tamanho dos grãos 

O superaquecimento é menos significativo na estrutura de grãos de 

grandes fundidos. Aumentando-se a secção transversal produz-se 

um aumento na proporção de grãos equiaxiais. Maior sensibilidade 

para variações na altura da peça. 

Fonte: Garcia (2001). 

 

2.4.1.1 Zona Coquilhada 

 

Segundo Goulart (2010) a zona coquilhada é constituída por uma camada de 

grãos cristalinos de orientações aleatórias, normalmente de pequenas dimensões, 

localizados junto às paredes do molde, resultado do primeiro contato do metal líquido 

com o molde frio no vazamento. As altas taxas de resfriamento obtidas irão provocar uma 

rápida diminuição local da temperatura e favorecer uma nucleação intensa de grãos. Esse 

decréscimo de temperatura irá ocasionar um superesfriamento térmico, 

consequentemente os primeiros grãos cristalinos começam a se desenvolver de forma e 

tamanho pequeno, quase uniforme, constituindo uma fina camada de grãos de 

crescimento aleatório junto às paredes do molde. Diversos autores apresentam teorias 

para explicar detalhes e mecanismos de formação da zona coquilhada, entre os quais: 

Bower e Flemings (1967), Chalmers (1968), Biloni e Morando (1968) e Ohno (1976). 
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2.4.1.2 Zona Colunar 

 

A zona colunar é composta por grãos cristalinos alongados e alinhados 

paralelamente à direção do fluxo de calor. A constituição da zona colunar inicia-se pelo 

crescimento de grãos formados a partir dos núcleos oriundos do rápido resfriamento de 

líquido nos instantes iniciais da solidificação, e que apresentam crescimento favorável no 

sentido da extração de calor. Esses núcleos tendem a crescer mais rapidamente que os 

outros, bloqueando dessa forma o crescimento dos demais grãos coquilhados. Os grãos 

assim formados possuem dimensões bem maiores que os grãos da zona coquilhada, 

apresentando ainda direções fortemente orientadas (GOULART, 2010). O detalhamento 

da teoria do mecanismo de formação da zona colunar pode ser obtido através da literatura 

presente em diversos trabalhos como em: Walton e Chalmers (1959), Chalmers (1968) e 

Biloni e Morando (1968). 

 

2.4.1.3 Zona Equiaxial 

 

É uma zona constituída por uma região central de grãos cristalinos sem 

orientações preferenciais, denominados equiaxiais, e de dimensões relativamente grandes 

quando comparados com os grãos da zona coquilhada. Diferente do crescimento da zona 

colunar, a zona equiaxial central é caracterizada por grãos que crescem em direções 

aleatórias (GOULART, 2010). Diversos autores desenvolvem estudos de mecanismo de 

formação da zona equiaxial, entre os principais podem citar: Chalmers e Winegard 

(1954), Chalmers (1968), Jackson e Hunt (1966), Southin (1968), Ohno (1976), Flood e 

Hunt (1987a; b). 

Assim, o objetivo do estudo de macroestruturas de solidificação está relacionado 

com as melhorias das propriedades mecânicas dos materiais através do controle da forma, 

distribuição, dimensão e orientações dos cristais gerados no processo de formação do 

metal sólido (PERES, SIQUEIRA e GARCIA, 2004; WANG, 1994). Na Tabela 2.10 

serão apresentados de forma resumida os principais estudos apresentados na literatura 

sobre a formação da macroestrutura.  
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Tabela 2.10 – Principais estudos apresentados na literatura que tentam descrever a 

formação das zonas coquilhada, colunar, equiaxial 
Autor (es) Ano Material 

Morando et al. 1970 Al-Cu 

Burden e Hunt 1974 Al-Cu 

Doherty et al. 1977 Al-Cu/Al-Zn/Al-Mg 

Witzke e Riquet 1982 Al-Cu 

Hunt 1984 Al-Cu 

Fredriksson e Olsson 1986 Aços Baixa Liga 

Flood e Hunt 1987 Al-Cu 

Mahapatra e Weinberg 1987 Sn-Pb 

Ziv e Weinberg 1989 Al-Cu 

Suri, El-Kaddah e Berry 1991 Al-Cu 

Kim e Grugel 1992 Pb-Cu 

Wang e Beckermann 1994 Al-Cu/Sn-Pb 

Hua e Grugel 1996 Sn-Pb 

Ares e Schevezov 2000 Pb-Sn 

Gandin 2000 Al-Si 

Martorano e Capocchi 2000 Cu-Sn 

Siqueira Filho 2002 Al-Cu/Sn-Pb 

Siqueira, Cheung e Garcia 2002 Al-Cu/Sn-Pb 

Heiberg et al. 2002 Al-Si 

Vandyoussefi e Greer 2002 Al-Mg 

Martorano, Beckermann e Gandin 2003 Al-Si 

Siqueira, Cheung e Garcia 2003 Sn-Pb 

Peres 2004 Al-Si 

Peres, Siqueira e Garcia 2004 Al-Si 

Spinelli, Ferreira e Garcia 2004 Sn-Pb 

Martorano 2004 Al-Cu/Cu-Sn 

Spinelli 2005 Sn-Pb 

Sturz et al. 2005 Al-Si 

Reinhart et al. 2005 Al-Ni 

Willers et al. 2005 Pb-Sn 

Dong e Lee 2005 Al-Cu 

Liu et al. 2006 Ti-Al 

Rebow e Browne 2007 Al-Cu/Al-Si 

Canté et al. 2007 Al-Ni/Al-Sn 

Ares et al. 2007 Zn-Al 

Silva et al. 2009 Sn-Pb 

Ares et al. 2010 Al-Cu 

Moutinho 2011 Al-Si 

Carvalho et al. 2013 Al-Si 

Martorano et al. 2014 Al-Cu/ Al-Si 

Rocha et al. 2015 Ligas de Al-Cu-Si 

 Fonte: Moutinho (2011) [adaptado]. 
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Além destes, uma série de outros trabalhos científicos de natureza teórica e/ou 

experimental, também considerados importantes, têm sido publicados na literatura. 

 

2.4.2 Microestrutura 

 

De maneira geral, os materiais contêm em sua composição química elementos ou 

impurezas que, ao longo da solidificação, são distribuídos internamente a partir da superfície 

de resfriamento. Durante a mudança de fase líquido/sólido as condições térmicas, por meio das 

quais ocorre a evolução da frente de solidificação, determinam o tipo de microestrutura a ser 

formada no material. Estas podem se encontrar desde a forma planar, tipo mais comum em 

metais puros, até a forma de estruturas celulares e dendríticas, encontradas em ligas metálicas 

(GOULART, 2005). Conforme pode ser observado na Figura 2.11. 

 

Figura 2.11 – Microestrutura de solidificação: (a) Microestrutura dendrítica – 

Al7%Si; (b) Microestrutura celular - Pb1,8%Sb; (c) Microestrutura 

dendrítica - Al1%Fe e (d) Microestrutura dendrítica - Sn3,5%Ag. 

              

                                                     
                 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Fontes: (a) Carvalho (2013); (b) e (c) Goulart (2010); (d) Dias (2009). 

 

(a) (b) 

(c) (d) 
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As microestruturas resultantes do processo de solidificação estão relacionadas à 

morfologia da interface sólido/líquido. Em condições ideais essa interface deveria 

permanecer plana, como ocorre nos metais puros, porém, alterações nos parâmetros 

constitucionais e térmicos do sistema metal/molde que ocorrem durante a solidificação 

provocam a instabilidade da mesma, dando origem a microestruturas celulares e 

dendríticas. A instabilidade da frente de solidificação resulta da termodinâmica do 

processo que impõe rejeição de soluto à frente da interface sólido/líquido. Dessa maneira, 

o soluto rejeitado provoca uma distribuição não uniforme da concentração do metal 

líquido segregado nessa interface. O acúmulo de soluto ocorrido à frente da fronteira 

sólido/líquido origina um fenômeno que favorece a nucleação, conhecido na literatura 

como superresfriamento constitucional (SRC). Dependendo do valor do SRC desenvolve-

se uma instabilidade na frente de solidificação, que origina diferentes morfologias 

conforme citadas anteriormente: planar, celular e dendrítica (COSTA, 2013).  

Segundo Carvalho (2013), quando uma liga binária diluída é solidificada na 

presença de uma pequena quantidade de superresfriamento constitucional, a interface 

sólido/líquido desenvolve, usualmente, uma morfologia celular. 

O aumento do grau de superresfriamento constitucional, gera instabilidades de 

maior ordem e a estrutura celular de forma circular passa para uma estrutura mais 

ramificada denominada dendrítica, na forma de cruz de malta. Com os ramos 

cristalográficos primários em direções cristalográficas próximas ao fluxo de calor e com 

a rejeição de soluto, aparecem os braços secundários em direções cristalográficas 

perpendiculares aos ramos primários (CHALMERS, 1968; DING e TEWARI, 2002; 

FLEMINGS, 1974; GARCIA, 2007; KURZ e FISHER, 1984; 1992). 

 

2.5 LIGAS METÁLICAS 

 

Uma liga metálica é um sistema material formado por dois ou mais componentes, 

no qual o componente principal é um metal (SANTOS, 2006). Pode também ser definida 

como uma combinação de elementos químicos, com propriedades metálicas, que contém 

ao menos um elemento metálico (MOORE, 1976). Uma liga metálica pode ser 

caracterizada pela presença de outros elementos a um metal base, com a finalidade de se 

obter um material com as propriedades desejadas. Se esse elemento adicional for um 

ametal, a liga passa a ser denominada de compósito (CHAWLA, 2005). 
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De acordo com Santos (2006), o componente em maior quantidade é 

denominado de solvente, e os elementos adicionados ao solvente afim de constituir a liga 

metálica, que podem ser metais ou não-metais, são denominados soluto ou elementos de 

liga. Como exemplo, podemos citar uma liga contendo 88% de alumínio e 12% de silício, 

o alumínio que é o metal, é o solvente, e o silício, que é um semicondutor, é o soluto. 

Normalmente as ligas são elaboradas para modificar ou acrescentar propriedades 

tais como propriedades mecânicas, elétricas, térmicas, físicas, de fabricação ou 

magnéticas, diferentes das propriedades dos metais que as formam. Alguns exemplos de 

sistemas de ligas mais utilizadas são: aço (ferro e carbono), latão (cobre e zinco), bronze 

(cobre e estanho) e duralumínio (alumínio e cobre) (MARTINS, 2008).  

As ligas metálicas podem ser classificadas como binárias, ternárias ou 

complexas, se o número de componentes for respectivamente, 2, 3 e 4 ou mais 

constituintes. Segundo Moore (1976), sob o ponto de vista da composição química e 

estrutural, uma liga é formada por componentes e fases.  

O número de combinações possíveis entre dois componentes de uma liga, dos 

quais um deve ser sempre metal, é gigantesco. Por outro lado, para cada composição 

específica de uma liga, busca-se determinar as modificações estruturais que podem 

ocorrer às diversas temperaturas. Uma forma de representar ou descrever esses 

fenômenos são denominados de diagramas de equilíbrio de constituição ou diagrama de 

fase (RHINES, 1956). Na Figura 2.12 são exemplificados os diagramas de fase para os 

sistemas de liga Al-Sn e Sn-Pb. 
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Figura 2.12 – Diagramas de fase dos sistemas: (a) Al-Sn; (b) Al-Cu e (c) Sn-Pb 

 

                                                                         (a) 

 

 

 

                          (b) 
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Figura 2.12 – Diagramas de fase dos sistemas: (a) Al-Sn; (b) Al-Cu e (c) Sn-Pb 

(conclusão) 

 

                       (c) 

Fonte: Thermocalc (2015). 

 

Conforme Santos (2006), considerando-se as ligas binárias com as possíveis 

combinações entre elementos metálicos e elementos metálicos e não metálicos, o número 

de diagramas de fase que podem ser traçados é muito elevado. Nas ligas metálicas 

elementos de liga são adicionados intencionalmente ao metal com a finalidade de 

melhorar as propriedades usuais ou obtenção de certas propriedades específicas. 

Por apresentar uma vasta variedade de combinações de propriedades, o alumínio 

é considerado um dos mais versáteis materiais utilizados na engenharia e em construções. 

A gama que compreende suas características é bastante vasta e destacável, entre elas 

pode-se destacar o baixo peso específico, boa fundibilidade, boa usinabilidade, bom 

acabamento superficial e alta condutibilidade térmica e elétrica (ABAL, 2004; ASM 

HANDBOOK, 1992).  

Segundo Joshep, Nagarajan e Ravindran (2001), a maioria das indústrias, 

especialmente a automobilística e a aeroespacial, está atualmente à procura de ligas leves 

ou ligas cujas propriedades são favoráveis com altos valores de resistência mecânica em 

contrapartida com o baixo peso específico, boa ductilidade, dureza, resistência à corrosão 
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entre outras. Dessa forma, muitas aplicações requerem extrema versatilidade que somente 

o alumínio possui. Diariamente, cada combinação de suas propriedades vem sendo 

trabalhada de novas formas (HANDBOOK, 1992). Na Figura abaixo pode ser observado 

dois exemplos de peças obtidas a partir de ligas de alumínio. 

 

Figura 2.13 – Peças produzidas a partir de ligas de alumínio. 

     

Fonte: http://www.manutencaoesuprimentos.com.br/conteudo/6820-usos-das-ligas-de-aluminio/. 

 

 

As ligas do sistema Al-Cu, bastante utilizadas na indústria de aviação, na 

construção de aeronaves, em elementos estruturais que requerem elevadas características 

mecânicas, ferragens e parafusos, rebites para serem aplicados em estado temperado antes 

da maturação, moldes para filme soprado, calçado e asa delta (INFOMET, 2015; 

MARTIN, 1968). 

Conforme Cruz (2008), ligas do sistema Al-Sn são bastante conhecidas por 

apresentarem excelentes propriedades tribológicas, tornando este tipo de sistema de liga 

adequado para aplicações de engenharia, particularmente em pistões do motor de 

combustão e camisas de cilindro. Em aplicações tribológicas, as ligas do sistema Al-Sn 

são conhecidas por apresentarem boas propriedades tribológicas e mecânicas, fazendo 

com que este sistema de liga seja adequado para aplicações que exigem uma satisfatória 

resistência ao desgaste, como exemplo, em mancais de deslizamento (YUAN et al., 2000; 

NEALE, 1995). 

Segundo Perrone (2002), sua estrutura metalográfica heterogênea é 

caracterizada por uma matriz de alumínio com partículas de estanho dispersas através da 

matriz. Este tipo de estrutura determina o comportamento tribológico da liga, com a 

matriz tenaz sendo responsável pela resistência mecânica, enquanto as partículas de Sn 

atuam como um lubrificante sólido, apresentando boas propriedades anti-derrapamento 

por falta de lubrificação (seizure), devido à ação do Sn como lubrificante sólido, ação esta 

http://www.manutencaoesuprimentos.com.br/conteudo/6820-usos-das-ligas-de-aluminio/
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que possibilita a utilização desta liga em sistemas tribológicos sujeitos a lubrificação 

pobre ou ausência total da mesma (YANG et al., 2000). Utilizadas também em 

rolamentos devido à excelente lubrificação a qual o estanho é responsável, além de outras 

aplicações como em bielas e mancais do cárter para os motores diesel. Este tipo de sistema 

de liga foi desenvolvido para diversas aplicações de rolamento, em que a capacidade, 

resitência à fadiga e à corrosão, são critérios importantes (ASM HANDBOOK, 1992). 

Segundo Prasada, Murty e Chakraborty (2004) o sistema de liga Al-Si são 

utilizados na forma de componentes fundidos principalmente em peças essenciais de 

sistemas automotivos, como pistôes, válvulas, blocos de motores etc. (PERES, 2005; 

SAHEB, 2001; GOULART, 2006; YUAN et al., 2000). 
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3 MODELAGEM PELO MÉTODO DAS LINHAS (MOL) 

 

Com o aumento da popularidade e da capacidade de cálculo dos computadores, 

a solução numérica de modelos para problemas de engenharia desenvolveu-se 

enormemente, transcendendo o campo da pesquisa e ingressando de forma definitiva no 

campo da engenharia aplicada (PINTO e LAGE, 2001). 

Demandas emergentes fez surgir problemas cada vez mais complexos na área de 

engenharia. Dessa forma, o aumento do interesse na utilidade da aplicabilidade dos 

métodos numéricos e modelagem computacional na solidificação, a fim de obter 

resultados mais confiáveis em tempo reduzido, proporcionando maior rapidez na 

obtenção de produtos acabados de forma a atender, em todos os aspectos, as necessidades 

do consumidor (ANDRADE, 1999). 

Com o advento dos computadores de alta tecnologia e com o avanço dos métodos 

numéricos aplicados ao fenômeno da solidificação nos últimos anos, os problemas que na 

sua grande maioria não apresentam solução analítica, podem ser tratados por métodos de 

aproximações numéricas que são bastante úteis nas aplicações de engenharia (PINTO e 

LAGE, 2001). 

Em muitas situações matemáticas e nas suas aplicações é natural considerar 

modelos que estabelecem relações envolvendo não só valores de variáveis, mas também 

das suas variações expressas por derivadas. As equações diferenciais têm um papel 

fundamental em quase todas as áreas da engenharia, química, física, biologia, economia 

e em algumas áreas das ciências sociais (BRONSON e COSTA, 2006). 

Uma equação diferencial é uma equação que contém uma função desconhecida 

e algumas de suas derivadas. Através das equações diferenciais podemos determinar o 

comportamento futuro de problemas físicos importantes, como o fenômeno de 

solidificação por exemplo, com base da variação dos valores presentes (BRONSON e 

COSTA, 2006). 

A solução de uma equação diferencial parcial (EDP) pode ser obtida pelo método 

de separação de variáveis. O método de separação de variáveis é o método mais antigo 

para a resolução desse tipo de equação, sendo utilizado no século XVI por D’Alembert, 

Daniel Bernolli e Euler, em problemas de ondas, vibrações e condução de calor. 

Apresenta como característica principal a substituição da EDP por um conjunto de 

equações diferenciais ordinárias (EDO), sujeitas a condições iniciais e de contorno 

especificadas (BOYCE e DIPRIMA, 2002). 
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Em geral, os problemas que envolvem EDPs mais difíceis necessitam de uma 

variedade de ferramentas para sua solução. Além das soluções analíticas, diversos 

métodos numéricos podem ser utilizados para obtenção aproximada da solução de uma 

equação diferencial parcial, entre eles pode-se citar o método das diferenças finitas 

(FDM), método dos elementos finitos (FEM), método dos elementos de contorno (BEM), 

método dos volumes finitos (FVM) e método das linhas (MOL), que será o método 

utilizado no presente trabalho. A ideia básica dos métodos numéricos é o processo da 

discretização, que reduz o problema contínuo, com um número infinito de variáveis, em 

um problema discreto com um número finito de variáveis, podendo ser resolvido 

computacionalmente (FRANCO, 2006). 

O método das linhas é a principal ferramenta para resolver numericamente 

equações diferenciais parciais (EDPs) não-lineares. Ou ainda, o MOL é uma aproximação 

detalhada da solução da EDP não-linear dependente do tempo. Esse método procede em 

dois passos: primeiramente as derivadas parciais são aproximadas utilizando diferenças 

finitas ou elementos finitos. Segundo, o sistema resultante de EDOs é resolvido (COSTA; 

MENEGUETTE; SOUZA, 2009). 

É um método que reduz EDPs à sistemas de equações diferenciais ordinárias 

(EDOs). Após a obtenção de tais sistemas pode-se utilizar métodos para a resolução 

numérica de EDOs, e o FORTRAN 90/95 disponibiliza vários desses (COSTA; 

MENEGUETTE; SOUZA, 2009). A ideia do MOL é, na equação diferencial parcial, 

discretizar todas as variáveis, exceto uma delas, obtendo-se um sistema de EDOs. Esta 

abordagem é chamada de semi-discretização, onde o tempo é deixado contínuo e as 

variáveis espaciais discretizadas. Embora a discretização da variável espacial possa ser 

feita de mais de uma maneira, diferenças finitas são utilizadas neste trabalho. 

Segundo Silva (2013), o MOL é um procedimento semianalítico e bem estável, 

utilizado na análise de vários fenômenos envolvidos na engenharia e áreas afins.  O 

método é bastante consolidado e encontrado na literatura, uma vez que é baseado no 

método de diferenças finitas (FDM) para solução de equações diferenciais parciais 

(EDPs) (ÖZISIK, 1993; SADIKU e OBIOZOR, 2002).  

Conforme Silva (2013), o método das linhas (MOL) é um procedimento geral 

para soluções de equações diferenciais parciais (EDPs). De acordo com Hamdi (2009), a 

ideia básica do MOL consiste na substituição da derivada espacial por fórmulas de 

diferenças, permanecendo apenas uma variável independente, normalmente a temporal. 

Caracterizando-se dessa forma em um sistema de EDOs aproximado da EDP original. O 
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desafio, então, é formular este sistema aproximado de EDOs. A partir disso, será possível 

aplicar-se qualquer algoritmo de integração para o problema de valor inicial (PVI) e 

computar uma solução numérica aproximada para a EDP. 

Na etapa de eliminação da variável espacial, pode-se utilizar vários métodos de 

diferenciação, tais como diferenças finitas, volumes finitos ou elementos finitos, a fim de 

transformar as derivadas espaciais numa equação algébrica (SCHIESSER e GRIFFITHS, 

2009). Para solução do sistema de EDOs pode ser utilizado qualquer método de 

integração numérico (BRITO, 2010). Neste trabalho, será utilizada a rotina DIVPAG da 

biblioteca IMSL (2014), para solução da EDO. Na Figura 3.1 pode ser observado o 

esquema ilustrativo do MOL.  

 

Figura 3.1 – Estratégia geral do Método das Linhas 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

Fonte: Colnato (2012). 

  

De acordo com Pinto e Lage (2001), o método das linhas consiste na 

discretização parcial, na qual todas as coordenadas menos uma são discretizadas. A 

coordenada que não é discretizada deve aparecer apenas como uma derivada primeira, 

isto é, a equação diferencial parcial é de primeira ordem em relação a esta coordenada. 

Assim, um sistema de equações diferenciais ordinárias é o resultado da discretização 

parcial. A solução desse sistema de EDOs pode ser feita por qualquer um dos métodos de 

solução de problemas de valor inicial. Entretanto, a grande vantagem deste método está 

na utilização de rotinas computacionais já existentes para a integração do sistema de 

Problema de Valor Inicial e de Fronteira Original (Sistema de EDPs) 

Discretização em todas as derivadas 

espaciais (Técnica de aproximação 

Numérica) 

Problema de Valor Inicial (Sistema de EDOs) 

Discretização das derivadas temporais 

usando um integrador numérico 

Solução Aproximada 
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EDOs, que já foram extensivamente testadas, são confiáveis e permitem a integração com 

controle automático do erro local.    

Conforme Costa, Meneguette e Souza (2009), o método das linhas utiliza 

métodos de resolução de EDOs para calcular linhas de corte da superfície solução sobre 

o plano espaço-tempo. Cada linha é paralela ao eixo do tempo e corresponde a um ponto 

da malha espacial. 

Para ilustrar o método das linhas (MOL), vamos considerar a equação de 

advecção linear dada por (COLNAGO, 2012): 

 

u u

t x

 


 
               (3.1) 

Aproximada numa malha espacial em x  com n pontos separados uniformemente 

por uma distância x . O primeiro passo é a discretização da variável x . Para algum 

ponto ix , usaremos a notação ( ) ( , )i iu t u x t , teremos que: 

 

iuu

t t




 
              (3.2) 

 

Aproximando a derivada espacial utilizando diferenças finitas centradas em 

algum ponto ix , temos: 

 

1 1 ,   1,2,..., 1
2

i iu uu
i n

t x

 
  

 
           (3.3) 

 

A substituição de (3.1) pela aproximação (3.2) nos fornece um sistema de 1n  

EDOs da forma: 

 

2 01 ,
2

u udu

dt x


 


             (3.4) 

 

3 12 ,
2

u udu

dt x


 


             (3.5) 

 

3 4 2 ,
2

du u u

dt x


 


...             (3.6) 
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1 2 ,
2

n n ndu u u

dt x

 
 


             (3.7) 

 

Então, esse sistema de equações diferenciais ordinárias podem ser resolvidas 

usando algum integrador já existente.  

 

 
2
,   0 1,   0 ,t xx xu u u x t T                (3.8) 

   ,0 1 ,   0 1,  u x x x x               (3.9) 

 , 0,   0 ,   u x t t T             (3.10) 

   1, ,   0u t sen t t T             (3.11) 

 

O domínio  0,1  de x  é substituído por um conjunto de pontos discretos 

,  0,1,...,ix ih i N  , onde  1h
N

 . Ao longo de cada uma dessas linhas  ,ix t  temos 

uma função  iU t . 

Utilizando diferenças centradas para xxu  e xu , desprezando o erro da 

discretização, temos: 

 

 
         

2

1 1 1 1'

2

2

2

i i i i i

i

U t U t U t U t U t
U t

h h

      
  

 
      (3.12) 

 

Tomando 5N  e 0,2h  , podemos exemplificar e chegar ao seguinte sistema 

de EDOs: 

 

   0 0, 0U t U t             (3.13) 

 

 
 

2

2 0' 2 1 0
1

2

0,04 0,16

U UU U U
U t

 
           (3.14) 

 

 
 

2

3 1' 3 2 1
2

2

0,04 0,16

U UU U U
U t

 
           (3.15) 



67 
 

 
 

2

4 2' 4 3 2
3

2

0,04 0,16

U UU U U
U t

 
         (3.16) 

 

 
 

2

5 3' 5 4 3
4

2

0,04 0,16

U UU U U
U t

 
         (3.17) 

 

     5 1, ,U t U t sen t          (3.18) 

 

 

Com condições iniciais: 

 

 0 0 0  U            (3.19) 

 

     1 0 0,2;0 0,2 1 0,2 0,16U u          (3.20) 

 

     2 0 0,4;0 0,4 1 0,4 0,24U u          (3.21) 

 

     3 0 0,6;0 0,6 1 0,6 0,24U u          (3.22) 

 

     4 0 0,8;0 0,8 1 0,8 0,16U u          (3.23) 

 

 5 0 0U            (3.24) 

 

Resolvendo esse sistema, obtemos aproximações para a solução ( , )u x t  ao longo 

das linhas ( , )ix t . 

Segundo Ismail et al. (2007), o método das linhas (MOL) tem sido bastante 

utilizado na solução de equações diferenciais parciais (EDPs) desde os tempos da antiga 

União Soviética, por volta de 1930. A partir de então, tem sido bastante utilizado em 

diversas aplicações, como podemos verificar na Tabela 3.1. 
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Tabela 3.1 – Trabalhos que utilizam o MOL em suas metodologias de solução 

Autor/ ano Trabalho 

Campo (1988) Aplicação do MOL como um procedimento adequado na solução da análise da 

convecção mista em tubos verticais. 

Oymac e Selcuk (1996) Como método de solução para equação de Navier Stokes 2D juntamente com a 

equação da energia. 

Taler e Duda (1999) Solução de problemas inversos de condução de calor não-linear. 

Sadiku e Garcia (2000) Solução da equação de Laplace em coordenadas cilíndricas. 

Ismail et al.(2007) Solução de problemas envolvendo fenômenos da natureza. 

Ferreira (2012) Solução da análise do escoamento e adsorção de gases em uma coluna de leito fixo. 

Silva (2013) Solução da análise de difusão-convecção e reação em superfície baseado em um 

biossensor. 

Machado et al (2013) Solução do processo de extração supercrítica com um modelo de duas fases com 

equilíbrio não linear. 

Fonte: a autora. 

 

 Portanto, o método das linhas possui as seguintes propriedades que 

justificam sua utilização: 

 É um método eficiente para a resolução de equações não lineares; 

 A estabilidade numérica: separando a discretização do espaço e do tempo, é 

fácil estabelecer a estabilidade e convergência para uma ampla gama de problemas; 

 Redução do esforço de programação: fazendo um bom uso dos integradores 

para equações diferenciais ordinárias (EDOs), o esforço de programação pode ser 

substancialmente reduzido; 

  Redução do tempo computacional para problemas unidimensionais: uma vez 

que apenas uma pequena quantidade de discretização de linhas são utilizadas no cálculo 

e portanto não há necessidade de resolver um grande sistema de equações. 
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4 SOLIDIFICAÇÃO DE LIGAS BINÁRIAS: MODELO DE SEGREGAÇÃO 

(CHANG e STEFANESCU, 1996; NI e INCROPERA; 1995)  

 

4.1 CONSIDERAÇÕES GERAIS 

 

 

Segundo Chang e Stefanescu (1996), na maioria dos sistemas de ligas de 

fundição, é muito difícil alcançar a homogeneidade composicional entre as peças fundidas 

uma vez que a redistribuição de soluto é inevitável durante o fenômeno da solidificação. 

Essa falta de homogeneidade na composição resultante é conhecida como segregação. 

A segregação começa no nível microscópico conforme prossegue o fenômeno 

da solidificação. A macrossegregação pode resultar em grandes variações das 

propriedades físicas e mecânicas de peças fundidas, o que limita o desempenho dessas 

peças ou componentes em forma de peças fundidas (CHANG e STEFANESCU, 1996). 

De acordo com Spin (1996), a modelagem da transferência de calor com 

mudança de fase, é um dos maiores problemas no contexto da complexidade de cálculo, 

devido a condições de contorno não-lineares e a liberação contínua de calor latente, bem 

como a dependência das propriedades físicas do material como função da temperatura.  

Conforme Chang e Stefanescu (1996) e Ni e Incropera (1995), diversos modelos 

de predição da macrossegregação durante a solidificação de ligas de fundição tem sido 

desenvolvido.  

O modelo considera a liberação de calor na zona pastosa seguindo a teoria de 

Scheil, em 1947, e na temperatura eutética pelo método de Dusinberre (MEZA, 2012). O 

modelo numérico permite descrever a distribuição da temperatura tanto no espaço quanto 

no tempo, cálculo do coeficiente de transferência de calor metal/ molde, a velocidade da 

isoterma liquidus, taxa de resfriamento e gradiente térmico. É também amplamente 

utilizado na simulação de perfis térmicos para diferentes ligas e na determinação do 

coeficiente de transferência de calor metal/molde através do método do confronto 

teórico/experimental de perfis térmicos. Alguns trabalhos que abordam o modelo de 

segregação são: trabalhos realizados por Peres (2005), Rosa et al.(2006), Boeira (2006), 

Boeira, Ferreira e Garcia (2009), Spinelli (2005), Cruz et al. (2008), Canté (2009), 

Goulart (2010). 

Neste capítulo iremos abordar a modelagem matemática para o problema físico 

descrito a seguir, bem como analisar e discutir os resultados obtidos a partir do modelo 

adotado e compara-lo com o resultado experimental obtido na literatura. 
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4.2 CONSIDERAÇÕES SOBRE O MODELO FÍSICO 

 

O modelo físico consiste em simular a solidificação de ligas binárias em um 

dispositivo de solidificação unidirecional ascendente, onde no espaço interno do dispositivo 

é posicionado uma lingoteira, a qual servirá para comportar o metal fundido.  A lateral do 

dispositivo é completamente isolada termicamente, favorecendo a extração de calor do 

sistema apenas a partir da base refrigerada do dispositivo utilizado (CRUZ et al., 2008).  

O sistema de refrigeração do dispositivo é formado por um duto, localizado na 

parte inferior do espaço onde fica a chapa molde ou trocador calor, possibilitando ao 

fluido de refrigeração atingir a lingoteira na parte inferior (chapa/molde), promovendo a 

solidificação unidirecional ascendente. A fonte extratora de calor é uma chapa circular 

colocada na base da lingoteira para servir de meio material para separar a liga metálica 

do fluido de refrigeração (CRUZ, 2008). 

As medições de temperatura são realizadas através de termopares posicionados em 

pontos específicos ao longo da lingoteira (BOEIRA, FERREIRA e GARCIA, 2009; 

SIQUEIRA, CHEUNG e GARCIA; 2002; DIAS, 2009; CRUZ et al., 2008).  Na Figura 4.1 é 

apresentada a representação física do problema físico adotado. 

 

Figura 4.1 – Representação física do problema 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Fonte: Boeira, Ferreira e Garcia (2009) [adaptado]. 
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Para a construção do modelo matemático, o problema físico é formulado 

partindo-se das seguintes hipóteses: 

 

1. O processo de transferência de calor é unidimensional e transiente; 

2. Nas fases pastosa e líquida os efeitos convectivos são negligenciados; 

3. Os calores específicos, PSC  e PLC , as condutividades térmicas, Sk  e Lk , e 

as massas específicas, S  e  L , são constantes dentro de cada fase; e 

4. O calor latente de fusão, H , é considerado como a diferença das entalpias 

das fases em relação a uma temperatura de referência. 

 

4.2.1 Modelagem matemática do problema 

 

Inúmeros autores têm se preocupado com a simulação do problema das 

transformações metalúrgicas, buscando a minimização do erro envolvido, através de 

simplificações compatíveis aos sistemas analisados (SPIN, 1996).  

Na sequência são apresentadas as equações envolvidas, bem como suas 

simplificações que permitem uma modelagem do problema envolvido. 

Segundo Stefanescu (2002), a equação governante para a solidificação de uma 

peça fundida é a equação da conservação da energia escrita em sua forma de advecção – 

difusão conforme podemos observar na equação (4.1):  

  

 
  .   

PS

H k
uH H S

t C




  
     

  
                      (4.1) 

 

O termo fonte obtido por Benon e Incropera (1987) para sistemas de duas fases 

pode ser representado por: 

 

    . - .S S S L S

PS

k
S H H f u u H H

C


 
          

 
                               (4.2) 

 

Sendo: 

u   o campo de velocidade [m/s]  
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O primeiro termo à direita na equação (4.2) conhecido como fluxo de energia e 

está associado à transformação de fase, enquanto que o segundo termo, é o termo de 

energia associado com o movimento de fase (STEFANESCU, 2002; BENNON e 

INCROPERA, 1987). 

Assim, a equação governante do problema e sua respectiva condição inicial e de 

contorno são definidas a seguir: 

 
 

0

.       0       0                                    (4.3)

0             ( , )                              0 x L       t = 0                                   (4.4)

PS

H k
uH H S x L t

t C

t T x t T

x




  
        

  

   

  0                             x = 0             t > 0                                   (4.5)

            0                                    x = L            t > 0                      

T
k h T T

x

T
x L

x




  




 


             (4.6) 

                  

















Sendo: 

    a massa específica [kg.m-3] 

H   o calor latente de fusão [J.kg-1] 

k     a condutividade térmica [W.m-1.K-1] 

PSC  o calor específico do sólido [J.kg-1.K-1] 

S     o termo fonte de geração interna de calor associado a transformações de fase com a 

liberação de calor latente para casos particulares da solidificação e transferência de 

calor nos materiais. 

L     o comprimento do molde [m] 

ih     o coeficiente global de transferência de calor [W/m2 .°C] 

O problema de transferência de calor durante a solidificação de uma liga binária 

é um bom exemplo de partida para o desenvolvimento do modelo porque contém duas 

fases características (sólido e líquido) separadas por uma fase mista ou intermediária 

definida entre a “temperatura solidus (TS) até a “temperatura liquidus (TL) da liga. Em 

geral esta fase é denominada de “fase pastosa” (SPIN, 1996). 
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A equação da energia para um sistema de duas fases pode ser expressa em termos 

de temperatura, ao invés de entalpia, em função de: 

 

S PSH C T                          (4.7) 

 L PL PS PL e fH C T C C T H               (4.8) 

 

Sendo: 

 

eT    a temperatura eutética [K] 

 

PSC  o calor específico do sólido [J.kg-1.K-1] 

 

PLC  o calor específico do líquido [J.kg-1.K-1] 

 

fH  o calor latente de fusão [J.kg-1] 

 

O calor sensível da fase sólida é dado pela equação (4.7) e a fase líquida 

apresenta uma parcela de calor sensível e outra de calor latente representado na equação 

(4.8).  

Segundo Crank (1984) na temperatura de fusão, a capacidade térmica (energia 

necessária para elevação da temperatura do corpo) sofre uma descontinuidade, que se 

traduz pelo calor latente de fusão. Nesse caso, a entalpia pode ser definida pela seguinte 

relação: 

 

L L S SH f H f H                (4.9) 

Com 

 

Sf  a fração mássica de sólido 

 

Lf  a fração mássica de líquido 

 

Voller e Swaminathan (1991) apresentam em seu trabalho a variação da 

condutividade térmica (k) e do calor específico (CP) da liga e massa específica (ρ), dentro 

da região pastosa dado por uma “mistura” ponderada das frações sólida e líquida, 
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conforme equações 4.10, 4.11 e 4.12 (CHANG e STEFANESCU, 1996).  Os subscritos 

s e l representam, respectivamente, as fases sólida e líquida.  

 

L L S Sk g k g k             (4.10) 

 1P S PL S PSf C f C                           (4.11) 

 1S S L Sg g                         (4.12) 

 

Sendo: 

g  frações volumétricas 

f  frações mássicas 

 

As relações entre fração mássica  f  e volumétrica  g  podem ser expressas 

como: 

 

S S
S

g
f




             (4.13) 

 

  1L Sf f            (4.13a) 

 

ou 

S
S

S

f
g




             (4.14) 

 

1L Sg g            (4.14a) 

 

A derivada da fração volumétrica sólida em relação a fração mássica de sólido é 

fornecida por: 

 

 
S S

S S L S

g f

t tf



  

 


    
         (4.15) 
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Conforme Spin (1996), a fração sólida formada pode ser função de uma série de 

parâmetros envolvidos no sistema de fundição. No entanto, em inúmeros casos é razoável 

assumir a variação da fração sólida como função apenas da temperatura, isto é: 

 

 Sf F T   para  TS < T < TL                (4.16) 

 

A formulação correta de F(T) consiste na dependência dos constituintes internos 

da liga e da forma com que interagem na solidificação do sistema. Entre as formulações 

mais importantes tem-se a regra da alavanca, modelo de Scheil, modelo de Brody e 

Flemings, modelo de Clyne e Kurz e modelo de Onaka conforme pode-se observar 

abaixo. 

Na regra da alavanca considera-se que o sistema está em equilíbrio 

termodinâmico e portanto a composição química permanece uniforme dentro de cada fase 

onde há completa difusão de soluto tanto na fase sólida quanto na fase líquida. O 

comportamento da difusão nesse modelo é representado da seguinte forma: 

 

0

1

1

L
S

m

T T
f

k T T

   
    

    
          (4.17) 

 

Sendo 

 

LT  a temperatura liquidus. 

 

Segundo Brody (1966), no modelo de Brody e Flemings propuseram duas 

soluções que levam em consideração a difusão no estado sólido representadas pelas 

seguintes expressões: 

 01 . 1 m
S

m L

T T
f k

T T





  
    

   
        (4.18) 

 

A Eq. (4.18) representa o crescimento com velocidade constante da ramificação 

dendrítica na direção perpendicular à direção de deslocamento da interface sólido/líquido. 

Enquanto que a Eq. (4.19) representa o crescimento com velocidade parabólica da 
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ramificação dendrítica na direção perpendicular à direção de deslocamento da interface 

sólido/líquido. 

 

. 1 m
S

m L

T T
f

T T









 
       

 

         (4.19) 

  

Sendo: 

 

2

4. .S SLD t



            (4.20) 

 

0

1

1 2. .k






           (4.21) 

 

Sendo: 

 

SD  a difusividade do soluto no sólido. 

SLt   tempo local de solidificação. 

  espaçamento dendrítico local. 

De acordo com Clyne e Kurz (1981), o modelo de Clyne e Kurz é uma 

modificação do modelo de Brody e Flemings que se restringe apenas em uma faixa de 

valores de  , apresentando resultados que contrariam as condições de solidificação à 

medida que os valores de   tornam-se elevados. Baseado nessa restrição, foi proposta 

uma expressão que pudesse quantificar o efeito da difusão de retorno em toda a faixa de 

valores de     . Conforme Eq. (4.24). 

 

'

' 1 m
S

m L

T T
f

T T








  
   

  
         (4.22) 
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Com 

'

0

1

1 2. .k
 

 
           (4.23) 

 

 
11

2.1
1 .

2
e e


 

    
 

         (4.24) 

 

O modelo de Ohnaka é baseado na solução da equação de difusão através do 

método do perfil integral, admitindo-se que a distribuição de soluto no sólido formado 

seja representada por uma expressão quadrática (OHNAKA, 1986). A solução obtida 

difere da análise de Brody-Flemings da definição de um novo parâmetro c  que deve 

substituir na expressão de Clyne-Kurz, e é fornecido na Eq. (4.25). 

 

 
1

1 2.
c





                        (4.25) 

 

Finalmente o modelo de Scheil, que será utilizado neste trabalho conforme se 

pode observar na Eq. (4.26). 

 

1 m
S

m L

T T
f

T T


 

  
 

          (4.26) 

 

 

Com: 

 

 0

1

1k
 


            (4.27) 

 

Sendo: 

 

mT   a temperatura de fusão [K] 

0k   o coeficiente de partição do soluto [adimensional] 
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A equação (4.26) consiste em uma das formas de apresentação da equação de 

Scheil. O tratamento de Scheil conduz a resultados muito próximos de situações práticas 

que conduzem a solidificação dendrítica, onde analisa a condição de segregação máxima 

(SPIN, 1996).  

Aplicando-se a hipótese dois citada no tópico anterior nas equações (4.1) e (4.2) 

e fazendo as devidas substituições nos termos resultantes dessas equações obtém-se: 

 

 
 

0

. .    0     0                         (4.28)

0             ( , )                    0                                                          (4.29)

0 

S

PS PS

H k k
H H H x L t

t C C

t T x t T x L

x

    
           

    

   

                  t > 0                                                                 (4.30)

            0                        t > 0                                              

T
k h T T

x

T
x L

x




  




 


                   (4.31)

                  

















 

Calculando H substituindo (4.7) e (4.8) em (4.9) e introduzindo o resultado em 

 H

t




; .

PS

k
H

C

 
  
 

 e  .  S

PS

k
H H

C

 
   
 

, resulta: 

 

  S
P

H fT

t t t


 

 
 

  
                               (4.32) 

 

Com: 

    
 1 1

S PS L PL PS PL e f

S

C C T C C T H
d f


              

                                 (4.33) 

 

 ( ) ( )PL PS PL S PS PL e S f SH C T C C f T C C T f H f                          (4.34) 

 

     

                                           +

S PS PL S

PS PL e S f S

H H C C T f T

C C T f H f

        

    
                    (4.35) 
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Sendo, 

 

S





                       (4.36) 

 

L

S

d



                       (4.37) 

 

Aplicando a hipótese assumida anteriormente em (4.28), (4.32), (4.33), (4.34) e 

(4.35) obtêm-se a seguinte equação principal em função da temperatura e sua condição 

inicial e de contorno: 

 

0

       0       0                                             (4.38)

0             ( , )                0 <                                                     

S
P

fT T
k x L t

t t x x

t T x t T x L

 
   

     
    

  

 

       (4.39)

0                 t > 0                                                               (4.40)

            0                         t > 0                               

T
x k h T T

x

T
x L

x




   




 


                               (4.41)

                  

















 

Com: 

 

 1L S S Sg g                         (4.42) 

 1P S PL S PSf C f C                                  (4.43) 

 1 S L S Sk g k g k                                               (4.44) 

  

Este modelo é mais geral que os modelos apresentados em: Cruz et al. (2008), 

Boeira et al. (2009), Siqueira, Cheung e Garcia (2003). Entretanto, vale ressaltar que este 

modelo se reduz ao modelo das referências acima quando S L    ; P PS PLC C 

; S Sg f  e 0
t





, resultando:  
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0

+S               0       0                                        (4.45)

0             ( , )                       0                                                 

P

T T
k x x L t

t x x

t T x t T x L


   

       

   

 

      (4.46)

0                     t > 0                                                            (4.47)

            0                            t > 0                               

T
x k h T T

x

T
x L

x




   




 


                             (4.48)

                  

















 

Sendo 

 

S= . S
f

f

t






            (4.49) 

 

 1 .S L S Sk f k f k              (4.50) 

 

 1 .S L S Sf f               (4.51) 

 

Essas simplificações introduzidas por Voller e Song objetivam uma marcante 

flexibilidade de trabalho na equação geral da condução de calor (4.1) para a análise 

numérica de fenômenos que envolvem a transformação de fase (SPIN, 1996). 

Portanto, pode-se observar que o modelo proposto (Eqs. 4.38-4.41) é mais 

completo e não-linear que os modelos utilizados em Cruz et al. (2008), Siqueira, Cheung 

e Garcia (2003) e Boeira, Ferreira e Garcia (2009). 
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4.2.2 Adimensionalização do problema 
 

 

Como procedimento geral de modelagem, é conveniente redefinir as variáveis 

do problema de forma a torná-las adimensionais, evitando assim problemas de 

interpretação advindos do uso de sistemas diferentes de unidades e permitindo agrupar os 

parâmetros do problema num conjunto menor de grupamentos paramétricos (PINTO e 

LAGE, 2001). A finalidade da adimensionalização de um problema físico (Eqs. 4.38-

4.41) consiste em reduzir o número de variáveis (SILVA, 2013).  

Com o objetivo de se resolver uma classe de problemas que sejam definidos pelo 

modelo proposto serão utilizados os seguintes grupos e parâmetros adimensionais: 
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                      (4.67-4.71) 

 

Com: 

 
2

c

S

L
t


             (4.72) 

 

Sendo 

 

ct  é uma escala de tempo de difusão de calor na fase sólida [dimensional]. 
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Os grupos adimensionais definidos acima foram substituídos nas equações 

(4.38-4.41), bem como nas equações ou relações diretamente relacionadas a estas 

equações, resultando no modelo matemático na forma adimensionalizada:  

                       0 <  < 1        > 0                                             (4.73)

0           1                           0 <  < 1                                 

 
  

  

  

   
  

   

 

 

                            (4.74)

0                   > 0                                                              (4.75)

1          0                                > 0      

iB


    



 






   




 


                                                       (4.76)



















 

         

 

Sendo , , ,L m     as temperaturas adimensionais, d representa a relação entre 

as massas específicas do sólido e do líquido respectivamente e  o tempo adimensional. 

 

Sendo: 

 

. Sf



 


            (4.77) 

 

. P             (4.78) 

 

 1 .S Sg d g               (4.79) 

 

 1 .S Sg e g               (4.80) 

 

.S Sg f             (4.81)   
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           (4.82) 
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1
1 1

1 1
m e

S

b d a
Ste d f


   

 
              

 

                 (4.83) 

 . 1S Sg a d g             (4.84) 

   

4.2.3 Metodologia de solução 

 

  

Atualmente, técnicas numéricas têm sido bastante aplicadas para a solução de 

problemas complexos como, por exemplo, aqueles que envolvem transferência de calor 

na solidificação. Esta intensificação de utilização ocorre pelo fato de apresentar poucas 

restrições, resolver com rapidez as questões propostas e obter soluções de problemas com 

condições de contorno mais complexas (PERES, 2005). 

Discretizar o domínio de cálculo consiste em definir, ao longo deste domínio, 

em quais pontos se deseja conhecer a variável dependente ( ). Para isso, é necessário 

construir sobre o domínio uma malha, que conterá um conjunto de nós posicionados onde 

se deseja determinar  . A Figura 4.2 apresenta a discretização de um domínio 

unidimensional através da construção de uma malha uniforme. 

 

Figura 4.2 – Representação da malha com pontos nodais em um sistema 

unidimensional 

 

 

   1           2           3           4           5           6          7          8           9 

    │─ ─  *  ─ ─  *  ─ ─  *  ─ ─  *  ─ ─  *  ─ ─  *  ─ ─  *  ─ ─  *  ─ ─  * ─ ─ │ 

 

 

 

Fonte: autora. 

 

Para cada nó da malha, existirá uma equação discretizada do modelo matemático 

relacionando o valor de   armazenado em um ponto da malha com os valores de 

armazenados nos nós vizinhos. Assim, a partir da Figura 4.2 tem-se: 

 Números de nós na malha: Nint = 9 

 Número de elementos da malha (Npi = número de pontos internos): Npi = Nint – 1 

 

0   

0i   

1   
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O termo da equação do modelo matemático adimensionalizado (4.73) que não 

possui derivada é aproximado para o ponto principal e assume a forma: 

 

i             (4.85) 

 

A equação (4.85) é introduzida na equação (4.73). Para completar a discretização 

do modelo matemático proposto, são necessárias expressões algébricas para as derivadas 

de primeira e segunda ordens de  . Assim, as aproximações por diferenças finitas dos 

termos expressos por derivadas parciais de primeira e segunda ordem na equação (4.73), 

para o ponto principal permite escrever: 

 

i

i

d

d



 





            (4.86) 
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       (4.87) 

 

Sendo: 

 

 1

1
2 2

i i

i

 
 




                      (4.88) 

 

Ou 

 

 
1

1

1

2 .i i

i

i i

 


 










                     (4.89) 

  

 

Portanto, após a discretização dos termos da equação (4.73) temos que: 
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Para 1 Pii N   

 

                                                                                                              (4.90)

                                                               

0      

i
i i

d

d











    1                                                                                                   (4.91)i





 



 

     

  Discretizando as condições de contorno (Equações 4.75 e 4.76), temos: 

 

Para 0   

 

 1 2

0

2. 4

3 2.

i

i

B

B

    


 

  


 
          (4.92) 

 

Para 1   

 

 1 24

3

i i

i

 
  
    (4.93) 

 

As equações discretizadas (4.90-4.93) foram implementadas em código 

computacional desenvolvido para resolver o problema proposto. A rotina DIVPAG da 

biblioteca do IMSL (2014) foi utilizada para solução do sistema de equações diferenciais 

ordinárias. 
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES      

 

5.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

  

Resultados numéricos para distribuição de temperatura, bem como dos 

parâmetros térmicos foram obtidos ao longo da evolução do fenômeno da solidificação 

considerado. Para esta finalidade, um código computacional foi desenvolvido em 

linguagem de programação FORTRAN 90/95 e implementado em um microcomputador 

pessoal com processador do tipo INTEL(R) CORE(TM) i3-3217U 1.80GHz. A rotina 

DIVPAG da biblioteca do IMSL (2015) foi utilizada para resolver numericamente o 

sistema de equações diferenciais ordinárias fornecidas pelas equações (4.90-4.91), com 

uma tolerância igual a 10-8 definida pelo usuário. 

Resultados foram gerados para os sistemas binários Al-Sn (Al20%Sn; Al30%Sn 

e Al40%Sn), Al-Cu (Al6,2%Cu e Al8,1%Cu) e Sn-Pb (Sn5%Pb) e comparados com 

dados experimentais obtidos na literatura (CRUZ et al., 2008; BOEIRA, FERREIRA e 

GARCIA, 2009; SIQUEIRA, CHEUNG e GARCIA, 2003). 

A utilização dos sistemas de liga Al-Sn, Al-Cu e Sn-Pb na realização deste 

trabalho, pode ser justificada em função dos seguintes motivos: 

 

a) Sistema Al-Sn 

 

Aplicabilidade em termos industrial no âmbito da tribologia (CRUZ, 2008), 

conforme abordado no capítulo 2. 

 

b) Sistema Al-Cu 

 

Aplicabilidade principalmente em indústrias de aviação (MARTIN, 1968). 

 

c) Sistema Sn-Pb 

 

Segundo Rocha (2003), a escolha da liga do sistema Sn-Pb deve-se ao fato do 

mesmo apresentar: 

 Um eutético simples;  
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 Apresentar temperaturas liquidus relativamente baixas, fato que facilita 

bastante as operações de fusão e posterior vazamento; 

 Apresentar intervalos de solidificação bastante variáveis; 

 As propriedades termofísicas das ligas hipoeutéticas são conhecidas. 

 

Nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 são apresentados os dados de entrada utilizados na 

simulação.  

 

Tabela 5.1 – Propriedades termofísicas do sistema de liga Al-Sn 
Especificação Símbolo 

/Unidade 

Caso 1* 

Al20%Sn 

Caso 2* 

Al30%Sn 

Caso 3 * 

Al40%Sn 

Calor Específico do sólido CPS [J.kg-1.K-1] 998,2 906,8 815,4 

Calor Específico do líquido CPL [J.kg-1.K-1] 920,2 837,3 754,4 

Calor Latente de Fusão ∆Hf [J.kg-1] 330140 296460 262780 

Coeficiente de Partição K0 0,032 0,026 0,021 

Coeficiente de Transferência Térmica hi [W/m2°C] 10.500t-0,1 6.000t-0,1 12.500t-0,1 

Coeficiente de Transferência de calor hi [W/m2K] a.tᾱ b.tᾱ1 c.tᾱ2 

Comprimento do molde L [m] 0,11 0,11 0,11 

Condutividade Térmica do sólido KS [W.m-1.K-1] 183,8 169,2 154,6 

Condutividade Térmica do líquido KL [W.m-1.K-1] 79,4 73,6 67,8 

Densidade do sólido ρs [kg.m-3] 3473,2 3934,8 4396,4 

Densidade do líquido ρL[kg.m-3] 3291,6 3753,4 4215,2 

Temperatura Ambiente T [°C] 25 25 25 

Temperatura Eutética Te [°C] 227 227 227 

Temperatura de Fusão Tm [°C] 660,37 660,37 660,37 

Temperatura Inicial T0 [°C] 639 628 618 

Temperatura Liquidus TL [°C] 637 626 616 

Tempo Final t [s] 400 500 400 

Fonte: Cruz et al. (2008). 

 

 

Tabela 5.2 – Propriedades termofísicas do sistema de liga Al-Cu 

Especificação 

 

Símbolo 

/Unidade 

 

Caso 4* 

Al6,2%Cu 

 

Caso 5 * 

Al8,1%Cu 

Calor Específico do sólido CPS [J.kg-1.K-1] 1089 1088 

Calor Específico do líquido CPL [J.kg-1.K-1] 1050 1039 

Calor Latente de Fusão ∆H [J.kg-1] 380554 379264 

Coeficiente de Partição K0 0,17 0,17 

Coeficiente de Transferência Térmica hi [W/m2°C] 11.200 t-0,022 10.700 t-0,17 

Coeficiente de Transferência de calor hi [W/m2K] b.tᾱ5 c.tᾱ6 

Comprimento do molde L [m] 0,11 0,11 

Condutividade Térmica do sólido KS [W.m-1.K-1] 190,8 188,4 

Condutividade Térmica do líquido KL [W.m-1.K-1] 88,1 87 

Densidade do sólido ρs [kg.m-3] 2698 2746 

Densidade do líquido ρL[kg.m-3] 2533 2580 

Temperatura Ambiente T [°C] 25 25 

Temperatura Eutética Te [°C] 548 548 

Temperatura de Fusão Tm [°C] 660,37 660,37 

Temperatura Inicial T0 [°C] 644 638 

Temperatura Liquidus TL [°C] 639 633 

Tempo Final t [s] 120 160 

Fonte: Boeira, Ferreira e Garcia (2009). 
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Tabela 5.3 – Propriedades termofísicas do sistema de liga Sn-Pb. 

Especificação 
Símbolo 

/Unidade 

Caso 6* 

Sn5wt%Pb 

Calor Específico do sólido CPS [J.kg-1.K-1] 221 

Calor Específico do líquido CPL [J.kg-1.K-1] 259 

Calor Latente de Fusão ∆H [J.kg-1] 57120 

Coeficiente de Partição K0 0,0626 

Coeficiente de Transferência Térmica hi [W/m2°C] 650t-0,02 

Coeficiente de Transferência de calor hi [W/m2K] a.tᾱ7 

Comprimento do molde L [m] 0,11 

Condutividade Térmica do sólido KS [W.m-1.K-1] 64 

Condutividade Térmica do líquido KL [W.m-1.K-1] 33 

Densidade do sólido ρs [kg.m-3] 7720 

Densidade do líquido ρL[kg.m-3] 7380 

Temperatura Ambiente T [°C] 25 

Temperatura Eutética Te [°C] 183 

Temperatura de Fusão Tm [°C] 232 

Temperatura Inicial T0 [°C] 225 

Temperatura Liquidus TL [°C] 220 

Tempo Final t [s] 560 

Fonte: Siqueira, Cheung e Garcia (2003). 

 

 

 

5.2 ANÁLISE DE CONVERGÊNCIA 

 

Segundo Shih e Tsay (1971) o termo convergência significa que a solução por 

diferenças finitas aproxima-se da solução verdadeira da equação diferencial parcial, tendo 

as mesmas condições de contorno e iniciais, quando a malha é refinada.  

Para análise de convergência foram simuladas três ligas diferentes: Al40%Sn, 

Al8,1%Cu e Sn5%Pb e os resultados estão apresentados nas Tabelas 5.4-6. 

 

Tabela 5.4 – Comportamento da convergência da temperatura ao longo do fenômeno da 

solidificação referente à liga Al40%Sn 
Al40%Sn 

N x = 5 mm x = 30 mm 

t = 15 s t = 100 s t = 349 s t = 5 s t = 100 s t = 334 s 

22 371,1591 168,6136 72,0264 625,6246 314,3741 121,2180 

44 370,3272 168,4414 72,0735 626,2312 314,1132 121,3166 

88 369,9132 168,3851 72,0701 626,4171 314,0220 121,3125 

176 369,7393 168,3657 72,0701 626,4675 313,9886 121,3109 

220 369,7100 168,3633 72,0703 626,4732 313,9842 121,2832 

440 369,6608 168,3633 72,0703 626,4794 313,9848 121,1835 

880 369,6622 168,3633 72,0703 626,4794 313,9848 121,1835 

Fonte: a autora. 
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Tabela 5.5 – Comportamento da convergência da temperatura ao longo do fenômeno da 

solidificação referente à liga Al8,1%Cu. 
 

Al8,1%Cu 

N x = 29 mm x = 65 mm 

t = 2 s t = 12 s t = 100 s t = 2 s t = 12 s t = 100 s 

22 654,7144 619,5871 375,9837 666,7587 662,7593 515,3058 

44 655,1012 615,9511 375,8424 666,7672 662,8976 515,1175 

88 655,1926 614,9289 375,7835 666,7693 662,9319 515,0403 

176 655,2186 614,5963 375,7744 666,7698 662,9392 515,0275 

220 655,2220 614,5416 375,7712 666,7698 662,9396 515,0275 

440 655,2220 614,5418 375,7711 666,7699 662,9395 515,0276 

880 655,2221 614,5418 375,7715 666,7699 662,9395 514,9809 

Fonte: a autora. 

 

 

Tabela 5.6 – Comportamento da convergência da temperatura ao longo do fenômeno da 

solidificação referente à liga Sn5%Pb 

 
Sn5%Pb 

N x = 5 mm x = 50 mm 

t = 140 s t = 210 s t = 343 s t = 140 s t = 210 s t = 343 s 

22 177,2081 166,1275 151,0238 218,6432 207,8934 189,0180 

44 177,0658 166,0194 150,9468 218,4680 207,7411 188,9205 

88 177,0110 165,9765 150,9144 218,4123 207,6827 188,8776 

176 176,9897 165,9600 150,9021 218,3943 207,6616 188,8624 

220 176,9866 165,9576 150,9005 218,3916 207,6587 188,8604 

440 176,9805 165,9521 150,8961 218,3856 207,6582 188,8549 

880 176,9750 165,9566 150,8964 218,3854 207,6443 188,8490 

Fonte: a autora. 

 

  

A Tabela 5.4 apresenta os resultados da temperatura para o caso da liga 

Al40%Sn nas posições 5 e 30 mm referentes ao termopar presente durante o fenômeno 

da solidificação considerado. Observa-se que foi obtida uma taxa de convergência em 

quatro dígitos significativos, na pior situação x=30mm e t=100s, com uma ordem de 

truncamento entre 176 e 220 intervalos em x. Analogamente, a Tabela 5.5 apresenta o 

comportamento da taxa de convergência da temperatura para a liga Al8,1%Cu nas 

posições 29 e 65 mm respectivamente, e para este caso, a ordem de truncamento da malha 

ficou entre 88 e 176 intervalos para o caso mais crítico, onde foi obtida uma convergência 

com quatro dígitos. A Tabela 5.6 também apresenta bons resultados de convergência para 

a liga Sn5%Pb, com ordem de truncamento de malha N = 176-220 no caso mais crítico, 

obtendo-se uma convergência com quatro dígitos significativos.  
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5.3 ANÁLISE DO CAMPO DE TEMPERATURA 

 

5.3.1 Curvas de resfriamento 

 

5.3.1.1 Ligas do sistema Al-Sn 

 

A Figura 5.1 ilustra as curvas de resfriamento teórica (obtida no presente 

trabalho) e experimental (disponível em CRUZ et al., 2008) para o sistema binário Al-

Sn, nas composições 20%, 30% e 40%Sn. A metodologia utilizada por Cruz et al. (2008) 

na obtenção dos perfis experimentais consiste no monitoramento térmico, onde foram 

monitoradas temperaturas em seis posições, a 5, 10, 15, 30, 50 e 70mm, respectivamente, 

a partir da interface metal/molde. Após o término da solidificação, os resultados térmicos 

obtidos são utilizados para a determinação do coeficiente global de transferência de calor 

metal/molde (hi) apoiando-se no método do confronto de perfis térmicos com o modelo 

introduzido por Spin e Garcia (2000) que simula as condições de solidificação 

unidirecional (CRUZ et al., 2008). O perfil simulado no trabalho de Cruz et al. (2008) foi 

confrontado com o perfil obtido experimentalmente, e a melhor concordância, permitiu a 

obtenção da relação . nh C t  que descreve a variação do coeficiente global de 

transferência de calor com o tempo do fenômeno da solidificação. Os valores de ih  foram 

obtidos na literatura, a partir da metodologia de Cruz et al. (2008), e utilizados como 

dados de entrada para a simulação numérica.  

O sistema de equações representados por (4.73-76), (4.90-91), bem como as 

equações auxiliares, foram utilizadas na simulação numérica desenvolvida neste trabalho, 

obtendo-se consequentemente o perfil teórico. 
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Figura 5.1 –Confronto de perfis térmicos teóricos e experimentais do sistema binário Al-Sn 

 

       (a)   

 

            (b) 
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                  (c) 

Fonte: a autora (2015) 

 

Admitiu-se na condição inicial do problema, a formação de um perfil térmico no 

líquido que se comporta como uma parábola   2

VT z az bz c    , tornando a 

comparação teórico-experimental mais precisa conforme podemos observar nos casos (a), 

(b) e (c) da Figura 5.1. 

As comparações teórico-experimentais da Figura 5.1 (a), (b) e (c) apresentam de 

um modo geral uma boa concordância do modelo numérico em relação aos resultados 

experimentais, o que demonstra uma correta implementação computacional do modelo 

numérico. No entanto, vale ressaltar que nas posições iniciais dos termopares, essa 

concordância entre curvas experimentais e teóricas são mais visíveis, diferentemente das 

posições finais onde tendem a sofrer um maior afastamento. Fato este que ocorre em 

virtude das hipóteses simplificadoras do modelo, bem como por considerar o molde como 

um excelente extrator de calor e principalmente pela formação da camada sólida que 

altera a condição de extração de calor durante o fenômeno da solidificação. 
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5.3.1.2 Ligas do sistema Al-Cu 

 

No sistema de liga Al-Cu foram utilizadas as seguintes ligas: Al6,2%Cu e 

Al8,1%Cu. A metodologia utilizada por Boeira, Ferreira e Garcia (2009) na obtenção dos 

perfis experimentais baseia-se na mesma metodologia utilizada por Cruz et al. (2008), 

através do monitoramento térmico e conforme citado anteriormente (Ver tópico 5.3.1.1). 

As posições dos termopares para as ligas Al6,2%Cu e Al8,1%Cu, foram fixados em 6, 

11, 16, 29, 47 e 65mm, respectivamente, a partir da interface metal/molde. Os resultados 

térmicos obtidos após o término da solidificação foram utilizados para a determinação do 

coeficiente global de transferência de calor metal/molde (hi) utilizando-se o método do 

confronto de perfis térmicos. O perfil simulado no trabalho de Boeira, Ferreira e Garcia 

(2009) foi confrontado com o perfil experimental obtido, e a melhor concordância 

permitiu a obtenção da relação . nh C t  sendo utilizado como dado de entrada do 

modelo proposto nesse trabalho (Ver Tabela 5.2). 

 

Figura 5.2 – Confronto de perfis térmicos teóricos e experimentais do sistema binário Al-Cu 

     

                   (a) 
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             (b) 

Fonte: a autora (2015) 

 

O perfil teórico do presente trabalho foi encontrado a partir do sistema de 

equações e equações auxiliares representadas por (4.73-76) e (4.90-91) utilizadas na 

simulação numérica e os resultados podem ser observados na Figura 5.2. 

De um modo geral, ocorre uma boa concordância do modelo numérico em 

relação ao experimental, demonstrando uma correta implementação numérica 

computacional, pois ambas curvas apresentam comportamento semelhantes. Todavia, em 

relação aos termopares o afastamento tende a ser maior entre as curvas teóricas e 

experimentais, principalmente no caso (a) da Figura 5.2, em virtude das hipóteses 

simplificadoras do modelo, pelo fato de considerar o molde como um excelente extrator 

de calor e pela formação de uma camada sólida ao longo do fenômeno da solidificação 

alterando a condição de extração de calor. 

 

5.3.1.3 Ligas do sistema Sn-Pb 

 

Admitiu-se na condição inicial do problema, a formação de um perfil térmico no 

líquido que se comporta como uma parábola   2

VT z az bz c    , tornando a 

comparação teórico-experimental mais precisa conforme podemos observar nos casos na 

Figura 5.3. 
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Figura 5.3 – Confronto de perfis térmicos teóricos e experimentais do sistema binário 

Sn-Pb. 

 

Fonte: a autora 

 

O perfil teórico foi obtido através do presente modelo e o perfil experimental 

obtido na literatura no trabalho de Siqueira, Cheung e Garcia (2003). Os resultados 

obtidos foram confrontados demonstrando concordância qualitativa e quantitativa.  

Conforme podemos observar na Figura 5.3, as curvas teóricas obtidas através da 

metodologia proposta, apresentam de um modo geral uma concordância satisfatória em 

relação ao perfil experimental obtido por Siqueira, Cheung e Garcia (2003), indicando 

uma correta implementação computacional do modelo numérico. Em relação as posições 

dos termopares os pequenos afastamentos entre curvas teóricas e experimentais estão 

relacionados as hipóteses adotadas na solução do modelo, bem como pela formação de 

uma camada sólida que altera a condição de extração de calor no decorrer do fenômeno 

da solidificação. 

 

5.3.2 Parâmetros térmicos de solidificação 

 

As variáveis térmicas do processo são determinadas experimentalmente após a 

obtenção dos perfis de temperatura, conforme item 5.3.1. Posteriormente, a partir dos 

perfis térmicos obtidos, localiza-se a temperatura liquidus da liga. Traça-se uma 
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horizontal a partir de TL, interceptando os perfis provenientes das posições dos 

termopares em análise, posicionados no metal líquido. Projetando o ponto de interseção 

entre TL e o perfil no eixo dos tempos, obtêm-se pares ordenados (P,t). Dessa forma, 

definindo o instante exato em que a isoterma liquidus atinge um determinado termopar 

(CRUZ et al., 2008). 

Os pares ordenados obedecem uma lei experimental do tipo potência (PL=C.tn), 

sendo posteriormente derivada, obtendo-se a correlação velocidade com tempo (VL=C.t-

n). A taxa de resfriamento (TR) para cada posição monitorada pelos termopares, são 

obtidas experimentalmente a partir das interseções das retas de cada temperatura liquidus 

(TL) com os perfis térmicos obtidos de cada termopar, através da leitura direta do 

quociente das temperaturas, imediatamente antes e depois da TL e dos tempos 

correspondentes, isto é, conforme procedimento também utilizado por Okamoto e 

Kishitake (1975) (CRUZ et al., 2008; SIQUEIRA, CHEUNG e GARCIA, 2003; 

BOEIRA, FERREIRA e GARCIA., 2009). 

Para obtenção dos parâmetros térmicos teóricos foi utilizado o mesmo 

procedimento descrito na obtenção dos parâmetros térmicos experimentais. No entanto, 

a metodologia foi implementada no código computacional desenvolvido para resolver o 

problema proposto para obtenção dos resultados teóricos simulados. Os gráficos obtidos 

para cada parâmetro, podem ser observados a seguir. 

 

5.3.2.1 Sistema Al-Sn e Al-Cu 

 

A obtenção das curvas simuladas foi obtida a partir do procedimento já 

mencionado no item anterior (5.3.2) e conforme podemos observar na Figura 5.4, que 

descreve a posição (P) em termos da isoterma liquidus com o tempo. 
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Figura 5.4 – Posição das isotermas liquidus a partir da interface metal/molde em função 

do tempo para as ligas (a) Al20%Sn, (b) Al30%Sn, (c) Al40%Sn, (d) 

Al6,2%Cu e (e) Al8,1%Cu 
 

                                                                   

    (a)                                                                          (b) 

 

                                         (c)                                                                         

 

                                           (d)                                                                          (e) 

 

Fonte: a autora 
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Na Figura 5.5, pode-se observar as curvas da evolução da velocidade de 

deslocamento da isoterma liquidus (VL), obtidas através da simulação numérica para o 

sistema de liga Al-Sn e Al-Cu. 

Figura 5.5 – Velocidades das isotermas liquidus a partir da interface metal/molde em 

função da posição para as ligas (a) Al20%Sn, (b) Al30%Sn, (c) Al40%Sn, 

(d) Al6,2%Cu e (e) Al8,1%Cu 

                                                                        
                                     (a)                                                                      (b) 

 

 
                                                                           (c)                                                                   

 

 
                                      (d)                                                                   (e) 

Fonte: a autora 
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Como pode-se observar, com o avanço da solidificação a velocidade da isoterma 

liquidus tende a diminuir, ou seja, quanto mais afastados da base refrigerada menores os 

valores de VL. 

A Figura 5.6 apresenta valores simulados numericamente do gradiente térmico 

no líquido, podendo-se observar que os valores diminuem ao longo da posição da 

isoterma de solidificação, sendo que, para posições mais distantes da interface 

metal/molde, estes valores tendem a decrescer mais rapidamente até próximo de zero. 
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Figura 5.6 – Gradientes térmicos liquidus a partir da interface metal/molde em função da 

posição para as ligas (a) Al20%Sn, (b) Al30%Sn, (c) Al40%Sn, (d) 

Al6,2%Cu e (e) Al8,1%Cu 

  

                                       (a)                                                                   (b) 

 

 

                                                                       (c) 

   

          (d)                                                                         (e)                                 

 Fonte: a autora 

 

Na Figura 5.7 pode-se observar uma diminuição da taxa de resfriamento com o 

avanço da solidificação, isto é, quanto mais afastados da base refrigerada, menores são os 

valores de TR. Tal fato pode ser explicado pela elevação da resistência térmica à extração 
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de calor por condução ao longo do fenômeno de solidificação, devido ao aumento da 

camada solidificada. 

Figura 5.7 – Taxas de resfriamento liquidus a partir da interface metal/molde em função 

da posição para as ligas (a) Al20%Sn, (b) Al30%Sn, (c) Al40%Sn, (d) 

Al6,2%Cu e (e) Al8,1%Cu 

 

                                                  
                                         (a)                                                                       (b) 

 

  
                                                                          (c) 

 

 
                                          (d)                                                                      (e) 

Fonte: a autora 
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5.3.2.2 Sistema Sn-Pb 

 

A Figura 5.8 (a) mostra as posições teóricas obtidas pela simulação numérica 

realizada nesse trabalho, comparadas com as posições experimentais da isoterma liquidus 

em função do tempo, obtidas a partir do trabalho de Siqueira, Cheung e Garcia (2003). 

Conforme pode-se observar apresentam uma concordância satisfatória em relação ao 

perfil experimental. No item (c) da Figura 5.8, pode-se observar que para o gradiente os 

valores tendem a diminuir ao longo da posição da isoterma de solidificação, sendo que, 

para posições mais distantes da interface metal/molde, estes valores tendem a decrescer 

mais rapidamente até próximo de zero. 

Finalmente, para a velocidade e taxa de resfriamento, cujos gráficos são 

representados nos itens (b) e (d) da Figura 5.8 para a liga Sn5%Pb, percebe-se que ocorre 

uma diminuição da velocidade de deslocamento da isoterma liquidus e da taxa de 

resfriamento com o avanço da solidificação, isto é, quanto mais afastados da base 

refrigerada menores são os valores de VL e TR. Este fato pode ser explicado pela elevação 

da resistência térmica à extração de calor ao longo do fenômeno de solidificação, devido 

ao aumento da camada solidificada. 

Figura 5.8 – Parâmetros térmicos (P), (VL), (GL) e (TR), referentes à liga Sn5%Pb 

          
                                      (a)                                                                              (b) 

                           
                                         (c)                                                                                (d) 
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6 CONCLUSÃO 

 

A partir dos resultados obtidos no presente trabalho e da metodologia proposta, 

quando comparados com os resultados experimentais obtidos a partir da literatura, através 

dos trabalhos de Cruz et al. (2008), Siqueira, Cheung e Garcia (2003) e Boeira, Ferreira 

e Garcia (2009), podem ser extraídas as seguintes conclusões: 

Os resultados obtidos numericamente convergem e portanto há uma consistência 

direta do código computacional desenvolvido no presente trabalho. 

O comportamento semelhante das curvas numéricas e experimentais nas análises 

dos resultados, confirmam a boa representação da metodologia utilizada. O afastamento 

de algumas curvas quando comparadas aos resultados experimentais e numéricos, 

consiste, no fato da elevação da resistência térmica à extração de calor ao longo do 

fenômeno de solidificação, devido ao aumento da camada solidificada, além das hipóteses 

simplificadoras adotadas na solução do problema. 

Portanto, de forma geral, a aplicação do método das linhas (MOL) na solução 

das equações de energia, conduziu para resultados satisfatórios, pois o modelo 

matemático solucionado pelo MOL conseguiu acompanhar a tendência física do 

fenômeno da solidificação unidirecional vertical ascendente para ligas binárias em 

estudo, conforme os dados experimentais presentes na literatura. 

 

6.1 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

Como sugestões de trabalhos que podem ser feitos para promoverem uma 

continuação da pesquisa desenvolvida no presente trabalho, propõe-se:  

 Continuação do presente estudo utilizando novas metodologias de solução, 

como, por exemplo, pela Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT); 

 Análise de novos parâmetros; 

 Realização de experimentos com outros sistemas de ligas, juntamente com a 

simulação das mesmas ligas para validação dos resultados obtidos; 

 Comparar os resultados do presente modelo (modelo de segregação) com um 

modelo de fronteira móvel; 

 Construir um código computacional para a estimativa de parâmetros utilizando o 

método de Levemberg-Marquardt com objetivo de minimizar a função objetiva. 
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