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Resumo

Nesta tese sdo propostos procedimentos parastrucao de matrizes de verificacao
de paridade para codificacdo e decodificacdo dégedd_.DPC [ow-density parity-
chech na recuperacdo de bits apagados no canal conarapatps em rajada. As
matrizes de verificacdo de paridade sédo produzidasoncatenacao das matrizes bases
binarias justapostas por matrizes circulantes sedfacil implementacdo e de menor
aleatoriedade. As matrizes bases sao desenvolvigadir de fundamentos da algebra e
da geometria. Para demonstrar o potencial da #doicelaborado um conjunto de
simulacdes que usa codificacdo de baixa complegjda®m como o uso dos algoritmos
soma e produto para recuperar 0s apagamentos. lgarachos varios cédigos LDPC, a
partir das matrizes, e os resultados obtidos focamparados com outros cdodigos
LDPC obtidos da literatura. S&o ainda apresentagosesultados da simulacdo da
recuperacdo de apagamentos resultantes da trafismissima imagem atraves de um

canal ruidoso.

Palavras chaves Cadigos LDPC, Cédigos corretores de erros endagj€anais com
apagamentos em rajadas, codigos corretores deMataz por superposicao, Matriz

circulante.
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Abstract

This thesis proposed procedures for the coctstru of parity check matrices for
encoding and decoding of LDPC codes in the recowédeleted bits in Burst Erasure
Channel. The parity check matrices are producectdncatenation of binary bases
matrices juxtaposed by circulating matrices areyets implement and lower
randomness. The base arrays are developed fronfothmlations of algebra and
geometry. To demonstrate the potential of the tegl we developed a number of
simulations using low complexity encoding as wedl the sum-product algorithm.
Several LDPC codes (matrices) were generated amdetbults were compared with
other approaches. We also present the outcomegsifire recovery simulations that
result from the transmission of an image througloiay channel.

Keywords- - Low-density parity-check codes, burst erasuresming codes, burst

erasure channels, erasure-correcting codes, nigtsyperposition



Capitulo 1

Introducao

Atualmente as Tecnologias de informacdomeuocacao (TIC's) sdo atuantes em
todas as manifestacbes sociais que se utilizam mda midia como forma de
comunicacdo. Desde grandes negocios empresarizls §1€ mesmo em anadlise de
ecossistemas hidrograficos [4], as TIC's se aptasertomo uma grande maneira de
comunicacao e de apresentacdo de conclusdes icentiD grande uso destas midias
eletrbnicas vem aumentando em grande parte pelagrgacido da Televisdo de Alta
Definicdo (HDTV) [5] e pela transmissdo de dadasiniernet. Nos ultimos anos uma
nova modalidade vem ganhando espaco em todos tidosenessas transmissdes e vem
contribuido para uma verdadeira revolucdo na foweafazer comunicacdo: As
transmissdes em tempo real. Varios centros de @@sgém estudando novos processos
gque melhoram o sistema de codificacdo e decod#aade modo que se tenham

informacdes mais confiaveis, livre de erros ou petel informacdes.

O objetivo de um sistema de comunicacao &mnéim uma mensagem através de um
canal de comunicacdo, de modo que 0 receptor apgz aecuperar a mensagem com
um dado critério de fidelidade, diante das diveksagveis fisicas impostas pelo canal
[1]. Um sistema de comunicacéo real depara-se éfaredtes problemas, em especial,
certas perturbacbes introduzidas pelo meio de cmagéo, gerando apagamento
durante a transmissao através do canal. Em graade ps problemas de perda de
informacgdes nas transmissfes sao ocasionadospaimente por ruidos. O ruido é sem
duvida um dos fatores basicos que limitam a taxaateunicacdo. A internet € um
exemplo simples e classico onde a comunicacada dagaves da troca de informacéao
sob a forma de pacotes. Quando se envia a infooretcdvés de um meio modelado
como um canal com apagamento, a informacéo recgada ser, reconhecidamente,
diferente daquela que foi transmitida. A estraégiilizada para garantir uma

transmissdo fidedigna de informacdo através deisan@o ideais é codificar a
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informacdo a ser transmitida, inserindo redundanaaa reduzir os efeitos do ruido

sobre a mensagem original.

A Figura 1.1 mostra o modelo classico de um sistdm@omunicacfes. Estamos
interessados em sistemas em que a informacdo dadpela fonte seja binaria e
agrupada em blocos, formando um bloco de bits desagem de tamanhoa ser
enviada. No transmissor, a mensagsm enviada a um codificador que adiciona
redundancias e transforma em uma mensagem codificate comprimentm que é

transmitida pelo canal.

Fonte Codificador Canal Decodificador Destino
de de —»{ Modulador |—f de ${ D lad: b de . da
Informacao Canal Comunicacao Canal Informagao

i

Ruido

A 4

Figura 1.1 Sistema de comunicacédo

Se y é a mensagem recebida na saida do canapogitando ser uma copia fiel da
mensagem codificada x. O decodificador entdo usadandancia introduzida pelo
codificador para recuperar a mensagem sem erroerianto, pode ser que neste
processo alguns bits de informacéo sejam perdmlopdcotes apagados) e desta forma
o sistema adiciona um simbolo a mais a saida dal.daanais com esta caracteristicas

sdo chamadosanais com apagamentos

Introduzidos por Elias [6], o canal binAkom apagamento, o BE@ifary
Erasure Channg] € um canal em que a mensagem é recebida semweéaonvertida
em um apagamento. Esse canal é discreto sem meterddia dois simbolos de entrada
{0,1} e trés simbolos de saida {0, A}, em que o simbolo A representa um
apagamento [7]. A probabilidade doi$s recebidogransmitidos corretamente por um

canal BEC é calculada polPle(0|0)= PYIX(1|1)= e e a probabilidade dos bits

recebidos com simbolos apagados é dadanBE(MO): PYI X(A |)=¢ ondec é a

probabilidade de apagamento do BEC e seu valocestareendido entre O e 1, isto € 0
<g<1. Se, por exemplo, o pacote de 12 simbolos bsadidl 101 100 111" € enviado
através do BEC é possivel que o pacote recebidd'@@j AO1 10A 111”. Neste caso

dois simbolos binarios foram apagados ao atravessamal.
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Entrada Saida
0 0

.
\A

Figura 1.1 Representacédo do Canal BEC

Para os canais sem memoria, o BEC tem prapwmdd um quadro (til para
compreender o desempenho de coédigos LOBW-density parity-chegk8], e muitas
das observacdes feitas utilizando o BEC pode sknantte aplicada a mais canais
generalistas sem memoria. Neste trabalho empreganselhante idéia para canais com
apagamento binarios em rajadas como ponto de aarditiral para considerar codigos
LDPC para canais com memoéria. Um canal que o recepja capaz de distinguir uma
sequéncia de bits apagados sera considerado urh aanaapagamentos em rajada
(Burst Erasure Channel - BuBC cuja definicdo foi apresentada em [9]. As
transmissdes via internet sdo bons exemplos deagpeatd dados em rajadas ou em
pacotes, onde cada pacote pode conter toda oudaamensagem original [11].

Um canal ruidoso com um bom codigo detector de poate ser comparado a um
canal com apagamento. Caso um pacote de informac@&bido contenha erros nao
detectaveis, pelo cbédigo detector de erro em ugmcote € descartado e interpretado

como apagado.

Os cédigos de bloco séo tradicionalmente utilizadm®o codigos detectores de
erros para detectar simbolos ndo reconheciveisipisims por canais com apagamento.
Os cédigos usados em correcdes de apagamentosesparihdo grande interesse em
diversas areas, no entanto, é na codificacdo detgga@m redes as mais recentes
pesquisad12-13]. Recentemente surgiram os codigos LDPC téoe sido bastante
estudados para correcao e deteccao de erros bempawendetectar e corrigir simbolos

nao reconheciveis

Caodigo LDPC é um cédigo de bloco definido por umatrin de verificacdo de
paridade esparsa H, isto €, sdo gerados atravésnedematriz com muitos zeros e
poucos numeros uns. Foram descobertos por Galdgérem 1962 mas ficaram
esquecidos por muito tempo, isto por que o esfammputacional requerido era
demasiado “avancado” para a tecnologia da épodéagéatambém introduziu o seu

algoritmo iterativo de decodificacdo, conhecidoehopmo algoritmo Soma e Produto
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(SPA) oubelief propagationCom o aparecimento dos Cédigos Turbo [15] em 183
redescoberta por MacKay em 1999 [16], a codificacB®C readquiriu impulso. A
forma mais simples de projetar um cédigo LDPC iasna constru¢cdo da matriz de
verificacdo de paridade que cumpra um conjuntoedeisitos para definir um coédigo
regular (caracterizado por um dado peso para aadaae linha) ou irregular (podendo
ser especificado o grau de cada no de variaveldep@aridade). A construgdo da matriz
H é feita de forma quase aleatéria, mas seguindamaguegras que maximizam a
probabilidade do cédigo obtido possuir um bom dessrho. No entanto, essas regras
nao nos dao qualquer garantia de que tal acorRegkerdo inclusive suceder situacdes
em que a matril obtida ndo sera de caracteristica maxima, ou algjamas linhas ou
colunas néo serao linearmente independentes.

Muitos autores vém estudando formas de congponatriz de verificacdo de

paridade de maneira que a aleatoriedade seja a pessivel.

1.1 Motivacéao

A decodificacdo LDPC esta diretamente ligada atcog&o da matriz de verificacao
de paridade. O processo do desenvolvimento dedtidzrpassa por um conjunto de
regras e técnicas matematicas bem diversas.

No estudo de codigos LDPC o desenvolvimentmatiz de verificacdo de paridade
€ um dos temas mais interessantes para aquelegogizan de aplicacdes praticas em
matematica, pois na construcdo da matriz de vac¢dic de paridade podem-se extrair
relacionamentos interessantes entre varios ramosnatematica, como algebra e
geometria, por exemplo. A construcao da matrizrsgp@um tépico de grande interesse
e gque desafia engenheiros e matematicos por tadmndo.

O primeiro método utilizado para obter masizie codigos LDPC regulares foi
originalmente proposto por Gallager [14]. Para tomsa matriz de verificagdo de
paridade é preciso primeiro construir uma submagiziimenséek x (k . dc), na qual
as colunas apresentam peso 1 e as linhas aprespasant. A partir desta submatriz
registram-se varias operacfes que geram outrasasties que juntas constituem a
matriz de verificagéo de paridaHe

Em [17]Makay e Neal apresentam um conjunto de estrat@gies gerar codigos
LDPC. Estas estratégias sao apresentadas de farmarada, sendo convic¢cdo dos

autores que as de ordem superior maximizam a pimzate do codigo obtido possuir



1. Introducgéo S

um melhor desempenho. No entanto, eles propriaanhacem nao possuir qualquer
prova deste fato.

Em [18] sao utilizados matrizes circulantesapdeterminar a matriz geradora de
coédigos QC-LDPC e apresentados varios tipos deuitdsc usando os métodos

propostos.

Em [19] é apresentado um método algébrico paranstrucdo de codigos LDPC e
construido uma classe de cédigos LDPC chamadogga®dCH-LDPC. E usado
matrizes de permutacdo circulantes para mostraoguégmero de ciclos de um dado
comprimento no grafico Tanner de cédigos longospoder igual ou menor do que 0s

codigos de comprimentos curtos.

Em [20] sdo desenvolvidos varios procedimemasa construcdo de matrizes de

verificagdo de paridade baseado nas classes resffjuaS&o usados movimentos

ciclicos da matriz identidade circulantes para @stracédo do cddigo QC-LDPC. Este
procedimento também € extensivo aos codigos Cocionlais.

Em [21] é apresentado uma classe algebric@@é.DPC cddigos que tém menor
complexidade de codificacdo. A matriz de verifiecagie paridade destes codigos é

desenvolvida a partir da permutacdo de matrizeslaintes.

Em [22] a matriz cheque paridade é desenvplerauma composicdo de uma familia
de matrizes circulantes. Esta decomposicdo redoangplexidade da codificacdo e

melhora o desempenho do cddigo.

Em [23] sdo apresentados dois métodos algebbaseados em Campos de Galois
para a construcdo de codigos LDPC QC-regularestggraipos diferentes de canais: O
AWGN, o BEC e o BEC(canal com apagamentos em rajada). E utilizada uma
geometria finita para a composicédo da matriz déievagdo de paridade na correcao de
apagamentos em rajadas.

Em [24] é proposto um método para correcdap@gamentos em rajadas baseadas
na permutacéo das colunas de uma dada matriz ifieagfio de paridade original. Este
método muda a capacidade de correcdo dos apaganuentmdigo original em canais
aleatorios.

Em [25] é apresentada uma ferramenta simpleficaz para o projeto de cédigos
LDPC usando algoritmo interativo para a corregcdoapagamentos em rajadas. O
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meétodo consiste em desenvolver uma matriz de vaghio de paridade otimizada a
partir de uma dada matriz que cheque a paridadendeddigo LDPC. A nova matriz €
caracterizada por ter colunas permutadas da nmaiginal. O cédigo desenvolvido tem

bom desempenho na correcéo de apagamentos ensrajada

Em [26] Sarah desenvolve, a partir de marizases, um bom codigo corretor de
apagamentos em rajadas em uma palavra codigolifaddi superposicio de matrizes

circulantes nas matrizes bases para se chegaria deterificacdo de paridade.

A qualidade de um codigo LDPC e seu algoritt®o decodificacdo dependem
crucialmente da matriz de verificagdo de paridage @define. A construcdo da matriz
esparsa € topico relevante na problemética dogga@®diDPC; estd € a motivacao

central do trabalho.

Especificamente a motivacao central € degeavam processo matematico (menos

dependente de aleatoriedade) para construcéo dazevale verificacdo de paridade.

1.2 Objetivos e contribuicbes

Os principais objetivos e contribui¢cdes désse sao:

« Desenvolvimento de matrizes bases a partir da Adgelseometria

» Geracao de matriz de verificacdo de paridade padmas LDPC construidos a
partir das matrizes bases e circulante de supegmsi

* Implementacdo de um método eficiente para coragagamentos em rajadas

utilizando os codigos LDPC proposto.

1.3 Organizagao da tese

Os demais capitulos estdo organizados da rgegfiorma: No Capitulo 2 €
apresentada uma introducdo sobre codigos LDPC s@woes para 0s capitulos
seguintes. No Capitulo 3 sdo apresentados doisdo®tque geram matrizes de
verificagdo de paridade usadas na decodificacémdigos LDPC. No Capitulo 4 sdo
apresentadas as simulacdes, resultados obtidosoateados na analise e desempenho
de cddigos LDPC implementados a partir das matngzepostas e no Capitulo 5 as

conclusdes do trabalho.



Capitulo 2

Codigos LDPC

Os codigos LDPC sédo codigos de blocos linearedescritos por matrizes de
paridades esparsas. Neste capitulo € apresentaadbmave introducdo a teoria de
codigo de Bloco linear necessaria para o entendonda codigos LDPC. O leitor

interessado em mais detalhes pode consultar [31- 35
2. 1 Codigos de bloco lineares

Uma classe muito importante de cédigos decdéte e correcdo de erros sdo 0s
codigos de bloco lineares. Algebricamente falanoh,Codigo de Bloco Linear € um
subespaco Vetorial do corpo de Galois. Dito ouisde outra forma, pode-se definir
um codigo de bloco como um bloco de mensagem desem#éncia binaria dedigitos

de informag6es em um alfabefoCaso o alfabeto seja binari®,={0,} , o cédigo diz-

se binario. Para o total debits existem2* mensagens e, assim sendo, exist&m
palavras-codigo de comprimento Logo, um coédigo de blocos,(K é composto
basicamente por mensagenskdats, em blocos codificados aebits, onden >k, isto

€, a palavra cédigo é composta pdnits codificados [31].

Uma caracteristica desejada para codigosat®blineares é que as palavra-codigos
sejam apresentadas de forma sistematica, istp@ssdvel separa-las em duas partes, a
parte de mensagem e a parte de redundancia [3%§]mA®s bits de redundancia

consistem emn -k bits. A taxa de codificagdo é dada gbr

Nesta secao se fara uma breve revisdo algébnespeito dos conceitos bésicos da

teoria de codigos de blocos lineares e dos priogiga decodificacao.

Definicdo 2.1Um cédigo linear C de comprimento n e dimensaokkesam corpo

finito K com a elementos é um subespaco vetoridimens&o k do espago vetoridl. K
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Aos vetores d€ da-se o nome dealavra codigg vetor codigo ou simplesmente
palavras. Portantd; possui gpalavras. Diz-se, nestas condi¢cdes, Gué um @, K

codigo linear sobri.

ComoC é um subespaco vetorial de" de dimensad, entdo existerk vetores em

C, v,,v,,...,v, linearmente independentes, e que geCarBeja agora, G a matrkex n,
cujas linhas séo os vetores,v,,...,v,. Tal matrizG € denominada a matriz geradora

do cddigo linealC. Note queC € na verdade o espaco linhaGle
Considere enk " 0 produto interno definido por:

(U, V) =U v, +UV,+ee UV (2.1)
onde u={u,,...u,} ev={v,,..v,} sdo elementos dek" e sejaC O K"um c6digo
linear de dimenséo k. Considere o conjunto

c”={vOK":(u,v)=0,0u0K"}. (2.2)

Sabe-se da algebra linear g@e é um subespaco d€' de dimensdm - k, chamado

de espaco ortogonal d& Portanto,C” é também um cddigo linear, chamado cédigo
dual deC.

Defini¢cdo 2.2Dado um cédigo linear C, a matrlz geradora deC”é chamada de

matriz verificacdo de paridade ou teste paridadeCd@7].

Definicdo 2.3A distancia de Hammind,, (x,y)entre dois vetorex :(xl, x2>g)

ey =(y1, Yoreens yn) de K" € o numero de posi¢des onde eles diferem.
Definicdo 2.4A distancia minima de Hamming, d, de um codigod@da por

d=min{d, (x,y), x,ydC,x#y} (2.3)

Um cddigo linear de comprimempdimensad e distancial sera chamado umn,(

K, d codigo linear.
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Defini¢do 2.50 peso de Hammingj, (X) de um vetorx =(x1, xzxq) 00 K"é dado

por w, (x) =d,(x,0), onde0 € o vetor nulo. Como consequéncia, tem-se que

dy (X,y) = d, (x-y;0)= w, (X-y). (2.4)

Seja C um caddigo linear,x¢y OC . Entdox-yOC e, portanto, o teorema a seguir €

valido.

Teorema 21 Em um cddigo linear C a distancia minima de Hangrénigual ao
peso minimo de Hamming de suas palavras codigoéijst

d =min{w, (x), xOC (2.5)

Suponha que seja transmitida uma palavra oéd'Fg(vl,...,vn) através de um canal

ruidoso. Devido ao ruido introduzido pelo canaletor recebidor :(rl,rz,...,rn) pode

ser diferente de. Define-se entéo wetor erropor
e=r-v (2.6)

Diz-se que um codig@ detecta erros quando ele € capaz de decidir setar v
recebido € ou ndo uma palavra cddigo. Se, alénmetdetdr erros, ele ainda é capaz de

determinar a palavra transmitida, entdo se diz&jcerrige erros

Teorema 2.2Seja C um codigo com distancia minima d. Se C dado somente

para deteccdo, entdo C é capaz de detectar a ptasgs erros se ocorrerem ate-1

~ ; o ld-1
erros. Se C for usado somente para correcao, ele é capapuligir até — erros,
onde | m|denota o maior inteiro menor ou igual ao nimero m.

Teorema 2.3Um cdodigo C, com distancia minima d, € capaz dectit até A

erros e corrigir até t erros, simultaneamente,set+1<det<A.

Dados um cédigo C, com uma matriz verificag@garidadéd, e um vetorv O K",

chama-se o vetas = Hv' desindromedev.
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Quandov é uma palavra de&, tem-se Hv' =0. Logo, HG'=0. Portanto, a

sindromes = Hr' =0 se, e somente se¢ uma palavra cédigo.

SejavCa palavra transmitida o padrdo de erros introduzido pelo canal, &

palavra recebida. Logo, a sindromer de
s=Hr'=H(v +e)' =Hv' +He' = He', (2.7)
isto é, a sindrome de¢ igual a sindrome de

Assim, a sindrome do vetor recebido podaisena deteccdo de erros, no seguinte
sentido: Ses # 0, entdo certamente o canal introduziu um padrderiae Agora, se o
canal ndo introduziu erros, istoe&s= 0, ou se o0 padrao de erro € uma palavra cédigo,
entdos = 0. Entretanto, sempre que a sindrome do vetor ndla, assume-se que nao

ocorram erros.

Teorema 2.4SejamH a matriz de verificacdo de paridade de um cédigd €n-se
que o peso de C é d se, e somente se, quaishudrcolunas deH sdo linearmente

independentes, e existem d colunabldpie sdo linearmente dependentes.

Corolario 2.1 (Cota de Singleton) Os parametros (n,k,d) de umigodtinear C

satisfazem a desigualdade
d<n-k+1 (2.8)

Definicdo 2.6 Codigos comd = n- k+ 1sdo chamados de cédigos com maxima

distancia de separacao, ou codigos MDS (maximutartie serparable)

Isto significa que a distancia minima de Hangnde um codigo MDS € a maior

possivel.

Teorema 2.5Um cédigo C, com matriz de verificacdo de paridajee MDS se, e

somente se, quaisquer- k colunas deH séo linearmente independentes.

2.1.1 Codigos ciclicos
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Dentre os codigos lineares, a classe dos gsdiiglicos constitui a mais importante,
ndo somente do ponto de vista pratico, como tami@monto de vista tedrico, pelas

suas estreitas relacdes com a teoria dos anésis [@5].

Definicdo 2.7Um cddigo C é ciclico se todo deslocamento cicieama palavra de
C e ainda uma palavra de C, isto é,ce(c,, C,...,G_, )0 C,entdoc =(c,_,,C,,...,C,_,)

também pertence a C.

Descrevem-se 0s codigos ciclicos em uma linguagdgébiaca, associando ao vetor
cédigo c=(c,,¢,....¢_,)d K"0 polinbmio c¢(x)=¢g+gx+---+ ¢, X*, 0 qual é

denominado o polinémio cAdigo associadn a

Dados um corpo finiték e n um inteiro positivo, rf representa o comprimento de C),

define-seA como sendo o anel quocieritd x]/( X" —1) . Em outras palavragy, é o anel

formado pelas classes residuaiskde] modulo x" —1. Cada polinémio de grau menor

ou igual an-1pertence a uma classe residual distinta, e constguente, pode-se
tornar este polinbmio como representante de ssael@sidual. Portanto, pode-se dizer

quec(x) = G + g x+--- + ¢, X pertence &\,

Teorema 26 Seja C um cddigo ciclico de comprimento n, istarg,ideal nulo de
An. Entéo:

a) Existe um unico polinbmio Moénicdxy de grau minimo em C

b) C=(g(X), isto &, g(x) é um polindbmio gerador de C;

C) g(x)é um divisor dex" -1,

d) Qualquer ¢(x) 0 Cpode ser escrito de modo Unico comix) = f(X) g( ¥ em K[x],
onde f (X) O K[ X, 0( f) < n—r,r=0(g) . Adimenséo de C é n-r;

e) Seg(x)=g,+ g x+---+ g xentdo C é gerado (como um subespacde pelas

linhas da matriz;

% % % - ¢ 0 .. 0
09 9% - 9, g .. O (2.9
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Definicdo 2.8A matriz G (2.9), é dita matriz geradora do cédaidico C.

Cada palavra codigo c € obtida multiplicando o vetensagenm por uma matriz

geradora G, isto &=mG .

Seja C um cddigo ciclico com polinbmio geragey. Pelo item c) do Teorema 2.6,

tem-se queg(x) divide x" -1, isto é, existé(x) K[X] tal queh(x) g(® = X -1.

Supondo queh(x) :Zk:hk . Seja c(xOC, tal que c(x) :Zk: ¢X=f(Rd}.

i=0

Entdo emA, tem-se,

cO)N(R =) ¢X

k
i=0 j=0

n-1
O coeficiente dex’ no produtoc(x)h( ¥ € dado pord ch_,, j=
i=1

h

i=0

x= {xgxbyp ()X "™xD=0 (210

0,1,...n- 1 Logo,

os coeficientes do produtgx) h( ¥ sédo todos nulos. Portanto, as equacdes em (240) sa

todas equacdes de verificacdo de paridade. Idifigasa seguinte definicao:

Definicao 2.90 polindmio K{x) diz-se o polindbmio verificagéo de paridade de C.

Seja 0

h

0 .. h

h .. h h h
hes h h O

(2.11)
h h 0O .. 0

As equacdes (2.10) mostram gue' = 0.

Definicdo 2.10A matrizH diz-se a matriz verificacdo ou teste paridade ddigo C

Um cédigo de bloco linear sistematiCn, k) € especificado unicamente por sua

matriz gerador&, que tem sua forma sistematica dada por [31]:

(2.12)

9 Poo Pos Popkr 1 0 0O -~ O
G= 9 - Pio Pry Ppw: 01 0 - O
Ok Peo Pean 0 Bpwes 0 0 0 -0 1

J

M
SubmatrizB, -

v .
Submatriz }
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ou em notagéo abreviada escrita coge[P| || ondeP é uma submatriz de paridade

el é a submatriz identidade de dimen&adk. Nesta forma sistematica de codificacao,

os bits da mensagem aparecem no final da paladigaco

A forma sistematica da matkkzdo codigoC(n, k) gerado pela matriz € dada por:

1.0 - 0 py Po  Bewo
01 -0

el L R e =en (2.13)
0 0 - 1 Popscs Pinkr ™ Peimir

—_— —
Submatriz i
(n-kpx(n-k) SubmatrizP” ,_y .«

ondeP’ é a transporta da submatriz de paridade

2.1.2Principios da decodificacéo

Seja o sistema de comunicac¢des digitais coosirado na Figura 2.1.

1
1
Codificador Codificador :
Fonte i de > de
! fonte canal ;
X '
1 L}
1 1
3 1
i 1
1 ! A
1 1
1
: : Canal [€=——Ruido
' .
T 1
] 1
) 1
' 1
1 1
1 1
1 1
1 [Pecodificador Decodificador] :
Usuirio |4+ de < de ¢——{Demoduladorf4= 3
! fonte canal :
i 1

Figura 2.1: Sistema de Comunicac¢8es Digitais.

Suponha que a palavra codigo a ser enviadeéatrdo canal seja. Supbe-se
também, que o canal introduza um padréo de @rvssim, a palavra recebida sera
r =v +e. O decodificador deve decidir a partir degqual foi a palavra transmitida.
Devido a natureza aleatéria do ruido, o decodibcadio € capaz de determinar com
certeza absoluta qual foi o erro que realmenteregomDiante disso, ele escolherd o

vetor erro que tenha ocorrido com maior probakidejadado quea foi recebido.
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Suponha que todas as palavras sejam igualment@vaisy de forma a minimizar a
probabilidade de erro da palavra, técnica (ou &sgfi@ conhecida comiecodificacdo
de maxima verossimilhanc&m poucas linhas pode-se resumir esta decodificac

assim:

1. A partir dos2"* -1 padrbes de erro mais provaveis calcula-se umaatdee
22"% -1 sindromess= eH possiveis, onde é a matriz de erros B a matriz de

verificacdo de paridade

2. Tendo recebido uma palavzade n bits calcula-se a sindrome respectiva,
s=7.

3. Consulta-se a tabela de sindromes para determimpadrdao de erro mais

provavel,g que corresponde a sindrome calculada.

4. A palavra transmitida mais provavel, obtém-se adicionando a palavra

recebidaz, ao padrao de erro estimado.

Diz-se que n&o ocorrem erros durante a traassimj em uma determinada palavra

codigo, quando o vetor erro for todo nulo.

Seja, agora, X uma variavel aleatoria queesgrta o numero de erros ocorridos em
uma transmissao, isto é, X € o numero de componedie nulas de e. Em geral, se os

erros forem independentes, tem-se que:

P(X=0)>P(X=1)>--->H X= 1. (2.14)

Portanto, a estratégia de decodificacdo damzxerossimilhanca € tornar o vetor
erro de menor peso de Hamming, isto €, a palawebi@a serd decodificada como a
palavra codigo mais proxima, no espaco de Hamn#@y Em particular, este tipo de
decodificacédo € conhecido por decodificacdo petmkib mais proximo. Uma maneira
de implementa-la é a seguinte: recebida uma palasrapare-a com todas as palavras
codigo e tome a mais proxima. Entretanto, em geralimero de palavras codigo é

muito grande e este método torna-se altamente exmpl impraticavel.
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2.2Cadigos LDPC

Codigos baseados em matrizes esparsas t@mpeshado um importante papel na
histéria da teoria da codificacdo, [29]. Muitosuelsts em codificacdo nos ultimos 50
anos foram direcionados a construcdo de codigos estnutura robusta e grande
distancia minima. Um codigo com grande distancianima garante um bom
desempenho do sistema, porém, a estrutura robursta & processo de decodificacdo
mais complexo. Os cédigos LDPC constituem uma fard@ codigos definidos a partir
de matrizes de verificagdo de paridade esparsaso@raeros e um namero pequeno de
uns) que apresentam desempenho excelente em unutke gi@iedade de canais [37]. O
sucesso desses codigos se deve, principalmentpjepetes podem ser representados
eficientemente através de grafos que permite urbadifecacao eficiente através de um
algoritmo iterativo baseado em algoritmo soma edyi@ cuja complexidade cresce
linearmente com o comprimento da palavra-codigangbeém pela existéncia de uma
técnica analitica conhecida comensity evolutiorf41] para analisar e projetar codigos

com desempenho proximo da capacidade de diversassca

Nesta secdo sdo apresentadas as informacfes intpsrtsobre codigos LDPC
necessarias para o capitulo posterior e sdo cesdictes que levam este codigo a ser
considerado uma das mais poderosas familias dgasddorretores de erro.

2.2.1 Codigos de Gallager

Os codigos LDPC foram primeiramente descobepor Gallager [14] no comeco
dos anos sessenta e tem sido recentemente redésamlestudado [16]. O que levou o
seu esquecimento por tantos anos foi a elevadaleriti@de computacional requerida
tanto para a geragao de uma madttjzjuanto para a codificacao e decodificacdo. Nesta
época, os computadores ndo eram capazes de siondEsempenho de codigos com
grandes comprimentos e com baixas taxas degereogarantissem uma boa distancia
minima do cédigo, na codificacdo e na sua decedifioc tendo por base o algoritmo
Soma e Produtos (SPA) proposto pelo proprio Gallage

Essa dificuldade computacional ndo provordaresse nos pesquisadores e fez
com que os codigos LDPC fossem deixados de ladonpitio tempo Somente mais

tarde, em 1981, R.M.Tanner [38] generalizou o itabale Gallager e introduziu a
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representacdo grafica de cédigos LDPC atravésateggbipartidosEm meados de 90,
Mackay e Neal [16], apOs o advento dos codigosotodredescobriu. Eles mostraram
que os coédigos LDPC longos, quando decodificados coalgoritmo Soma-Produto
(SPA), sdo capazes de atingir um desempenho meotonmo ao limite de Shannon
[37], [39-41]. Desta forma, estes codigos se tornaram os competid@turais dos
codigos turbo para a correcdo de erro em muitogi€ade comunicacdo como
transmissao via internet e sistemas de armazenamagnéticos.

Embora tenha sido mostrado que os cédigos LBIP&hcem excelente desempenho,
nenhum método analitico (algébrico ou geométricd)desenvolvido para construir
estes codigos. Gallager apenas estabeleceu unse adascodigos pseudo-aleatorios
LDPC [14], [15]. Bons codigos de LDPC foram basieate gerados e determinados
por processos computacionais, especialmente ogade longo comprimento.

Definicdo 2.11Um cddigo LDPC é por definicdo o espaco nulo de unatriz de
verificacdo de paridadel de dimensfesn x n que possui as seguintes propriedades
[35]:

1) cada linha possui peso constanies;

2) cada coluna possui peso constaritss;

3) O numero de 1's em comum entre duas colunasquet, denotado pamao
€ maior do que 1; isto &,=0 ou/i =1,

4) p ey sdo ambos pequenos se comparados com o comprin@istadigo e o
numero de linhas eid.

O cédigo dado pela Definicdo 2.11 € chamadadatbgo LDPC 4, y) regular de
comprimentan. As propriedades (1) e (2) dizem que a matrizatdivacdo de paridade
H tem linhas e colunas constantes com pgs®g respectivamente. A propriedade (3)
nos diz que nenhuma de duas linhasidem mais do que um elemento 1 em comum.
Comop ey sdo pequenos comparados com o comprimemto cédigo e 0 niumero de
linhas da matrizH tem portanto uma pequena densidade de 1's. ParasiioH é
chamada matriz de baixa densidade e o codigo éspeo porH chamado LDPC.

Define-se a densidadeda matriz de verificacao de paridade H (porcemtade 1's
na matriz), como a razdo entre 0 numero total 'deefin H e o numero total de

elementos em H. Como o total de elementos nazrétnix n, a densidade dd & dada

porir=P=Y

n m
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Exemplo 2.1 Considere a matriz

00000071 101000T01
100000001101000¢
010000060110100P
001000060011010P
00010006000110°¢
100010060000110pD
O O O 0 R R VI A
H=[1.0.1.0.0.0i1 .6.0.0.0.0.0 .01
110100010000000¢
011010061000000p
00110100 0100000D
000110i160010000p
000011010001000p
0000011Q100010¢0
0000001101000 10,.

Cada linha e cada coluna da maktiipossui quatro 1's respectivamente. Observa-se
gue nenhuma entre duas colunas ou linhas dest& pasisui mais do que um elemento
1 em comum. A densidade da matriz&/15=0,267. Portantd é uma matriz de baixa

densidade.

2.2.2 Construcao de cédigos de Gallager

O projeto de um codigo LDPC consiste na ¢agdb da matriz de verificacdo de
paridadeH que atinja os objetivos pretendidos para o cédigi@ ele um cédigo LDPC
regular ou irregular. Existem diversos métodos garabter esta matriz de verificacéo
de paridade e fazendo-se algumas restricbes nesté&z,ntomo numero de 1's por
coluna, taxa do cédigo, etc., pode-se criar vdaaslias de codigos LDPC.

Sejak um inteiro maior do que 1. A construcdo seguinteréhecida po€onstrucao

de Gallager.Forme umakyx ko matriz H a qual consiste de k x ko submatrizes,
H,,H,,...H . Cada linha da submatriz teml’s, e cada coluna da submatriz contém

um unico 1. Portanto, cada submatriz tem um taddpdl’s. Paral<i <k, a i-ésima
linha deH; contém todos 0s 1's nas colunas{l)p+1ai p. As outras submatrizes sdo

apenas permutacdes das colunal geEntao:
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Exemplo 2.2 Seja k = 5,p = 4 ey = 3. Usando a construcao de Gallager forma-se
a matriz H 15 x 20 como mostra a figura abaixopalgonsiste de trés submatrizes 5
20, H1,H,, eHs. Cada linha deH; consiste de quatro 1's consecutivos, € nenhuma de
duas linhas possuem o numero 1 como component®momt As submatrizés,, e
Hs s&o obtidas por duas permutacgOes diferentes damaeldeH; de tal forma que,
nenhumas de duas colunas (ou duas linhadji dem mais do que um 1 em comum. A
densidade déH, r = 0,20. Consequentemente, 0 espaco nulddidgera um codigo
LDPC.

I
1
O O O 0O riOO O O rioOO O O
O O O r OO0 O O »r OO O O O B
O OB O OO O P O OO O O O =
O B O O O;: 0O P O O O: O O O O
R O O O 0OiO O 0O O riOO O L, O
O O O O r:iOO O F»r 0O O O +— O
O O o R OO O O OO O O = O
o O »r O OiFkr O O O OO O O +— O
O r O O OO OO O FriOO P, OO
R O O O OO O O+ 0OiO O +» O O
o O O r OO P O O O:O O+ O O
o O O O rikr OO O 0OiO O » O O
O O »r O OO OO O r;:iO R O O O
O r O OO0OiO O r O OiO »r O O O
R O O O 0Oi 0O O O O:iO » O O O
o O O »r Oikr OO OO0 » O O O
O »r O O 0Oi0O OO P Ok, O O O O
O O o0 0O riOO P O O0Oir OO o o
oo O0Oi0Or OO Oim O O O O
O O O Oi» O O O Oikr O O O O

2.2.3 0 Grafo de Tanner

Um grafoG é uma estrutura que consiste de um conjunto diécegr(ou nés),

denotados porV={vy,v,,...}, € um conjunto de ramos, denotados B&¥{ 71 72 }.
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Cada ramoyy esta associado a um par (ordenado ou n&p)) (de vértices (ndo

necessariamente distintos) do conjuMbOs vérticesv ev; sdo chamados de vértices

terminais dej. O grafo é denotado p6j= ( Y, R).
Um grafoG pode ser representado por um diagrama de pon@asm@s. Os pontos

correspondem aos vértices e as linhas aos ramografmG € dito simples quando:
1) ndo existe nenhum ramo conectando um no a snhaojes
2) existe no maximo um ramo entre quaisquer paedees;
3) todos os ramos séo nao direcionados (ndo ordgnad
Dois vérticesx e y pertencentes ao conjund sdo adjacentes se 0 paty|

corresponde a um ramo effi O conjunto de todos os vértices que sao adjacaxtés

chamado de vizinhanca de

SejaSuma sequéncia de vértices distintosxSg 1 S, de tal forma qu& € o inicio
da sequéncia g o término, entdd® € um caminho entrg e y se todos os veértices
contidos en5forem adjacentes. Se existe um caminho engrg diz-se quex ey estao
conectados e pode-se determinar a distancia dasgreDEnotada pod(x, y) a distancia
entrex ey, € por definigdo, 0 nimero de ramos do caminho maie entreceyy.

Um ciclo dex € um caminho fechado que inicia e terminaxef® ciclo minimo € o
comprimento do menor ciclo em um grafo. Dado oie€rx, denota-se porg, o
comprimento do menor ciclo que passa yas qual € chamado de ciclo minimo local

de x. Dai pode-se concluir que o ciclo minigndo grafoG = ( ), &) é dado por

g =min(g,) (2.15)

xov

Um grafo bipartido € um grafo cujo conjunto de vérticesé dividido em dois
subconjuntos distintos, denotados Ppar (n6 de verificacdo de paridade)V,(n6 de

simbolos). Nenhum par de vértices pertencentes mesmo subconjunto é adjacente.
A Figura 2.2.a abaixo é um exemplo de grafmttido. Os vértices em branco e

preto sdo dois subconjuntos de vértices. Obseree aguvértices em branco estdo

conectados apenas aos vértices em preto e vica-v&la Figura 2.2.b, os vértices em

preto estdo conectados entre si e, portanto nabigadidos.
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YWW O VAY

Figura 2.2a Grafo bipartido Figura 2.2b Grafo néo bipartido

Um grafo de Tannerpara um codigo de bloco C é um grafo bipartido néo
direcionado obtido a partir de uma matriz de vesiféo de paridadé comn colunas e
m linhas. Asn colunas correspondem a N nés de simbolore lathas correspondem a
M nés de verificacado de paridade. Um ramo conectéa de simbolx, ao m-ésimoné
de verificacaay, se e somente say, =1 ondeh, , denota o elemento ma-ésimainha
e n-ésimacoluna deH.

O grau de um no de um veértige em um grafo de Tanner corresponde ao numero de
ramos que incidem neste no e é denotadapqj. Um grafo de Tanner é chamado de
regular quandod(x,) =y, 1<n<N e 0(c,)=p, 1<m< M, caso contrario, o grafo é

chamado de irregular.

Exemplo 2.3SejaH a matriz de verificagdo de paridade de um codigo C

110110
H=/1 0110 1
01 1100

e considerex=(X1,%,X3,%,%5,%6,X7) Uma palavra pertencente ao coédigo C. Portanto

xH =0 e dai

Xt X+ X%+ %=0
X + X%+ X+ %=0 (2.16)
XNEX+ X+ %=0

O grafo de Tanner para este codigo possui 3 négedécacdo (representando as
equacdes de paridade) e 7 ndés de simbolo (repsesientos simbolos da palavra
codigo). Denotando os nos de simbolo @or  ¢pars nds de verificagéo de paridade.

O grafo de Tanner para o cédigo C(7,3) é mostradéigura 2.3
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Figura 2.3 —O Grafo de Tanner com ciclo.

Um ciclo em um grafo de Tanner refere-senaconjunto finito de conexdes entre
0S nds, um ramo comeca e termina em um mesmosadiséaz a condicdo que nenhum
no (exceto o inicial e o final) aparece mais do go& vez. O niumero de ramos que
aparecem em um ciclo determina o seu comprimento.

A Figura 2.3 mostra o grafo de Tanner. A saqi#{x;,C1,Xs,C2,X1} (linha tracejada)
representa um ciclo de comprimenttathbém chamado um 4-ciclo.

No projeto de codigos LDPC é desejavel que ciclesamprimento curto sejam
evitados, especificamente os de comprimento 4 [B%§ €, projetar matrizes de
verificacdo de paridade que ndo tenham 4-ciclosepamatrizes 4-ciclos livres Para
projetar a matriz de 4-ciclo marque dois “18 € oy) pertencentes a linha; qpo
cruzamento das colunase v, respectivamenteMarque dois “1s” pertencentes a linha
02 ho cruzamento das colunease v (a3 e ag ). O conjunto Gay, oy, az, 04) denota um
4-ciclo em uma matriz de verificagcdo de paridadgufa 2.4 (a). A Figura 2.4 (b)

mostra este 4-ciclo em arvore.

qi

Q@

Figura 2.4: (a) 4-ciclo em matriz (b) 4-ciclo em arvore.

2.2.4 Decodificacdo dos cédigos de Gallager — O algorgoma e produto

Nesta secdo serd apresentado o algoritmo uiéicado para a decodificacdo de
codigos LDPC, que é uma descricao algébrica dacgrée Tanner, conhecido como

soma-produto Sum-product algorithm-SPANeste algoritmo a decodificacdo é um
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problema de inferéncia estatistica: dado um coajdetobservacdes, deseja-se deduzir
qual a palavra-cédigo mais provavel de ter sidosiatida, ou qual o valor mais
provavel de cada simbolo transmitido [31-F3sencialmente este algoritmo determina
a estimativa (probabilidadmosterior) de um vetod satisfazendo a condicabled=0.
OndeHed representa o produto da matHzpelo vetord em GF(2)[31].

O algoritmo SPA opera sobre o grafo de Taenemciona, basicamente, como um
algoritmo de transmiss@o de mensagens entre odensBnbolo g), isto €, os bits ou
simbolos transmitidos, e o n6 de verificagéo delpde i), que representa as equacoes
de paridade em que os bits ou simbolos estédo oakads. De uma forma simplista,
cada no pode ser visto como um processador de g@rseecebidas dos seus vizinhos
(n6s ligados a ele), aos quais devolve mensagea$izaidas. AS mensagens recebidas
ou enviadas por um no6 (de simbolo e né de ver@icale paridade), nada mais séo do
gue "opinides" sobre o valor légico dos nés ligadosles por soma binaria. Essas
"opinides" sdo expressas em termos da distribuigébabilistica dos simbolos
recebidos pelo decodificador.

Daqui por diante n6 de simbolo e nés de vagfio de paridade serdo chamauos
de variavei® n6 de chequerespectivamente.

As linhas da matridl identificam os nés de variaveis, enquanto as eslws no de
cheque, de modo que uma dada linha descreve uragé&mde paridade, e as posicdes
que contém 1’'s determinam a posi¢do dos simboleshedos . Desta forma, se a
entrada {, j} de uma matrizH é igual a umH;=1, entdo existe um correspondente
grafico bipartido entre os ndse h; . De outra forma a conexdo nédo esta presente.

No algoritmo soma-produto, cada n6é de vargdeenvia para cada né “filhohy
uma estimativaQ’ de probabilidade em que este n6 esta no estatbaseado nas
informacdes fornecidas pelos outros nos filhos.cNiatraméo, cada né de cheduye
envia para cada um de seus nds parehtama estimativa de probabilidadg descrita
pela equagédo de paridaide qual relata que a paridade do n6 de chbhgesta satisfeita
se acaso 0 simbolo ou né parente estiver no estadwo tomando por conta das

informacgBes provenientes dos outros nOs parentes,qée descreve a Figura 2.5

seguinte.
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Figura 2.5 Informacgdes entre os nos.

O algoritmo SPA, na decodificacdo de codigp$C, tem dois métodos que variam

de acordo com o modelo do canal de transmissao:

1) A decodificacdo abruptagrd decoding ou hard decisipnonsidera que o conjunto
de simbolos na entrada do decodificador € finitoseja, no caso de um codigo binario
na entrada do decodificador tem-se apenas biegiadb se cada bit recebido foi 0 ou 1
sendo tomada antes da decodificacdo. Depois € hatzoh palavra-codigo mais
proxima do vetor recebido;

2) A decodificacdo suavesdft decoding ou soft decisjogonsidera a distribuicao
probabilistica dos simbolos recebidos, sem a degis&via bit a bit, e toma sua decisao

baseada na palavra inteira

Os passos seguintes deste algoritmo forareadas em decodificacdo abrypta
contudo com alguns ajustes ele pode ser adaptadlecedificacdo suave. O leitor
interessado em mais detalhes pode consultar [3]], [

O algoritmo comegca com um procedimento deializacdo que consiste de
determinar os valores dg', que sdo um conjunto de estimativas a priori liecepelos
X

bits, denotadas pof;, isto €, a probabilidade de que j-ésimo simboja 3eEsta
informacgéo depende do canal a ser utilizado egreso sera usado o canal Gaussiano
AWGN, cujas probabilidades sédo determinadas petodass funcdo de densidade de
probabilidade.

ApoOs a inicializacdo comega a troca de int@o entre os bits e os nos. A
informagéoF{ que cada n6 de cheghbie envia para o nos parentds® a probabilidade

gue este no de cheque tem satisfeita quando ogradtps informardo esta no estado
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A equacdo de probabilidade na condigdofedti® dada por:

P(h/d=x)= ¥ P(h /d) Hd /d = (2.17)
didj=x
Esta probabilidade é calculada sobre todgsoasiveis decodificac6es do vedor
para o qual é satisfeita as equacdes de paridadie dpie 0os no parentes estejam no

estado.

Para o n6 de cheque a informagédo enviada para o né parehté calculada por

cada valor de e é dada por:
R = z P(h /d) J] A (2.18)
dd=x KON\

Na expressao (2.18)(i) representa o conjunto dos indices de todos os mhies
conectados com os né de chegie enquantoN(i)\j representa a exclusdo do né
parented,. Para um dado vetdra probabilidadd(h /d) é satisfeita quando for 1 e nédo
satisfeita quando for 0. O né de variddegknvia para seus filhos né de cheduyea

estimatianf informando que ele esta no estadie acordo com as outras informacgdes

recebidas por suas outras conexdes. Entéo pelalgda Bayes tem-se:

P(dj:X)P{h}iDMji /dJ':X )
Pd, =X}y ) = Péth&B ) (2.19)

A informag&o que o n6 de variageknvia para os nés de cheque (filhos) €

Q =aq, f* . 2.20
: ,,muij (2.20)

ondeM(j) representa o conjunto dos indices de todos osen@keatjue conectados a ele

e M()\i denota a exclusdo do né de chetyueO coeficiente f,-X € a probabilidade a
priori de qued; esta no estada A constante normalizadg € o conjunto que satisfaz a

condi¢doy’ Q=1

Neste caminho, o célculo dos coeficien@snos permite determinar os valores dos
coeficientesaX , que pode ser usado para realixer estimativa para cada indice

Finalmente, calcula-se a estimalka  do vetorbidogpara os dois possiveis valores de



2. Cédigos LDPC 25

X. Se, a sindrome de er®&do vetor dAJ , for zero entdo o processo term8&@SZ0,

calcula-se a proxima iteracdo até chegar-se naosiednula. O veton:iAj € calculado
por: .
d; =arg maxf" ﬂ R (2.21)

koM (j)
Com o objetivo de facilitar o entendimento algoritmo apresenta-se um simples

exemplo baseado em decisao abrupta.

Exemplo 2.4: Considere H uma matriz de verificagdo de paridadex1@
correspondente ao codigo de bloco lineay(12,4) de razdo R= 1/3, o qual é um

codigo LPDC irregular gerado pela matriz G abaixo:

o o rr O O Fr O
O b OO0 O OBk
O O L B OO L O
O O O o+, O Bk
b O OPFPr OFr OO
O b OPFrLr OO O B
o O r OO P O
O r P OO O O B
P B, O O O O +—» O
O Fr OPFr +»r OO O
P O L O L OO O

O r»r O O

R R O R
O R O Bk
O R R R
R O R
R R O R
==
O o o o
N =)
O O O B
O O r O

Sejam = (1,0,0,0) a mensagem para este codigo e ¢ a patadigo determinada,
isto é:c=mG=(11111000 100 0)de modo gqueatisfaz a condicdo de sindrome
o H™ = 0. Este vetor é transmitido em forma polar como vetor(+1+1+1+1+1-1-1-
1+1-1-1-1). A transmisséo é feita sobre um canalGN\com desvio padrée=0.8 e

como resultado de transmissédo das amostras, cgegetor recebido € obtido:

R = (+1.3129 +2.6582 +0.7413 +2.1745 +0.5981 -0.83239€2 -1.7586 +1.4905
+0.4084 -0.9290 +1.0765)

Se uma decisdo abrupta na decodificacdo foi ulidiz&ntdo o vetor decodificado

sera. @ 11110001101
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de modo que o canal produz dois erros nas posigbesl 2.

Como o canal nesta transmisséo € o AWGN, eBctentes fjX correspondentes ao

vetor recebido podem ser calculados usando a fudeadensidade de probabilidade

Gaussiana, e assim:

fl-o — 1 e—(rj+l) /(202)

210 299
fr=_ L gl (222
I J2mo

Na Tabela 2.1 e nas tabelas seguintes os gadé@retruncados na quarta casa decimal

e nao modificam os resultados.

Tabela 2.1 Valores do vetor recebido e correspondentes e/aldmjx

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

r +1.3129  +2.6582  +0.7413  +2.1745  +0.5981 -0.3962 0.3962 +1.7585  +1.4905  +0.4084  -0.9290 +1.0765
t +1 +1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 -1 -1
fo  0.0076 0.0000 0.0467 0.0002 0.0678 0.4878 0.3751 318Q. 0.0039 0.1059 0.4967 0.0172

j

1 0.4619 0.0582 0.4733 0.1697 0.4396 0.0362 0.1088 0016. 0.4132 0.3794 0.0272 0.4964
i

Os valores dd| representam as estimativas do canal de inform&@gicoeficientes

envolvidos nos calculos das interacfes levam enac@restrutura do cédigo descrito
pelo grafico bipartido correspondente. Assim, adegio de sindrome, expressadas
comoHoc=0 oucoH' =0, significa que o produto do vetor cédigpela transporta
da matriz cheque devera ser o igual ao vetor ibotanto a equacdes teste paridade

podem ser escrita como:

c, Oc O g O c U ¢ O g, =20
¢ U ¢g U ¢ O ¢ =20
¢, gl ¢ Og=0
¢ ¢ 0o Og =0 (2.23)
¢ U gl g 0O g =20
¢ 0Deg el g O g =0
¢, gDl g0 g =20
¢ U6 0 g 0O g =20

A Figura 2.6mostra o relacionamento entre os nos e a equagdaridede
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Nés de cheque h

Figura 2.6: Grafo bipartido do sistema

Cada linha da matriz de verificacdo de paledé corresponde a uma equacao teste
paridade, e assim a um no de cheque. Cada bittdoaddigo corresponde a um né de
variavel. Assim, por exemplo, o n6 de variavelein tcomo filhos os nés de cheque 1,
3, 7, enquanto o no de cheque 1 tem como parestedsode variaveis 2, 4, 6, 7, 8 e 12.

Nos de cheque 1, 3,7 No de cheque 1

1 3 1

2

N6 de variavel 2 2 4 6 7 8 12
Nos de variaveis 2, 4,6,7, 8,12

Figura 2.7: Informacgdes entre os nds de cheque e nds devesia

A inicializacdo do algoritmo soma-produtoedtd pelo ajuste dos coeficientes da
informacao que foi enviada do n6 de variavel pan® ale cheque na primeira iteragao:

~ . . . & 1 :
Q e Q, que sdo as estimativas do canal de informata@ f' respectivamente.

Assim, por exemplo, a associagcao entre os nosradeves 1, 3, 4, 9 e 0 né de cheque 2
geram as estimativa,:, Qs Q24 Q2 que podemestendidas mais facilmente se
interpreta-se como uma forma de comunicagao, urno efevinformagédo entre 0os seus
participantes. Desta form@::  é a probabilidguie 0 né de variavel 4 envia, no estado

zero, para o no de cheque 1. A Figura 2.8 mosteassociacao
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No de cheque 1
1

Estimativas associadas

U

o= f£=00000 O, =f =00582

Oh=f0=00002 O, =f =01697

Ok =f2=04878 Q= fi =0.0362

O =1=03751 Q,=f =0.1088

OL=f2=03181 @, =f =00013

2 4 6 7 8 12 qu :-,;?u =00172 Q.ﬂ =f;fu =04964

Nos de variaveis 2, 4,6, 7, 8,12
No de cheque 2
05 = £ =0.0076 O}, = f' =0.4619
Estimativas Q%= f2=0467 Q.= f'=0.4733
associadas

08 = f2=0.0002 Q. =fl=0.1697

0% = f2=00039 QL = f'=0.4132
1 34 9

Figura 2.8: Informag@es entre os nésestimativas associadas

Os valores da inicializagdo permitem calcular osficentes Ff e Fﬁ que serao
iterativamente atualizados durante a codificacaias estimativas sédo informacdes
enviadas dos nos de chegliepara os nés de variaveis. A notacéor?, descreve a

probabilidade que o né de cheque 1 enviou ao garefite” nd de variavel 2 de que
este (n6 de cheque 1) esta no estado zero. Estahjlidade € calculada assumindo que

sua equagdo de paridade correspondenptec,+ G+ C+ G+ G,=0 esta satisfeita

guando o bit gesta no estado 0 (zero). Neste sentido existenorh®ioacdes possiveis

com par de numeros “1s” que satisfazem a condigdeqiiacdo envolvendo os bits
C,, G, G, G e C,. As probabilidades associadas a cada combinagasosdadas para o

calculo da estimativg?,, isto €:

R?Z = Q(.Jll Q6 Q7 QSQ,IZ-F Q;.4@I.6dl7QISQl,lt 6146166176186 l-,’J_.Z (3 ILQ l@ I‘Q IQT,I?
Qf4Qi6Qf7Q$8Q;.,12+ Q;AQllG(j?IJdlSQ)l,lt dlll(j 16Q lQlQ l?tZ d ILQ 19 IQ l@ T,12 (2 ) 24)
QQQRQnt QQQAQQ QQLAL s Q.L.0.0.0#4

Q114Q116QE7Q28Q(1),12+ Q114Q116Q)17(318(jl,1'§' 3.8.0.6,8 EEP) Q.R.L.Q 1,(13
=0.0051
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Com a notaca®,d.Q;d:d ,,denota-se o produto das estin€dsonde os valores
dex: 0, 0, 0, 1, 1sdo uma das 16 combinac¢des possiveis que 06,0pds C7, Cs, C12
assumem, respectivamente, para que a equaghbc,J g0 c U ¢l G,=0 seja

satisfeita.

Da mesma maneira calcula-se o valor da estiaR salientado apenas que o valor
de C, na equacao de paridade agora é 1, desta formaee-combinacdes possiveis

com impar niumeros de “1s” , isto é:

RiLZ = Q.I(.)4 QG Q7 q{%@l,lii_ Q@L4@LGQI7QIBQI,1-E 614616617618(3 l-,’J_.Z (3 1@ 1@ 1@ 1,@
+Qf4Q;6Qf7QSBQ;,12+ Q;AQllG(j?WdlS(jl,lt dlll(j 16Q lQlQ l?tZ d ILQ IQ 1@ 1,@ (2 . 25)
QAR t AL+ QQLAL:6 Q.0.0.0.8

Qf4Qi6Qf7Q28Q}.,12+ Q114Q116Q)17d18Q)1,1'§' 3.0.0.6,8 PEP) Q.Q.0.Q 1,@
=0.0020

O processo de troca de informacéo entre os nosgedservado na Figura 2.9

No de cheque h,

3 4 5
@

o
5

N6 de variavel d ;

Figura 2.9 Calculo deR’, e R.,.

O n6 que esta sendo atualizado ou informadopaéticipa da estimativa. Isto faz a
iteracdo convergir para uma solucdo correta. Odgramimero “1"s em cada linha da

matriz de verificacdo de paridade, implica na neEdesle de grande numero de
combinagdes nos célculos d§ e R. As Tabelas 2.2 e 2.3 mostram os valores destes
coeficientes na forma de uma matriz, onde o indicerresponde as linhasjeas

colunas. A Tabela 2.2 representa os coeficidﬁ)tese sao as estimativas para os bits

quandox = 0 e a Tabela 2.3 mostram os valores dos coeficied&e%l, isto &, as

estimativas dos bits para quando 1.
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Para tornar mais claro a notacdo, temos osezatdEij para os indices= 4 ej =

10, ou sejaRy?,, =0.0390

Tabela 2.2Va|oresR|? - primeira lteragéo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0.0051 0.0017 0.0002 0.0001 0.0004 0.0006
2 0.0360 0.0009 0.0113 0.0043
3 0.0868 0.0109 0.0024 0.0100
4 0.0325 0.0889 0.0088
5 0.0875 0.0925 0.0423 0.1049
6 0.0126 0.0100 0.0348 0.0431 0.0270
7 0.0250 0.0008 0.0016 0.0035 0.0037
8 0.1022 0.1101 0.0179  0.0912

Tabela 2.3ValoresR; - primeira Iteracéo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.0020 0.0070 0.0006 0.0008 0.0009 0.0002
0.0332 0.0324 0.0906 0.0372

0.0393 0.0035 0.0128 0.0043
0.0107 0.0305 0.0028 0.0299

0.0416 0.0398 0.8570 0.0333

0.0295 0.0060 0.0188 0.0107

0.0089 0.0280 0.0029 0.0046 0.0012 0.0003

0.0101 0.0264 0.0908 0.0197

O~NO U WN P

Os valores dos coeficient€§ e R nos permitem determinar a primeira estimativa

do vetor cédigoa . Assim, como exemplo, usando a equacéao (2.21)pedalcular os
valores ded, e d,

Nos de cheque 2, 4, 6

2 4 6
- . . Estimativas

AN associadas
Ry Ry Ry .
e - .
b d - 0_)/110X]§.J1XI€1XR21—1-13X10 o
Nb S 171~
¥ 1> ) xRy R, xR, =485x10°
N6 devariavel 1
dl
1 3 7
- . . Estimativas
R associadas
RN Rt B/
S [0 xR X RY xRS, =1.58x107° 1
E '/, =4 /= :>| 1
P 1 f] xR, xR xR}, = 4.06x10™°

NO de variavel 2

d?.
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De forma anéloga calculam-se as demais estiagtou seja:

~ [0~ fxRy,x REx R,=350x 10°| ~ (05 £2xR:x R,x R,=6.52x 10°
d3 - {,\ 3; R123 @3 @3_ 7} - 1 dg - X 9 R29 R?Q @9 . lll
1 fixRL,xR,x R,=3.19¢ 10 1- fIxRyx Ryx R,=4.98< 107

~ 0= £ 3.31x 10%
- XRux Rox R,=331 10 0~ fIxR%, xR, x R, =162 10°
Lo 2R x Rix R, = 3.10¢ 107 =0
1. fixR xR, x R,,=1.17x 10°
~ [0~ f2xR%,x R,x Ry=7.007 10°
d5_ " ='0 A 0 0 6
1. £/ xR x R,x R,=6.200¢ 10 0~ fXRyyyx Reyx By =2.12x 10 =0
) i—' flllszltllleen R811‘791>< 10’
dAG:{? fijRllonFgex R, = 3.30 10:}:> L
1o o xR X Rigx R =5.34x 10 { flngiolz Rglz lezgz\'&(log =1
) 1. fixR,xR xR, =887 10°
a_{(} 19 xR x R x |%;{’7:2.73><109}:>,1, e T
1

- fi xR, xR,x R,=6.37x 10°

a :{oﬁ £0x R, x R, x R, = 7.96x 109}:> o

1. fIxRyx Ryx R,=1.03 10%°

A primeira estimativa do vetor cédiga €(111102110100 0que contém trés
erros com respeito a transmissao do vetor cédigo(11111000100QPD
processo de decodificagdo continua desde que agjdadetectada a sindrome de erro

no vetor estimadal .

A proxima iteragdo comega com o calculo ddsrea dos coeficiente@? e Q} :
Estes valores sdo determinados usando a expregd0), (onde existe uma
normalizagdo dos coeficientes de modo qQOp+Q1 =1 ¢é satisfeita. Assim, por

exemplo, o valor do coeficient®, para o qualOoux = 1, é a estimativa que 0 no-
simbolo 2 envia para o seu filho né de chequeltulealo pelos produtos formados das
estimativasR}, de todos seus nos de cheque filhos, exceto o mhetgue 1, 0 nd que
esta sendo atualizado, onkerepresenta o indice dos nos filhos que participam

atualizacao.

Os valores dos coeficien@$ e Q;,, neste exemplo, séo calculados a seguir:

2.26
QS = @, tPRLRY, , QL = @y, FIRL,RY, (2.26)

onde, 1

a., =
YRR, GR,R,

(2.27)
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A Figura 2.10 mostra o fluxo de informacfes o8 participantes nos calculos dos

coeficientes d&?, e @, para este exemplo:

No de chequeh,
1 2 3 4 5 6 7
|

e 6 6 6 o6 6 o6 o o o
3 4 5 6 7 8 9

N0 de varidavel di

Figura 2.10 Calculo deQf’, e Q/,.

As Tabelas 2.4 e 2.Bostram os valores calculados dos coeficier@se Q}

respectivamente.

Tabela 2.4Valores QI? - segunda Iteracéo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.0015 0.0004 0.6601 0.7898 0.9950 0.2731
0.0209 0.0691 0.0083 0.1014
0.0018 0.7843 0.6946 0.3068
0.0080 0.0004 0.9091 0.9008
0.0010 0.8294 0.5620 0.9777
0.0054 0.0056 0.0688 0.9710 0.5147
0.0014 0.6847 0.9954 0.0046 0.9239
0.5273 0.0031 0.9316  0.1838

O~NO U WN P

Tabela 2.5 Valores deQ,Jl - segunda iteracé@o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.9985 0.9996 0.3399 0.2102 0.0050 0.7269
0.9791 0.9309 0.9917 0.8986
0.0018 0.2157 0.3054 0.6932
0.992 0.9996 0.0909 0.0992
0.9990 0.1706 0.4380 0.0223
0.9946 0.9944 0.9312 0.0290 0.4853
0.0014 0.3153 0.0046 0.9954 0.0761
0.4727 0.9969 0.0684 0.8162

O~NO U WN P

Na segunda iteracdo, os valores atualizadoq) de q nos permitem atualizar os
valores del'—\,p e 31 Esta iteracéo € diferente da primeira iteracasemiido que agora
Qf e Q}contém informacgdes atualizadas, e ndo simplesmefmténacao do canal. Os

célculos deF\,p e 31 nesta segunda iteracdo nos conduzem a uma nowvetdst do vetor
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codigo d, que novamente ndo satisfaz a condicdo de sindmrmper isso 0 processo

continua.

No exemplo, o decodificador é capaz de enaomtrvetor cédigo correto apos trés
iteracdes e, é capaz de corrigir também os dois €ue o vetor recebido contém por
deciséo dificil. Neste caso particular os errofiesta parte da mensagem do vetor
codigo, isto é, em dois dos quatro bits de mensagm®ebida, apos truncamento e
redundancia. O algoritmo de decodificacdo intecatvcapaz de corrigir esses dois
erros. As Tabelas 2.6 e 2.7 ilustram a evolucaaldoritmo de decodificacdo pelos

valores presentes dos coeficientes envolvidos elbégada da solucao final.

Tabela 2.6Va|oresR,jJ - segunda iteracdo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.5416 0.5415 0.3704 0.4284 0.4581 0.5915
0.1622 0.1244 0.1709 0.0940

0.4572 0.5750 0.6095 0.3897
0.1723 0.1726 0.8999 0.9081

0.5390 0.4409 0.1859 0.4593

0.5115 0.5135 0.4876 0.1027

0.3463 0.5118 0.9150 0.6547 0.3453 0.6808

0.7713 0.4851 0.5172 0.4766

O~NO O WNE

Tabela 2.7Valores Ri} - segunda iteragéo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.4584 0.4585 0.6296 0.5716 0.5419 0.4085
0.8378 0.8756 0.8291 0.0960

0.5428 0.4250 0.3905 0.6103
0.8278 0.8274 0.1001 0.0919

0.4610 0.5591 0.8141 0.5407

0.4882 0.4865 0.5124 0.8973

0.6537 0.4882 0.0850 0.3453 0.6547 0.3192

0.2287 0.5149 0.4828 0.5234

co~NO O WNBEF

A atualizacéo dos valores (ﬂ# e F§ nos permite novamente uma estimativa para o
vetor cédigoa . A Tabela 2.8 nos mostra uma segunda estimadira\getor cédig(ﬁ

Tabela 2.8 Estimativa do vetor c6digo a segunda iteragéo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
r +1.3129 +2.6582  +0.7413 +2.1745 +0.5981 -0.3962 0.3962 +1.7585 +1.4905  +0.4084 -0.9290 +1.0765
t +1 +1 +1 +1 +1 -1 -1 1 +1 -1 -1 -1

dJF’ 0.0001 0.0000 0.0016 0.0000 0.0133 0.0307 0.0503 0466. 0.0001 0.0298 0.0240 0.0019

d 11 0.1564 0.0095 0.0933 0.0534 0.0239 0.0016 0.0118 000Q. 0.1262 0.0066 0.0011 0.0648




2. Cédigos LDPC

34

O vetor codigo estimadod= (111110001001), que contém apenasmim

no ultimo bit. Este vetor estimado produz uma sindr ndo-zero de modo que o

processo prossegue para uma terceira iteracaoaloey deqjj e Q} : Ff e 31 sao

novamente atualizados e esta terceira iteracagesSagados nas Tabelas 2.9 e 2.10,

211e212

Tabela 2.9Valores Q¢ - terceira iteragéo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0.0001 0.0000 0.9707 0.8503 0.9977 0.0197
2 0.0036 0.1078 0.0003 0.0047
3 0.0002 0.2909 0.7318 0.0436
4 0.0033 0.0003 0.3358 0.6910
5 0.0145 0.4130 0.9884 0.8426
6 0.0007 0.8013 0.9974 0.9948
7 0.0002 0.0161 0.6442 0.9949 0.0009 0.6807
8 0.1413 0.0005 0.9538 0.0310
Tabela 2.10ValoresQ;; - terceira iterac&o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0.9999 1.0000 0.0293 0.1497 0.0023 0.9803
2 0.9964 0.8922 0.9997 0.9953
3 0.9998 0.7091 0.2682 0.9564
4 0.9967 0.9997 0.6642 0.3090
5 0.9855 0.5870 0.0116 0.1574
6 0.9993 0.1987 0.0026 0.0052
7 0.9998 0.9839 0.3558 0.0051 0.9991 0.3193
8 0.3558 0.9995 0.0462  0.9690
Tabela 2.11ValoresR/ - terceira iteragéo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0.8153 0.8153 0.1651 0.0501 0.1833 0.8282
2 0.1117 0.0085 0.1143 0.1109
3 0.5885 0.7115 0.3092 0.5969
4 0.5627 0.5623 0.6896 0.3370
5 0.4418 0.1750 0.5579 0.5825
6 0.2129 0.9758 0.7882 0.7897
7 0.4485 0.2037 0.6784 0.5520 0.4485 0.6424
8 0.9252 0.8053 0.1639 0.8252
Tabela 2.12 Valores Rj - terceira iteragado

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0.1847 0.1847 0.8349 0.9499 0.8167 0.1718
2 0.8883 0.9915 0.8857 0.8891
3 0.4115 0.2885 0.6908 0.4031
4 0.4373 0.4377 0.3104 0.6630
5 0.5582 0.8250 0.4421 0.4175
6 0.7871 0.0242 0.2118 0.2103
7 0.5515 0.7963 0.3216 0.4480 0.5515 0.3576
8 0.0748 0.1947 0.8361 0.1748
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Com estes valores uma nova estimativa do vet@ formada. De acordo com a

Tabela 2.13 o vetor cédigo apos esta terceirag%réa =c=(11111000100
0), cuja sindrome € o vetor nulo, de modo que odi&cador decide que este € o vetor

codigo para a mensagam= (1 0 0 0).

Tabela 2.13 Estimativa do vetor cédigo apos a terceira iteragao

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

r +1.3129  +2.6582 +0.7413 +2.1745 +0.5981 -0.39620.3962  +1.7585 +1.4905 +0.4084 -0.9290 +1.0765

t +1 +1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 -1 -1
d ? 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0077 0.0305 0.0057 025@. 0.0002 0.0273 0.0217 0.0070

d 11 0.1412 0.0024 0.2086 0.0122 0.0078 0.0043 0.0017 000Q. 0.0394 0.0176 0.0032 0.0060

2.3 O Algoritmo corretor de apagamento

No canal com apagamento (BEC), um bit é relmeborretamente ou completamente
apagado (perdido) com a mesma probabilidadBesde que os bits recebidos sejam
sempre corrigidos cabe ao decodificador deternanaor dos bits desconhecidos.

O processo de decodificacdo usando o algoréoneetor de apagamento € analogo
ao algoritmo SPA [33]. Na decodificacdo da inforawcrecebida, cada n6 de
verificacdo pode determinar o valor de um bit agagse ele for o Unico bit apagado na
sua equacao de paridade. Um né de variavel enmasmna mensagem de saida para

cada um dos seus nos de cheque conectados. Estageen chamadag, para o i-

ésimo bit nd, declara o valor do bit como 1 ou @ s®lor € conhecido oA se estiver
apagado. Se um no de verificacdo recebe apenas manmensagem, pode-se calcular

este valor escolhendo o valor que satisfaz na équade paridade.

Os nos de cheque enviam de volta mensagesremiés para cada um dos seus né de

variaveis conectados. A mensagém, do j-€simo no de cheque para o i-ésimo né de

variaveis declara o valor do bit como 1, O/ose o bit for desconhecido ou apagado. Se
0 no de variaveis de um bit apagado recebe umaagenmsque é¢ 1 ou 0, 0 n6 de
variaveis altera o valor para o valor da mensagenertrada. Em uma iteracdo da

mensagen recebida os valores dos nos de chequerdslale variaveis sdo atualizados
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e processo € repetido até que todos os valoreg dejm conhecidos ou até que um

namero maximo de iteracdes seja atingido.

Exemplo 2.5 Considere a matriz de verificacao de paridddeseguir

110100
|_|:011010
1 00011
0 01101

Usando a notacas, para representar o conjunto de bits na j-ésimaughequacao de

paridade déd tem-se:
B={124, B={23%, B={156, B={ 34t

Da mesma forma, usando notaggapara representar as equacdes de paridade para o i-
ésimo bit do cédigo tem-se:

A={13, A={13, A={2}
A={(14 A={23 A={3}
Supondo-se que a palavra codige[0 0 1 0 1 1] seja transmitida e detectado

0 vetor recebidoy=[0 0 1 A A A]. O algoritmo a seguir esboca o processo de

reconstrucdo da mensagem enviada através do BE@ufa 2.11mostra graficamente

este processo.

Algoritmo: Decodificador de apagamentos (decoding Erasure)

procedimento decodificaty, I,.,)

parai =1:N faca %inicializagao
M=y,

Fim para

=0 % contador de iteragéo

Repita enquanto<1
paraj=1:m faca % passol: checar as mensagens

para todeIB; faca

© 0o N o g s~ WD P

Se todas as mensagens do né deelediferente dev,, séo conhecidos,

entao
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10.

11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.
21.
22.
23.

24.
25.
26.
27.

28
29

By =2 s, (M:m0d2)
Se néo
E,, =4
Fim se
Fim para

Fim para

SeM, = A entdo
Se existe umOA tal queE;; # A entdo
M, =E;
Fim se

Fim se

Fim Para

Se todogv, sdo conhecidos ou=1 . entéo

Finalizar
Se néo
[=1+1
Fim se
. Finalizar repeticao

. Fim do procedimento

Parai =1:N faca % passo2: bit mensagens

% critério de parada
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Inicializagio cheque mensagens

Figura 2.11 Decodificacdo do vetor recebido y = [0 @ A A]. Cada sub-figura indica a decisao feita no
passo do algoritmo de decodificagcdo com base ensagens de passos anteriol®s setas com pontos
correspondem a mensagens "bit = 0", enquanto gsetas contiuas correspondem a "bit = 1" e as aetas

tracejadas correspondem a "bif\=".

Na inicializacdo tem-s&1, =y i, entdo
M=[0 0 1 A A A]

No Passo 1 do algoritmo as mensagens do n6 deelsédgucalculados. O primeiro
no de cheque esta unido ao primeiro, segundo dognarde variavel e assim tem as
mensagens de entrada 0, 8.4Jma vez que este cheque no temAima mensagem de

entrada, a partir do quarto bit, pode-se calculalor deA, fazendo a som&, O M, e
transmitir o resultado como a mensagem de saidaEparisto e,
E1,4 = Ml D M 2

=000
=0
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O segundo nd de cheque esta unido ao segundordegcquinto né de variavel e
assim tem as mensagens de entrada Q\.1Usna vez que este no de cheque tem uma

entradae na mensagem, a partir do quinto bit, a sua mensagesaida &, e pode ser
calculada como:
Es= M,0M,;

=001
=1

O terceiro n6 de cheque esa unido ao primeirotg@rsexto n6 de variavel e assim
tem as mensagens de entrada 8,A. Como este né de cheque recebe duas mensagens
apagadas, ele ndo pode determinar o valor de cpraliiu Neste caso, as mensagens
enviadas por este n6é também adda mesma forma, esta sera a decisdo do quarto no

de cheque que inclui o terceiro, quarto e sextdengariavel.

No Passo 2 cada ndé de variavel que tem um valarodbecido na mensagens
recebidas atualiza-o se possivel. O quarto bitdégngariavel) é atualisado (subistituido)
pela soma binaria calculada péy,, isto €, 0. O quinto bit também € desconhecido e
tem sua atualizagdo dada pgy;, isto €, 1. O sexto bit tambem é desconhecido, mas
nédo pode ser atualiado na iteracdo atual, poisusmsema binaria aparecem+ a)

dada porE,;ou 1+ o) dada porE, . No final do passo 2 tem-se:

M=[0 0 1 0 14]

Existe um bit restante desconhecido (o sexto bithddo que o algoritmo continua.

Repetindo o passo 1, o terceiro né de cheque aglé ao primeiro, quinto e sexto

no de variavel e assim este né possui uma entraagada (1,) “A”. A mensagem
enviada a partir deste n6 de cheque é dada por:
E3,6 = IVll D M 5

=100
=1
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O guarto né de cheque esta unido ao teceiro, qeastexto nd de variavel de modo

que ele também possui uma entrada apaggrida (A”. A mensagem enviada a partir
deste n6 de cheque é dada por:
ES,G = MB D M 4
=001
=1
Na repeticdo do passo 2 0 sexto bit &€ desconhen@sfem entrad&s,, e E,, com

o valor 1, e, portanto, altera o seu valor pafddte que, uma vez que o0s bits recebidos
do BEC sé@o sempre corretos, as mensagens dos néisegee sempre concordam.

Desta vez, no teste nao bits da palavra cédigamdéscida, o algoritmo para e retorna
c=M=[0 01 01}

como palavra codigo decodificada. O vetor recebidp portanto, determinado

corretamente, embora alguns bits de palavra cddigtam sido apagados.



Capitulo 3

Métodos para construcdo de matrizes de
verificacao de paridade baseados em
concatenacdo de matrizes bases e
superposicao de matrizes circulantes

Neste Capitulo sdo apresentados dois métosiados para geras as matrizes de
verificacdo de paridade utilizadas na correcaopdgamentos em rajadas de codigos
LDPC. Os métodos geram as matrizes de verificagdpadidade, 4-ciclos livre, por
superposicao e concatenacdo de matrizes basesaaotgalante peso 2. O primeiro
método gera matrizes de verificacdo de paridadeadas em (B.13) e o segundo

meétodo gera matrizes a partir de (B. 17).
3.1 Matrizes bases, matriz plataforma e matrizentds circulantes

A matriz base é uma matriz binaria esparsa utidizaara a superposicao de outras
matrizes (as clientes) no processo de construcacatiéz de verificacdo de paridade de
um codigo [44]. A matriz plataforma é uma matrixiar que serve para descrever de
forma abreviada a superposicdo na matriz baseeNegialho, as submatrizes serao
chamadas de clientes. A matriz plataforma € de$eédaoa partir da composi¢cdo de
duas matrizes clientes: a matriz circulante e arimaula ambas de ordem s

matrizes clientes ndo nulas sao todas matrizeslanes.

Na correcdo de apagamentos em rajadas a ndatnzrificacdo de paridade é o
elemento fundamental para determinak g, [45]. Por definigdo,L, € 0 nimero de

bits apagados que podem ser recuperados independarie de sua posi¢cao dentro da
palavra codigo [46]. Aeficiéncia E, de um cddigo de comprimentoe taxak/n é

definida por:
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E, = —m (3.1)

Yang e Ryan [36] desenvolveram um eficiente e éxaualgoritmo para determinar
oL, Em[23], sdo apresentados dois métodos algébram@sdeterminar a matriz de

verificacdo de paridade na decodificacdo de codig@sLDPC para AWGN e em
canais BEC com ruido branco aditivo (BEC- AWGN). cénstrucdo da matriz de
paridade é desenvolvida a partir do Campo de Galeslementos da geometria
Euclidiana.

Matrizes de verificacdo de paridade compoptasmatrizes circulantes tém sido
estudadas por varios autores para projetar cOdiDBE corretores de apagamentos em
rajadas com boa eficiéncia [22-23]. Em [26] s&bzatilas matrizes base circulantes na
construcdo da matriz cheque que apresentam um semgpenho na correcdo de
apagamentos em rajadas.

Uma matriz quadrada de ordarg circulante, se os elementos de uma coluna (ou
linha) também sao os elementos da coluna (ou liah&rior, mas deslocados de uma
posicdo a direita [43], isto é:

G G - G
c=T ¢ 8 z
G Ga 0 Q

A representacdo da matriz circulante pode ser fgieda primeira coluna,

C:(cl,cz,...,(‘h), chamada de geradora. Quar@&1 e os demais valores séo nulos, a
circulante C é matriz identidade de ordemAssim, o vetorl =(10,...,0, sera o

gerador da matriz identidade de ordenCom a notacald™, com mON , descrevem-

se m deslocamentos ou “movimentos” mup(dos elementos da matriz circulante

|(2)| 3 4
v 'y

\

identidadel,,. A notagéo ,...representa dois, trés, quatro, etc... movimentos

mod{) da matrizl ,. A matriz O, representa a matriz nula de orden® matriz I a

seguir representa uma matriz circulante identidahe dimensédo 8 e movimente=6.

Os elementos nulos foram desprezados.
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®) —
g’ =

Exemplo 3.1 SejaH , a matriz plataforma construida a partir da sups¢ao aleatoria

da matriz cliente gerada poy =[1 0 0 0 0 0 O ] na matriz badd, de dimensédo 5

abaixo.

L I5x5

Na primeira diagonal del,, os elementos nao nulos “recebem’ as matrizestebede
movimentos 2,3,4,5,6m0{2,3,4,5,6}), as matrizei;(z), el(e), representam 0s movimentos
2mod8 e 6mod8 circulantes de Abaixo, temos a matriz plataforni, formada por

esta superposicéo dr. Os elementos nulos foram desprezados.

_| (2

[ 3)

I 4

I ®)

I (6)

-140x40

3.2 Métodos para construcdo de matrizes de veyd#wale paridade por

concatenacao de matrizes bases

A decodificagdo iterativa usando cédigos LD&@ canais com apagamentos é
particularmente simples, uma vez que um bit tratidmié recebido corretamente ou
apagado [26]. Se apenas um dos bits é apagadmadeser recuperado pela escolha do
valor que satisfaz na equacdo de paridade da palevdigo. O algoritmo de
decodificagcdo soma e produto (SPA) de um cédigo CEPum procedimento para
encontrar equacodes teste paridade que verificapsaaa um bit foi apagado; as

equacOes teste paridade sédo determinadas e @pagados recuperados. Apos este bit
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ter sido corrigido, qualquer nova equacao contoaito bit apagado e o recupera na
iteracdo subsequente. O procedimento € repetidquetdéodos os apagamentos sejam
corrigidos ou todas as equacdes teste paridadantestchequem dois ou mais bits
apagados, 0 que ocorre se 0s bits apagados inaloemonjunto de bits conhecidos

como osstoppings set

SejaV o conjunto dos ndés de variaveis. Wopping se€ um subconjuntd deV,

tal que qualquer né de cheque esta conectado pellemenos duas vezes [48]. O

subconjunto T:{\/l,\/z,\g,v4} (Figura 3.1) é um stopping set do conjunto

V(% UV W W

XN\
NN

A
LN

Figura 3.1 Stopping set formado pelo conjur{wl,vz, v, \/4}

Se todos os bits em ustopping setsdo apagados nenhum deles pode ser
recuperado a partir da mensagem recebida, de mgdla distribuicdo dos stopping set
de um codigo LDPC determina o processo de falhaalgoritmo SP [48]. O

comprimento de unstopping seté o numero de bits incluidos nele, e o menor
comprimento dostopping setS,;,, de uma matriz de paridade é o nimero minimo de

bits apagados que podem causar uma falha na dieagéid [26]. No BEC o nimero e
comprimento dosstopping setpodem ser usados para predizer diretamente o
desempenho da decodificacdo da mensagem transnija No canal BEC, a
localizacdo dos bitstopping setda palavra codigo, sera um importante fator para

determinar o desempenho da decodificacao.
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Em geral, 0S,;, de um cédigo coluna-circulante é limitad®g,ondey é o peso

da coluna das circulantes [26]. Devido a esta &igdib, codigos LDPC coluna-
circulante tem desempenho melhor quando o codiged.2m comprimento grande e
séo aleatoriamente construidos. Para se constaigas LDPC que tenham um bom
desempenho na correcdo de apagamentos e semnasagdo, serdo utilizadas as
matrizes de verificagdo de paridade compostas@uratenacdes de matrizes bases na
forma de (B.13) e (B.17). A seguir serdo apres@statbis métodos propostos para
construir matrizes de verificacdo de paridade zatiido as matrizes bases
desenvolvidas no Apéndice B.

Sejav um numero inteiro en um conjunto de indices. As matrizes e I
denotam, respectivamente, as matrizes nulas ddddetcirculantes de movimentg

cujas dimensdes s&o

METODO-1 Este método constr6i matriz de verificag&gparidade de dimensBipv

e taxa= (p-1)/ p a partir da concatenacao gasopias da matriz bag=[1 0 0...0 1;1
10..00;011...0,0 00...1 1] definida em (B.t&) dimensadN. Tomando-se uma

sequéncia{Bl,B2 ..... Bp}de p cOpias deB, a primeira plataformad; é criada por
superposicao efd;, a segundél, por superposicao eBy e assim por diante.
ALGORITMO-1

Passo 1ConsidergB,.B,,...B,} copias da matriB.

p

Passo 2Construcédo da matriz plataforriia:

A) Substitua a diagonal principal B¢ substitua pol,

®
IV

B) Na diagonal abaixo da principal Be substitua pot, e facal;’ em ao

menos um dos elementos
Passo 3: Construgio das matrizes plataforrhas.. H ,:

a) Nas diagonais principais dd,,...H | sobreponhd,’ escolhendaon de

modo que a soma dos movimentos Hasejam multipla dé\.

b) Nas diagonais abaixo da diagonal principal reppasso 2.b
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Passo 4Sobreponha a matria, nos elementos nulos eﬁel,Bz,...,Bp}

Passo 5Nos segundos elementos n&o nulos da primeira tlabanatrizes

{B,,B,,...B,} sobreponhk, com qualquer movimento

Passo 6 Construa a matriz de verificacdo de paridddge 4-ciclo livre, dimensao

N x pNe taxa= (p -1)/ p concatenanddH, H ,,..H ,}

NOTA: A matriz I'V do Passo 5 sera chamadatriz de movimento livreu elemento

livre das matrizegH, H ,,..H ,} .

Exemplo 3.2: SejaH; com g <i<7; matrizes plataformas para N=5. A notacao
D1D,DsD4Ds representa a diagonal principal dd; enquanto §%S, a diagonal
abaixo da principal, F indica o elemento livre #tg. Os elementos nulos foram

desprezados. A Tabela 3.3 mostra alguns movimentp®stos na matriz cliente |.

D, F
S

I

I
N2
O

7
©» o

ol

Tabela 3.3: Movimento das matrizes clientes

Matriz Plataforma | Diagonal Principal Segunda Diagonal | Elemento Livre (F)
D1, D2, D3, Dgy Ds | $1,5,53,&4
Ha Lr 1 1@) l
H, [@]@) @ 6 © ||l J(l)l |
Hs [@]@) @ 6 © 1) (1)|l @ |
H4 |(6)'| (5),|(4)’| (S)I 2 I ,| ,I (1)|l @ 1©
H5 |(8)’| (6),| (5)l (4)|, () | ,| J (l)l @ 1©
H6 |(9)’| (7),| (5)l (3)|, (€] | ,| J l @ |
H- D p®] @@ o |l @ |1 |

As matrizedd1 H,, Hz e H4s80 mostradas a seguir.
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_|(2)

| | (3)
[ | ()]
|(l) [ ®)

| 1)

| (6)

_|(2)
1@

_|(6)

| | (5)

| ()]
| 1)

| ()]
| (€]

| ©)

| ®
| 1)

| (6)

| (5)

| 2

Pelo método-1, como exemplo, podem-se compatrizas de verificacdo de

paridade concatenando as matrizes bbsét; HiHz e HiH4.

As matrizesH _,H

cl? c21

H . sdo exemplos de matrizes de verificagdo de paridaietaxa =1/2 ¢ = 2, onde,
Hclz[H 1H 2] 1 HCZZ[H 1H 3] € Hc3:[H 1H 4] "

Para melhor compreensdo do método, é utilizadatrizlg (v=8) como cliente e

m=2 e 3 para designar os movimentos circulanted dage & (1, |®), temos:.

1

3 =1 Q) =
19 =1 ® =

8x8

(2) —1 (@) =
1@ = @ =

8x8

1
1

8x8

Em seguida temos superposicdo das matrizes cliewtesatriz base (B.17) para

formar H,
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1@

| 3

Superposicao

Isto é:

000O0O0OOOO 000O0O0OOCO 000O0OOO 1 0000O0O00O
000O0O0OODO

000O0O0OODO
000O0OO0OOOO

000O0O0O0OT11IO

0100000O00C(
00100000Q(
00010000
000O0O1O0O00Q(

0000O0OOOO0OOOOOOO
0000O0OOOO0OOOOOOO
000O0OOO0OO0OO0OOOOOOO
000O0O0OOO0OO0OO0OOOOOOO
000O0O0OOO0OO0OO0OOOOOOO
000O0O0OOO0OO0OO0OOOOOOO
000O0OOO0OO0OO0OOOOOOO

00O0O0O0O0OO01

10000O0O0O0
010000O00O0
00100000
00010000
00O0O0O1O0O00

00O0O0OOOODO

000O0OO0O1IO00GQ(

00O0O0OOOODO

000O0OO0OO0OT1IOQ(Q

00O0O0OOOODO

00O0O0OOO0O0O1

00O0O0OOOODO

00O0O0OO0OI1IO0O0

000O0OOOD

000O0O0OODO

0000O0O100O0OOCOOOOOO

0 0O0O0O001O0

10000O0O0O0
01000000
00100000
00010000
00O0O0O1O0O00

00O0O0OOOO0ODO 0 0O0O0O0OGO0O ([

000O0OO0OOOOO

©0O0

000O0OO0OOO0OO 0000

00O0O0OOOODO

00O0O0OO0OO0OTO0T1

000O0O0OOO0OO0OO0OOOOOOO
000O0OOOO0OO0OOOOOOO
000O0OOO0OO0OO0OOOOOOO
000O0O0OOO0OO0OO0OOOOOOO
000O0O0OOO0OO0OO0OOOOOOO

00O0O0OOOODO

100000O00O0
010000O00O0
00100000
00010000
00O0O0O1O0O00

00O0O0OOOODO

00O0O0OOOODO

000O0OO0OI1IO0O0

00O0O0OOOODO

000O0OOO0OT1IO0
00O0O0OOO0OTO0T1

00O0O0OOOODO

000O0OO0OO0OGQ(

000O01O0O0O00O0OO0OOO0OOOO
000O0O0O1O0O00O0OO0O0OO0OOO0OO
000O0O0OO0O1O00O0OO0O0OO0OOOOO

000O0O®OI1

100000O00O0
01000000
00100000
000100O0OO0

00O0O0OOOODO
00O0O0OOOO0ODO
00O0O0OOOODO
00O0O0OOO0OO0ODO
00O0O0OOOO0ODO
00O0O0OOOO0ODO
00O0O0OOO0OO0ODO
00O0O0OOOO0ODO

000O0OO0OO0OGQ

000O0OOOO0OGQ

00O0O0OOO0OO

000O0OO0OOOO

000O0OO0OOO0OD

00O0O0OOOODO

000O0O10O0O0OT1O0O0OO0OO0OOO0OO

000O0O0O0O1IO0O0OO0O1IO0O0OO0OO0OO0CO

000O0OO0OOOOD

00O0O0OOOODO

000O0OO0OOO0OD

00O0O0OOOODO

000O0O0OO0O1O0O0OO0O1O0O0OO0OO0CO0

000O0O0OO0OO0O1 O0OO0OO1O0O0O0CO0

000O0OO0OOOOD

00O0O0OOOODO

000100O0O0O0O0OO0OO0OOOO
000O01O0O0O0O0O0OO0OOO0OOOO
000O0O0O1O0O00O0OO0O0OO0OOO0OO
000O0O0OO0O1O00O0OO0OO0OO0OOO0OO

00O0O0OOOO0OT1

00O0O0OOO0OO0ODO
00O0O0OOO0OO0ODO
00O0O0OOOO0ODO
00O0O0OOO0OODO

00O0O0OOO0OO0ODO
00O0O0OOOO0ODO
00O0O0OOO0OO0ODO
00O0O0OOOO0ODO
0 0O0O0OOO0OO

100000O00O0
010000O0OO0
00100000

00O0O0OO0OOO0O1I00O0OOOOOO

00010000
1000

00001000

000O0OO0OOOOO

000O0OOOO0OO

00

(1)

00O0O0OOOODO

00O0O0OOO0OO0ODO
00O0O0OOOO0ODO
000O0OO0OOCO

0000010001 0O0O0OO0OO0CO0 000O0OO0OO0OGQ(

00O0O0OOOODO

000O0O0OO0MJ

0000O0O0O100010O0CO0OO0CO

000O0O0OOOO

0010000O00D

10000000
010000O0OO0
00100000
000100O0OO0
000O0O1O0O0OO0

00O0O0OO0OOOOOOOOOOODO
00O0O0OO0OOOOOOOOOOOO
00O0O0OOOOOOOOOOOODO
00O0O0OOOOOOOOOOOODO
00O0O0OOOOOOOOOOOODO
0000O0OO0OOOOOOOOOOO

00O0O0O00OO
000O0O0O0OOCO

00O0O0OOO0OO0ODO
00O0O0OOOO0ODO
00O0O0OOO0OO0ODO
00O0O0OOO0OO0ODO
00O0O0OOO0OO0ODO
000O0OO0O0OOCO

00010000D

000O0O1O000D

000O0OO0OI1IO00D

000O0OO0OO0OT1IPD

000O0OOOT©¢

000O0O0O1O00O0

000O0O0O0OT11IO0 1 00000O0(

000O0O0OOO

000O0OO0O0OOCO

00O0O0OO0OO01 01 000O0O0

000O0O0OODO

000O0OO0O0OOCO

2

H

dos

, SA0 gera

todo-1

os codigos LDPC C1 (500, 250); C2(1800,1200) : OB(3L500); C4(4158, 3465)

cujas propriedades sdo mostradas na Tabela 3.4.

7

, me

A partir das matrizes propostas no Exemplo Babela 3.3
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H

b2~

Tabela 3.4 Codigos propostos pelo méto-1

Comprimento | 500 500 1800 3000 | 4158

do cddigo
N=5 N=5 N=5 N=5 N=3

Matriz de [H]_Hz], [H1H2H3H4] [H1H2H3], [H1H4] Hb
Verificacdo |[HiH3], [HiHsH,]
de Paridade |[HiH4]

Copias () 2 4 3 2 6
Vetor das
circulantes (v)| 50 25 120 300 231
Taxa 0.5 0.75 0.666 0,5 0,838

e, e, 6,6 6,6 6 0 6
=l S @ 1 G L ® IRC)
@ w,@ w0 0e e | a6

A sequéncia de passos do Método- 2 é analdgavéetodo-1 diferenciando apenas
no fato de que a matriz plataforma (B.17) é de ds@ie 5 e tem um grau de liberdade

maior na escolha dos movimentos das matrizes efent

Método-2. Este método apresenta as matrizes circulantes pesomo matrizes
clientes e suas concatenacdes. Sdo superpostasdenosntos ndo nulos da matriz
(B.17).

Algoritmo-2.

Este algoritmo constréi matriz de verificacdo deidamle de dimensabpv e taxa

~(p-1)/p a partir da concatenacdo dasopias da matriz binaria B definida em

(B.17). Dada uma sequendia,,B,,....B } dep copias de B tém-se:

Passo 1Tome{B,,B,....B,} pcopias de matrizes binarias de B.

1Dyt
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Passo 2: Construa as matrizes plataforiabl ,,...H | atribuindo por superposicéo

em{Bl,Bz,...,Bp} matrized §m) de modo que a soma dos movimentos aleatorios sejam

mod>5.

Passo 3Sobreponha a matrig, nos elementos nulos c@el,Bz,...,Bp}

Passo 4 Construa a matriz de verificacdo de paridddge 4-ciclo livre, dimensao

5x5pe taxa~ (p -1)/ p concatenanddH  H ,,..H ,}

Exemplos 3.3 A seguir tem-se cinco matrizes platafoi@eonstruidas a partir do
meétodo2, cujos elementos sdo denotados pelas kiB€,D,E,F,J,L,M que também
indicam as matrizes clientes superpostas, Tabela B@s elementos nulos foram

desprezados.

Tabela 35 —Matrizes Clientes e Movimentos Aleatérios de ciaoiés — algoritmo 2

Matriz A B C D E F J K L M
plataforma

G, | ® | | @ | @ | @ | ® | ® |1 ® | ® | ®
G, | ® 1 ® 1 ® | ©® | ©® | ©® | ©® 1 ® 1 ® 1 ®
G3 | @ | ® | @ | @ | ® | ® | | ® | @ |
G4 | (5) | (5) | (5) | (5) | (5) | (5) | (5) | (5) | (5) | (5)
Gsg 1 ® 1 ® | @ | @ | @ | | @ |1 @ | |

A partir das matrizes propostas no Exemplo Bakela 3.5, método-2, sédo gerados
os codigos LDPC C6(1500,1200); C7(4200,36fas propriedades sdo mostradas na
Tabela 3.6.
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Tabela 3.6:Cédigos propostos pelo méto-2

Comprimento do codigo 1500 4200
[G1G1G1G1Gy]
Matriz de Verificacdo de [G1G1G2G2GoGGl
Paridade [6:526-G:Gol
[G1G,G3G4GsGsG)
[G2G2G2G2Go)
Copias () 5 7
Vetor das circulantes () 60 24
Taxa 0.8 0,857




Capitulo 4

Resultados obtidos

Neste capitulo sdo apresentados os resultadosirdaa@es implementadas no
software Matlab. Sao feitas as analises de desdropdrs codigos LDPC na correcéo
de apagamentos em rajada gerados a partir daszesatie verificacdo de paridade
propostos pelos métodos 1 e 2.

4.1Desempenho dos cbdigos propostos

Para verificar o desempenho dos codigos propostasifproduzidas trés simulacdes
de 100 iteracdes cada utilizando mensagem aleadrieanal com ruido branco (canal
AWGN) no qual é utilizada uma modulacdo BPSK. Oatamroduz apagamentos em
pontos aleatdrio da palavra codigo e uma rajadgpdgamento € introduzida na palavra
codigo a partir do sorteio de um ponto (bit iniciedndicionado a taxa do codigo e ao
tamanho da rajada. E feita uma analise da médiaitbosecuperados nas simulacdes e a
média da taxa de erro de bits. O modelo utilizaal@a gimulacdo por ser entendido por
maio da Figura 4.1, que mostra cada etapa do moae#izando um diagrama de

blocos.

Bits (BER) X Rajada de
Apagamento

~ 0

Geragdo da mensagem nao
( Calculo da taxa de erro de ]

{ Geragdo da Matriz H ] [ Anélise da Taxa de Erro de ]

codificada (bits aleatdrios)
bits (BER)

Geragdo dos bits paridade e — Decodificagdo
codificagdo da mensagem (SPA/Apagamento)

Canal AWGN
Modulagdo BPSK

Figura 4.1 - Modelo utilizado para simulagao dos cédigos LOQ#Papostos
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Para andlise dos cddigos LDPC pelo métoftmdm gerados os codigos C1(500,
250) e C2(1800, 1200) cujas matrizes de verificad@aridades estdo descritas na
Tabela 3.4. No receptor as rajadas de apagamemt@sd@peradas elg,.x € calculado

com média das trés simulacdes.

O cdbdigo C1(500,250) de concatenakbl, recuperou 240 bits, tendg,ax =240,
isto significa que dado uma rajada de 240 bits agag) todos foram recuperado. A
Tabela 4.1 mostra a eficiéncia do codigo C1(500,2b(artir das concatenacdes

propostas.

Tabela 4.1 Eficiéncia dos codigos propostos gerados pelodrel

Comprimento| Matriz de Lmax | Eficiéncia

do cadigo verificagdo
de Paridade
[HiHZ], 240; | 0,960;
[H1H3], 241; 0,964;
500 [HiHd], 248 | 0,992

[HiH-HsHs | 118 | 0,944

[HiH2H3], 572; | 0,953;

1800 [HiH3H4] 576 0,960
3000 HiH,] 1475 | 0,983
4158 Hpa 682 0,927

O codigo C1(500,250) gerado pelas concatesadad,, HiHs, H;H4 obtém os
melhores desempenhos. As matrizés H,, Hz ndo possuem diferengas nos seus
elementos livres, Az no entantcH, possui elemento livre, F€), significativamente
diferente deH,, H,, H3 e a concatenacéablH,4, obteve a melhor eficiéncia (99,2%).
Apés a recuperacdo dos bits apagados o decodificadicula a taxa de erro de bits
(BER). O grafico da Figura 4.2 mostra o desempethiacédigo C1(500,250) pelo

método-1.
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0 Desempenho do Cadigo C1(500,250), método-1
10 T T T T T T T

. —&— concatenacdo A
10°¢ —&— concatenacdo B E

—#— concatenacdo C
. 1 + 1 [ % codigo LDPC Aleatério |1
10 170 180 190 200 210 220 230 240 250
Bits apagados em rajada (p=0,01)

Figura 4.2 Desempenho do cddigo C1(500,250) taxa 0,5. Cenaabes: A#l,H,], B=[HiH3],
C=[HH,]. Canal com apagamento em rajada aleatério, pilatede p=0,01

Para o cddigo C2(1800, 1200), foram propostas asatenacbes das matrizes
H;H,H3, HiH,H,4 obtendoLax 572 e 576 bits respectivamente e observou-se que o
melhor rendimento é a concatenatfiti,H4 que possui elemento livi€) emH,. Em
uma analise preliminar foi observado que o moviméntaior” do elemento livre € o

responsavel pelo melhor desempenho do cédigo.

Para analise dos codigos C6(1500, 1200) e ©B(42600), pelo método-2, foram
propostas as concatenacdes descritas no ExemploTa8l&la 3.5, secdo 3.1. A
eficiéncia dos cbédigos € mostrada na Tabela 4.8rdfico da Figura 4.3 mostra o

desempenho dos codigos propostos pelo método-2cparacdo de apagamento em
rajada.

Tabela 4.2 Eficiéncia dos cédigos propostos gerados pelodue?

Comprimento do | Matriz de verificacao de Lax Eficiencia
codigo paridade
[G1G1G1G1G1] 290; 0,966;
1500 [G1G2G2GaG] 292; 0,973;
[G2G2G2GaG] 296 0.986
[G1G1G2G2G3G3Gs] 582 0,970
4200
[G1G2G3G:1G5GsGs] 580 0.966




4. Resultados Obtidos

10

Desempenho do coédigo C2(1500,1200) gerado pelo método-2

BER

T T

10 F X / 3
P /;-”j E
| o™ 4 A —=&— concatenacédo X
10 /7 Q_____:gr""- —E— concatenacdo Y E
& —<— concatenacéo Z :
- &— codigo LDPC Aleatério |1
10 - 1 1 1 1 1
180 200 220 240 260 280 300

Bits apagados em rajada (p=0,01)

Figura 4.3. Desempenho do cddigo LDPC de comprimento C6(1%Q00) taxa 0,8. Concatenagdes:
X=[G1G1G1G1Gy], Y=[G1G,.G,G,G,] e Z=[G,G,G,G,G,]. Canal com apagamento em rajada aleatorio e
probabilidade de apagamemqt=0,01

A Tabela 4.3 apresenta um resumo dos cédigaagrimento 500, 1500 e 1800

gerados pelos métodos propostos.

Tabela 4.3Lmaxdos codigos propostos em relagdo aos movimengmdsizes clientes

Comprimento Matriz de Método Posicionamento das | L max
do cddigo verificacédo de matrizes clientes nao
paridade nulas
[HiH7] Método-1 | Hy; F=I (ele. Livre) 240
500 [HiH3] Método-1 Hs; F= 241
[HiH,] Método-1 | Hy F=1®) 248
1800 [H1H2H3] Método-1 HoH3: F= 572
[HiH3H4] Método-1 | Hs; F=l;: Hy F2I® 576
[G1G1G1G1G4] | Método-2 | 1™, m=1,2,3,4,5,6 290
1500 [G1G.G,G,G,] | Método-2 | Go; 1™, m=6 292
[G2G.G,G,G,] | Método-2 | Go; 1™, m=6 296

A Figura 4.4 e a Figura 4.5 mostram o desaimpele um cdédigo LDPC proposto,
de comprimento 4170, taxa 0.833, gerado com o Aigorl (N=5, v=139, p=6) e
Algoritmo 2 em canal com apagamentos em rajada..



4. Resultados Obtidos 56

QDesempenho do cidigo LDPC, comprimento 4170 - Apagamentos em rajadas
0

BER

F[—6— Aleatorio, taxa=0 818
7[| —<— Aleatério, taxa=0.833
E| —B8— Algoritmo-1
—&&— Algoritmo-2

T 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700
Bits apagados em rajada, p=0,01

Figura 4.4: Desempenho do cddigo LDPC de comprimento 41%@, @833, em canal com apagamento
aleat6rio e probabilidade=0,01

Desempenho do cédigo LDPC, comprimento 4170 - Apagamentos em rajadas

10 1 T T T T T T
F | —6— Aleatdrio, taxa=0.818
107" L| —<— Aleatdrio, taxa=0.833 4
F| —8— Algoritmo-1 3
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Figura 4.5: Desempenho do cédigo LDPC de comprimento 41%a, 8833, em canal com apagamento
aleat6rio e probabilidade=0,05.

Para grandes rajadas, os cédigos LDPC temostrado um eficiente corretor de
erros de apagamentos [24-26]. A Tabela 4.4 des@es@mparacao entre a eficiéncia
dos cdodigos propostos com outros codigos obtido#aratura. A primeira coluna da
Tabela 4.4 indica as referéncias bibliograficasseirdormacdes comparativas dos
codigos; os cadigos propostos estao indicados nekiaa especificamente pelo uso da

palavra “algoritmo”.
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Tabela 4.4 — Comparagdo dos coédigos LDPC propostos com cédaiidos da literatura de
apagamentos em rajadas com cadigos selecionasasé o nimero de bits apagados recuperados

Tipo de codigo Comprimento Taxa Lmax Eficiéncia
(bits)

[26, N=5,p=2,v=50] 500 0,5 248 0,992
[23, Tabela I] 2040 0,515 509 0,51
[24, Tabela V] 2000 0,5 786 0,786
[25, Margulis-Tabela 1] 2640 0,5 1033 | 0,782
[25, PEG IRA-Tabela [] 2000 0,5 403 0,403
[26, Tabela I] 3000 0,5 1468 | 0,978
Algoritmo 1, N=5, p=2, v=50 500 0,5 248 0,992
Algoritmo 1, N=5, p=2, v=300 3000 0,5 1475 | 0,983
Algoritmo 2, p=2,v=300 3000 0,5 1498 | 0,999
[24, Tabela VI] 500 0,7 121 0,345
[23, Tabela I] 8176 0,753 1021 | 0,50
Algoritmo 1, N=5, p=4, v=25 500 0,75 180 0,994
Algoritmo 1, N=5, p=4, v=408 8180 0,75 2037 | 0,996
[26, N=5,v=300] 1500 0,8 291 0,97
[23, PEG regular-Tabela I] 4608 0,8752 287 0,499
[26, Tabela I] 4158 0,8333 682 0,927
[26, Tabela I] 16500 0,9 1648 | 0,999
Algoritmo 2, p=5,v=60 1500 0,8 296 0,986
Algoritmo 2, p=5,v=120 3000 0,8 592 0,986
Algoritmo 2, p=6,v=100 3000 0,833 490 0,980
Algoritmo 1, N=3, p=6,v=231 4158 0,8333 682 0,927
Algoritmo 2, p=6,v=550 16500 0,833 2748 | 0,999

4.2 Recuperacdo de apagamentos em canal ruidoso usa&bdayo
proposto — Simulagcao

Para comparar o desempenho dos codigogogtas, foram implementadas
simulacdes da transmissdo de uma imagem atravésndeanal ruidoso utilizando
decodificador SPA e algoritmo corretor de apagaménbi utilizada nas simulacdes a
imagem Lena de dimensao 512x512 (262.144 pixelstnaaea na Figura 4.7. A palavra
codigo enviada através do canal tem compriment€d®12,1260), taxa 0,83, com
matrizes de verificacdo de paridade desenvolvitlzspaétodos 1 e 2 propostos, a qual
foi adaptada a codificagdo do software. O modeiizado para simulagdo por ser
entendido por meio da Figura 4.6, que mostra céal@aedo processo utilizando um
diagrama de blocos. Nestas simulagdes foram widga@aomputadores AMD A6-5400B
de 3,6 GHz com 4GB de memoria RAM.
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Geragdo da Modulagdo
Imagem I:> palavra I$ BPSK
codigo

Transmissdo

Geragao dos
blocos de
mensagem

il

Canal

—

Demodulador
BPSK

Recuperagdo
[Imagem Recuperada] <:| Decodificagdo SPA <:| de
apagamentos

Figura 4.6 Modelo a ser usado Modelo utilizado para simwatd imagem

“(l

Figura 4.7: Imagem original usada nas simulag6es Lena(519x512

Foram realizadas simulacdes em que a imagem aargeeds canal, apresenta uma
faixa de apagamento. Em cada simulagédo o canaldumrperdas de bits (rajada de
apagamentos) iniciados em um ponto aleatorio davgalcodigo. O comprimento da
rajada de apagamento varia de 2 a 246 bits; A pitidede de apagamento do canal foi
variada de 0,01 a 0,99 em incrementos de 0,05gAirssdo apresentados os resultados
de algumas simulagdes.

Simulacéo 1

Nesta simulacéo, o cédigo foi gerado pelooa@tl usando elemento livre Fras
matrizes cliente. A Figura 4.8 mostra a imagem bits1apagados apés sair do canal.
Em seguida as Figuras 4.8(a) e Figuras 4.8(b) aroséis imagens apos a Figura 4.11
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passar por dois processos de recuperacao utilizarafmigo proposto. A Tabela 4.5
mostra o tempo de resposta do programa e os nuuhemsels recuperados.

Figura 4.8: Imagem ap6s sair do
canal: 58.623 pixels apagados

Figura 4.8(b): Recuperacé-2

Tabela 4.5:Recuperacdo de imagem usando codigo método-leeteriivre F&

Imagem Iteracbes Tempo de RespostaN. de Pixels
da recuperacao Recuperados
Figura 4.8(a) 80 10024.532s 56864
Figura 4.8(b) 100 12423.406s 57102
Simulacéo 2

Nesta simulacéo o cédigo foi gerado pelo oheétb usando elemento livre F2 nas
matrizes cliente. A Figura 4.9 mostra a imagem bits1apagados apés sair do canal.
Em seguida a Figuras 4.9(a) mostra a imagem afs&uppor processo de recuperacao
utilizando o cédigo proposto. A Tabela 4.6 mostcai@cteristica da recuperacao
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Figura 4.9 Imagem ap0@s sair do Figura 4.9 (a)lmagem recuperada
canal-71.034 pixels apagados

Tabela 4.¢. Recuperacdo de imagr usando cédigo méto-1, elemento livre F | ®

Imagem Iteracbes| Tempo de respostdl. de Pixels
da recuperacao recuperados
Figura 4.9(a) 80 9507.402s 70.893

As Tabelas 4.5 e Tabelas 4.6 mostram que diga® gerados pelo método-1 com

elemento livre F3® tem o melhor desempenho na recuperacédo dos apaigsme
Simulacéao 3

Nesta simulacdo o cdédigo foi gerado pelo o@® usando matrizes clientes
alternadad® e 1®®. A Figura 4.10 mostra a imagem com bits apagagds sair do
canal. Em seguida a Figuras 4.10(a) mostra a imagws passar por processo de
recuperacao utilizando o cédigo proposto. A Tabkla mostra a caracteristica da
recuperacao

Figura 4.10Imagem ap6s sair do Figura 4.10(a)lImagem Recuperada
canal: 57834 pixels apagados
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Tabela 4.7 Recupwacéo de image usando codigo méto-2, matrizes alternadil ®) el ©)

Imagem IteracOes Tempo de respostal. de Pixeis
da recuperacgao recuperados
Figura 4.10(a) 80 8527.281s 57813

A Tabela 4.7 mostra que o cddigo gerado pedtodo-2 alternandt®™ e 1© com
matrizes clientes reduz o tempo de resposta naueiecdo programa com boa

eficiéncia na recuperacao dos bits apagados.

Foram ainda gerados outros codigos LDPC, adepdmentos 3000, 4158 e 8180.
Estes codigos foram aplicados para recuperar aeimata Lena transmitida. A Tabela
4.8 apresenta os resultados das simulacdes.

Tabela 4.8Desempenho de outros cédigos proposto na recuizedas pixels apagados da imagem
Lena apds passar pelo canal com apagamento ema.rajad

Comprimento | Método Matrizes Circulantes | N. pixeis | Tempo de | N. pixeis

usadas apagados resposta | recuperados
3000 2 P e - alternadas 82347 10507.20681868
4158 1 F2©® (ele. Livre) 40138 17816.332s39965

8180 1 F3® (ele. Livre) 55073 18360.32855010




Capitulo 5

Conclusao

Nesta tese foram apresentados dois métodos panargatrizes de verificacdo de
paridade esparsas, 4 ciclo-livre, baseados em magbes de matrizes bases e
superposicao de matrizes circulantes. Para o cdigb00,250) foram propostas, pelo
método-1, as concatenacdegH,, H,Hs, HiH4 com duas cépias da matriz base [B.13]
e H;H,H3H, com quatro copias da mesma matriz base. A Tabglandstrou que os
codigos gerados com duas copias, pelos métodé@snleficiéncia melhor na correcéo
de apagamentos em rajadas do que o cddigo geradguptro cépias. O codigo de
concatenacgablH, tem desempenho satisfatorio em comparacao comtasaodigos
mostrados na Figura 4.2; recuperando 190 bits dpaga&ste codigo possui a menor
taxa de erro de bits em comparacdo com os demadigos) apos 220 bits recuperados
0s codigos possuem taxa de erros de bits com mbigranca. A melhor eficiéncia do
codigo C1(500,250) é descrita pela concatenac@nae copia ffl1H4]) onde aparecem

o elemento livre FE.

Para o codigo C6(1500,1200), foram propostax@xatenacdfess:G:G1G1G,
G1G2G2G;, Gy, G2G2G2GLG, geradas pelo método-2, todas com cinco copiasatiazm
base de [B.17]. A Tabela 4.2 mostrou que concafen@sG,G,G,G, tem a melhor
eficiéncia na correcdo de apagamentos em rajadangodrecuperar até 296 bits. O
codigo de concatenac&»G,G,G,G, tem a menor taxa de erro de bits no intervalo de
180 a 250 rajadas de apagamento em comparacaosconatros codigos mostrados na
Figura 4.3, apds 260 bits recuperados os codigesupm taxa de erros de bits com
pouca diferenca. A melhor eficiéncia do codigo 1560,1200) € descrita pela
concatenacao de cinco cOpias da matriz kasende os elementos ndo nulos da matriz

G, séo superpostos pela mairf2.

As simulacbes 1,2 e 3 da secdo 4.2 comparam o g@gesbm do codigo
C(1512,1260) gerado pelos métodos-1 e 2 na reapfmerdos pixels apagados da
imagem Lena ap0Os passar por um canal que introdagamentos em rajada. Os
resultados das Tabelas 4.5 e 4.6 mostram que gadagirado pelo método-1, em
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relacdo ao tempo de resposta do programa e ao aumeepixels recuperados, no
tratamento de recuperacdo da imagem borrada, tdhoindesempenho quando este é
gerado pela concatenacédo com elemento livi€’FA tabela 4.7 mostrou que 0 mesmo
codigo gerado pelo método-2, com alternancia dasizes superposta$” e (®, tem
rendimento melhor na recuperagdo, quando se coasideimero de iteracdo e o tempo
de resposta do programa, mesmo tendo recuperadoelorero um pouco menor de

pixels apagado.

A Tabela 4.3 mostrou que os codigos compriment@das gerados pelos métodos
1 e 2 tem a mesma, ou melhor, eficiéncia que osgesdpropostos em outras
literaturas. O codigo de comprimento 16500, peltode 1, tem a mesma eficiéncia do

codigo proposto por Sarah [26] de mesmo comprimento

Apesar dos métodos 1 e 2 serem implementadosntatrizes de dimensdes mod5
foi possivel avaliar simulagbes com diferentes disdes, pois o vetor das matrizes
circulantes possibilitou a combinacdo de numeroe guprimem dimensfes nao

multiplas de 5.

Trabalhos futuros

Em futuros trabalhos podem-se focar outragipest bases, outros movimentos de
matrizes circulantes na correcdo ndo s6 de um apaga em rajada em uma palavra

codigo, mas em multiplos apagamentos na palavigaa@d em multiplas palavras.
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Apéndice A

Conceitos de algebra

Neste apéndice sdo mostrados 0s conceitosmattes utilizados no capitulo 2.
A.1 Grupos

Um conjunto ndo vazi@ munido com uma operagao binafian) - aob € um

grupo se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
1. A operacéo é associativax (b xc)=(a*b) * ¢, va,b,ceG.
2. Existe um elemento neutro, istadé,e G tal quee xra=a xe = a, a €G.

3. Todo elemento possui um elemento inverso, ista & G, 3b € G tal que

alb=b0Oa= e
O grupo é abeliano ou comutativo se também vale:
4. A operacao € comutativa, isteésb = b xa, va,b €G.
Para simplificar a notacdo usarenatsem vez da *b.

Seja G um grupo. Diz-se qué&s é finito se ele contém um numero finito de
elementos. Caso contrario, ela@nito. A ordemou cardinalidadede G, denotada por

|G|, € o nimero de elementos@e

Se G e H séo dois grupos, entdaraduto direto(externg de G comH, denotado
por G x H, é o conjunto de todos os pares ordenaglos)( ondeg eG eh €H, com a

operacao binariag(, h = (g ', b) = (9g’, hh).

Tem-se qué&s x H é um grupo com elemento identidade € e o elemento inverso de

(g, é@?, h?). Assim,G2 =G x G. Generalizand@" = G x G x -.- x G.

Definicdo A.1 Um subconjunto ndo vazio H de um grupo G é um sytogde G,

denotado porH < G ,quando com a operacéo herdada de G, H € um grupo
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Proposicao A.1Seja G um grupo e H um subconjunto ndo vazio deno H é um

subgrupo de G se, e somente se, as seguintes deadigo satisfeitas:

1. Para todosh;,h, €H, tem-seh;h, € H.
(A.1)
2.Para todoh €H, temse ht €H.

Seja X um subconjunto ndo vazio d& e # ={H:H<GeX<H}. Entdo
<X> = ﬂ H é o menor subgrupo d& contendaoX e chamado subgrupo geradgor
HOF

X. SeX é um conjunto finito, denota—.{é(} 0 conjunto gerado por X.

Uma particédio de um conjunto néo vazi@ é um conjuntoP(Q)={r:r 0Q,r # 0}

tal que as seguintes condi¢des sao satisfeitas:

1.r,nr,=0,0r,,r,0rP(Q)r,=zr,

2
2.Q= (A2)

r
roP(Q)

SejamG um grupo eH um subgrupo d&. Dadoa € G, o conjuntcaH={ah: Th LI
H} é chamado alasse lateral a esquerdde H em G determinada poa. De modo
semelhante, define-se a classe lateral a diatae H em G. O conjunto de todas as
classes laterais a esquerdatiem G formam uma particdo de G, que denotamos por
G/H.

Definicdo A.2Dados a,be G, dize-se que “a” € congruente a “b” moédulo H séla

€H, que denota-se porab(modH).

Em [30] verifica-se que a relacao de congriggt¥’ é uma relacdo de equivaléncia
emG e que a classe de equivaléncia determinada pajuaka classe lateral a esquerda
aH. O elementoa é chamado umepresentanteda classe de equivaléncia. Nota-se
também que existe uma correspondéncia biunivoeca entonjunto das classes laterais
a esquerda dél em G e o conjunto das classes laterais a direitaHdem G. A
cardinalidade do conjunto das classes lateraisgaeeda (ou a direita) dd em G é

chamado o indice d¢ emG, que denota-se pgc: H].
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Teorema A.1 (Lagrange)SejaG um grupo eH um subgrupo d&. Entdo A ordem
de H divide a ordem de G. Em particular,Ge finito, tem-se que a ordem @eé o

produto da ordem dd pelo indice de H em G.

A.1.1 Grupo LineaGL(n,R) das Matrizes n x n

SejaMy(R) o conjunto de todas as matrizex n sobreR. EntdoGL(n,R ) = {A Ul
Mn(R): det(A)# 0} com a operacao usual de multiplicacdo de matr&em grupo nao
abeliano, chamado grupo linear geral. De fato,nsefja B € GL(n, R). Entdo, pelo

Teorema de Binetdet( AB)=def A) de{ B# (. Logo, AB € GL(n, R). Assim, 0

produto usual de matrizes € uma operacdo binariaGe(,R). Tem-se que esta

operagdo binaria é associatival&M (R)é o elemento identidade deL(n, R).

. . a1 1 _ o L
Finalmente, seA OM, (R) é tal queD =det( A) # 0, entdoA™ :BadJ(A) é a inversa

1

de A e det(A")=
det(A)

z 0. Assim,A"OGL(nR)eA*'A=AA" =],

A.1.2 Grupo das classes restos

Sejam>1 um numero inteiro. De acordo com a Definicdo Zadasa ,be Z, a é

congruentea b médulom se, e somente sep|(a- b), leia-se n divide (a-b)”, ou
seja, existey € Z tal quea-bmq ou aindaa = mq + h Em [30] mostra-se que toda

relacdo de equivaléncia esta associada a uma mamicum conjunto quociente. O

conjunto Z_ denota o conjunto de todas essas classes de léqeigagerada por um

elementoa congruo an. Com a notacda descreve-se todos os elementos inteiros que

séao congruos a modulom ou que deixa resta na divisdo pora. Por este motivo diz-

se queZ,, é o conjunto daslasses resto ou residuais méduicou segundo mAssim,

por exemplo,_l,_2,_3,_4, denota todas as divisbes que deixam resto 0, 3, 2 por um

inteiro qualquen.
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Sejam >1 um numero inteiro. O conjunto quocienteadgor m ou Z,, serd denotado

por Z,, :{6,1,_2,.. m }

Sejamaeb elementos enZ,, defini-sead b= a0 b e asb=ab. Em [30]
mostra-se quez o) € (z,,) munido dessas operacdes forma um Grupo comutativo.
Param=2, 0 conjuntoZ, :{6,3} , Cujas operacdes e . sdo definidas pelas tdbuas a

seguir, € usualmente chamadoQtepo binarioe € denotado p@F(2). Este conjunto
tem um importante papel na teoria da codificacicsidais e € bastante usado em
sistemas de transmissao digital

Olo |1 . |0 |1
00 |1 010 |0
111 |o 1 ]0 |1

Sejap um ndmero primo. Quandm = p 0 conjuntoZ :{6,1,_2,.. p- }é também
um grupo sob as operacgdes e - anteriormente definidas. Este grupo € conhecido
como umcorpo primoe denotado poiGF(p). Para qualquer inteirm, € possivel
estender o corpo primGF(p) para o corpo degp™elementos, o qual € chamado uma

extensdode GF(p)e denotado poiGF(p™). Além disso, € possivel provar que a
ordem de qualquer corpo finito € uma poténcia de primo. Corpos finitos séo
chamados corpos déalois em homenagem ao seu descobrifearist Galois As
tabuas seguintes mostram as operagdes anteriormefibédas com o conjunt&,

onde, por simplificacéo, utilizou-se o simbolo foeextraida a barra sob os niumeros

para notacdo deste conjunto

T T N

o 00~ WDN PP O+
o o 0N PP OO
O o 0~ WON BPPF
P O O O b W NN
N P OO Ol A W W
W NP OO 0 D
A W NPFEP OO OO0
O 01 A W N B Of-

O O OO o o o|lo
O O A W NP O
g w Fkr o M DN OIDN
A P O N OO W OW
w o N Ok A OlD
N DO W O OO
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Definicdo A.3Um subgrupo H de um grupo G é chamado normal denssimbolos

H>G,seaha'OH,Oad G H
Neste casd/H com a operacéo binafiaH )(bH) = abH é um grupo.

Sejam G e H dois grupos. Uma fun¢ade G emH € umhomomorfismo dgrupos
se ¢(ab) = ¢(a)d(b), para todosa,b € G. Neste caso, anagemde ¢ é o conjunto
Imd={h:h= ¢(g) para algumglIG} = {4(g9):g € G}. O nacleode ¢ é o conjunto
kerg={gO0G:9¢(g)= ¢ . Em [30] verifica-se que Ifné um subgrupo del e kep é

um subgrupo normal de G.

Um homomorfismo de grup@sG — H é um isomorfismo sé € bijetora. Quando
existir um isomorfismo entr@ e H diz-se qués eH sédo isomorfos e denota-se
H. Um endomorfismo de um grufi®é um homomorfismo :G — G e denota-se por

End(G)={(p G- G:p éum homomorfisn}(.Um automorfismade um grupo G € um
isomorfismo$:G — H, denota-se poAut(G) ={@: G - G: @ é um isomomorfismo
Teorema A.2SejamG, H dois grupos &:G — H um homomorfismo de grupos.
Entéo
(A.3)
Definicdo A.4.SejaG um grupo X um conjunto. Enta® age enX se existe uma

aplicacdoos :Gx X - X, denotado pou((g, X)) = gx, tal que:

(1) g(hy=(gh xOg l G X1 X (A.4)
(2) ex=x0Ox3 X

A aplicacaa € chamada dacdodeG emX.

Para cadg U G a aplicagadd, : X —» Xdefinida pow,(x) = gx € uma permutagao
deX, isto €,0, € um elemento do grupo simétriBa A aplicagdop G - S definida
¢(g) =0,€é um homomorfismo de grupo chamado urepresentacdale G em &

Reciprocamente, qualquer homomorfispds + S define uma agéogx= ¢ g)( X .
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Definicdo A.5: Seja G um grupo agindo em um conjuioe x[J X. Entdo o
conjunto

O(¥2{gx g0 G (A.5)
€ chamado a orbita de x em G.

Definicdo A.6 SejaG um grupo agindo em um conjun¥ Entdo o conjunto dos
elementos d& que deixanx fixo, isto é,

E(X={g0G gx= X (A.6)

é chamado estabilizadordex U X.

A.2 Espacos Vetoriais
Definicdo A.7 SejaF um corpo qualquer. Umspaco vetorial sobre & um conjunto
V, ndo vazio, com duas operagdes: som&,xV - V, e multiplicacdo por escalar, tais

gue, para quaisquer v, w1V ea ,bLIF, as propriedades seguintes sejam satisfeita:

) (U+Vv)+w=u+(v+w)

i) u+v=v+u

iii) ExisteoOv tal queu + 0= u (0 é chamado vetor nulo)

iv) Existe—ugv tal queu + (-u) =0

V) a(u+v) =au +av

Vi) (a + bv =av +hv

vi)  (abv =a(bv)

vii)  1u=u

Utiliza-se a palavra vetor para designar esnehtos dé&/. Assim, por exemplo, se

for considerado o espago vetonakE M,,, 0s vetores serdo matrizes.

Exemplo A.1: O conjunto dos vetores do espago=R®={(x, x, %); xOR} &

evidentemente um espago vetorial

Exemplo A.2.:Sejav =r". Considereu=(X,X,,....% ),V= (Y%, ¥%,....}, vetores
em Vtais quael+v=(x+ Y, %+ Y,...., X+ ¥) e au=(ax, ax,..., ax), entdo mostra-

se que V com esta operacao € um espaco vetorial
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Exemplo A.3.:SejaV = M,,, 0 conjunto das matrizes constituidas por duasasné

duas colunas com elementos reais. Entao sgl1V, tem-se:

_[a b (A7)
[t 2] asnc)

v={ % ﬂ az,bz.c?,dZDR}

L d,

e portanto o conjunto V com a operacéo usual dghadie matrizes e produto escalar

usual € um espago vetorial solite

Por simplificacdo de notacdo, daqui por di@&e escrito apenas o espaco vetorial
V para designar o espago vetorial sobre o corp@d,quandoF = R ou complexo

guandoF =C.

A.2.1 Subespacos Vetoriais

Definicdo A.8: Dado um espaco vetorid] um subconjuntdV, ndo vazio, sera

subespaco vetorial de V se:

)] Para quaisquer, viLJWtem-seu + vOW .

i) Para quaisquall/R eullWtem-seau OW .

Observagoes:

a) Denota-se W subespaco de V pela notagéo v

b) As condi¢cbes da definicdo acima garantem que a@oepe em/\, ndo se obtem
um vetor fora dawn. Isto €, o fechamento d& o torna também em um espaco
vetorial.

c) O vetor nulo esta contido ewl

d) Todo espaco vetorial admite pelo menos dois sugespeetoriais: 0 conjunto
formado pelo vetor nulo e o proprio espaco vetorizdtes subespacos séo

chamados subespacos triviais
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Exemplo A.4.:Considere o sistema linear homogéneo ahaixo

2x + 4y + z = 0
X + y + 2z =0 (A.8)
x + 3y - z =0

e na forma matricial tem-se:
2 4 1| x 0
11 2|y|=|0 (A.9)
1 3 -1||z 0

e sejamu = (X, %, %),V = (Y, ¥,, ¥;) vetores solucdo do sistem@eA representa a

matriz (3x3) e 0 o vetor nulo coluna do sistem@.9) tem-se Au=0€e Av=0

portanta
A(u+v)=Au+Av=0+0=0 (A.10)

aAu=a0=0
Isto nos diz que o conjunto formado pelas solugiesim sistema homogéneo é um

subespaco vetorial d&>,

Exemplo A.5: Sejav = r2 eWuma reta deste plano que n&o passa pela origem, por
exemplo,y = x+1. Entdo,W néo é subespaco 8k pois o vetor nulo (0,0) ndo pertence
aWw.

Teorema A.3:SejamW,, W, O V. EntdoW, n W, [0 V.
Teorema A.4 SejamW,,W, 00 V. Entdo W, +W, IJ V, onde
W +W, ={vOViv=w, +w,, w,0Wew,O W
A.2.2 Dependéncia e Independéncia Linear

Seja V um espagco vetorial. Considetgv,,v, 0OV e a,a,,....,8 U F. Entdo o veto

n
V=aV,+ayV,...aV,= > av;0Vé chamado um@ombinacio lineardos vetores
i=1

Vi, Vo,V

n
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Uma vez fixados vetores,,Vv,,....,v, emV, o conjuntoW de todos os vetores e

que sdo combinacdo linear destes, é um subespagadalvele V. O conjuntoW é

chamado subespago gerado poyv,,....,v, e usa-se a notacd =(v,,v,,....,v,) ou

W =(V). Desta formapode-se escrever:

W:[vl,vz,....,vn]:{vDV;v:Zn:avi, all F} (A.11)

i=1
Exemplo A.6V =R®vOV,v#0. Entdo,[v]={av: aDR},isto ,[v] é a reta que

contém o vetov.

Definicdo A.9 Seja V um espago vetorial,,v,,...,v, V. Diz-se que o conjunto
{v,,...v,} é lineamente independentel Y ou que os vetorey,,...,v, sdo LI, se a

equagao
v+ aV,....qVv, =0 (A.12)

implica quea, =a,=....= g = 0. No caso em que exista alguan#0 dizemos que

{v,,...v,} élinearmente dependente (LD), ou que os vetoes,,...,v, sdo LD.

Teorema A.5: {v,v,,..,v,} é LD se, e somente se, um destes vetores for uma

combinacéo linear dos outros.
Exemplo A.7Parav = r?® os vetores, =(1,0,0),e, = (0,1,0),eg = (0,0,:sé&o LI

Exemplo A.8v = r? 0S vetoreg(, -1),(1,0), (1,1)} S&o LD, pois

©, 0):% -1 1 oy% L1 (A13)

A.2.3 Base de um Espaco Vetorial

Defini¢do A.10 Um conjunto{v,,v,,...,v } de vetores de V serd uma base de V se:

i) {viv,,...v.} éLL

1)) [V, V..V, ]=V
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Exemplo A9V =R? g =(L,0) e g = (0,10 conjunto{e, e} €é base deV,

conhecida como base canbnicagie

Exemplo A.100 conjuntog(1,1), (0,1)} € uma base de. = r2. De fato:

i) VéL., poissgo,0)=a(,0)+b(0,1)= @,a+b)entdoa=b=0.
i) Se S$={(1,1),(0,1)}entédo V §9, pois dador = (x,y) L1V, temos

(x,y) = x(1,1)+ (y- x)(0,1)

ou seja, todo vetor de? € uma combinacéo linear dos vetogg) e (0,1).
0 OO0 )
: éuma
1 01]0

Existem espacos que ndo tem base finita.dstmtece principalmente quando se

: 1 0/|0 1
Exemplo A.11: V =M,,,. O conjunto , :
0 0|0 O

basede V

trabalha com espacos de fungdes. Isto ndo quar glieese trabalha com combinacdes
lineares infinitas, mais sim, que cada vetor daes® uma combinacdo linear finita
daquela “base infinita”. Ou seja, para cada vepode-se escolher uma quantidade

finita de vetores da “base” para, com eles, escrevetor dado.

Para obter propriedades acerca das bases despato vetorial, considere as

proposicdes seguintes:

Teorema A.6 Sejamv,,Vv,,...,v, vetores ndo nulos, tais quéy,Vv,,...V, ]=V.

Entéo, dentre estes vetores pode-se extrair uma t@y/.

Teorema A.7 Seja V =[v,Vv,,...,v,]. Entdo, qualquer conjunto com mais de n

vetores € necessariamente LD ( e portanto, qualgo@junto LI tem no maximo n
vetores).
A.2.4 Operadores Lineares

Daqui por diante um espaco vetorigl salvo mencéo explicita em contrario,

significa um espaco vetorial sodkRecom dimenséo dinv) = n.
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Definicdo A.11 Um operador linear de V é uma aplicacBy — V tal que

T(au+v)=aT(u)+T(v),0uvOVeaOR (A.14)

Denota-se paf(V,V) o conjunto de todos os operadores lineareg. déeste caso,
L(V,V) é um espaco vetorial com difi{{/,V)) = n2. Denota-se por GM) o conjunto de

todos elementos de invertiveis 4¢/,V).

Afirmacéo: GL(V) é um grupo isomorfo ao grupo GLR).

De fato, sejanT € GL(V) e {u,,....u,} uma base fixada d&. Como T(u,)0V,

j=1,...,n, tem-se que existem Unicog; [ R, tais que T(u)=>3u;,j=1..n
i=1

FazendoA=(g), obtém-se para cadh € GL(V) uma unica matriz A. Assim, a

aplicacaa:GL(V)—GL(n, R) definida porp(T) = A € um isomorfismo.

Definicdo A.12: Um escalai € R é um autovalor d& € L(V, V), se existir Le V, u
# 0 tal que T(u) 3w. O vetor u é chamadoantovetorde T associado ao autovalbr

Lema A.1Autovetores associados a autovalores distintoss&opre linearmente

independentes

SejaW um subespaco de V el L(V, V). Diz-se queN é invariante em relacdo a T

se TW) € W, isto é, T(W)e W, Yw € W.

Definicdo A.13:SejaV um espaco vetorial de dimensdsobreR equipado com o

produto interno usua” norma quadraticaou peso EuclidiandN(x) = |k|[? de um vetor

X € V é a soma dos quadrados de suas componentes, isto
N(X) = (X, X} = x - X\, (A.15)

A distancia Euclidiana quadréticantre dois vetores x, &V € a norma quadratica

de sua diferenca, isto é,

d2(x, y) =N(x - y). (A.16)
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SejaB = {X4,....Xn} uma base par®»". Diz-se que a baseg/{,...,yn} paraR* é uma

base dual de B sg;, y;) = 9j;, pois existe um unico funciondl, (y) :<x,y> associado

com x€ R» e, assim, pode-se identificar o espaco cﬂMl) comRe,

Definicdo A.14: Umaisometriaou ummovimento rigideem R» € uma aplicacéo

T: R~ — R» que preserva distancia, isto &,

) =T =[x-y|.Ox,y OR" (A.17)

Denota-se por Isoni{® ) o conjunto de todas as isometriasiie
Afirmacgédo: Isom(RR" ) é um grupo.

De fato, sejamS, T € Isom( R" ). Se ST representa a composi¢cdo usual de

aplicacdes tem-se:

SeTX)-S Ty)| = | $)- M)
T60-To)| (A.18)

Ix -y, Ox,y OR"

Logo, ST € Isom(R" ). Assim, a composicdo usual de aplicacbes € ymeaagao

binaria em IsomRr ). E claro que esta operacéo binaria é associatiaF(R", R

€ o0 elemento identidade de IsoRY). Sejamx,y € R» e T € Isom(R»). SeT(x) = T(y),

entdo 0=|T(x)-T(y)|=|x-y|=x=y. Logo, T é injetor. Para provar que todo

elementadrl € Isom(R") € sobrejetor, primeiro apresenta-se algumasigéés:

Sejam x, ye Re. O segmento de retale extremos x e y é 0 conjunto

[x,y]={@-t)x+ty :0<st< 3} . Um subconjunto ndo vaz®de R é chamad@onvexo
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se [x,y]0S,Ox,yOS. Dados x,y,ze R tais que|x-2z|=|x-y|+|y-7. Entdo

ITC)=T@|=Te) - T(y)||+|| T(y) - 3|, isto é T(S é convexo, para todo

subconjunto convex8 de R, Seja{xl,...,xn} uma base qualquer d&&. Entdo 3L1S;

U...US, ondeS =(x,,...x )i =1,..,n-1 e §=R". Logo, T&Q)UT(S)U...TS) e

dimT(S+1) >dimT(S), i= 0,...n-1,, pois 0sS s&o convexos. AssimdimT (S,)= n.

Portanto,T(S,) =R", isto é, T é sobrejetora.

Exemplo A.12.:Se t € R, entdo a aplicacdoT,:R" - R", definida por

T.(x) =x+t,0x0OR", € um movimento rigido, chamado a translagéo &itdirpor t. E

claro queT,(0)=t, de modo qud, ndo € um operador linear sett0. Denota-se por

T(R") o conjunto de todas as translacdes a direitadent(®) é um subgrupo de

Isom(®") isomorfo ao grupo aditivtéR“,+) T ot

Defini¢do A.15 Uma operador lineg®: R» — R» éortogonalse ||| =|x|, OxOR"
Note que todo operador ortogonal € um movimeigiolo. Denota-se poD(R") o

conjunto de todos os operadores ortogonais, €din é um subgrupo de IsoiRy().

Lema A.2SejamS: R* — R» um operador lineae {e,...e,}a base candnicaeR".

EntdoS € O(R") se, e somente se&],....Se} € uma basertonormaldeR».

Lema A.3Todo movimento rigido que fixa a origem é um operdidear.
Proposicao A.2Todo elementd € Isom(R") pode se escrito de modo Unico coimo

T o S ondeT € T(R") eSe O(R).
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Corolario A1 Seja T € IsomR"). Entdo T(0) = O se, e somente se
(T, T(Y)) =(xy), Vxy ERn.

Definicdo A.16: Sejam V um espaco vetorial com produto internoSeum
subconjunto ndo vazio d& O conjunto ~ S" :{u OV:(u,v)=0,0vO $ ., é um

subespaco d¥, chamado o complemento ortogonal (& Além disso, seN é um

subespaco d¥ invariante com relacéo a T, entdd’ é invariante com relacaora.

Seja Te Isom(®R~) tal queT(0) = 0. Diz-se queT é uma rotacdo (ou preserva
orientacdo) se dét= 1 e inverte orientacdo s2tT = - 1.

SejamV um espaco vetorialld, W subespacos détaisque V = U @ W. Uma
reflexdo emU ao longo deW é um operador linear RV — V definida por

R(u+w)=u-wparatoda e UeweW.

Seja T um operador linear. Considergis’:{vl,...,vn} bases deV. Entéo
T(v,),....,T(v,)OV e portanto:

T(Vl) = gVt t3gyV,
: : (A.19)

T(Vn) = Vv, t-tayv,

A transposta da matriz de coeficiente destersg, denotada p({ﬁ’ ]Z , € chamada

matriz deT em relag&o as bas¢gs.

all aln
[T]”=| : D =A (A.20)

8y A,

Proposicao A.3Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sébeeTe £V,V).

Entdo as a seguintes condi¢cdes sao equivalentes

1.T é uma reflexao;

2.V=ker(T-1)0ke(T+1);
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3. Existe uma base de V tal que T é representaldanpetriz diagonal da forma

o 5

412 =1.



Apéndice B

Grupos casados e poligonos em ninho

Neste apéndice sdo apresentados 0s procddBnamtematicos que geram as
matrizes bases utilizadas no capitulo 3, o leitmeressado em mais detalhes pode
consultar [10], [43].

B.1 Grupos casados

Umaconstelacdo de sinal8 é qualquer subconjunto discreto &h Os elementos

de uma constelacdo de sin&isdo chamadogontos de sinaisUm codigo do espacgo

Euclidiano € um subconjunto de', onde | 0z . Uma constelagdo de sinais S é

geometricamente uniformgl0], se dados;ss LI Sexisteg [ Isorr(RN) tal que

#(s)=ses(S)=s (B.1)

Sef(s) :{¢D Ison([/&’“):¢( $= ]5 entdo s é orbita (A.2.5) de qualquer ponto

s, 0 ssobT (), isto &,

s={#(s):#0r(3= U (ol 2

¢0r(s)

Uma constelacdo de sinais S é casada conrupo ¢, se existe um mapeamento
u de G sobre S tal que [47]

d(u(g), u(h) = du(e,u(g*h), 0g i C (B.3)

onde d(.,.) é a distancia Euclidiana quadratica. O mapeamgnt® chamado de
mapeamento casad@Quando o mapeamentioé umrotulamento casadasto €, se G é
isomorfo a G(S) entdp é umrotulamento isométrico Seja C um cadigo linear sobre

z, de comprimento. Define-se [47],

9:C - R"¢((q,...q)) 2 > AB (B.4)
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_ ZHCj 27TCJ- _ b2j—1
A =) oo — | sen— || By = b, (B.5)

e {bl,bz,...,bm}é uma base ortonormal em. Note quel; =1, para todoj=1,..n. O

mapeamentg € chamado de mapeamento canonico.

Teorema B.1Sejam H =<h>:Zm e K=<k>:Z2m. Entdo, uma constelagdo de
sinais S é casada com um grugo= H x, K Se, e somente s&= S, $ para
k) =4BKL", onde y:H - S, u:K .S, S0 rotulamentos casados,

g(k)O Aut(H) OkO K € 4(k)(h) =h™*,0hDO H.]

Exemplo B.1 Sejam H=Z,={0,1,2},K=%Z,={0,3 e o homomorfismo
6:K - Aut(H)definido por 8(k)=1*,k=0, onde r(h)=-h h=0,1,2. Entdo G
G =Hx, K € um grupo ndo comutativo de ordem 6 com a operaca

(hK)+, (h,K)=(h+0(R(h), k KO hH Hek'kK |

Tabela B.1Tabela Caylei do grupdZ, X, Z, LD,

+, |01 23456
0|0 1 2 3 4 5| (0,0
1120 45 3|(1,0
2 (2 015 3 4|(20)
313540 2 1/(01)
414 3510 2|(@11)
5|5 4 3 2 1 0|(21)

Assim, G é isomorfo ao grupo diedrad.[$eja A={0,1,2,3,4,5} um conjunto de rotulos
para G. A tabela de Cayley de A é mostrada na BaBel [10]. Pelo Teorema B.1, a

constelacao de sinais

ot (23 1B

1

ou a constelacado de sinais normalizéda\/E Sé casada com o grupo D3[28].
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Exemplo B.2 Sejam H=7Z,={0,1,2,3},K=7%Z,={0,} e o homomorfismo
6:K - Aut(H) definido por 8(k) =7*,k=0,1, onde r(h) =-h, h=0,1,2,% Entdo G
G = Hx, K € um grupo ndo comutativo de ordem 8 com a operaca
(hK)+, (h,K)=(h+8(R(h), k WO hH Hek kK I
Seja A um conjunto de roétulos para G. a tabela dgl€y de A é mostrada na Tabela
Xy, da qual conclui-se qué :<1, 4}, € isomorfo ao grupo diedral [DPelo Teorema

B.1 a constelacao de sinais

s={(Lo.9 (0.1} (- 1.op( & U, 10) (. 01) (=, %D,(0-1-}

ou a constelacado de sinais normalizéda% Sé casada com o grupa.D

Tabela B.2Tabela Cayley do grupdZ, X, Z, LD,

+10 1 2 3 4 5 6 7 G
0 0O 1 2 3 4 5 6 7/ (00
1 1 2 3 0 5 6 7 4 (1,0
2 2 3 0 1 6 7 4 5@ (20
3 3 0 1 2 7 4 5 6| (30
4 (4 7 6 5 0 3 2 1| (0,1
5 5 4 7 6 1 0 3 2| (1,1
6 6 5 4 7 2 1 0 3 (21
7 7 6 5 4 3 2 1 0| (31

Para construcdo de constelacdo de sinaigdassde um grupo qualquer é

necessario o conhecimento da ideia de d-Cadeianddsi&la na proposta de [10].

Sejams={x, :0< i< N-} OR", ondex= ¢ ,...%_, PR"

Xi :()%gi(oy---’)%gi (N—1)) (B.6)
com g UG g=eg; (O 3, E N-_,

Supondo que todos os vetores distantede X=Xy S0 XX, pode-se

construir uma tabela dos elementos do grupo askixiaos vetores;,0<i<r , da

seguinte forma: a primeira linha da tabela sgfa.,g, . O primeiro elemento a ser

localizado na primeira coluna da tabela na (k+ir@dinha sera o primeiro elemento

na k-ésima linha que ainda ndo apareceu na priroeiuaa da tabela. Seja g o primeiro
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elemento na k-ésima linha que ainda ndo aparecptimaira coluna da tabela. Entdo a

(k+1)-ésima linha serg, gg,,..., gg - A Tabela B.3 ilustra o procedimento.

Tabela B 3 — Construcado das-cadeia

% % - G
%% o - ¢
9|9 o 0.9
9|9 99 .. o9

Quando a j-ésima linha estiver sido escritade elemento nessa j-ésima linha tenha

aparecido uma vez na primeira coluna da tabelagcepso € interrompido e a tabela é

considerada completa. Note que a tabela tem ncxmdﬁ linhas. Se
d(xgi,x):d(xgjg ,xgj), 0<i,jsN-1 (B.7)

0s vetores representados pelos elementos do gaupoluma na 22,.r-gsima coluna na
k-ésima linha estéo distardedo vetor representado pelo elemento do grupoingepa
coluna dessa linha. Assim, os elementos do grup@rimaeira coluna da tabela
representam vetores com a propriedade de que &idosubsequente esta a distawkcia
do vetor anterior e também do préximo. O conjunto \@tores que podem ser
alcancados de x dessa maneira € chamadbaeleiainiciando de x. Nota-se que o
vetor x esta incluido nessa d-cadeia e todas as d-cade&i@sdo de x sdo obtidas da
Tabela B.1.

Algoritmo 4.1 - Construcdo geométrica de cotedacao de sinais casados com grupos
Passo 1Associe a G um conjunto qualquer de rétilo
Passo 2Construa a tabela de Cayley pAra

Passo 3 Para cada linha da tabela de Cayley do Passedtiasuma permutagéo
o, i0A.

Passo 4Dadox =X, = (X,...X, ) JR* encontre

X = (Xgy oo X sy )» 11 <A 1. (B.8)
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Passo 5 Selecione em cada conjupos elementos do grupo associado aos veipres

que estdo a mesma distancia Euclidiana quadtetsxo.
Passo 6Para cada conjun#y do Passo 5 associe umhaadeia.
Passo 7Associe a cada do Passo 6 um subgHjeG.

Passo 8Faca

Si :UiDI %’ (B_9)

onde§, sdo as constelagdes de sinais casadas com sesdierais dél emG.

Exemplo 3.1Encontrar as constelacdes de sinais com o grépo

Passo 1Seja A ={0,1,2,3,4,5} um conjunto de rétulo paa

Passo 2A Tabela 4.2 é uma tabela de Caylei para o grupo A

Passo 3.As permutacfes associadasRarsso2 saa
0,=(0), 0,=(012345),5,=(024)(135)

0, =(03)(14)(25),0, = (042)(153),
o, =(054321)

Passo 4Dadox, = (x,, X, %, %, X,, %)OR®. Entdo

Xy = (X0 %0 %0 %0 %5 %),
Xz = (% % X4 %51 %00 %)
X5 = (%, X0 %5 %, X5 %),
Xy = (% %5 %, X %0 %),
X5 = (% X0 %5 % %1 %)

Passo 5Sejam A ={1,5}, A, ={2,4}, e A ={3} 0s conjuntos das distancias Euclidianas

quadraticasd,, d,, d, respectivamente.
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0 1 5

olo 1 5

111 2 O 0 3
Passo 6 212 31 0|0 3

3|13 4 2 313 0

414 5 3

5|5 0 4
Passo 7Sejam

H1:ZG’

H, ={0,2,4},

H, ={0,3}

0s subgrupos dg associados agl -cadeias j=0,1,2,3 do pas§o
Passo 8 Tomando

S = S,={0,1,2,3,4,5},

S, ={0,2,4}0{1,3,5}, €

S, ={0,3} O{1, 4} (2,5} .

As outras constelacdes de sinais sdo, a menos rdeufagdes de rotulos, similares a
estas.

Os grafos associadossa s, e § sdo o0 hexagono regular, o antiprisma e o prisma. A

Figura B.1 mostra o antiprisma e o prisma casadosz;

(a) (b)

Figura B .1. a) Antiprisma casado cafije b) prisma casado cdfy
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Seguindo os passos do algoritmo descritmocao Exemplo B.1, constroi-se o

antiprisma e o prisma casado com o grupo diedraRFigura B.2 mostra o antiprisma
e 0 prisma casados com 0 grgpo

Figura B.2: Antiprisma e prisma casado com

Considere o antiprismeasado corfi,, Figura B.3, onde as aresta sdo representadas

pelos vetoresv; (segmento tracejado)w (segmento continuo) com = 1,2,3,4,5,6;

Figura B.3 Soma de vetores no antiprisma

tem-se qued vetorw; = U; + Uz € qUEW,,...\Ws SA0 Somas dos vetoresdescritos nas
equacdes de (B.10), isto é:

w, =1u, +du,+ Qu,+ QW+ U+ @
W, =0u,+u,+u,+ Q,+ QU+ @,
w,=0u,+0u,+,+1,+ Q.+ @,
w,=0u,+0u,+Q,+1,+ L.+ Qg
W, =0u, +0u,+Qu,+ Q,+ 1l + g
We =1u, +0u,+ Q,+ Q,+ QU+ 1

(B.10)

Tomando-se a matfizformada pelos coeficientes de cada uma das eqgiagbe
(B.10), tem-se que a matriz A (B.11) é dada/woP'.
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[A] = (B.11)

O O O O - B
o O O+ +» O
o Ok +r OO
O Fr P O OO
P B O O O O

PP O O O O

Considerando-se o antiprisma casado candnalogamente aos passos descritos no

antiprisma casado com), chega-se a matriz A (B.12):

[A] =
(B.12)

O O OO O O - -
O OO0 OO r »r o
O O O o pr +»r OO
O OO kFr »r OO O
O O Fr Fr O O O O
Ok P OO OOoOOo
P P, O O OO O O

A matriz B (B.13) € a generalizacdo dos ltegdos descritos anteriormente de um
antiprisma casado com um grupo ciclico contendg@rande nimero de elementos.
0 1
0

O r L O

kR P, O O
T O

O O R R

(B.13)

=
= 9 o o

B.2 Matriz associada a poligonos em ninho

Uma matriz de ordemn A=[g] ¢é uma g-circulante, denotada por

A =g -circ(a, a,...,a ) S€ A é escrita da forma:

a a, a,
a'n—g+1 an— gt+2 aﬂ- [¢]

A=18 5g0 Brog2 -+ 8o (B.14)

a, 8., .. &
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Se 0 <n, cada linha de A € uma linha anterior movidposicfes a direita, ou
movidas a esquerdag posicdes ciclicas. 3> n, entdo um movimento dgposicdes
€ 0 mesmo que 0 movimento ganodh posi¢cdes. Por convencao, & negativo, o
movimento a direita dg posicdes sera equivalente ao movimento a esquegiia
posicdes. Assim, para quaisquer inteigoe g com g’'=g(moah) umag’-circulante e

umag-circulante sdo sinénimas.

Exemplo B.2 Poligonos em Ninho de ordem 8. Uma 3-circulaeterdem 8 € dada por

A=3-circ(a,a,,a,8,.8,8,3,3)= (B.15)

L H L P H LY PO
H L HH O QD
H P H DY PP W
ORI IR R
DR DD DD P
DD DD PP D

Lo H PP
PO PP PSP

Tomandoa =a,=1/2 e os demais elementos iguais a zero determinavse u
matriz cujo resultado esta associado a construggmligonos em ninho, Davis [43] faz
uma construcao desses poligonos comecando pelgulia A ideia de “ninho” parte da
divisdo dos segmentos desta figura em segmentosajunados resultam na unidade.
Constroem-se o0s “ninhos” ligando os pontos destsab; o segundo poligono é
proporcional ao primeiro, o terceiro é proporcioaal segundo e assim por diante. A
Figura B.4 mostra um poligon® proporcional ao um poligon® conforme uma

propor¢cao qualquer cuja soma € unitaria.

Figura B.4: Poligonos em ninho

Substituindo os valores @g ea; em (B.19) chega-se na matriz:
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1o loooo0o0
2 2
ooofoloo
2 2
Lo 0002 0
2 2
1 1
e 0-0=0000 (B.16)
A =3-cird_,0.0,0,0,0p= 22 L1
0000= 0= 0
2 2
oloooo0o0l
2 2
ootolooo
2 2
00000 ol
2 = 2]

gue esta associada ao ninho formado por dois gim&leum octdégono, mostrado na Figura
B.5.

Figura B.5: Ninho formado por dois quadrados e um hexagono

Tomando-se a matriz B=2A e com alguns ajustes Htgi) obtém-se a seguinte
matriz:

110 0 0

00110 (B.17)
B,=|1 0 0 0 1

01100

000 1 1






