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RESUMO

O enfoque desta pesquisa foi investigar a Matematica de trés periodos historicos, visando
localizar problemas classicos e suas possiveis formaliza¢des, de modo a podermos compreender
seus elementos, compara-los e verificarmos se ha recorréncias desses problemas em periodos
diferentes. A investigacdo e o estudo das matematicas, a partir das fontes caracteristicas desses
periodos historicos, a saber: o Papiro de Rhind do século XVI1I a.C., o Aritmética de Diofanto
do século Il e o Liber Abaci de Fibonacci do século XII, nos permitiu selecionar problemas de
cunho histérico em um processo de integracdo, visando oferecer aos professores da educacao
basica, apontamentos e sugestdes para a exploragdo deste tipo de problemas como meio de
superacdo de dificuldades de aprendizagem em sala de aula. Uma vez que a utilizagcdo da
histéria da Matematica, promove uma integracdo da Matematica do passado com a Matematica
dos dias atuais e oportuniza uma forma de tratamento dos conteddos e conhecimentos

matematicos contextualizados.

Palavra Chave: Educacdo Matematica. Problemas Histdricos. Histéria da Matematica. Ensino

de Matematica.



ABSTRACT

The focus of this research was to investigate the mathematics of three historical periods, aiming
to find classical problems and their possible formalization, so that we can understand its
elements, compare them and check if there are recurrences of these problems in different
periods. Research and study of mathematics, from the characteristics of these sources historical
periods, namely: the Rhind Papyrus of the seventeenth century BC, the Arithmetic of
Diophantus third century Liber Abaci Fibonacci and the twelfth century, allowed us to select
problems imprint history in an integration process, aiming to provide basic education teachers,
notes and suggestions to the exploration of such issues as a means of overcoming learning
difficulties in the classroom. Since the use of history of mathematics, mathematics promotes an
integration of past with present-day mathematics and gives opportunity to a form of treatment

of content and contextualized mathematical knowledge.

Keyword: Mathematics Education. Historical Problems. History of Mathematics. Teaching of

Mathematics.
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Apresentacao

A producédo na area de histéria da Matematica tem crescido substancialmente nos
ultimos anos, porém, ainda € presente a sensacao de que ha falta de textos voltados para o ensino
de Matematica na Educacdo Bésica. Acreditamos que podemos contribuir de forma
significativa, como também fazer um percurso pela histéria da matematica em algumas
civilizacdes da Antiguidade, convictos de que a historia da matematica abre caminhos para uma

matematica cristalizada.

Em estudos realizados para concluséo de curso na graduacgéo, em licenciatura plena
em Matematica na UFPA, e das pesquisas sobre o teorema de Pitagoras, percebi uma grande
motivacao para desenvolver um projeto de pesquisa que integrasse a resolucao de problemas e
histéria da Matematica. Esse interesse em trabalhar com historia da Matematica e ensino de
Matematica, vem de minha atividade como professor, das conversas e incentivos recebidos em
encontros, em eventos cientificos, com especialistas da area que trabalham com esta tendéncia

em educacdo matematica.

H& uma necessidade de avancar, e nessa pesquisa pretendemos aprimorar nossas
praticas pedagoOgicas em busca de ferramentas que possibilitem desenvolver no aluno
posicionamento critico e independéncia diante de situacGes novas e desafiadoras. Além disso,
desenvolver nos alunos a capacidade de resolucdo de problemas, como ponto de partida
fundamental da atividade Matematica, sdo finalidades dos Parametros Curriculares Nacionais,
que visam construir referéncias nacionais comuns ao processo educativo para que os alunos

possam ter acesso ao conjunto de conhecimentos necessarios ao exercicio da cidadania.

Sabemos, entretanto, que a axiomatizacdo necessaria para obtermos o que
atualmente conhecemos na aritmética e na algebra por meio da resolucéo de problemas so foi
possivel a partir da evolucdo sociocultural ao longo da histéria da matematica. Todavia,
entendemos que, para nossa pesquisa, era necessario demarcarmos trés recortes historicos.
Assim, iniciamos com o Papiro de Rhind (1650 a.C.), em seguida o Aritmética de Diofanto
(300) e o Liber Abaci de Fibonnacci (1240). Dai, em diante, fizemos uma analise descritiva de
alguns problemas da Antiguidade para apontar sugestdes voltadas ao ensino de Matematica na
Educacdo Basica. A resolucdo de problemas histéricos podera possibilitar um maior
entendimento dos conceitos envolvidos ao despertar no aluno o espirito investigativo a partir
de uma andlise sociocultural de cada época. No entanto, nosso objetivo foi investigar a

matematica desses trés periodos historicos para localizar problemas classicos e suas possiveis
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formalizagdes, de modo a podermos compreender porque, e como se esbogavam alguns de seus
elementos, em seguida compara-los para sabermos se h& repeticdes desses problemas em
diferentes momentos historicos. Neste trabalho pretendemos contribuir para a construcao de
materiais que auxiliem o professor de Matematica na elaboracdo de atividades ministradas em

sala de aula. Nosso trabalho est& organizado em quatro capitulos:

No primeiro capitulo apresentamos, de forma concisa, uma exposi¢do da
problematica da pesquisa, nosso referencial tedrico, justificativa e relevancia da pesquisa,
delimitacdo do problema, sobre o uso da historia no ensino da Matematica, objetivos e

hipoteses, pressupostos tedricos metodoldgicos e os procedimentos metodoldgicos.

No segundo capitulo, fazemos uma leitura histérica da Matematica a partir de trés
pilares: O Papiro de Rhind que representa uma contribuicdo da Matematica egipcia no tempo
dos farads; O livro Aritmética de Diofanto, que é uma contribuicdo da Matematica grega do
século 11l e o Liber Abaci de Fibonnacci: uma contribuicdo da Matemaética arabe e sobre a

dinamica comercial italiana.

No terceiro capitulo, sdo apresentados os problemas historicos estudados,
analisando como o0s conhecimentos cientificos de cada periodo histérico geraram e
fundamentaram as metodologias de ensino. Sempre que necessario, tentaremos traduzir o
pensamento dos matematicos antigos de que tratamos aqui em linguagem simbélica atual,
correspondente aquela citada na época em questdo, para facilitar o entendimento. Os diversos
termos utilizados em varias épocas serdo mantidos de acordo com o contexto histérico no qual
estavam inseridos. E justamente esta mudanca de nomenclatura que estrutura a divisdo em
capitulos, uma vez que, de nosso ponto de vista, ela traduz também a transformacdo da

concepgdo epistemoldgica sobre a resolucdo desses problemas em cada época.

No quarto capitulo, apresentamos os principais resultados envolvendo problemas
classicos de progressdes, articulando-os com a literatura, a partir das relaces epistemolégicas

na construcao de conceitos matematicos.

Para finalizar, fizemos algumas considerac¢des, com o objetivo de apontar caminhos
para o desenvolvimento de uma abordagem no processo de ensino e aprendizagem a partir deste
estudo. Segundo Medeiros e Medeiros (2004), a simbolizacdo precoce traz sérios danos a
formagdo do pensamento especulativo, da exploracdo das relagbes numéricas porventura
existentes na situacdo em causa e da propria intuicdo matematica a ser necessariamente
desenvolvida.
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Capitulo 1 - Situando a Problematica e Fundamentacéo Tedrica

1.1. Introdugéo

Em algumas escolas o ensino da Matematica, consiste tdo somente, na manipulacao
de algoritmos, ou seja, na proposicdo e resolucdo de exercicios a partir de passos e regras
formais, procedimento este que mecaniza a obtencdo de resultados e ndo contribui para a
construgdo de conhecimentos. Em sala de aula, constata-se 0 uso exagerado de regras e
resolugdes por meio de procedimentos padronizados, o que desmotiva tanto os alunos quanto

o0s professores.

Neste contexto, a Matematica, entdo, passa a ser encarada por grande parte dos
alunos como uma disciplina dificil, chata e sem muita conexdo com a realidade. Desta forma,
ndo faz-se entender a importancia e necessidade dos conhecimentos bésicos desta para a

resolucdo das mais variadas situacdes problemas apresentadas no cotidiano.

Hoje, os alunos aprendem a resolver “problemas” (questdes) matematicos e, de um
modo geral, os problemas propostos em sala de aula sdo exercicios repetitivos para fixar os
contetidos que acabaram de ser apresentados, motivando o uso de procedimentos padronizados
para serem utilizados na resolucdo de problemas semelhantes. Essa atividade ndo desenvolve
no aluno, a capacidade de se transportar do raciocinio utilizado na resolucédo destes, para o

estudo de outros assuntos ou mesmo de problemas relacionados.

A resolucdo de problemas matematicos de cunho histérico (classicos) pode
possibilitar aos alunos mobilizarem conhecimentos e desenvolverem a capacidade para
gerenciar as informacdes que estdo ao seu alcance dentro e fora da sala de aula. Assim, 0s
alunos terdo oportunidade de ampliar seus conhecimentos, acerca de conceitos e procedimentos

matematicos bem como do mundo em geral e desenvolver sua autoconfianca.

Com relagdo ao uso da historia no ensino e suas contribuicées, seguimos Miguel e
Miorin (2005), Mendes (2009, 2010), Fossa (2001) e Brandemberg (2010), uma vez que nos
trabalhos desses autores séo considerados aspectos importantes da utilizacdo, assim como de
resultados obtidos a partir desta abordagem. A partir das leituras destes autores é que fazemos

nossa apresentacao dos principais pontos e fundamentacéo para nossa pesquisa.
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Em nossa pesquisa buscamos, investigar e difundir a partir de um estudo da histoéria
da matematica, a utilizacdo de problemas matemaéticos da Antiguidade como estratégia para o
ensino de Matematica na Educacdo Baésica, por meio de agdes, elaboracdo de atividades que
possam vir a contribuir para melhoria do ensino de matematica. Discutir possibilidades e
analisar o desenvolvimento e os resultados da aplicacdo desses problemas classicos a partir do
uso da historia no ensino de matematica, pode possibilitar uma visao contextualizada em relaco
a esta disciplina, além de tornar o processo de ensino e aprendizagem da matematica na

educacdo basica algo mais intuitivo, dinamico, prazeroso e desafiador.

1.2. Delimitacédo do Problema

A partir da pesquisa, em busca de problemas histéricos da Matematica, passamos a
delinear de forma significativa alguns artefatos que fizeram e fazem parte da construgdo do
conhecimento matematico e, portanto, podem fazer parte do ensino de Matematica. O nosso
estudo destaca trés recortes da historia da matematica os quais entendemos que a pesquisa

deveria ser focalizada.

Iniciamos pelas raizes histéricas da Matematica elementar a partir da civilizacdo
egipcia. Com destaque o Papiro de Rhind (1650 a. C.) escrito pelo escriba Ahmes onde sdo
identificados 87 problemas, dos quais os problemas 40, 64, 79 que estdo relacionados com
progressdes. Nossas fontes iniciais foram os livros: GILLINGS, R. J. Mathematics in the Time
of the Pharaohs; Dover Publication, 1982 e BUNT, L. N. H.; JONES, P. S.; BEDIENT, J. D.
The historical roots of elementary mathematics. New York: Dover Publications, 1988.

Em seguida, a obra Aritmética de Diofanto de Alexandria, que possui seis livros
com uma selecdo de 189 problemas de natureza variada onde as demonstracfes sdo apenas
ilustracdes, em casos particulares concretos. Os problemas de influéncia &rabe totalizam 101.
Uma das contribuicdes mais significativas deste trabalho diz respeito as notacOes: séo
introduzidas algumas abreviaturas para designar quantidades e operac0es, iniciando o que viria
a chamar-se “algebra sincopada”. Utilizamos como fontes: O Aritmética de Diofanto de
Bachet de Méziriac com comentarios de Pierre de Fermat publicada em 1670. Fonte: Gallica
Bibliotéque Numérique. Disponivel em http://www.e-rara.ch/zut/content/pageview/2790613 -
Bibliothéque Nationale de France. Acesso em 03 de dezembro de 2013 e HEATH, T. L.
Diophantus of Alexandria: A Study in the History of Greek Algebra. Forgotten, 2012.

Publicacéo original 1910.
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E para finalizar, nos deslocamos para o século XII, onde Leonardo Fibonacci (1170
— 1240), também conhecido como Leonardo de Pisa, escreveu o Liber Abaci. Ainda que ndo
tenha se tratado de uma obra verdadeiramente original, mas uma compilacao de ensinamentos
de métodos de resolucdo arabes, dentre os quais destacamos, problemas envolvendo
progressdes aritméticas e geométricas e forma como o mesmo havia sido usado desde a
Antiguidade. Como fonte destacamos: SIGLER. L. E. Fibonacci’s Liber Abaci: a translation

into moderno English of Leonardo Pisano’s Book of Calculation. Springer, 2002.

1.3. Usos da Histéria no Ensino da Matematica

Nos estudos realizados por Fauvel e Maanem (2000) sdo apontados varios
argumentos a favor da integracdo da historia em sala de aula, destacando a existéncia de cinco
principais areas nas quais o ensino da Matematica possa ser supostamente enriquecido e

melhorado com a integragdo da Historia da Matematica no processo educacional.

Fauvel e Maanem ressaltam que hd uma melhora significativa no aprendizado da
matematica e que a historia possibilita a visdo sobre a natureza do conhecimento matematico e
da atividade matematica, contribuindo para elaboracdo de atividades significativas para o

ensino da matematica, promove a visao da matematica como uma atividade humana e cultural.

Além disso, a histéria aumenta a motivacdo para a aprendizagem da matematica,
humanizando a matematica e mostrando o seu desenvolvimento através dos tempos. A
compreensdo do desenvolvimento historico dos conceitos matematicos permite estabelecer uma
valorizacdo das técnicas de resolugdo, oriundas do conhecimento desenvolvido ao longo da

historia das sociedades.

A histéria contribui para que os estudantes busquem no passado solucdes
matematicas para o presente fazendo da matematica um conhecimento agradavel para os

estudantes, ajudando a manter o interesse e a satisfacdo dos mesmos.

S&o argumentos como estes, descritos por Fauvel e Maanem (2000) que apontam
os diversos caminhos para um uso da histéria, como uma alternativa (ou possibilidade) para o

ensino de matematica no mundo.

No Brasil, uma das mudancas sugeridas nos Parametros Curriculares Nacionais

(PCN) na forma de abordar os conteudos de Matematica, em sala de aula, é a utilizacdo da
histéria da Matematica como recurso pedagogico. Segundo os PCN, este recurso permite que:
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Ao revelar a Matematica como uma criagdo humana, ao mostrar necessidades e
preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, ao
estabelecer comparagdes entre 0s conceitos e processos matematicos do passado e do
presente, o professor tem a possibilidade de desenvolver atitudes e valores mais
favoraveis do aluno diante do conhecimento matematico. (BRASIL, 1998, p. 45.)

Partindo desse entendimento, um dos argumentos de utilizar a histéria no ensino de
Matematica, trata-se do poder motivador da histdrica que promove o despertar do interesse do

aluno em estudar o contedo matematico que Ihe esté sendo ensinado.

Esse argumento é sustentavel na medida em que proporciona momentos de
distanciamento do aspecto formal e rigoroso do conhecimento matematico. D’ Ambrosio (1996,
p. 31) reforca o elemento motivador da historia quando afirma que “torna-se cada vez mais
dificil motivar alunos para uma ciéncia cristalizada. Ndo é sem razdo que a histdria vem

aparecendo como um elemento motivador de grande importancia”.

A incluséo de textos histéricos que abordam tematicas diferenciadas, como por
exemplos: a participacdo da mulher na construcdo do conhecimento matematico; a vida e obra
de matematicos da historia; a origem e significado de termos matematicos; curiosidades e
recreacOes matematicas, entre outros, parecem muito relevantes, tendo em vista o despertar do
interesse do aluno em estudar a matematica. Essa posicdo é colocada por Miguel e Miorim
(2005) quando esclarecem que Vvarios autores se alinham a esse argumento, considerando que
0s textos historicos exercem um papel motivador no processo de ensino e aprendizagem da

matematica.

O uso da histéria como impulsionadora do interesse do aluno para estudar
Matematica tem sua ligacdo com o uso episddico defendido por Fossa (2001, p.55) quando
aborda que “tem uma tendéncia de ser menos intensivo, frequentemente limitando o papel da
historia a uma parte introdutdria motivadora”. E interessante esclarecer que o uso episodico da
histéria nas aulas de Matematica se confunde com o uso ornamental, uma vez que as
informacBes historicas se apresentam, algumas vezes, desligadas do tema que estd sendo

abordado em sala de aula, e é feito de forma esporédica.

Em acordo com Fossa (2001), percebemos que em alguns livros didaticos as
referéncias histdricas ndo contribuem para o enriguecimento pedagdgico, tendo em vista que se
apresentam apenas como ornamentos nos livros, que as vezes, sdo esquecidas de serem
exploradas pelos proprios professores. E importante destacar que o contexto histdrico contribui
na construcdo do conhecimento matematico, e que, portanto, deve ser utilizado como fonte de
investigagdo e reconstrucéo dos conhecimentos historicamente produzidos.
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O uso da historia da Matematica como um fio condutor para despertar o interesse
de quem aprende, pode levar o aluno a reconstituicdo de alguns problemas vivenciados por

outros, em outro periodo historico.

Outro argumento de se utilizar a histéria, em sala de aula, é quando esta é vista
como instrumento de compreensdo, significacdo e resolucdo de problemas, uma vez que
promove a busca de elementos esclarecedores das teorias e conceitos matematicos a serem
estudados. Miguel e Miorim (2005, p.46) apontam a necessidade do “(...) levantamento e a
discussdao dos porqués, isto €, das razOes para a aceitacdo de certos fatos, raciocinios e
procedimentos por parte do estudante”, ao se utilizar o processo de ensino e aprendizagem da
matematica que visa a compreensdo e a significacdo. Jones citado por Miguel e Miorim (2005)
acredita que existem trés categorias de porqués que deveriam ser ponderados por todos 0s que
se propBem a ensinar matematica: os porqués cronoldgicos, os porqués l6gicos e 0s porqués
pedagogicos. Explica ainda, que os porqués cronoldgicos dizem respeito as razfes de natureza
historica, cultural, casual, convencional, os porqués légicos seriam aquelas explica¢fes cuja
aceitacdo se baseia na decorréncia logica de proposicdes previamente aceitas e 0S porqués
pedagdgicos seriam aqueles procedimentos operacionais que geralmente utilizamos em aula e

que se justificam mais por razdes de ordem pedagdgica do que historica ou légicas.

Mafra e Mendes (2002) esclarecem que a histéria tem um papel significativo nos
processos cognitivos das criangas que estdo nas séries iniciais, pois contribui para o
desenvolvimento do raciocinio a partir da resolucdo de problemas e da pratica investigativa.
Por isso, ao se utilizar problemas historicos para desenvolver contelidos matematicos estamos
propiciando momentos de reflexdes e analise acerca dos pensamentos utilizados pelos
estudiosos, naquele periodo histérico, como também reforcando o elemento motivador que

surge na acdo cognitiva da busca de solucéo do problema proposto.

Sobre o uso de problemas historicos no processo de ensino e aprendizagem da
Matematica, Miguel e Miorim (2005) propdem que a resolucdo de um problema constitui por
si s0 uma atividade altamente motivadora e o fato de se utilizar problemas vinculados a historia

eleva, quase que automaticamente, o seu potencial motivador.

Devemos enfatizar que ndo é o problema histérico em si que gera a motivagéo, mas
sim, o desafio que ele provoca no aluno e o tipo de relacdo que ele estabelece entre a sua

experiéncia e o seu interesse em resolvé-lo.
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As ideias de Mendes (2001), sobre o uso da historia da Matematica em sala de aula,
consideram que os aspectos histdricos aliados as atividades de ensino e a aprendizagem
reforcam um carater construtivo e favoravel a compreensdo dos conteddos matematicos,
fazendo com que os alunos entendam o carater investigativo presente na origem, organizacao e

disseminacdo desses contetdos ao longo do seu percurso histérico.

Merece nossa atencdo a explicacdo feita por Mendes sobre o uso da historia da
Matematica como recurso de ensino:

[...] o professor podera uséa-la como fonte de enriquecimento pedagdgico e conduzir

suas atividades num caminhar crescente, em que o aluno investigue, discuta, sintetize

e reconstrua as nogdes matematicas anteriormente vistas como definitivas sem que o

aspecto histérico tivesse sido usado para despertar o interesse de quem as aprende.
(MENDES, 2001, p. 32)

Acreditamos que a historia pode ser incorporada no dia-a-dia da sala de aula, na
medida em que possibilita a explicacdo de diversos porqués que os alunos costumeiramente
fazem acerca dos conteddos matematicos, como também para reforcar a importancia do
elemento histérico na redescoberta de simbolos e conceitos matematicos. Por meio do
conhecimento histérico, Mendes enfatiza que:

[...] o aluno é capaz de pensar e compreender as leis matematicas a partir de certas
propriedades e artificios usados hoje e que foram dificeis de descobrir em periodos
anteriores ao que vivemos. Ele deve participar da construcéo do préprio conhecimento

de forma mais ativa e critica possivel, relacionando cada saber construido com as
necessidades historicas e sociais nele existentes. (MENDES, 2001, p. 57)

E neste movimento de reelaboracdo do conhecimento que paramos para refletir
sobre 0s aspectos que contribuiram para sua construcao e ao mesmo tempo, podemos perceber
quais os obstaculos que os alunos enfrentam ao resolver determinada atividade e buscar
alternativas metodoldgicas para supera-los. Ao se pensar numa atividade histérica devemos
considerar 0s aspectos criativo e imaginativo que deve provocar nos estudantes, para que

possibilite a ampliacdo e reelaboracdo dos conhecimentos ja existente.

O estudo feito por Fossa elucida o uso da histéria da Matematica como recurso

pedagdgico, uma vez que,

[...] caracteriza muito bem as diferentes formas de uso pedagégico da historia da
matematica no ensino e da uma certa importancia ao ensino desenvolvido através da
utilizacdo de atividades, o que tornaria esse ensino verdadeiramente dinamico,
dependendo apenas do tipo de atividade a ser aplicada em sala de aula. (FOSSA, 2001,
p. 56)
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D’Ambrosio citado por Gutierre (2004, p. 172) “afirma que a historia serve para
situar a matematica como uma manifestacdo cultural de todos os povos em todos os tempos,
como a linguagem, os costumes, os valores, as crencas e 0s habitos, e, como tal, diversificada
nas suas origens e na sua evoluc¢do”. Com isso, podemos perceber que a historia nos mostra o

conhecimento matematico como consequéncia de um processo evolutivo.

Fossa (2001) esclarece que quando o professor promove uma abordagem utilizando
as informac0es histdricas, procura estabelecer conexdes com 0s aspectos construtivos dos
conceitos matematicos ligados a tais informac6es. Dessa forma, os fatos historicos poderéo ser

utilizados como um elemento provocador da construgéo de conhecimento por parte do aluno.

O enfoque dado por Miguel (1993), na sua tese de doutorado Trés estudos sobre
Histdria e Educacdo matematica, na apreciacdo critica das diferentes funcdes da histéria da
matematica, nas aulas de matematica, apresenta treze tipos de razdes pedagogicas da utilizacéo
da histéria da Matemaética como recurso didatico. Este trabalho tem contribuido para construgéo

de argumentos favoraveis de uso de fontes historicas na sala de aula de Matematica.

Miguel (1993, p. 32) esclarece que a historia pode nos ser mostrada como: “[...]
instrumento de compreensdo e avaliacdo (...) de superacdo e reorientacdo das formas de acéo,
isto ¢, de transformagdo”, tendo em vista que busca entender os problemas do passado com o

olhar reflexivo de hoje, ressignificando a forma de pensar e agir em outro momento historico.

Ensinar nesta perspectiva esta baseado na visdo construtivista do ensino, que
considera os aspectos socioculturais dos alunos, seus conhecimentos prévios, sua forma de
aprender, estimulando o aluno a investigar e resolver situacdes-problema da escola e de sua

vida, mediando o processo educativo e criando condi¢fes para o aluno aprender.

E importante mencionarmos também que, uma das maneiras de estimular o caréter
motivador/gerador de conhecimento no ensino e na aprendizagem da matematica € recorrer as
fontes originais, principalmente por duas razdes: para aproximar os estudantes da experiéncias
de construcdo matematica (conhecimento histdrico e cotidiano) e para inicia-los de modo
prazeroso no mundo da matematica como ciéncia (conhecimento escolar cientifico). Assim a
sala de aula transforma-se em um meio dindmico de investigacao/pesquisa (experiéncia) sobre
0 conhecimento matematico escolar. Desse modo, a partir dos principios e dessas conexdes

teoricas apresentadas é que fizemos a formalizacdo dos objetivos dessa pesquisa como segue:
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1.4. Objetivos
1.4.1. Objetivo Geral

Investigar a Matematica de trés periodos historicos, visando localizar problemas
classicos e suas possiveis formalizacdes, de modo a podermos compreender seus elementos,

comparéa-los e verificarmos se ha recorréncias desses problemas em periodos diferentes.

1.4.2. Obijetivos Especificos

— Investigar fontes caracteristicas desses periodos histdricos e estudar as matematicas
produzidas;

— Selecionar problemas de cunho historico que tenham como método um processo de
integracao dos contetdos estudados;

— Oferecer aos professores da educacdo basica algum apontamentos e sugestfes para
a exploracdo de problemas de cunho histérico, como meio de superagdo de
dificuldades de aprendizagem em sala de aula.

1.5. Pressupostos Tedricos Metodologicos

Atualmente no Brasil, como em outros paises, a historia da matematica parece estar
vivendo um momento de sucesso em relacdo a recomendacdo de sua presenca na pratica
pedag6gica na matematica da escola basica. Embora ndo possamos afirmar que essa
recomendacdo tenha se traduzido em mudangas na realidade das salas de aula, também néo
podemos negar que, pelo menos no que diz respeito a propostas, 0s autores de textos
curriculares vém se esforcando no sentido da incluséo dos aspectos histéricos no discurso sobre
a educacao matematica, pelo menos desde a publicacdo dos Parametros Curriculares Nacionais

(BRASIL, 1998) para o Ensino Fundamental pelo Ministério da Educacéo em 1998.

E com esse novo olhar que procuramos motivar nossos alunos, através do uso de
problemas de cunho histérico, descobrir fatos novos e encontrar varias outras maneiras de
resolverem o mesmo problema, despertando a curiosidade e o interesse pelos conhecimentos
matematicos e assim, desenvolver a capacidade de solucionar as situacdes que lhes séo
propostas, além da possibilidade de conhecer e comparar as diversas estratégias de resolucgéo e

as ferramentas matematicas disponiveis em cada época.
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E possivel por meio da resolugio de problemas desenvolver no aluno iniciativa,
espirito explorador, criatividade, independéncia e a habilidade de elaborar um
raciocinio ldgico e fazer uso inteligente e eficaz dos recursos disponiveis, para que ele
possa propor boas solucbes as questdes que surgem em seu dia-a-dia, na escola ou
fora dela. (DANTE, 1991, p. 25)

Para resolvermos um problema, ndo €é preciso s6 compreender o que foi proposto
ou aplicar os procedimentos adequados até chegarmos a resposta, mas também, desenvolver
acOes que permitam provar tais resultados, testando seus efeitos e comparando diferentes
caminhos para obter a solugdo, o que deixa bem claro sobre as concepgdes de ensino
aprendizagem.

Um problema matematico como uma situacdo que demanda a realizacdo de uma

sequéncia de a¢des ou operagdes para obter um resultado, ou seja, a solugdo nédo esta
disponivel de inicio, mas é possivel construi-la (BRASIL, 1998, p. 41).

Como exemplo de um problema de cunho historico, podemos tomar o problema das
duas torres presente no Liber Abaci de Fibonnacci (1202) e revisto por Brandemberg e Mendes
(2005), em lingua portuguesa, comparando a resolucdo com ferramenta moderna (equacdes) e
a resolucdo historica (méetodo da falsa posigéo).

Existem diferentes tipos de problemas e cada tipo tem uma funcéo no processo de
aprendizagem do aluno. Exige lucidez e paciéncia: um problema se inicia com uma aparente
desordem e é necessario observar as regularidades, os padrdes que permitirdo a construcdo do
caminho até a solugdo. (POLYA, 1978) e (DANTE, 2001)

Segundo Dante (2001), a proposi¢cdo de problemas deve estar vinculada aos
objetivos didaticos, a realidade escolar e extraescolar do aluno. Trata-se, portanto, de trabalha-
los em sala de aula incentivando os alunos a resolvé-los. Com isso, eles desenvolvem o gosto
pela Matematica e os problemas ao desafiarem sua curiosidade, estimulam a pesquisa e
motivam a busca por novas estratégias de resolucdo que possam lhes proporcionar o
desenvolvimento de capacidades, que resultem em uma aprendizagem matematica mais
significativa e Gtil. Os parametros curriculares nacionais (BRASIL, 1998), enfatizam que:

“o fato de o aluno ser estimulado a questionar sua propria resposta, a questionar o
problema, a transformar um dado problema numa fonte de novos problemas, a
formular problemas a partir de determinadas informacdes, a analisar problemas
abertos — que admitem diferentes respostas em funcdo de certas condi¢cdes —
evidencia uma concepcao de ensino e aprendizagem ndo pela mera reproducdo de

conhecimentos, mas pela via da agéo refletida que constrdi conhecimentos”. Também
desenvolvem o gosto pela matematica. (BRASIL, 1998, p. 45)
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Outro fator importante, e que deve estar dentro do leque de nossas preocupagoes de
professor é se 0 aluno possui ou ndo pré-requisitos para execugdo do problema proposto
(POLYA, 1978). Assim, devem ser propostas aos estudantes situacdes que eles possam
resolver. O professor deve levar seu aluno a superar os procedimentos padronizados, proprios
de uma didatica desvinculada de situagdes reais, é possivel consolidar essa nova relagdo do
aluno com o conhecimento adquirido na resolucao de problemas. De fato, para Polya, o método
principal para aprender Matematica é a resolucdo de problemas. Procurando organizar o

processo de resolucdo de problemas, Polya o dividiu em 4 fases, conforme o que segue:
12 Fase: Compreenséo do problema

E necessario compreender o problema para que o aluno queira resolvé-lo e perceba
0 que necessita fazer. Se bem compreendido, tem condicdes de identificar os dados, a incognita
e a condicionante. Quando houver alguma figura relacionada, deve-se traca-la e indicar nela os

dados.

Nota-se que esta fase estd profundamente ligada a afetividade, pois ndo basta
compreender o problema, é preciso querer resolvé-lo, isto é, deve haver interesse, curiosidade

e desafio para que o aluno empreenda o trabalho.

22 Fase: Estabelecimento de um plano

O estabelecimento do plano pode passar pela procura de problemas similares, pois
0 autor acredita que “As boas ideias sdo baseadas na experiéncia passada e em conhecimentos
previamente adquiridos” (POLYA, 1978, p. 6). Se isso ndo levar ao sucesso, o aluno tera de
procurar fazer variagdes do problema, generalizagdes, particularizagdes e recurso a analogias.

O plano € apenas um roteiro geral.

32 Fase: Execucéo do plano

Esta etapa € 0 momento de efetivamente trabalhar o plano concebido. Se as etapas
anteriores foram bem desenvolvidas, esta serd possivelmente a etapa mais facil do processo.
Para que o aluno obtenha éxito, deve ser estimulado a realizar cada procedimento com muita
atencdo, permanecendo atento a cada acdo desenvolvida, verificando cada passo. O aluno
também deve ser estimulado a mostrar que cada procedimento realizado esta correto,

permitindo a afirmacéo de seu aprendizado e a comunicacao de sua producao.
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42 Fase: Retrospecto

A revisdo € um momento muito especial, pois propicia uma depuragdo e uma
abstracdo da solucédo do problema. A depuracdo tem por finalidade verificar os procedimentos
utilizados, procurando simplifica-los ou buscar outras maneiras de resolver o problema de
forma mais simples. A abstragdo tem por objetivo refletir sobre o processo realizado,
procurando desvendar a importancia do problema e do método empregado para resolvé-lo, para
que permita uma transposicdo do aprendizado adquirido neste trabalho para a resolucdo de

outros problemas.

Sobre a utilizagdo das 4 fases, de acordo com Gazire (1988, p. 56), Polya acreditava
que, os professores ao observarem essas fases no trabalho, em sala de aula, com a Resolugéo
de Problemas, favorecem o desenvolvimento de uma atitude mental mais clara e produtiva em

seus alunos.

Além disso, para Vallejo (1979) o professor quando comeca a trabalhar com
resolucdo de problemas matematicos deve ter objetivos concretos que favorecam seus alunos
na producdo de determinadas transformacdes, isto €, que estes adquiram certos conhecimentos
e capacidades. O ensino, os métodos didaticos empregados, deve estar em funcdo destes

objetivos.

E necessario que o aluno participe ativamente do processo de resolugdo do
problema, podendo criar suas préprias estratégias de resolucdo, suas competéncias e suas
habilidades.

Um conceito matematico se constroi articulado com outros conceitos, por meio de
uma série de retificacdes e generalizagdes. Assim, pode-se afirmar que o aluno constréi um
campo de conceitos que toma sentido num campo de problemas, e ndo um conceito isolado em

resposta a um problema particular.

E importante estimular o aluno a buscar conexdes entre os dados e o que é
solicitado, estimulando, também, que pensem em situacdes similares, a fim de que possam
estabelecer um plano de resolucdo, definindo prioridades e, se necessario, investigacoes

complementares para resolver o problema.

Em varios momentos, textos historicos envolvendo a matematica, mostrardo tanto
para professores como para os alunos, uma nova maneira de encarar a Matematica, seu ensino

e sua aprendizagem. Por meio de testes e de diversos instrumentos pdde-se concluir que
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efetivamente os alunos demonstram uma grande competéncia em atividades de resolugéo de
problemas, depois de terem vivido essa experiéncia com textos que versam a respeito da histéria

da matematica.

Nessa perspectiva buscamos tecer uma rede conectada de ideias que sirva como
agente fomentador do ato cognitivo em sala de aula através de procedimentos metodoldgicos

COmMo seque:

1.6. Procedimentos Metodologicos

Para alcancarmos 0s objetivos propostos realizamos uma pesquisa bibliografica
embasada em uma bibliografia especializada que consta de textos sobre a elaboracdo e
resolucdo de problemas da historia da Matematica, da elaboracdo de atividades para 0 ensino
de Matemética. Esta pesquisa foi realizada segundo as seguintes fases:

1. Em uma primeira fase fizemos o levantamento bibliografico necessario para os estudos
iniciais. O modelo proposto por nds preserva os principios defendidos por Miguel e Miorin
(2005), Mendes (2009, 2010), Fossa (2001) e Brandemberg (2010), quando propde sugestdes
de uso da histdria no ensino de matematica.

2. Fizemos um levantamento de problemas histéricos que podem ser trabalhados na
resolucdo de problemas em sala de aula (atividades). Entretanto, foi necessario a criacdo de uma
demarcacao desses problemas de acordo com sua importancia no ensino de matematica. Ent&o,
destacamos trés momentos significativos na historia da matematica, séo eles: O Papiro de Rhind
(1650 a.C.), A Aritmética de Diofanto (300) e Liber Abaci de Fibonacci (1240). O material
historico escrito e discutido nesses trés momentos, se tornaram 0s nossos artefatos de pesquisa
apresentado nos proximos capitulos da dissertacao.

3. Selecionamos estes problemas (atividades) de acordo com sua importancia e o contetdo
a ser estudado, tomando como referéncia sua elaboracdo e estratégias de resolucdo. Esses
problemas nos fornecerdo subsidios para uma maior compreensdo dos conceitos matematicos
estudados e favorecerdo uma descrigdo do desenvolvimento historico desses conceitos pelas
civilizagdes que nos propomos estudar ao longo da historia.

Parece claro que trabalhar a construcéo dos conceitos envolvidos nos problemas da
Antiguidade, a partir de sua evolugdo, e considerando os aspectos histdricos e socioculturais

envolvidos, pode minimizar as dificuldades que ocorrem atualmente no ensino desse conceito
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na educacdo bésica, tornando esse conteudo mais significativo para os alunos e, com isso,
melhorar o aproveitamento no processo ensino-aprendizagem.

No proximo capitulo, fazemos uma descricdo sucinta do desenvolvimento
historico-epistemoldgico desses problemas desde a civilizacdo egipcia, passando pela
civilizacdo grega até chegarmos ao periodo medieval, realizada a partir de fontes histdricas

originais primarias e secundarias®.

! Fontes secundarias envolvem generalizacGes, analises, sinteses, interpretacdes, ou avalliacbes da informagéo
original. Os termos Priméria e secundaria sdo relativos, e algumas fontes podem ser classificadas como priméria
ou secundaria, dependendo em como ela é utilizada.
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Capitulo 2 - Revisita a historia da Matematica em busca de problemas de

cunho historico

Neste capitulo abordamos sucintamente o desenvolvimento historico-
epistemoldgico da origem de alguns problemas matematicos, acentuando aspectos importantes
desse desenvolvimento, desde o Papiro de Rhind (1650 a.C.) que efetivamente é uma
contribuicdo da matematica egipcia do tempo dos farads, passando pela obra Aritmética de
Diofanto (300) que € uma contribuicdo da matematica grega do século Il e pelo Liber Abaci

de Fibonacci (1228) uma contribuicdo da matematica do periodo medieval.

2.1. O Papiro de Rhind: Uma Contribui¢do da Matematica Egipcia do Tempo
dos Faraos
Nesta secdo vamos tratar da Matematica egipcia, especificamente faremos um

estudo historico do tempo dos farads (1650 a.C.), sobre problemas envolvendo progressdes no
Papiro de Rhind.

Situado no nordeste da Africa, em uma regifo conhecida como Delta do Nilo, 0
Egito foi uma das maiores civiliza¢des de toda a Idade Antiga.

CHIPRE
MAR MEDITERRANEO FENICIA
o _
- PALESTINA
BAIXO EGITO Gizé
" Deserto i
da Libia
L / Peninsula
% ? || Akhetaton do Sinai
* Deserto
- =z Arébico N
i ¢ - }
Karnak ta 4
Tebas 2‘;% [
ALTO EGITO ) —_
Assua j@
Zona fértil cultivavel
A &\ W oasis
Abu SilgS b === Limite entre o Baixo e o Alto Egito

Mapa 1: Periodo Pré-dinastico (3200 a.C.) Fonte: DUBY, Georges. Atlas historique mondial.
Paris: Larousse, 2003. p. 6.
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Sem davida, a existéncia do rio Nilo foi de suma importdncia para o
desenvolvimento da civilizacdo egipcia, visto que esses povos habitavam uma éarea desértica e
de clima seco. Foi por causa da existéncia do rio que os egipcios puderam tornar a terra propicia

para o desenvolvimento da agricultura.

Durante milhares de anos, Varios grupos de pessoas de diversas origens foram se
fixando nas proximidades do Nilo, cultivando plantas e domesticando animais. A medida que
esses grupos foram crescendo, se aliaram entre si, fundando unidades administrativas
independentes (nomos). Os nomos comecaram a disputar entre si 0 controle das terras, até que,
apos varios conflitos, foram formados dois reinos: o Baixo e o Alto Egito. Aproximadamente
no ano de 3200 a.C., o rei do Alto Egito, Menés, conquistou o Baixo Egito, unificando os dois
reinos e se tornando, portanto, o primeiro farad da histdria do Egito. Essa fase, da juncdo dos

povos em nomos até a unificacdo dos reinos € chamado de periodo Pré-Dinastico.

ASIA MENOR

CHIPRE

Biblos,' & Planalto

o Jer

7 VAR TMORTO

EGITO  [PALESTINA /7 e ,
307 ) \ o da PERSIA
S Arabia
| Dominio da civilizagdo suméria Extensdo maxima do Império

Extensdo maxima do Império Acadio Assirio (sob Assurbanipal)

Extensdo maxima do Primeiro . Extensdo maxima do Segundo
Império Babilénico Império Babilénico (caldeu)

CALDEIA

Mapa 2: Regido da antiga Babil6nia. Fone: DUBY, Georges. Atlas historique mondial. Paris.
Larousse, 2003. p. 7e p. 9.

O periodo posterior, em que o Estado egipcio ja havia nascido, € denominado de

Periodo Dinastico?. Nesta fase, o farad representava mais do que um simples rei, ele era visto

2 Processo de sucessdo ao trono de reis e soberanos de uma mesma familia: dinastia real.
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como a encarnagdo dos préprios deuses, ou seja, o faraé era um semideus, exercendo a funcéo

de chefe administrativo, militar, juiz supremo e sumo sacerdote.

No antigo Império (de 3200 a.C. a 2300 a.C.), o Egito conheceu seu apogeu; um
resultado disso foi a construcdo das famosas piramides de Gizé que consistem na grande

piramide de Quéops (Khufu), Quéfrem (Chephren) e Miquerinos (Menkaure).

Figura 1: As piramides de Gizé na cidade do Cairo, Egito. Quéops, Quéfrem e Miquerinos.
Antigo Império (3200 a.C. a 2300 a.C.)

No Médio Império (de 2100 a.C. a 1750 a.C.), 0 governo egipcio conseguiu uma
grande prosperidade material, resultado de suas trocas com 0s povos orientais das margens do
Mediterraneo, porém as revoltas internas desgastaram o poder central. No Novo Império (de
1580 a.C. a 525 a.C.), os egipcios adotaram uma politica expansionista, assumindo o controle
de vérias regides. No entanto, enquanto os farads e os altos funcionarios esbanjavam riqueza, a
maioria da populacéo era pobre e obrigada a pagar altos impostos, 0 que provocou a insatisfacéo

popular e o declinio do poder farabnico.

A estrutura da sociedade egipcia era altamente rigida. No topo estava o farao,
seguido de sacerdotes, nobres e funcionarios reais. Nas camadas baixas estavam 0s artesaos,
camponeses e por ultimo, o0s escravos, em menor nimero, podiam ser estrangeiros capturados
nas guerras, filhos de escravos ou ainda trabalhadores recebidos pelo Estado egipcio como
pagamento de tributos por parte das regides dominadas. A principal atividade econémica era a
agricultura: trigo, cevada, algodéo, linho, frutas e vinhas. A pesca, a caca e a criacao de animais,
como bois, cabras e aves, também eram praticadas pelos egipcios. O trabalhos agricola ocupava
cerca de oito meses do ano, correspondendo, no nosso calendario, aos meses de novembro a
junho. Nos quatro meses restantes, que correspondiam & época das inundagdes, 0s camponeses

eram deslocados para a constru¢do e manutencdo dos canais de irrigacéo e para a edificagéo de
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grandes obras, como os templos, palécios e as pirdmides. Também houve um desenvolvimento

mais discreto do artesanato e do comércio que era feito por meio de trocas.

Figura 2. Representa a colheita do papiro. Estela funeraria do timulo de Nefer e Ka-hay, Eqgito,
séculos 2500-2400 a.C. Fonte: Museu do Louvre, Paris.

A coleta realizada no vale do Nilo, a agricultura e a exploragdo nas minas de ouro,
cobre e pedras preciosas forneciam matérias-primas para a atividade artesanal. Nas aldeias
produziam-se utensilios mais rusticos para uso diério. Ja nas oficinas de templos e palacios
produziam-se produtos de luxo para o consumo da elite. Com o papiro, por exemplo, fabricava-
se papel, cordas, cestas ¢ esteiras. Os egipcios eram considerados “mestres” na arte de tecer e

tinham também uma importante construcéo naval.

O papiro é um tipo de planta que se desenvolve de forma abundante no Vale do
Nilo, sendo utilizado na fabricacédo de papel, cordas, sandalias, esteiras e velas de barco. O caule
fibroso permitia produzir uma superficie plana e flexivel propria para a escrita. Primeiro 0s
caules eram cortados em laminas finas e depois agrupados, formando uma espécie de tecido. O

papiro era, em seguida, polido e comprimido.
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O comércio interno era bem desenvolvido, mesmo ndo havendo moedas. A
circulacdo de produtos entre as regifes era intermediada pela administragcdo faradnica. O
comeércio exterior era feito exclusivamente em grandes expedi¢Ges organizadas pelo farad. Os
egipcios exportavam vinho, cereais, 0leos vegetais, papiro e moveis e importavam pedras

preciosas, marfim, perfumes e madeiras. (CASSON, 1983, p. 9.)

0 fara6 personificava
oEstado e se impunha |
como soberano divi i

Grupo privilegiado gue
orgahizava o trabalho e
decidia por todos.

R—— SET—.

Altos funcionérios do Estado |

Pequenos e médios servidores da
Estado, formavam um grupo gue
prestava servigos ao farad e aos
palécios e templos.

4 Conhecidos como feléds, representavam a maioria da
il populagéo. Trabalhavam nas atividades agropecuérias,
eram obrigados a entregar parte da producéo ao farag,
como pagamento de tributos, além de serem recrutados
b (bli

Escravaos Prisioneiros de guerrs, filhos de escravos

prstsas ou provenientes de tributas pagos pelas o '
AR i) regides conquistadas. (é & 1

Figura 3. CASSON, Lionel (Org.). O antigo Egito. Rio de Janeiro: Olympio, 1983. Fonte:
Biblioteca de historia universal Life

Os egipcios eram povos politeistas, isto €, acreditavam em Varios deuses,
representados na maioria das vezes por animais da regido. Acreditavam também na vida apés a
morte, onde o individuo seria julgado pelo deus Osiris; caso absolvido, voltaria para o seu
corpo. Por esse motivo esses povos desenvolveram a técnica da mumificacdo: para evitar a

decomposigéo do corpo.

Na época da quarta Dinastia, a matematica se manteve primitiva, tendo continuado
assim por muito tempo. O Papiro de Rhind é uma espécie de caderno de notas que, ajudando a
memoria de escribas contabilistas, solucionavam problemas especificos sem se preocupar com
qualquer tipo de explicacdo. Ahmes, o escriba do Papiro de Rhind, vivendo na época dos hicsos,
disse ter copiado “um escrito da antiguidade”, desenvolvido, provavelmente, logo no comego

do Antigo Império; a partir dai, entretanto, ninguém teve o impulso para leva-lo diante.
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O sistema retratado no papiro é o sistema decimal com sinais diferentes para 1, 10,
100, 1000. Cada simbolo podia ser repetido até nove vezes, exprimindo adigdo. Num sistema
deste tipo a ordem dos simbolos ndo tem consequéncias, mas 0s egipcios usualmente escreviam
0s simbolos por ordem decrescente, ou da esquerda para a direita ou da direita para a esquerda.
Como acontecia em muitos aspectos da vida egipcia, 0 sistema se baseava em uma repeticéo

exaustiva.

Hieroglyphic and Hieratic Writing and Numbers

w B W P =
W 00 N o

FIGURE 2.1
The earliest Egyptian symbols for the numbers 1 to 9.

1o N

100 9
fotus

1,000 z

10000 )

100000 ﬁ Tadypole or bird

1000000 \@ ot inlater use
FIGURE 2.2

Egyptian symbols for large numbers.

Figura 4. Escrita e nimeros hieroglifica e hieratica. Os primeiros simbolos egipcios para 0s
numeros de 1 a 9 e simbolos egipcios para um grande numero. Fonte: GILLINGS, R. J.
Mathematics in the Time of the Pharaohs; Dover Publication, 1982. p. 5.

O simbolo da unidade é um pequeno traco vertical. O da dezena € um sinal em
forma de asa. A centena € representada por uma espiral mais ou menos enrolada. O milhar €

figurado por uma flor de 16tus acompanhada de seu caule, a dezena de milhar pelo desenho de
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um dedo levantado, a centena de milhar por um girino e o milhdo por um homem ajoelhado

levantando os bracos na direcdo do céu. (Ifrah, 1997, p. 341)

Destacamos o fato de os egipcios terem ordenado e agrupado os seus simbolos
numéricos. Ao formarem grupos de ordem, os egipcios deram um grande passo nha

representacdo simbolica.

Os egipcios usaram apenas fragGes unitarias, provavelmente porque eles ndo
concebiam a existéncia de mais do que, digamos, um quinto: o conceito de dois quinto lhes era
alheio. Escribas tinham de se lembrar, entdo, de muitos fatos, ou utilizarem tdbuas como o
Papiro de Rhind. Tocando diretamente o cerne da caracteristica intelectual do povo, tais blocos
mentais foram frequentes no conhecimento conceitual da nacdo. Nesse aspecto, 0s egipcios
foram primitivos, incapazes de abstracdo e de distanciar suas mentes dos paes ou recipientes de
cerveja que estivessem calculando. Deixados por si proprios, eles fizeram os calculos (ou pelo
menos parte deles) dos volumes das pirdmides. Quanto a habilidades para mensuragdes, 0s
egipcios podiam descobrir com exatiddo a &rea de um circulo mais que os babil6nios, que
foram, sob todos os aspectos, melhores matematicos. Deve ser acrescentado ainda que a
utilizacdo exclusiva dessas frac6es unitarias adentrou 0 mundo grego e 0 romano; a matematica
primitiva de estilo egipcio se reflete frequentemente associado ao seguinte verso infantil inglés:
“As [ was going to St Ives I met a man with seven wives; Every wife bad seven saks; Every cat
bad seven Kits; Every cat bad seven kits. Kits, cats, saks, and wives, How many were going to
St. Ives?3, Gragas a tecnologia do mundo antigo e aquelas que os egipcios possuiram, nao
havia necessidade de habilidades matematicas mais elaboradas do que a criadas por eles. Assim,

aparece o circulo vicioso da intelectualidade arcaica, da qual o Egito foi a vitima mais ilustre.

Os egipcios deram uma contribuicdo maior ao conhecimento geral ao inventarem
0s sistemas de mensuracdo, o que condizia com o espirito empirico da nagdo. Eles eram um
povo com extrema capacidade observadora: foram os primeiros a reparar que as partes do corpo,
no que diz respeito a suas relacbes matuas, sdo uniformes em qualquer individuo,
independentemente do tamanho de cada um. Foi essa observagdo de uma regra invariavel que
os possibilitou representar na pintura e na escultura a forma fisica com tamanha exceléncia.
Mas isso os levou tambem, jA em tempos pré-dinasticos, a um sistema de mensuragdo

antropomeétrico. A unidade basica era o tamanho do brago, do cotovelo a ponta do dedéo,

3 Tradugdo de Eves, 2008, p. 76 “Quando ia a Santo Ivo/ Encontrei um homem com sete mulheres;/ cada mulher
tinha sete sacos;/ Cada saco tinha sete gatos;/ cada gato tinha sete gatinhos. / Gatinhos, gatos, sacos e mulheres, /
Quantos iam para Santo [vo?”
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chamada de cubito, dividida ainda em seis palmas (a largura dos quatro dedos, fora o dedéo, na

altura das articulagdes centrais). O ded&o era tido por 1 idedos, posteriormente padronizado

pela polegada. Uma mdo, 4 dedos mais o deddo era 5 idedos oul %palma. A distancia do

cotovelo ao pulso era de 4 palmas, denominada no Egito de “dois ter¢os” (de um cubito); em
outros sistema mediterraneo, era chamado de pé. Quatro cubito era o equivalente a uma braca,
correspondendo a altura de um homem em pé. O cubito “pequeno” (6 palmas ou 24 dedos) ou
comum era acrescido do “cubito régio”, igual a 7 palmas ou 28 dedos ou 21 polegadas. Para

distancia maiores, havia a “medida do rio”, de 20 mil cubitos (10,5 quilémetros). A medida

bésica para a terra era o setjat 100 cubitos quadrados, aproximadamente % de um acre.

A mesma tendéncia empirica levou os egipcios a inventarem um calendario, o Unico
realmente efetivo da antiguidade. Como todos os outros povos primitivos, eles comegaram com
um calendario lunar de 12 meses, somando um total de 354 dias, ou seja, 11 a menos que 0 ano
natural. O nascer da estrela Sirio, ou Sothis, era utilizado por eles como uma ancoragem para o
ano de trés estacdes akbet (inundacdo), peret (semeadura) e shomu (colheita). O nascimento de
tal estrela ocorria no quarto més da terceira estacao, ou, mais precisamente, no ultimo més do
ano. Quando seu surgimento se dava nos ultimos 11 dias desse més, 0 més seguinte era tido
como adicional, transformando o ano em um “Grande Ano” de 13 meses ou 384 dias; desse
modo, o nascimento de Sothis era mantido seguramente no seu més “correto”. Apos a fundacéo
de Alexandria pelos gregos, que a transformaram no centro cientifico da Antiguidade, o sistema
matematico egipcio foi inteiramente abandonado e em nenhum do seus tratados (nem mesmo
nos trabalhos de Claudio Ptolomeu) se encontra qualquer referéncia aos métodos egipcios, mas
0s gregos acharam o calendario solar egipcio de grande utilidade principalmente para a
astronomia. Em 45 a.C. Julio César decidiu reformular o calendario lunar romano, pedindo
ajuda ao astrénomo alexandrino Sosigenes. Ele produziu um tipo de calendério solar egipcio
que, tendo sofrido correcBes durante o governo de Augusto, constituiu o famoso calendario
juliano, que foi 0 modelo da Europa cat6lica até as reformas papais do século XVI, e de grande

parte do mundo protestante até os anos 1750.

No Egito Antigo, os escribas tinham uma importante funcdo e ocupavam lugar de
destaque na sociedade egipcia, pois eram conhecedores da escrita demotica e dos hieroglifos.
Eram eles que escreviam sobre a vida dos faraos, registravam a cobranca de impostos e
copiavam textos sagrados. Os escribas usavam o0 papiro para escrever dados e textos ou

registravam nas paredes internas das piramides.
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Figura 5. Escultura representando um escriba egipcio, encontrada em Sacara, no Egito, datada
de 2500 a.C. Fonte: Museu do Louvre, Paris.

Os conhecimentos que temos da matematica egipcia, chegou até nés por meio dos
hierdglifos gravados em papiros dos quais o mais importantes sao o Papiro de Rhind e o Papiro
de Moscou. Esses conhecimentos matematicos datam do século XVl a.C., porém seu conteido
nos remete a séculos anteriores. O desenvolvimento dos hierdglifos espelha e condensa a
historia da civilizacdo egipcia. Originalmente importada, a escrita logo foi adaptada pelos
egipcios a um sistema que se harmonizava de maneira peculiar as exigéncias e temperamento
da nacdo. A despeito das influéncias externas e sem nenhuma mudanca fundamental em sua
estrutura, essa escrita se manteve até que o Egito deixasse de ser uma entidade cultural.
Ninguém a compreendia fora do Egito; mesmo no pais, ela era uma ferramenta exclusiva das
classes governantes e sacerdotais. Legendando a arte religiosa egipcia e servindo a todos 0s
propositos préaticos, a linguagem hieroglifica esclarecia o que a imagem deixada por si S0 néo

conseguia revelar.
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Dentro do importante conjunto dos signos hieroglifos egipcios, aqueles que
expressam apenas um Unico som foram reagrupados em um verdadeiro alfabeto, que permitiu

ao egipcio escrever todas as palavras e especialmente as palavras estrangeiras.

Figura 6: Alfabeto Hieroglifico

O grande mérito dos hierdglifos € a completa beleza visual de seus sinais, que
receberam sua formulacdo cléssica basicamente no mesmo momento da Terceira Dinastia em
que a escultura e a arquitetura egipcia também estavam estabelecendo seus modelos. Como na
escultura de formas humanas e animais, ou melhor, de maneira ainda mais econdmica, eles
revelam a maravilhosa habilidade dos egipcios para atingir o cerne de uma forma,
representando-a através de uma combinacgéo de brevidade e elegéncia.

Gillings (1982, p. 11-13) observa que o sistema hieroglifico ndo foi muito usado
nos papiros. Geralmente, usava-se o sistema hieratico, um escrito cursivo que tinha um simbolo
distinto para cada nimero de 1 a 10 e para cada maltiplo de 10. Esse sistema ndo permitia a
efetuacéo da soma e da subtracao atraves de uma simples manipulagdo dos simbolos usados na
representacdo dos numeros. Dessa forma, especula que se faziam tabelas de somas que 0s
escribas acabariam decorando, mas admite que ndo se sabe como os escribas confeccionavam

essas tabelas.
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Revelando Artefatos: O Papiro de Rhind

O conhecimento da Matemaética egipcia nos chegou apenas ap6s os hieroglifos
terem sido decifrados por Champollion, que publicou em 1842 seu Dictionnaire Egyptien
(Dicionario Egipcio). A Pedra de Roseta, trazendo a inscricdo trilingue que lhe permitiu a
decifracdo dos hieroglifos, foi produzida em 196 a.C. e permaneceu incognita por muitos

séculos.

Figura 7: Pedra de Roseta, de 196 a.C., é uma peca de grande importancia para o estudo do
Egito antigo. Fonte: Museu Britanico, Inglaterra.

O mais famoso papiro egipcio sobre Matematica foi encontrado mais de 3000 anos
depois, quando em 1858 o egiptologo e advogado escocés Alexander Henry Rhind (1833 -
1863) visitou o0 Egito como era de costume entre o europeus da época e por indicacdo médica,
ja que sofria de tuberculose e o clima seco seria benéfico para sua saude precaria, tendo
participado em escavagOes arqueoldgicas em Tebas, uma antiga capital farabnica. Rhind,
comprou o papiro em Luxor cidade ao sul do Egito. O papiro foi encontrado nas ruinas de um
antigo paléacio de Tebas templo mortuario de Ramseés Il. Somente em 1877, o professor August
Adolf Eisenlohr publica a primeira traducéo do Papiro de Rhind em uma linguagem moderna,
em seu livro titulado Ein Handbuch der Alten matematisches Agypter (Um manual matematicos
dos antigos egipcios). Rhind morreu cinco anos apos a compra do papiro. Infelizmente naquela
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época grande parte do papiro é perdida, mas 50 anos mais tarde foram encontrados muitos
fragmentos nos armazéns da Sociedade Historica de Nova York. Atualmente se encontra no
museu Britanico de Londres. Inicia com a frase: “Regra para chegar-se ao conhecimento de

todas as coisas obscuras, de todos os segredos que as coisas contém”.

Figura 8: Um recorte do Papiro Rhind, 1650 a.C. Fonte: Museu Britanico, Inglaterra.

Segundo Richard J. Gillings (1982), o Papiro de Rhind foi escrito por volta de 1850
a.C. e copiado pelo escriba “Ahmes” (A ‘h-mose, na traducdo de Chace) uns duzentos anos
depois. Essa datacdo é consoante com a dada por Imhausen (2003), fazendo com que o

documento fisico seja do periodo dos hyksos.

O Papiro de Rhind com cerca de 5 metros de comprimento, e pouco mais de 30
centimetros de largura, representa hoje uma fonte priméaria rica de informacbes sobre a
matematica egipcia. Escrito em hieracto (1é da esquerda para direita) com 87 problemas de
Aritmética e Geometria e mostra, sem justificacdo, como resolvé-los. Isso nos da informacdes
sobre questdes basicas de aritmética, fragdes, calculos de areas, volumes, progressoes,
proporcao, regra de trés, equacdes lineares e trigonometria. Um dos problemas resolvidos por
Ahmes utiliza um método a que hoje denominamos regra da falsa posi¢cdo: “Uma quantidade,
somada a seus dois tercos, mais sua metade e mais sua sétima parte perfaz 33. Qual ¢ ela?”.
Como a questdo envolve tercos, metades e sétimos. Ahmes toma 42, que é o multiplo de 2, 3 e

7, e supOe que ele seja a resposta. Fazendo as contas, obtém 97 e ndo 33, como deveria. Entéo
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~ 7 - T 33 - ) - P
a resposta ndo é 42 e sim 42 multiplicado por pet As incognitas dos problemas ou nimeros

eram, comumente chamados de “montdo”.

Figura 9: Recorte envolvendo problemas geométrico no Papiro de Rhind (1650 a.C.) Fonte:
Museu Britanico, Inglaterra.

Na realidade tal método é adequado para questdes do tipo a.x = b, ou, usando
notacGes mais modernas, temos uma funcdo linear y = f(x) = a.x e desejamos saber para
que valor de x ela terd imagem igual a. b. A proporcao que usamos no exemplo anterior nada

mais é que decorrente da semelhanca entre tridngulos que aparece no grafico dessa funcéo.

O Papiro de Rhind é um documento com clara intencdo pedagdgica, ou caderno de
notagdes de um aluno, um guia valioso da matematica do antigo Egito, € o melhor texto escrito
que revelam conhecimentos matematicos. No papiro encontramos alguns erros que em alguns
casos podem ser devido a ter sido copiados de textos anteriores. Embora a resolucdo de
problemas e métodos de célculo sejam baseados em tentativa e erro, sem desenvolvimento e
frequentemente, extraidas das experiéncias de escribas, estes representavam uma fonte de

informag&o inestimavel.
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Na verdade, vocé pode considerar o Papiro de Rhind como um tratado sobre
aritmética. Uma espécie de “calculadora manual”. Possui problemas envolvendo progressdes,
e da exemplos de problemas algéebricos até equacgdes lineares. Nos parace evidente que nao

encontramos nenhum método para resolver problemas, mas, sozinhos, expressam as solugoes.

Vocé ndo vé nos problemas apresentados no Papiro de Rhind um processo
dedutivo, mas apenas mostra um tipo de tabelas ou de prescri¢cfes para resolvé-los. Por

exemplo, no papiro menciona-se 0 costume egipcio de expressar todos as fracbes em uma soma

~ el . p ~ 2 . 2 1 1 1
de fracOes unitarias. Assim, a fragdo — decomposta da seguinte forma —= —+ —+ —
47 47 30 141 470

.2
(ousejaz> = 35 757 79

~ 2 .~
Deve-se notar que eles ndo escreveram .-, mas a decomposicao. Isso sugere que

. . , 1 ~ 2 ;o ~
nos temos o conceito de apenas uma aliquota L5 Mas nao duas e Uma série de fracOes desta

forma, algumas sdo verdadeiras e outras falsas. Houve, naturalmente, um procedimento geral

para fazer essas decomposi¢des mas que, sem davida, ter procedido apenas por tentativa e erro.

O Papiro contém uma tabela que d& a decomposicao de todos as fraces da forma 2112—_1 onde

1 < n < 49. Ou seja, todas as fracbes com denominador impar de % a 92—7

Segundo Radford (1993), a resolucdo dos problemas algébricos apresentada pelos
egipcios ndo pode ser considerada um método algébrico, mas sim aritmético. No ponto de vista
deste autor, num raciocinio algébrico a ingdgnita é tida como conhecida, é represetada por uma
letra, palavras ou simbolos e € envolvida em operacGes como se de um ndmero se tratasse. O
procedimento dos egipcios baseva-se em fazer calculos com nimeros concretos até chegarem

ao valor da ingdgnita. A ingognita era apenas o ponto de chegada dos problemas.

As formulas neste papiro sdo apenas aproximacdes. Ele leva em conta a forma das
figuras, reta ou circulo, bem como a duracgdo de linhas que a delimitam. Os nimeros aqui séo
limitados por linhas, triangulos, trapézios e triangulos equilateros e isdsceles. Uma das formulas
dadas sobre o triangulo isdsceles de lado a e base ¢ € a &rea dada por S = % Para um trapézio

a+c B+d
2

com lados a, b, c e d temos S = . Mas esta formula é exata quando o trapézio

A ;. . . ~ 8 .
torna-se um retangulo. Para a superficie do circulo é a expressdao S = (;.d) .2,ondedéo

diametro. Se esta férmula é expressa como uma funcdo do didmetro e do raio, temos S =
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2.7. %, 0 que implica no valor para pi = % 0 que déa cerca de 3,1604. A formula dada pelos

egipcios é empirico e podemos dizer que praticamente tem 0 mesmo valor que usamos.

Também encontrado no papiro a resolucdo de outros problemas com base na
similaridade de figuras. Sabemos também que as parcelas eram retangulares e que, portanto,
tinham a necessidade de desenhar angulos retos. Para este fim, eles usaram um instrumento
especial que consistia em um formato de triangulo retdngulo utilizando cordas, o que lhes
permitiu construir na perpendicular os lados deste tridangulo na proporgéo trés, quatro e cinco.
Em um lado, aplicava trés nos; imediatamente, eles aplicaram quatro n6s no outro lado e no
outro lado cinco nos. O especialistas na gestdo desta corda com nos foram Harpedonautas,
correspondentes aos topografos, ou literalmente a extrusoras corda. Os problemas de célculo da
altura de piramides aparecem no Papiro de Rhind, usando os procedimentos graficos. Pouco se
sabe sobre a educacdo de Ahmes, porém é evidente que ndo era um simples escriba.

Figura 10: Sistema de Cordas Egipcio. Fonte: Toledo (1997, p. 19)

O Papiro de Rhind ja foi muito estudado e explorado por educadores e historiadores
da matematica. Diversos estudos e consideracdes ja foram feitos sobre esse documento, sob
varios enfoques. Desde traducéo e comentarios, como, por exemplo, a de Arnold Buffum Chace
(1929), Gay Robins e Charles Shute (1987); passando por descricbes mais gerais sobre o0
conhecimento matematico dos antigos egipcios, tais como em Carl B. Boyer (1996) e Howard
Eves (2008); até reflexdes mais pontuais sobre conhecimentos especificos que poderiam estar
presentes em problemas do papiro, tal como nos estudos de Luca Miatello (2009). Além de
Dario Fiorentini, Antonio Miguel e Maria Angela Miorim (1993) e Jodo Pedro da Ponte (2009)
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- entre outros. Esses estudos buscaram ndo sé apresentar a importancia dos egipcios nos
primérdios do desenvolvimento de conhecimentos matematicos, mas também tragar um

paralelo entre os conhecimentos desse povo e 0s conhecimentos atuais.

Segundo Silva (2001), o primeiro livro publicado no Brasil de histéria da
matematica foi uma obra sobre o Papiro de Rhind, por Eugénio Raja Gabaglia, em 1899. No
periodo conhecido como Brasil Império (1822-1889), tem inicio uma manifestacdo de interesse
pelo Antigo Egito. Bakos (2004) considera que nessa época nasceu a chamada Egiptologia

brasileira, sendo impulsionada por Dom Pedro I e seu filho Dom Pedro 1.

Em 1824 Dom Pedro | adquiriu uma magnifica colecdo de objetos egipcios,
considerada a maior colecdo egipcia da América Latina. Atualmente ela é mantida sob os
cuidados do Museu Nacional do Rio de Janeiro. Dom Pedro Il, por sua vez, foi um homem
ainda mais dedicado as ciéncias em geral, contudo tinha um apreco especial pelo Antigo Egito
realizando duas viagens a este pais, em 1871 e 1876. Segundo Bakos (2004), a sua segunda
visita ao Egito foi detalhadamente descrita em seu diario pessoal, cujas anotagdes foram

traduzidas do francés para o portugués e publicadas em 1909 por Affonso Taunay.

A imprensa brasileira da época expressava-se contra as viagens e a constante

auséncia do Imperador no pais e em 1871 surgiu a publicacdo da caricatura a seguir:

Figura 11: Charge com rosto de Dom Pedro Il na face da esfinge foi publicada em 1871 pela
Revista llustrada. Fonte: Bakos (2004).
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N&o sabemos ao certo em que medida a curiosidade e o interesse nos antigos
egipcios posteriormente a volta da familia real para Portugal, influenciou o meio intelectual
brasileiro da época, mas é nesse contexto que surge a publicacdo do livro que aqui queremos
destacar: O mais antigo documento mathematico conhecido (papyro Rhind), escrito por

Eugénio de Barros Raja Gabaglia.

Segundo Silva (2001), partes deste livro ja haviam sido publicadas em forma artigos

na Revista do Club de Engenharia, em 1897, porém a obra completa so6 foi langada em 1899.

Segundo Valente (2004), o professor Raja Gabaglia, desempenhou no Colégio
Pedro Il, a funcdo de professor de matematica a partir de 1883, e de diretor nos anos de 1913-
1914. Além das contribuicdes a essa instituicdo onde trabalhou por quase quarenta anos, como
a fundacdo do Annuario do Collegio Pedro Il e as traducdes dos livros didaticos da colecao
francesa F.1.C, sabe-se que Gabaglia teve uma peculiar participacdo na histéria da Educacéo

Matematica no Brasil.
No indice do livro de Gabaglia observamos os seguintes capitulos:

1. “Historico”: com subsecdes intituladas: “O papyro Rhind”, “Publica¢do e traducdo do
papyro”, “Autor e data” e ainda “Que especie de trabalho ¢é papyro Rhind”.

2. “O contetdo do papyro”.

3. “Arithmetica do papyro Rhind”: contém diversas subsecdes, destacam-se: “Notagdo dos
numeros inteiros”, “Algumas propriedades das fracgdes”, “Tabelas para obter 2/2n+17,
“Como foram formadas essas tabellas?”, “Progressdes arithmetica e geometrica”.

4. “Algebra do papyro Rhind”: contém diversas subsecdes, destacam-se: “Consideragdes
geraes sobre os problemas do hau”, “Modo notavel de sommar frac¢des”, “Breve
comparacao entre Ahmes e Diophantos”, “Signaes algebricos”.

5. “Geometria do papyro Rhind”: contém diversas subsegdes, destacam-se: “Origem da
geometria”, “A stereometria do papyro”, “Area do circulo; modo notavel de obte-la”,

“Problemas sobre pyramides; origem da trigonometria”.

Observando superficialmente os titulos dos capitulos, nos parece que o autor
realmente empreendeu estudos detalhados sobre o tema, 0 que pode ter permitido a ele ir além

de uma simples exposi¢do do conteudo do papiro e chegar a tecer seus proprios comentarios.

Nas primeiras paginas do texto Gabaglia menciona que seu livro € baseado nos
estudos do egiptologo alemao Eisenlohr: “[...] Em 1877, Einselohr publicou ndo s6 o texto

egypcio como a sua traducdo em aleméo, eruditamente anotada” (GABAGLIA, 1899, p. 3). Ou
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seja, o professor brasileiro tinha em maos a primeira e Unica obra (até aquela data), que havia
sido publicada sobre o tema.

Voltando ao conteudo do Papiro de Rhind, Gillings (1982) propde um estudo sobre
a matematica egipcia de um modo geral, porém em sua obra encontramos detalhes sobre a
numeracdo hierética, estudos de alguns problemas do papiro de Rhind e discussdes de alguns
detalhes curiosos, como por exemplo, a questdo da existéncia de sinais para as operacdes de
soma e subtracao.

O contetdo do Papiro Rhind, segundo Gillings (1982) é classificado como segue:

Problemas Descrigéo
1-6 Divisdo de 1, 2, 6, 7, 8 e 9 pdes entre 10 homens
7-20 Multiplicacéo de Fracoes
21-23 Subtracdo
Procura de nimeros 28 e 29 e equag0es resolvidas pela regra da falsa
24-29 posicdo 24 a 27
30-34 Equacdes lineares mais elaboradas resolvidas através de divisdes
EquacBes lineares mais elaboradas resolvidas através da regra da falsa
338 posicédo
39 -40 Progressdes Aritméticas
41 - 46 Volumes
47 Tabela de fracdes de 1 hekat em fracdes (Olho de Horus)
48 - 55 Avreas de triangulos, retangulos, trapézios e circulos.
56 - 60 Alturas e bases de piramides
60 - 61B Regra para encontrar 2/3 de nimeros impares e frages unitarias
62 Peso de metais preciosos
63 Divisdes proporcionais
64 Progressdes Aritméticas
65 Divisdo proporcional de sementes por um grupo de homens
69 - 78 Trocas, proporcionalidade inversa, calculos de "pesu”.
79 Progresses Geométricas
80 - 81 Tabelas de fracdes olho Horus em termos de gréos hinu.
Problemas, ndo claros, sobre quantidades de comida de gansos, passaros e
82-84 bois.
85 Escritura enigmética. No papiro € invertida..
86 - 87 Memorando de certas contas e incidentes em grande parte perdido.

Tabela 1: Classificagdo do contetdo do Papiro de Rhind, segundo Gillings (1982).
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Antes de propor o primeiro problema Ahmes disponibiliza duas tabelas para

verificacdo do tipo 130 paran = 1,...,9, parafacilitar os calculos destes problemas e daqueles

em que as fragBes sdo expressas com numerador 2 e denominador impar variando entre 5 a 101

como soma de fracBes unitarias. Essas tabelas sdo:

n
Tabela =

Tabela &
n

5 3,15 53 30, 318, 795
7 4,28 55 30, 330
9 6 18 57 38,114
3 L 11 6,66 59 36, 236, 531
10 5 7 10 ’ s
1 1 13 8,52, 104 61 40, 244, 488, 610
10 3715 15 10, 30 63 42126
S5 1 17 12,51, 68 65 39,195
160 s 19 12,76, 114 67 40,335,536
10 BT 21 14,42 69 46,138
7 2 1 23 12,276 71 40,568, 710
—_ _+_
10 330 25 15,75 73 60, 219, 292, 365
8 2,11 27 18, 54 75 50, 150
10 3710 " 30
5 — 7 29 24,58,174,232 77 44,308
10 3753, 31 20, 124, 155 79 60, 237, 316, 790
33 22, 66 81 54, 162
Tabela 2: 15, segundo 35 30, 42 83 60, 332, 415, 498
GILLINGS, 1982.
37 24,111, 296 85 51,255
39 26, 78 87 58,174
41 24, 246, 328 89 60, 356, 534, 890
43 42,86,129,301 91 70, 130
45 30, 90 93 62, 186
47 30, 141, 470 95 60, 380, 570
49 28,196 97 56,679, 776
Tabela 3: 2, segundo 51 34,102 99 66,198
ILLIN 1982.
GILLINGS, 198 101 101, 202, 303, 606
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As tabelas apresentadas auxiliavam os escribas na decomposi¢do dos nimeros 2/5, 2/6,
217, ..., 21101, em fragdes unitérias. Verificamos que as fracBes da forma 2/3k eram
representadas pela soma (1/2k) + (1/6k), e as fracGes da forma 2/5k eram representadas (1/3k)
+ (1/5k), embora curiosamente, a fracdo 2/95 seja a Unica deste tipo decomposta de maneira
distinta. Ela aparece decomposta na soma (1/60) + (1/380) + (1/570).

Podemos constatar sua utilizagdo nos problemas envolvendo divisfes de paes e ragdes

para animais, entre outros, presentes no papiro.

Exemplo: Dividir 1 pdo por 10 homens.

1 . - ~ 1
Neste caso, cada homem recebe 5 € como prova fazemos a multiplicacéo - Por 10.

Homens Paes por homens
1 1
10
\2 1
5
4 1 N 1
3 5
\8 2 N 1 N 1
3 10 30
Total de 10 homens 2 1 1 1
Ss+-+—+5=

3 5 10 30
Ao consultar a tabela 1"—0 0 escriba identifica as fragdes decompostas, e entdo formaliza a

resposta correta que neste caso é a soma das frag@es unitarias para 2 e 8 homens, totalizando

10 homens.

Na sequéncia fazemos uma leitura histérica da Matematica a partir do Livro Aritmética

de Diofanto, que é uma contribui¢do da Matemaética grega do século IlI.
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2.2. A Aritmética de Diofanto: Uma Contribuicdo da Mateméatica Grega do

Século 111

Nesta secdo vamos tratar da Matemaética grega, especificamente faremos um estudo
historico a partir da obra Aritmética de Diofanto, com destaque nos problemas envolvendo

progressoes.

No século VIII a.C., as comunidades da Jonia, na costa ocidental da Asia Menor,
estimuladas pela localizacdo geogréfica que lhes facilitava o contato com outros povos,
desenvolveram o comércio, o artesanato e a navegagdo. Houve também, entre 800 e 750 a.C.,
0 reaparecimento da escrita, derivada do alfabeto semitico utilizado pelos fenicios,

provavelmente porque estes utilizavam a via maritima para o comércio e tinham contatos com

0S gregos.
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Mapa 3: Grécia Antiga. Atlas Histérico. Fonte: Encyclopaedia Britannica, Sdo Paulo, 1977. p.
165.

Foi na Jonia que pela primeira vez ocorreu a fusdo de varias aldeias em uma s0,
dando origem a polis (cidade-estado), num processo denominado sinecismo, que
posteriormente se estendeu por outros territorios da Grécia. O territorio das polis era reduzido
e 0 solo ndo muito fértil. Em cada uma havia a Acropole, colina fortificada e centro religioso;
a Agora, local central onde situava os edificios publicos, o mercado e a praca, onde os cidad&os

se reuniam para formar a Eclésia (assembleia politica); o porto e o territdrio rural. A populacéo
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se aglomerava em volta da Acrépole ou se espalhava na area rural, constituindo, entretanto,

campo e cidade, uma s6 unidade.

Figura 12: Acropole de Atenas na Grécia

As Cidades de Esparta e Atenas representam o tipo classico de cidades,
respectivamente oligarquica e democratica. Em Esparta, 0 poder permaneceu sempre nas maos
dos cidadd@os proprietarios de terras os esparcistas. Em Atenas, as lutas politicas levaram a
extensdo da cidadania a todos os atenienses livres, tornando-o0s, pois, democratas, apesar da
existéncia de grande nimero de escravos estrangeiros. A pobreza do solo que ndo produzia
alimento suficiente para populacéo em crescimento, a escraviddo por dividas e a concentracao
cada vez maior das terras nas méos da aristocracia foram fatores que levaram a um amplo

movimento migratorio dos gregos durante os séculos VIII a VI a.C., em direcdo aos mares

Negro e Mediterraneo.
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Mapa 4: A Expansdo Colonial Grega. Fonte: HILGERMANN, Werner; KINDER, Herman.

Atlas historique. Paris: Perris, 1992. p. 46.
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Segundo Boyer (1996), hoje usamos a frase “matematica grega” como se indicasse
um corpo de doutrina homogéneo e bem definido. Tal visdo pode ser muito enganadora no
entanto, pois significaria que a geometria sofisticada do tipo Arquimedes-Apol6nio era a Unica
espécie que os gregos conheciam. Devemos lembrar que a matematica no mundo grego cobriu
um intervalo de tempo indo pelo menos de 600 a.C. a 600 d.C. e que viajou da Jonia a ponta da
Itdlia e Atenas, a Alexandria e a outras partes do mundo civilizado.

Em funcéo das transformacGes econdmicas e expansao da riqueza, os gregos foram
abandonando as tradicdes e mitos gentilicos e desenvolveram uma mentalidade individualista,
racional e criativa, que ja transparece claramente nas obras dos cientistas e filésofos jonios do
século VI a.C., como Tales, Anaximandro, Anaximenes da escola de Mileto. Criaram a légica
e a matematica, afirmando serem os sentidos e a razdo os verdadeiros critérios para

compreensdo das leis que regem o universo.

Sacrates o maior filosofo, nascido em Atenas, foi professor de Platdo, responsével
pela organizacéo e sistematizacéo do estudo da Filosofia. Platdo deixou 28 Diélogos, dos quais
vamos encontrar trechos relacionados a Matematica. Em A Republica, um dos seus famosos
dialogos, verifica-se varias passagens nas quais a matematica € mencionada, como, por
exemplo, no Livro VII:

E facil concordar com isso — observou; - a geometria é, com efeito, 0 conhecimento
do que existe sempre. Em consequéncia, meu nobre amigo, ela atrai a alma para a

verdade e desenvolve nela este espirito filosofico que eleva para as coisas de cima os
olhares que inclinamos erradamente para as coisas daqui de baixo. (PLATAO, 2005)

A educacdo na Grécia passou por muitas mudancas ao longo do tempo. Até o
século VIII a.C., aproximadamente, predominou um ensino voltado para formar nobres
guerreiros. Os meninos da aristocracia eram enviados aos palacios, onde eram treinados para a

guerra e aprendiam valores como a lealdade, a honra e a coragem.

Com o tempo, a educacao comegou a priorizar o treinamento esportivo e iniciou-se
0 ensino das letras e dos calculos. No século V a.C., havia dois modelos de educagdo bem
diferentes: o de Atenas, centrado na formag&o integral, ou seja, no desenvolviemento do corpo

e do espirito; e o de Esparta, centrado na formacdo guerreira.

Em Atenas, 0 ensino ndo era gratuito nem orbigatério. As familias é que decidiam
como educar os filhos. Por volta dos sete anos, os meninos das familias mais ricas tinham aulas

de gramatica, para aprender a ler e a escrever; de mdsica, quando aprendiam a tocar
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instrumentos como a libra a e flauta; e também aprendiam a recitar poemas. As aulas eram

ministradas por um mestre, geralmente um escravo.

A0S quinze anos, 0s rapazes iam para 0s ginasios, onde praticavam atividades
fisicas e tinham aulas de leitura, escrita, calculo, poesia e musica. Também estudavam politica
e filosofia, para argumentarem com pefeicdo e se prepararem para atuar na vida publica. O

objetivo era formar o cidadao integral.

As meninas geralmente, ndo aprediam a ler nem a escrever. Elas permaneciam em
casa, e suas méaes lhes ensinavam prendas domésticas. Os pais casavam suas filhas ainda muito
jovens. O principal objetivo do casamento era gerar um filho, preferencialmente do sexo

masculino.

Figura 13: Relevo romano do século Il d.C. representando um professor grego e seus alunos.
A obra foi encontrada em Neumangen-Dhron, Alemanha. Fonte: Museu do Estado de Renania,
Trier, Alemanha.

Para Platdo os seres matematicos sdo entidades reais, objetivas, totalmente
independentes do nosso conhecimento, tém propriedades bem determinadas, algumas
conhecidas e muitas desconhecidas. Estes seres ndo sdo, naturalmente, objetos fisicos ou
materiais. Existem fora do espaco e tempo. Sdo imutaveis e eternos - ndo foram criados, néo

mudardo, nem desaparecerao.

Aristoteles (384-322 a. C.) foi discipulo de Platdo e também mestre de Alexandre,
O Grande. Era filésofo e bidlogo, mas estava sempre a par das questdes matematicas. Foi-lhe
atribuido, um tratado sobre as Retas Indivisiveis, que consistiam em segmentos de reta, para 0s

guais ndo ha uma unidade de medida comum. Ele foi o fundador da Ldgica e pode-se dizer que
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pelas suas alusdes a conceitos e teoremas matematicos, Aristoteles também é considerado um

contribuinte para o desenvolvimento da matematica em sua época.

Com Alexandre Magno (336-323), filho de Filipe da Macedonia, a Grécia esforgou-
se por espalhar ao longe e ao largo a cultura e a mentalidade humanista dos gregos. As
conquistas de Alexandre implantavam, entre os povos conquistados, uma espécie de iluminismo

cultural, onde a lingua, os costumes e a arte dos gregos ganhavam foros de poténcia civilizadora.

Apds a conquista do Egito, em 332 a.C., lancaram-se as bases duma nova cidade,
aberta aos novos ventos da cultura e da arte gregas, livre das peias da teosofia paga egipcia e

independente do culto dos mortos, que tanto subjugava a vida do povo egipcio.

Na verdade, morto Alexandre, o seu poder € repartido pelos seus dois generais
maiores: Seleuco, de quem deriva a dinastia dos Seléucidas, ficara com a parte norte do império,
com sede em Antioquia; o sul, com predominancia do Egito, ficara para Ptolomeu | ou Lago, e
dara lugar a dinastia dos Lagides. Todos eles se esmeraram em difundir e impor o helenismo,
mas serdo os Ptolomeus que, junto ao Mediterraneo, na parte ocidental do Delta do Nilo e em
frente da ilha de Faros, irdo construir a nova cidade de Alexandria; ela seria como que a sede
irradiadora da forca do helenismo e da racionalidade humana, que ele impunha. O homem com
sua inteligéncia seria o propulsor e a medida do progresso, da cultura, da religido e da arte.
Desse modo e nesta linha de ideias, o grego comum, lingua universalizada — KOINE — tornou-
se 0 veiculo de comunicagdo universal em todo o Médio Oriente, numa espécie de didlogo

cultural entre povo grego e civilizagdes orientais.

Com o objetivo de promover o helenismo e toda a sua cultura é que se construiu a
celebre Biblioteca de Alexandria. Tera sido em meados do século 111 a.C. (cerca de 252 a.C.),
quando governava o Egito Ptolomeu I, Filadelfo. Ali se reuniria todo o empério do saber:
literatura, historia, filosofia, religido, arte, matematica, astrologia, medicina. Calimaco (305-
240 a.C.) foi o bibliotecario que elaborou o primeiro catalogo, que ocupava 120 rolos de papiro.

Estima-se que chegasse a ter entre 400.000 a 1 milh&o de papiros.

A cidade de Alexandria tornou-se um grande centro de investigacdo do
conhecimento, o primeiro instituto que registrava o conhecimento das civilizag0es, a maior
cidade que o mundo ocidental havia conhecido, sem duvida um centro intelectual econdmico
do mundo Helenistico. Pessoas de todos os paises saiam em dire¢do a Alexandria para viver,
comercializar e para aprender. Era uma cidade onde 0s gregos, egipcios, sirios, hebreus, nabios,
fenicios, romanos, galos e iberos comercializavam mercadorias e ideias. Para 14, eram

54



regimentados escritores, poetas, artistas e cientistas de todas as partes para enriquecer o seu
Museu e sua Biblioteca. Nomes de importantes estudiosos deram suas contribui¢des: Galeno,
Euclides, Apol6nio, Aristarco, Hiparco, Tolomeo, Aquimedes, Nicomedes, Heron, Menelao,
Pappus, ja em seu declinio Tedn e Hipatia. Em 604 d.C. a biblioteca de Alexandria foi destruida

num incéndio.

Revelando Artefatos: A Aritmética de Diofanto

Com a ocupacdo romana, a matematica grega parou de se desenvolver e, somente
no século 111 de nossa era ganhou novo impulso com o matematico Diofanto de Alexandria que
introduziu a &lgebra o estilo sincopado, cuja caracteristica principal € o uso de abreviacdes de

palavras para a escrita de equacgdes. Foi 0 primeiro passo em direcdo a notacdo algébrica.

Quase tudo que conhecemos sobre a vida pessoal de Diofanto esta contido no
seguinte sumario de um epigrama que aparece na Antologia Grega:
Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte de sua vida, e somando uma
duodécima parte a isto cobriu-lhe as faces de penugem. Ele lhe acendeu a lampada
nupcial apds uma sétima parte, e cinco anos apo6s seu casamento concedeu-lhe um
filho. Ai! Infeliz, crianca tardia; depois de chegar & metade da vida de seu pai, o

destino frio o levou. Depois de se consolar de sua dor durante quatro anos com a
ciéncia dos numeros ele terminou sua vida. (BOYER, 1996, p. 121)

Se pensarmos em uma solucdo moderna para equacgdo do primeiro grau com uma

incdgnita, teriamos a seguinte expressdo matematica:

et At iiiss Lo ran
6T 12X T 7 ¥ =X

Fazendo as contas vamos encontrar o valor para x = 84, idade em que Diofanto
morreu. Dessa forma podemos concluir que sua infancia durou 14 anos, sua barba cresceu aos
21 anos, casou-se aos 33 anos, um filho nasceu apos cinco anos e morreu aos 42 anos de idade,
quando seu pai tinha 80 anos. Diofanto morreu quatro anos mais tarde. E claro que o epigrama
foi escrito, ndo muito tempo depois de sua morte, por um amigo intimo e pessoal com

conhecimento e gosto pela ciéncia.

Thomas Health (2012), em sua obra Diofanto de Alexandria: um estudo da histdria
da algebra grega. Nos revela que Michael Psellos, monge bizantino, escritor, filosofo, politico
e historiador do século XI, em uma carta comenta, que Diofanto e Anat6lio sdo citados como

escritores, sobre 0 método egipcio de acertos de contas. Diofanto, demonstra 0 método com
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precisdo, e pelas expressdes utilizadas, percebe que Diofanto teria sido mestre de Anatolio, e
portanto contemporaneos. Anatélio de Alexandria foi Bispo de Laodicea no ano de 280. Este
fato nos permite aventurar que Diofanto viveu em meados de 250 d.C. ou muito depois.

Inclusive porque Difanto néo é citado por Nicémaco 100 d.C. e por Theon de Esmirna 130 d.C.

Outro fato relevante, esta na dedicat6ria em sua obra Aritmética a Dionisio:

“Muito me honra Dionisio, saber que queres aprender a resolver problemas
numéricos, ja assumiu a tarefa de expor a propria natureza e do poder dos nimeros,
comegando com os fundamentos que estao por tras dessas questdes. Isto pode parecer,
a primeira vista, muito dificil, uma vez que ainda ndo é conhecedor. Iniciantes tendem
ser facilmente desencorajados. Mas para vocé seréa facil de entender, em funcéo de seu
entusiasmo e de minhas explicagdes, ja que o desejo ligado ao ensino leva rapidamente
ao conhecimento [...]”

Das obras de Diofanto de Alexandria, Aritmética é a mais importante da
Antiguidade. Escrita em grego (1670), é um tratado analitico de teoria algébrica dos nimeros e
constituida por 13 livros, como nos diz o proprio Diofanto em seu prefacio. Até pouco tempo,
desses livros eram conhecidos apenas seis, além de fragmentos do livro dos numeros poligonais.
Em 1972, apareceu um manuscrito arabe, atribuido a Qusta Ibn L0qa, contendo quatro livros,

porém nada coincidem com os seis livros gregos. Provavelmente outra versdo do Aritimética.

A Aritmética de Diofanto é um trabalho completamente diferente dos demais
trabalhos gregos da época, assemelhando-se aos trabalhos “algébricos” dos babilonios, mas
revelando relativamente a eles, um grande avanco nesta area. Esta obra de seis livros ndo é uma
exposicao sistematica de proposi¢cdes, mas uma selecdo de 189 problemas de natureza variada
e as demonstracdes s@o apenas ilustracdes (verificacOes, restauracdes), em casos particulares
concretos e os de influéncia arabe totalizam 101 problemas. Uma das contribui¢cbes mais
significativas deste trabalho diz respeito as notacGes: sdo introduzidas algumas abreviaturas

para designar quantidades e operagdes, iniciando o que viria a chamar-se “algebra sincopada”.

Segundo Boyer (1996), podem ser reconhecidos trés estagios no desenvolvimento
historico da algebra: 1) o primitivo, ou retorico, em que tudo é completamente escrito em
palavras; 2) um estagio intermediério, sincopado, em que sdo adotadas algumas abreviagdes; e
3) um estagio simbolico ou final. Tal divisao arbitraria do desenvolvimento da algebra em trés
estagios € naturalmente uma simplificacdo excessiva; mas serve como primeira aproximacao
ao que aconteceu, e nesse esquema a Arithmetica de Diofanto deve ser colocada na segunda

categoria.
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Os seis livros ndo possuem uma classificacdo aparente, salvo o livro VI que trata
de triangulos retangulos e o livro IV intitulado Quadrados e Cubos. Os demais, possuem
problemas variados, que nos permitem realizar investigacdes ao longo da histdria. Matematicos
ja apreciaram esta obra como, Viete, Bachet, Fermat, Descartes, Euler, Jacobi, Lagrange,

Legendre, Dirichlet, Kummer, Henri Poincaré, André Weil e muitos outros.

Francois Viéte apresentou os Cinco Livros das Zetéticas, nos quais aplica sua arte
analitica a 82 problemas que sdo, em sua maioria, 0s mesmos estudados por Diofanto na
Aritmética.

A inspiracdo de Viéte foi Diofanto, cujo uso de quantidades desconhecidas na
Aritmética ele via como a chave para um método geral de analise que pensava ter

sido conhecido pelos matematicos classicos e se perdido, mas que poderia ser
restaurado. (BOS, 2001, p. 146.).

Francois Viete (1540-1603), conhecido entre os historiadores da matematica como
0 pai da algebra moderna, estudava matematica no seu tempo livre. No entanto, ele é o
responsavel por uma invencdo fundamental, que marcou o inicio da ciéncia moderna. Na
tentativa de atender aos padrGes de exatiddo vigentes no final do século XVI, Viete, em uma
de suas obras mais conhecidas, Introducdo a Arte Analitica (1591), propés de maneira
axiomatica o uso de procedimentos algébricos, aliado ao método analitico, para resolver

qualquer tipo de problema.

% BNOVVELLEDE ¥
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Figura 14. VIETE, Francois. L'Algébre nouvelle de Mr Viete. Tradugéo de A. Vasset, 1630.
Fonte: Disponivel em <http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k108864f>. Acesso em 11
dezembro de 2013.
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ZETETICA PRIMEIRA

Problema 1: Dados a diferenca entre dois lados e 0 agregado dos lados, encontrar os

lados.

A diferenca dada de dois lados sendo B, e 0 agregado dos lados sendo D, encontrar
os lados. Sendo A o menor lado, portanto, 0 maior serd A + B, e 0 agregado dos lados sera
2A + B, como o agregado é dado, a saber D; entdo 24 + B é igual a D; e pela antitese 24 sera
igual a D- B. E todas as quantidades se reduzem a metade, A sera igual a metade de D menos
a metade de B. Aléem disso, se o lado maior é E, 0 menor sera E- B, e 0 agregado dos lados
2E- B, como o agregado é dado, a saber D; € porque 2E- B sendo igual a D. E pela antitese
2E igual a D + B, e todas as quantidades estando reduzidas & metade, E serd igual a metade
de D menos a metade de B. Portanto, dados a diferenca entre dois lados e o agregado dos lados,
encontra-se os lados. Pois se subtrairmos a metade da diferenca da metade do agregado dos

lados, o0 que resta sera igual ao menor lado; E se adicionarmos o total, sera igual ao maior lado.
Sendo B igual a 40 e D igual a 100, temos A igual a 30 e E igual a 70

Solucdo de Viete: Sejam B a diferenca entre os lados procurados e D, a soma deles. Se

chamarmos de A o menor lado, entdo A + B serd o maior lado e, portanto, a soma serd 24 +

. Por

B. Assim, 2A + B = D. E pela antitese, 24 = D - B. Donde temos que A = g—g

outro lado, se chamarmos de E o maior lado, entdo o menor lado serd E — B e, portanto, 2E —

B serd a soma dos lados. Logo, 2E — B = D.

E, pela antitese, 2E = D + B.

E, portanto, E = -+

NI
N

Em 1621, Bachet de Méziriac (1581-1638) publica o texto em grego da Aritmética
juntamente com uma tradugéo para o latim e algumas notas suas sobre os problemas e soluc6es
de Diofanto. Uma cépia desta edicdo que € adquirida por Pierre de Fermat (1601-1665),
homem de leis por profissdo (foi conselheiro do tribunal superior de Toulouse), matematico

por paixdo. Fermat ird anotar nas margens da sua cOpia da Aritmética resultados sobre nimeros
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naturais, inspirados sem ddvida no seu estudo e leitura desta obra, mas completamente novos
e de uma beleza e profundidade impressionantes, e sem paralelo até entdo. Fermat limita-se a
enunciar, nessas margens e em cartas a outros matematicos, esses resultados, sendo apenas
conhecido um esboco de uma prova sua em Teoria dos Numeros. Os melhores matematicos do
século XVII, em especial L. Euler (1707-1783), trabalharam arduamente na tentativa de provar

os resultados de Fermat.

DIOPHANTI
A}EXANDRINI
ARITHMETICORVM
EIBRT “SEX ;
ET DE NVl\/{ERiS MVLTANGVLIS

CVM COMMENTARIIS C.G. BACHETI V. C.
o obj&rqatiam’éu.r D.P.de FERMAT Senatoris Tolofan:.

Acceffit Doétrine Analytica inuentum nouum,colletum
ex varijs ciufdem D. de FERMAT Epiftolis.

ERAOLOSE. .
Excudebat BERN ARD VS BOSC, ¢Regione Collegij Socieratis Tefu.

M. DC. LXX,

Figura 15: O Aritmética de Diofanto de Bachet de Méziriac com comentérios de Pierre de Fermat
publicada em 1670. Fonte: Gallica Bibliotéeque Numérique. Disponivel em http://www.e-
rara.ch/zut/content/pageview/2790613 - Bibliotheque Nationale de France. Acesso em 03 de
dezembro de 2013.

59



Algumas versdes publicadas do Aritimética: em 1621, Claude Gaspard Bachet de
Méziriac, publica uma versdo bilingue grego-latina; em 1893 uma edicdo critica por Paul
Tannery Diophanti Alexandrini Opera omnia cum graecis commentariis; em 1910, Heath

publica a obra Diofanto de Alexandria: um estudo da histdria da algebra grega.

Segundo Roque (2012) a contribui¢do mais conhecida de Diofanto € ter introduzido
uma forma de representar o valor desconhecido em um problema, designando-o como
arithmos, de onde vem o nome “aritmética”. O Aritmética contém uma colecdo de problemas
que integrava a tradicdo matematica da época, no livro 1, ele introduz simbolos, aos quais o
autor chama “designacdes abreviadas”, para representar os diversos tipos de quantidade que

aparecem nos problemas®.
Diofanto usou o simbolo andlogo a letra grega { para representar a incognita; para
Y
0 quadrado da incdgnita usou A , a qual chamou dynamis (quadrado); para cubo da incognita

Y Y
usou K e chamou-lhe Kybos; para a poténcia de expoente quatro usou A A e chamou-lhe

dynamis-dynamis; para as poténcias de expoente cinco e seis usou, respectivamente,

Y Y
AK (dynamis-kybos) e K K (kybos-kybos). (HEATH, 1910, p. 129).

Simbolos Diofantinos Descricéo Notacdo Moderna Descricéo
Z Arithmos x Incognita
AY Dynamis x? Quadrado
KY Kybos x3 Cubo
AYA Dynamis-Dynamis xt 42 Poténcia
AKY Dynamis-Kybos x5 52 Poténcia
K' K Kybos-Kybos x® 6% Poténcia

Tabela 4: Confeccionada a partir de Heath (1910)

4 O método de abreviacdo representava a palavra usada para designar essas quantidades por sua primeira ou
Ultima letra de acordo com o alfabeto grego.
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Segundo Eves (2008, p. 209), Diofanto tinha abrevia¢des para a incognita, poténcia
até a de expoente seis, subtragdo, igualdade e inversos. Nossa palavra “aritmética” provém da
palavra grega aritnmetike que se compde de arithmos (“nimero”) e techne (“ciéncia”). Heath
assinalou bastante convincentemente que o simbolo usado por Diofanto para a incognita
provavelmente derivava por fusdo das duas primeiras letras gregas da palavra arithmos, a saber
ae p. Com o tempo esse simbolo veio a se parecer com o sigma final grego . Embora haja
duavidas sobre isso, o significado das notagdes para as poténcias da incdgnita “cubo”.
Facilmente se explicam os simbolos das poténcias seguintes parece bastante claro: assim,
dunamis (AYNAMI2) da incAgnita, AYA (quadrado-quadrado), AKY (quadrado-cubo) e KYK
(cubo-cubo). O simbolo de Diofanto para “menos” assemelha-se a um V invertido com a
abissetriz tracada nele. A explicacdo que se tem dado é que esse simbolo se comporiade A e I,
letras da palavra grega leipis (AEIWIY) que significa “menos”. Todos os termos negativos de
uma expressdo eram reunidos e antes deles se escrevia o sinal de menos. Indicava-se a adicdo
por justaposicdo; e o coeficiente da incognita ou de uma poténcia qualquer da incdgnita era

representado por um numeral grego alfabético, logo seguida ao simbolo a que se deveria ligar.
~ 0] —
E quando houvesse um termo constante, entdo usava-se ,,, uma abreviscdo da palavra grega

monades (MONAAEY), que significa unidades, seguido do coeficiente numérico apropriado.

Assim, x3 + 13x%2 + 5x e x3 — 5x2 + 8x — 1 se escreveriam KYaAYiyle e KYaln

(0] ~ . . . . .
AYMa, expressoes que, literalmente, podem ser lidas assim: incognita ao cubo 1, incognita ao

quadrado 13, incdgnita 5 e (incognita ao cubo 1, incognita 8) menos (incdgnita ao quadrado 5,

unidades 1). Foi assim que a algebra retorica se tornou algebra sincopada.

Os simbolos de Diofanto marcam a passagem da Algebra retorica, em que as
expressdes sdo escritas totalmente em palavras, para a Algebra sincopada, na qual algumas

expressdes vém escritas em palavras e outras sdo abreviadas (STRUIK, 1989).

Segundo Klein (1968, p. 146), os sinais usados por Diofanto eram meras
abreviaturas. Por esta razéo, o procedimento praticado por Diofanto, denominou-se de algebra
sincopada que é uma transicdo da algebra retorica para a moderna algebra simbolica.

Muitos dos problemas tratados na Aritmética conduzem a equagdes do 1° e 2°
graus, a uma ou mais incognitas, determinadas ou ndo; outros se referem a equacdes cubicas,
mas para estas Diofanto escolhe adequadamente os dados para que seja facil obter a solucao.

H& também nela problemas algébricos que Diofanto resolve por recurso a geometria e
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problemas sobre tridngulos retangulos de lados racionais. Para os problemas propostos, sdo
aceitas somente solugdes racionais positivas. Sao os problemas “sobre” resolugdo de equagdes
0S que mais nos interessam em nossa abordagem. Problemas como “dividir um numero dado
em dois outros, sabendo sua diferenca” e suas estratégias de resolucao. Que nos permitam a
partir de suas comparagdes um ensino mais efetivo na resolucdo de equacdes do primeiro e

segundo grau na educacao basica.

Na sequéncia fazemos uma leitura histérica da Matematica Medieval e a dinamica

comercial italiana através da obra Liber Abaci de Fibonacci.
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2.3. O Liber Abaci de Fibonacci: A Contribuicio da Matematica Arabe e a

Dinamica Comercial Italiana.

Nesta se¢do vamos tratar da Matematica do século XII, especificamente faremos
um estudo historico a partir da obra Liber Abaci de Fibonacci, com destaque nos problemas

envolvendo progressoes.

Embora Leonardo tenha nascido em uma familia rica e proximo de amigos
influentes, s6 passou a ser conhecido através de sua mais importante obra, o Liber Abaci ou
livro de céalculo. Sabemos que ele nasceu por volta de 1170 d.C., muito provavelmente, em Pisa,
mas em todo caso, foi onde ele passou a maior parte de sua infancia. De acordo com o costume
de nomear as pessoas, teria sido publicamente conhecido como Leonardo Pisano. Ele foi
contemporaneo de Bonanno Pisano (Bonanno de Pisa), 0 engenheiro que comegou a construgdo
da Torre de Pisa. Guilichmus ou Guilielmo (William), o pai de Leonardo, era um comerciante,
0 que significava que o jovem Leonardo cresceu na companhia dos filhos e filhas de outros

comerciantes, uma forte influéncia em sua infancia que viria a ter consequéncias profundas.

Segundo Eves (2008), esse foi o caminho que levou Leonardo a receber parte de
sua educacdo em Bejaia, norte da Africa, onde seu pai fora desempenhar uma funcéo
alfandegaria. As atividades do pai logo despertaram no garoto um interesse pela aritmética que
se canalizou, posteriormente, para extensas viagens ao Egito, a Sicilia, a Grécia e Siria, onde

pode entrar em contato direto com os procedimentos matematicos orientais e arabes.

Area comercial P >
Hanseética
Genovesa :l »;?g—-
Veneziana A -~ B v
Catala ’ } /

De Champagne / for =4
'y Hai‘nb,urgo SN

Rota comercial ] e @ e

— Terrestre Londrgs Bri Lubec

—— Marftima 4 "1 Flandrgs .\L o .

A Feira e S 2 eipzig -\\\
[ AFrdnkfurt X
vins A\
Baf-Sur A \

SN ‘ v‘
Mo e ; 4 Genova | o Florenica
Compostela Y Medi e Pis X \ N \—“‘ . )
i | mp° . ‘ ‘{‘nﬁ;p_oles - Co?s‘tantinopla /

d
N 4 Antioqu-ig,/
)ﬁ 71 Tripoli
I N\~ :
| 340 km
| b
_

Mapa 5: Rotas comerciais do século XIII. Fonte: DUBY, Georges. Atlas historiqgue mondial.
Paris: Larousse, 2003. p. 64-65.
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Quando Leonardo nasceu, a Itdlia era um centro muito importante, e ainda
crescendo rapidamente, com seu comércio internacionalizado entre os paises localizados a
partir do Mar Mediterréneo. Pisa, juntamente com outras cidades maritimas da Italia, Genova
para 0 norte e Veneza, na costa nordeste, dominou 0 comeércio, € Seus navios navegavam
constantemente de um porto do Mediterraneo para o outro. Os comerciantes nessas trés cidades
foram as figuras-chave na formagéo do desenvolvimento de um novo mundo, mais cosmopolita.
Provas de origens de Pisa remonta a quase dois mil anos a.C. serviu como um porto de transito
para o comercio grego e fenicio em direcdo a Galia, mais tarde, os romanos também usaram
como porta. Em tempos pré-cristdos, o rio Arno, que hoje divide a cidade, abriu-se a uma grande
lagoa apenas para o leste, proporcionando um porto natural. Os romanos chamavam-lhe o

“Sinus Pisanas”, embora eles ndo tenham sido os primeiros a atracar navios.
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Figura 16. No alto, anverso de moeda de ouro utilizada na cidade de Génova, Século XIII.
Museu Bottacin, Italia; acima, moeda com detalhe de um escudo de ouro do reinado de Luis

XI, 1266. Fonte: Biblioteca Nacional da Franca.

Na época de Leonardo, no entanto, a lagoa tinha assoreado e Pisa tinha status de
porto maritimo principal ao lado de Génova e Vengelo, que foi sustentado exclusivamente pela
pericia e conexdes de seus cidaddos, e ndo sua localizacdo. Na verdade, as vezes, em tempo

seco do rio Arno, ficava impraticavel a navegacao de navios maiores para chegar a cidade.

Outras mudancas também estavam afetando a vida dos Pisanos na época de

Leonardo. Durante o século X, como os 500 anos de estagnacdo cultural conhecido como a
Idade das Trevas chegou ao fim, a sociedade europeia comegou a se desenvolver e prosperar
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novamente. Novas técnicas de cultivo foram introduzidas, as popula¢cdes comecaram a se
expandir, e 0 comércio a se desenvolver. Com poucas estradas disponiveis, e a maioria das
pessoas com baixa formacdo, a negociacdo foi realizada em grande parte por via fluvial e
maritima. Como resultado, a maior parte da civilizacdo ocidental foi agrupada em torno das

margens do Mediterraneo.

A partir do século X, Pisa comecou a espalhar-se para além das suas antigas
muralhas romanas, com torres subindo para o leste e oeste e para o sul através do rio Arno. Na
segunda metade do século XII, quando Leonardo estava crescendo, um muro da cidade nova,
fortificada estava sendo construido, para proteger a cidade de ataques tanto por mugulmanos,
esta foi a época das Cruzadas e de rivais cidades italianas, que muitas vezes atacou o0 outro

como parte de uma luta politica em curso entre o Sacro Imperador Romano Frederico Il e 0

papa.

Figura 17. Desenho de Pisa do século XVI certamente mostra a cidade no tempo de Leonardo.
Fonte: Biblioteca Nacional de Florenca.

Os visitantes de Pisa de hoje, vao ocasionalmente se deparar com prédios que
remontam ao tempo de Leonardo: retangulares torres, construidas de pedra ou tijolo, com trés
ou mais andares. O andar térreo era muitas vezes uma loja ou um armazém de azeite, vinho,
ferramentas e suprimentos, o segundo andar era usado como sala principal, e talvez um quarto.
A cozinha era geralmente no andar de cima, para permitir que a fumaca sai-se facilmente. O

Pisano comum se gaba de que a cidade teve dez mil dessas torres, foi certamente um grande
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exagero, mas como uma crianca em uma familia de comerciantes ricos, Leonardo quase
certamente cresceu em tal edificio. O conhecido sobrenome italiano Visconti tem suas origens
na histéria de Pisa desse momento. Em seus primeiros anos, Pisa foi oficialmente parte da
Toscana, que foi governada por um marqués que devia sua lealdade ao imperador. O
representante do marqués de Pisa foi chamado de vice conde, ou visconde. Com o tempo, as
contagens vis comegou a manter a posicao dentro de sua prdpria familia, mesmo atualmente
levando o0 nome do escritorio como seu nome de familia: a familia Visconti. Durante a infancia
de Leonardo, torres dos Viscontis domiram o bairro central da cidade, embora outras familias,
mais tarde, cresceram poderosas o suficiente para desafiar a sua posi¢do. (DEVLIN, 2011, p.
29-30).

Leonardo cresceu durante um periodo de grande mudanca. Em Bolonha, a 70
milhas a nordeste de Pisa, a primeira “universidade” foi fundada em 1088, em Salerno, no sul,
a primeira escola médica foi formada, atraindo estudantes de vérios paises diferentes.
Estudiosos em Pisa, Florenca e Siena estavam ocupados em traduzir para o latim as grandes
obras dos gregos: Euclides, Apoldnio, Arquimedes, Aristoteles e Galeno. Em particular, o
tratado Almagesto de astronomia de Ptolomeu, uma das obras gregas mais abrangentes, foi
traduzido em Palermo em 1160 e novamente em Toledo em 1175. A comunicacdo entre as
diferentes cidades foi se tornando mais eficiente pela introducdo de um servico postal, um dos

primeiros na Europa.

No final do século XI, os estudiosos haviam descoberto em uma biblioteca em Pisa
um manuscrito completo e intacto do Corpusiuris Civilis, o “Corpo de direito civil”, compilado
pelo imperador Justiniano, no século VI. Além de se tornar o foco de muito estudo académico
ao longo do século seguinte, no momento em que Leonardo estava crescendo, as regras €
principios estabelecidos no tratado ja tinha encontrado o seu caminho para o sistema italiano de

governo.

Novas instituigdes financeiras bancarias, surgiram durante o seculo XII, crescendo
em poucas décadas com empreendedores individuais que viajaram por todo o pais para 0s
mercados e feiras comerciais, transportando sacos de moedas de prata, organizados, e
invariavelmente ricos. Nos primeiros dias, os financiadores tinham estabelecido suas moedas
em bancos, o termo latino-banco deu origem a denominagéo a essas pessoas de “banqueiros”.
Para Leonardo, os bancos ofereceram empréstimos e emissdo de cartas de crédito. Grupos de

empresarios e comerciantes queriam unir forgas e seus recursos para formar sociedades de

66



responsabilidade limitada. Os lideres, muitas vezes realizavam suas reuniGes importantes
sentados ao redor de uma grande mesa de jantar, dando origem ao termo “conselho de

administracdo” moderna.

As negociacOes eram rapidas entre as nagdes europeias na costa norte do
Mediterraneo e os paises arabes ao sul. Comerciantes europeus vendiam 14, tecido, madeira,
ferro e outros metais para os arabes. Na direcdo oposta, especiarias, medicamentos, pomadas,
cosméticos, corantes, agentes de curtimento e outras mercadorias foram enviadas através do
Mediterraneo para a Europa. Muitos desses itens tinham sua origem na india e no Ceil#o, a sua
longa jornada levou-os para o noroeste para a cabeca do persa do Golfo, depois de barco até o
Tigre para Bagda ou Mosul, e de camelo para a Siria ou para os portos do Mar Vermelho do
Egito e do Nilo.

Os navios de Pisa, dominavam o comeércio no Mediterrdneo, Génova e Veneza.
Enguanto a maioria da Italia naquela época encontrava-se sob o dominio de qualquer Imperador
do Sacro Império, o rei da Sicilia, ou 0 papa, estas trés grandes cidades maritimas funcionavam
em muitos aspectos, como os estados-nacdo, assim como as cidades do interior de Florenca e
Mildo. Com fortes exércitos e marinhas, ndo foram so as cidades-estados italianas capazes de
afastar ataques de terra e mar, mas também ganhou fortalezas em outros lugares, incluindo
alguns importantes portos na costa do Norte da Africa. Em meados do século XII, Pisa, cuja
populacdo, em seguida, eram cerca de dez mil, tinha coldnias, privilégios portuarios, ou
representantes consulares ao redor da borda do Mediterraneo. Comerciantes negociavam com
a grande comunidade muculmana que se estendia em um crescente da Pérsia (atual 1rd), em

torno das costas leste e sul do Mediterraneo, e ao sul da Espanha. (DEVLIN, 2011, p. 32).

Devido a riqueza dos comerciantes trazidos para Pisa, Leonardo também cresceu
durante um periodo de grande desenvolvimento cultural. Em muitas das grandes cidades
italianas, pedreiros, escultores e arquitetos estavam construindo grandes monumentos
arquiteténicos. Em Pisa, 0 mais ambicioso projeto foi levado a cabo no canto noroeste da
cidade, no que viria a ser a Praca dos Milagres. La, um complexo de edificios pertencentes a
diocese estava construida ha mais de um século. A construgdo mais interessante estava apenas

iniciada: a torre do sino.

Bonanno Pisano, o0 engenheiro responsavel pela construcdo da torre do sino,
esforcou-se para evitar um colapso completo. A fim de trazer a torre mais perto da vertical, ele

fez os andares superiores um pouco mais altos de um lado para compensar a inclinagdo. Mas o
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peso adicional da alvenaria extra sobre esse lado simplesmente fez com que o edificacdo
afundasse ainda mais. Quando a torre foi finalmente concluida no século X1V, ainda se inclinou,

como faz até hoje.

A infancia de Leonardo foi marcada com nimeros. Isso teria sido particularmente
evidente ao longo das margens do rio Arno, que vai de leste a oeste, dividindo Pisa em duas.
Em cada extremidade da cidade era uma alfandega. A Unica na parede ocidental, sendo mais
préximo do mar, tratava com embarcacdes que chegavam do exterior. A carga tipica de entrada
consistia de sacos de grdos de outras partes da Italia, sal da Sardenha, fardos de peles de esquilo
da Sicilia, borrachos do norte da Africa, ou arminho da Hungria. Algumas embarcagdes tinham
grandes portas em suas proas, que poderiam ser abertas para permitir que os cavalos de
Provence desembarcassem em terra. ImportacGes particularmente valiosos eram algumas,
destinado a industria de Pisa couro, tinturas para os fabricantes de téxteis da Italia e noroeste
da Europa, e especiarias do Extremo Oriente. Bens destinados a Florencga foram transferidos de
navio para a barcaca para a viagem mais distante até o Arno. Quando toda a carga tinha sido
tomada em terra, os trabalhadores Pisanos iriam recarregar 0s navios com mercadorias para
exportacdo: barris de vinho e azeite toscano, fardos de canhamo e linho, e barras de ferro
fundido e prata. (DEVLIN, 2011, p. 33).

Ao lado da alfandega ocidental tinha um estaleiro. A construgdo naval era uma
indUstria florescente em Pisa no século XII, e seus artesdos construiram navios e nao apenas
para os clientes italianos, mas para clientes franceses e norte-Africanos também. Especialmente
madeiras derrubadas foram trazidos por barco a partir do planalto arborizado, descarregados
por guindastes gigantes, e corte em tabuas. Dois homens operando serra, um de pé no chéo
acima, outro abaixo no buraco. Eles empurrando e puxando a enorme lamina vertical, cortando,
como outros enfiou longitudinalmente contra a serra. As madeiras foram moldadas usando
enxés pesados com laminas de ferro curvos. Apesar da natureza bruta de suas ferramentas,
qualificados foram capazes de modelar madeiras dos navios com notavel precisdo, de modo a
evitar a sobreposicéo das pranchas, como era comum com a maioria dos outros construtores
naquela época. Para fazer com que o navio em condi¢des de navegar, calafates trabalhou seu

caminho ao longo de todo o casco, buracos e rachaduras com tom quente de vedacéo.

A beira da agua, pela Piazza San Nicola e outro lado do rio no trimestre Kinsica,
curtidores levou couros embarcados no Norte de Africa, repousou sobre uma se¢do de um

tronco de arvore para remover pélos e carne. Em seguida, eles embebidos em &gua fria e fonte
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de bronzeamento caracteristico cheiro-friccdo e vencé-los todos os dias por até seis meses,
transformando gradualmente as peles em bruto em couro fino, pronto para ser cortado e
costurado em chapéus, cintos, calgas, e outras pecas de vestuario. Outro produto trazido a Pisa
por barcaca no tempo de Leonardo era I&, que estava apenas comecando a substituir o couro

para a roupa.

Fiacdo, tecelagem, enchendo (tratar o pano tecido para maior suavidade e
elasticidade), e tingimento eram tradicionalmente industrias do pais, assim como a venda de

pano de |14, mas durante o século XIII estas inddstrias comecaram a mudar para a cidade.

Espalhados ao longo das margens dos rios foram dezenas de barracas coloridas e
cabanas improvisadas, lugares temporarios de neg6cios erguido pelos comerciantes, turcos,
arabes, libaneses estrangeiro, e outros, para mostrar sedas, tapetes, vasos e outros utensilios

para a venda.

Subjacente a toda esta atividade nas alfandegas, nos portos, em cada local de
trabalho, eram numeros. Comerciantes mediam o0s seus produtos e precos negociados;
funcionarios aduaneiros calculavam os impostos a serem cobrados sobre as importacoes;
escribas e administradores preparavam os manifestos dos navios, registravam os valores em
longas colunas com algarismos romanos. Eles registravam com caneta e pergaminho lado a lado
usando a escrita e 0s seus dedos ou um &baco fisico para executar as adi¢des, inseriam 0s
subtotais de cada pagina em uma pagina final. Sem registro da prépria computagdo, se alguém

guestionava a resposta, todo o processo teria que ser repetido.

Quando olhamos para tras com o retrospecto da histdria, é tentador conjecturar de
que as atividades comerciais do jovem Leonardo observadas ao longo das margens do Arno lhe
permitiu mais tarde reconhecer os métodos aritméticos poderosos com potencial de
revolucionar o comércio mundial. Em qualquer caso, quando Leonardo escreveu Liber Abaci,
ele claramente fez isso principalmente para 0os comerciantes, com base no conteudo e estrutura
do livro. Ele se esforgou para explicar os conceitos de uma forma que esses homens altamente
praticos conseguissem entender, apresentando muitos exemplos da vida cotidiana comercial.
(DEVLIN, 2011, p. 35).

A ascensdo do islamismo instigou os povos arabes a invasdes e & conquista da India,

Pérsia, Mesopotamia, Norte da Africa e Espanha. Com isso, tiveram acesso as producdes
cientificas dos gregos e hindus que, traduzidas para o arabe, foram preservadas durante a Idade
Média. O matemaético arabe al-Khwarizmi 825, utilizou o estilo retérico em suas publicagdes.
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Suas obras “Al-Kitab al-jabr wa’l Mugabalah” o “Livro da Restauragdo e da Reducdo” e
“Kitab al-jami wa’l tafriq bi hisab al hindi” o “Livro sobre o método hindu de adic¢do e
subtra¢dao” foram traduzidos para o latim 1200 e, decorrente disso, exerceram grande influéncia
na matematica europeia. A algebra europeia comecou a se desenvolver perante 0 acesso as
traducdes para o latim de publicaces dos gregos, arabes e hindus, e especialmente pela obra
Liber Abaci 1202 de Fibonacci (Leonardo Pisano).

Revelando Artefatos: O Liber Abaci de Fibonacci

Leonardo de Pisa, mais conhecido por nds como Fibonacci, nasceu
aproximadamente no ano 1170 e morreu no ano aproximadamente cerca de 1250. Sua fama
repousa principalmente em seu livro Liber Abaci (um livro sobre o dbaco ou livro de calculo -
na verdade, seu objetivo era propor uma alternativa para realizacdo de calculos além do abaco
ja bem dissiminado), que ele escreveu em 1202. E um marco na historia da Matematica o Liber
Abaci que versa sobre Aritmética, Algebra e alguns topicos de Geometria, com vers3o revista
em 1228. Para seus leitores muito de seu interesse, provavelmente, estava em defesa dos novos
algarismos arabicos. As palavras iniciais do Liber Abaci sdo historicas: Estes sdo 0s nove
algarismos hindus 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1. Com esses nove algarismos, e com o sinal 0, que os
arabes chamam de zephirum, pode-se escrever qualquer nimero. Os nomes para o “zero” em
uso na época em que 0s numeros hindus-arabicos foram banidos na Europa eram cifra, chifre,
tziphra e assim por diante. Esses nomes passaram a significar o sistema numérico completo que
incluia o zero. Como o sistema era usado secretamente, 0 nome também passou a significar um
codigo ou segredo e se transformou na palavra “cifra”. O livro contém ndo apenas as regras
para calculo com os numerais indo-arabes, mas também diversos problemas, que incluem
questdes, certamente muito Uteis aos mercadores, como o célculo de juros, conversdes
monetarias, medidas, e outro tipo de problemas que Fibonacci resolve recorrendo a diversos
algoritmos e métodos, entre eles 0 método da falsa posicdo e a resolucdo de equacdes
quadraticas.

Além de Practica geometriae (1220): Onde descreve seus conhecimentos sobre
Geometria e Trigonometria. Flos (1225): Neste Manuscrito Fibonacci apresenta as solucGes
de trés problemas que Ihe tinham sido colocados por Jodo de Palermo, um membro da corte do
Imperador Frederico Il e Liber quadratorum (1225): E o maior livro que Fibonacci escreveu,

no qual aproxima raizes cubicas, obtendo uma aproximacao correta até a nona casa decimal.
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Figura 18. Paginas do Liber Abaci que mostram o antigo método de contagem a méo. Fonte:
Biblioteca Ambriosiana, Miléo.

A segunda versdo revista do Liber Abaci foi produzida em 1228 e este documento
traduzido com muitos erros por Boncompagni em 1857 é o que tem sobrevivido até hoje e nos
da uma indicacdo quase completa do conhecimento matematico acumulado no Ocidente desde
0s gregos. Também pode ser considerada como um manual do comerciante, com o objetivo de
demonstrar as vantagens do sistema de numeracéo indo-arabico em comparacgao ao sistema
Romano, além de ndo possuir um simbolo para o zero. No entanto, 0s comerciantes, e até
mesmo 0s escravos criaram barreiras e inicialmente rejeitaram o seu sistema. E, de fato, levou
muitas décadas para ser aceito comercialmente. A transi¢éo foi muito mais dolorosa e demorada

do que, por exemplo, a recente conversao dos britanicos para medidas métricas.

Assim, Fibonacci foi exposto a influéncias &rabes em uma idade precoce e em
particular, ele estava familiarizado com as obras do matematico al-Khwarizmi datada de cerca
de 825. Nascido cerca de 780 este matematico e astrbnomo era na verdade um persa que viveu
em Bagda e escreveu dois livros que sdo conhecidos por nés. Um deles foi sobre 0 método
posicional hindu-arabe e do titulo da outra (al-jabr) originou-se a palavra algebra. Um erro de
ortografia de seu nome nos da o termo algoritmo que agora é uma das palavras mais importantes
em ciéncia da computacéo.
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Quando dizemos que o livro de Fibonacci foi produzido, queremos dizer que ele foi
copiado a médo, pois a impressao ainda ndo tinha sido inventada. No entanto, mesmo ap6s o
estabelecimento da impressdo no seculo XV, inacreditavelmente isso s veio acontecer a parti
de 1857.
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Figura 19. Paginas do Liber Abaci. Fonte: Biblioteca Ambriosiana, Miléo.

Fibonacci teve varios apelidos que aparecem em seus manuscritos, sdo 0s seguintes:
Leonardus Pisanus (Leonard o Pisa), Leonardus filius Bonaccii (Leonard Fibonacci), Fibonacci
que era o sobrenome da familia em italiano e literalmente significa “filho do simplério
(Bonaccio)” e Leonardus Bigollus “Bigollo” em dialeto toscano é traduzido aproximadamente
como “distraido” ou mesmo “cabeca-dura”, e esse apelido provavelmente surge de seu nome

de familia (também significava viajante).

No entanto, hoje ele é lembrado, em geral, apenas por meio de seus nimeros de
Fibonacci que surgem do problema dos coelhos. Isto é lamentavel, pois embora a matematica
associada com os numeros de Fibonacci seja generalizada, profundamente, e cheia de

misteriosos padrdes, ele certamente ndo efetuou qualquer andlise destes nimeros além de
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estabelecer que cada termo é igual & soma dos dois anteriores e que 0 processo continua

indefinidamente. Os nimeros ndo foram ainda apresentados por Fibonacci até 1877.

Segundo Fossa (2010), houve muita resisténcia por parte dos operadores do abaco
a adotar os métodos hindus. Talvez para a maioria das aplicacdes da aritmética a vida cotidiana,
0 abaco supria as necessidades dos europeus da época. De fato, o referido instrumento
proporcionava a0 homem de baixa cultura e pouco conhecimento uma maneira mecéanica de
fazer a computacdo. Era bem eficiente para adicdo e subtracdo, embora moroso para a

multiplicacdo e a divisao.

Figura 20: Gravura sobre madeira de Gregor Reisch, Margarita Philosophica (FREIBURG,
1503). A aritmética ensina ao alegorista e ao abacista, aqui impropriamente representados por
Boécio e Pitagoras.
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Na ilustragdo a Aritmética, personificada por uma mulher segurando um livro

aberto em cada mao, estad em pé entre dois homens sentados em bancas, fazendo seus calculos.

Um utiliza os métodos algoritmicos, enquanto o outro usa o dbaco horizontal. Segundo a

gravura, os alegoristas ganharam a disputa, pois a Aritmética esta olhando favoravelmente ao

homem usando os novos métodos e, para garantir que a mensagem nao seja ignorada, ela esta

usando um vestido ornamentado com numerais indo-arabicos.

O Liber Abaci esta dividido em 15 Capitulos como segue:

De cognitione novem figurarum indorum et qualiter cum eis omnis numerus
Canitulo 1 scribatur; et qui numeri, et qualiter retineri debeant in manibus, et de
P introductionibus abbaci - Leitura e escrita dos nimeros no sistema indo-
arabico.
. De multiplicatione integrorum numerorum - Multiplicagdo de numeros
Capitulo2 | . = .
inteiros.
Capitulo 3 | De additione ipsorum - Adi¢&o de nimeros inteiros.
Cabitulo 4 De extractione minorum numerum ex maioribus - Extracdo do menor
P namero pelo maior (subtracéo).
. De divisione integrarum numerorum per integros - Divisdo de nimeros
Capitulo5 | .
inteiros.
Cabitulo 6 De multiplicatione integrarum numerorum cum ruptis atque ruptorum sine
P sanis - Multiplicacdo de numeros inteiros por fracdes.
De additione ac extractione et divisione numerorum integrarum cum ruptis
Capitulo 7 | atque partium numerorum in singulis partis reductione - Adicao, subtracéo
e divisdo de fracoes.
Canitulo 8 De emptione et venditione rerum venalium et similium - Aquisicdo e venda
P de mercadorias e similares.
Canitulo 9 De baractis rerum venalium et de emptione bolsonalie et quibusdam regulis
P similibus - Comércio.
Capitulo 10 | De societatibus factis inter consocios - Regra das companhias.
. De consolamine monetarum atque eorum regulis que ad consolamen
Capitulo 11 . .
pertinent - Liga de moedas.
Cabitulo 12 De solutionibus multarum positarum questionum quas erraticas
P appellamus - A solucgéo de problemas diversos.
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De regula elcatayam qualiter per ipsam fere omnes erratices questiones

Capitulo 13 | o antur - A regra da falsa posicao.

De reperiendi radicibus quadratis et cubitis ex multiplicatione et divisione
Capitulo 14 | seu extractione earum in se et de tractatu binomiorum et recisorum et
eorum radicum - Raizes quadradas e raizes cubicas.

De regulis proportionibus geometrie pertinentibus: de questionibus aliebre

Capitulo 15 et amulchabale - A regra da proporcdo geométrica e questdes de algebra.

Tabela 5: Confeccionada a partir de Sigler (2002).

O livro divide-se naturalmente em trés partes. A primeira trata da Aritmética que
envolve os sete primeiros capitulos. Fibonacci inicia o primeiro capitulo introduzindo os
numerais indo-arabes, em seguida como se pode ver acima, pelos titulos de cada um deles,
Fibonacci trata dos quatro algoritmos elementares tanto para nimeros inteiros como para
fragdes. Em seguida constituem uma segunda parte do livro, sobre a matematica comercial.
Avancando, Fibonacci apresenta diversos problemas, o problema mais conhecido é sobre um
par de coelhos, que é colocado numa cerca, querendo-se saber quantos coelhos se reproduzem
num ano a partir desse par. A solugdo da origem a sequéncia 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55
(Fibonacci omitiu o primeiro termo), na qual cada numero, da sequéncia, € igual a soma dos
dois que o precedem. Esta sequéncia foi denominada de sequéncia de Fibonacci no século XIX,
pelo matematico francés Eduard Lucas, e a partir dai encontraram-se inimeras relacdes destes

ndmeros com a natureza, levando os matematicos e cientistas a investiga-la.

Apo6s o0 estudo realizado nestas trés fontes, acreditamos ter a profundidade
necessaria para apresentarmos e discutirmos de forma mais dirigida alguns problemas de cunho

historico e suas implicacdes para o ensino de Matematica.

No préximo capitulo, fazemos uma exposicéo dos problemas que selecionamos e
que apresentam as propriedades necessarias para prosseguirmos coma nossa pesquisa, visando

uma possivel elaboragdo de atividades estruturadas.
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Capitulo 3 — Apresentacao de problemas de cunho histdrico estudados.

Neste capitulo apresentaremos alguns problemas matematicos selecionados do
Papiro de Rhind (1650 a.C.) que efetivamente é uma contribuicdo da matematica egipcia do
tempo dos farads, da obra Aritmética de Diofanto (300) que é uma contribui¢do da matematica
grega do século 111 e do Liber Abaci de Fibonacci (1228) uma contribuicdo da matematica do

periodo medieval.

A elaboragdo das atividades utilizando problemas historicos da Matematica devem
preservar a continuidade na aprendizagem do aluno. Nesse sentido, vamos verificar nestas trés
fontes histdrias se ha recorréncia de problemas envolvendo progressdes. Buscando conduzir a
investigacdo dos problemas matematicos presentes nas informacdes historicas, de modo que 0s
alunos reconstruam o0s aspectos conceituais relevantes dessa matemética, avangando
significativamente na organizacdo conceitual do conteddo previsto pelos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN), onde verificamos a importancia da resolucdo de problemas,
guanto as competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matematica e um item
“investigacdo e compreensdo”, assim destacado:

Identificar o problema (compreender enunciados, formular questdes, etc.); Procurar
selecionar e interpretar informagfes relativas aos problemas; Formular hipéteses e
prever resultados; Selecionar estratégias de resolucdo de problemas; interpretar e
criticar resultados numa situagao concreta; distinguir e utilizar raciocinios dedutivos
e indutivos; fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos,

esbocgos, fatos conhecidos, relacbes e propriedades; discutir ideias e produzir
argumentos convincentes. (BRASIL, 1999, p. 259).

O documento oficial enfatiza também a resolucdo de problemas como uma

importante estratégia de ensino, afirmando que:

Os alunos, confrontados com situagdes-problema novas, mas compativeis com 0s
instrumentos que j& possuem ou que possam adquirir no processo, aprendem a
desenvolver estratégia de enfrentamento, planejando etapas, estabelecendo relacdes,
verificando regularidades, fazendo uso dos préprios erros cometidos para buscar
novas alternativas; adquirem espirito de pesquisa, aprendendo a consultar, a
experimentar, a organizar dados, a sistematizar resultados, a validar solucdes;
desenvolvem sua capacidade de raciocinio, adquirem autoconfianca e sentido de
responsabilidade; e, finalmente, ampliam sua autonomia e capacidade de
comunicacdo e de argumentacdo. (BRASIL, 1999, p. 266).

A utilizacdo de situacBes-problema pode contribuir para a aprendizagem de
diversos conteidos, mas cabe ressaltar que somente aprender a resolver os problemas

construindo suas proprias estratégias ndo é o suficiente para tornar esta aprendizagem eficaz.
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Métodos particulares de resolucdo de problemas possuem uma longa histéria, e
podem contribuir de forma significativa para alcancarmos nossos objetivos no ensino de
matematica a partir do uso de problemas que utilizam progressées, encontrados no Papiro de
Rhind, no Aritmética de Diofanto e no Liber Abaci de Fibonacci. Com o objetivo de
compreender o processo de organizacgdo de progressdes, construido historicamente em diversos
contextos socioculturais e identificar conexdes entre 0 uso desse conhecimento matematico e
sua axiomatizacao ao longo da historia, bem como explorar e interpretar aspectos algébricos no

contexto atual da comunidade na qual o aluno esta inserido.

3.1. Alguns problemas do Papiro de Rhind

O papiro de Rhind é uma fonte primaria rica sobre a matematica egipcia antiga,
deixando evidéncias de que sabiam trabalhar com progressées. O dominio da tecnologia do
papiro, planta tipica encontrada as margens do Rio Nilo, possibilitou o registro de informac6es
e 0 conhecimento que temos hoje da matemaética egipcia.

Trata-se de uma fonte rica sobre a Matematica egipcia antiga, que contém alguns
problemas a respeito de progressfes aritméticas e geométricas. Ahmes apresenta o
seguinte problema envolvendo uma progressdo aritmética: “Divida 100 paes entre

cinco pessoas; um sétimo do que recebem as trés primeiras € o que recebem as duas
ultimas. Qual ¢ a diferenga?” (CAJORI, 2007, p.40).

Problema 40 do Papiro de Rhind: “Divida 100 paes entre 5 homens de modo que as partes
recebidas estejam em Progressao Aritmética e que um sétimo da soma das trés partes maiores

seja igual a soma das duas menores”.

Figura 21. Um recorte do Papiro de Rhind, (1650 a.C.) Progressao Aritmética. Fonte: Museu
Britanico, Inglaterra.
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METIC PROGRESSIONS: PROBLEM 40 OF THE

RIIND MATHEMATICAL PAPYRUS

In Problem 40 of the RMP, the scribe speaks of an arithmetic progres.
sion (A.P.) of 5 terms, in which the sum of the three largest terms s
seven times the sum of the two smallest terms. In modern algebra it
is usual, though not essential, to think of an A.P. as starting with the
smallest term and ending with the largest. The Egyptians reversed
this order. For the present discussion we will adopt the modern con-
vention for convenience, and we look first at the very simplest A.P. of

all, namely,

ARITH

1, 2, 3, 4 5.

We observe that 3 + 4 + 5 = 12, which is 4 times (1 + 2). If we
look for other series that have similar properties, we can find

1, 4, 7, 10, 13,
in which 7 + 10 + 13 = 30, which is 6 times (1 + 4), and
1, 14, 27, 40, 53,

Wh.crc 27 + 40 + 53 = 120, which is 8 times (1 + 14). These are
°as"ly found by simple mental arithmetic, but if one were to look for
Sfflcs other than the 4 times, 6 times, and 8 times, say 3 times or 7
times, as the scribe has in RMP 40, then it is a little more difficult,
though not so much more, requiring easy fractions such as

l’ 1 2! 2, 2 2, 3,

in whi
n which, 2 923 3=7 2, which is 3 imes (1 +1 Q)’ and the

Figura 22. Problema 40 do Papiro de Rhind. Fonte: GILLINGS, R. J. Mathematics in the Time
of the Pharaohs; Dover Publication, 1982. p. 170.

~ - . 1
Na resolucéo o escriba assume uma diferenga comum de 5 + > sabendo que esse valor
cumpria as condicBes do problema (a soma dos trés maiores termos € sete vezes a soma dos trés

menores), resultando na sequéncia: 23,17 + % 12,6 + % 1

Acredita-se que ele chegou a esse resultado por meio de tentativas e erro. No entanto,

ao somar os termos da sequéncia, encontrou 60 ao invés de 100 paes.

Com isso, para chegar a resposta desejada, o escriba multiplica todos os cinco termos

A= . 2
da sequéncia anteriormente encontrada por 1 + 3 resultando em:

38 +1 29 +1 20,10 +2+1 1+2
3’ 6" 3 6’ 3
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Portanto, somando os termos dessa sequéncia, obtém-se 100. No entanto, o problema

pede a diferenca das partes encontradas, nesse caso, basta multiplicar 5 +% por 1 +§,

resultando em 9 + %.

Geometric and Arithmetic Progressions 17,

difference is 2. Then it is reasonable to su
litle trial and error, the scribe would light on the

1, 62; 12, 17 2, 23,

where 12 172 23 = 52 2, which is 7 times (1 4 6 2), and th
common difference is 5 2. Indeed, this is the series that the u;ribe usc;
in Problem 40 of the RMP, just as in Problem 79 he used a G.P
whose common ratio is 7, where there are again 5 terms, but the ﬁnt
term is 7, not 1. This is how he framed his problem in Problem 40:

Ppose that after a
series

100 loaves for 5 men. 7 of the 3 men above, to the 2 men below. What
is the difference of the shares ? The doing as it occurs. The share differ-
ence being 5 2.*

\23
\17 2
\12
%8 3
AN |

Total 60.

[ S S

N\l 60

\3 40

[Total 100]. (because there
are 100, not 60 loaves)

Make thou the multiplication, 1 3.

23 38 3
17 3 29 &
12 20
6 3 0 3 &
1 13
Totals 60 100.

The seribe has found each man’s share, and not stated the new com-

;m is not the share difference bcins mught. but the common difference
the A.P. the scribe suggested that one start with.

Figura 23. Problemas 40 do Papiro de Rhind. Fonte: GILLINGS, R. J. Mathematics in the
Time of the Pharaohs; Dover Publication, 1982. p. 171.
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172 Chapter Fifteen
difference. But this is very casily found by subtraction: 1 3 from
mon 3
10 3 6is9 6.
One would have ex ‘
procedure, that the 3 men above did re

ere, following the usual scribal

pected a proof h
ceive 7 times the 2 men below;

e 383 298 20is 87 2 (menabove),
and
1036 1 3is122 (men below).
Then,
Nl \12 2
\2 \25
\4 \50
Totals 7 87 2.

But this proof is not given in the papyrus.
We restate the problem in less archaic language.

Divide 100 loaves among 5 men, so that the shares of the 3 highest
are together 7 times the shares of the 2 lowest. What is the difference
of their shares?

There was no need to specify that the shares are in A.P., for that is
inherent in the phrase, “difference of their shares.” In his solution,

the scribe at once assumed a common difference of 5 2, because he
knew that the A.P.

23, 172, 12, 63, 1

exactly fulfills the conditions of the problem, except for the 100 loaves.
So then he added up the 5 terms giving 60, which, he noted, will be-

come 100 if multiplied by 1 3. Therefore he said, “multiply each of
the five terms by 1 3, giving

383, 2085 2, 1035, 13,

wh';;h, as a check, he showed to add up to 100. This is his answer.

e sccﬁl:‘:l:ll]cm asl:;:d }tl'or the difference of the shares, and presumably

5 adinge tppose that Wh9ever wishes to know will subtract any
Jacent terms and find it to be 9 §, But he was more interested

Geometric and Arithmetic Progressions 173

in how the 100 loaves were divided among the five me
this is what he really meant to ask in the problem. For otherwise, if it
were only the common difference he sought, then he could have f;unld
this at once by multiplying the original 5 2by 1 3, giving9 6, without
bothering to multiply out the five terms of the series by 1 3.,

n, and clearly

Figura 24. Problemas 40 do Papiro de Rhind. Fonte: GILLINGS, R. J. Mathematics in the
Time of the Pharaohs; Dover Publication, 1982. p. 172-173.
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Problema 64 do Papiro de Rhind: “Divida 10 hekat de cereal por 10 homens de modo que a

diferenga comum seja % de um hekat de cereal”.

Texto adaptado: “10 medidas de milho sdo distribuidas a 10 homens, formando uma sequéncia
de medidas de tal modo que cada pessoa, a partir da segunda, receba % a menos que homem

precedente. Determine essas medidas”.

Figura 25. Um recorte do Papiro de Rhind, (1650 a.C.) Progressao Aritmética. Fonte: Museu
Britanico, Inglaterra.

Resolucdo do escriba: Segundo Gillings (1982, p.173), o escriba primeiro calcula a porgédo

, - 10 s . . . 7 g ,
média > obtemos 1 (os egipcios chamavam primeiro o valor médio). Portanto, o nimero total
de diferencas € 10 —1 = 9. Calcula-se metade da diferenca comum; obtém-se e
Multiplicando 9 por — encontramos o valor S Te Adicionando este resultado ao valor médio

obtemos a parcela maior: 1 S Te Subtraindo a diferenca comum, 5 nove vezes calculamos a
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parcela menor: ———. Portanto as parcelas serdo ———,
4 8 16 4 8 16

216

16

l=——, 1—— 1 ———c¢ 1—1—6, que totalizam 10. Segundo Gillings (1982, p.175) podemos

8 16’

4 16’

4 816 2

visualizar uma possivel forma retérica para a formula da soma de uma progresséo aritmética.

Geometric and Arithmetic Progressions 175

The number of differences is one less than the number of terms, =
(= = 1).

Find half of the common difference, = 4/2.

Multiply this (v — 1) by 4/2 and you get (n — 1) x d/2.

Then ecither, or,

Add this to the average value,  Subtract this from the average value,
Svt-14 AP
" 2 n 2

This is the highest term 1, This is the lowest term a,

§

;—(l-l);-d,

'rhen.;f+(--l);-:. Then,

w.g-l—(l-l); Of,§-1+(l—l);

- 502 = (n = 1d); - 3 (20 + (= 1));

hence, § = ;[zl ~ (n=1)d]. hence,§ = ;(2. + (n = 1)d).

How naturally these formulas were deduced ! Logically and simply
from the scribe’s directions! All we have done is to adapt a few ele-
mentary algebraic transformations, and we find we have not one, but
two formulas for the sum of n terms of an A.P. The first is perhaps the
less familiar. Indeed, of the 23 algebra texts on my own study shelves,
only one® includes it; but they all have the second in exactly the same
form as here.

The conclusion is inescapable: hidden in a hieratic script of the
Middle Kingdom, expressed in words, without the assistance of any
form of algebraic notation at all, is the equivalent of a perfectly well-
known modern formula for the sum to n terms of an arithmetic
progression. In view of this, it is difficult to accept the recent pro-
nouncement of Professor Morris Kline:

The mathematics of the Egyptians (and Babylonians) is the scrawling
of children just learning how to write, as opposed to great literature,t
Scrawling indeed !

* W. E. Paterson, School Algebra, Clarendon Press, Oxford, 3rd ed. (1916),
p. 385,

t Mathematics, a Cultural Approsch, p. 14.

Figura 26. Problemas 64 do Papiro de Rhind. Fonte: GILLINGS, R. J. Mathematics in the
Time of the Pharaohs; Dover Publication, 1982. p. 175.
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Problema 79 do Papiro de Rhind: Nos trabalhos de Gay Robins e Charles Shute (1987), o

problema ¢ de um tipo muito diferente. Pode ser considerado como um precursor dos bem

conhecidos viveiros de captura “Como eu estava indo para St. Ives, encontrei um homem com

sete esposas, Cada mulher tinha sete

... etc. A versdo egipcia € posta como segue:

Figura 27. Problema 79 do Papiro de Rhind, (1650 a.C.) Progressdes Geométricas. Fonte:

Museu Britanico, Inglaterra.

Problema 79 do Papiro de Rhind: Um homem tinha sete casas, cada casa tinha sete gatos, para

cada gato havia sete ratos, para cada rato havia sete espigas de trigo, e cada espiga tinha sete

medidas de grao. Quantas coisas ele possuia? Casas, gatos, ratos espigas e medidas de grao?

7

49

343

2401

16807

Total 19607

casas
gatos

camundongos

[espigas de] espelta [erroneamente escrito 2301]

hekat [de graos]
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Os ntimeros formam cinco termos de uma progressao geométrica divergente, da
qual o primeiro termo, 7, ¢ 0 mesmo que a razdo comum. Pretende-se mostrar que em cada uma
das sete casas ha 7 gatos, cada gato captura 7 ratos, cada rato comeria sete espigas de milho,

cada espiga de milho, caso fosse semeada, produziria 7 hekat de graos.

( .“0*0 1082 1 2801
U >%98 « 2068 2 5602
- OF1—~ 40211 4 11204

@%1 — 70691 Total 19607

2 , :
G ~ & 4 4
- 343 343
| & 1042 2401
7 To861 16807

)“U & 70691 Total 19607

Figura 28. Recorte do problema 79 do Papiro de Rhind. Fonte: GILLINGS, R. J. Mathematics
in the Time of the Pharaohs; Dover Publication, 1982. p. 14.

O interesse matemdatico do problema reside na revelacdo de que os egipcios
entendiam como somar os termos de uma progressao deste tipo. O exercicio ¢ fornecido, a

seguir, em uma coluna em separado:

1 2801
\2 5602
\4 11204

Total 19607

Pode-se imediatamente reconhecer como uma soma em que o numero 2801 ¢
multiplicado por 7 para se obter 19607, que foi o total obtido antes adicionando-se os nimeros
das casas, gatos, ratos, etc. O significado de 2801 torna-se evidente quando a série original ¢

resumida termo a termo:
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7=17
7x77 (1+7)=56
7x7x77 (1+ 56) =399
7x7x7x77 (1 + 399) =2800

7x7x7x7x77 (1+ 2800) =19607

Notar-se-a que em cada fase a soma é obtida acrescentando-se a soma anterior por
um e multiplicando-se pela razdo comum. A soma da série de quatro termos foi 2800.
Acrescentada por 1, isso se torna 2801. Multiplicando 2801 por 7 da a soma de cinco termos, e

foi isso o que o escriba fez.”

E presumivel que o escriba estava tratando de um problema bem conhecido, em que
uma das sete casas havia sete gatos, cada um deles come sete ratos, cada um dos quais havia
comido sete espigas, cada uma delas teria produzido sete medidas de grdo. O problema
evidentemente ndo pedia uma resposta pratica, que seria 0 niumero de medidas de graos
poupadas, mas a ndo-pratica soma dos nimeros de casas, gatos, ratos, espigas e medidas de

gréo.

Gillings (1982) relata ndo ter visto em nenhum outro papiro matematico da
antiguidade egipcia problemas que envolvem uma quantidade desconhecida, aqueles do tipo
“pense em numero”. No enunciado e nem na resolugdo dos problemas n°® 28 e 29, aparecem
informagdes que nos levem a acreditar que os calculos se destinavam a fins praticos. Pelo
contrario, 0s problemas parecem ser um tipo de recreacdo atual: “pense em niimero, faga tais
operagdes, me diga o resultado que eu direi em qual nlimero pensou.” As contas de ambos os
problemas (n° 28 e 29), apresentadas pelo escriba, demonstram sua habilidade na manipulacédo
de fragdes unitarias, os calculos justificam como uma espécie de prova, 0 motivo pelo qual ele
“adivinha” o nimero pensado.

De todos os problemas do papiro de Rhind, talvez o de n® 79 seja 0 mais particular,
e por isso também o mais famoso dos problemas. Nele sdo apresentados dois calculos cuja soma
€ o nimero 19607. Fazendo a leitura da direita para a esquerda, a primeira anotagdo nos mostra
a multiplicacéo de 7 por 2801, e a segunda uma soma de poténcias de 7. Do texto de Robins e

Shute (1987) podemos concluir que fazer a multiplicagdo é o mesmo que efetuar a soma, a
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questdo intrigante é a escolha do nimero 2801. Mas isso pode ser explicado por outros

elementos do papiro de Rhind, estes indicam ser os egipcios entendidos de calculos e que

somam progressdes, ou seja, faziam o mesmo que a nossa atual mostrado na formula S,, =

r(l+ a; +-+ay_q).

Segundo Bunt, Jones e Bedient (1988, p.39), o problema 79 do papiro de Rhind €

um segundo exemplo de problema envolvendo uma progressdo geométrica conhecido na

matematica egipcia. Lé-se: “a soma da progressao geométrica de cinco termos, sendo que o0

primeiro termo é 7 e a razao 7.” O problema é resolvido de duas maneiras no papiro de Rhind:

7
\1
\2
\4

Total

X

12 Solucéo — Multiplicacéo

2.801
2.801
5.602
11.204

19.607

house
Cats
mice
spelt
hekat
Total

22 Solucédo - Adicao

,
49
343
2.401
16.807
19.607

A primeira coluna sugere que os egipcios tinham o equivalente a uma relacéo recursiva

para a soma de uma progressao geométrica, em que o primeiro termo e a razdo sdo iguais. Se r

representa o primeiro termo, bem como a razdo, entao S,, representa a soma dos n termos de

uma progressdo geomeétrica, temos:

Sn

r+ r*+

r(l+r+ri+ - +r" 24

r(l + (r
r(1+S,
T'(Sn_l +

e T e

+ 1244 r"71)
— 1)
D

Agora vamos atribuir os valores 1, 2, ...

, 5 para 0s n termos:

7S+ 1) =
7(5,+1) =
7(S,+1) =
7(Ss+1) =
7S, +1) =

7(0 + 1) =7
7(7 +1)=7.8 = 56
7(56 + 1) = 7.57 =399

7 (399 + 1) = 7.400 = 2800
7 (2800 + 1) = 7.2801 = 19607
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Na primeira coluna percebe-se que o escriba usou um método semelhante e deu
apenas o ultimo passo do calculo o de multiplicar 7 x 2801. A primeira coluna no papiro sugere
que o escritor usou um método semelhante e deu apenas o ultimo passo do calculo. Este Gltimo
passo € o calculo de 7 x 2801. A segunda coluna apenas da a simples soma de todos os termos.
As palavras “casas”, “gatos”, e assim por diante, nunca foram totalmente explicadas. Uma
teoria € a de que eles eram apenas nomes para 0s poderes de 7. A questao € que esse problema
€ uma espécia de quebra-cabeca, semelhante a varias historias familiares e rimas. Talvez a ideia
era que se houvesse sete casas, cada uma com sete gatos, cada um dos quais matou sete ratos,
cada um dos quais teria comido sete espigas, cada uma delas teria produzido sete hekat de gréos,
entdo se pergutava, quanto de grdo foi salvo? Um problema semelhante é encontrado no Liber
Abaci (1202).

E claro que por volta dos anos 1600 a.C. a notacéo hieratica usada pelo escriba n&o
¢ a mesma adotada no livro, 0 que 0s autores apresentam é uma mera interpretacdo dos
problemas, lancando um olhar moderno aos problemas e resolucgdes apresentadas no papiro,
como € o caso de expressdes do tipo: equacdo do 1° grau, soma de progressdo geométrica, fracdo

unitaria, etc.

Por vezes nos referimos ao trabalho de Ahmes como uma c6pia, essa informacéo é
dada pelo préprio escriba quando escreve a introducdo do papiro, segundo Robins e Shute
(1987) Ahmes da o titulo para o trabalho (em tinta vermelha, como uma forma de destaque):
“Métodos corretos de raciocinio, para aprender o significado das coisas e saber tudo o que é,
obscuridades... e todos o0s segredos”, em seguida da seu nome, a data e menciona que esta

copiando de escritos ainda mais antigos.

Muitos dos calculos no Papiro de Rhind séo evidentemente exercicios para jovens
estudantes. Embora uma grande parte deles seja de natureza pratica, em algumas ocasides 0
escriba parece ter tido em mente enigmas ou recrea¢fes matematicas.

No Papiro de Rhind também aparece uma progressdo geometrica muito interessante

formada pelas fracgoes 2,222,212, 2 do hekat®. Essas fracbes foram chamadas de fragoes

2’4’8"16’32" 64
Horus-oculares, e usadas exclusivamente em problemas envolvendo grédos. Horus era filho de
Osiris, que foi traicoeiramente assassinado por seu irmdo Seth. Em vinganca, HOrus mata seu
tio, mas na luta perdeu um olho, as partes mais tarde foram restauradas pelo deus Thoth. Isis

era mae de Horus e esposa e irma de Osiris. (GILLINGS, 1982, p. 210)

5 Unidade comum do volume usada para medir quantidade de gréos.
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Figura 29: Os termos dessa sequéncia sao conhecidos como fragdes dos olhos do deus Horus.

Fonte: GILLINGS, R. J. Mathematics in the Time of the Pharaohs; Dover Publication, 1982.
p. 211.
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3.2. Alguns problemas do Aritmética de Diofanto

Apresentaremos os problemas 1-27 e 1-28 do Livro | da Aritmética de Diofanto, sdo
0s primeiros que se reduzem a equacOes do 2° grau completas e na apresentacdo de sua
resolucdo, Diofanto utiliza um artificio que permite transforméa-las em equacdes do 2° grau
incompletas, cuja resolucéo é imediata. O artificio consiste em designar uma certa quantidade
desconhecida por arithmo. Em seguida, as varias incognitas do problema sao escritas em fungéo
dessa nova incognita e, sdo feitas substituicdes entre as varias equacgdes, de modo a reduzir tudo

a uma sé equacao, com uma sé incégnita (o arthmo) nunca com grau superior ao segundo.

Note-se que a escolha do arithmo néo era arbitraria. Ao invés, era feita de forma
que, no final, se obtivesse uma equacdo nas condicdes acima referidas. Apds calcular o valor
do aritmo era facil determinar as varias soluc@es do problema.

O procedimento de Diofanto é totalmente diferente, do ponto de vista conceitual, dos
procedimentos pelos egipcios, e da geometria. Com efeito, aqui, uma incégnita
(designada por aritmo, que quer dizer nimero) é posta em evidéncia nos calculos. Esta
incAgnita ndo é como nos processos aritméticos, o ponto de chegada dos célculos, ela
ndo é mais, como acontece no caso da geometria, um ponto de referéncia estatico no

desenvolvimento do problema, mas sim uma quantidade que é operada como se fosse
um ndmero conhecido. (RADFORD, 1993)

Nos parece que Diofanto sugere que se pode acompanhar o processo de descoberta

do resultado. Isso é bem visivel na resolucdo dos problemas que apresentaremos abaixo:

As sequéncias numéricas estdo relacionadas aos processos de contagem e ao
desenvolvimento dos sistemas de numeragdo. Por esse motivo, encontramos problemas
envolvendo diversos tipos de padrdes e sequéncias em importantes documentos de civilizacdes
antigas. Dos problemas que encontram-se em Aritmética, pode-se dizer que todos eles sdo
atraentes e alguns instigantes, e deve-se ter em mente que para Diofanto, nimero significa

namero racional positivo.

Vamos iniciar apresentando o problema 7 do livro III: “Encontre trés nimeros em
Progressdo Aritmética, sabendo-se que a soma de dois quaisquer deles ¢ um quadrado”.
Segundo Diofanto, a resposta é 120 %4, 840 ¥, 1560 Y.
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PROGRESSAO ARTIMETICA

Problema 7 do Livro 111 — O Aritmética de Diofanto, segundo Bachet de Méziriac com comentarios
de Pierre de Fermat publicada em 1670 p. 103, “Encontrar trés nimeros em Progressao Aritmética,
sabendo-se que a soma de dois quaisquer deles € um quadrado”.

Arithmeticorum Liber III. 103

QV ESTIO VIL

Nvenine tres numeros ®quales
* X quadrato , ve biniiunéti facianc qua-
dratum. Sratuantur tres fimul 2quales
quadrato 1 Q=2 N. =+ I. & cfto pri-
mus cum fecundor Q. relinquetur ergo
tertius 2 N. = 1. Efto antem fecundus
cum tertior Q ~+1—2N. 4 latere 1 N.
~1. Et quia tres fimul funt 1 Q, ~+2 N.
~ 1. relinquetur veique primus 4 N. fed
primus cum fecundo pofitus eft 1 Q.
erit igitur fecundus 1 Q—4 N. Opor-
tee jraque & primum tertio xun&um.,
Nempe-6 N. =+ I. aquari quadrato. Sit
ergo isr21. & fit 1 N. zo. erit jgitur pri-
mus; 8o. fecundus 320, tertius 41. & {ol-
uunt quaftionem.

Aliger.

TyOnantvr tres fimulx Q ~+ 2
N. - 1. &fint primus & fecundus1
Q. relinquitur ergo tcrtiu} 2N. =+ 1. Efto
rurfiss fecundus cum tertio 1 Q. +1.—<2
N. horum ergo tertius cum fit2 N, ~+ 1
relinquitur fecundus 1 Q— 4N cft au-
tem & primus cum fecundo 1 Q. quorum
fecundnseft 1 Q. — 4 N Relinguitur ergo
primus 4 N. & tres coninndi faciunt im-
peratum quadratuim 1 Q. —+2.N. 1.
& primus cum fecundo , fremque fecun-
dus cum tertio faciunt quld;amlp. Opor-
tet jraque & tertiim cum primo funétum,
fimirom 6 /N. = 1. @quari quadrato.
Efto quadrato 36, & fit1N. & Eritergo
Primus . hoc eft % fecundus 3%, tertius
3+ & foluunt quaftionem.
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IN QVASTIONES VI1I1. ET VIIL

N 7R has duss propofitiones nulla omnino vel perexigua eft dnffur;ntrna 5, eadem fermd ':.ﬁ
operatio aliteracque alicer explicata. Diuerfitas in Fo_col\ﬁﬂll‘,'q_\lold in ‘;p‘flmar muc;m thli;‘l
tertsj numeri hypoftafi , inuenic deinde hypoftafim primi, vnde clicit. hypoftafim fecun ";I'tvtﬂ-
o&aua inuento prius tertio, inde clicit fecundum , atque inde primum. ?cdclla tamen rctln;s o
que operatio 5 Vt ?!?ﬂifeﬂ_\lm c{}.él;aquc vt l:mgm explicentur dilucidé ; & varictas om
Operationis tum folutionis perfefté comprehendatur. ) Z
PAduenc primo , ¥t bcné}:nonct Xilandpcr, pro quadrato quem tres numeri ﬁmuelr;l’:‘fm‘“‘::f
atui poffe quemlibet quadratuin, cuius latus conftet ex quolibet Numerorum nuim q

Figura 30. Problema 7 do Livro Ill. O Aritmética de Diofanto, segundo Bachet de Méziriac com
comentarios de Pierre de Fermat publicada em 1670 p. 103. Fonte: Gallica Biblioteque Numérique.

Disponivel em http://www.e-rara.ch/zut/content/pageview/2790791 - Bibliothéque Nationale
de France. Acesso em 03 de dezembro de 2013.
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104 Diophanti Alexandrini ,
libet vnitatibus. Pofuit Diophantus latus illius 1 N. ~ 1. fed poni poterat 1 N ~ 2. vel 1 N =
3 &c.vel etiam2 N. =+ 1.2 N. 2.2 N. — 3. &c.

Aduerte fecundo pro fumma fecundi & tertij ftatui pofle quadratum quemlibet minorem qua-

drato, qui pofitus cit pro fumma trium numerorum.  Sic Diophantus pofita fumma trium 1 Q:

» Q. =+ 2N. ~+ 1. pofuit fummam fecundi & tertij 1 Q. —~2 N. ~- 1. fed fi ponatur fumma trinm
1 Q_—+ 4 N. ~ 4. poni poteric fumma fecundi& ternij1 Q. ~+ 2 N. ~F L vel etiam 1 Q. —2N.
~+ L vel 1Q. — 4 N. =+ 4. & ficin infinicum.

Aduerte teitio fimmam primi & tertij que quadrato zquanda manet, zquari debere tali qua-.
drato , vtinde auferendo vnitates quz continentur in eadem {umma, & diuidendo refiduum per
numerum Numerornm &ufdem fumme, prodeat quotiens maior numero Numerorum , qui rc-
periuntur cum figno defetus in hypoflafi fecundinumeri. vt in hypotefi Diophantza, vbi fumma
primi-& tertij 6 N. + 1, eft zquanda quadrato, quia hypoftafis fecundi eft 1 Q. 4 N. Oportet
inuenire quadratum qui vnitate multacus, & divifusper 6. det quotientem marorem quam 4.1d
autem, vt arte certa confequamur.  Poratur huiufimodi quadratus 1Q. ynde ablata vitate, fict T
Q. —1. quo diuilo per 6 fice £ Q. — & maior quam 4. & fupplendo defectum , fiee % Q. maior quim 4
¢ & omniaper 6. multiplicaudo fiee 1 Q. maior quam-25. Quamobrem zquabimus 6 N. ~ 1. cui-
libecquadrato maiori quim 25. In prima operatione Diophantus &quauic 6 N. —+ 1. quadraro
r2r. Infecunda vero , quadrato 36. Eodemque artificio reperietur terminus fuprd quem confiftere
debet talis quadratus., {i primz pofitiones alitér infticuantur, : :

Porro ex operatione Diophanti clicio fatis artificiofum Canonem.

Cape dnos quadyatos quorum ratio it masor quémg;. ad 1. Vorumintersalli beffis contitnet primum
guafiterums Quem fianferas i quadrato guotientss qui fit dinidendo idem vmeruallum per fex=
2uplum minoris lareris , orietnr feciindus. Denique [ieiufdem mrernalli trienti addas mingrem
quadyatum., fiet tertins, : :

__ 'Verbi gratia cape quadratos 121.'& 1. horum'interuallumeeff 120, cuius § funt 8o, primus numerus.
Tum diuide 120. per 6. fextuplum minoris lateris fiet 20, cuius quadratus 4e0. vnde auferendo 8o.
fir320. fecundus numerus. Denique trienti ipfius 120. qui eft 40. adde minorem quadratumi. fiee
41, textius numerus. {unt ergo tres quafiti numeri So. 320. 41.,

. ]
QV ESTIO IX.
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numeros zqualibus internallis diftantes,
quorum fumma femiffis maior fit quouis
ipforum. Ponatur igitur primus 1 Q. fe-
cundus autem 1 Q. ~2 N. = 1. & cft
ipforum initeruallumz N. ~ 1. fi autem
addidero fecundo 2 N. ~+ 1. fiet tertius 1

~+ 4 N. ~+ 2. Haec 2quantur quadrato

“alatere1 N. —8. fitque quadratus 1 Q. ~+

64—16 N. zqualis 1Q, + 4 N. +2. &
firsN. & hoc eft . Erit ergo primus g61.
fecundus 1681. tertius denique 2401, &
fatisfaciunt propofito , funt enim tres
quadrati xquali interuallo diftantes, &
femiffis famme illorum , quouis ipforum
et maior. Venio nunc ad id quod quz-
ritur, {cilicer quo pacto tres nurers in-
ueniantur eodem interuallo fe fuperan<
tes, quortim bini conjun@i quadratum
faciant. Primim quaro tres quadratos
in aquali internallo , vei iam demon-
ftracumeeft ;& func huinfmodi quadratis
Primus

Figura 31. Problema 7 do Livro Il — O Aritmética de Diofanto, segundo Bachet de Méziriac_ com
comentarios de Pierre de Fermat publicada em 1670 p. 104. Fonte: Gallica Biblioteque Numérique.
Disponivel em http://www.e-rara.ch/zut/content/pageview/2790792 - Bibliotheque Nationale
de France. Acesso em 03 de dezembro de 2013.
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Arthmeticorum Liber III. 10§

Primus gér. fecundus 168r. tertius 2401.
inueniendum iam eft quomodo’ primus
& fecuidus facere pofline gér. fecundus
& tertius 2401. nam ob interualli 2quali-
tateminuertitur ordo , tertius & primus
1681. Statuatur trivm fummar N, Cim
ergo tres fimulfint 1 N.fi inde detraxero
fummam primi & fecundi nimirum g61.
habebo tertium 1 N. — g¢r. & rurfus fi
ab 1 N. abftulero fummam fecundi &
tertij , nempe 1401 habebo primum 1
N. — 2401 fi autem ab 1 N. dempfero
{fommam tertij & primi, nimiram 168.
habebo fecundum 1" N. '~ 1481. Reftat vt
tres fimul iunéi xquales finc 1 N. & fit 1.
N.25 21. : & fadtum eft quod imperabatur.,
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IN "QVAESTIONEM I1X. ',

H‘Ic multa obferuanda funt quz minimé attigic Xilander, fine quibus operatio Diophanti.

nequit perfeéte intelligi,

Primo , queric tres quadratos 2qualibus interuallis diftantes ; quorum fumme femiffis maiof fic
quolibet ipforum , quia vult vt quafiti numeri bini & bini conflicuant hujufimodi quadrares. Id
autem fieri non potett, nifi_trium quadratoram {umma femiffis quolibet ipforum fit maior; vt de-
monftratum cft ad decimam fextam primi , ad quam tandem reducitur hzc queflio, v liquet ex
Vitima operatione quz prorfus eadem eft cum operatione decima fexte primi. ynde ctiam vti poffes
Canone' ibidem tradito. -

Secundd; fumit huiufinodiquadratos equalibus interuallis diftantes , quia inde fequitur ipfos
tes numeros quafitos ; qui bini hos quadratos conftituunt , diftare etiam jnter fe interuallis aquali~

us , vt poftulat quaftio. Quod pendet 2 tali propofitione,
Sifuerint tres numeri, qui bini conftituant fummas 2qualibus interuallis diftan-
tes, & ipfi numeri zqualibus diftabunt interuallis , & ¢ conuerfo,
A2 Bs C8 _ Sinctres ABC quorum AB fimul faciant D. At A€ fimul componant E, &
D7.E10.F 3. B C. fimul conftituant F. fintqque DEF. zqualibus diftantes interuallis. Dico &
> iplos ABC. @qualibus inceruallis diftare , imd iifdem prorfus quibus diftant ipfi
DEF, Eenim quiaidem:A. additus verique B & C. facit D & E.erit idem intervallum inter D & E.
Quodeftinter B & C. ( nam idem numerus duobus inzqualibus additus, fummas facit codem in-
teruallo inzquales. ) Similiter quia idem C. additus verique A & B. componit ipfos E & F. eritean-
m ob caufam , idem interuallum ipforum E F. quod eft iplorum A B. Quare conftat propoficum.
Vde etiat innoreicicinuerfio illa ordinis de qualoquitur Diophantus, nam primus & fecundus
conftituune'D. At fecundus & tertius faciunt F. Ac demum tertius & primus componunt E. Quare
&l{Efc in quadratis inuentis ordinem inuertit , vult enim primum quadratum cffe fummam primi
& fecundi numeri. At tertium quadratum efle fummam fecundi & tertij numeri. Ac demum fe-
Cundum quadratum effe fipnmanm tertij & primi numeri.
ertio numeri quadrato. zquandi 1Q. ~+ 4 N. =+ 2. latus fingit Diophantus 1 N. — 8. tali arte
Vtrefoluendo hypoftafes per valorem Numeri, fant quadrati quefiti quales poftulantur , nimirum_
Ye quilibet inforum , minor {it femiffe fumme corumdem. 1d autem quomodo certa {cientia con-
equi’poflimus non ftatim apparet. Et Xilander quidem experiendo didicic latus fictitium effe non
Poffe 1N.—6. Sednon docuitmodum inueniendi terminum fupra quem confiftere debet ynira~
tUm pumerus in difto latere ponendus cum defediu, quem fane fi efle 8. exiftimauic , allucina-
s eft, cim optime fingi poffic latus illud 1 N. — 7. vt mox patebic. Traque vt rem 3 fun-
mentjs aperiamus.  Quia fi fine tres numeri quorum quilibet minor fit femiffe fumme illo-

W, hoc idem eft, atque fi duo quiliber ex ipfis maiores fint reliquo vt manifeftum eft. At

‘uo q‘}ilibﬁ‘f maiores erunt reliquo, {i duo minores ﬁm‘ul fuperent maximum. Eo redadti fu-

d"us Vtinueniamus tres quadratos in medictate Arithmetica , ve medius & minimus fimul exce-

0t maximum. eft autem minimus ¢ Q. medius1Q. =+ 2 N. ~ 1. Horum ergo ﬂumnaz(k—;-
Q

Figura 32. Problema 7 do Livro Il — O Aritmética de Diofanto, segundo Bachet de Méziriz,ic_ com
comentarios de Pierre de Fermat publicada em 1670 p. 105. Fonte: Gallica Biblioteque Numérique.
Disponivel em http://www.e-rara.ch/zut/content/pageview/2790793 - Bibliotheque Nationale
de France. Acesso em 03 de dezembro de 2013.
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Diophanti Alexandrint ,
2 N. ~# L debet effe-maiof maximo qui-eft 1 Q. =+ 4 N. =+ 2 8&avferendo verinque fimilia , rema-
net 1 Q maior quim 2 N. = 1. qua zquatione refoluta, fit 1 N. maior quam R. 2 = I. feu quam2
i Quamebremin fingendo latere quadrati 1Q. — 4 N ~+ 2. curandum eft ve yalor numeri non
fic minor quam 2 % Atquivalor Numefi fict 2 quodam quadsato , multato binario , & diuilo pex
duplum fut lateris quaternario auétum. Tnueniendus €rgo ¢t huinfmodi quadratus. Ponatur is I
Q. Igitur ;=5 non minot effe debet quama . & c
non minoe quam 5 N. —+ 10. & tandem 1 Q. non minorqudm s N. ~ 12. Quare xquabimus 1Q.
—+ 14. & fiec1 N. 7. Iraque inlatere fictido ponen-
tut ynicates hon minores quam 7. Quod fi fingatur latus illud 1 N. = 7. fiet quadratusz Q14
N. -+ 49. zqualis 1Q. ~+ 4 N. ~+ 2. & fiet 1 N. . funt crgo quafiti quadrati 2209. 4225+ 6241«
Hine ad foluendum hoclemma elicitur huiufmodi Canon. iy 3
& ¢ins guadparsm binario multatwm dinide per dir-
plum, i lateris guarernarso anchim.y quotientis quadraus oft minimms quafitorum. Chi fi addas
duplum fui laveris vnisare autbum., fiet fecnndus 5 & buic fi addas sdem interuallum ; fiet terins.
Semel autem inuentis tribus buiufmodi quadratus, reperientur alij infiniti idem praftantes, fi
{am inuenti per eundem aliquein quadtatum multiplicencur vel dividantur, nan fient guadrati

. & omnia ducendoin 2 N = 4. fitr Q_—2

numero paulo maiori quims N. ~ 12.putas N.

zqualibuis quoque intcruallis diftantes , veiam monuimus ad vigefimam fecundi, que caufa cft
cur Diophantus omiffo cemmuni denomiatere, |
mate expedito , foluetur jam ipfa quaftio per Canoner decimam-fextam primi , vt euidens eft.
fic inuentis quadratis 2209. 4225. 6241. horum fummam cape fiet 12675 cuius femiffis 6337 % vn-
de auferendo figillatim eofdem. quadratos , remanent ordine inucrfo quafiti numeri 4128 5, 2112

QVESTIO X
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“folis veatur numeratoribus. Denique hoclem-

A ro aliquo numero, inuenite tres
DaliOs, ve compofitus ex binis qui-
buflibet adfumpto dato numero faciat
quadratum; fed & fumma trium dato nu-
mero adieéto faciat quadratum, Eftoda-
tus numeras 3. Compofitus autem- €x
duobus primis fic T Q.+ 4 N. <1 vt
adfcico 3. faciat quadratum, Duo verd
deinceps fint1 Q. =+ 6N. ~ ¢, Tresau-
tem fimult Q. =8 N. =13, vt & hiad-
fumpto 3.faciant quadratum. Et quoniam
trium fumma eft1 Q.+ 8 N. =+ 13. quo-
rum primi duo funt r Q. — 4 N =+ 1. Re-!
linquitur vtique tertius 4 N. =+ r2. Rur-
fus quoniam tres fimul funt1 Q. - 8N.
—+ 13. quorum fecundus & tertius funt 1.,
Q,~+ 6. N, =+ 6. relinquitur vtique pri=
mus 2 N. ~+ 7. fed & primus & fecundus
funt1 Q, + 4 N.~ 1relinquitur ergofe-
cundust Q. + 2 N — 6. Supereft ve pri-
mus & tertius adftiro 3. faciant quadra-
tam. Sed primus & tertius adfcito 3. fa-
ciunt 6 N. —+ 22. Hzc ergo equantur qua~
drato. Efto is 100 fit 1 N. 13. Erit igieur
primus 33. fecundus 189, tertins g4+ & 2

tisfaciunt propofito. s

Figura, 33. Prot?lema 7 do Livro Il — O Aritmética de Diofanto, segundo Bachet de Méziriac com
comentarios de Pierre de Fermat publicada em 1670 p. 106. Fonte: Gallica Biblioteque Numérique.

Disponivel em http://www.e-rara.ch/zut/content/pageview/2790794 - Bibliotheque Nationale
de France. Acesso em 03 de dezembro de 2013.
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Problema 7 do Livro Il — O Aritmética de Diofando, segundo Healt: Diophantus of
Alexandria: A Study in the History of Greek Algebra. “Encontrar trés numeros em

Progressdo Aritmética, sabendo-se que a soma de dois quaisquer deles € um quadrado”.

158 THE ARITHMETICA

6. To find three numbers such that their sum is a square and
the sum of any pair is a square. .

Let the sum of all three be #' + 2¢ + 1, sum of first and
second 7, and therefore the third 2r 41 ; let sum of
second and third be (r - 1)%

Therefore the first = 41, and the second = 2? — 4x.

But first + third = square, :

that is, Oz + 1 =square= 121, say.

Therefore x = 20, and

the numbers are Bo, 320, 41.

[An alternative solution, obviously interpolated, is practically
identical with the above except that it takes the square 36 as
the value of 6xr 41, so that x— 2 and the numbers are 140
.. 840 385 456] :

36' 367 36°

7. To find three numbers in A.P. such that the sum of any
pair gives a square.

First find three square numbers in A.P. and such that half
their sum is greater than any one of them. Let
2% (v + 1) be the first and second of these ; therefore
the third is 2* + 4x + 2 = (¥ — 8)?, say.

Therefore r=8§} or 3,

and we may take as the numbers 961, 1681, 2401.

We have now to find three numbers such that the sums
of pairs are the numbers just found.

The sum of the three = 5912 = 2521}, and

the three nuinbers are 12084, 8404, 15608,

8. Given one number, to find three others such that the sum
of any pair of them added to the given number gives a square, and
also the sum of the three added to the given number gives a
square.

Given number 3.
Suppose first required number + second = x4 4v+1,
second + third = 1* 4 62 + 6,
sum of all three = x*+8r + 13,
Therefore third =4x + 12, second = x* + 24— 06, first = 2247,
Also first + third + 3 = a square,
that is, Gx + 22 = square = 100, suppose.
Hence x=13, and
the numbers are 33, 189, 64.

Figura 34. Problema 7 do Livro Ill — O Aritmética de Diofando, Fonte: HEATH, T. L.
Diophantus of Alexandria: A Study in the History of Greek Algebra. Forgotten, 2012.
Publicacgéo original 1910. p.158.
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Problema 7 do Livro III — Na versao castelhana do Aritmética de Diofanto, com introdugao,
notas e apéndices de Manuel Benito Mufioz, Emilio Fernandez Moral e Mercedes Sanchez
Benito (2007, p. 151), o problema de n°. 7 do Livro III “Encontrar trés numeros em Progressao
Aritmética, sabendo-se que a soma de dois quaisquer deles é um quadrado”. Ou seja, encontrar

x >y > z,detalformaquex-y =y-zx +y=mx+z=my+z= N

Solu¢ao original: Vamos encontrar primeiro trés quadrados em progressao aritmética, tais que
a sua semissoma seja maior que cada um deles. Seja o primeiro quadrado igual 52 e o segundo

(B + 1)2. Entdo o terceiro sera: (8 +1)2+28+1= B2 +4p+2 = (B —8)?, de onde

resulta que § = %, logo os quadrados sdo 961, 1681 e 2401.

Retornando para o inicio o problema vamos encontrar x > y > z, tais que:

x + y = 2401, x+z = 1681, y+z=961
Admitimos entdo, x + y+z= a, logo z =a—2401,y = a—1681,x = a —961 .
Entdo, « = 3a — 5083, temos, a = 2521%, logo os niimeros sdo z = 120%,)1 = 840%,96 =

1560 2.
2

Nota. Bachet detalha a resolugdo de Diofanto, em particular acerca da identificagdo de 2 +
4B + 2 = (B — m)? para os quadrados auxiliares, onde Diofanto toma m = 8, com o seguinte

comentario: “Como % > 28 + 1, entio g > 1 + V2, isso basta para que f > g Mas o

2

resultado da identificacdo [ = = assim, m? = 5m + 12, logom = 7. Se m = 7, entdo

2n+4’
B = g, logo os quadrados auxiliares sdo: 2209, 4225 e 6241. A semissoma dos quadrados ¢
6337% , € a solucao do problema ¢ x = 4128%, y=2112 %, zZ= 96%.”

Além disso, observa Bachet as condi¢gdes de homogeneidade sobre os quadrados auxiliares,

“que permite uma vez encontrado, multiplicar ou dividir qualquer quadrado. Por isso, Diofanto

omitiu os denominadores € s6 usou os numeradores”.
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PROGRESSAO GEOMETRICA

Problema 1-2 do Livro V — O Aritmética de Diofanto, segundo Bachet de Méziriac com comentarios
de Pierre de Fermat publicada em 1670 p. 212.

Enunciado 1: Encontrar trés numeros em progressao geométrica, subtraindo de cada um deles

um numero quadrado. Determinar x, y e z, tal que:

xz = y?,

X—a = H, y—a= M, Zz—a= m

Enunciado 2: Encontrar trés numeros em progressdo geométrica, adicionando a cada um deles

um determinado numero quadrado. Determinar x, y e z, tal que:

xz = y?,

X+ a = m, y+a= m, z+a=m

212 2
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263 ¥AS Go daro numero faciac qua-
dratum, Efto datus 12. Eftautem geome-
trica proportionalitas , cim numerus fub
extremis contentus haber medium pro la-
tere quadrato, Quaro primimquis qua-
dratus, detraétis 12, faciat quadratum, hoc
aucem facilé fit & eft 42 3 Pono ergo al-
terum extremorum 42 alterumr Q. Igi-
tur medius erit 65 N. Reftac ve horum
veerque demptis 12. faciar quadratum,
Proinde 1 Q.— 12. ®quatur quadrato , &
-quadrato, & 6 : N. — 12. 2quatur qoadra-
to horum interuallum eft 1 Q.— 65 N.
menfaratio, Metitur 1 N.per1 N, — 6.5
horum interualli femiffis in fe , facit 52
hoc ®quatur minori, feug :N. —12. &fic
1N. 53 Ad pofitiones. Erit primus 423
fecundus "3 1 tertius iy

—_—

In V. Librum Diophanti Commentariy.

IN QVAESTIONEM PRIMAM,

Esritvro textu, nihil hic fapereft difficultatis. Quadrarum qui detralto 12. relinquat

»inuenit Diop!

q RS 3,
hoc nihil alind fit quam quarere duos quadratos interuallo 12.

fecundi, vt bené monct Xilander, cim
differentes. Cateriim cimt

ex duobus numeris quadrato :q‘l'undis 1Q.~12. &6 . N, — 12. non conftet quifnam fit

maioraltero, poteft corum interuallum

atim 1 Q.64 N, vt fecic Diophantus, vel etiam 63 Ne

— ¢ Q. {upponendo feilicet 6} N.— 12. effe maiorem , & cadem mihilominus inuenictur ﬁ_:ln:io.

Nam meticateserane6 { ~1N. &1 N.
6IN.—12, veprius. Hinc etiam facilé

Co gueftors squclibe quadsatum , qui detvatlo dto mamere
s quads ant e s s it fckndas. e diide per

Larus sereif.

worum fumme femiffis quadratus % equatur maioti,
anonem fabricabimur.

dratwm relinguat-
primi . orietst

Figura 35. Problema 1-2 do Livro V — O Aritmética de Diofanto, segundo Bachet de Méziriac com
comentarios de Pierre de Fermat publicada em 1670 p. 212. Fonte: Gallica Biblioteque Numérique.

Disponivel em http://www.e-rara.ch/zut/content/pageview/2790900 - Bibliotheque Nationale
de France. Acesso em 10 de dezembro de 2013.




Arithmeticorum Liber V. 213

Sic ponendo primum 42  cum Diophanto, ciim eius quadrans fit 10 5. & addendo 12. fiat 22, 2.
feu 2. tantus erit fecundus. Quo diuifoper 6 % quod eft latus primi, fit latus terti) . & ipfe rertius
1oyl ; Siei o P
*4%. Diophantus loco 3¢ pofuit fecundum more fuo *};- 3 eXprimens ¢um Per partes 3 numero

104. denominatas.

QVESTIO IL

IN VENIRE tres NUmeros in geomes
trica proportionalitate , vt quilibet ip-
forum adfumens datum numerum, faciat
quadratum, Efto datuszo. Rurfus quero
quis quadratus ad{cito 20. faciat quadra-
tum s eft autem 16. Pono ergo alterum
extremorum16. alterumverdr Q. Igitur
medius erit 4 N: Proinde ob ea qua in
pracedentedictafunt, reftat 4 N. ~ 20.
@quari quadrato, & 1 Q. ~+ 20. 2quari
quadrato , & eft horum intervallumz Q.
~ 4 N.1Menfuratio metitur 1 N, per 1 N.
~4. horum interualli femiffis in fe facit
4.2qualem minorifeu 4. N. = 20. Quod

eft abfurdum. Oporteret enimy maiorem

effe quam 20.fed vnitates 4.funt quadrans
de 16. Porrd 16, non eft cafu oblatus. Sed
eft quadratus quiad{cifcens 20. facit qua~
dratum. Eo igitur deuentum eft ve qua-
ratur quadratus , cuius quadra_ns fit maior
quim z0. &adfumens zo. faciat quadra-
tum, Vtique quadratus hic maior erit
quam 8o.At 8r.eft quadratus maior quam
80.Ergo filatus quadrati quem quarimus
ftatuimus 1 N. =+ g. erit ipfe quadratus 1
.+ 18 N. ~+ 8r. hunc oportet additis
20, facere quadratum. Proinder Q. —+18
N. —+ 1o1. 2quantur quadrato. Efto qua-
drato alatere 1 N.— 11. Eritergoquadra-
tusy Q. ~+121.—22 N. Hac @quantury
Q.+ 8 N. -+ ror. & fitz N. 1 Eratau-
tem quafiti quadratilatus 1 N. ~+ 9. Erit
ergo quadratus 9o ;- Recurro nunc ad id
quod initio proponebatur., & ftatuo pri-
mum go 4. tertium I %medius ergo erit
9 IN. & eo ventum eft vt quaram quo
pafto & 1Q, ~+ 20. & 9:N. ~+ 20.2quen-
tur quadrato, Interualli {femiffis in {e facit
& quod ®=quatur minori, hoc eft 93 N.
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Figura 36. Problema 1-2 do Livro V — O Aritmética de Diofanto, segundo Bachet de Méziriac com
comentarios de Pierre de Fermat publicada em 1670 p. 212. Fonte: Gallica Biblioteque Numérique.
Disponivel em http://www.e-rara.ch/zut/content/pageview/2790901 - Bibliotheque Nationale

de France. Acesso em 10 de dezembro de 2013.

97



24 Diophanti Alexand_rini ;

IN QVAESTIONEM 1L

N prima otgcration'c occurrunt quadrato zquandi 4 N. ~+ 20, & T Q. ~+ 20. fed explicari non

Ipoteﬁ' huiufmodi zquatio, quia horum interuallum cﬁ. 1Q.-4 N. .quod \ﬁt ex1N.in1 No—g
quorum interuallum 4. cuius femiffis quadratus 4. @quari debet minori, puta 4 N. — 20. quod et
impoffibile , quia 4.non ¢ft maior quam 20, Confiderat ergo Diophantus vynde 4. prouencrit, eft

autem quadratus femiffis numeri N orum 4. pro fecundo pofiti. At fecundus ftatuitur numerus
Numerorum qui latus eft quadrati pro primo pofiti, quiaenim primus pofitus g(’c 16. fic fecundus

1. oftasi- 4. N. Quoniam ergo quadratus {emiffis cuiuflibec numeri , eft quadrans quadrati totius numeri, * €0
quod quadrati funt in ratione duplicata laterum , rect¢ concludic Diophantus quadratum 4. effe

quadrantem quadrati 16. Quare €6 deuentum eft, vtloco 16. {tacuamus pro primo aliquem alium'’

quadratum , quiadfcito 20. faciat quadratum, & cuius qqadrans ﬁt maior qu_ﬁm 20. Reliqua plana
funt , nec maiore explicatione indigent. Sed ex ipfa operatione talis Canon clici poteft.
Swme pro primo quemliber quadramm', qui adfcito dato aumero quadratum factat, & cusns quadrans
exuaE: datum numerum. Ab buins quadrante aufer datum numernm, relinguetur fecwndys :
« quem dinide per latus primi 5 orsetur latus terti]

QVESTIO IIL
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Aro numero apponere tres ptime-
ros, vt quilibet ipforum , & quia
binis producitur quibufuis dacum adfu-

' mens numerum, faciat quadratum. Da-

tus efto 5. Quoniam habemus in porifina-
tibus; fi duo fint numeri, quorum tam
vterque , quam productus eorum multi-
plicatione eodem dato numero adfcito
faciat quadratum , oriuntur 4 duobus
quadratis continenter proximis. Expono
duos huiufmodi quadratos , alterum a
latere 1 N. ~+ 3. alteruma latere 1 N, +
4. & fiunt quadrati, alter quidem 1 Q'
~+ 6 N. = 9. alter vero.1 Q, ~+ 8 N.
~+ 16. Aufero ab vtroque 5. & ftatuo

alterum 1 Q. + 6 N. ~+ 4, alterum 1

Q. =+ 8 N. = 1. tertium autem du-

plum fumme horum dempta vnitate,

hoceft 4 Q.+ 28 N. -+ 29. Reftat ergo
vt & hic adfumpto 5. faciat quadratum.
Proinde 4 Q.+ 28 N. ~ 34. 2quantur
quadrato, alatere {cilicecz NI, ~ 6. & fit
quadratus 4 Q. —+ 36 —24 N. 2qualis4
Q. +28N. ~34. & fit tN. =i« Ad pofi-

tiones. Erit primus¥%. fecundus 6. tertius 5.

IN QVAESTIONEM IIL

Orisma quod affumic Diophantus , vniuerfalius propofitum , demonftrauimus propofiione
Pdccima tertia libri fecundi porifinatum. Nam propofitio illa hic facilé applicatur, fi quod ibi

yniuerfaliter demonfratur de quibufcumque quadratis , adaptetur quadratis continen|
Etenim cim laterum interuallum fic vnitas , qQUZ numeros quos dinidit non immut

tos multatos dato numero, vina cum duplo fummz illorum , ynitate multato, pt
Diophantus , & reliqua plana funt.

Porrd vlus erithuius porifinatis , quare demonftratum eftloco citato, fi proponatur huiufmodt
quaftio.

ter proximis.

at, gatct quadra-

are quod ait

Figura 37. Problema 1-2 do Livro V — O Aritmética de Diofanto, segundo Bachet de Méziriac com
comentarios de Pierre de Fermat publicada em 1670 p. 212. Fonte: Gallica Biblioteque Numérique.

Disponivel em http://www.e-rara.ch/zut/content/pageview/2790902 - Bibliotheque Nationale
de France. Acesso em 10 de dezembro de 2013.
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Problema 1-2 do Livro V — O Aritmética de Diofando, segundo Healt: Diophantus of
Alexandria: A Study in the History of Greek Algebra. “Encontrar trés numeros em

progressdo geométrica, adicionando a cada um deles um determinado nimero quadrado”.

20¢ THE ARITHMETICA

BOOK V

. To find three numbers in geometrical progression such that
each of them minus a given number gives a square.
Given number 12.
Find a sguare which exceeds 12 by a square. “This is
easy [I1. 10]; 42} is such a number.”
Let the first number be 42}, the third 27; therefore the
middle number = 6§z

S

a2
Therefore are both squares;
6ixr — 12 '

their difference = a* — 6}x == ¥ (x — 6}); half the difference
of the factors multiplied into itself = 152; thercfore,

putting Gx— 12 =15, we have =381

23465 :30321) . s
and (42&, o3+ WOBi6 is a solution.

2. To find three numbers in geometrical progression such that
each of them when added to a given number gives a square.
Given number zo.
Take a square which when added to 20 gives a square,
say 16.
Put for one of the extremes 16, and for the other 2% so
that the middle term = 4.

xﬂ-{»zo}

Therefore are both squares.

Their difference is #* — 47 =+ (¥ — 4}, and the usual method
gives 4x +20=4, which is absurd, because the 4
ought to be some number greater than 2o.

But the 4 =} (16), while the 16 is a square which when
added to 20 makes a square; therefore, to replace 16,
we must find some square greater than 4.20 and
such that when increased by 20 it makes .a square.

Now 81 > 80; therefore, putting (# + 9)* for the required
square, we have

(# 4 ) + 20 = square = (m — L1}, say;
ther=fore m =4, and the square = (9}) = go}.

Fi_gura 38. Problema 1-2 do Livro V — O Aritmética de Diofando, Fonte: HEATH, T. L.
Dlop_hantus of Alexandria: A Study in the History of Greek Algebra. Forgotten, 2012.
Publicacgéo original 1910. p.200.
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Alexandria: A Study in the History of Greek Algebra.

BOOK v 201

Assume now for the numbers 90}, 942, -, and we have

22420

9ir + 20

The difference =x (¥ —94), and we put g9lr +zo=381
Therefore » = 41 and

} both squares.

(go}, % 3 %) is a solution.

3. Given one number, to find three others such that any one of
them, or the product of any two of them, when added to the given
number, gives a square,

Given number 5.

“We have 1t in the Porisms that if, of two numbers, each,
as well as their product, when added to one and the
same given number, severally make squares, the
two numbers are obtained from the squares of con-
secutive numbers’.”

Take then the squares (x + 30, (v + 4)%, and, subtracting
the given number 5 from each, put for the first
number #*+6x+4, and for the second 2*48r+11,
and let the third? be twice their sum wzinwus 1, or

4274 28x 4 29.
! On this Ponsm, see pp, g9, 100 ante.,
* The Porism states that, if 2 be the given number, the numbers 1% - a, {e+1P -a
atisty the conditions: g
In fact, their product + a={x(z+1}}?~a (22 + 254+ 1) +a*+a

. ={xr{r+ 1)} -2ax(z+1)+a¥={x(x+1)-a}.
Diophantus here adds, withaout explanation, that, if .¥, ¥ denote the above two numbers,
we should assume for the third required number Z=2 {X' + ¥) - 1. We want #4renumbers
such that auy firs satisly the same conditions as Y, V. Diophantus takes for the third

Z=2(X+ ¥)-1 because, as is easily seen, with this assumption two oul of the three
additional conditions are thereby satisfied.

For L=+ V)-1=z2(2'+2x+1)—ga-1
=(ax+ 1P — ya;
thereflore XZt+a=22(ax+1)?-a{(zx+ 103+ 428} + 4ot a

=2 2x+ 1 —a. gx (22 +1) + 4a°
={x{zxr+1)—24,%
while Yetae={o+1(ax 1) -a{(zxt 1P+ 4 (x+1)7, +4a* +a
={r+1P(2x+1)i-a {82+ 120+ 4} + 447
={(r+ 1} {2x+ 11 —2a}%,
The only condition remaining is then
Z +a=a square,
of (zr +1)? - 3a=a square = (2x ~ £)?, say,
and ris found.
Ci. pp- 100, 104 above.

Problema 2 do Livro V — O Aritmética de Diofando, segundo Healt: Diophantus of

Figura 39. Problema 2 do Livro V — O Aritmética de Diofando, Fonte: HEATH, T. L.
Diophantus of Alexandria: A Study in the History of Greek Algebra. Forgotten, 2012.

Publicacgéo original 1910. p.201.
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Problema 1-2 do Livro V — Na versao castelhana do Aritmética de Diofanto, com introdugao,
notas e apéndices de Manuel Benito Mufioz, Emilio Fernandez Moral e Mercedes Sanchez

Benito (2007, p. 9-11)

Enunciado 1: Encontrar trés numeros em progressdo geométrica, subtraindo de cada um deles

um numero quadrado. Determinar x, y e z, tal que:
Xz = y*, X—a = n, y—a= M, z—a=n

Solucio original: Sejaa = 12 o numero dado. Vamos procurar um quadrado que aumentado

. 169 ~ ., <
de 12 unidade, forme um quadrado. Por exemplo, - Entao os dois nimeros extremos sao x =

% ez=c*;omédioseray = ? a, logo: sera completada o dobro da equagao
13
a?— 12 =u?, 70{—12=v2
. . 2 2 13 13 2 2
A diferenca dos quadrados é u? — v? = o — S a= (a— 7); Por outro lado, u® — v= =

(u + v)(u — v); identificando & como um fatoru + ve a — % ; logo:

361 N , 169 4693 130321
a = —, asolug¢do do problema ¢: x = —,y = ,Z =
104 4 208 10816

Enunciado 2: Encontrar trés numeros em progressdo geométrica, adicionando a cada um deles

um determinado numero quadrado. Encontrar x, y e z, tal que:

Xz = y*, X+ a=mnm, y+a= m, Z+a=m

Solucio original: Sejaa = 20 o numero dado. Vamos procurar um quadrado que aumentado
de 20 unidade, forme um quadrado. Por exemplo, 16. Entdo os dois niumeros extremos sdo 16

e o?; omédio seray = 4a, logo:
?+20=m, 40 + 20=m
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A diferenca dos quadrados ¢ & — 4a = ofa— 4); A semidiferencga desses dois fatores é 4,
que ¢ o quadrado menor 4 + 20 = 4; uma equagdo, que ¢ um absurdo para a < 0, porque 4

¢ menor que 20.

Revendo o que ja temos feito, podemos verificar que 4 unidades representam a quarta parte 16,
que foi a praga, escolhido no inicio, que aumentou em 20 unidades formam um quadrado.
Teremos que procurar outra praga que aumentou em 20 unidades que formam um quadrado,

mas a quarta parte ¢ maior que 20; a praga sera superior a 80 anos.

Considerando por exemplo que 81 = 92 > 80, pegamos para o quadrado que buscamos

(B + 9)?; precisa satisfazer a seguinte condigdo:
(B+9)?%+20=2+188+101= m

2
A identificacio do m = (B — 11)? resulta 408 = 20e f = % O quadrado (9 %) = 34& de

acordo com as condi¢Oes necessarias.

19
o +20= m, 70[+20=l

A diferenga dos quadrado é o — 12—9 a= a(a - ?) ; 0 quadrado da semidiferenca destes

. 361 . . , , . 19 41
dois fatores <o que identificado com o método dos minimos quadrados, 5 + 20, = T
. 361 41 1681
A solucdo do seguinte problema é: x = —,y = —,z = .0
¢ g p 4 'y 16’ 23104

® Para qualquer a,tomar x = d?, de modo que d2 + a = m > 4a para alcangar o objetivo.
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3.3. Alguns Problemas do Liber Abaci de Fibonacci

Problema 18 — O Liber Abaci de Fibonacci, segundo Sigler, no capitulo 12 titulado “a solug¢do

de problemas diversos” apresenta o problema mais famoso de Fibonacci: “Quantos pares de

coelhos séo criados por um par em um ano”.

beginning
first
second
third
fourth

W N =

8

Fifth 13
sizth 21
seventh 34
eighth 55
ninth 89
tenth 144

eleventh 233
end 377

404 II. Liber Abaci

asgerted that the division was correct as each had one bezant, for each loaf, but
this is false because the three ate all five loaves. Whence each took %1 loaves;
the soldier ate %1 loaves, that is %, from the loaves which the three had. Of the
loaves truly the other ate only so much as % of one loaf. Therefore the first man

took 4 bezants and the other 1 bezant [24].
On the Finding of Perfect Numbers. |25]

A number is perfect when the sum of its integral factors is the same number;

as 6 which has factor % % 1 of 6, and 1o other integral factors. And taking %

and } and } of 6, namely 3 and 2 and 1, undoubtedly their sum is 6, and the
6 is found thus: you double 1; there will be 2, and you double the 2; there will
be 4 from which you take 1; there remains 3 which is a prime number, that is
it has only the factor 1; you multiply it by half of the abovewritten 4, and thus
you will have 6. Whence if you will wish to find another perfect number, then
you will double again 4; there will be 8 from which you take 1: there will remain
7 which is a prime number; you will multiply it by half of the 8, namely by 4;
there will be 28 which is a perfect number because it is equal to the sum of its
factors. The factors are indeed 45 - 2 1 1 of 28. Again doubled 8 makes 16,
from which is subtracted 1; there remains 15 which is not a prime number; you
will double again 16; there will be 32 from which you take 1; there will remain
31 which is a prime number; you will multiply it by the 186, and you will have
another perfect number, namely 496, and always doing thus you will be able to
find perfect numbers without end.

How Many Pairs of Rabbits Are Created by One Pair in One Year. [26]

A certain man had one pair of rabbits together in a certain enclosed place,
and one wishes to know how many are zreated from the pair in one year when it
is the nature of them in a single month to bear another pair, and in the second
month those born to bear also.  Because the abovewritten pair in the first month
bore, you will double it; there wiil be two pairs in one month. One of these,
namely the first, bears in the second month, and thus there are in the second
month 3 pairs; of these in one month two are pregnant, and in the third month
2 pairs of rabbits are born, and thus there are 5 pairs in the month; in this
month 3 pairs are pregnant, and in the fourth month there are 8 pairs, of which
5 pairs bear another 5 pairs; these are added to the 8 pairs making 13 pairs in
the fifth month; these 5 pairs that are born in this month do not mate in this
month, but another 8 pairs are pregnant, and thus there are in the sixth month
21 pairs; [p284] to these are added the 13 pairs that are born in the seventh
month; there will be 34 pairs in this month; to this are added the 21 pairs that
are born in the eighth month; there will be 55 pairs in this month; to these are
added the 34 pairs that are born in the ninth month; there will be 89 pairs in
this month; to these are added again the 55 pairs that are born in the tenth
month; there will be 144 pairs in this month; to these are added again the 89
pairs that are born in the eleventh month; there will be 233 pairs in this month.

Figura 40. Problema 18 — O Liber Abaci de Fibonacci. Fonte: SIGLER. L. E. Fibonacpi’s
Liber Abaci: a translation into moderno English of Leonardo Pisano’s Book of Calculation.

Springer, 2002. p.404.
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Problema 18 — O Liber Abaci de Fibonacci, segundo Sigler, no capitulo 12 titulado “a solucdo
de problemas diversos” (T.N.) apresenta o problema mais famoso de Fibonacci: Quantos pares
de coelhos sdo criados por um par num ano. Um certo homem tem um par de coelhos numa
determinado local cercado, e quer saber quantos sdo criados por esse par hum ano, quando é

natural que eles gerem num més outro par, € no segundo més, os que nasceram, geram também.

O par inicial descrito acima, no primeiro més dobra, havera dois pares em um més. Um deles,
ou seja, 0 primeiro, no segundo més e, assim, ha no segundo més 3 pares, dos quais dois em
um meés esta gravida, e no terceiro més 2 pares de coelhos nascem, e, portanto, ha 5 pares do
més; neste més 3 pares esta gravida, e no quarto més ha 8 pares, dos quais 5 pares carregam
mais 5 pares, que sdo adicionados aos 8 pares fazendo 13 pares no quinto més, estes 5 pares

gue nascem neste més ndo acasalam neste més, mas outras 8 pares esta gravida, e, portanto, ha,

no sexto més 21 pares; para estes ha que acrescentar os 13 pares

a partir de ; que nasceram no sétimo més; havera 34 pares neste més, para isso
primeiros . ) .
segundo 3 | se acrescentam os 21 pares que nascem no oitavo més, havera 55
tercetlro g pares neste més, para estes ha que acrescentar os 34 pares que
quarto ) , ) )
quinto 13 | nascem no nono més; havera ser 89 pares neste més, para estes s&o
sg?_to gi adicionados novamente os 55 pares que nascem no décimo més,
sétimo

oitavo 55 | haverd 144 pares neste més, para estes sdo adicionados novamente
nono 89 | 0s 89 pares que nascem no décimo primeiro més, perfazendo 233
décimo 144

décimo primeiro 233 | Pares.

décimo segundo 377

Para estes sdo ainda adicionados o0s 144 pares que nascem no més
anterior, havera 377 pares, e isso muitas pares sdo produzidos a partir do par escrito acima no

lugar indicado no final de um ano.

Vocé pode realmente ver na margem como operamos, ou seja, que nos adicionamos o primeiro
namero para o segundo, ou seja, 0 1 a 2, e 0 segundo para o terceiro, e 0 terceiro para o quarto,
e do quarto para o quinto, e, assim, um apds o0 outro, até que acrescentou o décimo para o
décimo primeiro, ou seja, 0 144 ao 233, e tivemos a soma acima escrito de coelhos, ou seja,

377, e assim vocé pode encontrd-lo em ordem para um ndmero infindavel de meses.
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3.4. Sobre a apresentacéo de problemas historicos em livros didaticos

A seguir apresentamos alguns problemas histdricos selecionados em

livros didaticos utilizados no ensino de matematica na educacdo basica.

No livro didatico do 7° ano do ensino fundamental, Sampaio (2010) ao
introduzir equacOes e inequacOes do 1° grau, apresenta um exemplo de um

problema encontrado Papiro de Rhind .

Essas estranhas palavras, presentes no Papiro Rhind, com cerca de
3 600 anos, e que mais parecem associadas a algum tipo de ritual
oculto que a Matematica, estao relacionadas a um problema cuja
solugdo pelos egipcios € uma das mais antigas evidéncias do uso de
equacdes. A palavra AH ndo € uma exclamagao; seu significado é
“uma quantidade”.

s, 2 \!ll— -
./ sls
‘ ‘“ \_\,l /-

W

0O Papiro Rhind foi adquirido em uma loja em
Luxor, no Egito, em 1858, por Henry Rhind, um
colecionador escocés. Ele tem 33 cm de largura

e, desenrolado, atinge 6 metros de comprimento,
contendo 87 problemas matematicos.

TROCANDO IDEIAS

1. Observe diferentes modos de representar uma mesma expres-
sao matematica. Esta foi expressa por John Muller (1436-1476):
2 census depentis 5 rebus et 3 aequatur 2
E esta é a expressao atual:
122 -5x +3=2
Qual dos dois modos de escrever a expressao lhe parece mais
pratico? Por qué?

2. O papiro Rhind traz a frase “AH, seu inteiro, seu sétimo, fazem 19",
gue pode ser descrita como: “encontre um nimero que, adiciona-
do a sua sétima parte, seja igual a 19”. Atribua alguns valores intei-
ros para o numero desconhecido e determine um intervalo de dois
numeros consecutivos entre os quais a resposta se situa.

Figura 41: Problema do Papiro de Rhind no livro didatico. Fonte: Apresentada por Fausto
Arnaud Sampaio, na Colecéo Jornadas — Matematica. Editora Saraiva. 2010. p. 116 e p. 117.
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No livro didatico do 7° ano do ensino fundamental, Sampaio (2010) ao

abordar o tema equac0es e inequagdes do 1° grau, descreve o problema encontrado

na lapide de Diofanto.

Decifrando o enigma da idade de Diofanto

Vamaos considerar como xaidade com gue Diofanto faleceu e transcrever estas expressoes para a lingua-
gem matematica:

=X X X x
x=X+ S+ X5+ 5+4

b 12
= [14x +7x +12x + 420 + 42x + 336]
84
84x=75x +756
9x =756
X =84

0s estudos de Diofanto basearam-se no uso de simbolos para
facilitar a escrita e os calculos matematicos. Os simbolos criados
por ele fizeram com que as expressdes, até entao escritas total-
mente com palavras, pudessem ser representadas por abrevia-
goes. A dlgebra comega a ser entendida como o estudo da reso-
lugao de equacdes.

Caminfunted Agu estio sepuliados s resis Tk decorricda maks umia duodéama pare € & 58tima parte de S0 eatdéricis decarred
de Diofarta. E o8 rdmeros podem mostor de 50 vida, quando seu rasta se cobriu de €om Um casamenin esiénil
(rmiagrel) quda foga fof 2 i vach, g peics.

seea parte §cd 2 9o bela infinda

Passou mais um quinguénio e ficou feliz com o . Qi beda eaisingia durcu apenis metade - que T muta pena de wcks desce 2 sepul
ﬂ’l Mm .

nasamerto de seu querido

0 de seu pat. 1ira quatro 2nas depais do entermo de seu fihn.

Figura 42: Decifrando o enigma da idade de Diofanto no livro didatico. Fonte: Apresentada
por Fausto Arnaud Sampaio, na Cole¢do Jornadas — Matematica. Editora Saraiva. 2010. p. 150

e p. 151.
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O problema dos coelhos no apresentado no livro didatico. Representagdo moderna da sequéncia
de Fibonacci:

Uma sequéncia muito conhecida na Matematica é a
sequéncia de Fibonacci, nome pelo qual ficou conhecido
o italiano Leonardo de Pisa (1175-1250). Em 1202, Fi-
bonacci apresentou em seu livro Liber Abaci ¢ problema
que 0 consagrou.
Fibonacci considerou, no periodo de um ano, um ce-
nério hipotético para a reprodugdo de coelhos. Veja:
No inicio, hé apenas um casal que acabou de nascer.
0Os casais atingem a maturidade sexual e se reproduzem
ao final de um més.
Um més & o periodo de gestagao dos coelhos.
Todos os meses, cada casal maduro dé & luz um novo casal.
0s coelhos nunca merrem.
Acompanhe, a seguir, a quantidade de pares de coelhos, ao final de cada més:

© STEFANO BIANCHE | {CORR

Retrate de Leonardo Fibonacci.

Inicio: um Gnico casal.

Ao final de um més, ¢ casal acasala. Continuamos
com um par.

Ao final de dois meses, a fémea da a luz um novo
par. Agora sdo dois pares.

Ao final de trés meses, o primeirc casal da &
luz outro par, e o segundo casal acasala. So 3
pares.

Ao final de quatro meses, o primeire casal da a luz
outro par; o segundo casal dé a luz pela primeira
vez e 0 3° par acasala. Sao 5 pares.

7811

e assim por diante...

A sequéncia de pares de coelhos existentes, ao final de cada més, evolui sequndo os termos da sequéncia:

(1,1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34, 55, ...}

[ 267 |

Note que, a partir do terceiro, cada termo dessa sequéncia é igual 4 soma dos dois termos anteriores.
Assim, essa sequéncia pode ser definida pela lei de recorréncia:
fin

S |
=il
f,=f.,+E yYneN,n=>3

Mais de quinhentos anos mais tarde, ¢ escocés Robert Simsen provou a sequinte propriedade dessa se-
quéncia: 2 medida que consideramos cada vez mais termos, o quociente entre um termo qualquer e o termo
antecedente aproxima-se de 1,61803398..., que é o nimero de oure, introduzido no capitulo 2.

Vejamos alguns exemplos:

fo _ 55 £y _ 233

by _ 6765
=== 1,6176; = =1,61805; —*- =
I, 3% £, 144 £, 4181

s

=1,6180

Qutros estudos mostram uma ligagdo entre os nimeros de Fibonacci e a natureza, como a quantidade de
arranjo das folhas de algumas plantas em torno do caule, a organizagio das sementes na coroa de um girassol
ete.

,k Para saber mais sobre esse assunto, vecé pode pesquisar em:
Ha dois videos disponiveis no site youtube (www.youtube.com):
Sequéncia de Fibonacci e Nimero de oure

Who is Ged? (com tradugdo) A sequéncia de Fibonacci
www.edu.fe.ul.pt/iem/iem2002/numeros

Figura 43. Problema dos coelhos de Fibonacci no livro didatico. Fonte: Apresentada por
Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeid, na Colecéao
Conecte — Matematica: Ciéncia e aplicacdes 1. Editora Saraiva. 2010. p. 267 e p. 268.
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3.5. Analise comparativa das estratégias de resolucdo dos problemas de

cunho historico estudados.

Na sequéncia de nosso estudo, fazemos uma abordagem interpretativa, analisando
de acordo com uma selecdo prévia os problemas de cunho histérico, e tendo por base as
estratégias de resolucdo de problemas; buscando um formato para estabelecer nossa analise

sobre a importancia da utilizacdo de problemas de cunho histérico em sala de aula. Assim,

criamos um quadro descritor para nossas relagdes de analise.

Artefato Problema Tipo Estratégias Descricao e
de Resolucgéo comparagéo
Papirode Problema 79: Um homem PG Resolugéo Verificacdo da
Rhind tinha sete casas, cada casa tinha apresentada velocidade e/ou
sete gatos, para cada gato havia nos textos facilidade de
sete ratos, para cada gato havia originais resolucéo
sete espigas de trigo, ¢ cada comparando 0s
espiga tinha sete medidas de tipos apresentados

grao. Quantas coisas ele
possuia? Casas, gatos, ratos

espigas e medidas de grao?

Aritmética Problema 1 do Livro V — PG Resolugéo Verificagdo da
de Encontrar trés niimeros em apresentada velocidade e/ou
Diofanto  progressdo geométrica, nos textos facilidade de
subtraindo de cada um deles originais resolucéo
um namero quadrado. comparando 0s
Determinar X, y e z, tal que: tipos apresentados

x2=y%, x—a=my—

a=®mz—a=n
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Liber Quantos pares de coelhos s&o Um tipo Resolucao Verificagdo da
Abaci de  criados por um par em um ano?  de PG apresentada velocidade e/ou
Fibonacci nos textos facilidade de

originais resolucéo
comparando 0s

tipos apresentados

Tabela 6: Quadro comparativo das estratégias de resolucao de problemas.

Nesta pesquisa comparamos 0s problemas acima e constatamos que representam
problemas envolvendo o que denominamos progressdes em diferentes periodos. As estratégias
de resolucdo desses problemas, no caso, problemas do papiro de Rhind, fazem recurso a
raciocinios aritméticos, em que se busca determinar os valores das incognitas a partir de valores
estipulados. Encontramos, em nosso estudo, problemas semelhantes porém com estratégias de
resolugdo mobilizando o pensamento algébrico, no caso de problemas do aritmética de
Diofanto, seu ponto de partida séo as relagdes estabelecidas entre as incognitas, ja Fibonacci,

no Liber Abaci, apesar da evolucao da algebra, ainda se utiliza muito do estilo sincopado.

Nos trés problemas selecionados em diferentes periodos histdricos, nos parece
evidente que as estratégias de resolucdo desses problemas se complementam, dessa forma, isso
parece reforcar o peso que o trabalho com a aritmética nas series iniciais de escolaridade tem
na formacdo do pensamento matematico dos alunos. As estratégias apresentadas na resolucao
desses problemas classicos, deve propiciar ao estudante envolvimento com situacfes novas e
enfrentamento de desafios na busca de solucdo que ndo é evidente, imediata. Logo, a insercao
desta estratégia torna-se essencial e importante para promover a participacdo dos alunos nas
aulas de matematica e além disso permite-lhes o desenvolvimento de seu pensamento l6gico-
matematico. Essa proposta de ensino propde tratar a matematica ndo como mera transposicao
de conteudo e pura mecanizacao de férmula, mas como uma disciplina dindmica e viavel de
criatividade e explicitacdo de diferentes estratégias de solugao.

Problemas dessa natureza aparecem e sdo trabalhados em textos didaticos, o
problema dos coelhos de Fibonacci no livro didatico. Fonte: Apresentada por Gelson lezzi,
Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeid, na Colecdo Conecte —

Matematica: Ciéncia e aplicagdes 1. Editora Saraiva. 2010. p. 267 e p. 268. Conforme descrito
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nas paginas 105 e 106, onde sdo colocados como atividades, mas ndo consideram 0s aspectos
historicos, a menos da citacdo dos nomes de Fibonacci e Diofanto.

A nossa intencdo ao utilizar os dados e caracteristicas histdricas, visa uma maior
interacdo e uma possivel comparacdo das estratégias de resolucao historica e atual, sempre
buscando dar mais significado aos contetidos (conceitos) estudados (envolvidos).

O estudo nos permite analisar as estratégias usadas nos problemas, comparando-as
e registando algumas diferencas. As estratégias usadas sdo diversificadas inserindo-se nas
categorias de estratégias informais. Além disso, a sua andlise evidencia o tipo de trabalho que
se pode desenvolver na sala de aula a partir de condi¢des que propiciem que os alunos
progridam do uso de estratégias informais, pouco estruturadas para estratégias mais
estruturadas e eficientes. Pelo contrario, a andlise das estratégias informais denota uma
prevaléncia do uso do algoritmo tradicional e evidencia uma continuidade em termos da
progressao das estratégias nos trés problemas.

A potencialidade do trabalho com a Resolugdo de Problemas Matematicos da
Antiguidade como estratégia para o ensino de matematica na educacgdo basica, enquanto meio
sdo ferramentas preponderantes e de exclusividade para se envolver com problematizacédo e
raciocinio l6gico. Até este momento, podemos perceber que o conhecimento da histéria do
desenvolvimento da matematica nos possibilita maior compreensdo quando percebemos que a
aritmética nos conduz a uma simbologia algébrica como linguagem que facilita a expressao do
pensamento matematico. A partir de uma abordagem historica, passando pelos possiveis
estagios de evolucdo da matemética podemos contribuir para a construcdo do pensamento
algébrico em direcdo a formalizacdo da linguagem simbdlica e, diante disso, amenizar
dificuldades relativas a abstracdo. A medida que a linguagem algébrica se torna familiar ao
aluno, ele pode compreender a funcéo da generalizacdo para a solucdo de situaces problema.
As informacoes e os problemas histdricos permitem reflexdes que auxiliam, tanto na formacéo
do professor quanto na dos alunos e ainda podem contribuir para a reelaboracdo de conceitos
matematicos.

No proximo capitulo, discutiremos os principais resultados, articulando-os com a
literatura, e em seguida as consideragdes finais com os contributos da investigagdo e com uma

breve reflexdo pessoal sobre o percurso realizado.

110



Capitulo 4 - Relagbes Epistemologicas na Construcdo de Conceitos
Matematicos a partir da analise das progressdes na resolucéo de problemas

classicos.

Os trés capitulos anteriores fizemos um trabalho de reconstrugdo historica,
selecionamos alguns problemas relacionando aspectos recorrentes destes periodos, sua
apresentacdo em alguns livros didaticos, visando obter apontamentos que nos permitam sugerir
estratégias para o ensino de Matematica na educacao béasica. Para nosso objetivo analisamos
problemas cuja recorréncia é a apresentacdo de progressdes utilizando algumas novas
referéncias especializadas.

Nos trabalhos de Lagarto (2010), Chace (1929), Miatello (2009) e Robins e Shute
(1987) sobre os problemas envolvendo progressdes aritméticas constatamos algumas
diferencas. A primeira diferenca estd relacionada a quantidade de problemas no Papiro de
Rhind. Por exemplo a tabela usada por Lagarto (2010) traz 84 problemas e a tabela de Miatello
(2009), 87. Confrontando essas tabelas com aquela apresentada por Chace (1929) e em Robins
e Shute (1987) constatamos que apenas Lagarto (2008) descreve o Papiro de Rhind com 84
problemas. Comparando os problemas do Papiro de Rhind, tal como constam na traducao feita
por Chace (1929), com as tabelas de Lagarto e Miatello, constatamos que as diferencas tém
inicio no problema 40.

Nesse problema pede-se uma divisdo de 100 paes por 5 homens, de modo que cada
homem receba 5% pées a mais que o anterior. Chace (1929, p. 45) considera esse problema
como um problema de progressdo aritmética e Lagarto (2008, p. 1) parece concordar a esse
respeito. Todavia, Miatello (2009, p. 284) néo parece estar de acordo visto que argumenta que
0s antigos egipcios ndo desenvolveram o conhecimento matematico sobre progressoes
aritméticas.

Miatello (2009) parece se preocupar com as operacdes realizadas com fragdes
unitarias e com o tratamento dado ao método de falsa posi¢do. Para Miatello (2009, p. 277), 0
algoritmo utilizado para resolver problemas é somente parcialmente ilustrado no texto do
papiro. Segundo ele, no ultimo século prevaleceram interpretacbes que sugeriam uma
determinacéo de séries por tentativa e erro. Assim, ele procura reconstruir a parte que faltava
desse procedimento computacional como uma aplicacdo do algoritmo por meio do método de

“falsa posigdo”.
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Desse modo, Miatello (2009) salienta que, apesar de o conhecimento matematico
sobre progressfes aritméticas poder ser usado no problema 40 do Papiro de Rhind, esse
problema ndo era resolvido pelos antigos egipcios dessa forma, observando que esse problema
aparece acidentalmente e ndo propositalmente.

Tendemos assim a concordar com as consideragdes de Miatello, visto que as
referéncia encontradas em Boyer (1996) e Eves (2008) nédo se referem especificamente aos
conhecimentos sobre progressdes aritméticas ou progressdes geomeétricas naquela época.

Do mesmo modo, encontramos a mesma discordancia no que diz respeito ao
problema 64. Nesse particular, Lagarto (2010, p. 1) e Chace (1929, p. 102) classificam-no como
um problema que trabalha com progressdes aritméticas. Miatello (2009), por sua vez, 0
classifica como um problema de divisdo de paes.

Como ja mencionado por ocasido do problema 40, Miatello (2009, p. 284) mostra
que os antigos egipcios parecem ndo ter desenvolvido o conhecimento sobre progressdes. Desse
modo, o problema pode aparentemente ser de progressdo aritmética, mas era resolvido pelo
método de falsa posicao.

Outro ponto de divergéncia parece centrar-se nos problemas 85, 86 e 87. Para Chace
(1929, p. 62), esses problemas seriam uma “miscelanea”. Por sua vez, Lagarto (2010) ndo se
refere a esses problemas em sua tabela e Miatello (2009) parece ndo considera-los como
registros matematicos. Assim, talvez, por ndo serem considerados problemas matematicos, eles
ndo constem na listagem de Lagarto (2010).

Segundo Gillings (1982, p. 232-234) uma demonstracdo ndo precisa de uma
formulacdo abstrata para ser valida. Basta investigar um caso particular, se a investigacao deixa

transparecer que qualquer outro caso particular poderia receber o mesmo tratamento.

Sabemos que na matematica egipcia, porém, ndo ha demonstragdes. As “provas”,
as quais Gillings (1982) aponta, sdo apenas calculos numéricos para mostrar que o valor
encontrado realmente satisfaz as condi¢cBes do problema. Mesmo quando o escriba esta
exibindo um metodo que ele alega ser valido para todo problema de certo tipo, seu estilo

algoritmico impede que isto seja considerado uma demonstracao. Fossa (2010, p. 489)

Em sua génese histdrica, as progressdes aritméticas e geométricas possuem
procedimento interativo de resolucéo de problemas bastante antigo. Suas origens remontam ao
antigo Egito e aos primordios da civilizagdo chinesa, tendo sido largamente utilizado, desde

entdo, por matematicos de varias civilizacOes.
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E muito dificil tracar a origem exata de problemas envolvendo progressdes. Tanto
0s autores quanto as datas de importantes documentos da Historia Antiga da Matematica séo de
atribuicbes bastante imprecisas. Certo € que tanto no antigo Egito quanto na China, as
progressdes ja eram conhecidas, ainda que com denominagfes diversas e com distintas
convicgBes quanto a sua validade e generalidade. Como j& afirmamos antes, um dos
documentos mais antigos que faz referéncia as progressdes é o Papiro de Rhind, compilado
pelo escriba Ahmes por volta de 1650 a.C. Esse texto, entretanto, € um relato de conhecimentos
bem mais antigos e ndo da exata autoria de Ahmes. Fica, portanto, dificil precisar os verdadeiros
autores das ideias ali expostas, assim como a época dos seus surgimentos. Por outro lado, sendo
as progressdes, historicamente, um tipo de procedimento originalmente retérico, como de resto
a propria Matematica egipcia, alguns tém relutado em aceita-lo como parte integrante da
Algebra, vendo-o, apenas, como método de Aritmética aplicada. Essa postura, entretanto,
carrega também um viés ideoldgico eurocentrista defasado no tempo. Ela consiste em tomar
como Algebra apenas aqueles raciocinios expressos de uma forma completamente simbolica.
Uma postura radicalmente oposta e bem mais aberta, do ponto de vista antropolégico e cultural,
é a de aceitar-se a histdria da Algebra como dividida em trés periodos: o retérico, o sincopado
e 0 simbdlico. A questdo da aceitacdo ou ndo de raciocinios expressos de forma retérica como

sendo uma Algebra é marcadamente ideoldgica.

Como assinala Joseph (1991) a transformagcao da Algebra retérica para a simbolica,
gue marca um dos mais importantes avancos na Matematica, requereu duas importantes
condicdes. A primeira foi o desenvolvimento de um sistema numérico posicional que permitiu
escrever 0os nimeros de forma concisa, trazendo, com isso, o desenvolvimento eficiente das
operacOes. A segunda foi o aparecimento das praticas comerciais e administrativas que
auxiliaram na adocdo, ndo apenas de um sistema numérico, mas também de simbolos para

representar os operadores.

Entretanto, se apesar de ndo possuir um carater simbolico, podemos pensar na
existéncia de uma Algebra egipcia, ha ainda uma outra quest&o a ser devidamente considerada,
ligada a consciéncia da justificativa e da generalidade dos raciocinios utilizados. Analisando as
solugdes de problemas, contidos nos papiros, envolvendo quantidades desconhecidas,
observamos que elas eram, em principio, comparaveis com as nossas equacdes lineares.
Contudo, os processos ali descritos sdo puramente aritmeticos, ndo tendo se constituido, nas
mentes dos egipcios, em um assunto distinto, em uma verdadeira solucdo de equagdes. Os

problemas eram enunciados verbalmente, com indicag0es vagas para a obtencdo das solugdes
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e sem explicacGes do porque os métodos eram usados ou do porque eles funcionavam (KLINE,
1990, p. 39).

O problemas envolvendo sequéncia, na forma utilizada pelos antigos egipcios, ou
seja, contido de forma nao explicita no calculo de “aha”, ndo chega, portanto, a se constituir
exatamente em uma Algebra. Isso se da ndo pela simples falta de simbolos em seus raciocinios,
mas pelo fato dos egipcios ndo terem estado em alerta para a justificativa e a generalidade do
método adotado. Caso tivesse havido essa consciéncia acerca da justificativa e da generalidade
do método, poderiam ter sido os egipcios, efetivamente, os primeiros usuarios de uma Algebra
retérica. Entretanto, a auséncia dessa consciéncia no calculo de “aha” para problemas tidos hoje
como relativos as equacdes lineares, coloca 0s antigos egipcios apenas como legitimos
precursores da Algebra retérica. A versdo egipcia no uso de problemas de progressdes, implicito
no calculo de “aha”, tem uma validade geral para a solugdo de equagdes lineares, mas isso ndo
parece ter sido percebido pelos escribas, pois, tal método nem sempre era usado. O simbolismo
aparece, usualmente, como a Gnica linha demarcatdria existente na historia da Algebra, mas o
estado de alerta quanto a justificativa e a generalidade dos processos matematicos utilizados é
tdo importante quanto a forma adotada para representar a matematizacdo dos problemas. Desta
forma, faltou aos egipcios um sistema metddico geral para resolver equagdes lineares com uma
incgnita, no mesmo sentido que Ihes faltou, também, um sistema alfabético escrito. Apesar de
possuirem um sistema de escrita rudimentar (primitivo), este incluia todos os ingredientes para

gue um método de representacdo alfabética bem sucedido pudesse vir a ser desenvolvido.

Da mesma forma, suas colecGes de técnicas matematicas particulares incluiam
procedimentos que em sua esséncia, ndo percebida, eram gerais, para resolver equacdes lineares
em uma incégnita. Embora tais procedimentos fossem efetivamente gerais, eles realmente
nunca tiveram consciéncia de tal fato. Em nenhum dos casos, portanto, nem na escrita nem na
Matematica, eles reconheceram que 0s seus sistemas incluiam, além de técnicas especiais ou
supérfluas, uma generalidade latente (RESNIKOFF & WELLS, 1984). A proto-Algebra
egipcia, se assim podemos conceituar parte de sua Matematica, foi também indubitavelmente

retardada pelos seus métodos de lidar com as fracdes.

Segundo Kline (1990), os célculos extensos e complicados com fragdes, foram,
assim, igualmente, uma das razdes pelas quais 0s antigos egipcios nunca desenvolveram uma

Aritmética ou uma Algebra em um nivel avancado.
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Segundo Medeiros e Medeiros (2004), em uma sequéncia de grande salto
cronoldgico, as progressdes podem ser encontradas nos trabalhos do matematico grego
Diofanto de Alexandria, por volta do ano 250, j& envolvido em procedimentos algébricos
sincopados, mesclando a retorica com algumas simbolizac6es. Entretanto, mais importante do
que o pré-simbolismo adotado é o fato de encontrarmos presente em Diofanto, como de resto
na Matematica grega em geral, a ideia da necessidade da justificativa e da generalizag&o.

Ainda entre os gregos, encontramos, também, outras referéncias as progressdes em
alguns problemas contidos na influente “Antologia Grega”, elaborada por Metrodorus, por volta
do ano 500. Na sequéncia histdrica, vamos encontrar progressdes exposto nos trabalhos de
notaveis matematicos arabes como Al-Khowarizm (810) e Abu Kamil (850), assim como entre
matematicos hindus, como o grande Bhaskaracharya (1114-1185), sucessor do ndo menos
famoso Bramagupta (BOYER, 1989).

A Matemaética hindu tem uma histéria bastante antiga, comparavel a egipcia e a
chinesa. Entretanto, o contato com a atitude grega diante da Matematica, na era Alexandrina,
inaugura uma nova fase do pensamento matematico hindu.

Por volta do ano 300, logo ap6s a época de Diofanto, vamos encontrar na india um
livro intitulado “Vaychali Ganit”, de autoria de Sarvesh Srivasta, no qual calculos
matematicos basicos ja aparecem em notagdo decimal. Nele encontramos, também,

referéncias as fragcOes e progresses aplicado a questdes envolvendo compras e
vendas. (MEDEIROS E MEDEIRQS, 2004, p. 33)

Na primeira metade do século VII, Bhaskara | (600 — 680) ja introduzia varios
elementos simboélicos na construgdo de uma Algebra capaz de lidar com grande nimero de
problemas relacionados ndo apenas com equacOes lineares, mas, também, com algumas
equacdes quadraticas e cubicas. Os séculos VII e VIII marcam o inicio da Matematica arabe.
Por volta do ano 810, Al-Khowarizm escreve importantes trabalhos matematicos sobre
Aritmética, Algebra, Geografia e Astronomia. Sua Algebra, em particular, mesmo sendo
essencialmente retdrica, constitui um marco decisivo na histéria da Matematica. A prépria
palavra Algebra deriva do nome do seu texto Hisab al-jabr wal-mugabala, que significa,
literalmente, célculos por completamento e balanceamento (ou restauracdo). O seu proprio
nome é a fonte de origem da palavra algoritmo. As novas técnicas sdo utilizadas por Al-
Khowarizm comparativamente com a utilizacdo do método da falsa posicao, entdo denominado
de elchatayn, em problemas lineares. Problemas concretos, que poderiam ser tidos como
envolvendo equac0es lineares, haviam sido resolvidos, até entdo, por falsa posicao, sem clareza,
entretanto, da formulagéo de uma equacéo.
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A partir de Al-Khowarizm, esses problemas passam a ser efetivamente expressos e
resolvidos, ainda que de forma retérica, em termos da ideia de equacdes lineares. Entretanto, é
conveniente notarmos que a denominacao de ‘“equacao” s6 viria a ser adotada muito
posteriormente. E importante assinalarmos que Al-Khowarizm propiciou um enorme avango a
Algebra, principalmente com a introdugio valorosa das técnicas de “complemento” e de
“restauracdo”. No tocante, porém, a utilizacdo do simbolismo, o seu trabalho situa-se a um
passo atras dos trabalhos de matematicos anteriores hindus e mesmo de Diofanto. Segundo
Rogue (2012), este ¢ um caso tipico que ilustra a “ndo-linearidade” do desenvolvimento da

Matematica.

Por volta do ano 900, Abu-Kamil, legitimo sucessor de Al-Khowarizm, escreve o
“Livro sobre a Algebra”, no qual estuda aplicagdes deste campo da Matematica a problemas
geométricos. Foi através desse livro que o Ocidente veio, muito tempo depois, a tomar
conhecimento inicial da Algebra e em especial das progressdes. Com efeito, Leonardo de Pisa,
introdutor principal da Algebra na Europa, viria a basear sua obra sobre o referido livro de Abu-

Kamil.

Antes que a Algebra chegasse & Europa, podemos observar os avancos da mesma
entre os matematicos hindus. Bhaskara Il, também conhecido como Bhaskaracharya (1114 —
1185) ou Bhaskara, o professor sucessor de Bramagupta como astronomo em Ujuin, escreveu
sobre Aritmética, Algebra e Trigonometria esférica. Sua Algebra é sincopada, ndo apenas
retorica. Ela é quase simbdlica, devido ao uso de algum simbolismo assinalando um avango
sobre as obras de Bramagupta e dos matematicos arabes. Para Roque (2012), a versao arabe da
Algebra é que viria a ser transmitida inicialmente ao Ocidente, fazendo com que a historia da
Matematica apresente assim avancos e retrocessos em seu curso, naquilo que por vezes é

denominado de um percurso dialético, ndo- linear.

Na Algebra, contida no seu livro intitulado Lilavati, o grande Bhaskara utiliza
progressdes junto com as novas técnicas introduzidas pelos arabes (BALL, 1960). Sua
utilizacdo, entretanto, ja é de uma natureza crescentemente simbolizada. A Algebra s6 chegaria
a Europa apos a morte de Bhaskara 11, ja no ano de 1202, através do célebre livro de Leonardo
Fibonacci (1170 — 1240), também conhecido como Leonardo de Pisa, o Liber Abaci, ou Livro
dos Célculos. Traduzido, algumas vezes, de forma equivocada, como o Livro do Abaco, é
comum que se seja tentado a pensar tratar-se tal obra de um compéndio de regras de utilizagédo

do “abaco”, antigo instrumento oriental utilizado também nos célculos.
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A mensagem, porém, do texto de Leonardo de Pisa € realmente a missdo de
introduzir o sistema decimal, os algarismos arabicos e as novas técnicas da Algebra entre os
comerciantes da Europa. O impacto deste importante livro no pensamento matematico europeu
foi tremendo, ainda que nao tenha ele se tratado de uma obra verdadeiramente original, mas da
compilacdo de ensinamento dos arabes, dentre eles, o uso de problemas envolvendo sequéncia.
A apresentacio da Algebra no Liber Abaci é, contudo, ainda nitidamente retérica. Ela no
incorpora, neste sentido, os enormes avancgos conferidos na segunda metade do século anterior

por Bhaskara.

Em acordo com Medeiros e Medeiros (2004), deve-se, a Fibonacci uma
contribuicdo semantica no simbolismo algébrico: a introducdo, em latim, da corruptela da
expressdo arabe “el chatayn” de onde se originam os termos correspondentes nas varias linguas
ocidentais da palavra “equacao” (ndo da ideia de equacdo, que ¢ bem anterior). Esta palavra, no
entanto, que muito depois viria a ser incorporada até os dias atuais na Matematica, passou uns

250 anos até tornar-se de uso generalizado entre os matematicos.

Verificamos que no campo semantico, a histéria da Matematica apresenta seus
avancos e retrocessos (RESNIKOFF & WELLS, 1984). Assim, o uso de problemas envolvendo
sequéncias, com o passar do tempo, recebeu varias denominacgdes diferentes, até estabelecer-
se, efetivamente, a partir do século XV como “Progressdo Aritmética e Progressao
Geomeétrica”. Os Elementos (primeira edicdo 1482) de Euclides apresenta 465 proposices
distribuidas em treze livros, e é no livro VIII que encontramos as Progressdes Aritméticas e
Progressdes Geomeétricas relacionadas, de forma que, se temos uma proporc¢éo continuaa : b =

b:c=c:d, entdo a, b, ¢, d formam uma Progressdao Geomeétrica.

Sabemos que 0s conceitos matematicos surgiram de problemas praticos decorrentes
da vida cotidiana ou de quest@es tedricas que envolveram as mentes de inUmeros matematicos
ao longo da historia. Nas narrativas histéricas da Matematica encontram-se também aspectos
referentes a comportamentos, e atitudes inerentes a condicdo humana. Conhecer as
manifestacdes que tratam dos processos criativos deve permitir ao aluno um envolvimento na
construcdo historica do conhecimento Matematico, superando a visdo de uma matematica como

um produto pronto e acabado.
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Consideracoes finais

A historia da matematica como metodologia de ensino leva para a sala de aula
questdes relativas as necessidades humanas que deram origem a conceitos matematicos e as
producdes tedricas consequentes das abstracoes e generaliza¢des obtidas. O grande desafio para
os professores de matematica que procuram fazer uso da historia da matematica em sala de aula
consiste na transformacdo das informacgfes historicas obtidas por meio de pesquisas
bibliograficas em atividades de ensino que propiciem aos alunos um encontro histérico com o
conhecimento matematico e na elaboracdo de abordagens pedagégicas que favorecam a
reconstrucdo e assimilagdo dos conceitos envolvidos nestes contetddos. O conhecimento da
histéria da matematica é essencial para todo professor desta area, pois mesmo que as
informacBes histéricas ndo tenham aplicacdo direta em sala de aula, a compreensdo do
desenvolvimento histérico dos conceitos pode influenciar positivamente as praticas

pedagogicas.

A historia da matematica na formacao do professor pode contribuir na percep¢ao
“da natureza da matematica, dos processos de abstracdo, de generalizacdo e de demonstracéo,
das dimensdes estética e ético-politica da atividade matematica”. Contudo, a grande maioria
dos professores que atuam nas escolas ndo teve em sua formacao disciplinas referentes a histéria
da matematica, cabendo a eles a busca destes conhecimentos por intermédio de cursos de
formacdo continuada, pesquisas bibliograficas, etc., Ndo se conhece completamente uma

ciéncia, a menos que saiba a sua historia.

O recurso a histdria da matematica sozinho ndo soluciona todos os problemas da
Educacdo Matematica, mas, observa-se que as atividades inspiradas na histéria motivam os
alunos a aprendizagem, humanizam a matematica, conduzem a investigacdes e contribuem para
a compreensdo dos conteldos matematicos a partir da re-criagdo ou da re-descoberta de

conceitos.

Uma abordagem histérica da construcdo de conceitos matematicos pode propiciar
uma visdo da producdo matematica, e revela que a matematica € um produto da cultura humana,
mutavel com o tempo. O conhecimento da histdria do desenvolvimento algébrico possibilita a
percepcdo da simbologia algebrica como uma linguagem que facilita a expressdo do
pensamento matematico. Atividades que contemplem os estagios de evolucdo podem contribuir
para a construcdo do pensamento algébrico em direcéo a formalizacéo da linguagem simbdlica

e, diante disso, amenizar dificuldades relativas a abstragao.

118



A medida que a linguagem algébrica se torna familiar ao aluno, ele pode
compreender a funcdo da generalizagdo para a solugéo de situagdes problema. As investigacoes
desenvolvidas demonstraram que o recurso a historia da matematica na pratica pedagdgica vai
além de um elemento motivador, pois as informacdes e os problemas historicos permitem
reflexdes que auxiliam, tanto na formagéo do professor quanto na dos alunos e ainda podem
contribuir para a reelaboragdo de conceitos matematicos, neste caso especifico, os conceitos

algébricos.
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