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RESUMO

Este trabalho trata da articulagcdo e integracdo de organizacdes praxeologicas
anunciadas pelas pesquisas a luz da teoria antropologica do didatico, em particular,
entre as organizacgOes referentes as no¢oes de fragOes e de operacdes com fracdes
gue vivem em uma dada instituicdo de ensino. Essa problematica € evidenciada a
partir de um Modelo Epistemoldgico de Referéncia - MER aqui proposto que permite
analisar e reconstruir organizacdes praxeolégicas sobre nocbes e operacdes, de
adicdo e subtracdo, de fracdbes em que revela o papel de praxeologicas
intermediarias a partir da epistemologia funcional dos objetos da matematica
escolar.

Palavras-chave: Fracdo. Modelo Epistemolégico de Referéncia. Teoria
Antropolégica do Didatico. Praxeologias. Praxeologia intermediaria.



ABSTRACT

This work deals with the articulation and integration of organizations praxeological
announced by research the light of anthropological theory of didactic, in particular,
between organizations regarding the concepts of fractions and operations with
fractions that live in a given institution of education. This problematic is evident from
an Epistemological Reference Model - ERM proposed here allows us to analyze and
reconstruct praxeological organizations about notions and operations, addition and
subtraction of fractions in revealing the role of intermediary praxeological from the
functional epistemology of objects of school mathematics.

Keywords: Fraction. Epistemological Model Reference. Anthropological Theory of
Didactics. Praxeologias. Praxeology intermediate.
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CONSIDERACOES INICIAIS

Primeiro olhar sobre a pesquisa: Minhas idas e vindas como docente e a
guestdo de pesquisa

Minha trajetdria docente iniciou em 1996, ano de ingresso na Universidade da
Amazénia — UNAMA. A escolha por ser professora de Matematica aconteceu
durante o Ensino Fundamental, mas precisamente na 82 série (hoje 9° ano), apesar
dos altos e baixos que enfrentei durante os primeiros anos do Ensino Fundamental
I, tive um professor que me oportunizou a vé a matematica como algo “vivo e real” e
a partir daquele momento minha vontade era conhecer mais sobre a matematica,
tinha satisfacdo em estuda-la, estreitando a cada dia minha relacdo com os objetos
matematicos.

Tive a oportunidade de iniciar minha vida docente nas séries iniciais, essa
experiéncia foi impar, me possibilitou viver e conviver com préticas que ainda hoje
dao suporte as minhas praxeologias. Nessa trajetéria acompanhei a transicdo das
séries e suas devidas organizacfes matematicas e deduzi que cada qual tinha seu
nivel de complexidade, a culminancia dessa observacéo ocorreu quando lecionei no
ensino médio e no superior e constatei erros “basicos” tais como: representacéo da
nocéao de fracdes e principalmente as operacdes com fracoes.

Minha experiéncia me fez perceber que o problema do estudo das fracdes
poderia estar na “base”, no inicio, na construgdo da nocdo, nas organizacdes
matematicas, momento em que esse objeto matematico é apresentado e tratado. O
ensino preliminar das fracdes apresenta uma forte influéncia no papel do professor
em sala de aula e que pode deixar escapar o que destaca Pinilla (2007, p.18) sobre
a aprendizagem da nocéo de fracdo como primeiro estagio da aprendizagem em que
“atras” do termo fragdo pode estar escondido diferentes situagdes que dao sentido a
essa nocao de fracao.

Nesse trajeto de dezessete anos desempenhando o papel de professora de
Mateméatica do Ensino Fundamental | e Il, Médio e Superior da Rede Publica e
Privada, algumas vezes, de forma simultanea, vivi plenamente cada momento do
tempo empregado em cada instituicdo, eu ndo era mais a mesma pessoa, minhas
praticas ndo eram as mesmas, elas foram moldadas e ganharam novas formas. Meu

modo de fazer nunca mais seria o mesmo, desenvolvi o que Chevallard (2005)
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chama de criatividade didatica, que ocorre quando o professor é capaz de
desenvolver producgdes proprias, que ndo se restringem as estratégias de ensino e
conceitos originais. Percebi ainda que as praticas ndo surgem de maneira
instantdnea (BOSCH et al 2006 p. 39), essas préaticas docentes sdo provisorias,
momentaneas e transitorias, Bosch e Gascon (2001) chamam de praxeologias
empiricas, ou seja, uma praxeologia que acontece em uma instituicdo concreta, em
um momento histérico concreto com caracteristicas e restricbes especificas.

Nessa caminhada, inicialmente subestimei o ensino das fragdes, pois achava o
conteudo “simples”, mas ao longo dos anos, constatei que ensinar fracdes nao era
algo tédo simples assim, tdo perfeito e imutavel como eu imaginava.

Em resumo, desde minha saida da universidade em 2000 tenho aprendido na
pratica as tarefas de ser professora, cada classe uma nova experiéncia, em algumas
me realizando, em outras me frustrando. Percebi por exemplo, que para ensinar nao
basta ter conhecimento do conteudo, precisamos de algo a mais, que nos favoreca e
nos oriente a como levar o aluno ao encontro dos objetos matematicos propostos?
Julgamos necessario responder esse questionamento e a partir dai surgem outros
guestionamentos quando levamos em consideracdo uma dada organizacao
matematica, questionamentos basicos do tipo: Quais as condi¢cdes que facilitam ou
impedem o encontro dos alunos com um dado saber? Em termos de um objeto
matematico especifico o questionamento passa a ser do tipo: Qual € a infraestrutura
didatica - matematica necessaria sob as restricdes dadas que facilitam ou impedem
de levar os alunos das séries iniciais ao encontro das fracdes?

Estes questionamentos, na forma elaborada, € claro, ndo surgiram do vazio,
mas de leituras realizadas no meu curso de mestrado especificamente no GEDIM -
Grupo de Estudos de Didatica da Matematica, que nos viabiliza discutir trabalhos de
diferentes pesquisadores, entre eles, Pinilla (2007) e, principalmente, Chevallard
(1999, 2005, 2009) e seus seguidores como Bosch e Gascén (2001, 2009, 2011)
guanto aos estudos sobre a Teoria Antropolégica do Didatico, daqui em diante TAD.

Dentre as obras estudadas cito as da pesquisadora Pinilla (2007) em que
apresenta uma perspectiva sobre as fracbes com densidade, discutindo sua
complexidade e suas diversidades. Proporcionando-me analisar e rever minhas
préaticas e assim discutir a respeito da nossa tarefa de ensinar.

A autora afirma que os professores desconhecem a complexidade conceitual e

cognitiva a respeito do ensino das fragches, entre elas, que os alunos em
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determinada faixa etaria ndo possuem a maturidade critica ou a capacidade
cognitiva para construir o conhecimento sobre os nimeros racionais, diferentemente
dos textos escolares que ‘“insistem” em apresentar as fragbes como numeros
racionais.

Esta afirmativa articulada com minhas leituras sobre TAD aponta que 0s
problemas de ensino e aprendizagem de matematica podem ter sua origem na
construcdo dos objetos mateméaticos de ensino e, portanto, nas praticas
matematicas-didéaticas vividas pelos alunos em sala de aula, e fora dela, tudo como
parte de um processo de estudo, nos levou a alguns questionamentos até aqui
postos, alguns ndo assumimos como questionamentos a serem respondidos neste
trabalho, ndo por falta de interesse, como se pode perceber, mas pela envergadura
da pesquisa necessaria que exigiria enormes esfor¢cos de investigacao que estao por
demais limitados para o desenvolvimento de uma dissertacido de mestrado.

Assim, detive-me em uma das questbes problematicas sobre o ensino de
fracOes, mais precisamente, quanto as operacdes de adicdo e subtracdo de fracdes
com a seguinte questdo: Qual a organizacdo praxeoldgica (intermediaria) que
pode favorecer o encontro dos alunos com a adicdo e subtracdo de fracdes e
gue elimine a desconexdo entre as praticas sobre nocdo de fracdo e as
préaticas operatorias com fracdes?

Esse tipo de questionamento tem sido objeto de pesquisa de diferentes
pesquisadores e identificado nas leituras de Chevallard (2001a), Bosch, Fonseca e
Gascon (2004), Fonseca (2004), Garcia (2005), Sierra (2006), Rodriguez (2005) e
Barquero (2009) como a problematica da desconexdo dos saberes, pois as
desconexdes de saberes podem levar a aflorar o fenbmeno do monumentalismo no

ensino de um dado saber, ou seja, 0s sistemas de ensino

Tendem a cair no que Chevallard chama (2001, 2004a, 2004b,
2006a) pedagogia do “monumentalismo”, que preferem o estudo de
determinadas construgfes praxeologicas (0s monumentos) como
estudo de questdes, problemas ou necessidade que se originam
ainda no projeto de formacao (Bosch e Gascon, 2009, p. 7)

De outro modo, a nocao de fracdo pode se constituir em um monumento que o
aluno visita sem saber a que questdo ele deve responder, ela é Gtil no estudo das
fragcbes, em particular, para o estudo de operacdes com fragOes. Isto elimina

gualquer possibilidade de um fazer inteligivel com esses objetos matematicos e
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consequentemente com a perda de unidade das préaticas com prejuizos ao processo
de ensino e aprendizagem.

Nossa pesquisa €, portanto, tedrico-metodoldgica, intitulada por “Tarefas
intermediarias: um modelo epistemolégico de referéncia para o ensino das fracdes”
em que busca enfrentar a problematica do ensino das operacbes com fracdes nas
séries iniciais, por meio da proposicdo de um modelo epistemoldgico de referéncia
(MER) que permita analisar e reconstruir organizacdes praxeoldgicas intermediarias
para atender 0s seguintes objetivos:

» Gera | - Integrar as praxeologias sobre as nocbes de fracbes e as
praxeologias sobre operacdes com fracbes que vivem em uma instituicdo de
ensino e;

» Especifico - Construir uma organizacdo praxeoldgica sobre operacdes com
fracOes que permita operar com fracdes do mesmo modo que se opera com
0S numeros inteiros, a0 mesmo tempo em que aponte para as praticas
operatdrias a serem estudadas no Ensino Fundamental Il como nameros
racionais.

Visando alcancar o que propdem esses objetivos, as propostas de
encaminhamento sdo elaboradas a partir de nossas compreensdes da TAD que
descreve o fazer matematico a partir das praxeologias desenvolvidas nas
instituicbes e que revelam, de certo modo, as relacdes entre 0s sujeitos dessas
instituicbes e os objetos matematicos que nelas vivem (CHEVALLARD, 1999).

Nossa intencdo € construir uma compreensado minima sobre a necessidade de
certas praticas matematicas, ditas praxeologias intermediarias, para justificar e dar
sentido as praxeologias pontuais que vivem na escola, em particular, na perspectiva
do desenvolvimento praxeoldégico em complexidade crescente considerando o
passado, o presente e o futuro do estudo das fra¢des na instituicdo de ensino.

Esta pesquisa esta dividida em duas partes: a primeira parte propde-se um
Modelo Epistemolégico de Referéncia - MER para explicitar as praxeologias que
buscamos e que se constitui como ferramenta capaz de analisar as organizacdes
matematicas tanto do professor quanto dos livros didaticos além de minorar o
problema da desarticulagdo no ensino da matematica.

O modelo proposto apresenta uma organizacdo praxeolégica com nivel de
complexidade crescente cuja razdo é dar unidade as praxeologias supostamente

limitadas, tornando possivel uma transposi¢do didatica que favoreca um encontro
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amigavel dos sujeitos com as praticas com fracfes. Ressaltamos que esse modelo
visto sempre como provisorio e, portanto, ndo esgota as possibilidades de se obter
novas praxeologias a partir do que propomos. O MER aparece como uma
ferramenta fundamental para a analise dos processos didaticos e do contrato que 0s
rege. (SIERRA, 2006, p.383, traducao nossa).

Esse modelo comporta diferentes trabalhos, entre eles, Guerra e Silva (2008),
Lima (1991) e Euler (1828) que nos inspiraram com elementos matematicos e
didéaticos, e se baseou ainda nos pressupostos da Didatica da Matematica alguns
autores tais como: Sierra (2006), Bahujama (2000), Bosch e Gascon (2001, 2003,
2004, 2010, 2011), Fonseca (2004), Garcia (2005), Rodriguez (2005), Lucas C.
(2010), Andrade (2012), Cirade (2006), Chevallard (2001, 2004, 2009), nos
dispuseram de instrumentos a nivel tedrico e pratico apresentando algumas
discussdes com diferentes encaminhamentos didaticos, dentre eles, o fenémeno da
desarticulacéo e isolamento das organiza¢cdes matematicas, entre outros.

O cerne da segunda parte da nossa pesquisa foi 0 uso do modelo construido,
como ferramenta de analise do livro didatico. O livro analisado foi do 4° e 5° ano -
“Asas para voar” dos autores: Maria Helena Souza e Walter Spinelli - utilizados por
uma escola publica localizada em Belém/PA que forma alunos do ensino
fundamental | e 1l ao ensino médio.

O critério da escolha dos livros baseou-se em dois pontos: o reconhecimento
do IDEB e do ENEM pelo trabalho que a escola tem apresentado, pois sabemos por
meio das pesquisas “medem” a qualidade do ensino basico através dos resultados
das notas dos alunos e, durante 0 andamento da pesquisa eu fazia parte do corpo
docente da instituicdo e dessa forma tinha acesso as informacdes necessarias,
inclusive o livro didatico, para compor os dados da minha pesquisa.

A andlise do livro é realizada pelo contraste entre as praxeologias nele
apresentadas e o proposto pelo MER em busca de responder questionamentos
derivados da nossa questdo de pesquisa e que atendam os objetivos postos, tais
como: As praxeologias matematicas levam o aluno ao encontro das fracées de modo
gue estejam articulados entre si no nivel de complexidade crescente? Ha
praxeologias matematicas articuladas entre numeros inteiros e fracfes? As
praxeologias com noc¢ao de fracdes estdo correlacionadas com as operagbes com

fracbes? O livro analisado apresenta alguma articulagao e integracao que favoreca
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um fazer minimo racional de como se faz e de por que se faz as operacfes com
fracOes pelas técnicas apresentadas?

Nesse caminhar, nosso relatério de pesquisa ficou estruturado da seguinte
forma:

No primeiro capitulo situamos nossa pesquisa com uma breve, mas
pertinente, apresentacdo dos elementos teéricos da Teoria Antropologica do
Didético (TAD) necessarios como: os momentos de estudo, transposi¢do didéatica, a
organizacdo didatica e matematica, a praxeologia intermediaria, o modelo
epistemoldgico de referéncia, o fenbmeno da desarticulacdo do ensino, tais
conceitos fundamentam nossa investigacao.

O segundo capitulo intitulado por “As fragbes”, trazemos discussbes como
compreender e ensinar as fracbes levando em consideragdo 0s aspectos
matematicos e didaticos. Apresentamos ainda, as dificuldades mais triviais no
estudo das fragcbes e como ela tem sido tratada na escola quando falamos dos
numeros fracionarios e dos numeros racionais e o tratamento e as discussdes que
séo dadas a cada um.

O terceiro capitulo intitulado como “Modelo Epistemoldogico de Referéncia:
Organizagdes  Matematicas  Intermediarias”.  Apresentamos um  modelo
epistemoldgico de referéncia que subsidia a articulacdo entre o0s saberes,
possibilitando uma relagdo mais proxima entre os sujeitos e as operacfes com
fracOes por meio do principio da contagem. Esse modelo visa também (re) construir
uma organizacdo matematica eficaz que possibilite a partir dela se construir outras
praxeologias matematicas intermediarias, ou seja, promover um pensar sobre as
necessidades de praxeologias intermediarias como facilitadoras de acesso ao
estudo das praxeologias com fracdes.

No quarto capitulo temos a intencdo de analisar e discutir o livro didatico do 4°
e do 5° ano, revelando suas praxeologias didaticas e as organiza¢cdes matematicas
trazidas nesse livro. Como assumimos o fenbmeno da desarticulagdo como um
problema do ensino e adotamos o modelo epistemoldgico de referéncia construido
no capitulo trés que sera nossa base de andlise, o subsidio a problematica, pois
buscamos compreensdes das praxeologias presentes nas analises e a possivel
construcdo de uma praxeologia intermediaria para o ensino das fracdes. Finalizamos
com algumas consideracdes e com propostas abertas a possiveis pesquisas e

desdobramentos.
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CAPITULO |
A TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO E O DESENVOLVIMENTO DE
PRAXEOLOGIAS MATEMATICAS

Neste capitulo, nossas consideracfes se propagam por meio do olhar
reflexivo na busca de compreensfes a partir da Teoria Antropoldgica do Didatico
sobre a construcao do conhecimento matematico, mais especificamente, sobre um
dos artefatos construido pelo homem para esse fim; as organizacdes mateméaticas e
didaticas.

Particularmente, em nosso caso, a quase inexisténcia de relacdo entre as
nocOes de fracdes com as operacOes de adicdo e subtracdo entre elas nos leva a
hipotese de que a dificuldade de aprendizagem esta relacionada com a obscuridade
da relacdo entre nocdo e operacao de fracdes, fruto decorrente de praxeologias
matematicas pontuais que podem impossibilitar um fazer matematico compreensivo.
Nesse caminhar vislumbramos a necessidade do desenvolvimento de praxeologias
intermediarias que permitam alcancar um fazer inteligivel para quem ensina e para

guem aprende.

1.1 NOCOES DE PRAXEOLOGIAS

A Teoria Antropologica do Didatico (TAD) parte do principio que o saber
matematico se constroi como resposta ao estudo de questdes problematicas,
conduzindo a construcdo ou reconstrucéo de praxeologias matematicas.

Chevallard (1999, p.1) destaca que “a TAD situa a atividade matematica, e
em consequéncia a atividade de estudo das matematicas, no conjunto de atividades
humanas e instituicbes sociais”, ou seja, a abordagem antropoldgica adota uma
perspectiva institucional, envolvendo problemas antropolégicos didaticos no quadro
geral de praticas e atividades humanas.

Nessa linha, (CHEVALLARD 1997, 1999) a TAD relaciona o didatico com o
estudo, tomando a palavra “estudo” num sentido muito amplo que engloba as
nocdes de ensino e aprendizagem comumente utilizadas na cultura pedagdgica e
gue refere a todos que compde uma dada instituicdo com a finalidade de obter

respostas a questdes problematicas.
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As nocdes consideradas pela TAD proporcionam recursos teéricos e
metodologicos que possibilitam descrever, analisar e desenvolver organizacdes
didaticas e mateméticas e para isso Chevallard propde um modelo basico; a nocao
de praxeologia cujos componentes sao: a tarefa (T), que constituem as questdes
enfrentadas, o jeito de enfrentar essas questfes, que identificamos como as técnicas
(t), o discurso que descreve, explicam ou justifica as técnicas, a tecnologia (©) e a

teoria (0), esta Ultima mais inclusiva a que justifica a tecnologia

Simplesmente: agir, viver, tudo se resume a pbr em jogo
praxeologias que se modifiqgue ao mesmo tempo, que se difundem
(intencionalmente ou nao) [...] Como o encanador que remenda a
torneira [...] cada um de nés movimentamos nossas praxeologias
com 0s outros, com as instituicdes a que estamos sujeitos. A vida em
todas as areas (inclusive a matematica, por exemplo) é feito de
praxeologias. Até mesmo o0s grandes projetos que carregam uma
sociedade ou civilizacéo criada e disseminada se assemelham com o
resultado de um simples e humilde trabalho a “praxeologia do
encanamento”. (CHEVALLARD 2007, p. 11, grifos do autor e
traducdo nossa)

Quando ha um questionamento nos parece evidente que se almeja uma
reposta que devera emergir no conflito da vida social de um grupo de pessoas,
grupo esse fecundo de relagbes entre os sujeitos de forma a prover a “troca” de
saberes que serdo mobilizados e negociados para a construcdo dessa resposta;
uma praxeologia.

Os questionamentos cujas respostas se encontram disponiveis e aceitas
pelos grupos podem ser vistas como tarefas rotineiras. Ler um poema em voz alta,
cortar as unhas ou encontrar a soma de duas fracdes, sdo tipos de tarefa que
podem ser rotineiras para os sujeitos do grupo que da as condicbes minimas para
resolvé-las, inclusive o jeito de fazer e pensar a tarefa.

As tarefas, ou tipo de tarefas, sdo artefatos construidos pelo grupo de
pessoas, as instituicbes, para uma dada finalidade concreta nas atividades

desenvolvidas na instituicdo. Chevallard (1999, p. 223) afirma que

Tarefas, tipo de tarefas, géneros de tarefas ndo sdo dados da
natureza, sdo “artefatos”, “obras”, construgdes institucionais, cuja
reconstrucdo nessa instituicdo, por exemplo, em tal classe € um
problema completo, € um objeto mesmo da didatica, do ensino.
(traducéo nossa)
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Assim, segundo a TAD os homens constroem artefatos, as tarefas com jeitos
de fazer e pensar proprios e que o que torna exequivel a resolucdo de uma tarefa
particular, uma técnica (t), pode alcancar um conjunto de tarefas que podem ser
classificadas como do mesmo tipo de tarefa. No entanto, Andrade (2012, p. 21)

destaca que

A nocédo de tarefa esta sempre interligada a um tipo de tarefa, ou
seja, essas noc¢des sao solidarias. Contudo, devemos ter clareza de
gque ndo existem regras para se especificar um tipo de tarefa (T) e
suas tarefas (t), o que pressupde a complexidade existente na
diferenciacéo e estabelecimento do que sejam as tarefas e o tipo de
tarefas associados. Também € necessario garantir a existéncia de
pelo menos uma maneira de realizar as tarefas pertencentes a um
determinado tipo de tarefas (T). A essa maneira de realizar uma
tarefa pertencente a um dado tipo de tarefas (T), da-se o nome de
técnica (6). Vale salientar que a técnica (6), que nem sempre € Unica,
€ relativa ao tipo de tarefas (T) e ndo apenas a uma tarefa especifica.

Para Chevallard (1999) em uma instituicao | existe para cada tipo de tarefa T
pelo menos uma técnica ou ao menos um pequeno numero de técnicas
institucionalmente reconhecidas para essa tarefa. Dessas técnicas sdo excluidas
outras técnicas que por ventura existam em outras instituicoes /’. A referida excluséo
se da por uma ilusdo de “naturalidade” das técnicas institucionais em |, tornando-as
naturais e que por isso contrastam com 0 conjunto de técnicas alternativas
possiveis, que até mesmo as confrontam, as tém espontaneamente como artificiais,
e (para eles) “contestaveis”, “inaceitaveis”, etc.

Neste ponto de vista, se observa frequentemente entre professores de uma
dada posicdo escolar, as séries iniciais, por exemplo, verdadeiras paixdes
institucionais por tarefas/técnicas naturalizadas nas instituicdes de ensino que nédo
aceitam jamais serem enfrentadas de modos/jeitos explicitamente diferentes.

Nesse pensar observamos que toda acao didatica fomentada pelo professor
implica na mobilizacdo de tarefas prontas para serem enfrentadas pondo em
funcionamento uma técnica, mesmo que esta nem sempre seja clara e anunciada
pelo professor.

Mas, as técnicas assumem um papel importante para o enfrentamento de
um dado tipo de tarefas, pois em articulacbes esbocam o jeito de pensar para a
construcdo do saber em jogo. Dai € importante ressaltar que elas devem possuir um

tempo de vida “util” quanto ao seu uso, em que algumas se tornam obsoleta e caem
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no desuso fazendo emergir a necessidade de serem renovadas e adaptadas em
acordo com as necessidades da instituicdo. De outro modo, as técnicas envelhecem
(CHEVALLARD, 1999, p. 227) tornando-se “limitadas”, ou restritas, quando em
algum momento fracassam na busca de solugbes para uma dada tarefa de um dado
tipo.

Para Bosch (1994, p. 25)

As “condicbes de vida” de uma técnica em uma instituicdo podem ser
variadas, mas em todos os casos devera responder a uma restricao
gue tomaremos como universal, € valida para toda instituicao e toda
técnica utilizada na instituicdo. Consiste em uma dupla exigéncia de
justificacdo e inteligibilidade da técnica posta em pratica, exigéncia
gue gera um discurso (logos) sobre a técnica, para justificar seu
trabalho e torna-lo “compreensivel”. Chamamos a este discurso
tecnologia que pode ser demonstrado na instituicdo que dedica uma
parte de sua atividade em construir o marco tecnolégico
supostamente adequado para justificar e controlar as técnicas
institucionais. (traducéo nossa)

E preciso dispor de recursos tecnolégicos e/ou tedricos que permitam
trabalhar o alcance da técnica de modo a aumentar o seu poder de resolucéo para
um dado tipo de tarefas, ou seja, que permita o trabalho justificado da técnica e mais
o trabalho sobre a técnica de modo a dar-lhe félego e aumentar seu alcance.

As tarefas assumem assim o papel problematizador das técnicas e
compdem o trabalho didatico-matematico que proporciona um relacionamento mais
intenso entre os sujeitos envolvidos no processo de ensino aprendizagem. Processo
esse que pode ser pensado de modo mais simples por meio do modelo de
praxeologias matematicas cujos componentes como ja dissemos sao: a tarefa (T),
gue constituem as questdes, o jeito de fazer essa tarefa, que identificamos como as
técnicas (t), o jeito de pensar essa técnica, a tecnologia (©), e o discurso que
sustenta essa tecnologia, a teoria (0).

Com objetivo de sintetizar a discussdo apresentada no texto apresentamos o

guadro resumo abaixo:
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Quadro 1 - Resumo dos elementos que comp&em o trabalho matematico

Tarefas Sao organizadas como “tipos” de tarefas no sentido de distinguir os problemas, os
“exercicios” sobre um mesmo assunto ou problema. As tarefas cumprem um papel
especifico dentro do processo de estudo, pois ajudam a alcangar um dominio sobre
as técnicas (mesmo as mais robustas) para os alunos, o produto resultante é a
maneira que deverdo ser enfrentadas as tarefas.

Técnicas As técnicas (t) sdo os resultados do enfrentamento das tarefas, sdo formadas por
um conjunto de procedimentos que permitem discuti e resolver os referidos
problemas que podem ser variados e com niveis diferentes de complexidade, que
podem surgir das necessidades rotineiras com algoritmos basicos até acdes mais
complexas.

Tecnologia | E formada pelos discursos que descrevem, explicam e transformam as técnicas
compreensiveis, ou seja, produzem novas técnicas e por fim a quarta e Ultima é a
teoria. (©)

Teoria E o cerne do trabalho matematico, pois comporta todos os elementos matematicos
necessarios para argumentar, fundamentar, € o nivel mais elevado do saber, pois
justificam as atividades em qualquer nivel (como exemplo citamos as obras, livros
didaticos ou cientificos). A teoria é a responsavel em justificar as atividades
acontece por meio da técnica dando motivacdo para criar novos modelos
epistemologicos sendo de referéncia (MER) que subsidiard o enfrentamento de

novas tarefas e técnicas. (®)

Fonte: Préprio autor

O trabalho didatico-matematico quando nos referimos ao processo didatico
age para construcdo de um saber matematico escolar e 0os objetos matematicos de
ensino devem, portanto, ter uma razéo, uma funcionalidade, nesse processo o qual
devera se desenvolver em dependéncia uns com 0s outros, em sincronia, por meio
das tarefas (T), técnicas (t), tendo em conta a tecnologia (©) e teoria (®) que
suportam a construcdo desejada, ou mais precisamente, o modelo epistemologico
matematico para o ensino do saber matematico em questdo tomado como
referéncia, que daqui em diante passamos a identificar como modelo epistemoldgico
de referéncia (MER).

Nessa tessitura, € claro, ndo ha elementos mais importantes que outros, por
mais simples que parecam suas contribuicbes no processo de ensino e
aprendizagem, que Chevallard toma em sentido mais amplo como processo de
estudo. No entanto, a visibilidade, ou um dado modo de visibilidade, de um dado
elemento pode ndo estar ao alcance para um dado ator do sistema didatico, aluno
ou professor. Assim, por exemplo, o discurso tecnoldgico/tedrico ndo € visivel em
geral nas séries iniciais para os alunos, assim como o MER pode ou nao estar
presente nas praxeologias dos professores. Este Ultimo se constitui, principalmente,
em um construto de pesquisadores para descricdo e analise dos modelos

epistemologicos dominantes nas instituicées de ensino.
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1.2 AS ORGANIZACOES MATEMATICAS DE COMPLEXIDADE CRESCENTE

As praxeologias sdo compostas por relacdes entre objetos matematicos de
ensino e suas praticas e dividem-se em Organizacdes Matematicas (OM) e
Organizacdes Didaticas (OD). Essa divisdo s6 se d& no contexto tedrico, pois estdo
simultaneamente imbricadas, mesmo que néo esteja explicitamente dita, a OM e a
OD estdo em dialética e ndo podem ser tratadas isoladamente quando nos referimos
ao ensino da matematica, “ndo se pode separa-las facilmente” (CHEVALLARD et. al.
2001, p. 254).

A nocéao de praxeologia pode ser apresentada a partir de sua etimologia que
vem da origem grega: a praxis e logos.

s Praxis - o “saber fazer”, se destaca por ser uma teoria de atividade pratica
gue cerca e relaciona alguns tipos de tarefas e questbes possiveis de se
estudar a partir de determinadas técnicas.

% Logos - o “saber”, para Gascén (2010, p. 92) “é o conjunto organizado de
conhecimento e de atividade”, entendemos que ele é o responsavel em fazer
transcorrer o conhecimento e através dele é possivel descrever, explicar e
justificar as problematicas apresentadas, ou seja, as técnicas utilizadas, que
Chevallard (1999, p. 224) chama de tecnologia, o saber é o discurso
fundamentado, que Chevallard (ibidem, p. 225) chama de teoria.

Abordagem teodrica da praxeologia matematica se origina da necessidade de
vincular o saber e o saber-fazer, por meio das relagfes pessoais e institucionais e
por intermédio dessas relacdes ha uma movimentacdo do saber que acontece de
forma continua e involuntaria, pois essa relacao esta instituida no sujeito e nas suas
possiveis relacoes.

Para dispor de instrumentos mais precisos para analisar 0S processos
didaticos institucionais, Chevallard (1999) introduziu uma distingdo entre o0s
diferentes tipos de praxeologias de acordo com o grau de complexidade de seus
componentes, chamaremos em nosso trabalho de estagios. E classificam-se em:

% O primeiro estagio sdo as praxeologias pontuais, sdo motivadas por um Unico
tipo de tarefa (T), as condicBes sdo colocadas como restricbes, ou seja, existe
apenas um tipo de tarefa suportado por uma técnica (t) (a0 menos) ou por

tecnologia e teoria.
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% O segundo estédgio sdo as praxeologias locais € uma ampliagdo do primeiro
estagio, ou seja, é possivel identificar varios pontos praxeoldgico para um
mesmo tipo de tarefa (T), caracterizada pela tecnologia (8), pois servirdo para
justificar, explicar e relacionar as técnicas entre si.

% O terceiro estagio sdo as praxeologias regionais € o resultado da agregacéo e
articulacdo das praxeologias do primeiro e segundo estagio, ou seja, essa
praxeologia € formada por varias organizacdes a cerca de uma teoria.

% O quarto estagio sdo as praxeologias globais é a agregacdo de varias
organizacg0Oes regionais.

As organizacdes praxeoldgicas aparentemente independentes mostram que
estdo relacionadas entre si, pois 0 progresso de novas técnicas depende de novos
problemas tecnologicos e 0s mesmos surgem por meio de novas tarefas ou tarefas
rotineiras que precisam ser justificadas por teorias.

Podemos assim considerar a OM como uma unidade minima possivel de ser

descrita como uma atividade matematica. Chevallard (2009, p.4) afirma que

A estrutura praxeolégica mais simples (que poderia se chamar
"atdbmica", que denominamos em fazer pontual) compbe-se de um
tipo de tarefas T, de uma técnica 1, que sdo os modos de realizar as
tarefas t do tipo T, de uma tecnologia 8, que é o discurso que
fundamenta (logos) a técnica (tekhne) e que torna T inteligivel como
um meio para realizar as tarefas do tipo T, finalmente - finalmente, e
nao menos importante, de um componente tedrico ©, que rege a
tecnologia 8 em si mesmo e, portanto, todos os componentes da
praxeologia. Uma praxeologia pontual (0 "pontual" aqui € o tipo de
tarefas T) é denotada por [T / 1/ 6 / ©]. Ela comporta uma parte
préatico-técnica Il = [T / 1] ou praxis denominada "saber-fazer' e uma
parte técnoldgico-teérico A = [B / O], ou logos que podemos
identificar com o "saber" no sentido usual do termo. (Traducéo
nossa)

Como resumo, exibimos o quadro abaixo que apresenta a praxeologia

pontual:



Quadro 2 — Modelo da praxeologia pontual

Tarefa

Técnica

Tecnologia

Teoria

t

0

C

Bloco

Pratico-técnico

Bloco

Tecnoldgico-tedrico

Saber-fazer

Saber

(T, 1)

(6, 0)
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Fonte: Préprio autor

O modelo claramente ndo encerra a complexidade existente em uma

praxeologia pontual, apenas elege os elementos tomados como cerne das praticas

pontuais. Toda atividade que extrapole o carater pontual como a local, regional e

global, passam a ser entendidas como organizacdes de praxeologias pontuais

articuladas e integradas de modo a atender uma intencionalidade didatica com os

objetos matematicos de ensino em jogo, inclusive, considerando um padrédo de

complexidade crescente tendo em conta as variagcbes das técnicas, tecnologias e

teorias utilizadas. Chevallard (1999, p. 226 adaptado)

[T/T/G/@]%[T,/T,/e/@] > [Ti,-/Ti,-/Gj/O] > [Tijk/Tijk/ejk/@k].

Na perspectiva da evolucéo das tarefas por meio das técnicas Bosch, Gascon
(2004, p.10) ressalta que

A conceituagdo que a TAD propde permite dar mais um passo em
direcdo ao que se postulam na vida das instituicbes de que nunca se
estudam problemas isolados. O que importa ndo é o problema
especifico colocado a ser resolvido (exceto em caso de vida ou
morte), mas o que vocé faz depois com a solugdo obtida. Somente
os interessados em problemas fecundos sdo chamados a reproduzir
e desenvolver para formar tipos de problemas cada vez mais amplos
e complexos, tipos de problemas cujo estudo provocara novas
necessidades tecnoldgicas que, por sua vez permitird construir e
justificar técnicas “novas” capazes de resolver novos tipos de
problemas e questbes levantadas no nivel tecnolégico na
organizacdo matematica inicial. Esta hipotese antropoldgica pode ser
sintetizada quando se afirma que o processo de estudo de um tipo de
problema leva a reconstrugdo das organizacbes institucionais ou
praxeologias mateméaticas de complexidade crescente. (Tradugéo
nossa)
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As nocdes de praxeologias pontuais, locais, regionais e globais sob essa
compreensao podem ser interpretadas como partes de uma ampla organizagao
matematica com sérias implica¢cdes no curriculo, mas isso exige, sem duavida, uma
modelizagdo epistemologica como referéncia de modo a articular praxeologias
pontuais de modo a se obter, se possivel, uma organizacdo local e destas uma
organizagao regional.

Sob esses pensar o modelo epistemologico de referéncia (MER) ganha
papel importante para o desenvolvimento de organizacbes matematicas de
complexidade crescente, auxiliando o professor, o orientador de estudo, como uma
ferramenta préatica, para desenvolver organizacbes matematicas para uma dada
posicéo do ensino de uma dada instituicao.

Segundo Sierra (2006) as praxeologias matematicas nao surgem de forma
instantdnea nem tdo poucos ficam prontos de uma Unica uma vez, na verdade € um
trabalho complexo e continuado que pode durar muito tempo, décadas ou até
mesmo séculos, pois seu funcionamento € uma dinamica de relacdes possiveis que
podem inclusive ser modeladas. Surgindo entdo os aspectos inseparaveis do
trabalho matematico, por um lado, o processo de construgcdo matematica, isto é, o
processo de estudo, e por outro o resultado desta construcédo, isto €, a praxeologia
matematica. Em efeito, ndo ha organizacdo matematica sem um processo de estudo
gue suscite, ndo ha nenhum processo de estudo sem organizacdo matematica em
construcao.

Percebemos entdo que ha uma relacdo muito forte entre as organizacdes
matematicas e didaticas e que ndo é viavel separa-las, pois uma esta relacionada
com o fazer matematica para a escola e a outra com o ensinar matematica a partir
do fazer matematico para escola que por sua vez se assenta nas praxeologias que

vivem na escola.

1.3 OS MOMENTOS DE ESTUDO E AS PRAXEOLOGIAS DIDATICAS

Nas instituicbes sociais aparecem constantemente questbes que requerem
uma resposta por parte dos sujeitos: um novo tipo de tarefa, uma mudanca nas
condicdes de realizar uma tarefa mais antiga, etc. Quando nao obtemos resposta, ou

guando nao reconhecemos as respostas, ou ainda quando a instituicdo nao tem uma
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técnica conhecida para fornecer uma resposta, mesma que seja provisoria, nos
deparamos com uma questédo probleméatica.

O que se busca sao respostas nédo baseada em informacdes, mas com o
foco na elaboragcdo, ainda que incipiente de uma praxeologia pontual, mas que
incidirdA em uma praxeologia local, por meio da criacdo ou reconstru¢cdo de novas
praxeologias como resultado das questdes problematizadas constituindo assim um
processo de estudo que se baseia em seis momentos, chamados por Chevallard
(1999) momentos didaticos.

Entendemos os momentos didaticos como uma fase ou processo em que 0S
alunos devem se submeter de modo que o processo de ensino e aprendizagem se
desenvolva e evolua. A propria palavra momento ja nos sugere pensar em algo
temporario, eventual e que ndo exige uma sequéncia pré-definida.

Chevallard (1999, p. 242) afirma que

A nocdo de momento nos remete ao aspecto da estrutura temporal
do processo de estudo. Um momento, o sentido dado a palavra aqui

z

exposta, é principalmente uma dimensdo de um espaco
multidimensional, um fator de um processo multifatorial. Bem
entendido, uma boa gestdo de estudo exige que cada um dos
momentos de estudo se realize geralmente varias vezes, na forma de
multiplicidade de episddios que propdem o tempo. Neste ponto de
vista, se incidira que a ordem posta depois, sobre os diferentes
momentos didaticos é de fecho amplamente arbitrario, porque os
momentos didaticos sdo em primeiro lugar uma realidade funcional
do estudo, antes de ser uma realidade cronolégica. (Traducdo nossa)

E importante destacarmos que cada um dos seis momentos de estudo tem
uma funcdo especifica necesséaria para se chegar ao final do processo e o
importante ndo é a ordem que se realiza os diferentes momentos do processo de
estudo mais a relacéo que estabelecem entre si.

Sao seis 0s momentos de estudo apresentados por Chevallard (1999, p. 243
a 246, traducao nossa com grifos do autor) de uma organizacao didatica:

1. Primeiro momento de estudo - O momento do primeiro encontro

E o do primeiro encontro com a organizacdo O que estd em jogo. Tal
encontro pode aparecer de varias maneiras, sendo inevitdvel ndo encontrar (ou
reencontrar), a menos que seja deixado sobre a superficie da obra O, e que consiste
em encontrar O através de um tipo de tarefa constituida por O. O primeiro encontro

com um tipo de tarefa pode, por sua vez aparecer em VAarios momentos,
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dependendo do momento matematico e didatico em que ocorre: se pode redescobrir
um tipo de tarefa por uma pessoa que pensava que ja conhecia.

Postulamos que este € o primeiro encontro entre os alunos e objeto de
estudo a ser ensinado, ou a confluéncia a uma questdo problematica Q onde é
possivel se encontrar uma resposta.

2. Segundo momento e estudo: O momento da exploragao

E o da exploracdo de tarefas tipo Ti e da elaboracdo de uma técnica ti
relativa a este tipo de tarefa. Assinala-se que, contrario a certas visdes heroicas de
atividades matematicas, que apresenta como uma série erratica de enfrentamentos
singulares com dificuldades sempre novas, 0 que esta no coracdo da atividade
matematica é elaboracdo de técnicas e ndo a resolucao de problemas isolados. A
ilusdo moderna do aluno heréi que vence sem lutar contra todas as dificuldades
possiveis, também se opOe a realidade indispensavel do aluno-artesdo trabalhador
gue, com seus colegas parte da condicdo reflexiva do professor, elabora
pacientemente suas técnicas matematicas. Em realidade, o estudo e a resolucéo de
um problema de um tipo determinado que estar sempre em par com a constituicdo
de pelo menos um embrido de técnica, a partir da qual uma técnica mais
desenvolvida podera eventualmente emergir: o estudo de um problema particular,
especialmente de um tipo estudado, apareceria assim ndo como um fim em si
mesmo, mas como meio para a constituicdo de uma técnica de resolucédo. Esse
guadro €, uma dialética: estudar problemas € um meio que permite criar e executar
de forma continua uma técnica relativa aos problemas do mesmo tipo, técnica que
sera a continuacdo de meios para resolver de maneira quase rotineira os problemas
desse tipo.

Ou seja, pensamos que este momento requer a elaboracdo de uma técnica
relativa ao tipo de tarefa que se propde e que, para resolvé-la pela primeira vez é
necessario buscar uma maneira de realiza-la, explorar uma técnica capaz de
resolvé-la, uma vez encontrada pelo aluno, o mesmo deve explicar como funciona
por meio de um discurso tecnoldgico-tedrico, surgindo entdo o terceiro momento.

3. Terceiro momento de estudo: O momento tedrico-tecnoldgico

E o da constituicdo tedrico-tecnolégico [0, O] relativo a 6i. De uma maneira
geral, este momento esta estreitamente inter-relacionado com os outros momentos.
Assim, desde o primeiro encontro com um tipo de tarefa, h4 geralmente uma

suposta relagédo teorico-tecnoldgica anteriormente elaborada, comparando com o
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plantio de sementes em um determinado ambiente, que precisara de uma relacéo
dialética com a emergéncia da técnica. Por razbes de economia didéatica global, as
vezes as estratégias de direcdo de estudo tradicionais fazem em geral desse
terceiro momento a primeira etapa do estudo, etapa que € comum ao estudo de
varios tipos de problemas Ti todos os que entre os tipos de problemas a estudar,
aparecem como relativos ao mesmo meio tedrico-tecnoldgico [0,0]. Os estudos
desses tipos de problemas se apresentam tipicamente na forma de uma série de
aplicacfes e blocos tecnoldgico-tedricos assim posto.

Nesse pensar conjecturamos que este momento se inicia em resolver tarefas
por meio de técnicas rotineiras motivando um desenvolvimento progressivo da
técnica gerando novas técnicas. Este trabalho deve continuar até que se tenha um
conjunto robusto de dominio de técnicas, o que provoca a ampliacao das tarefas e
do surgimento de outros tipos de tarefas gerando niveis mais elevados das
atividades matematicas isso implica em criatividade de novos objetos matematicos
por parte do orientador de estudo.

4. Quarto momento de estudo: O momento do trabalho da técnica

E o trabalho da técnica, que deve melhorar a técnica tornando-a mais
eficiente e confiavel (0 que geralmente requer tecnologia mais elaborada), e
aumenta o conhecimento que temos dela: este momento de pér a prova a técnica
gue supbe em particular um ou uns corpus de tarefas adequadas tanto
gualitativamente como quantitativamente.

Grosso modo podemos resumir que esse momento é a justificacdo da
pratica matematica realizada.

5. Quinto momento de estudo: O momento da institucionalizacéo

E o momento da institucionalizac&o, que tem por objetivo especificar o que é
“‘exatamente” a organizacdo matematica elaborada, distinguindo claramente, os
elementos que tem participado de sua construcdo, que nao foram integrados e, por
outra parte, os elementos que entraram de maneira definitiva na organizacao
matematica considerada procurando esclarecer aos alunos quando perguntarem
para o professor, sobre esse resultado ou processo, se sabem ou néo.

Ou seja, precisar o trabalho matematico que foi abordado.

6. Sexto momento de estudo: O momento da avaliacao
O sexto é o momento da avaliagdo, que esta ligada ao tempo de

institucionalizagéo: a suposi¢cao de relacdes institucionais transcendentes para as
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pessoas, na verdade, uma base razoavel para a avaliacdo das relagbes propostas,
referindo-se a regra de que o tempo de institucionalizacdo vai "hipostasiada”. Na
pratica, chega um momento em que se deve "fazer um balanco", porque neste
momento de reflexividade em que, qualquer que seja o julgamento e o juiz examina
os custos do que foi aprendido, verifigue agora que, apesar das memorias de
infancia, ndo € em absoluto a invengao da Escola, participa de fato a “respiracéo”
mesma de toda atividade humana.

Percebemos que esse é 0 momento culminante, pois esta articulada com a
institucionalizacao, que é quando vocé tem que determinar o alcance e as limitacdes
de uma determinada técnica, refletindo na aprendizagem e da importancia de
conservar este conhecimento para aplicacbes futuras, o que foi aprendido
realmente.

E importante notar como o processo de constru¢do de um modelo de
praxeologias em termos de momentos esta relacionado com a estrutura de
praxeologias locais. Pode-se dizer que, na medida em que diferentes momentos do
estudo foi o de viver e integrar funcionalmente, entdo o que vai ser construido sera

um praxeologia local mais "completa” (FONSECA, 2004, p. 201).

Quadro 3 - Resumo dos momentos didaticos
MOMENTOS DIDATICOS DE ENSINO

E o processo de estudo que surge na primeira tarefa problematica em
Primeiro encontro | uma determinada instituicdo que ndo sabe resolver e que decide fazer
algo para tentar resolvé-la.

E o momento da exploragdo dos tipos de tarefas propostas e da

Segundo encontro construgéo de técnicas para resolver os tipos de tarefas apresentadas.

E o momento da construcdo de um contexto tecnoldgico-teérico, que
Terceiro encontro | explica e justifica as técnicas postas e permite a elaboracéo de novas
técnicas.

E o momento do trabalho da técnica, que estimula a evolucdo das

Quarto encontro técnicas ja existentes e a construcdo de novas técnicas.

E a institucionalizacdo, que tem como proposito delimitar e tornar
Quinto encontro precisa 0s elementos que constituem a organizagdo matematica
construida.

E o da evolugdo da praxeologia construida quando articulada com a
Sexto encontro institucionalizag&o.

Fonte: Préprio autor
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1.4 UNIDADE MINIMA DE ANALISE DO PROCESSO DIDATICO

O pressuposto tedrico e metodolégico fundamentado na TAD estabelece que
se alcance toda (ou pelo menos o maximo) a complexidade de um problema
matematico-didatico, de modo que seja necessario analisar a "matematica" que vive
em diferentes contextos institucionais.

Como temos discutido anteriormente as praxeologias matematicas e
didaticas surgem da motivacdo de questionamentos, do aparecimento de um

problema didatico que sinaliza uma questdo problemética, de perguntas do tipo:
. ~ 3 4 ~
Como podemos encontrar um denominador comum para fragdes sex ? Questdes

como essa, tratam de problemas concretos que dependem de uma teoria didatica
capaz de proporcionar ferramentas para respondé-la.

Cada problema didatico elege uma unidade de analise propria chamada de
unidade minima de analise didatica que para Bosch e Gascon (2005, p. 150) é

Uma construcéo tedrica fundamental, cuja estrutura e dinAmica sao
descritos pelos termos primitivos da teoria, o que deve se referir a um
conjunto de indicadores empiricos. Portanto, a unidade de analise é
o lugar central e privilegiado na relacdo entre teoria e os dados
empiricos, que constitui uma das caracteristicas essenciais para
caracterizar a disciplina em questdo. Agora, para descrever e
interpretar os fatos de ensino deve encaminha-los para uma
sequéncia de processo didatico, incluindo, pelo menos, o0 processo
de reconstrucdo escolar de um OML. Quero dizer, que esta OM é
definida como a unidade minima de analise didatica. (Traducdo
nossa)

Nesse pensar se postula que a unidade de analise dos processos didaticos
tenha uma organizacdo didatica escolar capaz de construir no minimo uma OML
relativamente completa, e de descrever e interpretar os feitos didaticos de uma
determinada OM. Essa reflexdo permitirda que a OM seja reconstruida, como
resultado final de um processo de alargamento e agregacao continua dos elementos
que compdem a OM.

Gascon e Bosch (2004, p.10) afirmam

Que a TAD é o processo de estudo que concebe um processo de
reconstrucdo de organizacfes matematicas (em diante utilizaremos a
abreviatura OM) cada vez mais ampla e completa e, por tanto, se
considera como um processo fortemente integrado e articulado.
(Traducéo nossa)
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Permeando as discussdes até o presente momento em concordancia com o0s
postulados da TAD quanto aos possiveis “problemas didaticos” temos a proposta de
discutir os problemas no ambito mais amplo, as praxeologias locais, para isso
precisamos criar uma ferramenta que viabilize esse caminho e a proposta é a
criagdo de Modelos Epistemologicos de Referéncia (MER) “que permitird fazer a
transposicdo didatica das atividades matematicas de um determinado problema
didatico e utilizd-lo como sistema de referéncia sendo imprescindivel levar em
considerac&o sua dimens&o epistemoldgica” (GASCON, 2009, p. 212).

Gascon (2011) aponta o MER como um sistema de referéncia capaz de
admitir e construir instrumentos que permite a Didatica da Mateméatica romper com a
didatica classica e construir seu proprio objeto de estudo, integrando assim o saber
matematico. Por que o MER se estrutura mediante uma sucessdo crescente de
praxeologias matematicas ndo permitindo que o0s problemas didaticos sejam
abordados com caracteristicas de OMP e um de seus propdsitos € articular as OM
por meio de uma praxeologia intermediarias.

Gascon (2001) postula ainda que a praxeologia intermediaria como uma
organizacdo que pode ser reconstruida artificialmente em uma dada instituicao |
como resultado final de um processo de ampliacdo e complementacdes progressivas
gue partem de uma praxeologia pontual e passa por uma série de praxeologias
intermediarias geradas sucessivamente por um determinado desenvolvimento
evolutivo das questbes problematicas e dos tipos de tarefas associadas que
decidimos que sejam as “razdes de ser” de uma tarefa em I. O processo de estudo
(reconstrucdes) das tarefas de | estd, portanto, guiada pela atividade mateméatica
gue sera disponivel para levar ao final de cada uma dessas praxeologias e em
particular, pelas restricbes especificas que aparecerdo em cada uma delas e que
vao evoluindo a medida que se avanca o processo de ampliacao.

Nesse pensar as Organizacdes Praxeoldgicas Intermediarias (OMI)
aparecem em problemas didaticos matematicos cristalizados e rigidos e que
possuem certas limitac6es e por uma necessidade de responder tarefas desse tipo,
€ importante explicitar essas tarefas alargando o modo de fazé-las possibilitando
encontrar solucdes econbmicas e precisas para 0s questionamentos, que até entao

“nao eram” possiveis de serem respondidas.
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A praxeologia intermediaria normalmente surge como questionamento do
fracasso da aplicacdo de técnicas durante a pratica matemética. Normalmente esse
fato acontece quando se retorna a problematica de origem, entdo se percebe a
necessidade de modificar a técnica proposta inicialmente e a necessidade de novos
subsidios que favorecam a construcdo de outras técnicas.

Sierra (2006) designou a Organizagdo Didatica como algo fortemente
condicionada a estrutura das OMIs e, em Ultima instancia, pela questdo matematica
inicial g, que independe do caracter gerador que aparece no processo onde a
referida questao se expde assim como o bloco pratico-técnico de OMP que constitui
uma resposta explicita a citada questéo inicial.

Propomos uma questéo problematica inicial N1, que pretendemos que seja
estudada em uma instituicdo de ensino (para o nivel fundamental I). Como podemos
representar o algoritmo de uma fracédo que foi dividida em cinco partes iguais e tem
duas partes hachuradas?

N1=[T1,t1,6,0]

A instituicdo matematica provavelmente fornecera uma resposta para essa
guestdo, construida baseada em uma praxeologia matematica que responda essa
guestdo que é pontual e de certa forma isolada, que possui uma técnica definida
baseada em uma teoria justificada por uma tecnologia.

Se ampliarmos o questionamento para: que fracdo se pode juntar com a

fracao % de modo que se obtenha uma unidade inteira?

N2 =[T2,t2,6,0]

Ou ainda, como podemos somar fracbes com denominadores diferentes
baseada na nocéo de fracdes?

N3 =[T3,t3,6,0]

Observe que as questdes estdo isoladas e se apresentam de forma pontual,
logo é necessario criar ou reconstruir as praxeologias adotadas de modo que se
obtenha uma nova praxeologia capaz de articular as praxeologias apresentadas e
essa praxeologia é a intermediéria.

N1=[T1,t1,6,0] > N2=[T2,t2,6,0] > N3 =[T3,t3,0,0]
Q1->02-0Q3
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Quadro 4: Representacéo das praxeologias

Pl ¢
< T
<

Fonte: Préprio autor

Percebemos que o processo didatico de ensino da matematica escolar
basicamente se restringe a tarefas pontuais, restritas e isoladas, dessa forma a
transposicao didatica rotineira “ndo da conta” de esclarecer todas as problematicas
gue aparecem no nivel que se encontra (pontual), pois fica restrita e limitada a
somente algumas tarefas que se ocupe em compreender as dimensfes das
guestdes propostas, ela ndo tem o alcance necessario que viabilize a integracdo das
tarefas e técnicas apresentadas no curriculo escolar, dai se justifica a importancia de
se postular uma unidade de analise minima dos processos didaticos.

Outro problema que se manifesta por conta das praxeologias pontuais é o
fendbmeno da rigidez e atomizacdo do ensino, as instituicbes tem a tendéncia a
utilizar o método tecnicista ao trabalhar os conteudos matematicos, o “tecnicismo”
nao permite que uma organizacdo matematica tenha um momento tecnoldgico-
tedrico que permita ver a que tipo de tarefa matematica € conveniente associar a
técnica de integracdo (FONSECA, 2004, p. 139)

Essa desconexao entre as questdes propostas nas instituicdes tem gerado
alguns enganos, ilusdes, pois tem transformado o ensino em um conjunto de
facécias tornando o ensino superficial e simulado. Mostrando-nos entdo que a
atomizacéao é incompativel com o estudo da OML.

Fonseca (idem, p. 247) afirma que

Temos posto em evidéncia as dificuldades para que, em uma etapa
educativa, se retomem os contelidos estudados anteriormente com o
objetivo de questiona-los e mostrar suas limitacdes, e reestrutura-los
e integra-los em organizacdes cada vez mais amplas e complexas.
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Ditas as dificuldade estdo estreitamente relacionadas com o
fendbmeno da atomizacdo dos contedudos matematicos dentro do
curriculo de cada etapa e dos problemas didaticos derivados da falta
de articulacéo entre as etapas. (Tradugédo nossa)

Baseados nos pressupostos discutidos sobre a atomiza¢ao do ensino, ndo &
desejavel estar de posse de uma Unica sequéncia de tarefas durante o processo de
ensino, nem tao pouco que seja imutavel, ela deve ser flexivel e com

intencionalidade de propor questdes abertas a novos questionamentos.

1.5 O FENOMENO DA DESARTICULACAO

Esse fenbmeno é um objeto de pesquisa que tem estimulado com afinco a
atencdo de muitos pesquisadores tais como: Lucas, C. (2010), Andrade (2012),
Bosch M. et al (2006), Gascon (2010, 2011), Chevallard (2001, 2009), Fonseca
(2004) entre outros, eles tém demonstrado interesse e incentivo a novas pesquisas,
acreditam que um dos problemas da construcdo do saber esta diretamente
relacionado com a falta de conjecturas entre os objetos de ensino.

Fonseca (idem, p. 191) afirma que

A ma articulacdo do curriculo e matematica atual pode ser
interpretada, em primeira instancia, como a resposta defensiva do
sistema na auséncia de técnicas de instrucdo para retomar as
organizacdes matematicas estudadas anteriormente para questionar,
ampliar e integrar funcionalmente em novas organizacbes cada vez
mais completa e abrangente. (Traducdo nossa)

Com a intencéo de resolver esse problema, algumas instituicbes de ensino
tém implantado estratégias de incentivo que permita criar condicbes de
acessibilidade ao saber, podemos citar as salas de informatica, projetos
interdisciplinares, simulados, livros extraclasse, salas de aula modernas com
sistemas multimidias e de alta tecnologia, etc., apesar de todo o acesso disponivel
aos alunos ainda é possivel encontrar muitos alunos sem saber de onde vem e para
onde vai a matematica que estudam. Chevallard (2005) chama esse fato de
fendbmeno da monumentalizacdo das organizacbes matematicas escolares.

Garcia (2005), Garcia et. al (2006) tem proposto que se descrevem 0S
“processos de modelizacdo” a partir da visdo da Teoria Antropoldgica do Didatico

(TAD) como processo de reconstrugcdao e articulacdo de praxeologias de
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complexidade crescente (pontuais - locais - regionais), 0s quais sao gerados a
partir do questionamento da razdo de ser das Organizacdes Matematicas que
desejam reconstruir e articular emergindo as questdes cruciais para os individuos da
instituicdo que ir4 se desenvolver no processo de estudo.

Andrade (2012, p. 50) por sua vez trata o fenbmeno da desarticulagdo como
um problema gerado por diversos fatores, uma delas € a complexidade que envolve
0 sistema educativo, sua identificacdo constitui, sem duvida, um problema de
investigacdo amplo e complexo que pode ser esclarecido por meio da TAD que
através das pesquisas tem disponibilizado ferramentas que adentre ao fendbmeno
possibilitando construir solugdes que possam dirimir a desarticulacdo observada e
seus efeitos sobre o sistema didatico.

A visdo do Fonseca (2004, p. 196) a respeito desse fendbmeno € a escassez
da articulacdo do atual curriculo de matematica no primeiro momento, como
resposta defensiva do sistema a respeito da auséncia de técnicas didaticas que
permitem a retornar as organizacfes matematicas previamente estudadas para
guestiona-las, expandi-las e integra-las de maneira funcional nas novas
organizacbes cada vez mais completa e abrangente. Na verdade, ndo sendo
possivel essa articulagdo, muitas das organizacfes matematicas propostas a serem
estudadas em cada um dos niveis de ensino [...] O minimo de articulacdo ja é
imprescindivel, o sistema é levado a "reconhecer” as maneiras de fazer que ndo séao
problematicas para a maioria dos estudantes. Estas sdo as maneiras comuns para
combinar as versdes rigidas e estereotipadas de certas técnicas matematicas

Nossa pesquisa apresenta tracos da proposta de Sierra (2006) e Garcia et
al. (2006) quando tratam do Modelo Epistemologico de Referéncia e do problema da
desarticulacéo, pois consideram o MER imprescindivel na atuacdo do fenémeno da
desarticulacdo, sua intencdo € tornar o saber matematico em saber ensinado
(transposicédo didatica), o que difere da nossa pesquisa € que buscamos através do
MER minorar as limitacbes das atividades matematicas no estudo das fracdes, e
através do modelo MER provocar articulacbes através da ampliacdo das
praxeologias e construir outras praxeologias matematica, praxeologias
intermediérias, que viabilize novas tarefas e que possibilite a constru¢do do saber de
uma forma mais econémica permitindo responder as questdes propostas e concluir

as tarefas matematicas que ndo se podiam realizar antes.
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O problema da desarticulagdo do ensino ndo acontece somente no nivel das
questdes problematicas que é proposto em cada série estudada, mas sim em toda a
estrutura curricular de niveis mais avancados. Chevallard, Bosch e Gascon (1997, p.

120) apresentam uma situacao e faz a o seguinte questionamento:

Os alunos tém-se entre 12 e 16 anos e vivem na Espanha, € muito
provavel que se tenha que estudar como fazer frac6es geratrizes de
um nuamero decimal periédico, coisa ignorada por grande parte dos
alunos franceses que cursam a Educacéo Secundaria Obrigatéria. E
claro que, enquanto vocé trabalha com numeros decimais, eles tém
gue aprender a lidar com vetores no plano, pois o curriculo escolar
francés da mais importancia a questdo do vetor em geometria nos
curriculos das diferentes regides espanholas.

As disparidades existem ndo sé entre a Franca e a Espanha. Se
vocé fosse um inglés de sua idade e vocé pedisse para calcular a

3 6 . . P ~ 17
soma ; + -~ 0 mais provavel é que se tenha a solucédo: 1 prl® lugar de

45 - ~ ~ PO .
g Seraque as fracBes ndo sdo iguais na Inglaterra e na Espanha? O

gue ocorre € que, na educacdo secundaria inglesa, os alunos tem
que estudar com muito mais detalhe como se transformam as

~ . . “ ~ . » 45
fragbes maiores que a unidade em “fragbes mistas (como 5= 1+

17

17
Pl 15) para poder dar os resultados nesta forma.

Eles também precisam aprender a manipular essas fracGes
fluentemente para que eles possam somar, subtrair, multiplicar e

dividir. Como fariam para calcular 1 % X 2%?
(CHEVALLARD, BOSCH E GASCON 1997, p. 120, tradugdo nossa)

Percebemos que o0 questionamento dos autores gira em torno do modo de
fazer a soma das fracOes, a tarefa € a mesma, porém a técnica é quem define de
fato o fazer, ou seja, alguns contetdos ou topicos matematicos sdo retirados do
curriculo forcando o professor a saltar etapas, pular técnicas, transpor a OM de
maneira que ao invés viabilizar o processo didatico de ensino passa a criar barreiras,
obstaculos achatando o processo da construcéo do saber.

Lucas (2010, p. 52, traducdo nossa) mostra trés aspectos que se pode
distinguir o problema da desarticulacéo do curriculo da matematica:

1. A atomizacdao e a rigidez das organiza¢cdes matematicas;
2. A transicao entre as instituicoes;

3. A desarticulacéo do curriculo.
No caso da nossa pesquisa postulamos que o fendmeno da desarticulacao tem
incidéncia direta para quem ensina e para quem aprende ao construir relagbes entre

as nocdes e as operacbes com fragBes, dai a emergéncia de se ter um Modelo
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Epistemoldgico de Referéncia formado por organizacdes matematicas intermediarias
gue proporciona condigdes de uso para todos que desempenham algum papel no

ensino da matematica.
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CAPITULO Il
AS FRACOES

Nosso objetivo neste capitulo € apresentar nosso objeto de investigacao.
Tarefa nada facil considerando o especial interesse da Educacdo Matematica desde
seu inicio com o ensino e aprendizagem de fracbes que se corporifica em
incontaveis trabalhos publicados. Aqui, tomamos como referéncia o trabalho de
Pinilla (2007) que cita e comenta um numero expressivo de trabalhos sobre esse
tema nas Ultimas décadas anterior ao ano 2000 e, € claro, por conta do nosso
interesse tedrico em buscar compreende-las, sendo em um breve arcabouco geral,

pelo menos em parcialidade como faremos em continuagéo.
2.1 ASPECTOS MATEMATICOS - COMPREENDENDO AS FRACOES

As fracdes mostram suas primeiras evidéncias, a milhares de anos atras, e até
hoje, do ponto de vista da epistemologia, o termo "fracées" ndo tém um significado
convincente causando certa confusdo quando tentamos explica-la. Na tentativa de
esclarecer buscamos a terminologia e julgamos ser importante uma explicacao
etimoldgica das palavras.

% Fraccdo: vem do latim "fractionem" ou “fractio” de "quebrar", dividir, causar
rupturas. Ndo podemos pensar que a acdo de quebrar, matematicamente
falando, signifique dividir em partes “iguais”.

% O simbolo % tem origem incerta, e a histéria afirma que quem provavelmente

*,

comecou a usa-lo foi Leonardo Pisano Fibonacci (1170 - 1250). Os numeros
fracionarios foram chamados por ele de “rupti” (ruptura) ou mesmo “fracti”
(quebra), e o traco entre numerador e denominador (embora estes termos
tenham origem incerta na Europa no século XV) era chamado de “ponto
flutuante”, ou seja, "Rod" (de "virga" stick).

A fracdo é uma ferramenta que vém sendo utilizada desde os primérdios dos
tempos e com o passar dos anos vem ganhando diferentes significados e uma
variedade de sinbnimos enunciados pela sociedade, trivializando o objeto
matematico (a ciéncia), como exemplo, nés podemos citar as transacdes de

mercado (meio quilo de batata, um quilo e meio de cebola), na midia (um quinto de
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Sao Paulo ndo suporta mais prédios...), na navegacéo (faltando um terco de milha),
no censo (um sétimo da populacdo € de classe média baixa...), os calculos
cientificos (é a milésima parte de...), ou mesmo simplesmente em uma festinha de
aniversario (eu posso levar a metade desse bolo).

Se “tudo” ao nosso redor podemos relacionar com as fragdes entdo o que é um
namero racional? Qual a diferencga entre a fragdo e numero racional?

Para melhor compreendermos essa diferenca recorremos a pesquisa de Pinilla
(idem, p.1) que apresenta uma definicdo sobre os nimeros racionais absolutos que
julga matematicamente aceitavel, e que € denotado como Q*. Segundo essa autora,
0S numeros racionais absolutos pode ser posto a partir de N, deixando de lado as
demonstrag¢des, considerando os pares (a, b),(c,d) do conjunto N x (N —{0}), em
gue a, b, ¢, d sdo numeros naturais, com as unicas restricoes b = 0, d # 0, e
tendo a seguinte relacéo (indicada por R):

[(a,b) R (c,d)], se e somentese [a X d = ¢ X b].
Essa relacdo pertence a uma categoria especial, a das relacdes de equivaléncia, em
gue se verifique que é:
* Reflexiva: para cada par (a,b)de N x (N —{0}), a seguinte afirmagéo &
verdadeira: (a, b) R (a, b);
» Simétrica: para cada par de pares (a, b), (c, d) do conjunto N x (N —{0}), a
seguinte afirmacéo é verdadeira: se [(a,b) R (c¢; d)] entdo [(c,d) R (a,b)];
 Transitiva: para cada conjunto de trés pares (a,b),(c,d), (e, f) do conjunto
N x (N —{0}), a seguinte afirmacéo e verdadeira: se
{[(a,b) R (c,d)] e [(c,d) R (e, f)]}, entdo, [(a,b) R (e, f)].
Desta forma, o conjunto inicial de N x (N-{0}) pode ser subdividido em partes

disjuntas chamadas de classes de equivaléncia através da operacdo denominada

"passagem para o0 quociente”, assim denotada: IV x (V-{op] (IZ_{O})] .

[N X (N—{0})]
R

O conjunto contém classes infinitas, que sdo os elementos que a

constituem; em cada classe existem infinitos pares de numeros naturais. Esse

[N X (N—{0})]
R

conjunto € o conjunto Q".

Assim, um numero racional absoluto é uma classe que contém infinitos pares
de numeros naturais equivalentes; normalmente se escolhe um representante para

cada classe, mas ela pode ser expressa por meio de diferentes formas de escrita.
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Por exemplo, quando escrevemos o numero racional (3,1) estamos representando a
classe pelo elemento (3,1) como representado a seguir.

(3,1) ={(3,1),(6,2),(9,3),(12,4), (15,5).....}
Mas, qualquer par dessa classe representa 0 mesmo numero racional o que nos
permite afirmar que o par (3,1) e o par (15,5) s&o 0 mesmo numero racional.

Além disso, é oportuno destacar que do ponto de vista formal mateméatico a
operacgdo de divisdo ndo pode ser definida em N, mas pode ser definida em Q.
Dividir o par (a, b) (com b # 0) pelo par (c, d) (com d # 0), por exemplo, s6
precisamos multiplicar (a, b) por (d; ¢) (com a mesma condi¢cdo necessaria ¢ # 0), ou
seja, (a,b) +~ (c,d) = (a,b) X (d,c) = (ad, bc). Mas, na escola a divisdo de inteiros é
tratada como uma operagao entre inteiros.

Como se pode notar, 0s humeros racionais e 0s naturais, seguindo o aspecto
formal matematico, estdo bem distantes da sala de aula, ou seja, esses objetos
matematicos ndo vivem nas escolas do ensino fundamental.

Weame e Kouba (2000) apresentam uma discussdo de dificuldades
conceituais na aprendizagem dos numeros racionais, como destaca um estudo de
avaliacdo do progresso na educacgado nacional nos EUA. No entanto, a historia, a
tradicdo e toda sociedade contemporanea considera, juntamente com 0s numeros
os decimais, as fragcdes como parte necessaria do conhecimento a ser aprendido. As
razdes sdo multiplas, entre elas, o de dar subsidios as praticas sociais como a do
sistema monetario de quase todos 0s paises que pressupde que os cidadaos devem
possuir uma habilidade basica para lidar com nameros racionais absolutos, o
sistema de medidas internacional, que desde o final do século XVIII, presente em
praticamente todos os postos de trabalho, exige pelo menos compreender o
significado intuitivo de 0,5 ou 2,5. Assim, a manipulacdo dos numeros racionais é
considerada uma habilidade que todos devem desenvolver (Pinilla, 2007, p. 14)

Segundo Pinilla (idem), se fosse possivel evitar passar por fracdes e ir direto
para 0s numeros racionais absolutos, as coisas poderiam ser bem mais simples,
para o ensino pelo menos. Mas, nio € possivel de modo simples ensinar Q* para o
nivel fundamental e médio de uma forma matematica que seja formalmente correta,
pois nem o objeto do "conhecimento" Q* pode ser simplesmente transferido para o
aluno, nem o aluno possui a maturidade critica ou capacidade cognitiva para a

construcéo de tal conhecimento.
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Assim, um ato de transposicdo didatica é claramente necesséario a fim de
tornar Q" acessivel aos alunos do ensino basico. Pinilla (idem), afirma ainda que
esse caminho parece naturalmente passar por fracdes, ndo se tem clareza se esse
caminho seja mais eficaz, tendo. A histéria da Educacdo Mateméatica tem
contribuido, pois nos permite ter clareza do caminho dessa transposicdo dentro da
seguinte linha de desenvolvimento: fracdes (ensino fundamental e basico), nimeros
decimais (ensino primario e secundario), Q" (ensino secundério ou, as vezes,
universitario).

No entanto, isto ndo parece claro no ensino brasileiro. Uma rapida consulta
em qualquer manual é possivel observar a apresentacdo dos conjuntos numéricos,
em geral, sem sentido algum. N&do é considerado que a passagem do "saber"
(escolar) para o "saber aprendido” (do aluno) é resultado de um longo e delicado
caminho de transposicao didatica que, como tal, ndo se reduz a um mero processo
de simplificacdo do saber.

Ha uma nova epistemologia em jogo, uma epistemologia “artificial” que pode
apresentar diferentes dificuldades da epistemologia do saber matematico

considerado formal. As fracdes apresentam problemas conceituais que nao existem

13 H ~ m . .
em Q". “Se considerarmos as fragdes aparentes (7 com n divisor de m) ou as

. L m . ~
fracOes improprias (— com m > n), elas apresentam complicagcdes que causam
n

dificuldades de compreens&o dos alunos, enquanto que em Q" essas complicacdes
simplesmente ndo existem”. (PINILLA, 2007, p. 4)

Tais dificuldades, em geral, passam despercebidas, pois segundo Pinilla
(idem) as pesquisas mostram que um namero de professores ndo tem conhecimento
do fato de que ha uma consideravel diferenca entre uma fracdo e um nuamero
racional absoluto. Poucos conhecem a finalidade de construir Q" partindo de pares
ordenados de N x N*. O fato de que um nimero racional absoluto é uma classe que
contém infinitos pares ordenados equivalentes de numeros naturais é de maneira
nenhuma clara para todos.

Tais aspectos destacam as fragdes como um objeto ndo integrante do "saber”
formal matematico, mas que ndo deixa de ser parte do “saber escolar", que com
suas complexidades préprias representa uma das areas mais comuns de

dificuldades nas escolas em todo mundo.
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N&o por acaso Groff (1994), entre outros pesquisadores indiguem que as
fracOes devem ser banidas dos primeiros anos de escolaridade, em contraposicao a
outros pesquisadores que argumentam que a construcao informal da ideia de fragao
deve comecgar na escola infantil. Pinilla (idem, p. 13) afirma que “pessoalmente,
acredita que a Ultima posicdo esta correta, embora seja claramente importante e
necessario proceder com cautela”.

As fracbes até aqui apresentadas jA colocam em destaque o especial
interesse da Educacao Mateméatica desde seu inicio e, como tal, do nosso interesse

em buscar compreendé-las.

2.2 O PROCESSO ENSINO E APRENDIZAGEM DAS FRACOES

Na perspectiva do trabalho de Pinilla, as fragbes ndo se confundem com os
nameros racionais, pois cada qual possui caracteristicas proprias e intransferiveis,
ambas séo possiveis de ser representadas com suas particularidades, apresentando
seu nivel de dificuldades no processo de ensino e aprendizagem. As dificuldades
gue mais se fizeram presente nos estudantes do mundo todo, segundo Pinilla
(ibidem), se destacam as seguintes:

1- Dificuldade em ordenar fracbes e numeros escritos em notacao decimal
2. Dificuldades nas operacfes

Dificuldade em reconhecer as fracdes até mesmo as mais comuns
Dificuldade em lidar com o adjetivo “igual”

Dificuldade em manusear fracdes de equivaléncia

Dificuldade em encontrar a forma reduzida de uma fracao

Dificuldades em lidar com nimeros nao-padronizados

Dificuldade em passar de uma fracdo para a unidade que a gerou

© © N o o &~ w

Dificuldade em lidar de forma independente diagramas, figuras ou modelos.
Apresentamos algumas dificuldades apontadas e discutidas por Pinilla (2007),
a luz da Didatica da Matematica a partir, principalmente, de D’Amore (1999).
1. Contrato didatico
Estudos sobre o contrato didatico demonstraram como os alunos tém medo de
correr riscos, abdicam da responsabilidade de sua prépria aprendizagem e agem
apenas em termos do contrato. Com referéncia as fragdes isso € bastante evidente.

2. Representacfes semidticas excessivas.
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Abrindo qualquer livio se vé imediatamente 0 imenso numero de
representacfes semiodticas disponiveis para expressar fracdes. Escolher e lidar com
esses registros ndo € automatico e aprender como fazé-lo € um processo que deve
ser acompanhado e a missdo do professor é tornar o aluno corresponsavel pelo
processo. Os professores muitas vezes subestimam esse aspecto, ignoram as ideias
de Duval e passam de um registro para outro, acreditando que o aluno o segue, 0
acompanha, quando na verdade o aluno apenas repete, no nivel de representacao
semantica, mas nao do significado.

3. Imagens e modelos prematuramente formadas

Muitas vezes, uma imagem pode ser transformada muito rapidamente em um
modelo mental, quando ainda deviam continuar a ser uma imagem. Tomemos
alguns exemplos.

(a) A imagem de um todo dividido em partes iguais, tornando iguais em identidade,
congruéncia, superimpossibilidade, cria uma ideia eficaz e duradoura de fracdo que
tem de ser respeitada em todas as ocasides e, assim, impede as noetics da fracao.

(b) A imagem de dividir um todo em partes iguais e tomando algumas delas sugere
gue essas "algumas" ndo podem ser "tudo”. O modelo é facilmente reforcado, visto

gue coincide com uma intuicdo forte, mas, em seguida, impede a passagem para a

unidade como % gue trata das fracdes improéprias.

(c) O uso de figuras geométricas é visto pelos estudantes para ser especifico e
significativo, enquanto que para o adulto é aleatério e genérico. O uso continuo de
retangulos, de circulos, leva a uma imagem que, em vez de ser aberta, flexivel e
modificavel, torna-se um modelo persistente e estavel. Se as figuras propostas sao
diferentes (triangulo, trapézio ...) o aluno ja ndo capta as noetics da fracdo porque a
situacao nao faz parte de seu modelo.

4. ConcepcOes parciais ou errbneas.

Existem inumeros exemplos de equivocos relativos as fracBes, muitos dos
guais se tornam modelos prematuros em vez de imagens provisorias. Exemplos séo
os relacionados com a ordem entre frac6es, com base entre os numeros naturais, a
simplificacdo de fracdes, a manipulacdo de equivaléncias entre as fracoes,
operacles entre fracbes, a escolha de figuras sobre as quais se operam com
fracoes.

5. Obstaculos didaticos, ontogenéticos e epistemoldgicos.
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Muitos elementos das fragbes podem ser transformados em verdadeiros
obstaculos epistemoldgicos e sao facilmente reconheciveis na historia e na prética
de ensino, tais como:

(a) A reducao de fracdes tem sido por muito tempo um objeto especifico de estudo,
como é mostrado pelo fato de que os egipcios durante séculos usaram apenas
fracbes com numeradores unitarios.

(b) A passagem de fracdes para numeros decimais requereu mais de 4.500 anos.

(c) A manipulacdo do zero, em fracbes, tem muitas vezes levado as enormes
problemas, até mesmo para matematicos ilustres.

6. Excesso de situacdes didaticas e falta de situacbes a-didaticas.

Situacdes propostas aos alunos sdo quase sempre construidas para fins de
ensino, as situacdes didaticas, raramente correspondem a situacdes a-didaticas. O
resultado € de fracasso quase total na aprendizagem de fracdes e numeros
racionais, e isso é apontado claramente na literatura internacional. Hoje podemos
dizer que a construcdo da aprendizagem significativa também deve passar por
situacOes a-didaticas, mas estas ndao sdo a forma mais utilizada nas praticas de
ensino.

A discussao sobre o papel de cada uma dessas situacdes, pelo menos, as
mais usuais e rotineiras, das dificuldades citadas pode ser encontrado em Pinilla
(2007, p.162). No entanto fica claro que a pertinéncia de cada concepcao citada
exige profundas reflexbes e, claro, investigacbes empiricas que possam melhor
torna-las compreendidas. No nosso caso, estamos focados em uma situacéo
concreta baseada em uma teoria (TAD) que tem o propdsito de economizar o estudo
das fracdes de modo a tornar os seus elementos (no¢édo e operacdes com fracdes)
articulados entre si. Portanto, faremos alguns recortes do trabalho de Pinilla que
venha a completar nossas ideias.

Postulamos que as varias dificuldades até aqui citadas, entendemos que nao
acontecem necessariamente em simultaneidade e tampouco em sequéncia, ou
ainda, uma como obstaculo a outra, mas pela possibilidade da pertinéncia das
tarefas envolvidas para a construcéo da nocéo de fracGes para um dado publico.

Os alunos que sédo sujeitos do 4° 5° ano ocupam posicdes diferentes na
escola e, portanto devem manter relacbes diferentes com as fracdes, mas em
sincronia que permitam as articulagbes e integracfes dessas praticas. Assim, por

exemplo, as noc¢des de fragOes devem estar presentes em cada posi¢cdo de modo a
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ser (til para a construcdo do conceito de fracdo e este, como campo conceitual,
inclui, por exemplo, as representacbes de fracbes em consonancia com as
operagOes entre fracoes.

Sob esse pensar, tais causas/dificuldades deveriam ser postas a prova de um
modelo epistemoldgico que contemple os aspectos histéricos (e epistemoldgicos)
dos numeros como fez Brousseau (1981) sobre o ensino dos numeros decimais
guando os apresentou como uma extensdo dos numeros naturais. A este respeito,
assim se manifesta Pinilla (ibidem, p.9, traducdo nossa): Nesse artigo, o autor define
o conjunto D de nimeros decimais como uma extensao de N que permitem, entdo, a
passagem para 0os numeros racionais Q, estudando brevemente sua histéria e suas
caracteristicas algébricas”

De outro modo, os programas de ensino de fracOes esta culturalmente posto
na escola que, em geral, comecam 0 seu estudo assumindo de forma dominante a
nocéo de fracdo a partir de uma unidade concreta que pode ser dividida em partes
iguais e tomar para si algumas destas partes. Esta € uma ideia intuitiva que é clara e
facilmente compreendida, por ser aplicavel a vida cotidiana, mas que, segundo
Pinilla (idem), é insuficiente para explicacdes subsequentes e para interpretacdes
diferentes a respeito da nocao de fracao.

No entanto, achamos que tal noc&o inicial constitui fase importante do
conceito de fracdo que pode permitir pensar a construcdo de uma fracdo como um
processo similar aos dos numeros inteiros, inclusive que permite operar com fracdes
de tal modo como se opera com 0S humeros inteiros. As praticas operatorias com 0s
nameros decimais com virgulas se apoiam sobre as praticas com os decimais
inteiros a partir da redefinicdo das unidades a ser contadas. Das unidades simples,
das dezenas das centenas e etc., para as unidades de décimos, de centésimos, de
milésimos e etc.

Essa perspectiva epistemoldgica funcional parece ndo ser considerada por
Pinilla quando envereda em criticas a essa noc¢ao inicial de fracdo a partir da divisdo
de uma unidade em partes iguais, ja que permite a partir da no¢cdo de numeros
decimais inteiros da sentido aos numeros decimais com virgulas e dai aos nameros
racionais.

N&o podemos ignorar que partir (ou seja, dividir) uma unidade concreta, ou
pretensa concreta, em partes iguais pode gerar problematicas nada simples, mas

gualquer divisdo mais complexa decorre de casos especificos, sendo patolégicos,
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que devem ser evitados, sendo eliminados no desenvolvimento das praticas com
fracdes para um dado publico.
Para tornar mais claro do que estamos nos referindo, recorremos aos
exemplos citados por Pinilla a partir de resultados de pesquisas de outros autores.
Um dos exemplos citados é sobre o aluno quando confrontado com o

. . ~ 3 A
esquema abaixo facilmente reconheca que estdo sombreadas . do retangulo, mas

que, as vezes, o aluno responde

<.;1|€'J

Figura 01 - Parte de um todo

Fonte: Pinilla (2007, p.141)

Esse mesmo fato ocorre frequentemente no caso de fracéo discreta como a da

seguinte forma:

Figura 02 - Representacéo de fracdo

350387
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Fonte: Pinilla (2007, p.141)

Os padrbes nem sempre sdo perfeitamente explicativo e que, entre eles,
alguns sdo mais dificeis de interpretar do que os outros, (tal como ja mostrou
D'Amore (1998)).

Em geral, segundo Pinilla (ibidem), as respostas errbneas as perguntas deste
tipo sdo mais frequentes quando os exemplos sao de situacfes discretas, em que 0
aluno ndo sabe como decidir qual € a unidade que esta em jogo.

Parece-nos claro, como se nota acima, que a problematica esta em definir a
unidade. As duas respostas dadas sdo admissiveis e dependem unicamente em
melhor propor a tarefa a ser executada, ou seja, € necessario apontar a unidade.

Outro tipo de situacgao citada por Pinilla (2007) € como esta
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Figura 03 - Representacéo de fracdo

Fonte: Pinilla (2007, p.141)

O aluno pode nao saber como interpretar a exigéncia proposta, de que as
unidades fracionadas deveriam ser iguais. Em minha opinido, todas as quatro partes

. . ~ 1 ~ . 7
gue foram mostradas na figura anterior séo de " do retangulo partido, mas tambéem

acho que os professores consideram que sao iguais, que aparecem na definicao,

mas eles ndo admitem esse fato.
. . 1 A
Aqui é importante considerar que a parte que representa " do retangulo

parece claro para quem tem dominio das praticas com figuras geométricas e estas
ainda ndo estudadas pelo sujeito de 4°, 5° e 62 ano do ensino fundamental, pois tal
situacao é reduzida ao seguinte questionamento: Como identificar um triangulo com
medida de area igual a medida de area de um retangulo? Podemos afirmar, sem
medo de errar, que os alunos dessas posi¢cdes na escola ainda nao enfrentaram tal
tarefa e, portanto, a situacdo acima nao pode ser tomada como uma dificuldade.

O saber é construido por meio de tarefas e de técnicas para seus
enfrentamentos. As tarefas sdo os tipos de problemas matematicos, podemos dizer
gue € o coracdo do trabalho e sdo representados por tipos de tarefas, pois
concentram uma variedade de problemas ou exercicios em uma mesma questao
problematica e as técnicas € um conjunto de procedimentos que permite abordar e
resolver os ditos problemas.

Parece que as organizacfes matematicas estudadas ndo contemplam as
tarefas e técnicas necesséarias para serem disponibilizadas pelo professor que
permitam enfrentar tais situacdes. Nesse caso, a dificuldade do aluno é decorrente
da pobreza do ensino, mais precisamente da auséncia de uma epistemologia
funcional (praxeologias intermediarias) dos objetos da matematica escolar.

As tarefas e técnicas enfrentadas possuem importante papel nas atividades
matematicas, pois a partir desse par € que se torna possivel o enfrentamento de
novas tarefas e o desenvolvimento de novas técnicas que podem levar a novas
tecnologias e teorias matematicas. Nao ha como ser criativo em matematica sem o

dominio dos pares tarefas/técnicas e a auséncia de alguns deles pode em muito
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tornar opaca (confuso) a construcdo de um dado objeto matematico. Isso é
fortemente agravado quando o estudo é desprovido de uma epistemologia funcional
dos objetos, pois as tarefas/técnicas podem se tornar pecas de museu em que 0S
alunos sédo convidados a visitar sem saber sua utilidade, ou a que questdes elas
respondem (CHEVALLARD, 2000, p. 2).

O ensino exige que haja uma necessidade de dar sentido e significado
guando se operar com fracbes e, a0 mesmo tempo, se quer que tal operacdo seja
entendida como operacfes com nimeros racionais que, por sua vez, sao destituidas
de qualquer sentido e significado que ndo seja das atividades formais da
matemaética.

Para Pinilla (ibidem), citando literaturas internacionais, os alunos demonstram

grandes dificuldades conceituais na execucdo de operagbes entre as fracbes. A

Cc axc . . ~ : I~
7= xd funciona muito bem e ndo apresenta problemas, mas iSso hao

regra = X
grasy
ocorre para a "adicdo”, pois como a multiplicacdo pode sugerir, 0 erro assim se

manifesta:

a c_a+c

b ' d _ b+d
Pinilla (ibidem) afirma que quando a multiplicacdo de fracdes é formalmente
exigida, se tem melhores resultados do que quando € proposto por um grafico e que
iSSO vai contra a opinido e crenca de muitos professores, inclusive vai de contra a
proposta de nossa pesquisa que apresenta exatamente o contrario do que ela fala,
apresentaremos um modelo que de forma econdmica nos auxiliara no estudo das

fracOes.
. . 2 3
Ela afirma ainda que quando se pede para encontrar 3 de 2 pela regra
(exposta acima) apresenta bons resultados melhor do que quando o mesmo
, 2 3 .
problema surge de uma forma grafica: encontrar 3 de " gue ja é sombreada na

primeira figura:

Figura 04 - Representacdo de multiplicacédo de fracao

EEE

Fonte: Pinilla (2007, p.139)
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De outro modo, depois de um tempo, o aluno associa a pergunta: "Encontre o

2 3
3 4

a operagao de multiplicagdo, que embora ndo seja bem justificada, é

formalmente facil de executar. O problema é entdo resolvido apenas
semioticamente, sem a necessidade de ter construido realmente o conceito de
multiplicacdo de fracbes. Todos 0s outros casos sdo muito mais complexos.

Vé-se, no entanto, desde os anos 80, que a abordagem cognitiva da fracao
através da area geralmente funciona melhor do que qualquer outra, muito melhor
gue o discreto, no entanto geralmente ndo é melhor do que o formal (ou seja,
operando apenas entre fragoes).

Nos anos 60, Green (1969) propde solucionar a dificuldade de transformar o
2 3 2 3
problema de "Encontrar 3 de Z" na multiplicacdo de 3 X " de modo que houvesse

um grafico apropriado para explicar essa transformagdo, como se segue:

Figura 05 - Multiplicacdo de fragcédo

} 2/3

3/4
Fonte: Pinilla (2007, p.139)

A leitura da literatura subsequente parece mostrar que ainda ndo se chegou a
resultados entusiasmantes de aprendizagem.

Voltando a adi¢céo (e subtracdo) entre as fracdes, a literatura internacional tem
extensivamente destacado as dificuldades. Quando alguém propde adicdo ou

subtracdo de fracdes, ha algumas décadas atrds, ndo fornecia aos alunos uma

. ~ N a 4
explicacdo sobre o significado de 5 + FE mas somente apresentava as regras

(STENGER, 1971) que consistia no classico de encontrar o MMC entre b e d, ou
seja, o denominador comum entre as duas fracdes. Gera problemas, entdo, quando

a c ad bc ad+bc
se fornece a regra geral Z + E = — 4+ — =

e pede aos alunos para

seguir esta regra sem maiores explicacoes.
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Sem duvida, houve uma melhora de desempenho formal, mas também houve
falha quanto a aprendizagem do significado a ser dado ao que vocé esta fazendo. A
pesquisa de Pinilla, que trata do estudo das frac6es dos ultimos 30 anos, conseguiu
destacar o fato de que vocé tem que dar sempre sentido para o que se esta fazendo
e isso é feito através de varios registros semioticos e com o envolvimento pessoal do
aluno na construcdo do seu proprio conhecimento.

Entdo, finalmente finaliza sua pesquisa com a divisdo de fracfes. Desde a
década de 60 (SLUSER 1963; KRICH, 1964; WILSON, 1968; BIDWELL, 1968)
demonstrou-se que esta operacdo cria muitas dificuldades. Técnicas tém sido
estudadas na engenharia didatica também muito diferentes, mas os resultados séao
semelhantes ao que vimos antes: ndo ha panaceias na area da Didatica, que €
simplesmente, tentar ensinar técnicas. O unico resultado realmente apreciavel é
aquele de responsabilidade do aluno na construcdo ativa do seu conhecimento, por
exemplo, quando utiliza problemas que o envolva , ou que ele mesmo criou.

Na pesquisa perceberam que a maior dificuldade para os alunos no campo das
fracOes, era entender quando, em um problema, deve-se usar a multiplicacdo ou
divisdo entre as fracbes, porque os modelos construidos em torno da divisdo e da
multiplicacdo usualmente falando sdo os que mais funcionam. Desde os anos 70 e
80, a evidéncia de Hasemann (1979) na Alemanha e nos EUA, e na Gra-Bretanha
por Hart (1985), mostram a enormes dificuldades que os alunos tém em gerenciar
este conhecimento, nem os resultados das pesquisas subsequentes dos anos 90 e
2000 mostram um progresso consideravel com ferramentas da engenharia didatica,
embora sejam especificamente ocasionais.

A complexidade que envolve as dificuldades torna imperioso delimitar nossa
pesquisa, e como se pode notar as representacbes com fracbes parecem nédo
ajudar, ser isolada, ou dificultar as operacdes entre fracdes, deixando claro nosso
interesse, em estabelecer conexdes entre a nocao de fracdo e as operacdes entre
elas de modo a eliminar algumas das dificuldades apontadas.

Como se pode notar, a escola busca dar sentido e significado a nocédo de
fracdo, que envolve essa poluicdo de representacdes, ao tempo que assume um
modelo epistemoldgico fundamentado no fazer formal matematico. Para atender a
escola a0 mesmo tempo, que se inicia a regra operatéria formal matematica,
postulamos que € preciso entdo lembrar que no ensino fundamental as fragoes,

como 0S numeros inteiros, ndo sdo numeros racionais, mas antes de tudo s&o
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representacfes de quantidades fisicas que permitem as praticas com essas
guantidades.

N&o estamos defendendo voltar as origens das atividades humanas com
fracOes, mas deixando claro que isto constitui parte vital da construgcdo conceitual
das fracdes que nos encaminham os nameros mistos e 0s niumeros com virgulas e
finalmente nos d&do sentido falar em nimeros racionais.

Em nosso pensar, considerando as condi¢cdes impostas pela escola como
suas organizacbes matematicas que compdem os programas de ensino, das quais
ndo podemos escapar, parece-nos claro a necessidade de um modelo
epistemoldgico que dé respostas a questdes como a indicada por Marcou e Gagatsis
(2002) em uma colecdo de artigos sobre pesquisas de ensino na Grécia e Chipre,
com prefacio de Raymond Duval.

Marcou e Gagatsis (idem, p. 82-95) faz o seguinte questionamento: "Existe
uma forma de representacéo dos conceitos de equivaléncia e adicao entre fracdes e
um modo de traducdo das representacdes em que os alunos tendam a lidar com
maior facilidade?”. Outras referéncias a mesma pergunta podem ser encontradas em
Marcou e Gagatsis (idem).

O estudo de Marcou e Gagatis (2002) envolveram 104 alunos do quinto ano e
mostrou que ha pouca flexibilidade na passagem de uma representacao para outra
e, assim, que ha dificuldades de escolher uma representacao que facilite a adicdo e
a equivaléncia entre fracdes, insistimos que as dificuldades podem também decorrer
do modelo epistemoldgico assumido, mesmo que implicitamente, para o ensino de
fracOes.

Parece-nos claro que fracdes equivalentes € um saber formal matematico e
gue esta associado ao conceito de numeros racionais como ja foi aqui mencionado
e, como tal, tras dificuldades para o ensino e a aprendizagem e nao estava
necessariamente presente quando se desenvolve as operacfes com fracdes, em
particular, a adicao/subtracao.

Nesse caso, podemos entdo assim questionar: "Existe um modo de
representacdo e de adicdo/subtracdo de fracbes em que os alunos tendam a lidar
com maior facilidade?” A resposta exige uma investigacdo empirica, mas antes a
construcdo de organizacbes matematicas para o ensino que permita tal jornada e

isso tudo somente faz sentido se dispormos de um modelo epistemoldgico que
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sustente essa organizacdo para a finalidade a que se destina; responder ao
questionamento ora posto.

Esse modelo epistemoldgico, é claro, deve contemplar os programas em vigor
na escola e, portanto deve se inserir de algum modo no modelo epistemoldgico mais
abrangente entéo vigente nas salas de aula.

E claro que ndo dispomos de tempo no curso de mestrado para o
desenvolvimento da investigacdo empirica quando nos referimos as andlises em
sala de aula e nos propomos aqui pelo menos assinalar o modelo epistemoldgico de
referéncia que viabilize o caminho que seja capaz de responder 0S NOSSOS
guestionamentos e analisar o livro didatico referente ao 4° ano, discussdes a serem

tratadas nos capitulos 3 e 4.
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CAPITULO Il
MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA E AS
ORGANIZACOES MATEMATICAS INTERMEDIARIAS

Neste capitulo tratamos teoricamente sobre modelos epistemoldgicos de
referéncia e sob as condi¢cdes da sociedade, da pedagogia e da escola, as vezes
restritivas e ndo muito claras, propomos um modelo epistemolégico do modo
anunciado no capitulo anterior, ou seja, que permita operar com fracdes, em
particular a adicdo, do mesmo modo que se opera com 0S numeros inteiros
possibilitando o encaminhamento para futuras investigacdes empiricas que

permitam responder 0s questionamentos postos.

3.1 O MER: DA ANALISE AO DESENVOLVIMENTO DE PRAXEOLOGIAS

Durante a pesquisa percebemos que as praxeologias utilizadas no ensino das
fracOes se baseiam em OM trazidas pelo professor (equipamento praxeoldgico) ou
imposta pela instituicdo. Essas praxeologias tem se desenvolvido a algum tempo
tornando-se dominantes no ensino e sua finalidade é garantir o alargamento do
conhecimento e a compreensdo dos alunos. Para atingir esse proposito esses
professores fazem o uso dos artefatos didaticos que “estreitara” a relagdo dos
alunos com os conceitos apresentados.

Nesse pensar partimos com o pressuposto de que a transparéncia dos
modelos epistemolégicos dominantes permeiam as atividades docentes na escola,
gue os tornam inquestionaveis, ndo admitem que os professores tenham “visdo
ampliada” de que existem formas diferentes de organizar o processo de estudo de
uma dada Organizacdo Matematica (OM) na escola.

Gascon (2001) trata do modelo epistemolégico geral dominante como a
principal forma de descrever a OM e as respectivas restricdes sobre a OD e trata da
impossibilidade de oferecer um dispositivo didatico no momento do trabalho da
técnica que poderia desenvolver-se normalmente com naturalidade por meio deste
dispositivo. E claro que ao tentar descrever e analisar OD, encontraremos restricdes
provenientes em niveis mais especifico que tem sua origem na estrutura de OM

considerada na forma modelo epistemoldgico geral.
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O autor aponta ainda a necessidade de modelizar as OMs existentes nas
instituicdbes e por meio desse novo modelo serd possivel descrever, estruturar,
entender, relacionar as OMs ja existentes e 0 modelo que ele aponta € o Modelo
Epistemologico de Referéncia (BOSCH; GASCON, 2001, p. 20)

Esse modelo permitir evidenciar possiveis condi¢cdes que facilitam, ou que
impedem o0 acesso ao estudo de uma dada OM, por meio de sua descricdo e
analise, como nos indica Sierra (2006, p. 48) quando assim se manifesta sobre a
funcionalidade do modelo epistemoldgico de referéncia:

O papel e as funcdes que desempenha o MER na analise didatica
sdo mais conhecidos. Algumas investigacBfes anteriores
desenvolvidas no ambito da TAD tem mostrado sua utilidade no que
diz respeito ao ensino, gestdo e avaliacdo de determinadas
Organizacdes Didaticas (BOLEA 2003, ESPINOZA 1998, GARCIA
2005). Podemos afirmar que as ditas investigacdes, embora de uma
forma menos explicita, ttm usado o MER para descrever e analisar,
pelo menos "em acédo”, um modelo epistemoldgico da matematica
(especifico para um determinado OM) dominante em uma instituicao,
bem como para analisar e interpretar os fendmenos transpositivos
que transformaram a OM transposta, dando origem a um sistema de
praticas matematicas institucionais. (Tradu¢ao nossa, grifos do autor)

Ou seja, o MER é um instrumento que auxilia a descri¢do e analises do modelo
epistemoldgico dominante nas instituicdes de ensino, aléem de atender as restricoes
gue o modelo apresenta e que, reflete de alguma forma na relacao institucional da
OM em questdo, pois viabiliza outros meios de se estudar a OM na instituicdo
considerada.

Por outro lado, o MER possibilita julgar o mundo dos saberes e, como tal,
necessario deixar claro que estad longe de ser um modelo privilegiado, Unico e
imutavel como destaca Gascon apud Chevallard (2011, p. 208) quando aponta que o
MER é consolidado a partir de pressupostos da teoria da Transposi¢cdo Didatica que
afirma que néo existe um sistema de referéncia Unico para o ensino.

Sob essa compreensdo, os modelos epistemoldgicos quando construidos
visam proporcionar elementos necessarios para descrever, interpretar e analisar
fragmentos de OMs que se reconstréi e, na medida do possivel, o correspondente
fragmento (OD) estabelece as condi¢ces dessa construcdo em busca de respostas a
carta questéo Q.

Essas reconstrugcdes tem revelado a necessidade de construir OM

intermediarias (OMI) que permitam explicitar e analisar as limitagbes existentes e



59

identificar as caracteristicas da OM como uma “resposta” a essas limitacdes,
deixando evidenciar as OMI como a “raz&o de ser” da OM.

E objetivado nesse pensar tornar dinamico o processo de estudo de uma
dada OM, que vai se construindo a partir de uma questdo Q até a OM, passando por
OMI (OM;, OM,, OMg ), tantas quantas forem necessarias, esquematicamente
representadas por:

Q —» OM; -OM; — OM3_ — OM

Em que figue claro as necessidades de estudo dessas OMI para explicitar e
analisar as limitacdes encontradas no estudo.

Assim, reafirmamos, no sentido de compreender as OM como um complexo
inteligivel de praxeologias, que a construcdo de um MER néo se deve dar de forma
espontanea, mas responder a uma questéo institucional que constitui as “razdes de
ser’ da organizagdo, matematica ou extramatematica, segundo os diferentes
caminhos que os objetos matematicos percorrem no curriculo, de modo a atender as
diferentes posi¢cOes, com suas funcionalidades, que eles ocupam na instituicéo e, até
mesmo, quando necessario, em outras instituicdes.

De outro modo, o MER, relativo a um dado objeto mateméatico deve ter em
conta as posicdes que ele pode ocupar de uma dada instituicdo, segundo uma
funcionalidade, em relacdo com outros objetos matematicos, e cujas razdes de ser,
matematicas ou extramatematicas, sendo no presente, podem se encontrar no
passado ou no futuro também em relacées com outros objetos de ensino nessa
instituicdo, as vezes em outras posi¢cdes na instituicdo ou, até mesmo, em outras
diferentes instituicdes.

Essa compreensdo constituiu o0 MER nas pesquisas em Didatica da
Matematica: Andrade (2012), Bahujama (2000), Bosch e Gascoén (2001, 2003, 2004,
2010, 2011), Chevallard (2001, 2004, 2009), Cirade (2006), Fonseca (2004), Garcia
(2005), Lucas C. (2010), Rodriguez (2005), Sierra (2006) sado pesquisas que
disponibilizam instrumentos em nivel tedrico e pratico que contribui para evidenciar
diferentes fenbmenos didaticos, entre eles, o do isolamento das organizacdes
matematicas.

Esse fenbmeno é caracterizado por um conjunto de praxeologias isoladas
sem, ou com fracas, conexdes umas com as outras, com auséncia clara de uma
epistemologia funcional dos saberes, ou seja, marcada pela apresentacdo de

objetos matematicos para o ensino e aprendizagem sem que lhes sejam atribuidos
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uma razao para seus estudos, como o0s papeis funcionais dessas OM no percurso
do curriculo, as relagbes de seus objetos matematicos com outros objetos
matematicos ou extramatematicos, ja estudados e a estudar, que caracterizam 0s
seus possiveis caminhos no curriculo.

O isolamento na verdade sao as praxeologias pontuais, que podem ser vistas
claramente nos questionamentos sobre o curriculo. S80 essas praxeologias que
contribui para o fendbmeno do monumentalismo. Chevallard (2004) trata a atividade
matematica (matematica ou extramatematica) como algo ausente dos conteddos
matematicos oficiais, mais é favoravel para alguns ambientes como escolas de
engenharia que é possivel fazer uma modelagem matematica.

Bosch e Gascén (2009, p. 95, traducdo nossa) afirmam que esse fendbmeno
apresenta os saberes como uma visita a obras ou monumentos de um museu, que
devem ser visitados pelos estudantes sem que ninguém saiba muito bem o porqué
de terem sido construidos nem para qué servem hoje.

Mas, podemos postular que os possiveis modelos epistemoldgicos que podem
ter sustentado as OM e suas OD correspondentes e dominantes nas escolas, podem
ter também dado origem as OMI que ao longo do tempo vieram a desaparecer das
salas de aula por reducédo do tempo didatico que levou reformulagdes do curriculo,
por exemplo, que eliminaram as possiveis conexdes entre essas organizacdes
dominantes.

Sob esse pensar, a reconstrucdes de Organizacdes Intermediarias (OMI) séo
importantes do ponto de vista da eficacia das OM e suas OD correspondentes, para
guem ensina e para quem aprende, por tornar o ensino e aprendizagem inteligivel
das OM, ou seja, por criar condi¢cdes favoraveis ao desenvolvimento do processo de
estudo dessas OM.

E nesse sentido que a construcdo e reconstrucdo de OMI se constituem em
objeto de interesses, por ser necessaria ou pelo menos Util, para a reconstrucao de
OM sobre um dado objeto, pelo menos durante a construcdo de uma OM
considerada. (BOSCH; GASCON, 2001, p. 18, grifo do autor, traduc&o nossa).

No entanto, € preciso ter em conta que os possiveis modelos epistemoldgicos
gue podem ter sustentado as construcdes das OM presentes na escola ndo sao
Unicos e imutaveis, nem tampouco estdo disponiveis a espera de serem
“descobertos”. Eles podem ter mudado, ou reduzido a seus fragmentos, ao longo do

tempo em consonéncia com a histéria, com seus movimentos, sociais e culturais,
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gue caracteriza a ecologia dos saberes, em que para atender as demandas sociais
sdo criados novos saberes, novas praticas e até mesmo eliminar outras, que se
materializam em mudancas nas OM para estudo nas escolas.

Desse modo, ndo é raro, podermos interpretar uma dada OM relativa a um
dado objeto como decorrente da amalgama de diferentes modelos epistemolégicos,
como assim podemos interpretar a OM dominante que vive nas escolas do ensino
fundamental sobre a equacdo do segundo grau (poderia ser qualquer objeto
matematico inclusive as fracdes que é o nosso objeto de estudo, porém ndo as
colocamos para demonstrar outras questdes possiveis de serem discutidas).

Citamos a equacao do 2° grau para exemplificar e situar nossa problematica
de modo que seja esclarecida a possivel existéncia de OMI durante as aulas de
matematica. Quando ministramos o conteudo de equacdo do 2° grau normalmente
definimos e mostramos os trés tipos de equac¢ao, quando b =0, ¢ =0 e quando
a,bec # 0 e em seguida classificamos como equacédo completa e incompleta. I1sso
nos mostra que as OM da equacao do 2° grau é formada por um amalgama de
modelos epistemolégicos. E exatamente assim que essa OM é trabalhada, de forma
isolada e fragmentada, pois ndo possui um modelo epistemolégico claro. O que se
vé sdo fragmentos de modelos inconstantes e ciclicos, pois hora € pensado de um
jeito, hora é pensado de outro jeito, ou se pensa simultaneamente nas duas surgindo
uma nova OM.

Temos dois modelos quando estudamos e ensinamos a equacao do 2° grau:
a de que ndo conseguimos unificar o estudo da equacdo do 2° pois sao
praxeologias pontuais e cada uma assume uma praxeologia, e o professor quando
vai ministrar essa aula precisa identificar cada equacao para entdo encontrar uma
OM que melhor explique, “ndo existe” um pensamento, uma OM que articule as trés
praxeologias para que elas passem a ter uma coeréncia umas as outras.
Ressaltamos que “ndo criamos” nada no ponto de vista das praxeologias, mas a
partir de um modelo epistemoldgico seremos capazes de organiza-las de tal maneira
gue elas facam sentido tanto para quem ensina quanto para quem aprende.

Uma segunda situacao que trazemos a discussao € a de que o professor com
a intencdo de fazer com que seus alunos compreendam o que se esta ensinando
cria artefatos para ensinar, ou seja, se apossam de varias praxeologias, de varias
maneiras de pensar, ou ainda varios modelos criando varios modelos que podem se

resumir em um unico modelo. O que queremos dizer é que existem situagbes que
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sdo expostas praxeologias a mais ou a menos, no caso da equacao do 2° grau é a
mais e N0 N0SSo caso é a menos, ou seja, excesso ou falta de maneiras de pensar
podem prejudicar no processo de ensino, € necessario um modelo que garanta a
unidade do problema e esse modelo chamamos de MER, pois devera garantir
unidade, a articulacdo entre os conteludos a serem ensinados, tornando dessa forma
um ensino ensinavel e coerente.

Quando falamos de varias praxeologias, que fique bem claro que né&o
estamos tratando de técnicas, pois se fosse o0 caso a equacdo do 2° grau completa
seria suficientemente “larga” para alcancar todos os outros tipos de equacéo, o que
interessa é como se pensa na equacao independente da técnica.

E nesse contexto que reafirmamos a necessidade da construcédo de um MER
para a analise de uma OM que vive em uma instituicio de modo a apontar a
necessidade de OMI que possam se constituir em condi¢cdes que facilitem o estudo
dessas OM.

Sob esse modo de pensar € que buscamos esbocar um MER que permita
construir OMI para o ensino das operacdes com fracbes nas seéries iniciais que

responda a seguinte questao:

Q: Qual a organizacdo praxeoldgica (intermediaria) que pode favorecer o
encontro dos alunos com a adicdo e subtracdo de fracOes e elimine a
desconexdo entre as praticas sobre nocdo de fracdo e as praticas

operatérias com fracbes?

Tal questédo decorre da necessidade de pensar as OM sobre fracdes para o
Ensino Fundamental | como praticas com numeros inteiros encaminhando no
sentido de que nao se trata de operacdes com numeros racionais, mas com
nameros concretos que referem entes que, de alguma forma, podem ser
manipulados com sentido para aquele que opera com 0s hameros inteiros, 0s quais
sdo objetos até entdo dos sujeitos desta posicdo na escola fundamental I, e evitar
com isso a introducéo precoce e enfatica de um conjunto de técnicas suportadas por
complexas tecnologias da teoria dos numeros, como a equivaléncia de frac6es, com
a compreensao minimalista de que frac6es equivalentes sdo iguais, ou ainda, 0 uso
do minimo multiplo comum (MMC) para reducdo ao mesmo denominador, a partir do

Teorema Fundamental da Aritmética com memorizagdo dos nimeros primos/critérios
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de divisibilidade, como Unica técnica pra tal tarefa, sem qualquer relagdo explicita
com a nocdo inicial de fracdo parte/todo, até entdo estudada, que pode prover um
dos mais importantes momentos do estudo (Chevallard, 1999), portanto, da

atividade matematica, que € o trabalho da técnica

O quarto momento é do trabalho da técnica, que deve melhorar a
técnica tornando-a mais eficaz e mais confiavel (0 que exige
geralmente retocar a tecnologia elaborada até entao), e acrescentar
a experiéncia que se tem dela: este momento é posto a prova a
técnica envolvida em particular um a um corpus de tarefas
adequadas tanto qualitativamente como quantitativamente. (IDEM,
1999, p. 244)

O trabalho da técnica, ou sobre a técnica, se corporifica por meio de
praxeologias, com o0 objeto em jogo, de modo integrado e articulado para constituir
um fazer praxeoldgico de complexidade crescente.

Fonseca (2004) em sua tese que trata do fendmeno da desarticulacdo da
Matematica escolar, em especial na descontinuidade do ensino da matematica do
ensino secundario e superior, recorre a esse aspecto quando postula que para
ensinar Matematica € necessario ter uma questdo preliminar e suficientemente
capaz de gerar outras questdes, ou seja, questbes essas que resultem em
atividades matematicas de complexidade crescente.

E claro que uma infraestrutura matematica para essa empreitada de
construcdo do MER ganha importante papel, mas a isso ndo se reduz. Ha
necessidades de uma infraestrutura didatica, as que vivem na instituicdo docente,
articuladas com a historia e epistemologia da matematica, sob a compreensao dos
recursos tedricos disponibilizados pela TAD que conduz o pensar a atividade
matematica como provida e provedora de relagdes do sujeito como o saber em jogo.

E claro que nesse processo a infraestrutura requerida, inclusive as que dizem
respeito as compreensfes da TAD, ndo estdo previamente determinadas, mas se
delineiam no processo de estudo que envolve a construcao inteligivel e justificada de
praxeologias que um modelo epistemoldgico requer, e que, é claro, permanece
aberta a novas adequacdes e reelaboracfes o quanto for necessario.

Esse pensar que envolve a construcdo do MER tem em conta que as
respostas de aprendizagem s&o consequéncias dos estimulos do que se propde
para essa construcdo e o principal autor desse processo é o orientador de estudo,

no caso o professor. Para Chevallard, Bosch e Gascén (2001, p. 300) “o professor
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somente pode ajudar o aluno a estudar e, embora sua ajuda seja muitas vezes
indispensavel — e quase sempre importante — ndo pode estudar nem, muito menos,
aprender por ele”, o saber é construido a partir das relagbes que esse sujeito possui
com o objeto, quanto maior for a aproximacédo construida, maior a relagdo do sujeito
com o0 objeto, e dessa relacdo fecunda nasce um novo processo de
institucionalizac&o do saber.

E sob esse olhar, de um professor como criador de condi¢bes favoraveis para
o0 processo de estudo que leva a aprendizagem, tendo em conta as possiveis
relagcbes existentes dos seus alunos com o0s objetos de ensino, no caso as
operacdes com os inteiros, aliada as compreensdes acima expostas, é que

buscamos esbocar um MER, como apresentamos a seguir.

3.2 AS OPERACOES COM FRACOES COMO OPERACOES COM NUMEROS
INTEIROS.

Segundo a TAD, todo saber a ser ensinado tem passado e futuro na instituicao
em que vive e que da razdo ao seu estudo. Pinilla (2007, p. 5), por exemplo,
referindo o estudo de fracdes, ressalta que deve haver um tempo para cada estudo
respeitando os niveis de ensino fundamental e médio, pois afirma que ndo é
possivel se ensinar “tudo” de fragbes e que é necessario fazer uma Transposi¢ao
Didéatica do nivel primario para o nivel secundario tornando o ensino acessivel aos
alunos sugerindo a seguinte linha de desenvolvimento: fracbes no primario e ensino
secundario, numeros decimais no ensino primario e secundario e finalmente os
racionais (Q) na escola secundaria superior ou universidade.

A pesquisadora ratifica a necessidade de se criar condi¢cdes para facilitar o
ensino e a aprendizagem das fracbes através do suporte didatico que propbe a
Transposicdo Didatica (CHEVALLARD, 1991) apontando a limitacdo da relacéo
entre o sujeito (aluno) e o objeto (fracdo) em determinadas etapas do ensino.

Em nosso entendimento, parece-nos claro, que ela refere a necessidade de
organizac0des intermediarias no estudo de fracdes, fazendo inclusive a distingdo, em
sua sugestdo, entre fracbes e numeros racionais (muito embora os segundos
possam ser representados pelos os primeiros) e sugerindo que estes ultimos sejam

objetos de estudo em niveis mais elevados de ensino.
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Essa compreensédo de Pinilla parece ser compartilhada por Guerra e Silva
(2008) quando fundamentam as operacdes com fragcdes tomando o principio da
contagem de forma a facilitar o acesso ao estudo dessas operacoes, inclusive para
aqueles ndo especialistas da matematica como os professores que atuam nas séries
iniciais.

Os trabalhos desses autores inspiram um Modelo Epistemolégico de
Referéncia (MER) que busca tornar clara a relagéo entre a nogdo de fragéo, no caso
a relacdo parte todo que vive nas séries iniciais, e as operacgdes entre elas, tomando
como pressuposto que a “relagao entre numero e area nos conduz a pensar que se
pode operar com fragdes do mesmo modo que se manipulam com as areas” (ibidem,
p.43).

De outro modo, operar com fracbes pode ser traduzido em contagem de uma
unidade de area, tomada como referéncia, para a medida de uma dada area. A
contagem, aqui discutida é sustentada pela historia e pela epistemologia do
pensamento matematico, Ifrah (1989, p. 29) afirma que desde as primeiras
civilizagdes, foi sem duvida, o principio que durante milénios o0 homem pré-historico
pode praticar as primeiras aritmeéticas, antes mesmo de ter consciéncia de saber o
gue é um numero abstrato.

Essa caracteristica esta presente nas praticas dos sujeitos dos anos iniciais
do ensino basico, a da ndo consciéncia do numero abstrato, particularmente, que o
numero esta associado a uma medida resultante de uma contagem. Nesse pensar,
Guerra e Silva (Ibidem) o corporifica em uma técnica didatica para dar sentido as
operacbes com fracbes, assumindo que a contagem esta imbricada a partir das
relacdes que cada individuo possui com 0s nimeros e que essa relacao ao longo do
tempo vai se aprimorando e nunca se esgota, a contagem € um procedimento que
passa a ser espontaneo, ou seja, “a contagem nao € uma aptidao natural” (Ibidem,
p.44).

Mas, o uso do principio da contagem para fundamentar as opera¢cdes entre
fracOes sO se torna possivel desde que se disponha de uma técnica didatica que
associe nocado de fracdo parte/todo com as operacdes entre elas a partir da
contagem explicita de uma fracdo como uma unidade de referéncia.

Berge e Sessa (2003, p. 173 apud Guerra e Silva 2008), afirmam que
entendem as operacfes a partir de um isomorfismo operatério entre nimeros, no

caso as fragles, e as quantidades, as partes de um quadrado. Assumindo que se
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pode operar com 0s numeros do mesmo modo que se manipulam com as
guantidades em geral. Essa € a proposta de Guerra e Silva e que adotamos como
indicacbes epistemologicas para esbocar o fragmento de modelo epistemolégico de
referéncia que desejamos.

As representacdes de fragbes mais comuns, apresentadas nos livros textos
das séries iniciais, estdo associadas a medidas iguais de uma grandeza continua,
como o caso da “pizza” e da “barra de chocolate”. A parte menor é usada para medir
outras partes maiores constituidas de um numero inteiro de vezes dessa parte

menor, deixando claro o processo de contagem.

Figura 06 - Fracdo pela contagem

Escreva a fragdo que representa a parte destacada em cada figura. Escreva
também como ela é lida.

a) i b)

| ————|
i |
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| |

/ x |
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| i \

[ = i \

e o =

c)

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p.101)

Esse aspecto do uso naturalizado da contagem, que n&o demanda a
abstracdo do numero, se pde como condicdo favoravel ao estudo das operacbes
com as fracBes para os que se iniciam nas atividades matematicas, pelo menos
como pratica social de quem conta.

Embora essa técnica didatica permita a contagem de fracdes, no caso das
partes, apresenta um alcance limitado para operar com duas ou mais fracbes com
denominadores que ndo sdo multiplos um do outro.

Guerra e Silva (2008) resolvem o problema do alcance da técnica a partir do
modelo adotado por Lima (1991) para fundamentar as férmulas para célculo de
areas do quadrado e do retangulo de lados que tem como medidas numeros
racionais, mas que de forma naturalizada recorre a contagem como se estivesse
tratando de numeros inteiros.

Vejamos como Lima (1991, p. 11-13) discute a unidade de area de uma figura

plana utilizando como base de seus conceitos as unidades de medidas.
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Toma como convencao a unidade de area um quadrado cujo lado mede uma
unidade de comprimento e que chama de quadrado unitario e por defini¢cdo tera area
igual a 1.

Lima (idem) postula que é possivel decompor um quadrado Q de lado com
medida igual ao nimero inteiro n, por meio de retas paralelas aos seus lados, em
n quadrados unitarios e com isso conclui que o quadrado Q deve ter medida de area

n2

1
Similarmente, o autor apresenta o lado de um quadrado Q tendo por medida o

onde n é inteiro, logo o quadrado unitario se decompde, mediante paralelas aos

seus lados, em n quadrados justapostos, todos congruentes a Q. Estes n quadrados
congruentes a Q compdem um quadrado de area 1, portanto a area de Q deve

satisfazer a condicdo de que o produto entre n® e a medida da area de Q éigual a

1
unidade, ou seja, n? x (area de Q) = 1 e, portanto, area de Q = ey

Figura 07 - Quadrado de lado 6, decomposto em 62 = 36 quadrados unitario

]

Fonte: Lima (1991, p. 12)

O autor postula que, se o lado de um quadrado Q tem por medida o numero

. m ~ ,
racional —, entdo € possivel decompor cada lado de Q em m segmentos, cada um
n

1
dos quais tem comprimento - Similarmente ao que foi feito anteriormente traca
agora retas paralelas aos lados de Q a partir dos pontos de divisdo, obtemos uma

1
decomposicédo de Q em m? quadrados, cada um dos quais tem lado - Conclui que,
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. (12 . « .
a area de cada um desses quadrados menores é ~) - Admite entdo que a area de

Q deve ser

ou seja, area de Q

O autor conclui que a area de um quadrado Q cujo lado tem para medida um

. , m ~
namero racional a = - € dada pela expresséao:

area de Q = a?
Essa discussdo nos faz perceber que ha uma implicacéo evidente entre medir
e contar independentemente se é um numero natural ou racional. Logo, a
construcdo do MER nos permitir fazer a articulagdo entre os saberes que
possibilitem uma relacdo mais proxima entre o sujeito e as operacdes com fracdes e
iSso pode ser pensado por meio do principio da contagem, como uma operacao de
contagem de partes de areas com a vantagem de quem opera com numeros

inteiros.
3.3 A FRACAO E A MEDIDA DE AREA

Guerra e Silva (2008), como referimos, tratam das operacdes com fracOes a
partir do principio da contagem e pressupostos da geometria grega sobre medida de
area, mais precisamente, a area do quadrado/retangulo respondendo a seguinte
guestdo: Como relacionamos o principio da contagem, a area do retangulo e as
operacBes com fracdes? A resposta € encaminhada, nas suas palavras, do modo
seguinte:

Para responder a esta pergunta, evocamos a ideia de area de um
retdngulo como o produto de dois segmentos, ou seja, “O retangulo
compreendido por dois segmentos” feita por Euclides a partir do livro
Il, segundo Bergé e Sessa (2003, p. 173), e o célculo de sua area na
forma posta por Lima (1991). (GUERRA,; SILVA, 2008, p.45)

Com tal pensar, articulam esse entendimento para mostrar que € possivel

recorrer ao principio da contagem para tornar as operagfes entre fracbes com
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sentido para aquele que aprende e para quem ensina, tendo em conta que tais
operagbes podem ser vistas como a contagem de uma unidade de referéncia,
unidade essa que compreendemos como um elemento do conjunto de fracbes que

séo as bases de todas as outras fragdes, no seguinte sentido dado por Euler (1828).

Podemos considerar as fragdes cujo numerado ade, como

. ~ ~ 11 11 1 1 1
base de todas as outras. Tais fragbes sado: -,-,-,=,-,-,=,=,—,—

e etc.. (EULER,1828, p. 22, Tradu¢do nossa)

- =S
m D
HQJ
N
=)
o

Isso significa dizer que todas as outras fracdes sao derivadas a partir das
fracbes com numerador 1 e por isso passam a se constituir, para Guerra e Silva
(2008), como as que podem ser eleitas como “unidades”, como assim deixa claro

Euler no seguinte extrato.

Se, por exemplo, considerarmos a fracao de % € evidente que é trés
. 1 ~ 1 . . . Ly
vezes maior do que " Agora, a fracdo " significa dizer que, dividimos
1 em 4 partes iguais, este sera o valor de uma das partes; E 6bvio,
entdo, que por trés dessas partes se tém o valor da fracdo de %. Da
mesma maneira, podemos considerar todas as outras fracdes, por
7 s g . . .
exemplo, - se dividir a unidade em 12 partes iguais, 7 das partes
sera igual a fracao proposta. (EULER, 1828, p. 21, Traducdo nossa)

Além disso, é sempre possivel encontrar uma fragcdo de base comum a um
dado conjunto de fracbes em que se deseja operar, ou seja, dado um conjunto de
fracOes € sempre possivel eleger uma fracdo base comum a todo o conjunto. Essa
compreensao de Euler se ratifica quando interpretamos duas fracfes a partir da
nocdo de segmentos comensuraveis, como nos faz compreender Guerra e Silva
(2008) quando recorrem a Bergé e Sessa (2003, p. 168) para se referir as areas

como representantes de fracdes do seguinte modo.

No livro X, teorema 5, Euclides explicita que se dois segmentos sao
comensuraveis, ou seja, tém uma medida comum, a razdo entre eles
€ igual a razdo que guardam entre si dois numeros. Aqui,
similarmente, admitir ter uma medida comum para duas areas A e B,
segundo Bergé e Sessa (2003, p. 168), é dizer que se nenhum
multiplo inteiro de A cabe exatamente em B, é possivel dividir a area

. . P A .
A em n partes iguais de modo tal que a area - caiba exatamente m
vezes na area B e, neste caso, a medida de B em relagdo a A é
A B . . . .
m(ﬁ)’ ou que - = % Isso evidencia a medida por meio de processo

de contagem de unidades comuns de retdngulos que representam as
fragcbes. (GUERRA,; SILVA, 2008, p. 48)
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As operagOes entre fracdes, portanto, podem ser realizada a partir de
diferentes fracdes de bases comuns que podem ser tomadas como unidades que
permitem a contagem, de modo andlogo, se assim podemos dizer, quando no
cotidiano recorremos as diferentes unidades, mesmo que de forma tado natural nao
nos demos conta, por exemplo, quando tomamos o quildbmetro como unidade para
medir a distancia entre duas cidades, mas quando nos referirmos a largura de uma
porta padréo recorremos a unidade centimetro.

Esse processo naturalizado de medir precisa entdo ser questionado para
problematizar a pratica da medida de modo a evidenciar as relagdes entre unidade e
fracOes, particularmente sobre a escolha arbitraria da unidade para medir de acordo
com a conveniéncia de quem mede ou do que € medido, e assim sistematiza-la para
as operacoes com fracoes.

Para operacionalizar esse entendimento os autores recorrem ao processo do
calculo da area de uma figura plana a partir do uso de um quadrado “unitario”, que,
grosso modo, é dada pelo nimero dessas unidades que "compde” a figura, em um
processo de contagem como mostraremos na figura 10.

Os autores tomam um quadrado com a medida do lado igual a um, dito

guadrado unitario, e assumem que podem ser dividida em partes iguais, cada uma
das partes identificadas como % da unidade de area. Sob esse entendimento a
medida do quadrado unitario é determinada pela unidade considerada, ou seja, pela
guantidade de partes % que contém o quadrado unitério, ilustrada a partir do

seguinte exemplo:
Dividindo o quadrado unitario em 3 partes iguais, cada parte mede um terco de

unidade de area e € representada esquematicamente pelos retangulos de

. ~ 1
dimensodes 1 e 5

Figura 08 - Quadrado unitario dividido em 3 partes iguais

Fonte: Préprio autor
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A partir da nocao parte todo da fracdo, os autores interpretam que o retangulo
delados 1le % tem area A= é Tendo em conta que a area de um retédngulo, segundo
0 pressuposto da geometria grega, ja citado pode ser interpretada como produto de

. ~ 1 1 1
dois segmentos, segue que aarea A =1x e portanto que 1x- =-.

Além disso, o retangulo § esta contido 3 vezes no quadrado unitario formando
assim a unidade, ou seja, 1 =3 G) e portanto que 1+ § = 3, ouU seja, que 3 é a
medida da area do quadrado unitario se a unidade tomada for § ,jaque 3 éo

y “ . gy 1 P .
numero exato de vezes que “unidade S esta contida no quadrado.

E facil observar que as operaces com as fracbes encaminhadas por Guerra
e Silva (2008) se desenvolvem por meio da contagem de uma fracdo a partir da
técnica de particdo do quadrado unitario em retangulos, cujas medidas dos lados se
identificam com as frag6es em jogo na operacao.

Essa interpretacao € mostrada quando tomamos como exemplo um quadrado

unitario que dividimos em partes de modo a permitir que se opere com as fracdes

wIiN

e

vl |l w

. O quadrado tem seus lados adjacentes divididos em partes com medidas

congruentes. E cortado na horizontal e na vertical que permite um maior alcance
para divisbes do quadrado e representacbes de fragcbes com denominadores
diferentes como mostramos a seguir.

O quadrado R abaixo tem inicialmente seu lado horizontal dividido em trés

partes iguais e obtemos trés partes congruentes, retangulos de % de area, e dessas
partes destacamos duas que totalizam com 2 G) de area. Em seguida, € dividido o
lado vertical em cinco partes iguais, retangulos com § de area. Destacamos trés
retangulos totalizando 3 (i) de area. As intersec¢Bes dos retangulos horizontais e

. . . ~ A 1 z
verticais totalizardo 15 novos retangulos rcom I de area

Figura 09 - Quadrado inteiro Figura 10 - Quadrado dividido em 3 partes iguais

l

l

—————
WP WL W=
l

Fonte: Préprio autor Fonte: Préprio autor
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Figura 11 - Quadrado divido em 5 partes iguais  Figura 12 - Fraco resultante entre as divisdes

Fonte: Proprio autor Fonte: Proprio autor

Se tomarmos na figura 08 o retangulo com lados adjacentes representados

2 3 . . , ~ P
por- e, identificamos uma area comum contendo exatamente 6 retadngulos de area

1 . 2 3 1 1 1 6
oousea, o X - = 2 (g) X 3 (E) = (2x3) (E) == representa o produto entre as

~ 2 3
fracbes —e -.
3 5
- . ~ 2 3 ~ . . 1
Aléem disso, as fracdes 3 € o gue séo lidas como contagem das unidades ;€
1 1 1 . . . 1
o por 2 (5) e3 (E) admitem agora uma nova unidade comum igual a T @ passam a

ser portanto 10 (%) e 9(%) respectivamente. Como podemos notar, essas

representacdes admitem operar com as fracdes contando as areas comuns a elas,

no caso de medida —. Tornam-se imediatas as operagdes seguintes
sre=10(5) o (5) = 19(5) =%
= 10() -9 (5) = () =%
$=i=10() -9 () = 3H -5

As operacdes de adicdo e subtracdo entre as fracbes sdo claramente obtidas

13 H ” 1 . . . ~
pela contagem da “unidade = © dispensam maiores explicacbes, enquanto a

divisdo, embora pareca simples enquanto manipulacdo simbdlica por se reduzir a

divisdo dos inteiros 10 e 9, requer mais esclarecimentos.

z . e ~ 1
E preciso notar que no caso da divisdo vocé esta se perguntando quanto 9 (E)

cabe em 10 (1—15)’? ou seja, estamos medindo 10(%) com a nova “unidade’ 9(%)
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. . 1 . . ™~ - ~
Assim, a unidade = deixa de ser a unidade de referéncia e nossa operagéo se
. 1 2 1 . _—
desenvolve em contar as unidades - ate completar 9(E) unidades que constitui

uma unidade da nova unidade 9(%) e, portanto, cada uma de suas partes %

constitui - dessa nova unidade 9 (i)
9 15

A operacéo de divisdo 2 +3=10 (i) =9 ( ! ) - 10(1%5)

1 10
— =1-, ou —, pode ser
5 15 15 9 9

interpretada geometricamente, entdo, como segue:

Figura 13 - Divisdo de fracdo

A

Fonte: Préprio autor

Figura 14 - Diviséo de fracao

B

Fonte: Préprio autor

Figura 15 - Fracdo ndo colorida

Fonte: Préprio autor

1 . Ly 1 . 1
9 (E) passa a ser a unidade dividida em 9 partes de (E) Assim, cada parte de (E)
se constitui em (g) da nova unidade. Desse modo o que temos que contar toma isso
em consideragcdo como segue:
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Figura 16 - Unidade dividida em 9 partes iguais

ol(L
\15 1

Fonte: Proprio autor

=10(5)=2(5)+ (3)

Ou seja, 9 (1—15) constitui 1 unidade + % =1+ g = 19—0

Essa compreensao € assumida por Guerra e Silva (2008) a partir do teorema
5 de Euclides, ja citado, e se constitui ha tecnologia que sustenta essa técnica, ou
seja, no caso da divisdo isso é traduzido quando é assumido que as fracdes sao
medidas de grandezas A e B que admitem uma unidade comum.

Partindo do ponto de vista algoritmico, tomando as fracdes escritas em

. a 1 R , o
relacdo a unidade comum - o resultado da divisdo pode ser obtido pela divisdo dos
P

numeradores, justificado a seguir:

[N

. s 1 1 ~ 1
Consideremos agora a divisdo (E) + (g) . Observamos que as fracoes ;€
1ol
2 6

A . 1 . . ~ , . . 1
tém uma unidade em comum o isto €, - e =contém um namero inteiro de vezes ’EY

12

@)+ @)=l -mrz=i-:

Parece-nos claro que deixando as fragdes escritas em uma mesma unidade é

exatamente % =6 (é) e % =2 (i) Assim,

possivel operar com elas sem grandes dificuldades do ponto de vista algoritmico e
com a vantagem de permitir a manipulacdo de areas, ou outro objeto que represente
a area comum, como recursos didaticos para quem ensina e para quem aprende
pelo sentido que pode ser atribuido as operacoes.

Além disso, Euler (1828, p. 25) afirmar que quando as fragcbes nao tém

denominadores iguais, n0s sempre podemos transforma-las em outras fracdes que
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tenham o mesmo denominador. Isso quer dizer que as técnicas operatorias
apresentadas podem sempre ser aplicadas com a técnica disponibilizada por Guerra
e Silva (2008) para encontrar a unidade comum que consiste na divisdo dos lados
adjacentes do quadrado.

Essa técnica disponibilizada por Guerra e Silva (idem) para encontrar a
unidade comum é sustentada pela tecnologia presente em Lima (1991) para mostrar
a férmula para o céalculo de &rea do retdngulo de lados com medidas em nimeros
racionais e se articula, segundo nossa compreensao, com 0s elementos histéricos e
epistemoldgicos matematicos resultando no MER seguinte:

1 - As fracdes cujo numerador € a unidade é a base de todas as outras. (EULER,
1828, p. 22, traducdo nossa), ou seja, toda fragcdo pode ser entendida como um
multiplo (contagem) de uma fracdo de numerador igual a 1.

2 - As fracdes sempre tem uma unidade em comum. (EULER, 1828, p. 25), ou seja,
dadas duas fracoes sempre € possivel encontrar uma fracdo de numerador 1 que é
comum as duas dadas. Isso quer dizer que as fracdes dadas podem ser vistas como
multiplas dessa fracdo de base comum.

3 - A area de um retangulo como o produto de dois segmentos, ou seja, “o retangulo
compreendido pelos dois segmentos” feita por Euclides a partir do livro I, segundo
Bergé e Sessa (2003, p. 173), e a obtencdo da formula para o célculo de area do
retangulo com lados de medidas com nameros racionais na forma posta por Lima
(1991). (GUERRA; SILVA, 2008, p. 45)

As fracdes nesses casos podem ser vistas como medidas de lados dos
guadrados/retangulos cuja area é o produto dos lados e, portanto, € o produto das
fracbes. Além disso, o procedimento € determinado pela contagem de unidade
comum de éareas determinadas pelas divisbes dos lados adjacentes da figura
segundo as fracdes que corresponde a esses lados.

Com a obtencdo de uma unidade comum e seguindo a compreensao de Euler
(1828) permite pensar as operacdes de adicdo e subtracdo como contagem da
unidade comum ao tempo que permite pensar a divisdo como contagem de uma
unidade definida pela unidade comum as duas frac6es dadas.

As articulacbes dessas compreensdes permitem, assim, operar com fracdes
demandando de quem ensina e de quem aprende o dominio de praticas de

contagem com a vantagem de poder justificar os algoritmos de adi¢&o/subtracdo e
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multiplicacao e divisédo de fracdes dominantes nas escolas de ensino fundamental | e
.

As articulagcdes que apresentamos ndo se deram de forma cadtica ou por
acaso, mas segundo intencdes didaticas, em nosso caso em acordo com a TAD,
gue destacamos a seguir:

1 - Da nocdo de Transposicao Didatica, em que se busca construir os objetos de
ensino por meio de praxeologias em complexidade crescente para quem aprende (e
ensina). Nesse sentido, os objetos devem percorrer o curriculo assumindo diferentes
articulacdes com outros saberes, matematicos e extramatematicos, de modo a tornar
0 saber matematico como um todo coerente e racional, mas que ndo esta (nunca)
pronto e acabado.

2 - De gue o objeto de estudo se destina a um publico de uma instituicdo que
condiciona a construcdo desse saber de ensino. Nesse caso, é necessario ter em
conta as praxeologias que vivem na instituicdo docente e criar condigcbes que
facilitem o acesso ao estudo dessas praxeologias, bem como poder eliminar
possiveis dificuldades ao estudo de fracGes nas diferentes posicdes que o publico
pode se encontrar na instituicao.

3 - Que o saber é construido com base nas relacbes que o publico, a quem se
destina o saber, possui com o0 objeto de estudo, quanto mais aproximagao, maior a
relacéo entre o sujeito e o objeto, e uma fecunda relacéo levara ao nascimento de
um NOVO processo para a institucionalizacdo desse saber.

Esse é o alvo, tendo em conta que a contagem € um processo social que
independe do estudo especifico matematico, mas por estar, em geral, instalada no
sistema cognitivo das pessoas e evidenciando que operar com fracdes é analogo a
operar com 0S nUmeros inteiros, mais precisamente contar, no sentido de que quem

conta, conta alguma coisa. Para Waldegg (1996, p. 13)

Assim, sdo as agfes que se realizam sobre as quantidades que dao
sustentacdo as operagfes aritméticas e estes, por sua vez, as que
constituem a esséncia do niumero; da mesma maneira que as acgdes
de medir, comparar, partir, transformar, etc. sdo as que dao sentido a
guantidade.

A técnica disponibilizada para encontrar a unidade comum por Guerra e Silva
(2008) prové esse fazer de contar. Essas técnicas embebidas das articulagbes

histéricas e epistemologicas da matematica, quando aliadas as compreensdes de
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Euler (1828), sobre a fragdo “base” de outras fracdes, e recursos tedricos da TAD
pensados, ndo somente para a analise, mas para o desenvolvimento, nos permitiu
pensar essa construcdo do Modelo Epistemolégicos de Referéncia - MER para a
analise e o desenvolvimento de praxeologias para o0 ensino de operacfes com
fracOes e, em particular, como promotor de um pensar sobre as necessidades de
praxeologias intermediarias como facilitadoras de acesso ao estudo das
praxeologias com fragdes que sdao dominantes nas salas de aula, a medida que
permite compreender os algoritmos operatorios com fracfes que vivem na instituicdo
docente.

Em resumo, o MER pode ser expresso pelas seguintes praxeologias de modo
a responder a questdo de pesquisa reformulada: Como poderiamos representar
duas fracbes de denominadores diferentes usando a representacdo geometrica do
guadrado unitario que permita operar com as partes do mesmo modo que se opera
com as fracbes de mesmo denominador?

TAREFA

T. Calcular a soma de fracbes de mesmo denominador.
Para enfrentar a tarefa proposta pelo MER, a técnica de representacdo exige

seu uso rotineiro e, portanto, introduzimos o tipo de tarefa seguinte.

TIPO DE TAREFA

TT(1) Representar graficamente a fracdo usando quadrado o unitério.

TECNICAS

t1. Dividir um dos lados do quadrado em tantas partes congruentes quanto seja o
denominador da fracao.

72. Dividir o quadrado unitario em partes congruentes (retangulos) tomando para
lado cada parte da divisdo do lado do quadrado unitario.

3. Tome tantas partes congruentes do quadrado unitario quanto seja 0 numerador

da fracdo.
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EXEMPLOS

T(1.1) Representar graficamente a fragéo § usando quadrado o unitario.

1° Passo: Dividimos o lado em 3 partes congruentes.

Figura 17: Quadrado unitario

=3 -

Fonte: Proprio autor

2° Passo: A divisédo por 3 gera 3 retangulos

Figura 18: Quadrado unitario dividido

Fonte: Préprio autor

3° Passo: Se toma uma parte do retangulo, ou seja se toma 1 de 3

Figura 19: Quadrado unitario dividido horizontalmente

Wik Wik Wk

Fonte: Proprio autor

T(1.2). Calcular a soma das fracdes % e

wIN
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Figura 20: Soma de fragdes de mesmo denominador

ALCANCE DA TECNICA

Proporciona mostrar outras técnicas que sejam capazes de abranger outras
gquestoes:

7(1.1) Calcular a area entre os respectivos lados do quadrado unitario que medem 1

e

W=

1 1 1
1x3=1(3)=3
7(1.2) Calcular quantas vezes o retangulo de area § cabe no quadrado unitario.
1 1 3
15—3 = 3)((5)—5—1
7(1.3) Calcular a divisdo de fracdes.
= 2 porque 2 G) = g

7(1.4) Comparar as fracfes respectivas a cada parte.

1

2-
3 3

Figura 21: Comparacao de fracdes de mesmo denominador

W
AN
w N

Fonte: Proprio autor
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7(1.5) Complementar a unidade.

1+?—1
3

PROBLEMATIZANDO A TECNICA
TAREFA

T(2). Calcular a soma de duas fracdes de denominadores diferentes
, ~ 2 3 ez
Como poderiamos representar as fracoes Se: usando o quadrado unitario

gue permita operar com as partes do mesmo modo que se opera com as fracdes de
denominadores diferentes?

A técnica 7(1) se mostra limitada, pois a problematica estd em outro nivel de
complexidade, portanto, necessitamos criar novas condi¢cdes de resolucdo para a
referida questéo, e sugerimos assim a nova técnica t(2).

A técnica t(2) é resultante da interpretacdo entre o que foi posto por Bergé e
Sessa (2003, p. 173 apud Guerra e Silva 2008), apoiada no teorema 5 de Euclides
guanto as operacfes serem compreendidas a partir de um isomorfismo operatorio
entre numeros, no caso as fracdes, e as quantidades, as partes de um quadrado,
assumindo que se pode operar com 0s humeros do mesmo modo que se manipulam
com as quantidades em geral, e 0 a representacao de fracdes apresentada por Lima
(1999) quando discute o calculo de medidas de areas de figuras planas a partir do
guadrado unitario.

Tal como nos referimos em relacdo a t(1), a técnica t(2) precisa se tornar

rotineira, desse modo e exigido o tipo de tarefa seguinte:
TIPO DE TAREFA

TT(2) Representar graficamente fracbes de denominadores diferentes usando o

guadrado o unitario.
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TECNICAS

7(2.1) Dividir horizontalmente um dos lados do quadrado unitario em tantas partes
congruentes (retangulos) quanto seja o denominador da primeira fracéo.

7(2.2) Dividir verticalmente o lado adjacente do quadrado unitario em partes
congruentes (retangulos) tanto quanto seja o0 denominador da segunda fracao.

7(2.3) Identificar a nova parte congruente obtida pela intersecao do 7(2.1) e 7(2.2).
7(2.4) Tome tantas partes congruentes das partes obtidas no quadrado unitario

guanto seja o0 numerador das respectivas fragcdes (1° e 2° passos).

EXEMPLOS

T(2.1) Representar graficamente as fragﬁes% E usando quadrado o unitario.

1° Passo: Dividimos inicialmente o lado horizontal do quadrado em trés partes iguais

e obtemos trés retangulos cujas partes sdo congruentes

Figura 22: Quadrado unitario dividido horizontalmente em trés partes iguais

l
[SSIRE

Fonte: Préprio autor

2° Passo: Em seguida, é dividido o lado vertical em cinco partes congruentes, em

A 1 -
retangulos com p de area.

Figura 23: Quadrado unitario dividido verticalmente em cinco partes iguais

1
gl

1

-

Fonte: Préprio autor

3° Passo: Tomemos em seguida as partes referentes a

w N

3 s
= do quadrado unitario.
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Figura 24: Partes colorida referentes a divisdo em trés e cinco partes

l

:II-

Fonte: Proprio autor

L=l =1 =1

i =
o
o
U~
) =

i =] =

A intersecao dos retangulos horizontais e verticais totalizou em 15 novos
~ A ~ 1 , . .
retangulos, cada retangulo representa a fracao 7z due € a nova unidade, ou seja, a

unidade comum entre as duas fracoes.
4° passo: Contar os retangulos gerados apés a divisdo do quadrado unitario

N ~ 2 3
referentes as fracdes S€%
~_ 2 1 . 1 ~ 3
A fracao S se refere a 10 partes de -5 Ou seja, 10 (E) e a fracao - se refere a

1 . 1
9 partes de -5 ou seja 9 (E)

T(2.2) Calcular a soma das fracdes § e E

Como a unidade g =2 G) e E =3 G) e a fracdo resultante entre as divisdes é
i logo 2=2(3)=10(3) e $=3() =9(5) lowo S+3=10()+9(3) =

1
19(3)
ALCANCE DA TECNICA

E facil que a técnica 2 que trata das fracBes com denominadores diferentes
apresenta maior alcance que a técnica t 1. Essa técnica permite obter uma unidade

comum capaz de tornar todas as outras fracbes sob uma mesma unidade.

~ 2 3 .
Por exemplo, por 72 as fracfes e podem ser lidas como contagem das
. 1 1 . . . 1
unidades S € ) Ou seja, passam a ter unidade comum igual a =

. e ~ 2 3
7(2.1) Calcular a unidade comum resultante da divisdo entre as fracdes L



Figura 25: Unidades comuns referentes a divisdo em trés e cinco partes
Lo L L
5 5 5 5 5

l

—_——
WIRPrWIR W] -
Juny
ul

l

Fonte: Proprio Autor

7(2.2) Calcular a multiplicacéo entre as fragc”)esg e %

sxe=2(5) < 3()= @a(h) = 5

R ~ 2 3
7(2.3) Calcular a divisao entre as fracdes ;€5

et 10(E) -9 (3) = 3F -3

i) s =50

w

~ 2
7(2.4) Calcular a somar entre as fragdes e

s re=10(5) o () =19(5) = 5

7(2.5) Calcular a subtracao entre as fracoes § e

t-10()-0(2)- (-3

7(2.6) Comparar as fracoes g e z

43

Ul w

wIN

Figura 26: Comparacao de fracdes com denominadores diferentes

!

————
Wl Wl

Fonte: Préprio autor

2

3= 10 (%) e % =9 (%) , portanto, 10 (%) >9 (%) ou seja, = >

winN
aulw

Em nosso caminhar, buscamos agora mostrar o papel do MER na

compreensao das praxeologias presentes nos manuais adotados em uma escola
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publica e possiveis caminhos que podem ser tomados para a compreensao e
construcdo de uma praxeologia intermediaria para o ensino de fragdes no ensino

fundamental I.



85

CAPITULO IV
O MER E A ANALISE DE UMA ORGANIZACAO PRAXEOLOGICA

Sabemos que as tarefas em uma organizacdo praxeolégica definem
minimamente a organizacao didatica de uma instituicdo, tal situacdo esta presente
no desenvolvimento do trabalho didatico realizado em torno de uma organizacéo
matematica, essa organizacdo serd discutida dentro da proposta de Chevallard

(1999) quando trata dos momentos do estudo ou momentos didaticos.

Como mencionamos no capitulo anterior, nossa intencdo ao construir o MER é
de nos municiar de um dispositivo didatico que nos permita vislumbrar as
articulacdes entre as praxeologias matematicas de modo a nos revelar com clareza
possiveis modelos epistemoldgicos sobre fragcbes em nossas instituicbes de ensino.

Por outro lado, Chevallard (1999) afirma que o livro didatico determina em
grande parte a opcao didatica do professor com relacdo ao tipo de conteudo a
desenvolver em sala de aula, e a maneira de como fazé-lo e para o aluno € uma
das maiores fontes de aquisicdo do saber.

Sob esse pressuposto e considerando que, apesar do avanco da tecnologia e
da “viabilidade” que ela oferece, ainda nos dias atuais, alguns colegas de profissao
ratificam o afirmado por Chevallard quando assumem o livro didatico como material
de apoio para suas aulas optamos a caminhar para as analises dos livros textos
adotados pela escola.

Para tanto, buscamos durante a analise das praxeologias responder questdes
gue emergem do MER considerado como as dos seguintes tipos:

— As praxeologias matematicas, em termos de tarefas e técnicas, que levam os
alunos ao encontro das fracbes sdo articuladas entre si, num fazer de
complexidade crescente?

— No sentido de integragbes de praxeologias para um fazer de complexidade
crescente ha praxeologias matematicas que articulem os numeros inteiros
com as fracbes?

— As praxeologias matematicas que levam os alunos ao encontro das
operacdes de adigdo/subtracéo de fracbes requerem a nogdo de fracdo até

entdo estudada?
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— As organiza¢gfes matematicas dos livros do ensino fundamental 4°, 5° e 6°
ano apresentam articulagbes e integracdes de praxeologias que favorecam
um fazer minimo racional de como se faz e de por que se faz as operac¢des
de fracdes pelas técnicas apresentadas?

Assim, nossa analise segue o modelo minimo de praxeologia apresentado por
Chevallard (1999), quando trata de tipos de tarefas T e o0 modo de fazé-las, que sé&o
as técnicas T Uma praxeologia ou organizacdo praxeoldgica formam nesta ordem
um bloco pratico-técnico [T, 7] o saber-fazer, e um bloco tecnoldgico-teérico [6,0],
ou seja, um discurso, mesmo que minimo, sobre como se faz e por que se faz.

As tarefas em uma organizacdo praxeoldgica definem minimamente a
organizacao didatica, ou seja, uma situacdo que esta presente no desenvolvimento
do trabalho didatico realizado em torno de uma organizagdo matematica. Chevallard
(1999) descreve essa organizacao por meio de momentos do estudo ou momentos
didaticos.

— 1° momento: Primeiro encontro com a organiza¢cdo matematica;

2° momento: Exploracao do tipo de tarefa e elaboracdo de uma técnica;
3° momento: Constituicdo do ambiente tecnoldgico-tedrico relativo a técnica;
4° momento: Trabalho da técnica;

5° momento: Institucionalizacao;

VLl Ll

6° momento: Avaliacao.

Tal modelo, proposto pela TAD, pde em evidéncia o saber ensinado, que para
ser questionado quanto sua pertinéncia epistemoldgica, para quem aprende e para
guem ensina, necessita de um modelo epistemolégico de referéncia (MER) que
permita aos sujeitos da comunidade de estudo uma razéo para o que e como se faz
guando diante de uma tarefa com um objeto de saber matematico.

Nesse sentido ganham importancia em nossa andlise o 2°, 3° e 4° momentos
didaticos, ndo quanto o fazer didatico em sala de aula, mas quanto as praxeologias
gue as induzem, pois essas praxeologias devem prover o fazer racional, isto €,
inteligivel e justificado, necessario em uma organizacao praxeologica local, alcance
minimo provido por um modelo epistemoldgico de referéncia.

Portanto, a partir de uma compreensao assinalada pelo MER que se corporifica
em tipos de tarefas que buscam alcancar com éxito os momentos estudos citados

passamos as analises a seguir.
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4.1 A ORGANIZACAO PRAXEOLOGICAS NOS MANUAIS DE ENSINO

Nossas andlises se restringem a dois livros didaticos de matematica (4° e 5°
anos) quanto ao estudo de fracdes, especificamente as nocdes e operacdes com
fracbes. Os livros foram aprovados pelo PLND com vigéncia no periodo de 2011 a
2013 sendo utilizados por alunos de faixa etaria entre 08 e 09 anos de idade.

Inicialmente apresentamos o0 sumario da organizacdo matematica que trata das
fracOes.

Quadro 05 - FragBes nos livros didaticos

Asas para voar Asas para voar
Ed. Atica Ed. Atica

4% ano 5% ano

A\

Dividindo em partes iguais;

Partes de um todo; Leitura de fracdes;

Partes de uma figura; Divis&o e multiplicagcdo envolvendo

Comparando nameros fracoes;

fracionarios; O tangram e as fraces;

O tempo e as fracdes. Fracdo equivalente;

Simplificacao de fracdes;

Comparando fracGes com a unidade;

Colorindo para comparar;

Comparacéo de frac@es;

A reta numérica;

Fracdes com o mesmo denominador;

Composicéo e adi¢éo de fracdes

Adicao e subtracdo de fracdes com

denominadores diferentes;

Multiplicando fracdo por um ndmero

natural;

> Fracges de unidades;

» Fracdo de uma fracao;

> Dividindo frag&o por um nimero
natural.

Dividindo em partes iguais;

Y V

A\ VV VYV

VVVVYVYVYVYVYYVYY

Y

Fonte: Préprio autor

Os sumarios dos livros do 4° e 5° ano indicam que o encontro com fracdes no
4° ano deve se dar a partir da nocéo de parte e todo e mantida no 5° ano seguinte.
Nesses manuais € possivel perceber que seguem uma sequéncia minima com
aparentes articulacdes entre os tépicos, pelo menos em cada manual e ndo entre

eles. Isso é destacado pelos autores do manual do 4° ano como segue:
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4.1.1 ORGANIZACAO PRAXEOLOGICA DO LIVRO DO 4° ANO

Os autores Souza e Spinelli (2010, p. 80) afirmam que

Ao elaborar o livro, houve também a preocupacdao em nao “isolar”
determinado assunto apenas no capitulo dedicado a ele, mas fazer
uso de todos os eixos de conhecimento matematico do Ensino
Fundamental em interacdes possiveis.

Parece-nos que o preconizado pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN)
€ assumido pelos autores quando introduzem o estudo das fragBes a partir de
situacOes de contextos que devem levar os alunos ao encontro com as fragdes, mas
sem perder de vistas a posicdo do objeto fracdo nesse nivel de ensino, em particular

no 4° ano, como assim se refere

No 4° ano as fragbes sao tratadas sob o aspecto “parte-todo” e que
ainda é cedo para utilizad-lo como razdo entre grandezas. Como
representacdo de quociente, seu uso sera apenas de forma implicita.
(SOUZA; SPINELLI, 2010, p. 80)

Despistando a confusdo conceitual constante nessas recomendacdes
pedagdgicas, como “as fracbes sao tratadas sob o aspecto “parte-todo” e que ainda
€ cedo para utiliza-lo como razdo entre grandezas”, ja que a nocao referida parte-
todo se assenta na comparacao entre grandezas e, portanto, é também uma razao
entre grandezas, notamos que é afirmado que o quociente, e, portanto a diviséo, é
tratada implicitamente, muito embora a divisdo como agao de dividir “algo” se faga
fortemente presente na nocdo parte-todo de onde segue a nocdo de fracéo
associadas aos respectivos registros numericos.

H& preocupacdo dos autores quanto ao processo de dividir. Isso esta claro
guando os autores recomendam ao professor que observe como os alunos dividem
uma folha de papel retangular em duas partes iguais, imaginadas como um bolo de
papel. O resultado esperado é anunciado de forma vaga do seguinte modo: O “bolo”

de papel pode ser cortado em partes iguais, e de varias formas:

Figura 27 - Representacao de fracdo

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p.80)
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No entanto, a atencdo recomendada dos professores quanto ao processo de
divisdo ndo recomenda nenhuma forma, ou formas, que devem ser adotadas por
permitir avancar o estudo sobre a nocdo de fragBes. Ao contrario, recomenda a
divulgacao de diferentes formas.

Essa diversidade de formas pode vir a se constituir em obstaculo para tarefas
que busquem tratar as fracbes a partir de modelos continuos, como citados por
Pinilla (2007), por constituir dificuldades aos alunos em identificar partes com
formatos diferentes que possuem a mesma medida de area.

As formas sugeridas, e apresentadas acima, sdo de complexidade significativa
para as criancas que ainda ndo dispfem em seu equipamento praxeoldgico de
infraestrutura didatico-matematica que Ihes permitam deduzir tal igualdade de
tamanho, no caso, retangulo igual quadrado igual triangulo.

Nesse sentido, o0 TANGRAM, que dispdes de diferentes formas que constitui
um quadrado é utilizado com frequéncia pelos manuais escolares para alunos do
quinto ano, como ocorre nos manuais dos autores ora analisados. E preciso cautela
no uso dessa técnica didatica, pois a infraestrutura didatico-matematica pode nao
permitir avancar no estudo de fracdes pela insuficiéncia do estudo de praxeologias
de geometria, por exemplo, as referentes a semelhanca/congruéncia.

N&do ha ddvida que a complexidade que envolve o processo de divisdo de
grandezas continuas merece cuidado maior. Isso demanda a construcdo de
praxeologias adequadas a cada posicdo do ensino de fracdo. Ora podem ser
anunciadas, como fazem os autores, mas evitando a diversidade, ora
problematizando quando necessario, com a intencéao de permitir avancar o estudo.

Esse ponto € nevralgico em nosso modelo e se manifesta por meio das
praxeologias intermediarias que permitem avancar o estudo integrado da nocéo de
fracdo parte-todo com as operacdes com fracBes que constitui parte significativa do
conceito de fracdo. A palavra conceito é usada aqui no sentido de campo conceitual
proposto por Vergenaud (1990).

Os autores parecem de algum modo reconhecer os cuidados necessarios com
a divisdo quando recomendam aos professores as necessidades de praticas com
grandezas discretas como indispensaveis para iniciar o estudo no manual quando

assim se manifestam.
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Antes de comecar a trabalhar com as atividades do capitulo é
necessario fazer um levantamento, entre as criancas, para
verificar se elas conhecem alguns termos, fracdo, um meio,
metade, terca-parte, entre outros - e qual € o significado que
déo a eles. O professor pode concretizar as situacdes que
pedem partes de quantidades discretas usando objetos iguais:
palitos, pecas do material dourado, etc. S6 depois de manipular
objetos € que as criangcas podem iniciar a leitura das
informagdes contidas nos livros. (SOUZA; SPINELLI, 2011, p.
80, M 35)

Essas préaticas com modelos discretos ndo sdo explicitadas, mas deixadas ao
professor suas elaborac¢des, que supomos acontecer a partir de suas observacoes.
No entanto, ndo ha recomendacdo explicita sobre essas praticas serem
problematizadas, ou seja, de que respondam o0 necessario questionamento: qual o
papel das praticas com os modelos continuos e discretos no processo de estudo?

Supomos entdo que essas recomendacdes sao feitas pelos autores como uma

“preparagao” dos alunos para o enfrentamento da seguinte tarefa:

Figura 28 — As primeiras no¢des de fraces

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 198)

O primeiro encontro dos alunos com as fracfes, pelo manual, deve acontecer a
partir da nocdo da divisdo de um bolo em duas partes iguais, sem problematizar a

divisdo em partes iguais para os alunos e tampouco para o professor. Acontece em
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um contexto supostamente concreto como preconizado pelos PCN em que se
admite que as criancas precisem de técnica didatica com materiais concretos e
manipulaveis para tornar a tarefa significativa para eles, uma vez que supostamente

se apresenta no mundo objetivo da crianga.

Tarefa T1 Técnica 71

Dividir o bolo em duas partes iguais Senso comum de divisdo, mas com as
formas previstas pelos autores.

Em continuidade o manual apresenta as fracbes por meio de um contexto

supostamente concreto com grandezas discretas.

Figura 29 — Tarefa que propde mudanca de representacdes

Renata, Gil e André gostam de comer pao de queijo
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As trés criangas vao dividir a quantidade de paes de queijo que
acabaram de ser assados em porg¢des iguais para cada uma. Com quantos
paes de queijo cada uma vai ficar?

Parte de Renata

Parte de Gil

Parte de André

Como a quantidade total foi dividida em 3 porgdes iguais, cada um
ecebeu a terca parte ou um terco
Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 199)
Tarefa T2 Técnica o

Dividir a quantidade de pé&o de queijo em | Divisdo em partes a partir da contagem
partes iguais para trés criancgas. de elementos.

Lembramos que nossas andlises sobre a nocdo de fracdo estudada séo

norteadas pelos seguintes questionamentos:
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- As praxeologias matematicas, em termos de tarefas e técnicas, que levam
os alunos ao encontro das fragbes séao articuladas entre si, num fazer de
complexidade crescente?

- No sentido de integracOes de praxeologias para um fazer de complexidade
crescente ha praxeologias matematicas que articulem os numeros inteiros
com as fragbes?

Esses questionamentos tém como objetivo conduzir os possiveis resultados
para nossa questdo de pesquisa: Qual a praxeologia (intermediaria) que pode
favorecer o encontro dos alunos com a adicdo e subtracdo de fracOes pela
eliminacdo da desconexdo entre as praticas sobre noc¢édo de fracdo e as préaticas
operatorias com fracdes?

E que tais questionamentos, reafirmamos, se ddo em busca de um fazer
matematico inteligivel na sala de aula de modo a favorecer os momentos didaticos
gue devem ser presente no processo de estudo, tais como:

» 0O 2° momento - Exploracéo do tipo de tarefa e elaboracédo de uma técnica;

» O 3° momento - Constituicdo do ambiente tecnologico-tedrico relativo a
técnica; e

» O 4° momento - Trabalho da técnica - esta longe de se fazerem presente na
organizacao didatica decorrente do estudo em sala de aula dessa
organizacao matematica.

Como podemos observar, as nossas respostas sdo negativas. Para clarificar
nossa compreensao observamos que:

1 - Nao ha exploracao do tipo de tarefa e elaboracdo de uma técnica, ou seja,
uma tarefa como problematizadora das outras. (2° momento).
2 - A tarefa com modelo discreto, cada parte pode ser obtida de modo simples
por contagem de pades de queijo, portanto se distingue da anterior por nao
exigir a divisdo em partes iguais de um todo para depois contar as suas
partes. Tudo acontece como a divisdo de inteiros em partes iguais e como
tais, embora representados por uma fracdo, pode ser um nimero inteiro como
acontece na tarefa apresentada. Cada terca parte é igual a cinco paes de
gueijo!

No entanto, ndo ha relacdo explicita entre nimero inteiro e fracdo. Além

disso, a contagem nao € explicitada como técnica, ou seja, ndo ha a
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constituicdo do ambiente tecnolégico-tedrico relativo a técnica (3° momento
didético).

3 - Como dissemos acima, a problematica de dividir uma grandeza continua
em partes iguais, como um segmento ou um poligono, por exemplo, ndo deve
ser assumida nesta posi¢cao de ensino na escola considerando que 0 universo
cognitivo e equipamento praxeoldgico das criancas nao dispéem de relacdes
e praticas com esses objetos matematicos. Essa é uma restricdo ao estudo
de fragGes nessa posi¢cao do ensino escolar.

Assim, segundo o pensar que norteia a transposicdo didatica de que o objeto
de ensino tem passado e futuro, e dai a necessidade de integracdes de tarefas e
técnicas entre si, torna-se necessario que o professor disponibilize uma
infraestrutura minima de saberes quanto a divisdo em partes iguais aos alunos que
permita tais divisdes e isto inclui as formas de divisdo, como as sugeridas para o
bolo, por exemplo, e, importante do ponto de vista didatico, que formas devem ser
eleitas em funcéo de permitir operar com as partes como preconizado pelo modelo
de referéncia.

Mas esse modo de pensar exige que as tarefas com modelos discretos sejam
objetos de estudo anterior, ou seja, as tarefas com modelos continuos devem surgir
como problematizacédo da técnica apresentada para os modelos discretos.

Nesse caminhar, um modelo continuo deveria ser apresentado e
institucionalizado como uma técnica didatica que permitisse a discretizacdo
necessaria para a contagem das partes necessarias e dar sentido as fracdes, e as
operacbes entre elas, como nuameros que expressam medidas de grandezas
(continuas).

Nesse sentido, 0 manual esta longe de levar as atividades de medicao para
obtencdo de uma fracdo como medida de uma grandeza. Independente, dessa
compreensao, nos parece 6bvio que problematizacdes de tarefas estdo longe do
manual e isso é o bastante para afirmar que ndo ha o trabalho da técnica (4°
momento).

A falta de clareza de quais tarefas com modelos discretos sédo indispensaveis
para iniciar o estudo no manual, e que sdo deixadas a cargo do professor suas
elaboracdes, evidenciam o problema praxeolégico do professor: “o que de nocéo
parte-todo e como ensina-/a” sem que Ihe seja disponibilizado a ele o papel funcional

das respostas a essa problemética na continuidade do estudo das criangas,
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principalmente quanto as possiveis conexdes que essas tarefas devem guardar com
as tarefas com modelos continuos.

E oportuno destacar que os professores, mesmo para aqueles possuidores de
uma infraestrutura matematica que possa compreender a problematica da diviséo,
nado dispdem de recursos tedricos que Ihes permitam dar conta das tarefas deixadas
sob suas responsabilidades, como um problema didéatico de grande complexidade e
gue exige esforgos significativos, ndo de um professor em particular e sim da
instituicdo docente.

Segundo nossa interpretacdo, essa auséncia de clareza das tarefas deixadas
para o professor e do papel da cada pratica, com modelos discretos e continuos,
implica a ndo clareza de um possivel modelo epistemolégico existente sobre a
nocado de fragbes que o autor intenciona atingir com a organizacao praxeologica
constante no manual.

Observe que nosso entendimento é ratificado pela institucionalizacdo de
fracdo, segundo o manual a partir da nocao parte-todo, tendo em conta apenas as
duas tarefas, acima apresentadas. Essa institucionalizacdo € apresentada como

segue as figuras 30 e 31.

Figura 30 — Primeiras no¢cBes de nimero fraciondrio a partir da ideia de metade

1

) sao numeros fracionarios representados por
fracoes
\ Ins v“.‘_',,‘z“‘”\ Se dividimos guma Coisa Oou uma

quantidade em 2 partes iguais, cada parte € um meio

A representacao escrita dessa parte € —

L Z partes iguais em que -

dividido

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 200)
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Figura 31 — Primeiras nogfes de nimero fracionario maiores que a metade

um meio
sao for feita em 3 partes iguais, cada parte sera um tergo €
.1
3

tura: um tergo ﬁ

UM QUARTO

O numero racionarno tem dois nur

A frac@o que repre

: 0 que fica acima d

eradas e o que fica abaixo indica em quantas partes iguais «

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 200)

A institucionalizacdo da fracdo é feita como registro de nimeros fracionarios
gue € descrito como dois numeros separados por um traco em que o numero de
cima indica o numero de partes consideradas e o que fica abaixo indica em quantas
partes iguais o todo foi dividido.

Defendemos que poderiamos pensar inicialmente a fragdo do modo similar ao
gue culturalmente se pensa inicialmente os numeros inteiros; como um namero
concreto, ou seja, como a medida de uma grandeza.

Para isso, € necessario que a unidade tomada para medir uma dada
guantidade de grandeza, que deve ser do mesmo género da grandeza, se mostre
limitada para medir “exatamente” essa quantidade de grandeza. Isso ocorre, por
exemplo, quando um namero inteiro de vezes da unidade considerada ndo compde
“‘exatamente” a quantidade da grandeza em questao.

Isso requer a divisdo da unidade considerada em partes iguais que permitam
essa composicdo da quantidade de grandeza com um numero inteiro de vezes
dessa nova unidade, ou subunidade.

E sob esse pensa que se assenta a nogdo parte-todo, na definicdo de uma
unidade, pensada como parte da grandeza considerada, que quando reunidas

compdem num numero inteiro de vezes uma quantidade da grandeza em jogo.
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O processo de medir, que aqui nos referimos, esta claro, consiste em contar
unidades que possam ser pensadas como partes do que se mede. Num processo de
comparacido. E sob esse pensar que fracdo toma o estatuto dos ndmeros inteiros
como niimeros concretos e ndo apenas como registro. E a medida de uma grandeza
e como tal pode ser representada por diferentes registros, todos em acordo com a

unidade de medida considerada.

Na figura 31 da péagina 95, a fracdo base 11—5 nao é considerada, embora seja do

. . e~ ~ 1 ., .
tipo usado como exemplos na definicdo. A fracao S aqui e tomado como registro em

gue o numero de cima do trago indica 0 nimero de partes iguais tomadas do todo
guando dividido em 3 partes iguais. Assim, cada parte tem cinco paes. Esta claro,
portanto, que a nocdo de fracdo tomada pelo manual no caso de grandezas
discretas é de operador, contrariando a no¢ao anunciada parte-todo.

No desenvolvimento da no¢do de fracdo como numero torna-se necessario
considerar contextos a partir de problematizacdo das tarefas anteriores, isto €,
guestionar em quantos modos podem dividir 15 pées de queijos em um namero

inteiro de partes iguais. Entre esses modos ira surgir partes iguais com cinco paes

i 1 1 1 1 1 1 5 .
de queijo, que pode ser representada por Sttt tE= 5 (E) =7 obtida
pelo processo de contagem que, embora culturalmente presente na escola, precisa,
isso € importante do ponto de vista didatico, ser assumido publicamente pelo
professor e, é claro, pelos autores dos manuais, como a justificativa da técnica.

A mudanca de subunidade tem como consequéncia a mudanca da medida,

embora o todo, ou seja, a unidade, ndo tenha mudado de “tamanho”. Isso vai
~ 5 - 1
mostrar que a fracdo = pode ser representada pela fracao 3 desde que se tome

para medida a nova subunidade com cinco paes de queijo.

Esse pensar de problematizacdo das tarefas que demandam a construcéo de
técnicas ndo se da de forma caodtica, mas segundo o modelo epistemologico
construido para a construcdo dos objetos matematicos que se intenciona ensinar.

E claro que a organizacdo didatica ird exigir técnicas didaticas que permitam
fazer viver as tarefas demandadas pelo MER, aqui no caso, um modo que permita
ao aluno, sob as condi¢cdes a que estdo subordinados, quanto a infraestrutura
matematica e didatica, por exemplo, de proceder a divisdo de numeros inteiros de

vezes de partes iguais uma grandeza. E emergente aqui a necessidade das tarefas
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intermediarias que tornam possivel o processo de estudo como preconizado pelo
MER.

Parece, no entanto que o manual é regido pelo fazer cultural da escola, ou
seja, por tipos de tarefas que sempre se fizeram presentes no ensino de fragoes,
independentes de um modelo epistemolégico. Por ter sido assim, sempre assim,
sem ter em conta a historia e a epistemologia matemética das fracdes e, importante
do ponto de vista da didatica, a tomada de consciéncia da existéncia do fendmeno
da transposicdo didatica em que os objetos matematicos de ensino tém uma histéria
gue pode ser contada por meio de diferentes epistemologias, ou seja, por meio das
praxeologias que vivem e que viveram na matematica escolar.

Seguindo o manual propde outras atividades. A primeira pode ser pensada pelo
aluno como uma tarefa de diviséo de inteiros, estudado no capitulo anterior, embora

nao reporte explicitamente nenhuma relacéo entre esse tipo de tarefas, pelo menos

guanto a dar o sentido 14 <+ 2 como a fracao 12—4 ou seja, que 14 +2 = 12—4 =7.

Figura 32 — Exercicio 01

Qmd

1 Renata vai distribuir estas macas em duas fruteiras. Em cada fruteira ela
vai colocar a metade da quantidade total de magas.

PO POIOPO®

Quantas macas serdo colocadas em cada fruteira?

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 201)

O objetivo é o uso da definicdo de numero fracionario e a fracdo como seu
registro, com o adicional de associar a palavra “metade” com “um meio”. Dai segue a

contagem dos elementos das partes.

Tarefa 3 Técnica 73

Dividir a quantidade de maca em duas | 1 - Dividir as macas em duas partes
fruteiras. Calcular a metade de 14 |iguais e contar macas de uma das partes
macas. 2 - Algoritmos de divisdo de inteiros
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Mas, sete ndo é um numero fracionério, muito embora possa ser representado

por uma fracdo. Nesse caso, a medida de 7 tendo % como fracdo base é igual a 14,

pois 7 tem exatamente 14 vezes a fracdo base % ou seja, 14 G)=7. Essa

interpretacdo ndo se adéqua ao contexto posto que é criado para o uso da definicdo
do manual que tem a fragdo como registro.

No caso especifico, objetiva associar a palavra “metade” com a palavra “‘um
n . 1 ~ ~
meio” e, portanto ao seu registro > Isso remete a nogéao apresentada de fracdo com

a de operador cuja funcéo é associar o todo a sua metade que se encontra dividindo
por 2.
A atividade seguinte, de modo similar, solicita expressar o numero dado a

partir da fracdo de uma colecdo de adesivos:

Figura 33 — Exercicio 02

2) Pedro tinha com ele estes adesivos.

Apenas %— desses adesivos pertence a Pedro.

Quantos adesivos Pedro tem?
Se vocé fosse o Pedro, quais adesivos escolheria?

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 202)

Tarefa 4

Encontrar a quantidade de adesivo que pertence ao Pedro

A tarefa é do tipo estudado no texto e tem a técnica da contagem das partes
iguais. Aqui, a justificativa é a definicdo de fragdo como registro apresentada no
manual. Dado o registro, qual € a parte do todo. Mas subjaz a concepc¢do de

operador. O mesmo é seguido na atividade seguinte.
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Técnica 74

Divisao de inteiros; Contagem; Concepcéao de operador.

Figura 34 — Exercicio 03

3) Rita coleciona bolas. O desenho mostra a terca parte das bolas de Rita.

Quantas bolas Rita tem no total?

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 203)

Tarefa 5

Encontrar a quantidade total de bolas.

O manual na sequéncia apresenta novas atividades que tem como titulo
“partes de uma figura”. Nesse tépico, a fragdo como parte-todo parece florescer, mas
ainda persiste a definicdo como registro de uma quantidade e de forma timida, se
assim podemos dizer, parece evidenciar a fracdo como medida das partes de uma

unidade.
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Figura 35 - Parte de uma figura como fracao

Partes de uma figura PR

#) Copiem os retangulos numa folha de pape! quadriculado. Desenhem as
quantidades pedidas. Nao se esquecam de que 0 quadrado é também
retdngulo. Pintem as figuras com as mesmas cores que foram usadas aqui

L‘t.i., Ll,. ‘
A el 1 1 VSl S !
+ -J.—HJ__L L
B | ——_—
Desenhem Desenhem Desenhem Desenhem
um. dois. trés. quatro.

2) Colem, numa folha de cartolina ou de papel-cartdo, a folha com os
retdngulos que vocés desenharam. Depois recortem as figuras.

3 Peguem as pegas que tm a mesma cor e tentem formar com elas um
retdngulo igual a0 retdngulo roxo; fagam o mesmo com as demais cores
Agora respondam:

O retangulo verde corresponde a que parte do retdngulo roxo?
Cada retangulo laranja corresponde a que parte do retangulo roxo?
Cada retangulo rosa corresponde a que parte do retangulo roxo?

# Usem as figuras recortadas para compor os retangulos e respondam
Os retangulos laranja correspondem a que parte do retangulo verde?

Formem o retangulo maior usando retangulos de duas cores,
Escrevam quantos retangulos vocé usou de cada cor.

) Usem novamente os retdngulos coloridos e respondam
Se juntarmos duas pegas que correspondem a 1 do retangulo
roxo, podemos formar um retangulo do tamanho de qual retangulo
colorido?
Se juntarmos duas pegas que correspondem a 1 do retangulo
roxo, podemos formar um retangulo do tamanho de qual retangulo
colorido?

@ =d

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 202)

Figura 36 - Fracdo como medida de partes

) Dividimos este retangulo em 6 partes iguais e pintamos 2 delas de
laranja. ;
[=wan . Afragdo que representa a parte laranja & ? :

[—"* 1 z 2 partes

B = 6 partes iguais em que
i | {5 o todo foi dividido

Qual é a fracdo que representa a parte pintada de roxo no retdngulo?

# Se dividirmos um circulo em 8 partes iguais e pintarmos 5 partes de
azul, que frago representard a parte pintada de azul no dirculo?

Comparando numeros fracionarios

1 Este quadrado foi dividido em 9 partes iguais.
Cada parte representa (; , isto €, um nono. —_— (
Que frac3o do quadrado representa =2

a parte pintada de laranja?
a parte ndo pintada?
Das fracdes encontradas nos itens a e b, qual é a maior?

3) Esta figura foi dividida em 6 partes iguais. [ | | | | [—‘ S

1 ]
Podemos dizer que a parte pintada representa —- do total? Explique
Sua resposta

o T B | [

3 O interior deste retangulo foi divididoem 7 | | | 1

partes iguais. Cada parte representa '] (um sétimo).
Qual é a fracdo que representa a parte que ndo estd pintada na figura?

# O interior do tridngulo ao lado foi dividido em
3 partes iguais. Que fracdo representa a parte pintada
da figura?

aiel D
Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 202)
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E nesse momento que o estudo do manual apresenta um sistema de tarefas
articuladas com um proposito, no caso, comparar fragdes. E por essa razdo que
fragcbes ganham o “status” medida, embora sem ser anunciado. Ha a necessidade
de medir diferentes quantidades de uma grandeza, nesse caso, representada por
retangulos em papel quadriculado.

Figura 37 — Comparando nameros fracionarios

o contorno do retdngulo abaixo em uma folha de papel
culado

= &

Divida o interior do retdngulo em 5 partes iguais.

Pinte — de azul.

Agora, responda: A parte pintada é maior que a parte ndo pintada?

Explique sua resposta
6) Copie o contorno do quadrado em uma folha de papel quadriculado.

Divida o interior do quadrado em 8 partes

iguais. Pinte de amarelo.

A parte pintada € maior que a parte ndo
pintada? Explique sua resposta.

duas vezes 0 contorno do
n uma folha de papel

1 0 Interior do primeiro

gulo em 3 partes iguals
SRt I o

e pinte —— de amarelo.

Divida o interior do segundo retangulo em 6 partes iguais e pinte

— de azul

?

— ¢ maior ou menor que —? Explique sua resposta

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 204)

N&o é possivel fazer comparacdes apenas com 0s registros e tampouco com
representacbes complexas e de dificil aceitacdo pelos alunos podemos afirmar
observando a figura 36, o exercicio 4 da pagina 100, em que um triangulo é dividido
em trés triangulos de “tamanhos” iguais. O tridangulo em branco na figura ndo parece
igual aos outros dois. Os alunos ndo possuem infraestrutura didatica-matematica
para se assegurarem desse fato.

Figuras decompostas em figuras distintas também devem ser evitadas,

observemos a figura 38.
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Figura 38 — Retangulo dividido em figuras distintas

Fonte: Pinilla (2007, p. 141)

Assegurar, por exemplo, que o “tamanho” de um retédngulo é igual ao

“tamanho” de um tridngulo em uma figura, observamos que o emprego sequencial
N ~ 1 ~ ~ .
do operador-metade que corresponde a fracéo 5 Nao esta ao alcance das criangas

do 4° ano.

Observamos que os autores apresentaram como ferramenta o uso do papel
guadriculado na figura 37 da pagina 101 e fornece de modo subjacente uma unidade
implicita, o quadradinho, que permite fazer a contagem, e, portanto a medida, e com
isso a comparacao. O papel quadriculado, ou a decomposi¢do em “quadriculados”
de uma figura, e importante do ponto de vista didatico, é a técnica didatica que torna
possivel a praxeologia de comparacéao de fracao.

No entanto, embora haja uma sequéncia de tarefas com propdsito em nossa
compreensao de comparacdo, a nocdo de fracdo como registro impede que se

comparem as fragbes como numeros, pois estas ndo sao apresentadas como tais. A
~ 1 ~ . .
fracao 5 como operador metade, por exemplo, remete a uma noc¢ao qualitativa de

dividir algo ao meio que se distingue da nocdo de fracdo como medida que € a
guantificacdo dessa metade.

Em resumo, a organizacdo matematica sobre fracbes em analise demonstra
fragilidades conceituais decorrentes da presenca em flash, se assim podemos dizer,
de diferentes modelos epistemoldgicos caracterizados pelas nocbes de fragdes;
fortemente como registro, como operador, como quociente e, embora anunciado e
fortemente posto em imagens, confusas, sendo complexas as vezes, a no¢ao parte-
todo.

Parece que o manual incorpora dificuldades para quem ensina e para quem
aprende no estudo por essa poluicdo de modelos epistemolégicos, de diversidade
de representacdes de fracbes de modo precoce. Talvez por isso ndo haja a
institucionalizacéo de tipos de tarefas e técnicas, mas de um género de tarefa, mais

precisamente de indicar o registro fragdo para uma quantidade de grandeza, ora
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continua, ora discreta, com naturezas diversas que elevam em complexidade o
estudo.

A necessidade de um tipo de tarefa se evidencia nos topicos de “partes de
uma figura” e “comparacgdes de fragdes”, que sdo enfrentadas com o uso do papel
quadriculado que é recomendado aos professores como indispensavel num primeiro
contato com quantidades ndo discretas (p.81, manual do professor), embora ja o
tenha feito de modo diferente em atividades anteriores. O desenho em papel
quadriculado facilita a contagem (a medida ndo é mencionada) a contagem. Essa
forma ingénua e espontanea de acdo ndo permite evidenciar o papel estratégico da
medida e do processo de medi¢céo no estudo de fracdes.

Nesse caso, um tratamento implicito de fracdo como medida é posto
revelando a fragilidade das nocdes até entdo encaminhadas e, do ponto de vista
didatico, deixa revelar que um processo de medicdo, mesmo que ja pronto e
acabado como o do papel quadriculado, acaba por determinar praxeologias com

novas potencialidades para o avanco do estudo.

4.1.2 ORGANIZACAO PRAXEOLOGICA DO LIVRO DO 5° ANO

Parece-nos que os autores persistem no processo de dividir para se obter a
fracdo a partir da divisdo, ou seja, as tarefas estdo associadas as atividades de
dividir medir para medir, isto é, de associar uma grandeza a um namero,

guantificando-a comparativamente a uma escala convencionalmente estabelecida.

Figura 39 — Situag&o que apresenta as primeiras no¢des de fragbes

Dividi m partes icuai

Clara, Pedro, Renata e Gil vao fazer pipa, mas se nao dividirem
papel de seda, um deles vai ficar sem
TENHO 3 FOLHAS. VAM
ER DE DIVIDI-LA
ENTRE VOCES QUAT

s b% \/\: ‘

i

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 146)
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Os autores usam o modelo continuo por meio de figuras geométricas e, como
jA observado no texto para o 4° ano, ndo h& o trabalho de uma técnica
explicitamente, como no texto do 5° ano, nem problematizam as tarefas com uso
dessa técnica didatica. O mesmo ocorre com o0 uso de outras tarefas com a técnica

didatica de grandezas discretas, sem nenhuma relagdo umas com as anteriores.

Figura 40 — Situagdo que apresenta a grandeza continua e discreta

8 No seu aniversario André ganhou dinheiro de seus tios e de sua avé
No total ele ganhou R$ 80,00. GUARDEI NO
N&o esquegca: COFRINHO 3
i DO QUEGANHE| >
5 " Py
=~ < E preciso dividir em 8 partes iguais <
8 B 4
. 1 “' TP
Quanto é g do dinheiro que André ganhou? ) [

Quanto André guardou? I
o A

Qual ¢ a quantia que André deixou de guardar?

9/ Rita e Bernardo desenharam dois retangulos com as mesmas medidas.
Depois dividiram a regido intera de

a retangulo em partes iguais e

comecaram a pinté-las,
. | |

Retangglo | ‘ Reténgulo
de Rita ‘ de Bernardo
Em quantas partes Rita dividiu a regido interna do seu retdngulo?
E Bernardo?

Que fracdo do retdngulo representa a parte pintada por Rita?

iy B DHamar 5 A 2
E a parte pintada por Bernardo? Que fracdo do retangulo representa?
Uma parte vermelha & igual a quantas partes azuis do retangulo?
Quem pintou a maior parte do retangulo? Explique como vocé
encontrou a resposta.

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 146)

N&o ha o momento exploratoério e do trabalho da técnica como preconizado por
Chevallard (1999) sobre os momentos didaticos, que permita desenvolver tarefas
com grandezas continuas e problematizando de modo a seguir para tarefas com
grandezas discretas, que permitam discutir o estudo das fracbes por meio da
contagem e por meio das medidas (BROLEZZI, 1996) de modo articuladas.

A complexidade do estudo de fracbes com o uso desses dois modelos parece

nao esta presente quando os autores assim se manifestam:

Do ponto de vista pedagogico, o trabalho com fracbes se mostra
mais eficiente quando iniciado com a divisdo de grandezas
continuas, ou seja, dividindo, por exemplo, um pedaco de papel em 4
partes e tomando uma parte. Esse procedimento possibilita fazer
apenas uma associacdo numérica, assim essa parte estara

associada apenas a fragédo i. No entanto, se dividirmos uma porgéo
de 12 bolinhas coloridas em 4 partes iguais e tomarmos uma parte,
podemos associar a essa parte tanto uma fracéo % guanto o niamero
3. (SOUZA; SPINELLI, 2010, M-22, p.71)

Pensamos que é habitual essa pratica e a organizacdo matematica com uso

da grandeza continua no primeiro encontro didatico com as fracbes e essa
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afirmacao é possivel ser vista em situacfes equivalentes ao que foi dito por Souza e
Spinelli em varios outros livros € uma pratica rotineira nos anos iniciais.
Em continuidade o manual apresenta comparacao de fracbes por meio de um

contexto supostamente concreto e ludico,

Figura 41 — Comparacéao de fracdo

2 Renata comeu tortinhas na forma de
hexdgono. As tortinhas estavam
divididas em 6 partes iguais. As partes
coloridas das figuras representam a porcao
de torta que Renata comeu.
Que fracdo representa as partes coloridas das figuras?
Renata comeu mais de uma tortinha. H4 uma ot

maneira de

?
11 4

indicar a fragdo que representa a parte que el
6

Que ndmero deve substituir o sinal de interrogacao?

w

Copie as fragdes no seu caderno, escrevendo os sinais <, > ou = no

lugar dos = :
S M1 1 7 10
8 8 10
_9 1 3 4 1 £
7 5 S 2 8

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 146)

As tarefas propostas tem apelo “ludico” por meio de uma situagao
“contextualizada” com uso do modelo continuo, mas que revela o processo de
contagem das partes, pintadas e ndo pintadas, como no uso do modelo discreto. A
comparacao se da nao pela fracdo, mas pela comparacao dos nameros inteiros de
partes pintadas e nao pintadas.

Fica claro o uso da fracao base % associada a cada parte da figura. Opera-se
com as fracbes como se opera com as quantidades. Essa € a técnica ndo anunciada
gue é assumida como um fazer naturalizado sem comentarios e problematizacdes
gue permitam avancar para a uma técnica de uso algoritmo numérico.

A adicdo de fracbes com mesmo denominador € introduzido nessa unidade a

partir da comparacéao de fracbes, como a apresentada com a figura 4 a seguir.

Figura 42 — Comparacéo de fracao

4 Escreva a fracdo que representa as partes pintadas em cada par de
figuras e a adicdo de fracdes correspondentes.

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 146)
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O tratamento dado para apresentar adicdo de fracdbes com mesmo

denominador é similar com a comparacéo de fracoes.

Figura 43 — Operacdes de adi¢cao e subtracdo de nimeros fracionarios

A fragao que representa a

2 partes. Que fracao da parec
nesse dia?
2

9 9 9

parte pintada

por Alvaro

Que fragao da parede re

que Fernando no primeiro d

para terminar mais rapido o servig

9 partes iguais a paredae que €

2
| |
<
=) =
Jo U N €9
No primeiro dia Alvaro pintou 3 partes da parede e Fernando pintou
pLiict I

parte pintada

por Fernando

Alvaro e Fernando dividiram em
stavam pintando

9
parede inteira €
9

le representa a parte que 0s dois pintaram

parte pintada )

1

pelos dois

|/

|
& Q
presenta a parte que Alvaro pintou a mais d

ia?

Fonte: Souza

e Spinelli (2011, p. 146)

Tarefa 3

Técnica 73

Que fracdo da parede representa a parte
gque o Alvaro e o Fernando pintaram
nesse dia?

Dividir a parede em 9 partes iguais e
somar as partes pintadas.

Tarefa 4

Técnica 74

Que fracdo da parede representa a parte
gue o Alvaro pintou a mais do que
Fernando no primeiro dia?

Comparacdo por diferenca entre as
quantidades de partes pintadas.

As técnicas ndo sdo anunciadas, como ja destacamos,

mas apenas

7

apresentadas como um fazer naturalizado em que o aluno é capaz de usar em

qgualquer outra situacao.
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Fica claro a comparacéo e a adicao de fragbes como comparacgao e adi¢cao de
nameros inteiros, representados no caso pelos numeradores, sem tarefas
problematizadoras que exijam o trabalho da técnica.

Percebemos que a OM para ensinar as operacdes com fracdes apresentam
as seguintes situacoes:

1. Tratam da nocéo de fracdes como parte-todo;

2. ldentificam as partes como fragcdes e operam com estas partes como se

operam com as fragdes (nUmeros).;

3. Associam as fracdes aos numeros inteiros, no caso os numeradores das

fracoes;

4. Mas nédo problematizam as tarefas e as situacOes apresentadas de modo

a tornar as tarefas inteligiveis, ou seja, como uma praxeologia com seus
componentes basicos (tarefa, técnica, discurso que justifica a técnica);

5. As operagOes de adicao/subtracdo sdo rapidamente “formalizadas” com a

anunciacao de um algoritmo numérico;

Figura 44 — Regra para operar com fracdes

Para adicionar ou subtrair fracdes com o mesmo denominador, basta
adicionar ou subtrair os numeradores e conservar o denominador da fracao

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 146)

A probleméatica em operar com fracbes ndo se encerra apenas na falta de
exploracéo dos tipos de tarefas, mas no trabalho da técnica, fica obscuro o ambiente
tecnoldgico-tedrico relativo a técnica utilizada, pois é anunciado a regra, mas no

manual do professor orientam os professores se possivel ndo utilizarem a regra.

Espera-se que, depois de trabalhar com a composicao de figuras, os
alunos estejam aptos para operar com numeros na forma fracionaria.
Sugere-se, porém, que, logo no inicio, o professor incentive-os a
usar tiras coloridas de papel-cartdo para construir as operacoes.
Dessa forma, evita-se o uso de regras. Tanto a adicdo e subtracdo
de fracdes com mesmo denominador podem ser consideradas uma
tarefa simples. (SOUZA; SPINELLI, 2010, M-34, p.78)

Segundo os autores, as operacdes de adicdo e subtracdo entre fracbes de
mesmo denominador sao tarefas ndo problematicas que podem ser enfrentadas por

uma técnica naturalizada de contagem de partes ndo anunciada que pode ser
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deixada ao aluno a responsabilidade de aplicar em outras situacbes atividades

propostas com fracbes de mesmo denominador, inclusive aplicar a regra.

Figura 45 — Adi¢cdo com fragdes de mesmo denominador

1 No segundo dia, Fernando pintou mais 2 partes ‘
da parede e Alvaro pintou s6 uma parte. [ J

Escreva, em seu caderno, uma adicdo de —t <

fracoes para representar: Y ‘ 23‘ -
a parte da parede que Fernando pintou nos @/) L‘? f\
dois dias; r/"i y;

a parte da parede que Alvaro pintou nos dois ‘ ‘ /‘%,

dias; Tt A f

a parte da parede que foi pintada nos dois dias. =
Calcule o resultado das trés adicaes.

Que fragdo representa a parte da parede que ainda falta pintar?
Escreva no caderno como vocé encontrou a resposta.

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 146)

As fracbes com denominadores diferentes sao apresentadas a partir da nocao
de fracOes equivalentes. Essa técnica que se apresenta como método de exaustao
para encontrar as fragdes com o0 mesmo denominador.

Os autores sugerem tarefas “ludicas” com modelos continuos que sao
“discretizados” convenientemente de modo a mostrar a equivaléncia entre fragdes
gue permita a adicdo de fracdes com denominadores diferentes como adicdo de

fracbes com 0 mesmo denominador.

Sugere-se ao professor que, antes de iniciar as atividades do livro,
proponha adicdes simples, com denominadores diferentes, como

Z+% , divida uma tira em 4 partes iguais e em seguida divida outra

tira do mesmo tamanho em 8 partes iguais. Corte 3 partes da

primeira tira e, para comparar, justaponha a segunda tira. Assim,
- 3 4 . 6 ~ 3 1 6 1 7

verifica-se que S € equivalente a centdo - +-=—-+-=-.0

professor podera repetir os exemplos até achar que os alunos estao

prontos para fazer atividades mais elaboradas de adi¢éo

A ilustracdo a seguir € apresentada no manual do professor
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Figura 46a e 46b — Adicéo com fracdes de denominadores diferentes pelo processo da

equivaléncia

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 146)

Em seguida a proposta do livro para trabalhar com as fracdes de
denominadores diferentes é apenas utilizar a técnica acima exposta. Vejamos como

apresentou a operacgao:

Figura 47a — Introducdo da operacédo de adicdo de frages com denominadores diferentes

Marilene resolveu dividir sua horta na hora de plantar. Em um
pedago que corresponde a —;—— da horta toda, ela plantou cenoura; € numa
parte que equivale a % da horta, ela plantou milho. O restante Marilene

reservou para plantar depois.

(" VEIAO DESENHO QUE | __~

REPRESENTA A DIVISAO
| QUE MARILENE FEZ.
b . L5 << 4

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 146)
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47b — Introducéo da operacgéo de adicdo de fracdes com denominadores diferentes

A fracao que representa a parte plantada pode ser calculada por uma
adicao de fragdes com denominadores diferentes:
S - Ik, %2 :
pa}te com cenoura 7 + 7 partc com milho
Para calcular o resultado dessa adicao, vamos transformar essas
fracoes em fracoes equivalentes com o mesmo denominador. Para isso,
vamos dividir a area da horta em 6 partes iguais.

1 2 3 2
5 6 6 6
Agora podemos somar: L - = d i_
26 BEE b

o
Marilene plantou em Z) da horta.

Calcule a frac@o que representa a parte da horta que ficou sem
plantar. Escreva a resposta no seu caderno e explique como vocé pensou
para encontrar essa resposta.

Fonte: Souza e Spinelli (2011, p. 146)

Em resumo podemos destacar os seguintes aspectos:
O trabalho com a nocao parte-todo se mantém;
Associagcdo com numeros inteiros € mantida;

Apresenta a técnica de operar com as fracdes de forma naturalizada;

P w0 Dbd PR

A equivaléncia entre fracbes nado se apresenta por meio de uma
problematizacdo da técnica naturalizada usada nas operacdes com fracOes
de mesmo denominador;
5. A técnica de construcdo de fragcdes equivalentes se reduz ao ambiente
nUMerico.

Aqui ha uma passagem direta ao ambiente numérico, sem problematizacfes
das tarefas/técnicas. Tomamos em hipétese que o0 uso naturalizado da contagem
acaba por embacar a necessidade de uma técnica que permita gerar o que se deve
contar (as partes) sem necessariamente recorrer emergentemente a complexidade
da nocédo de equivaléncia, no¢céo essa que nao pode ser compreendida pela falta da
infraestrutura matematica nesse nivel de ensino.

Assim, torna-se necessario uma OM intermediaria que permita essa

passagem de modo a minimizar as complexidades postas e encaminhe a passagem
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de um “ambiente ludico” para o “ambiente numérico”, em que este acontega como
problematizacdo do primeiro, a partir do trabalho da técnica.

A nossa problemética entdo pode ser anunciada em termos de qual OMI
permite dar unidade as OM do 4° e 5° tendo em conta as condi¢cdes nelas impostas
como a infraestrutura matematica disponivel para essa posi¢cao escolar, o uso de
modelos continuos, o processo de contagem e, € claro, as condicbes de origem
pedagdgicas recomendadas pelos autores como o uso de materiais manipulativos
gue deem sentido as operagdes com fragcdes.

Novos questionamentos Sao postos e isso requer para sua realizacdo uma
técnica didatica mais robusta que esteja em sintonia com todas as outras tarefas
propostas. E o que propomos com o modelo epistemolégico de referéncia aqui

apresentado.
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CONSIDERACOES FINAIS

Os aspectos iniciais que nortearam esta pesquisa se baseiam em
guestionamentos oriundos das minhas praticas no ensino de fracbes nas séries
iniciais do ensino fundamental onde tive a oportunidade de vivenciar e acompanhar
as probleméaticas e embaraco dos alunos em representar e operar com as fracoes.

O ensino das fracdes nos primeiros anos da escola é muito dual, ora €
apresentado como fragdo ora como numero racional. Essa dualidade é evidenciada
guando apresentamos um estudo que trata da diferenca entre as fracbes e os
nameros racionais (capitulo 1) com suas devidas particularidades, restricdes e sua
influéncia no processo de ensino-aprendizagem, onde é possivel vé claramente
algumas dificuldades encontradas durante o processo de estudo das fragdes e suas
possiveis causas, como destaca o estudo de Pinilla (2007), e acrescentariamos a
falta de articulacdo entre as tarefas e as técnicas propostas como destaca o estudo
de Pinilla (2007).

No ensino fundamental, o estudo de fracdes se inicia no 4° ano e se
desenvolve até o 6° ano e apresenta destacada descontinuidade no 5° ano quando o
modelo epistemoldgico inicial, com base ludica representacional, é repentinamente
modificado para o modelo epistemoldgico aritmético, sem ter em conta que no
ensino fundamental os alunos ocupam posicOes diferentes na escola e suas
relacbes com as fracdes sdo diferentes, porém devem ser integradas e articuladas
de modo a dar uma razao de ser para o estudo das fracoes.

A partir desse pensamento e considerando aspectos do trabalho de Pinilla,
como o da auséncia de recursos tedrico, ou mesmo de adaptacdo cognitiva dos
alunos nesse nivel de ensino, para o estudo de fracfes, a pesquisa busca evidenciar
a necessidade de organizacdes praxeoldgicas intermediarias de modo a eliminar as
possiveis falta de sentido nas operacbes com fracbes produzidas pela
descontinuidade citada.

Nesse sentido, fica claro que ndo nos interessa a construcdo de novas
organizacfes matematica para o estudo de fracdo, mas apenas encaminhar
compreensdes a partir da proposta de um modelo epistemolégico, tomado como
referéncia, que permita evidenciar a descontinuidade existente nas organizacdes

matematicas e permita também encaminhar possiveis constru¢bes de praxeologias
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intermediarias de modo a prover a unidade, entendida como um fazer inteligivel de
articulacdes e integracfes de tarefas e técnicas, das organizacdes praxeoldgicas
com fracdes que ja vivem na escola.

As situacdes concretas, ou presumidamente concretas, que evidenciem as
potenciais técnicas que venham a se constituir em praxeologias intermediarias para
tornar factiveis as interagfes, articulacdes e integracbes de tarefas culturalmente
presente nas escolas, constituindo a construcdo de praxeologias matematicas de
crescente complexidade parecer viavel e desejavel.

A necessidade de preservar, sendo algumas, praxeologias que vivem nas
escolas e que |4 se encontram como praxeologias pontuais sem uma razao clara
para ser estudada, a ndo ser de que eventualmente podem ser necessarias num
futuro incerto, e, portanto sem uma funcionalidade explicita, decorre da hipotese de
gue tais praxeologias foram criadas segundo um modelo epistemolégico de
matematica escolar que hoje se encontra “mutilado” pelas agbes da sociedade, da
escola, da pedagogia, e ndo menos importante, da comunidade produtora de
matematica que estdo sempre a espreitar e querer impor suas condi¢des normativas
as atividades da matematica escolar, como manifestado pelo movimento da
matematica moderna.

Parece-nos entdo que a questdo de pesquisa: Qual a organizagcao praxeologia
(intermediaria) que pode favorecer o encontro dos alunos com a adicdo e
subtracdo de fracOes e a eliminacdo da desconex&do entre as praticas sobre nocéo
de fracdo e as praticas operatérias com fracdes? foi respondida levando em
consideracao o seu passado e futuro no curriculo escolar do ensino fundamental.

Assim, apresentamos com base nos pressupostos da TAD um MER - Modelo
Epistemolégico de Referéncia, através de praxeologias e OM, que possibilite o
estudo das fracBes por meio do desenvolvimento de tarefas e técnicas integradas, a
partir de praxeologias de modo a prover praxeologias locais, ou seja, descrevendo
os elementos [T,t,,6] que formam as praxeologias e [T, t;,7;,6;] que formam as
praxeologias intermedidrias capazes de articular e integrar as tarefas e as técnicas
entre si.

O modelo epistemolégico apresenta uma técnica de divisdo em partes iguais,
sem necessariamente  assegurar essa igualdade, de uma figura
guadrangular/retangular como representacéo de fragbes que permitem ser operadas

como se operam com as fragdes. O processo de divisdo é naturalizado com uso da
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técnica de medida por régua, dos lados adjacentes do quadrado/retangulo, ou pelo
uso de papel quadriculado, que sugerem ao construtor, no caso o aluno, a
igualdade.

O objetivo é levar o0 aluno a encontrar uma representacdo, no caso geométrico,
de um numero fraciondrio, mas essa representacdo geométrica ndo é eleita por
acaso e sim para atender uma intencionalidade didéatica; tornar possivel o avanc¢o do
estudo de fracbes por meio de um fazer integrado das praxeologias pontuais Ihes
dando uma racionalidade minima.

A praxeologia de construir retangulos e dividi-los em partes retangulares iguais
€ uma das praxeologias intermediarias que torna possivel integrar as praxeologias
de representacdo e operacdes com fragdes. E claro que ndo é a Unica praxeologia
com esse potencial, mas mostra a existéncia de praxeologias intermediarias que
somente se fazem visiveis a partir do modelo epistemoldgico de referéncia (MER)
para o ensino de operacdes de adicdo e subtracdo de duas fracoes.

Durante as andlises das organizacdes praxeoldgicas dos livros didaticos
discutidas no capitulo IV, constatamos visivelmente o fendmeno didatico da
desarticulacéo existente entre as tarefas e as técnicas propostas nos livros do 4° e
5° ano. Percebemos a auséncia de:

% Modelos epistemoldgicos, os modelos apresentados normalmente
aparecem de maneira implicita e naturalizadas onde existe a presenca
de elemento tecnoldgico-tedrico decorativo e minimo para dar sentido,
construir, modificar, interpretar, justificar, relacionar e questionar as
técnicas das referidas organizacdes didaticas das fracoes;

% Organizacdes matematicas capaz de promover tarefas e técnica de
longo alcance, as tarefas apresentam certa rigidez, ndo séao
problematizadas, como consequéncia, temos um ensino
monumentalista em que ndo se estudam questdes, mas praticas
naturalizadas que néo tem a necessidade de justificar o porqué que se
estuda as fracdes e suas operacoes.

Por conta disso apresenta fragilidade quanto ao seu estudo funcional quando
pensamos no curriculo como uma unidade, pois as praxeologias matematicas com
fracBes, mais precisamente sobre adicdo/subtracdo entre fracfes, sdo pontuais do
4° ano ao 6° ano. E assim, a necessidade de intervir com praxeologias

intermediarias nas praxeologias do 5° ano de modo a promover essa unidade.
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Nesse pensar e baseado nos programas PNLD e PCN quanto aos conteudos a
serem trabalhados no 4°, 5° e 6° ano do ensino fundamental se considera que, no 4°
ano o aluno deve reconhecer os numeros fracionarios em diferentes contextos:
cotidianos e historicos explorando situacdes-problema de fracbes de mesmo
denominador em que indicam relacdo parte/todo e quociente, o trabalho € composto
por questdes nao problematizadas e por representacbes onde ndo é possivel vé
uma técnica anunciada. O 5° ano é a complementacédo do 4° ano com organizacdes
matematicas intermediarias que vao se corporificar no 6° ano, pois anunciam
probleméticas que envolvem fracdes com denominadores diferentes. E ainda no 6°
ano as organizacdes matematicas se fundem com os conteldos mateméaticos
desenvolvidos no 4° e 0 5° ano.

Representamos esquematicamente o MER por meio das praxeologias e
chamamos para a praxeologia do 4° ano de praxeologia 1, para o 5° ano de
praxeologia 2 e para o0 6° ano de praxeologia 3 onde Q é a questéo problematizada e
OMI11, OMI12, OMI13, OMI21, OMI22, OMI23 ... S&0 as organiza¢cfes matematicas
capazes de intermediar as praxeologias 1 e 2.

A OM é a organizacdo matematica que se almeja, a que contém tarefas e
técnicas integradas que apresenta um discurso tecnoldgico-tedrico e que apresente
uma incidéncia efetiva sobre o desenvolvimento da pratica matematica. Poderiamos
falar que € um amalgama de praxeologias locais integradas e desenvolvidas.

Em resumo, podemos representar o MER pelo seguinte esquema:
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Figura 48: Representacao do Modelo Epistemoldgico de referéncia

QUESTAO

0O
I

Praxeologia 1 Praxeologia 2 Praxeologia 3

Fonte: Proprio autor

E normal que ao longo da pesquisa os problemas tratados evoluiam a medida
que as investigacbes avangam, novos problemas, novas questdes, novas respostas
surgem produzindo mudancas importantes e inesperadas, € um trabalho de
construcdo e reconstrucdo de respostas a questdo inicial que resulta em novas
propostas de pesquisa.

O MER néo foi estruturado para ser aplicado em sala de aula, ndo possui uma
infraestrutura didatica para ser manuseado por alunos, mas sugerimos como
proposta para futuras investigacbes o alargamento do MER de modo a prover
organizacdes praxeoldgicas de maior alcance.

Esse pensar se justifica a medida que o modelo epistemoldgico de referéncia
(MER) nos leva a questionar o saber a ser ensinado, mostrando suas contradi¢cdes e
fragilidades, ao mesmo tempo em que, nos impele a uma destransposicao didatica
desse saber. Essa destransposi¢do consiste em uma nova transposi¢ao didatica,

uma nova organizacdo praxeoldgica cujo sistema de tarefas seja adequado a
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infraestrutura didatico-matematica disponivel aos alunos e com eficicia, pelo menos
relativa, no enfretamento das dificuldades do ensino e da aprendizagem de fragao.

A resposta a essa problemética, é claro, ndo é Unica e por isso exige esforco
da instituicdo docente por meio de percursos de estudos e de investigagbes (PEI)
com o proposito de melhor compreender o papel das praxeologias intermediarias na
construcdo de praxeologias matematicas para o estudo de fracdo nos diferentes

posi¢cdes do ensino.
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