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RESULO: HKeste trabalho asbordamos questBes referentes ao problems de
autovaloreg e autovetores de uma matriz simétrica, otimizecHeo de
funclies matriclalse e de robustez de wsistemas dinfmicoz lincares
contfnuos no tempo.

( 0O Problema de autovslores e autovetores & a2bordade segundo
dots pontos de vista diglintos: decomposicio da matriz do sistema onde
sugerimos uma nova lerplementac¥o para o cédlculo dos autovetores e
olimizac¥o da fun¢¥o guoclente de Raylelgh onde dols novos algoritrnos
baseados numa combinac¥o dos métodos de Hewton e gradientes conjugados
sd0 epregentados.

Para resolver uma clasgse de problemas deo otimizac¥o de funcles
matrictats, & sugerido uma metodologia bascada no nétodo dog
hiperplanos de corte e aplicada a dois problemas disponfvels na
llteratura, o problema do teste educaclonal que zparece em estab! . tica
e a determinac®c da golugldo diagonal positiva da ecquagfo de Lyapunov,

sobre & reobustez de sistemas dinfSmicos lineares contfnuos no
tempo s%0 fornecicas condi¢Bes suficlentes para existéncia de uma
matriz constante de ganhos de realimenta¢Bes, de manelira que o sistena
de malha fechada seja robusto quanto a Inser¢io no modelo de
perturba¢Bes n¥o lineares dependentes do estado. Para deternminacgio da
matriz de ganho proponos um procedimento numérico.

EBSTRACT: In this work we analyse three problems. In the first, wo
present some algorithims to solve the elgenvector and elgenvalue
problems of the symmetric matrix, tn the second we analyse the
optimization problems with matrictal constraints and finally 1in the
third some robustness properties of linear continuons tine dynamic
systems are studied.

The etgenvector and eigenvalue problems are analysed using
two methods: the decomposition technique on the matrix of the systemn
and the optimization of the Rayleigh quotient. In the second one we
propose two algorithms based on the HNewton method and conjugated
gradient method. '

To solve a class of the optimization problems vith matrictal
constraints we propose a methodologie based on the cutting plane
technique. Two exemples are treated.

Finally, for a given linear continuons time dynamic systems
we determline sufficient conditions for the existence of & constant
feedback matrix such that the closed~loop system s robust in the
gense that the pertubed system is asymptocally stable.




Introdugto Goral

A reallzacdo deste trazbalho fol motivada paia‘emtuda da estabili-~
dede de sistemas dinfimicom. Aqui sbordamos algumas questBes que von
surgindo recentemente na l{teratura, como consequénelia des pescualsas
wébre a2 eptabllidade de mistemas dinfnicos.

Dentre as quesifes que despertarem ncesso Interesse, temos aquela
de otimlzer uma funclo matricial sujelto a restricBes matricials do
tipo semidefinidas.

Outra diz respelto a robustez do sistema, através da qual &
pessfvel estabelecer condi¢¥®es para um sistemas din8mico, sujeite a
perturbacfes nZo-linesres depondentes do estado, perranecer estivel,

Imbulde da vontade de resolver t: s questl@ss, deparamos com a
necessldade de zbordar problemas referentes a0 estudo de autosistemas
de uma wmatriz, 1sto &, calcular seus autovalores e respectives
aﬁtovetores.

As trés queptles citadas s¥o o tema principal deste trabkalho.
Deste modo, procuramos abordd-las segundo uma ordem que na nossa
opini3o € a mals adequada para apresentaglo, apesar de diferir

bastante da manelra como elas foram trabalhadas ao longo do tempo.

Assim, dividimos o trabalho em quatro capitulos. Ho primeiro,
definicles, tecremas e as notacBes foram sestabelecidos. Podemos
conslderar este capftulo, como uma coletlnea de resultados que

fundamentam aqueles que ser3¥o apresentados nos capftulos subsequentes.
No capftulo dois, iniclamos a apresentacdo daquilo que pode ser
conglderado a essénecla deste trabalho. Ld tratesmos o problema de

calcular o autosistema de uma matriz real e zimétrica, sob o ponto de




vista slgoritmico. Duas questBes sZo abordadas. Primeiro o problema de
calcular © autosistema completo da wmatriz, Depols um  problema
eppecial, o de calcular osg auto?&lorem € auwtovetores assooctados
locallzados nas extremidades do espectro da matriz,

0O terceiro cepftulo concerne, ainda sob o ponto de vigta algorit-
mico, & soluc¥o de uma claspe de problemas de otimlzaclo matricial com
restricBes do tipo semiJefinidaz, cujes varidvels est¥o localizadsg na
diagonal principal da ratriz {ncognita. Una metodologla bascada no
método de planos de corte ¢ proposta para resolver ostes problemas,

Blnda com referéncia a este capftulo, doisg problemas existentes na
literatura s¥%o resolvidos utilizando cgta metodologia, O primeiro diz
reapelto a conflabllidade de um exame constituido de vérios :ubtestoes,
aoc® quals um grupo de estudantes ¢ submetido. Este problema aparece na
drea de estalfistica e ¢ denominado problema do Teste Fducacional. 0
segundo problema é referente a Investiga¢fo quanto a existéncia ou nio
de uma solug¥o diagonal positiva da equacg%oc matrictal de Lyapunov.
ﬁéte problema aparece muito frequentemente em sconomla e mistemas dse
controle.

0 dltimo ¢ pftulo deste trabalho é dedicado ao estudo de robustez
de sistemas din8micos lineares contfnuos invariantes no tempo. Condi-~
¢Bes suficientes para existéncia de uma matriz de ganho de realimenta-
¢do, tal que & matriz do sistema de malha fechada admita uma soluclo
diagonal positiva da equagﬁo de Lyapunov g3o apresentadas. Um procedi-
mento numérico, para calcular a matriz de ganho, é proposto.

Finalmente, algumas conclusBes geralis @ novag propostag para

futuros desenvolvimertos encerram o trabalho.




Copftulo §

Problemns deo Autovelores, Obicizaclo o Fetobiltidode

do Sistenas Dinfnicos: Repultados Prolininsres

1.1. Introducto

(0 propdésito principal deste capftulo, & zpresentar os conceltos o
definl¢les utilizados 2o longo do trabalho.

Una coletinea de resultados, obedecendo um encadeamento Iégico,
¢ exposta com intuito de tornar a leitura do texto um processc menos
drido. Exenplos explicativos s¥o fornectidos, naqueles pontos onde
achamos que era necessério esclarecer mals detalhadamente alguma ou
outra idéla que iInfluenclaram, declsivamente, nog resultasdos obtidos
nds capftulos subsequentes.

Sobre o problema de autovalores e autovetores de uma matriz real,
apr@aentamos resultados que conduzem & andllise do auvtosistoma da
matriz, segundo dois pontos de vista, distintos. Primeiro com relac3o
a decomposi¢io das matriz e segundo, através de wuma abordagen
variacional,

Em se tratando de um trabalho em que predomina o agpecto algorit-

mico,o8 conceltos de normas vetortais e matricials n¥o poderiam delxar
de ser apresentados, Inclusive com certa extens¥o. De imediato, estes
conceltos foram aplicados para localizag¢¥3o de autovalores. Com © mesmo
objetivo, apresentamos um resultado devido a Gerschgorin,

Algumas tranformacles elementares, como transformac¥o de Housshol-

der, rotagBes no plano e a definic¢¥o de sequlncia de Sturm, sgerdo



utilizadae na elaborac¥o de um algoritmo para resolver o problema
completo ou parcial de sutovalores de uma matriz simdtrica., Um resumo
destes conceltos sersd forneclido nas soeqgles 5 & 6,

FuncBes escalares com sginal defintdo, conjuntos e funcBoes convexag
@ resultados correlacionados, aparecem nas pecBes 7 e 8,

0 método dos gradicntes conjugados para funcgBes quadrdticas, &
resumido na sec¥o 9. Ele serve de referfncia para o8 dotg Jdltimos
algoritmos apresentados no prdéximo capftulo.

Completando o capftulo, na dltima se¢¥o, os conceitos de ponto de
equilfbrio, estabtlidade, estabilidade asgintdtica referentes ao
estudo de sistemas dindmicos, ser¥o fornecidos, 0Os teoremag zobre
estabilida’e de sistemzs din@nicosg, discretos e contfnuos no tempo,
devidos a Lyapunov, serZo também inciufdos. Para finalizar temos a

defint¢d3o de matriz estivel e diagonalimente esgtdvel,

1.2. Ahutovalores e Auvtovetores

Um problema que aparece frequentemente nas aplica¢Bes da Klgebra
Linear, € aquele de encontrar valores de um par8metro escalar A ,para
0os quails exlstem vetores x ,n%o-nulos, do R&que satisfazem a equacg3o:

Ax = A x (1.2.1)

onde A & uma matrlz de ordem n.

Def.1.2.1 ~ Um par8metro escalar X\ em (1.2.1), & um autovalor
(valor caracterfstico) da matriz A(nxn) e o© correspondente vetor

ndc-nulc % €& um autovetor (vetor caracterfsbtico) de A.




Pef.1.2.2 - 0 conjunto wm((kh,x;) : A € um escalar e %y € R ,

i=1,2,.. .n} & chamado autosgistema da matriz Binxnd.

Para um dado valor de & a equag¥o (1.2.1) ¢ equivalente a eqguacio

linear homogénea

(A -2 1)x = 0O (1.2.23
onde | € a matriz ldentidade de ordem n. Sendo assim, uma condico
necessdrlia e suficlente para que exista uma sclugdo n¥o-trivial de
(1.2.2) é que

det (A ~A 1) = 0. (1.2.3

Degenvolvendo este determinante, obtemos um polinmio de grau n em A .

Def.1.2.3 -~ A equag3o (1.2.3) & denominada equag¥o caracterfstica
da matriz A e o polindmio de grau n, P(A) = det(A - A}, polindmio

caracterfstico de A,

Pelo teorema fundamental da dlgebra, sabemos que uma equagdo
polinomial de grau n, P(A )=0, tem n rafzes, nem todag necessiriamente
distintas. Se uma rafz € contada um numero de vezes igual 3 sua multi-
plicidade, ent3o existem n rafres que podem ser tanto reals como
complexas,

Neste trabalho a matriz do zistema (1.2.1) & sempre real e
gimétrica. Assim, podemos afirmar que as rafzes do polindmic caracte-

ristico P(A) = 0, s¥o sempre numeros reals e gue existe um conjunto




-y
completo de n sutovetores ®,o, $51,2,...,n que forme ume bsse do R .

Teo.1.1 1 Se & malriz real A ne cquegBo (1.2.1) & simétrice, o

autovelores de A B¥0 reails.

Prova: Suponhamos que A & um sulovalor da matriz A. Ent%o existe

pelo menos um sutovetor x tal que

Ax = X x (1.2.4)
Tomando o conjugado complexo de (1.2.4), obtenos
A% = A % (1.2.5)

(A & uma matriz real). Pré-nultiplicande (1.2.4) por X', (1.2.5) por

*

X' e pubtrafindo menbro 2 menbro temos:

L

X'Ax - 'A% = (A *3~}x‘x (1.2.6)

dado que X'x = x'x . Como A & simétrica, X'Ax = x'AX e x'%X & real e
positive. Concluimos de (1.2.6) que % = ~ gendo asslm um ndmero

¥

real.

Teo.1.2 : Sejam AN, 1=1,2,...,m, sutovalores distintos da matriz

simétrica A. Ent3o o conjunto de autovetores correspondentes x,

% ®

1=1,2,....,m é linearmente independente.




Prova : Vemos supor que o conjunte de autovetores & linesrmente
d@p@nd@nta. Entdo existem combinacBes linezres n%c-nules degpes
vetores que s3o {guais ao vetor zero. Entre cgpas  combinacUoes
lineares, vamos eelecionar aquela que tém 0) ndnero minimno de
coeficientes n¥o-nulos. Sem perda de generalidade, pode ser assumido
que esses coeficlentes correspondem aos primelros k autovetores, e que

o primeiro coeficiente ¢ lgual a 1. Igto &, a relac¥o & da forma

W
X, * 2 a x; = O. (1.2.7)
Iy
para algum conjunto de a's, 1=1,2,...,k, a # 0.

Hultiplicando (1.2.7) por A obtemos

i
Ax, +};;_: a, Ax; = O. (1.2.8)

L

Usando o fato que os x's s3o autovetores,(1.2.8) é equivalente a
L
AR F D A A%, = O (1.2.9)
i=2

Hultiplicando (1.2.7) por A, e subtralndo de (1.2.9) temos

K .
Z ai’(?\;_-?x1)x;_ = 0

152

Portanto, 6 uma combinag3o linear de somente (k-1) té&rmoz, contradi-
zendo a hipdtese de k ser o numero mfnimo de coeficlentes n3¥o-nulos.

Dorde concluimos, que o conjunto de autovetores ®:,y, 1=1,2,...,m ¢

Iinearmente |{ndependente.




Pelo teo.1.2 podemos concluir que se o8 n autovalorer determinsdos
atravée do polinbmlo caracterfetico de uma matriz stmétrica, s¥o todos
distintos, © conjunto de n autovetores spepscciados formam uma bape
para o R*. No caso de exletirem autovalores r@peisdoa, sinda srelm &

posefvel determinar um cornjunto de n avtovetores asgoctados }inesrmen-

te Indopendente [33].

Teo.1.3 : Se a matriz real A na equagio (1.2.1) & ginébrica, o8

autovetores correspondentes a autovalores distintos g%o ortogonais.

Prova: Sejam (X, ,%x ) e (% ,%x,) dois elementos distintos do

autosistemna da matriz A. Por hipdtese

entdo,

Subtraindo membro a membro estas tgualdades e usando o fato de X, "Ax, =

"%, 'Ax; ,obtemos

(A, - N, Y%

Lt
o

Como X, # A, , temos que X % = 0. Logo %, e X, 830 ortogonais.

Em geral, o comprimento de um autovetor nic & de interesse. Por

conveni&@nclta, sempre assumlremos que o8 aultovetores de uma mabriz
sgimédtrica %o de comprimento unitdrio, tsto é, eles sio normal izados.

Um conjunto de dois ou mals autovetores ¥, normalizados e correspon~

8




dentes a diferentes eutovelores soatiefozem e equaglo W o'moooE 5”
Qualguer conjunto de vetores satiefezendo esta eqguaglo ¢ chamado us
conjunto erionormel.

Os resultedos obtidos elé egorae dizem respéita somente s0 numero
de asutovalores e autovetores de uma matriz, no ceso, real e gimétrica,
ficando a quest¥o : como determinar cada um deles expliclitemente?

Quando & ordem da malriz aspume valores malores oﬁ fgual a 5, en
geral, precisaros usar um método numérico para determinar um, alguns
ou todos os elementos de seu autosistema. Virios enfoques podem ser

dados para resolver este problema. Um deles ¢ através da decomposico

da natriz do sistema, A, em metrizes mals simples, para efelto de
célculos, e que teﬁham os mesmos autovelores da matriz original
{matrizes similares).

Outro enfoque que pode ser dado so problema de autovalores ¢
através do us0o de técnicas de otimizac¥o. Para ver como tsto &
poesfvel, vamos tomar a equac¥o (1.2.1) e multiplicar anbos op | enbros

pelo vetor n¥o-nulo x°*

X'Ax = AX'X x #0 (1.2.10
temos ent¥o
A= (XARI/ (X% ®x # 0 (§.2.11)
Def.1.2.4 - A func¢¥o de valor escalar R : B - R, denominada

quociente de Rayleigh, ¢ definida por

Rix) = {(w'BAx)/(x'x) w O, (1.2.12)




Explorando elgumas propriedades, peculiares, do quociente de
Reylelgh, & posgivel resolver alguns problemzs especials de autovalo-
res e autovetores EB&J;

Ainda outra manelira com que podemos abordar o problema de zutova-
lores, serd através do cdlculo do polindmleo caracterfistico da matriz
A, sendo esta esbordagem desaconsclhada na maioria dog casos, a n%o ser

em sltua¢Ues nmutto propfcias.
1.3, Hormas de Velores e lHaotrizes

Para fazer uso de procesesos numéricos iterativos na solucfo de
problemass praticos, precisamos de uma forma ou de outra, examinar a
convergéneia de sequénclas de vetores e matrizes geradas por esces
processos. Daf, concluimos sobre a necessidade de um concelto geral de
dist@ncia. Este concelto se torna mais evidente através da definiglo
de norma de vetores e matrizes.

Def.1.3.1 - Uma sequéncia de vetores do R ,(xtb , i=1,2,...1,
converge para o vetor x, se cada uma das sequénctas formadasz pelos
cor-onentes dos vetores xd’converge para respectiva componente do
vetor x.

Um tipo especial de sequéncia de vetores convergentes, gue vamos
explorar multo, & aquele de sequéncla de vetores convergentes
direcionalmente.

Def.1.3.2 -~ Uma sequéncia de vetores do R“,(xm, i=1,2,...} & dita
ser direclonalmente convergente se a sequéncia de vetores normallzados

(4 .
{x /¢, , 1=1,2,...}, com ¢, 's escalares nZo-nulos,converge como na

i0




defintghe 1.3.1.

Def.1.3.83 - A norme Hix) =1Ixli Jde um velor x, & ums funch

escalear resl que eetisfez e pBeguintes condicbes

(i) - Piwll 2 O com lixll = O womente para x = O
(2) - lle.xlti = icl.btixll para todo escaler ¢
(3) =~ Pix 4+ w11 £ it 4 iyl

Alravés da def.1.3.3, quslquer fun¢¥o escalar que gsatiefaz a-
condi¢Bes (1-3) pode ser usada como ume norma vetorial.
Exemplo 1: Algumes normas vetoriais usadas neste trabalho s¥o

-y

2o x| (1.3.1)

Elxilj= bt
e 1/
Pixi = (S ix. Iy (1.3.2)
S vei +
ikt = max Ix. | (1.3.3)
o0 . [ 8

%

Ae normase 1,2 e w &%0 também conhecidas respectivamente comno
norma ocltaedral,esférica ou euclideana e cibica.

Usando a defini¢¥o de norma vetorial, dizemos que uma sequéncia de

vetores do R ,(x‘” S 4=1,2,...3, converge para x€ R se e pomente ge
lim 1™ %11 = 0 (1.3.4)
bt OO

i1




pere qualquer norma erbitréria.

o :
Def.1.3.4 -~ Unms Beguéneia de metrizes (3 SEEL L2000 converge
para matriz A, se cada uma das sequbnecias formedss pelos clementos das

(w
metlrizes A converge para o respective slemento da matriz A,

Def . 1.3.5 - A norma H(A) = [[{Al]l de uma metriz A € uma func¢io

escalar real que patisfaz as sBeguintes condigles

(1) - flAi!} 0, com 1IAll = 0 gomente para A = O
23 - Ple ALl = el lIAlY para todo escelar ¢
3 - FIA + BIt L LIBE) + LIBI

(4) - PTA.BIE K HIATE.LIBI

Exemplo 2: Algumas normas matricias pessfveis plo :

tlAFli = mfx g; laul (1.3.53
o 2 %z

LIALY, = ¢ 20 ja.i (1.3.6
i3=d w3

IIAIIw = n.max la | {1.3.7>
-\u‘-‘ AN )

De modo andlogo ao caso de vetores, dizemos que uma sequéncia de

()
matrizes (A »471,2,...) converge para matriz A se e somente se

iz




i}
Tim (1A -~ A1E = O {1.2.8>

LY

para quslquer norma arbitréris.

Def.1.3.6 - Uma norma ratricial,i1all, & compat fvel com uma
vetortal Iixll se para todo vetor x, se verifica
FIAXIL £ TIRTT Vsl d (1.3.9

Def.1.3.7 - A fung¥o escalar real defintda por

HCAY = max 1A%/ il ] = mas! tAsl ) €1.3.10)
e ] W= 4,
¢ uma norma matricial subordinada a norma vetorial [lxi!.

norms

Exemplo 3: A norma matrictial subordinada a norma vetorial esférica

ou Euclideana & II1AIl = NA(A'A) , onde:kw““né O malor autovalor de
o

A'A. Esta norma & chamada norma espectral de A.

2
Para mostrar (sso, através de (1.3.2) tenmos que 1ixli = (x,x) @

por (1.3.10),

2
max |1Ax1}
LE SRR

2
N(A)

B

max (Ax, Ax)
fixiis £

1t

max {(x,A'Ax)
I3 1133 1

13




& matriz A'A & pimdélrica e pogitive penidefinida (ver sec.1.7), desds
que (Ax,kx) 2 O para todo vetor . A matriz A'A tem n sutovalores
reais, n¥o negativos A =2, 3 A, % ... YA =% ; e um correspondente

sistema ortonormal de auvtovetores %, %, ,...,x%

. a - Un vetor qu&iqu@?

¥, normado pode ser representaedo por uma combinac¥o linear dos
sutovelores

X = oot e, + oL b oo oM,

A ortogonalidade dos autovetores produz

Podemosg assim, estimar o valor de (x,A'AxX)

(x,A" AX)

i} H
~~ o~
RN
4] 0
- -
g x
o)
M
o
4 o
A b S
- -
Tt oo

1]
(3]
oW
>
"

8 8
= 2
< A‘j__ E <L
v=d
< A,
2
especificamente, (x ,A'Ax, ) =2 tal que H(A) = max (x,A'Ax) = Hyo

HESIERN
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1.4, Locelleecto de luteveloroes

Em &lguns métodos numéricos, pera regolver o problema de sutovolo-
reg, hé necespldade da determinac¥o de um intervalo que contenha todos
os  eutovalores da pelriz do problema. Com este objetivo, duass formes
distintes, mes wulto eimples, s¥o apresentades. A primeira bavesds na

definfg¥o de norma matrictal e 2 segunda upando os conhecidos circulos

de Gerschgorin.

Teo.1.4 : Para toda norma matricial, 1IA1I & um limite superior

para o valor sbsoluto dos autovelores da matriz A{nxn).

Prova: Seja A uma matriz erbitréris de ordem n e (= LMY um
elemento de peu autosistema. Por definic¥o Ax =2 x. Alén disso, peja
I1A1l uma norma matricial qualquer e !ixll a correspondente norma
vétorsal compétrvel. Ent¥o

FRALE = Jlaaxtt = I, 1Ix1! (1.4.1)

De (1.3.9

PHAXEL £ VIAY) (lixtd {(1.4.2)
Portanto, temos que
IR HIxEL K LIATE . HixT (1.4.3)

Sendo x um autovetor, & nSo-nulo e portanto lixil > O. Ressim,

In £ HIANY (1.4.4)

15




paera todo cutovalor de metriz A,
Antes de provar o teoreme de Gerechgorin, vemos spresenter um

regultedo devido a Hadamard [36].

Teo.1.5 : (Hedemard) Seja ums wmatriz A(nxn) com
ta.l > 2. 1a.l 1=1,2,....,n (1.4.5)

ent®o, o det{A) é diferente de zero.

Prova: Por contradi¢¥o, vamos supor que det(A)=0. Assim, o sictema
linear
Av = O (1.4.67
admite um conjunto Infinito de solucBes n¥o-nulas. Seja ®, 8 componen-
te de malor valor absoluto de uma qualquer dessas solu¢Bes, isto €&,
i

Ix b > Il 1] J=1,2,..n

Da i1-ésima equacg¥o de (1.4.6), temos que

ta ) Ix | ; ta, lix, |
fL
portanto,
W, ,
la | < L la lixl/bxt < 2 ta |
-=1 [

Li :)t,i
kY 3 3#L

que contradiz (1.4.5). Assim det(A) ¢ diferente de zero.

Teo.1.6 : (gerschgorin) 0 conjunto de autovalores de umz matriz

A{nxn) estd contido na unifo dos n circuleos de centro a . e raios

16



recpectivemente

Prova: Pelo teorema de Hademard se

ta;; -~ Al >r,
o det(A -~ Al)=0. Como og sutovelores ds matriz A g% ae rofree de
det{h ~A1)=0, cada autovalor & . de A ectd locallizado no Interior ou no
contorne do cfrculo de ralor, . Assim, o conjunto de todos os
autovalores A.'s da matriz A esta contido na uni%o de todos os cfrcu-

los de ralos r{ 's.

1.5, TransformecBop de Householder ¢ RotuceBes no Plone

Def.1.5.1 =~ Uma watriz (transformag¥o) real A(nxn) tal que BA'A=
AR'=] é chamada uma matriz ortogonal.

Hesta definicd3o se as colunas(linhas) da matriz A forem tomadasg
comoe vetores do ﬁ“,a condig¢Bo A'A = 1 ( AAR'= ]) diz que as colunas

(linhas) de & formam um conjunto ortonormal.
Tec.1.7 : Se A(nxn) ¢ uma matriz ortogonal, ent%o para todos os
vetores x,y do ﬁ“, temop:

(1) - T1axl) = 1Ixll

(2) - a1l = 1,

Prova: Vamos tomar o produto

17




(A, Ry)Ye{x, k' Ay)
=(u, Ty

={x,y)

fazendo x = y, temoe VIAxI{ = Pixil, o que prova a parte (1). Uesando &

def . 1.3.7 tenop

PIALY, = max CLiBxIL, /Z1ixl) ) = 1,

Wmne g

provando assim & parte (2),
Geométricemente, o teo.i1.7 afirma que uma transformacBo(matriz)

ortogonal preserva tento 8ngulo como comprimento Fuclidesno.

Def.1.5.2 - Uma trensformac¥o elementar ¢ em geral representada

por uma matriz da forma
T o+ et wv' (1.5.173
com o« um escalar, w e v vetores do é“ e wv' um produto diddico.
Para o caso de w = v vetores un!térios, (Ilwiizml ) & ¥ =-2 Ltemos
una transforma¢®o (matriz) de Householder ou refietor elementar.
H= [-2uwy’, ilwig =1, (1.5.23

Teo.1.8 : A matriz H ¢ simétrica e ortogonai.

Prova: £ imediato provar que H é gimétrica. Para mostrar que H ¢

ortogonal basta calcular o produto

18



e o
-
-y
1

(I-2ww' ¥ {]-2ww’)
m Jrfuw b et

= 1,

Teo.1.9 i Paras cualsquer dols velores do Q“, ndo-nulos de mermo

comprimento Eucllideano, existe ume tranformacio de Householder que

transforma um v Lor no coutro.

411
Prova: Seja X e y vetores do R de mesmo comprimento.  Tomendo H

como em (1.5.2) temos

Hw

H)

(1-2uw')du

¥ —2wilw'x)

=Y (1.5.3

Segundo (1.5.3) o vetor w tem z mesra direg3o que o veltor (x-y?}.
Note também que o vetor Hx=y, ¢ simplesmente a diferenga entre o vetor
original % e um miltiplo do vetor w. Consequentemente, o vetor y &
tgual ao velor x em todos as componentes onde o vetor de Householder
w tem compon;ntes nulos. Ainda de (1.5.3), se w'x=0 o vetor x sers
inalterado pela transformac3o de Householder.

Algumas propriedades da traensformac¥o H s3o facllmente observadas

através da figura (l.i).“VeJa que geométricamente a transformaclo

linear representada por H ¢ uma reflex3o em relag%o ao hiperplano

ortogonal ao vetor w.
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fig.1.1

Dutras transformacBes que usaremos neste trabalho, sd%o0

transformacﬁeseleméﬁtares conhecidas como rotacgfes planas. A matriz

que represnta estas transforma¢®es tem a forme

P q
-y -
1
c s P
1
1
-8 (> q
i
i 1

onde c=cos6 e s=gen@ psars algum angulo ©.

20
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Geométricamente, a traneformacg¥o linear R corresponde a uma
rotacdo bildimensional de Gngulo & no plano gerado peles dire¢les de
fndicea p e q. ?Qdemos‘notar, também, que a transformag% R seré
equivalente a uma transformac¥o de Householder H, quando o vetor w que
caracteriza a matriz H tem elementos nZ¥o-nulos somente nas posiclesn
(p.pY, (p,q),(q,p) e (q,q).

A matriz R, pode ser caracterizada pelo terno (p,q.,8) com 1<€p<gdn

e © o 8ngulo de rotagT¥o. Seus elementos s¥o definfdos por

r, =1 i # p,q
Ty = cosé
ey = 5&nd
<
e = -gend (1.5.4)
Ly = ©0890
- = 0O outros

Note que devido a estrutura da matriz R, quando pré-multiplicamos um
dado vetor x do R pela matriz R, obtemos um outro vetor que difere do

original somente nas p-ésima e g-ésima coordenadas permanecendo as
outras inalteradas. Assim, se x & um dado vetor do R ususlmente
egcolhemos o© 3ngulo ©, tal que o elemento ,por exemplo, na q-ésima

posigdo seja nulo. Isto pode ser obtido escolhendo
- .
g8 = = xqﬁn e C == X,y (1.5.5)

if2
onde m = (x:, + m’i) . Em geral,para efelto de uso prético, usamos

somente o sinal positivo.
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§.6.8equinctie de Btura

Def.1.6.1 - Uma sequlinctie de fungles reats 0, Go, 6 G, f, 60D

na vertével real X, é uma sequlncia de Sturnr ge:

51 - As funcgDes Q (), $=0,1.2,....,n g% contfnuse.

S2 - Para x€ [a,bl, f (x) n%c Lroca de sinal.

53 -Dois termos sucessivos da sequéncia nlo se anulam no mesmo

ponto.

i

54 - Se f (X) O, X€ a,bl, ent¥o,

() . £ (%) < 0O i=1,2,...,n-1 {1.6.1)
-4 L4t
855 - Pars ﬂh(Q} = 0, x€la,bl e h>0 suficientemente pequeno

Signif, (x-h)/f, (k-h))=-1 e 5ign(f, (R+h)/f_ (R+h)=+1  (1.6.2)

A condigdo 55, significa que em todo zero de f _(x), © einal de fh*1(§)

corresponde ao sinal da derivada de f, (x),em x = X me ela existe.

Exemplo 4: A sequéncia de fungBes (f (x), %_(x}, fé(x), ﬁs(x)} de~

finidas por

2
f, (x> = 1 f, (x} = x - 1 £, G0 =% -3x + 1




é ums requbnctia de Sturm.

ks condicBes (53 - §5), podem sor verificadas etrevés dae figura
(1.2),
fix)
4
fig. (1.2
Teo.1.10 Seja (f, (x), Q_{x),...,ﬂn(x)) uma segquéncia de Sturm, e
H{x) o numeroc de trocas de sinais nos térmos da sequéncia. Ent¥o, para

um dado valor de x no intervalo fa,bl o nimero de zZerog, m, de f“ {x)

neste Intervalo & igual a:

n = K(a) - H(b) (1.6.3)
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Prove: Concidere o numero de troces de sinsig ne gequbncle

(f, ), £, ), ..., f

e f

(%), £ ()} como ume funcgho de x, quando % cropece
monotonfcemente de & para b. Pcla continuidade dor funcBee na peaqulbn-
clia de Sturm, o valor %(#) ge modlifica somente ge ume ou male fungles
pesea por um zero. Desde que por definiglo f, () n¥%o troca de cinal,

doip cesos devem mer ¢ neiderados

(a) Zeroe oriundos somente des funcBes "internpe” da sequéncta,
igto & (fi(x), t=1,2,...,n-113.
Felas condi¢Bes 51,83 o 54, - omente as combinacBes de ginale

mostradas na tabela (1.1) gerZo possfvels para h > 0 suftcienienente

pegueno.
® £ (x) ﬂ.(x) £ () b4 £ () £ {xy £ (s
144 L-i
x~h  + : - %~h - x +
o + 0 - ® - 0 +
x+h  + + - %-h ~ ¥ +
tab.(1.1)

Em qualquer situag¢Bo, o numero de trocas de ginale permanece
inalterado. Isto também sersd verdade se f. (x) tem um =zero miltiplo,
Assim, todo zero de uma fun¢¥o "interna” da sequéncia deixa © numero
de trocas de sinais invariante.

(b) Zeroe de f (x).

Pelas condigBes 51,53 e 55, somente as coobinacBes de wsinais

esbogadas na tabela (1.2) ser¥o possfvels para h > 0 suficientemente

pequeno.
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e ﬁ\(x} Q\gx) " fhix) Qﬁﬁx)

x—h + - ®=h - *

K 0 - 3 o} +

[YES - - ®+h s +
teb. (1.2

Em ambos o8 casos, uma troca de mina! ¢ csubtrafida com o crescimen-
to de . Assim, todo zero de f_ (X)) reduz o numeroc de trocas de sinais
de um,

Resumindo temor que m zeros de f, (x) no intervalo [a,bl diminul o
numero de mudangas de sinals H(x) na gequéncia de Sturn de m.Portanto,

m & a diferenga entre H(a) e H(b), o que conclul a prova.

..Exemplo : Usando a mesma sequéncia do exemplo 4, podenos
determinar o intervalo que contém algumas ou todas as rafzes da funglo

fs(x), tab.(1.3),

x £ (%) £ oGO £ () £ H{x)

-1 + - + - 3

0 + - + + 2

.5 + — -- e 2

1. + ) - - 1

3 + + + + O
tab.{1.3)
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Pare mosirar lsto, e fam &ﬁ e h, doip elementos queisguer de § e {
um  real, DLLEL. Por (1.7.3) A e (I~t)A %o olementom de 8§ o por

consegulinte A = tA, + (1=t)A,, ~inda por (1.7.3) pertence a §.

Def.1.8.2 - Unm conjunto § ¢ um cone, e paras todo x pertencente s

5 et 20 tx pertence a S. Se o conjunto § tepbém & convexo, dizemos

gque 5 € um Cone Convexo.

Exemplo 7: O conjunte § dus matrizes reoais simdiricas de ordem L
negatives semideflinidas ¢ um cone convexo.

A& Jemonsiragio ¢ trivial., Serd mals intercesante dar uma vis3o
geonétrica deste conjunto.

Pera n=2, vamos tomar a mabtriz

h-1
Esbogando em R o conjunto definido por essas relacBes, obtemos a
fig.1.3. Observe que ag natrizes negativas definidas estlo localizadas

no interior do cone.
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De acordo com a2 tab.(1.3), ne vitime colune tenos oF wvelorer deo
M{x), donde concluimos que para cade Intervalo [-1,03, 1.%,13 ¢ 11,3)
exisle respectivimente, um zero de % (). O conjunto de todas o5 zeros

de f, (%) estsd contido no Intervalo [-1,3].

1.7, Fangﬂaa Escalerem com Sinal Definidoe

Def.1.7.1 - Uma fun¢Zo escaler, V ; R — R, definida numa regi o
s @;Rr, contendo 2 origem, € pogitiva definida se Vi(x) » O para Lodo x

n¥o~nulo em 8 e V(O = 0O,

Def.1.7.2 - Uma funglo escalar V como da def.1.7.1. & negativa

definida se ~VI(x) » O para todo % n¥o-nulo e VO = O.

Def.1.7.3 - Uma fungSo escaiar, V S p— R, definida numa regido
5 ﬁ“, contendo a origem,é positiva semidefinida ge VIix) 3 0 para

todo € 5,

Def.1.7.4 - Uma fung¥o escalar V como da def.1.7.3 & negativa

semldefinida se -V(x) 2 O para todo x€85.

Se uma fun¢¥®o escalar nlo obedece nenhuma das definigBes

anteriores els é dita ser indefintda.

Fun¢Bes escalares com sinal definido, de grande interesse, s8%0 as
chamadas formas quadréticas. Estas funcgBes escalares g%o definidas

explicitamente por

F{x) = x'Ax (1.7.%1>
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com x € R e A ums matriz real simétrics de ordem n.

Ho capo particul:r é@ formas quedrédtices, & wulto comum o upo da
seguinte notacBo: A > O, para Indicer que » funglo f(x) é positive
definida. HNo caso de f({x) wer positive senmidefinida denotlenor
slmplesmente por A 3 0. Este notac¥o sersg lsrgamente upada nos
capituleos subsequentes.

Em virtude de sua defﬂniq%o, o einal de ume forme quedrdtica pode
ser delerminado slravés de alguns critérios estabelecidos sObre a sua

matriz. Por exemplo

1. (Critérto de Silvester) Se todos os menores principate |f{deres
da matriz A sHo positivoe, a forma quadrética definida por A &

positiva defintda.

| 2. {Critério de avitovalores) S5e todos os autovalores da matriz A
que define a forma quadrética s%o positivos, a forma quadratica

definida por A e positiva definida.
1.8. Conjuntoes e fungBes convexas

Def.1.8.1 - Um conjunto 5 & convexo, se para dois elementos guais-

quer,x,, %, de 5 e um escalar t com O¢t{1l, o elemento x = tx,+  (1-t)x,

pertence a S.

Exemplo 6: O conjunto § das matrizes reails sinétricas de ordem n,

pesitivas semidefinidas (A > O) € um conjunto convexo.
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fig.(1.3)

Def.1.8.3 - Um conjunto V € R* ¢ uma variedade |{near se, para

dois elementos quaisquer X,,X, de V e um escalar real t, o elemento

x=tx,+ (1-t)x, pertence a V,

Def.1.8.4 - Un hiperplano em R ¢ uma variedade inear de dimens%o

(n-13.
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Exemnplo B: Seja & um vetor do R e b um numero real. 0 conjunto
H={x € R : a'x = b) é um hiperplano no R,

Através da linearidade da equag¥c s x=b segue que H & uma
variedade linear. Vamos tomar um ponto (vetor) qualquer x, em H.
Transladando H de x-x_,, obtemos o conjunto H que & um subespaco lin@af
do R . é$ta subespago é gerado por todos os vetores do R que satisfa-
zem a'x = O, portanto, todos os vetores ortogonats ao vetor . Dar,

egtd clarco que H tem dimensZo (n-1).

Def.1.8.5 ~ Um seml-espaco fechado positivo (negativo) asgssoclado a
um hiperplano H = (xE€ R : a'x = b) & un conjunto convexo dado por
A .
H=(x€R : a'x 2 b} (1.8.1)
H = (x€R : a'x £ b} (1.8.2)
No c¢aso de destigualdade estrita (> , <) temos semi-espagos abertos

positivos (negativos).

Def.1.8.6 - Um conjunto 5, que pode ser escrito como a Iinterseclo
de um numero flnito de semil-espagos fechados & denominado um polltopo

cConvexo.,

Def.1.8.7 - Uma fun¢¥o f definida sdbre um conjunte convexo § &

convexa, 8e para quaisquer elementos x , x, pertencentes a S e um

FS

egcalar t, Ogtgl a desigualdade

P(tx‘+ (1-tix,r £ ¢t f(xt) + (1-t) f(xz) (1.8.3
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6 sempre verdadelra.

LM

Exemplo 9: A fun¢Zo norma N : R —~» R definida por
HC(AY = 1AL

& uma funcio convexa.

LY
Para nmostrar lsto, vamos tomar doig elementos Ax e Al do R &

O£t€1. Seyja A = tA1+ (1-t)A, .Da definl¢Z%o de N temos

NCAY = TItA + (1-t)A 11
£t ITTaly + (I~t)E3Azil
=t NCA, ) + (1-t) N(A,?.
Donde se conclul que N & uma fun¢¥o convexa.
i.9. Hétodo COradientes Conjugados

Hétodos gradientes conjugados foram inicialmente propostos, peor

M.R., Hestenes e E. Stifel [251, para resolver sistemas de equagles

lineares, em seguida R. Fletcher e C.M. Reeves [16] apresentaram unm
algoritmo completo para minimizac%o de funcBes ndo-quadrdticas, sem

restricBes. Neste algoritmo, a cada i{terac3o & necessirio resolver um

slstema linear pelo método de gradientes conjugados. 0 nome gradientes

conjugados, surgiu pelo fato das dire¢Bes de buscas dos métodoe acima

31




serem direcbes conjugedas, geredar 8 pertir dog gredientesr de funcho

envolvide no processo de minimizacHo.

Def.1.9.1 - Dado uma matriz A(nxn) real e giwétrica, doism vetores,
p e q do R“, sHo ditos dire¢Bes conjugadas (A-ortogonal) com relacho b
matriz A se

p'Ag = O. (1.9.1>
Com esta definic¥%o, temos que 2 nog¥o de direcBes conjugadas &

uma generalizag¥o de ortogonalidade, em cujo caso a matriz A & igual a

matriz ldentidade 1.

Exemplo.10: O conjunto dos n sutovetores de uma matriz Alnxn) real
e simétrica ¢ um conjunto de vetores conjugados com relacZo a A.
Vamos tomar dois autovetores quaisquer x,e ®,da matriz A. Seja A 0

autovalor de A assoclado a xﬁ. De (1.2.1) temos

Pré-multiplicando esta tgualdade por x, temos
X, Bx, =A%

Como x,e x, s8%0 vetores ortogonais
®, A%, = 0,

Assim, x,e x,s8%0 vetores conjugados.
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Teo.1.11 . Se A(nxn) é uma matriz real, simdéirica @ positiva

definlda e O conjunto de vetoresg n3o-nulos (g ,% vee s P ) S
A-ortogonal, ent¥o os vetores p's, {=1,2,...,m, 830 linearmente
L

independentes.
FProva: Vamos supor que existem m escalares & ,i=1,2,...,m Lals que
o
Y_ap = 0. (1.9.2)

Pré-multiplicando (1.9.2) pelo vetor p'h, temos
L
a, ' Ap = 0. (1.9.3)

Desde que A é positiva definida, p'Ap>0. De (1.9.3) temos que a;, = O
{=1,2,...,m, o que conclul a prova.
Hétodos de direcBes conjugadas, {nvariavelmente, s3o projetados e

anal {gados para minimizar(maximizar) fungles quadréaticas do Lipo
F(x) = (1/2) x'Ax - b'x + ¢ , %€R (1.9.4)

onde A(nxn) & uma matrtz real simétrica e positiva definida, b oum
vetor fixo do R e c um escalar.

0 gradlente da fung3o quadriatica (1.9.4) num ponto x, 6 o vetor
df {x)/dx = Ax-b. Um ponto crfitico de Fi(x) & um ponto tal que

df (x)/dx = O. Assim, X serd um ponto critico da func¥o f se e somente

se x é solucZo do sistema de equagles
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Ax = b, (1.9.5%)

Vamos denotar tembém o vetor {(b~Ax) como mende © vetor resfdue, r, do
sistena (1.9.5) em x. Hote que r = - df{x)/dx.

Unm Importante resultado que relacione direcBes conjugedas com
mininizaco de funcBes quadrdticae sem restricBes ¢ devido s H.J.D.

Powell} [40).

Teo.1.12 (Powell) : Seys {p vp +...,p ) um conjunto de vetores
4 z A
ndo-nulos, wputuamente conjugados com relaglo a matriz Alnwxn) real,

eimétrica e positiva definida. O pento do R“qu@ minimiza a fungBo

quadrética (1.9.4) sobre a variedade ]inear gerada pelo ponto x, e os
vetores a ,g reraP € obtido fazendo buscas o longo de cada uma

das direcBes conjugadas somente uma vez.
- Prova: Todo ponto x pertencente s variedade linear, pode ser es-

crito como

X = xi-fiaipi (1.9.6)

=4

com a., i=1,2,...,m, escalares. O ponto minimo requerido serd ent¥o

Al »
X = %, + %5.8‘3 (1.9.7)
onde oOs a:, i1=1,2,...,m, s%0 escolhidos para minimizar a fungio
ey
F(X) = fix,+2L a p)
{=2 71

it
L] z 4
PO, +2La p'(Ax -b) + (1/2) a, p'Ap) (1.9.8)
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Pelo teo.1.11 oe vetores R'g geram um subespaco de dimens¥o m. Derde
que, nlo existe termoe cruzados em & ,isto &, & .8; pars t¢j. Os a;w,
i=1,2,...,m, oOtimoe gerfic encontradeos resolvendo m problemas de

minimizag®o do tipo

. + - 2 3
ﬁ;n (f(x3 + aig'(AxL by + (1/2) Bipikﬁ) (1.9.9)

-

Hag (1.9.9) é equivalente & resclver

min f(x, + a p) 1=1,2,...,m (1.9.10)
&_ L .

i

Consequentemente, buscende o ponto mfnimo nas m diregBes conjuga-
das somente uma vez, chegaremos a soluclo Stima at Ji=1,2,....m @&
portanto, ao ponto mfnimo de f(x) restrito a vartedade linear. Com
isﬁo, a prova estd conclufda,.

Fazendo m = n no teo.1.12, podemos ent¥o encontrar o minimo da
func¥o quadrdtica (1.9.4) sobre R, simplesmente pesquisando ao longo
de n direc¢Bes, n¥o-nulas, mutuamente conjugadas com relag¢o a8 matriz
A.

Quando as'diregﬁes mutuamente conjugadas, g., i=1,2,...,n, 8%0 osg
vetores negativos dos gradientes (r=-df(x)/dx) nos pontos obtidos apds
cada pesqulisa, temos o chamédo método dos gradientes conjugados [22],

que pode ser enunciado, da geguinte maneira:

Pasgo inicial. Selecione um ponto X, e calcule

% == b ~ Axi (1.9.14>
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Pessos 1terativos. Tendo obtido % ,r e p cslcule x , &
13 = » [y Ko 4 e 4

pelas formulas

8 = (c /d ), d = tha. c = Rfﬁ (1.9.12)
X = XK + ap, r =r - ajp (1.9.13)
[ 2 X+ |3 L™ ey -4 14 "
= - (p'A Y/4 .9,
b AL, /4, (1.9.14)
=r + b (1.9.15)
F:Ud L 221 \tpn
EY
Término. HNo m-ésimo passo, mn, se itthl = Q, pare. ®x = x , é o

ponto de minimo da func¢¥o f.
1.10. Sistemes Dinfmicos: Estebilidade

Sistemas din8micos ser¥o focalizados neste trabalho segundo seus
aspectos de establlidade. Para um estudo das propriedades, assim como
para efeito de anélise segundo o ponto de vista de estabilidade,
torna-ge necessédrio algumas no¢Bes bé&sicas relativas ao préprio
sistema.

Todos os conceitos e definicﬁes aqul apresentados ser%o restritos
a classes de slitemas din8micos descritos por sistemas de equacBes a

diferengas (sistemas discretos) ou sistemas de equactes diferenciais

{elstemas contfnuos).
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Def.1.10.1 - Um sistema dinBmico Inverlente no Ltewmpo sersé descrito

atrevés de ums dae oquacBes

X(L+1) = F{x(L)) ; =(0) = L t=0,1,... (1.10.1)

pera o ceso de elstemse digcretos e

KLY = £(x(L))  ; x(0) = x t 20 (1.10.2)

para sistemis contfnuos.

(] vetér x(.)€R €& o vetor de estado do gigtema e f(‘);§\w+ R uma

func8o vetorial contfnua que satlisfaz as condicBes de Lipschitz [26], -

Isto ¢, para qualsquer dols estados x e y pertencentes a reglio do ﬁ?

S(x) = (X€R : lIx - x|I<€ e It ~ tI<§)
a condicEo

Hf(x) - f(y)EIS/gl!x—yil (1.10.3

. € satisfelta. A constante 4 depende somente de € e § .

|
|
1

Um caso particular de interesse € quando f(.) € uma func¥o linear
com (1.10.1) e (1.10.2) tomando as seguintes formas
x(t+1) = Ax(t) ; x(O)

= %, t=0,1,... (1.10.4)

X(t) = Ax(t) ; =x(0) = x, t >0 {(1.10.5)

onde A é uma matriz constante de ordem n.
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Entre os conceltos «que conduzem & andlise de establlidade de

sistemas dinlmicos, ertd o0 de ponto de equilfbrio.

Def.1.10.2 -~ Um vetor de estado X é um ponto de equilfbrio de unm
lstema dinZmico, ge uma vez que o vetor de estado do slstema sendo

fgual a X, ele permanece Igual a X Indefinidamente.
Para o caso dos sistemas dinZmicos (1.10.1) e (1.10.2) temos:
x = f(x) (1.10.6)
0 = f{X) (1.10.7)

Hote que quando f(.) & linear como em (1.10.4) e (1.10.5), a
determinac¥®o de X serd através da soluc¥o de um sistema de equa¢les
ilnéares,

Propriedades de establlidade caracterizam o comportamento do siste
ma quando ele é Iniclalizado prdximo a um dado ponto de equlilfbrio. Se
'o sistema for iIniciallzado num estado exatamente Igual ao ponto de
equllfbrio, ent3o por definic3o ele nunca se moversd. Quando iniclalf-
zado proéximo, o estado pode permanecer préximo a ele talvezr até
tendendo na dire¢do do ponto de equilfbric com ¢ decorrer do tempo.

Para tornar a definic3o de estabilidade precisa, necessitamos sa-

ber o que significa um estado estar préximo de um ponto de equil fbrio.

Def.1.10.3 - Uma vizinhanga S(X,R) no espaco de estados é o con-
Junto de todos os pontos no espaco que satlsfazem

PIx-xt1, R (1.10.8)
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Segundo (1.10.8), S(X,R) é uma esfera de centro em X e rato lgual
a R.

Def.1.10.4 -~ Um ponto de equilfbrio x de (1.10.1), (1.10.2) &

estével se existe R, >0 para o qual se veriflica: para todo R(R_ , existe
um r, O<r<R , tal que se % €S5(X,r) snt¥o x(t) ests dentro de 5(&,M

para todo t>0.

Def.1.10.5 - Um ponto de equllfbrio X de (1.10.1), (1.10.2 &
asglintoticamente estdvel se ele & estdvel e em adicio existe um R, »0
tal que se o estado for inictalizado em S(X,R), ele tende a x quando t

cresce.

Def.1.10.6 - Um ponto de equilfbrio x é instivel se ele n3do &
estidvel. Isto &, X é Instdvel ge para algum R>0 e qualquer O<r<R
existe um ponto em S(X,r) tal que se o estado do sistema for iniciali-

zadodo neste ponto, eventualmente x move-se para fora de S(X,R).

Com o propdsito de analisar a estabjlidade de sistemas din3micos,
¢ engenheliro russo A. M. Lyapunov publicou dois métodos. O chamado
primeiro método ou método indireto de Lyapunov consiste em verificar'a
establlidade através de uma vers¥o linearlzada do sistema. Esta
linearizag¥o é baseada numa expans¥o em sdérie de Taylor da fung3o £(.)
em torno de um ponto de equillfbrio do sistema [32].

0 segundo método ou método direto de Lyapunov [26], consiste em
andlisar a establltdade do sistema a partir de sua equacdo sen

precisar resoclvé-la,
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Hos Jdltimos anos, este segundo método vem recebendo uma atengdo
multo especlal dos pesquisadores da drea de sistemas din8micos, pelo
fato de ser uma abordégem multo geral, n3do se restringinde a uma

classe particular de sistemas.

Def.1.10.7 - Uma fung3o escalar, V: SGR — R ¢ uma funcio de
Lyapunov para um sistema dindmico e um ponto de equilfbrio do sistema
pertencente a 5, se satlisfaz as seguintes condic¢Bes:

a - V & uma fungdo contfnua

b - V atinge seu dnico minimo em RES

¢ -V é genmpre decrescente ao longo de qualquer trajetdria, do

slstema, contida em §.

A primeira condig3o estabelece que o grafico da fung¥o V,no espacgo
de estados n¥o possul descontinuidades. A segunda, que V ¢ minimtzada
@m_bﬁ significa que seu grafico tem seu ponto mals balxo em X. A
terceira condig¥o ¢ aquela que realmente relaciona a funcg3o V com ©
slstema. Quando o estado evoluil no espago de estados de acordo com as
lets do movimento, assoclamos com cada instante de tempo t o corres-
pondente valor da func¥o V(x(t)). O comportamento no tempo da funcio
V & um resumo do ¢oﬁportamento de x(L). Assim, a terceira condig¢3o

para uma fun¢3o de Lyapunov é que o valor de V associado com o vetor

de estado x, nunca cres¢a com o tempo quando o sistema evolui.
As flguras (1.4.a) e (1.4.b) sintetizam as nog¢Bes geométricas de
uma fungdo de Lyapunov para um sistema de duas varisdvels de estado. A

primeira mostra o grafico da fun¢do V, no espago de estado. A segunda

¢ um tragado das curvas de nfveils de V, lugar dos pontos onde V &

constante, no espag¢o de estado,.
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Hote que estees comentérios e¥o validos tanto para wglstemaws

discretos como para sistomss contfnuos.

&y

(a? _ (b)

fig.(1.4)

Vamos agora focalizar, somente slstemas discretos no tempo do
tipo (1.10.1) junto com um dado ponto de equilfbrio X.

A condi¢¥o (c¢), de que uma fungdo de Lyapunov nunca cresga ao
longe de wuma trajetdria pode ser traduzida através de uma relag3o
matematica especifica.

Se em qualquer Instante t o estado do sistema (1.10.1) & fgual a x
entdo, no préximo instante (L+1) o estado serd f(x). Os valores da
fungdo de Lyapunov nestes pontos s3o respectivamente VI(x) e V(f{x)).

Portanto, a varlag¢3o no valor de V sersa

AVIX) = VIF(x))-V(x), (1.10.9
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Se Voo @ uma fungBo de Lyspunov sobre ume regido 5 do espage de
erlados, erla variac3o é nlo-positive pers todo estedo x em S. En
outras palavras, 2 condig¥%o de que a fung¥o de Lyapunov n¥o crer¢a 8o

longe de uma trajetdria se traduz atravée de:

AVIX) = V(f(x))-VIx)I<O (1.10.10)

para Lodo €S,

Def.1.10.8 - Uma func¥o V, definida numa regidio 5, do espag¢o de

estados de x(t+1)=f(x(L)) e contendo o ponto de equilfbrio %, €& uma

funcdo de Lyapunov do sistema discreto no tempo, se ela satisfaz as
seguintes condig¢tes

(1) - V € uma func¥o contfnua

{(2) - V atinge seu Unico minimo em RE€S

(3) - A variag¢Bo no valor da fungo A VIx) = V{f({x)) - V(=) satis-

faz HVI(XIKO para todo %€ 8.

Teo.1.13 : (Discreto no tempo) Se existe uma fun¢Zo de Lyapunov V
numa regifoc esférica S{X,R, ) com centro em X, ent3o o ponto de
equil fbrio € estdvel., Se, além disso, a funco ZSV. ¢ estritamente
negativa (AVIx)<O0) em todo ponto (exceto X)), ent%o, a estabilidade &

assintdtica.

Prova: A prova serd baseada em relagBes geométricas {lustradas na

fig.1.5. Suponha que V(x) & definida na regi%o esférica S(X,R, ). Seja

R arbitrério com OCR<CR,. Seja R, <R, selecionado, tal que se x€ 5(x,R)

entBo f(x)€ S(x,R ). Um tal R, existe porque f & contfnua. Com estsa
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escolha, se o vetor de estado pertence a S(%,ka, ele n3o passa da

esfora malor S(x,R,) em um passo,

fig.(1.5)

Agora seja m o valor mfnimo de V(x) sobre s regldo definida por
R, £ 1llIx-x!l <R, . Este valor minimo existe porque V é por hipdtese
contfnua. Também temos m>V(X) j& que V tem um unico mfinimo em X,

sendo V contfnua, ¢ possfvel selecionar um O< r <R, tal que para
x € 5(X,r) temos V(x)<m, porque prdéximo a %X a funcgZo V deve tomar
valores préximo a V(X).

Agora suponha que x(0) & tomzdo como um pento arbitridrio em
S5(x,r), ent3o V(x(0))<m. Desde que, 8V(x)<O o valor V(x) nZo pode
crescer com o0 tempo. Portanto, a trajetdéria nunca pode sair de
S(R,Ri) e consequentemente ela nunca pode satr de S(X,R). Assim, para
este arbitréarto R»0 encontramos r>0, correspondente as condi¢Bes de
defini¢3o de estabilidade,.

Se em adic¥o AVI(x)<O para todo ponto exceto X, ent3o, V deve

realmente decrescer contfnuamente (ou para todo t,ou enquanto o estado
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alcanga X, =e Isto ocorrer num tempo finito). Assim, VI(x) converge
para algum va}or Ilmite m. A dnica quest¥o que resta é saber se 6
posef{vel para D>V, lsto n¥o 8 possfvel pois, desde que Vindlt))
converge para i, deve ser verdade que A VI(x(t)) converge para zero.
Has A V(x) & esiritamente negatlva exceto para %. Besim, desde qué
LV (%) é‘contfnua, ¥{t) deve convergir para % e V(x(t)) deve convergir
para V(x). Isto caracteriza estabilidade assintdtica, o que  prova o

teorema.

Vamos considerar agora, sistemas contfnuos no tempo (1.10.2) junto
com um dado ponto de equilfbrio X, assumindo ainda que f & contfnua,.
No «caso contfnue no tempo, o requesito de que o valor da func¥o de
Lyapunov nunca cres¢a ao longo de uma trajetdria, ¢ expresso em termos
da derivada no tempo. Suponha que x(L) & uma trajetdria. Ent3o VIx{(i))
representa o correspondente valor de V ao longo da trajetdria. Para

que V n3o cresga, requeremos que V(x(t))<0 para tode t. Usando a regra

da cadela para diferenciagdo temos

VIX(E)) = (V/3%).x(L) + (3V/px).%x(t) +

+ (OV/ax).x{t). (1.10.11)

Usando a equa¢do do sistema origlnal, (1.10.11) torna-se

Vix(tl)) = ®V/ox) . fiix(t)) + (3V/hx3.§(x(t)) +

+ @VAxX) . f(x(L)), (1.10.120

que pode ser escrito como
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VIX(E)) = VIx(L)) ' Flx(t)) €1.10.13)
sendo ¥ V(x(L)) o vetor gradiente da funcio V.

Portanto, a condi¢¥%o de que V n¥%o cresca ao longe de qualquer

trajetdrta do slstema, se traduz stravés de que VI(x) =V V(x) £(x)I<0O

para todo x€ 5,

Def.1.10.3 - Uma fungdo V definida numa regifio S5 do cgpago de
estados de x(tL)=f(x(t)) e contendo o ponto de equilfbrio X é uma fun-
¢do de Lyapunov do sistema contfnuo no tempo, se ela satisfaz ag ge-
guintes condicles:

(1> V € uma func¥o contfnua e tem primeiras derivadag parcliails

contfnuas.
{2) V atinge seu uUnico mfnimo em %€ S.
{3 A funcgdo é{x) = VVIx)'f(x) matisfaz VIx)<O para todo x€5.
Teo.1.14 : (Continuo no tempo) Se existe uma funcio de Lyapunowv
V(x) numa regi¥o esférica S(E,Rb) com centro em %, ent3o, o ponto de

equilfbrio X & estdvel. Se, além disso, a funcl¥o Vix) & estritamente

negativa em todo ponto (exceto %), ent¥o a estabilidade & agsintdtica,

Prova: Similar a do tao.l;la.

Exemplo.11: Considere o sistema auton®mo linear contfnuo no tempo

®(t) = Ax(t) (1.10.14)
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Vemos essocler & este slelems e so ponto de equilfbrio K = 0 & forma

gquedrética

VOx)=x'Px (1.10.15)

onde P € simélrica positiva definida. Estas fungto V & contfnus e tem
primeiras derivadas parcials contfnuas. Além disto, desde que P &
positiva defintda, a orfgem 6 o dntco ponto minimo de V. Assim,V em
termos gerale € uma candidata em potencial pera uma funcBo de

Lyapunov. Resta, portanto, determinar como VIx) € Influenctada pela

dinmica do sistemsa.

De (1.10.15)
V) = %'Px + x'Px
= fo'Px + x'PAx
= X' (A'P + PAix.
- Definindo
A'P + PA = - (1.10.16)
témos
Vix) = - ®'Qx.

Sendo V uma fun¢Zo quadratica, a funcfo V sers uma func%o de Lya-
punov se a matriz Q for positiva semidefinida. No caso da matriz Q ser
posttiva definida, o sistema (1,10.14) sers assintSticamente estdvel.

Exemplo.12 : Para o caso de sistemas discretos

x(L+1) = Bx(L)

a equag¥o matricial de Lyapunov apresenta a Beguinte forma:
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A'PA - P = - (1.10.173

com J e P matrlzes reals, sindtricas e positiva definidas.

Def.1.10.10 =~ Uma matriz real A(nxn), & estdvel gpe o sistema

(1.310.4) ((1.10.5)) & agsintdbticamente eativel.

Através do teo.(1.8) ((1.9)) e da def. 1.10,10, temos que: uma

matriz real A & estdvel se e somente se a eq.(1.10.17) ((1.10.16))

admite uma solug¥o P positiva defintda para qualquer matriz Q positiva

definida.

Def.1.10.11 - Uma matriz A{nxn) real & diagonal estdvel se DA &
uma matriz estdvel para qualquer matriz D = {d, ., i=1,2,...,n} com
d; >0.

Teo.1.15 : Se existe uma matriz diagonal P, tal que A'P + PA &

negativa definida, ent¥o A & diagonal estivel,

Prova : Se A'P + PA = -Q com Q>0, ent3o

(AD)'PD + DP(AD) = - DQD (1.10.18)

para qualquer matriz diagonal positiva D. Desde que, PD e DQD sXo
ambas positivas definidas, AD ¢ uma matriz estéave!l.(Ex.11).

0 mesmo enunciado pode ser dado para o caso da eq.(1.10.17).
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Cepftulo 2

Problems Corpleto & Eespecisl de hutovelores

de ume Hetriz Real e Eipdirica

2.1, Introdugto

O problema de calcular o autosistema de uma matriz, para efeito
didético, divide-se em duas categorias. A primeira engloba os proble~
mas de achar todos os elementos do conjunto { (A ,x%, ), 1=1,2,..n) onde
>, sdo og autovalores da matriz o X, o® autovetores sssocledos como na
def.1.2.2, sendo est& @ chemado problema completo de auvtovalores e
autovetores. HNa gegunda categorta, est¥o os chamados problemas
espeéiais de autovalores onde um ou alguns, mas n¥o todos os elementos
(™{,% ) do autosistema da matriz devem ser calculados.

Indubltavelmente, qualquer problema da segunda categoria pode ser
resolvido pelos mdétodos propostos para resolver aqueles da primeira.
Ocorre que os métodos existentes para resolver o problema completc, e
geral, exigem um esf8rco computacional multo grande. Daf, o empenho no
sent ido de elaborér métodos numéricos especfficos para resolver
problemas especiats,

Heste <capftulo, vamos abordar problemas das duas categorias,
propendo algoritmos numéricos para calcular ¢ autosistema de uma
matriz gimétrica, assim como, resolver um tipo particular de problemas
ospecials, que conslste em calcular o menor ou malor asutovalor e seuy

respectivo autovetor,
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O priweliro slgoritmo a per epresentado, determine o sutopistema de
uma metriz real eimdtrice Alnxn) de umae forme nulto peculier. Ho
célculo Individuslizedo de csda elemento (A: vx. ) do sutosistena, opté
a razdo principal pele qual este algoritmo tmrnéwme um  ferremnents
mutto Util na determineg¥o ¢ andlise da estruturs de sutogleplemar, tio
neceospéria na sndliee de convergénela dom processos de otimtzac¥%o,

A abordagem efeluada por este algoritmo consiste en decompor a
matriz Alnxn) num produto de outras matrizes. FEsta deconposig¥o &
felta stravéds de LransformacBes ortogonals (Heoussholder), sendo que, a

cada nova fterac¥o, obtemos uma matriz similar 2 matriz anterior,

Fete processo de decomposi¢¥o continua até se obter uma matriz na
forma tridiagonal., A partir deste ponto, pagpanos a trabalhar com a
matriz tridlagonai, calculando ®seus autovalores e respectivos
autovetores. Hote que os sutovalores da matriz tridiagonal g¥%o oé
mesgmos da matriz orlginal, n¥%o ocorrendo o mesmo para os autovetores,

A determinag¥o dos autovalores & felta através de uma sequbneia de
pof!n&mios, cujo termo de maior grau é o polintmio caracterfstico da
matriz tridiagonal., Nostramos que esta sequéncia polinomial, & uma
sequéncia de Sturm . Em seguida, obtendo um intervalo que contenha
todas as rafzes do polinbmio caracterfstico (autovalores) € possfvel
através de um processo de encontrar rafzes dé um polinbmio, obter o=
autovalores. O processo usado é conhecido como método da bissecdo
intervalar repetida. |

Para obter_todos os autovetores da matriz tridiagonal, propomos
regelver n glstenmas lineares tridiagonais, usando rotacbes planasg.

Em seguida, conhecendo os vetores que definem as transformagles

ortogonals do processo de tridlagonalizac¥o ¢ og autovetores das

matrizes tridiagonais, completamos a dltima etapa, deste algoritmo,
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deduzindo uma relag¥o de recorréncla, para calcular os autovetores da
matriz original A.

Og outros algoritmos ?rop@stos abordam egpecificamente um problema
espectal. Esta abordagem e feita através do uso de técnicas de otimi-
za¢30 que exploram as propriedades da func¢3o quociente de Rayleligh.

A uttlizac¥o de diregdes conjugadag {(gradientes conjugados), com

objetlivo de minimlzar (maximizar) a func¢¥o quoclente de Rayleigh

permite, que esses algoritmos sejam aplicados a problemas cuja dimen-
s3o da malriz seja de valor considerdvel: os chamados problemss de
grande porte. Como em geral, as matrizes dos problemas de grande porte
apresentam estruturas esparsas, serd perfeitamente vidvel, através

destes algorttmos explorar esta esparsidade.

2.2. Célculo do Autogistema de uma Hatriz Simdbtrica.

2.2.1 Rlgoritmo

Seja uma dada matriz Alnxn) simétrica. Vamos considerar o problema
de calcular todos os pares (x,,x;), 1=1,2,...,n com %X, n¥o-nulo que
satisfazem a equagio

Ax, = A, X, (2.2.1)

Para resolver este problema, propomos um algoritme que consiste

basicamente de tré&s etapas:

E1l - Usando transformac¢Bes elementares ortogonais de Householder,

obter uma matriz simétrica tridlagonal T, a partir da matriz original

A.
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E2 - Calcular os sutovalcres da matriz tridtagonal T - que por
simllaridade s¥o os mesmos da matriz A - usando o método da bigsecfo
intervalar repetida.

E3 - Determinar os autovatores da matriz A, assocladog aos Beus
respectivos autovalores, a partir dos auvtovetores da matriz
tridiagonal T.

Este algoritmo difere de um infcifalmente proposto por Glvens-House
holder e postertormente completado por Wilkinson [53,541. Aqui, o
fntervalo iniclial contendo todos os autovalores ¢ determinado usando o
teo.1.6 de Gerschgorin. Os autovetores em E3, propomos que =ejam

calculados a partir da solug¥do de n sistemas llineares simétricos

tridtagonais usando rotacgBes planas.
2.2.2 Redug¢%o a Forma Tridiagonal

mntre os métodos disponfveis para obter uma matriz simétrica

tridtagonal T a partir de uma matriz simétrica A(nxn), o wmnétodo
proposto por A.S5.Householder ([50] mostra ser o mals eficiente de

todos, apesar da sua aparente complexidade.

Com o mesmo propdsito J,W.Givens [231, inspirado na idéia Iinlicial
de J.C.Jacobi, sugeriu o uso de rota¢Bes planas para anular elemento
por elemento da matriz A, fora das posi¢Bes tridiagonals. Mesmo sendo
uma {déta multo simples, no computo geral o nudmero de operagdes
reallzadas pelo método de Givens, é maior que o realizado pelas
transformag8es de Householder (48], que constiste em anular gimultanea-

mente todos oz elementos de uma linha (colunas) fora das posig¢les

tridlagonais em apenas um passo.

31




Ha verdesde, esle procedimento pode ger usado para outros propés!-
tos, como por exemplo, na decompoplefo de uma matriz retangular peras

calcular seu valores mingularee {507, que € ume generalizaclBo de idéla

de aulovalores.
2.2.2.8 - Relrges que Deflinon o Hélodo

Vamos, agora, estabelecer as relag¢Bes que definem o método de
Householder para obter a matrtz T na forma tridiagonal.
Vamos supor que temos uma matriz simdétrica A={a ) de ordem n, ¢ k

matrizes de Householder (H, ,H,,...,H ) taisque

Ag= (H ,...,H ) 'AGH ,...,B) (2.2.2)

®

tenha a forma

b x
x X x
~ ® X

v . e kxk . (2.2.3)
——————————— wd
X x
X . . xinxn

Isto &, A, ¢ uma matriz formada por dois blocos n¥o-nulos. O superior
€ uma matriz tridfagonal de ordem k e o bloco inferior ¢ uma matriz

quadrada de ordem (n-k).
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A partir de (2.2.3), obtemos & metriz na forme tridiagonal quando
k= (n-2).

Para caracterlizar uma Jteraclio, vamos obter A, que & tfplca.
Suponha qgue queremos anular oy elementos a, . RKB,Q,...,n, ® por
simelria a_ . Escolhemos o vetor w com a primelra componente nule, ou
seja w' =00,v , ,..}.,W“J. Isto porque desojamos que a matriz A, tLenha
elementos nulos fora das posli¢les tridiagonais de sus primeira !inha
(coluna). Ass!im, & malrliz que representa a traensformacio de Househol-~

der seria;

[ 1 0 0 0 ]
2
O 1 - 2w, -2ww, ... —2W, W,
H = o) —2u, Wy 1—~2w; 2w, W, | (2.2.4)
I

Para determinar as componentes n%o-nulas do vetor w, vamos efetuar

o produto H/AH, = H AH, e representar o elemento genérico deste produto

por ®,;. De imedlato verificamos que a primeira linha do produto H, A

permanece inalterada e og elementos da primeira linha da matriz A= H
AH, sHo:
T 3y,
4, (1*2uzz)a12 - 2:.;2% By 7 ee. T2V W A
q,= "2uw oa,+ (i—wa)au- cee m 2w v a2, (2.2.5)
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H
LA “RW M B - 2w W B .t (-2 e,

Como o vetor v tem & primeira componente nuls, pelo teo.1.7. temos

que
S 2
2o %,=) 8= (2.2.6)
Iz SR
Definindo
f=uwa +wa + ...+wa, . (2.2.73
Temos de (2.2.35) que
8, a;- 2w f , j=2,3,...,n. (2.2.8)
De (2.2.6) e ¥, = 0 para j=3,4,...,n, temos
2 P '
g, =8 (2.2.%)

Portanto, de (2.2.8B) segue que

a, - 2glf

#
4
i+

(2.2.107

Como © objetivo & §£;= 0, Jj=3.,4,...,n, ainda por (2.2.8)

ax&" 2w5f

L]
o

.
L
W

[1-
-

(2.2.11)




Hultiplicando (2.2.10) por w,, cada uma des equascbes de (2.2.11) pelo

correspondente w;, ediclonando as equacles resultantes e levendo om

conta que llwli=l, temos que

f =4 w s (2.2.12)

De (2.2.10) e (2.2.12) podemos calcular o valor de w, & com f{sto

(2.2.10) permite calcular o valor de ., Usando ag equagBes (2.2.11)

temos Wi J=3,4,...,n.
Resumindo
. - i}z
W, = {.5[01. +(aiz Fa)ll ;
f=+was ;
woE .5a, /f) j=3,4,...,n (2.2.13)

Hote que exlstem duas delterminac¢Bes para o vetor w, dependendo do
ginal escolhido para . Adotaremos para B, sempre © mesmo sinal de a,.
Note também que através das relacgBes (2.2.13) podemos determinar o
vetor w e consequentemente a matriz H,.

Resta agora completar a transforma¢¥o de similaridade da matriz A,
usando H, . A matriz produto A, = H/AH, pode ser determinada sen
encontrar a matriz H, expliclitamente.

De (2.2.4) o slemento genérico da matriz H(h; .} pode ser escrito

como

hiy=8;-2w w; 1,J=1,2,....n (2.2.14)
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onde édé o delta de Kronecker.

Os elementor de metriz H'A = H A p¥o,

m

H
o
&8

L

“
= a. - 2ul. owa. . (2.2.15)
K

Vamos definir

Y
= z: woa. J=1,2,..,n (2.2.18)

Rote que de (2.2.7) e (2.2.16) temos f = P » Visto que w = O.

Aesim, (2.2.15) pode per escrito como:

a = a; - 2ng;, f,J0=1,2,....,n (2.2.172

[ 3

Oz elementos ﬁisda matriz Ai= H;Aﬂisﬁo:

b
%.=2  a h. .

[ [ (%" Y

xn
= §*(aw~ 2w, p ) (8 - 2u w)

¥y L
a .- 2w.z a, w - 2w p + 4w.w»2pw .
Ly J gag tw K LA LS wei K™
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Por pimetrias e da eq. (2.2.16)

> 3
wxaki” zam b £

rel ol Y
Definindo o eercalar g independente do 1, 3 comos

)
e
Ms
B
ri:

a2
=2 p v (2.2.18)

4. = a, .~ 2w§ P, - 2”:. P, + éwi w. g

= a8, 7 2w, (F):‘ - gw‘i) - 2w, (p; - gw; )
= ai‘; - Ui‘q:”" qu;‘ i,‘j=1,2,.».,ﬂ {(2.2.19)
onde
q; = 2(p5 - gwi). J=1,2,...:n
Resumindo, temos que os elementos da matriz Ai(ﬁis }  podem

calculados por

Pilye ]
H
N
£
[

£
#

2(ps Tgw )

27
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TR e VAT WA 1,J51,2,...,n, (2.2,20)
]

L ) t

Com &r relacgles (2.2.13) e (2.2.20) obtemos & matriz A ns forms

depejada;

x x 0O 0 0
¥ X X XK %
O W x * w
0 % KX o
O %K % % . . b4

Apos completar a primeira iteracfo, realizamos © mesmo procedimen-
to com a submatriz de ordem (n-1) formada pelas linhas e colunas
2,3,...,n da matriz AL. O mesmo processo é realizado com s submatri-
zes de ordem (n-2),(n-3),...,2. Na dltima iteraciio atingiremos uma
matriz na forma tridiagonal,.

Hote que, para a k-ésima {terac3o o vetor de Householder W, bLem

suas primeliras k componentes iguais a zero.

2.2.3 Célculo dos Autovalores das Hatrizes T o A,

ApSs a reduc¥o da matriz A & forma tridiagonal, o préximo passo 6
calcular os autovalores da matriz tridiagonal T. Como T e A s¥0

matrizes similares, elas possuem os mesmos autovalores. Assim, nenhum

esforco adicional serd necessério para determinar os autovalores da

matriz A.
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2.2.3.8 - Henores Princlpale da Hetriz (N1 - T

Sejo T uma melriz simétrice tridiagonal. Vamos denotar op

elenen—

tos da diagonal princi??i de T por »,, i=1,2,...,n @ o subdiagonats
por b, i=1,2,...,n"1.
a, b
b, a, b
T = ' , . (2.2.213
b‘f\-::, awui b“'l-
b"ﬂ-& 8
Vamos supor ba* O, 1=1,2,...,n-1. Os menores principais de orden 1
até n da matriz (X1 - T) s¥o:;
a () = (>~ a)
%
pz ) = (- a)(x~ a) - b
= (™= a ) p () - b’
H
P, M) = (AW - a,) B (M) - 1:)2;’31 () (2.2.22)
3
= M- -
p“ ») { a_ ) e"&(%} bm_i&z(%}
Definindo R (») = 1, temos a sequénela {(p (), %.(%), s Q‘C%)J SO
termo geral
2
p ) = (2= ajl)p ) -b p > i=1,2,...,n (2.2.23)
i L] -t T2

Hote que qum) €& o polinbmio caracterfstico da matriz T.
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A wsequbncia de polinbmios (p (A), 1=0,1,...,n) geradas pelos
4
menores principels, conduz b eleborsclio de um nélodo pare calcular o

sutovalores des moatriz T.

Antes de sprepenter © método, precisamos demonstrar alguns

resultados sobre os elementos desta sequéncis polinomial,
Pi. - p (), 1=0,1, ... ,n 8%0 funcgles continuas.
Y

Prova : Pela defini¢%o de menores princlpais, p (») s¥o reals e
t

como polinGmios 8%0 fun¢Bes contfnuss.

FP2. =~ p (®), n¥%o troca de sinal.

o

P3. - Se b # 0, 1=1,2,...,n~1, a5 rafzes dos p (A) s5%0 reais e
L
inicas., Para 1£Ign-1, as rafzes de p (™) separam as rafzes de p ().
i L4d
Prova : A primelra parte decorre do fato dos p, (®)'s serem polinb-
Y
mios caracterfsticos de submalrizes simétricas de T. B demonstracio da

.segunda parte - usando o princfpio da indugBo finita no fndice | - ge

enconira em [48].
P4 - Sep (BA) =0Oent¥op @R).p (R <0 1=0,1,...,n-1.
i L-4 w4

Prova : Pelo principio da indu¢lo finita:
- - - - F
1) Para i=1, se P, (*) = 0 entdo P (7\},;; ()= B, (»)=-b, < 0.
2) Vamos supor verdadeiro para -i=k-1, isto &,

se p :% = 0 ent¥o p 2(%.;; & < o,

oo
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3) Para i=k, pe R((a} £ 0 segue de P3 que P ﬂ(&) ¢ 0, entl¥o

- " %
p Frp (3 = P, oL - 8,’'p &) - bp

LS8 XY

(531
i

- 4
B P
(b, p_, ™ ) <0,
PS5. - p (W) 2 0, quando » ~ + 00 {=1,2,,,.,n
i

Prova : consequénclia direta de (2.2.22)

Com estas cinco propriedades, verificamos que a sequéncia (% (>3,

a‘(m),...,gn(kj) 6 uma sequéncia de Sturm (def,1.6.1.),

Coreldrio 1. - O nimero m de rafzes do polinGmio caracterfstico da
matriz 'T,;i(70, que s¥o majores que um dado valor %~t§~, & ifgual ao
nimero de trocas de ginais A() da sequéncla polindmial ({p (&),

L

i=Q,1,...,n}

Prova : Suponhamos que, as rafzes do polinémio caracterfstico

~autovalores da matriz T~ estejam ordenados da seguinte manelira:
Lo P . AT (2.2.24>

Para qualquer valor b malor que At,g_(b) >0, 1=0,1,...,n-1. BAssim,

A(b) = O e portanto m = A(™\) - A(b) = AR) e a prova esta conclufda.
Note que este resultado permite uma grande flexibilidade gquanto a

determinag¥0o dos autovalores da matriz T. Podenmos determinar um,

alguns ou todos os autovalores de T dentro de um intervalo pre-fixado.
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£2.2.3.0 -~ Upa lteraglo do EBétodo de Bleseclto

Vemos &agora ceracterizar uma fterec¥o do umdétodo ds Dblesecho.
Suponhamos que &8 rafzes do polinbmio caracterfstico Q,(ﬁ‘) vete jem

ordenzdas como em (2.2.24), A desigualdade essirita é garantlida pels

hipstese b, # 0, 1=1,2,...,n-1. Cono o método localiza uma refz
{autovaelor?) independente das outras, vamos supor que estamos Interes-
sado na k-éeima rafz X _do polinbmio pn(%). Além diepo, BUPONOE

tambdm que hm pertence ao intervalo [a,bl contendo todas as rafzes.
Pelo corelério 1, A(2a) = n e A(b) = 0, Vamos dividir o Intervalo ao
melo e calcular o nimero de trocas de sinais A(A) neste ponto wmédio,
2= (a+ brre.

Duas hipdteses podem rger feitas:

H

1) Se A m 2 k, entSo &¥§555,b1 e X representa um limite

inferior para A, .

2) Se A m < k, ent3o ?\kEIa,&] e M representa um limite

it

superior para X, .

Em ®seguida 7~ substitul a ou b de acordo com o caso 1 ou 2, & ©
procesgso é repetido.

De um modo geral, no j-ésimo passo tenmos:

Se A(™;) > k com »;= (a.+ b.)/2 fazemos a = (a.+ b)/2Z e b = b,
3 4 EFwy 3 3 A 4

Se A(x) < k com’g = {(a.+ b. }/2 fazemos a. = @
- > RT3

.8 b = {a + b,1/2
A B 3 3 34

3
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® o procerso continua até que o tamanho do intervelo (b.~ & ) satipfao-
¢e uma tolerfnctia pré-estebelecida,
Apés p repeticles do processo, o intervaelo [a,b) se reduz & outro

de temanho (b ~ a)/ZP.

£.2.2.¢ ~ Intervele Infcisl

56bre a determinac¢¥o do intervalo infcial {é,bl que BUpPOROE
conhecido a priort, poderos usar um dos teoremas 1.4 ou 1.6,

Para o caso de usar o teo.1.4, qualquer norma (1.3.5)-(1.3.7) pode
ger escolhlda. Por exemplo, sugerimos HTIHl, . Fazemos b = |ITI g =)
a = ~b, Como T & uma matriz tridiagonal

IlTi%D= max{iail+!b1!,ibbil+!aif*fbtl,ihhif tla 1) (2.2.25)

Com rela¢¥c ao uso do teo. de Gershgorin - usado para implementar
este algoritmo - para matrizes sindétricas tridliagonals, os raios

r; merd¥o determinados por

R = ib, i
n = lbbll + Ibil i=2,3,...,n-1 (2.2.26)
r = |b |

"4

de tal forma que podemos usar os geguintes limites

a = min(aiw q_) e b = max(ai+ Q_},
L i

Em geral, estes limites 8%0 melhores que og limites produzidos

quando usamos as normas matrictals.
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2.2.6 Calculeo dog Autovetores do Eatriz A

Conhecendo o©s autovalores da matriz A, uma dag alternatlivas para
calcular seus autovetores ¢ através da solugfo de n sistemas linecares

homogéneos do tipo
(A ~%Dx =0 1=1,2,...,n. (2.2.27)

Para utilizar essa estratégia, devemos notar gue a eficlénclia do
algoritmo global esté diretamente vinculada ao fato de podermos usar
toda a InformagZ%o até agora obtida, isto é, o cédlculo Individualizado
dos autovalores pelo método da bisseg3o intervalar repetida, assim
como, as transformagles de Householder utilizadas para obter a matriz
tridlagonal T.

Propomos neste trabalho que, para obtermos todos os autovetores
., i=1,2,...,n da matriz A, sejam resolvidos iniclialmente n sizstemas

Y

IHneares tridiagonals da forma

(T -XDy, =0 (2.2.28)
e em seguida, utilizando as matrizes HL' t=1,2,...,n-2 da primeira
etapa, calcular os autovetores x, 1=1,2,...,n da matriz A.
A solugdo dos sistemas homogéneos tridiagonals (2.2.28), sera

obtida atravds de sistemas auxiliares n3o-homogéneos.
Vamos agora descrever como resolver um sistema tridiagonal do

tipo (2.2.28). Para Isto suponha i=k. Temos ent3o que obter o vetor

ndo~nulo %. {autovetor de T asszaociado ao auvtovalor . Y.
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Tomondo um  vetor n¥o-nule pertencente »0 espago gersdo pelae

colunes de matriz (T ~AD), digamos d , resolvenos o sletena linoar
(T ~X 1Dz = d, (2.2.2%

encontrande como Bolugo o vetor z. D vetor solucHo de (2.2.728) y, @
obtido fazendo Y, = ('~ 2) onde z 6 o thcr‘ coordenada de d en
relag¥o as colunas da matriz (T AT I

Para resolver o sistema (2.2.29), numéricamente, farzemos uso de
rotacBes planas da seguinte forma;

Para efefto de exposi¢¥o vamos denotar a matriz do sistena

(2.2.29) por

i
g;xi 912
gxz 922 923
G = 9. 9, 9, (2.2,30)
g 9.
1\-&,“
- ]

0 objetivo & encontrar um sistema triangular superior, Pré-multipli-
cando @ malriz aumentada do sistema (2.2.29) ,1G 43, por matrizes de
rotacdo do tipo (1.5.4), obtemos um sistema na forma triangular.
Usando em seguida o processo de retro-substitui¢¥o, encontramos a
soluclo z' de (2.2.29).

Os elementos genéricos da matriz triangular superior,lasslm como

os elementos do novo vetor obtide de d serzo dados pelas relacgBes:
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r

R e c' + @-
ghu»n. gt,‘n; an,iu
g

. T TB.g . 4+ Cc.g |
WAL Lag Litd LAs 14

d, - c.d. + s.d, .
di,, * -8.d + c.d;,, i=1,2,...,n-1 (2.2.31)
onde
2 }
c = g./u , B =g /u , u md g. + gf .

T it i,

O numero de passos necossdrios para obler o siptoma na forma
Lriangular superior serd no maximo (n-12, caso em que todos os bi# 0.
RHo caso de b£= 0, 1=2,3,..,n , n%o efetuanos a transformacfo.

Ubtide os autovetores da matriz tridiagonal T, solucBes dos
sistemas (2.2.28), vamos descrever como proceder para encontrar os
autovetores da matriz A,

De acordo com a descrici3o da etapa El, encontramos (n-2) vetores w
que - definem as transformacBes He 1=1,2,...,n-2. BAtravés deples
vetbres, é possivel determinar todos os autovetores da matriz A. O

processo consiste no seguinte:

Através de (2.2.2) para k=(n-2) temos

T =4 = (HH ...H_)'AMHHE,...H_) (2.2.32)

Ed

fazendo H = H H

o By e

H

n-2?

(2.2.32) fica T = H'AH. Se y_é um dos autove-

tores da matriz T assoclado ao autovalor >, 2temos
T = N ¥

HTy, = A Hy,
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HTH'Hy = M, Hy,

AHy, = A, Hy, (2.2.33)

i

portanto, = Hy, ¢ um autovetor da matriz A associade ao autovalormw.

B L )

Seja Hj = 1 - 2w w' e u, um dado vetor n¥o-nulo do R . Ent%o
HJ .= oug - 2w3 u;; uy
= U‘i"’ 2(\4;&;)&13 N (2.2.34)
Definindo
Sy = (W) uy)
de (2.2.34) temos
HJ u:)m ui"' 2/5‘)”3 . (2.2.35)

Substituindo o vetor genérico vy pelo autovetor Y da matriz T,

atraveés da relag3o de recorréncia

U T Uy T 280w, Js(n-2),.. 2,1 (2.2.36)

obtemos o autovetor da matriz A, que serd dado por X o= ou, .

2.2.5 Exenplos

Algumas experiénclas numéricas com matrizes testes foram
reallzadas. Apresentaremos somente dols exemplos que comprovam o
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desempenho do
precisdo

casag decinmalg.

Exemplo I (Cdlculo do autosistema completo) A matriz A & dade por:

algoritmo proposto. Os cdlculos

foram realizados

simples e o8 resultados finale foram asrredondados para

(2.0 1.0 3.0 4.0]
.0 -3.0 1.0 5.0
A
.0 1.0 6.0 ~2.0
.0 5.0 -2.0 ~1.0]
Solugdo:
( X = 7.932905
N o= 5.668864
Autovalores <
| 3 = -1.573190
Ay = -8.028580
.
r
= [ .560145, .211633, .776708, .195382)
, = [-.37B703, -.362419, .537943, -.660199]
Autovetores {
s = [ .688048, -.624123, -.25%801, -,675573)
4 = [ .263462, .659041, -.199634, -.675573)
.
Exemplo 2 (Cdlculo de dels elementos do autosistema) A
ACa .. ) de ordem 11 & defintda por:
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] para { o= 4
3 " I S L I |
BT ﬁ i - jlh o= 2
1 " by - g1 = 3
0 " - g > 2
Yo,
Exceto a, =8, ., = S
az; = aiE = aw,“ = aij{ig =2
Spluc@o:
N, = AL, = 14.%41821
Autovalores
RNy = AL = 522281
.
X' = x! = (-1).0 .1035662, .204124, .288675,

.353553, .394338, .408248,
.394337, .353553, .288675,
.204124, .105662)

Autovetores <
x; = ®x.. = [.105663, -,204124, .22B8673,

-.353554, .394338B, -.408248,

. 394337, -.353553, .288B677,

~-,204125, .1056631
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2.3.Un Probleme Eepectel de Autovelores

Entre og multos problemes de calculaer um elemento do autosistoma

de wuma matlriz simétrica, squele de determiner o pear (Aw

s ¥ ¥ ou

in LIty

} deopempenha um papel! preoeminente nos

OB K

@V@ﬁtualm@nt@ o par (A X
algoritmos propostos nos cepftulos pubsequentes,

Para resolver este problema, utilizamece a f{un¢¥o quocliente de
Rayleigh, Através de wsua minimizacBo (maximizoc¥e) enconblramos a
solucdo desejada. Esta minimlzacdo € levada a efelto através de um ou

outro algoritmo que ser¥o agqui propostos.

2.3.1 Hinlelzec¥o {(Heximlzac¥o) da Functo R.

Vamos mostrar Iniclalmente, que para calcular o autovalor mnminimo
(méximo) e seu autovetor associado de uma matriz siméirics A(nxn}), &

gufictente minimizar (maximizar) a func¢lo quociente de Raylelgh,

Teo. 2.1, : De auvtovelores de ums matriz simndtrica Alnxn) %0

dados pelos pontos criticos da fung¥o quociente de Rayleigh, R. Os

correspondentes autovalores de A s3¥0 os valores criticos de R.

Prova: De acordo com a def.1.2.4., a func3o R é definida pela

raz3o

R(x) = R{xY/D{(x) (2.3.1)

onde N(x) = x'Ax @ D(X) = x'x com x # O. O vetor gradiente de R, no
ponto %,V R(x), serd dado por

VR(x) = [D(x)(AN(X)/dx) - R{x)(dD(x)/dx)I/(DIx)] (2.3.2)
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Sende  dR(x)/dx = 2ZAx e dD{x)/dx = 2x, pubstituindo estes BRPIER -

pBes em (2.3.2) e sinplificendo temos
VRMY = 2, 0% - ROOXI/(K'®K), x £ 0O £2.3.3)

Como, por defini¢g¥o, os pontos criticos da funclo quociente de
Rayleigh s¥%0 esqueles para os quals WR(X) = O ge x # © entBo YRIx) = O
ge & pomente me

Ax = R{sx)x, w F O (2.3.4)

Comparando (2.3.4) com (1.2.1), temos que os pontos crfticos da
fungio R 530 o8 autovetores da matriz A e N = R{x), peus correspon-
dentes sutovalores,.

A fun¢¥o R & uma fun¢io homog8nea de grau zero, ifsto ¢,

Rax) = R(x), x # 0O e 2 um escalar. Um caso particular de interesse,
para(os nossos propositos € quando 2 = 1/1ix11. Heste caso temos;
Rx/11Ix11) = R(x) (2.3.5)

Desde que x/1Ix!l é um vetor unitério, gegue gque o5 valores da
fung¥c R sobre qualquer variedade linear V no B wmerdo determinados

pelos vetores unitirios em V.

Lema 1 : Seja V uma variedade }inear no espacgo R . Existem vetores

unttarios x_ . e x __em V tal que

R(x,. ) € R(x) & Rix_) (2.3.6)

heiTh Y

i

R(x ) g% os

Tan K,

para todo x # 0 em V. Os valores™; = R(x ) e o

valores ninimos e méximos de R em V.
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Prova: Veaemos representer por W o conjunto de todos op velores
unitérios em V. W ¢ um conjunteo compscto. Desde que a funclo R &
cont. fnua em W, segue que R atinge peu valor mfnimo;gwﬁ“ 2 mExino, A

ot F

r@sp@cﬁivamente nos pontos x, . e x . pertencentes a V. Temos dosta

maneira que

Amin = RO, ) € RGO € R, ) = Pan
para todo %X ndo-nulo em W,
Lema 2 : Os gradientes
VRO = 2% = A, B )
e (2.3.7)
VR © 20B%ax ™ Max Komax !

de R nos pontos x_. e X como no Lema 1, s%o ortogonais a variedade

Y
linear V no R .

Prova : Sendo V uma variedade linear no R, o vetor gradiente
VR(x,,., ) ¢ ortogonal a V [33], assim como para o vetor VR(x, ). Desde
que ix,.. It = tix, {1 = 1, as expressles para VR(x . Y e VR(x_ ., ?

decorrem de (2.3.3)

Teo. 2.2 : Um ponto mfnimo, x_., da fun¢¥c quociente de Rayleigh

h

em R° (com x # 0) é un autovetor da matriz A(nxn). O valor R(x, .. 7 da

func¥o neste ponto & o autovalor mfnimo de A.

Prova : Se no Lema 2 ,V = ﬁ‘, temos que o gradiente WR(x,. ) &

ortogonal a todo vetor x ¢ R e, portanto, VR(x,..? = 0.Pelo teo.2.1,

Xoiw € um autovetor da matriz A. Pelo Lema 1, temos que Mwi. = Rix.,in ?

72



¢ o autovalor mfnimo de A, o que prove © teoremas.

Um teorema enélogo pode per enunciado para o par (A ),

wen ¢ KWS&.K

¢.3.2 &!gorltmdw

ApG6s ter estabelecido os resultados que conduzem a formulacBo do
problema especial de autovalores - P.E.A. ~ como um problema  de
otimtzagc¥o vemos agora focalizar a questfBo de obter & soluclo deste
problema sob o ponto de vista numérico.

Sendo a solu¢¥c do P.E,A., os pontos extremor da funcio guociente

de Raylelgh, ¢ multo natural que qualquer uma das técnices usadas para
otimizar funq¢les n¥%o lineares seja aplicada para encontrar esta
solugdo. Entretanto, certos compromissos de eficiéncia devem ser
respeftados. Por exemplo, taxa de convergéncia, espago em mendria de
computadores, preclsio numérica para citar alguns.

"Entre os métodos dispon{veié, ge & prioridede ¢ a2 taxa de conver-
géncia, o método de Newion serd prontamente o escolhido. Ocorre que,
para usar este mélodo, precisamos em cada iteracg¥o, calcular a matriz
Hesslana -~ matriz de derivadas segundas - da func3o R e inverter esta
matriz ou resolver um sistema de equa¢Bes lineares para encontrar a
direcso de busca. Por outro lado, se¢ 2 escolha do método & pelo
agpecto de wsimplicidade, o método do gradiente oStimo - "stespest
descent” - seria o preferido. Contudo, este método apesar de simples,
apresenta sérios problemas de convergéncia [333.

Tendo em vista satisfazer o malor nimero de fatores que conduzem a

um eficiente algoritmo de otimizag¥o, propomos, como mostrado a

segulr, para resolver o P.E.A., dois algoritmos baseados na idéia de

direcBes conjugadas. Além disso, a 1déia de aplicar wétodos de
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direqglies conjugadas para minimizar (maximizar) funcles n¥o~quadriticas

- capo da fun¢do quociente de Raylelgh -~ & fundamentada no princfpio
de que se um algoritmo funciona bem para otimizacdo de funglsg

quadréticas, ele pode ser modificado para se obter um eficlente

algortimo de otimlzac¥o para func®es nZo-quadriticas.

2.3.2.a Rlgoritmo Al

Vamos assumir que a matriz Hesslana da func¥o R - denotada por G -
seja positiva deflinida no domfnio de busca do ponto de minimo.

Assim, podemos enunclar o algoritmo Af.

Passo 1. - (Inlclallza¢¥o) Seleclone um ponto x e h> O. Faca
2, =0, n°-g, e p =71
Passo 2. - (Ciclo Gradientes Conjugados) Para k=1,2,...,n, faca
1 - s = [glx + Q‘Q) - gx1/h , h = h/!!att (2.3.8)
2 - a, = ¢ /d% y € = %'ﬁ . dkz E;s“ (2.3.9
- = + = -
3 2~ 3R+ T, gxu (2.3.10)
2 2
4 - p =r +Dbp r b= Hir HI/1Ir 1) (2.3.11)
wii Kii LS x s e
Passo 3. - (Pare ou Reinicialize) Faca x = Mot 2o, Se

ilg(x*)il L£€,¢e> 0, pare. Se n¥o, faga ximx* e replta o passo 2.
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Comentérfor : 1) 0 slgoritmo Al pode per  conetfdersdo como  ume
vartfente do método de Newton., Vele lembrar que o mélodo de Newton pera

minimizag¥o de funcBes &6 defintdo pela relacio

onde X, € © ponto critico (mfnino) da aproximacio quadrética
i(x) = f(xk) + g;(x - Xt LS (x - xh>‘0(x -ox ) (2.3.12)

da fung¥o f proéximo de X, . Assinm, em cada fteraclio, o método minimiza
uma quadrdtica do tipo (2.3.12) e toma este ponto minimo de F, como a
melhor estimativa para o ponto mfnimo de f.

O método de Hewton tem a vantagenm de convergir, rapidamente,quando
estd proximo a soluglo, apregentando, em geral, 'convergéncia
superlinear ou quadrédtica QUando 8 funcio & de classe Cz. Por outro
lédo, 8 cada (teraclo, exige um esfdrgo computscional que o tornsa
invidvel para determinados problemas, como é o caso do P.E.A..

Para contornar esta desvantagem do método de Hewton, sem perder
sua excelente taxa de convergéncla, o algoritmo A1, no lugar de
calcular segundas derivadas da func¥o R, usa aproxima¢fes como dadas

pela relagdo (2.3.8). Note que esta relac¥o aproxima o limite

Lim [g(x,+ th) - g{x)i/h = G B -

o0 1

2) HNo paseo 2, resolvemos um problema quedrético aproximaco da

func¢¥o R, em torno do ponto X, -
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Ay O eccalar a € o tamenho do passo, ne dire¢o P %, € ume

sproximec¥o de direclo de Hewlon. r, é o recfduo, dire¢¥o de descida.

Pees € @& nove direc¥o conjugada, combinae¢o linear do gradiente no
pont.o ., € & direclo snterjor P, - A férmule wusada para bk , @
@qu!valgnte aquels para o caso guadrético b = - (gégw&)/dw come  pode

fhoilmente ser verificasdo.
4) No passo 3, temos a reinicializac¥o (restart) do ciclo de
gradientes conjugados, fazendo p = -g_ . Hote gque isto ¢ uma
Wit 4 &

perte importante do algoritmo, visto que assegura que um ciclo de

gradientes conjugados aproxima um passo do método de Hewton. Aldm do
mals, na plor das hipdteses, o algoritmo Al pode ser pensado como

pessos espagados do metddo "Steepest Descent”.

Com relag%o a convergéncla do algoritmo, podemos dizer que 3@
convergéncia global ¢é garantida pelo fato de A1, em situacfo mals
desfavorével, ser conslderado um método Steepest Deescent.

Com objetivo de garantir que a sequénecia funcional (R, }, seje
sempf@ decrescente e também acelerar o processo de convergéncia do
algoritmo, no fim de cada ciclo gradientes conjugados, um par@metro
4, ¢ selecionade como sendo o malor & pertencente ao intervalo,

¥

O<«L L1, para o qual a desigualdade
R(x, +1£z“§‘) - R(xi) $W1&.9£2“ , O <w\g1/2

se vertifica.

ApSs a obten¢3o de <.+ © novo ponto %" ¢ dado por

i W Tl
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x‘, ne ceso, serd & solugko se o critério de parada for gelisfeito ou

serd o novo ponto iniclel pers maie unme fterac¥o do slgoritmo.
2.3.2.b -~ Algoritno A2

Algumas modificacBes podem ser feitas no algoritme A1, permitindo
a elaboracfo de outros efettvos algoritmos de dire¢Bes conjugadas.
RHo luger de aproxtimar Giai, vamnos fazer
X, =X otz (3.2.13)
e substituir a fdrmula (3.2.8) por

5, = tg(xk¢ hkgc) = g{x_311/h, (3.2.14)

Temos . essim, uma aproximaclo de Q{a;. 0 nove ciclo de gradientes

conjugados € modificado para:

s = [gi(x + h‘& > - g(x ¥1/h h, = h/l%a_il (3.2.15)

a =c¢/d, , c = Rﬁﬁ » d, = &‘sk (3.2.16)

Xevg — Kt a P N, mgu+1 (3.2.17)
Quando k/n é um inteiro, fazemos Qwi =r ., Se n¥o

 h = r;ﬂ + bk]i . bu= - (st'r;ﬂ)/du. (3.2.18>
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Entretento, ® menos que & funglo objetivo Beja gquadrétice, © ponto

Kyp COMO oM (3.2.17) n¥%o necessériemente minimiza a funcho ns directo

xE x4+ ip . Rovamenle podificemos o slgoritmo, de modo que pelecio-
L3
namos L = &, com t mintmizendo & funclo de uma vartdvel
£, (L) = Rix + ta‘). (3.2.19)

Assim, & obten¢lio do temanho do passo 8, =serd felta resolvendo um
problema de minimizac¥o de uma verdvel, conhecido como busca uni -

dimenslonsal.

*
Se ¢ = a minimiza a fung¥o f, através de (3.2.19), a derivada de

L4
f no ponto t = a  sera

df, /dt = g(x,  + ap 'R
=9, B (3.2.200
que € fgual a zero, dado que a, minimiza f_ - Assim sendo, T T 9., &
ortogonal a direg¥o B e
K44 I;wa = (k-u, ue: ) rk+.£
2
= ¥i$4ill, (3.2.21)

2
De (3.2.16) e (3.2.21) concluimos que c.=llr, 11l para todo k.

Redef inindo o vetor s_ por

.= [gix + ap ) - glx)i/a, (3.2.22)
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temos de (3.2.17) que

8= (r. - r /8 ‘ (2.2.23)

j« 8
#
as]
o

Como no algoritmoa A1, obtemos a, = ¢ /d,

Uma nova express¥o para b, pode ser obtida pois:

= {(Q - Q‘}/c ir ;7

Ent 3o

2 2
b = [IIr{ ti - (Q'Q, }Jfliq'll. (2.2.24)

De posse das relaglBes (3.2.17) e (3.2.24) podemos enunciar o algo-

ritmo AZ.

Passo 1. - (Iniclalizac%0) Selecione o ponto ®, . Faga

79




r; mngi . pi xfl

Passgo 2. - (Ciclo Greadientes Conjugados) Para k = 1,2,...
*

1. - Encontre t = a_ que minimize £,y = Rix + t% )

2. - N + aPp » N, 7 9., (2.2.25)

3. =~ Se k/n é um inteiro, faga p = . Caso contrédrio,

LXFY w4
faca
2 2

4, - R, n,.t Qgg » b= Gle 41 - La 2/t 1t (2.2.26)

Passo 3. - (Pare ou Reiniciallize) Se no k~ésimo passo i#gJi LE '

£>. 0, pare. Se n¥%o, com X, = X 1volt,e RO passo 2.

k4
Comentédrios : 1) Ko passo 2.1, em cada cliclo de gradientes
uconJugados temos que resolver um problema de minimizagZo unidimensio-
nal. Para uma fun¢%o n¥o-linear qualguer, esta minimizag¥%o €& feita
através ~ de rotinas especlalizadas, por exemplo, interpolac8o cubica,
segdo #durea, busca de Fibonaccl etc.. No caso da fung3o R, € possivel
resoclver este problema de forma analftica, como veremos mals adiante.
2> Assim como para o algoritmo A1, o processo de reinicializaciio &
parte 1importante de A2, pelos mesmos motivos j& citedos. 3) No pasgo
3, temos a possibilidade do algoritmo atingir o ponto 6timo desejado,

antes de completar o ciclo de gradientes conjugados,
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SObre a converg@ncla global do algoritmo A2, ela & garant.ida pelo

fato que passoe "Steepest Descente” s¥o reallzados toda vez que k/n &

um inteiro [33].

2.3.3 Implenentac¥o dos Algoritmos Al e A2

Os algoritmos Al e A2 foram implementados num computador e expe-

riéncias com algumas matrizes testes foram realizadas. Alguns pontos

praticos importantes para um bom desempenho s¥o a segulr apontados.

2.3.3.a ~ Escolha do Pontc Inicial

De um modo geral, nos algorlitmos fterativos, como é o caszo de Al e
A2, a escclha do ponto (nicial, a menos de alguns casog particulares,
desempenha um regra muito importante. No caso particular da fungBo

quociente de Rayleigh, R, em que o numero de pontos criticos & igual a
ordem da matriz, torna-se necessadrio que a escolha do ponto x, seja
felta obedecendo determinados critérios. Para {sto sugerimos duas
formas distintas de escolher um bom ponto inictal.

A primeira consiste em extrair toda informac3o possfvel sbbre a
estrutura do problema a ser resolvido, seja éla de ordem f(slica,

econbmica, etc.(ver exemplo 3)

A segunda forma, baseada mals nos elementos da matriz do problena,
consiste no seguinte procedimento (quando o P.E.A. & de encontrar o
par ( J\Mt_“, xw.m) )

Use como ponto Inicial o ponto assoclado ao vetor da bage
canBnica, cuja componente diferente de zero ¢ aquela que tem o mesmo

fndice do menor elemento da diagonal da matriz do problema (exem. 4),
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Se extstir mals que um elemento na diagonal satisfazendo esta

condi¢¥o, a escolha serd pelo ponto que fornece a malor norma do

gradiente,
2.3.3.b - Ugo da Honogeneldade da Fun¢®o R,

Fazendo uso da propriedade de homogeneidade da fungo quociente de

Rayle!lgh, a cada clclo do algoritmo A1, o novo ponto  encontrado &
normalizado. No algoritmo A2, a normalizac¥o & realizads deniro do
ciclo de gradientes conjugados,

0 processo de normalizsgZo, consiste na divisio de todos osg

componentes do ponto (vetor) pelo componente de mator valor absoluto.
2.3.3.¢ ~ Escolha de b no Algoritmo A1

No algoritmo Al, o vetor s € calculado através de um quoctiente

de diferen¢as que aproxima Glﬁc' Téoricamente, quando h— 0, temos o
método de HNewton como limite do algoritmo Al. Ha pridtica, devido =

poss{vels erros de arredondamentos, n%o podemos permitir a h tender a

-4
zero. Sugerf{mos wusar o valor h = 10 , quando as operacfes forem

realizadas em dupla precisXo.
2.3.3.d ~ Busca Unidimensional em A2.

O problema de otimiza¢X%o untdimensional que aparece no algoritmo

A2, passo 2.a, em geral & resolvido por uma das muitas rotinas

especlalizadas para este tipo de problema. No caso do P.E.A., como

dispomos da express¥o analftica do gradiente, & perfeltanente razodvel
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tentar encontrar alguma forma de resolver o problema unidimenslional

analiticemente, Para isto, vamos usar a2 condi¢¥o g° p = 0.
Wis W

Sendo o gradlente de R no ponto w dado por

vglx) = 2.0Ax - RGOXI/(x'%Y x £ 0

e X =x .+ tp através de g;+ia_ = QO podemos determinar o wvalor

t = a que minimize a fung¥o f (L) = Rix  + ta ). Este valor de t ¢

uma das rafzes da equagdo do segundo grau

at + bt + ¢ = Q (2.2.272

onde os coeficlentes a,b e ¢ s¥o dados por

a = (p'Ap ) (x' p 1 - (x'Ap ) (p'p )
S * ke

b = (p' Y w'x Y - Ax! (
1:;13:}::< >«:M><k ® Axk) p“‘}?< 3

0
[

(anR.) (xkxk) - (xKAx#) (xkgk)

A rafz positiva de (2.2.27) é usada para determina¢3o do par

o, % ) e g rafz negativa para o par O ,x_ ).

TN Aal % » x wax

3.3.¢ - Reinictalizac¥o Prematura em AZ.

Experl@ncias numéricas realizadas com A2 mostraram que: quando a

malor rafz da equacdo do segundo grau (2.2.27) é negativa a direcg3o

p encontrada para buaca, é uma dire¢%o de subida e n¥o de descida
.
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como € o© depejo poara 0 ceso de minimizeg¢Bo. Ieto faz com gue &
#ogquéncie de valores funcionsie (R, ) deixe de ser mondtons decrescen-
te, papsando & oscilar. A correclo para este dififculdede fol felta
através do que denominamos reinictalizac¥o premstura, Tomamoes como
ponto  inlctial, para o novo ciclo de gradientes conjugsdeos, o ponto
gerado pelo algoritmo na Iterag¥o snterfor 8o célculo da rafz
negativa. A direg¥o de busca p serd o negativo do vetor gradiente
neste ponto. Esta implementacdo pode ser efetuvada alravés do teste dos

valores funcionais de R. .

2.2.4 Excvplos

Exerplo 3 (Ponto inicial)

1.7 -1. O
A =i-1, 2. -1
0. ~1. 2.

Através do exemplo 3, procuramos {lustrar a importincia de um bom
ponto iniclal. Este exemplo provém de um problema de mec8nica
vibratdria [36]1, Pela fisica do problema, sabemos que o autovetor
agsociado @ao autovalor minimo deve ter todas as componentes com o©

mesmo ginal. Escolhendo #ara ponto inicial, x = ($.,1.,1.)

1 r 8
primeira aproximac¥o para o autovalor minimo de A é lgual a 5\1:
-566667. Com duas fteragBes do algoritmo Al, obtivemos X, = .5 e

x;¢“= [-.833333, —-1., —.66665671., Para uma escolha arbitraria do ponto

inicial x, = 1., -1., -2.% con R(x* Y} = 31.616667 encontramnos © mesno

resultadc em trés lteragles.
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Exemplo 4 (Reiniclalizag®o Prematura)

10. 9. 8. 7. &,

a = 10 3. B 7

10 9. 8

simétrica 10, 9.

10.
0O exemplo 4 {lustra o fendmeno de reiniclalizac¥o prematura,
Aplicanda 0 algoritmo A2, com ponto infcial x, = (0,0,...,1) encontra-
nos .R(xl ) = 10.0. No passo 2 do algoritmo, os valores funclonals

decresceram até o valor .840934, quando subltamente passou a 13.312128
antes de completar o ciclo de gradientes conjugados. Em virtude disto,

assumimos como ponto infcial, para a proxima iterac3o de A2 o ponto
correspondente ao valor funclonal .840934. Apés 10 iteracBes

encontramos a solu¢lo

%m,(A) = 0.512254284

L

xwqu) = [-0.069862, 0.202875, -0.316027, ©.398190,

-0.441555, 0.441785, ~0.3986%7, 0.316527,

-0.203298, 0.700062 1.
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Capftulo 3

Problemesr do Otiwizac¥o com Restriclos

Matricliale Senidefinidas

2.1, Introdugto

Alguns problemas da vida real, guando modelados como problemas
de obimizag¥o, apresentam em suag formulagles algumas restriqgles do
tipo semidefinidas.

Estes problemas de natureza matricizal podem ser, formalmente,

representados por

min f(P)
s.a g{P) £ O (3.1.17
P >0
onde f: §u““* R, g: R T—=R"™ e P uma matriz real simétrica.
A classe de problemas definida por (3.1.1}), aparentemente

restritiva, engloba um nimero significativo de problemas de Qtim!zac%a
matricial. Uma dotica, para efeito de solug3o, sob a qual podemos
abordéd-los, @& quanto ao numero e a poslig¢3o dos elementos da matriz P
que podem variar. Por exemplo, sendo P uma matrtz gimétrica, o nudmero
médximo de elementos varidvels serd sempre ifgual a n(n+1)/2. Outro

grupo de problemas do tipo (3.1.1), de real interesse para nossos

propdsitos, & aquele em que somente o8 elementos localizados na

diagonal da matriz P g¥o vartavels, permanecendo os demais fixos.
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Problemas do tipo (3.1.1), com alguma estrutura especial, serfic o
tema principal deste caplftulo. Aqul, vamos analisar as restricies
matricials semfdefintdes, propor uma metodologfa baseada no método de
hiperplanos de cortes para resolver esses problemas, e aplicar esta
metodologla, através da eleboracfo de algoritmos numéricos, com
cbjetivo de resclver dois problemas extstentes na Ilteratura.

0 primefro aparece em estatfstica, e é denominado problema do

Teste Educaclonal [14]. O segundo tem sua origem no estudo da
establlidade de sistemas lineares econfmicos [28)] e sistemas de
controles descentralizados, atravds da soluc¥o da equac¥o matriclial de
Lyapunov [19].

Expressfies para os vetores que caracterizam o5 hiperplancs de
cortes, serdo fornecidas. Andlise de convergéncia e alguns exenplos
numericos comprovando o desempenho dos algoritmos propostos, também
serdo fornecidos.

Egpecificamente no caso do problema do Teste Educacional,

determinamos um coeficlente que mede o grau de confiabilidade de um
exame ou Leste, constituldo de vérios subtestes.

Para o caso de usistemas din3mfcos lineares invariantes no tempo,

contfnuo ou discreto, além de encontrar a solug¥o diagonal positiva da
equagdo de Lyapunov, se ela existir, um parametro que fornece uma

est.imativa do grau de estabilidade 6timo do sistema ¢ encontrado.

3.2. A Restric¥%o Hatricial Semidefinida

0 aparecimento de restric¢®es matricials somidefinidas em problemas

de otimizac%o conduz a um tratamento especial desses problemas, seja

pelo signiflicado atribufdo A8 restri¢Bes, seja pela dimens¥o que
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apresenta quando transformado em um problema na forma padr¥o.
Como deflintdo anterlormente, uma restric¢¥o matrictal como aquela

de (3.1.1) significa que para todo vetor n¥o-nulo ye€R , temos

v (g{P)y £ O.

Na hipdtese de g ser uma fun¢¥o linear em P, podemos sempre escre-

ver {3.1.13 na forma

min £{(P)
s.a Q@ £ 0 (3.2.1)
PO

L e ca

bt

onde, Q&R
Una fun¢¥o que estd intimamente relacionada ao fato da matriz 0§

ser semidefinida € a fung3o autovalor. Através do critédrio de autova-

lores, sendo Q uma matriz semidefinida negativa, todos os autovalores

de  serdo ndo-positivos, i1sto é,
Q) £ 0 i=1,2,...,n.

Supondo og autovalores da matriz Q ordenados segundo

A‘mc:u; >‘1. P2 ?\2 2’ e 2)‘\1'—")\%“;“

!

podemos escrever (3.2.1) da seguinte maneira:

min f{P)
8.3 A (Q) 0 (3.2.2)

P > 0.
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Como fo!l flustrado no exemplo 7 (cap.l), o conjunto das matrizes
slmélricas negativas semidefinldas é um cone convexo. Vamog mostrar
agera que este resultado pode ser obtido como consequéncia do

seguinte teorema.

Teorema 3.1 : B func¢¥o zutovalor méximo,j\“mx(Q), definida no

conjunto das matrizes reats stwdtricas ¢ uma funco convexa.

Prova : Através da defini¢do de norma espectral temos que
Va_ o |

HIRQ1Y = oyt 8 R . Sendo Q uma nmatriz simétrica, 11Qi1 = }Nﬂan(Q)‘

Segundo o exemplo 9 (cap.l), a func¥o norma 11QI1, & uma funcdo

convexa. Portanto, podemos conclulr que a func¥o autovalor miximo de

uma matriz simétrica & convexa.

Usando o teo.3.1, podemos facilmente provar que a func¢io autvalor
minimw,%hd“(Q), de uma matriz real simétrica é cdncava.

Esses resultados s%o muito significativos para solucfo de proble-

mas do tipo (3.2.1) ou (3.2.2), pois, no caso da funcio objetivo ser
uma fun¢do convexa teremos entlo um problema de otimizaclo convexa.

. Este é o caso dos problemas aqu!{ abordados.

3.3. Hétodo dos Hiperplanos de Corte

A abordagem feita aos problemas de otimlizac¥o convexa através do

método de hiperplanos de corte, consiste fundamentalmente em resolver
uma sequéncia de problemas, mals simples, que s3Fo aproximagles do

problema ortiginal.

A ldéla de hiperplano de corte aparece em virtude de que, a medida

que o método vai se desenvolvendo, pontos solucBes Stimas dos proble-
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mag aproximados vHEo sendo separados do conjunto de factibilidade do
problema ortginal através de hiperplanog adequademente escolhidos.
Esta estratégla permite obler a solu¢¥o de problemas de otimizaclo
convexa -~ solu¢Bo unlica - mesmo que o conjunto de factfbi!idadg
apresente algumas diftculdades n¥o trativels por outrog mdtodos,.

Rigorosamente relaclionada & eficiéncia dos algoritmos que usanm
esta metodologia, para resolver problemas de obtimizacio, estd a
escolha do Thiperplano que efetua os corte. Isto &, desta escolha
depende o processo de convergéncla do algoritmo, assim como zeu malor
ou menor grau de complexibllidade para implementag¥o.

Restritos =zos problemas de otimizagdo com restrigfes matriclats
semidefinidas do tipo (3.2.2), vamos apresentar uma manelra de

escolher os hiperplanos de cortes.

3.3.1 Vetor Que Caracteriza o Corte

Para o caso de problemas do tipo (3.2.2), uma das manelras pela
qual podemos caracterlzar os hiperplanos de cortes depende de um vetor

parametrizado <¢(.). Em virtude da natureza matrictal do conjunto de

factibilidade, a parametrizacdo gserd feita através dos elementos de um
conjunto de vetores unitarlos do R . Para tsto, vamos definir o

conjunto
Y = (y&R : Hiyll = 1)

A determinaglo de uma expressdo para o vetor c(.} depende da

forma como se apresenta a func3o g(P) em (3.1.1). Nas referéncias [19]

e [45), uma expressfo defintndo este vetor é¢ forneclida, =sem malores
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comentérfos. Aqul, como trateomos de diferentes problemss, para obter
as  expressfes de defini¢¥%o de c(.) 2lém de mostrar como elas surgem,
propomog uma regra muito simples que evita seu cilculo diretlo.

Intctalmente, vamos supor que a matriz Q no problema (3.2.1) pode

ser colocada na forma Q = L(P) onde P & uma matriz diagaenal,

Pmdlag(xi,xz yereas® Y @ Louma funglo linsar de P.

Através do conhecimento explicito da expressfo que define L(P),

odemos calcular o vetor cly)., Por exemplo em (437, para
P

L{P) = A'P + PA

onde A & uma malrlz real constante de ordem n, cly) foi definido como

cly) = 2 diagly, Ay i=1,2,...,n

com y €Y,
Para chegar a esta expressio de cl(y), podemos fazer uszo da fungio

antovalor mdximo, ou seja

L{(P) = A'P + PA £ O

que pode ser substituilda por

M (AP + PAY £ O

onde

A (A'P + PA) max y'(A'P + PM)y

haat-Yry Y e

it

= max hix,y)
ey
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com P o= diag(xi,xg,....x“} e x = [xl,x a1

2 v w,

Celculendo a2 derjvede dao funcko h em releco B x, obtemos )
ERprosrto que defline o vetor cly).

A regra gue propomos para determinar a expressio do  velor ciyl,
evita o célculo explitcito de derivedas. hiravés de um ginples  arrenjo
na  exprosedo  que define a func?o h, & posefvel delerminer o welor
clyl). A rogra ¢ a peguinte;

Tomamos & funco

hiP,y) = y'L(P)y (3.3.1)

e lgolanos a matriz P em cada termo do gegundo membro de (2.2.1). Iszto
¢ posefvel porgue estamos supondo que L(P) & linear em P. Desse modo,
a derivaeda de h em relacfc a P ou x sers obtida, derivando czda termo
no lado direfto de (3.3.1), A deriveda de cada um destes termos sersd o
produlc de uma matriz diagonal, cujos elementos gfo as conponentes do
vetor a direita da matriz P, por um vetor Cujas componentes s%o as
mesmas do vetor a esquerda da metriz P,

FPara {lustrar o uso desta regra, vamos tomar

L{P} = AP + pa,

A func¥o h serd definida por:

h(P,y) = y'(A'P + PA)y

arranjende or ternos do segundo membro, de modo que a meiriz P figue

ispleds, temos
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h(P,y) = (Ay) ' (P)y + y' (P)hy.

Com isso, & expressdo do vetor cly) geré

cly) = ditegly, Ay + dtagl(hy) }y.

Como ¢ simples verificar, os dois termos no segundo menbro s¥%o fguals.

Logo, <¢(y) serd dado por

cly) = 2 diag{yiihy {=1,2,...,n.

Dutro exemplo serla para o caso da fun¢¥o L ser definida por

com‘A e B matrizes reals fixas de ordem n.

A func3o h sers

H

hiP,y) y' (AP - Bly

(A'y) ' (P)y - y'By

e o vetor c(y) serd dado por

cly) = diag{yL)A‘y i=1,2,...,n.

Note que o segundo termo do segundo membro ¢ uma constante em

a matriz P.

33

relacgdo




3.4, Problems do Terte Lducecionsl

Unm exenplo de prob!@més de otimizac¢%o com reptricio matriciael, pe
encontra em pslcometria (Estetfsticad, O problema, na eus forma
original, chamado problema do Teste Educacional i147, procura

responder a seguinte questfo:

Suponha N estudantes submetidos s um exame ou teste, composto de n
subtestes. Através dos resultadop obiidos pelos  estudantes, como

eslimer o grau de confiabilidade dessges resultados?

Para determinar um coeficiente,jg » que estima o greu de confia-
bilidede, precissmos resolver um problema do tipo (3.2.2), em que a
funcdo objetivo ¢é definida como o negativo do traco de uma mabiriz
diagonal, f(P) = -tr(P), e as restricles definides como -0 = A - P2 O,
4 2 0 sendo P = diaglix, ,x

-.:%_ Y. Portanto, para determinar uma

2 *°* "

estimativa do coeficlente 2 , precissmos resolver o seguinte

problemas

min f{P} = -tr(pP)
s.a A - P 20 (3.4.13
P >0

No «c¢aso deste problema, 2 matriz constante A & simétrica e

positiva definida, A>0, e seus elementos, R

tabela de dados de ordem HKxn, onde N & o nimero de estudentes subnme-

sd0o obtidos de uma

tidos a0 exame e n o numero de subtestes que constituem o exeme [147.

84



Representando esta tabela pela matriz B(Hxn), oe elementos a

serdo dados por

a, = (I/qui)}}{,(bu - bjy(p, - b)) (3.4
sondo %j = (1/N)§; Rﬁ @ b.. o recultado obtido pelo estudante | no

i
cubteste .

¥

Um limite inferlor para o coeficionle do confiabl![dad@,/o ,  dog
resulteados, ¢ obtlido stravde de

2
Vi B SR E N2} (3.4.3)

onde d & um cacalar obtido somando todoa og clencntos da matriz A,
Indepondonta do 20 orilginar de uma aplicacio na Aros do
Fatatfstica, do ponto de viatsa matemdtico, podemon penoar om (3,4.1)

come doecorronte da gegulnto quosto;

Seja A uma mairiz real simétrica e positiva defintda. Quanto pode
ser subtrafdo de sua diagonal e ainda resultar uma matriz positiva
semidefinida?

Sendo P uma matriz diagonal, P = diag{xl,xz,...,x 3, a2 funcg¢do

Y
objetivo de (3.4.1), fF(P)Y = -wr(P), pode ser escrita como
FEx) = = 37 %,
vEL

umad  fun¢do linear das varidvels X: » 1=1,2,...,n, A8 restric¢®es, no

cago, serdo A - d!ag(xk) > 0 e .20 t=1,2,...,n.
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Desse modo, o problema (3.4.1) pode ser escrito como;

W
min {{x) = - Ew ®
L
s.a A - diagix.) 2 0 (3.4.4)
M;:}O iwf,??; s

LElgune reguilados m@téva%s, releclionados 8 (3.4.1) ou (3.4.4)
podem ser deduzidos de imedisto. Sendo £ ums func¥o linear nas
varldvels ». , & uma func¥o convexa. RAseim, (3.4.4) & um problema
convero, além de que, BENLO A ums malriz positiva def inida,
necesgarianente a;; - x;b 0, 131,2,...,n. Portento, o conjunto de
restri¢es de (3.4.4) & um conjunto compacto. Com isto, podenos
concluir gque (3.4.4) tem sempre uma Unics solu¢®o. Hote tarbém que,
gsendo £ uma fuﬁq%o linear, a sgolucHo dlinma de (2.4.4) ge localiza
sobre o contbrno do conjgunto de solucBes factiveisn.

Como Jjé& dissemos anteriormente, a metcodologia proposta para
resolver (3.4.1) ou (3.4.4), faz uso do método de hiperplancs de
cortes. Assim, antes de enunciar o algoritmo, vamos determinar a
expressfo do vetor cly) que caracteriza o hiperplanoc de corte para

(3.4.4) e demonsirar algumas de suas propriedades.
3.4.1 Exprecric do Vetor cly) e guees Propriededes
Sendo L(P) = A - P, a fun¢®o h (sec¢.3.3.1) sersd definida por:

hi(P,y} = y'(A ~ P)y

i

y'Ay - y'{(P)y.




Aplicendo & regra estebelecida snteriormente 208 dois

vegundo membro da fgusldede, oblemos a erpresp¥o peres o vetor

cly) = -~ diag{yi)y f=1,2,....n {

£5)
T
o
St

Duas propridades do vetlor ¢l{y), de interesce

FEO;
W
Pi - Para Lodo x,v€R
clyl)'=x = - y Py, (3.4.6)

Prova : Trivial,
Esta propriedede gera vtil na demonstrac¢¥o da propridade

segulr, e no teorema de convergéncia do algoritno.

P2 - Para todo x€R e Y €Y

cly)'x + y'Ay > O. (3.4.72
Prova : De P1, temos que
cly)'x = - y'Py

para todo x,y € R. Logo (3.4.6) se verifica para todo ve Y. &

do y'Ay @os dois membros desta fguaidade, temos

cl{y)'x + y'Ry

i

“y'Py + y'hy
= y'(& - P)y

2 0

Ltermos

do

Adifcionan-




© que prova P2
F.4.2. Algoritmo

Uttlfzendo o wvetor cly) e suas propriededes podemos  eonunciar o

segulinte slgoritmo;

3
Pagso 1 - Faga k=n e o vetor Yy €Y J=1,2,...,k fgusl a8 J-<eims

coluna da matriz identicdade 1,

Passo 2 - Resolver o gégulnte prob. de Programacfo Linear (P.L.):

"
min fi{x)y = - 2 X:
L=d
- -4 . .
s.a cly’)'x o+ ylay' 0 g=1,2,....k (3.4.8)
*; % 0 1=1,2,....n

Seja x*, solucdo Stima do P.L.

*
Passo 3 - Para x = x , determine a matriz (A - P) & seu aviovalor

minimo, A (A - P>,

nin

Passo 4 - Seﬁxwh\(A - P 20, P = diag(xi,x’a,.,.,x“] ¢ a solucio

6tima do problema, pare. Se n¥%o, ir para © passo 5,

Passo 5 - Determine o autovetor v € Y associado ao autovalor

AhafA - P). Faca k <= k+1, y* = v e retorne ac passo 2.
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Comentiértos : 1) Intcialmente, geramos um politépo que contédm o
conjunto de factibtlidade do problema a ser resclvido,

2) Ko passo 2, a ceda lterag¥o, precissmop resolver un problema de
Programag¥o Linear (P.L.). Vamos nos deter um p@ucm'sobre as  peculla~
ridades desses P.L.'s, Para {sso, vamos -onglderar uma tteracde k do
sigoritmo. Imediatamente, verificamos que o conjunto de factibilidade
do P.L. gerado na {terag¥o (k+1), ecstd contido naquele da (teracio Ik,

Isto decorre do corte efetuzda no politdpo da (fterz¢lo k, pelo

a4

hiperplano

Ktd

3}
ey + Y May it = o (3.4.9)

separando 2 solugdo dtima % do conjunto de factibilidede do problema
original,

Com relagZo ao politdpo gerado na lteracio {(k+1), ele & formado
pela Intersegideo do politdpo da lterac¥o k com o seml-espago n¥o-nega-
tivo gerado por (3.4.9).

Leve também ser destacado o fato de que o P.L. da iteracio Kk
difere do P.L. da iterac3o (k+1), somente de uma restric¥o. Esta
particularidade do método de hiperplanos de corte, & muito util para
efelto de implementagdo do algoritmo num computador digltal.

Tudo que fol comentado até agora sobre os P.L.'s s3c caracterf{sti-
cas gerals do meétodo de hiperplanos de cortes. No caso restrito &
solug3o do problema (3.4.1), acrescentamos uma caracterf{stica notive)
dos subproblemas lineares (3.4.8). Quando aplicamos o método Simplex,
para resolver os P.L.'s, n3c se faz necessario o uso da Fase 1, isto
&, temos sempre dlsponfvel uma solucXo bésica inictal. Além dis=so, na

passagem de uma {terac¥o para outra, podemos usar como =soluc¥o béasica

Iniclal a solug®o Stima da (teraclo anterior. lsto permite uma grande

economia de tempo e espago em memdria de computadores.
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Uma questdo que resta é quanto ac ndmero de restrigles com as
quals devemos Lrabalhar em cada (tera¢do. Dado que este numero cresce
com o ndmero de fteracles, varias tentativas para resolver cssa
quest¥o foram feitas no sentide de trzbalhar com 0 menor nimero posaf-~
vel de restricBes, Estratéglas heurfsticas s¥o propostag por vérios
aut&r@sw masg nenhuma garante convergéncla. NHeste trazbalho usamos o
mét.odo de hiperplanog de cortes padr¥o como zparece em [231.

3) Nog passcs 3 e 5, temos o cdlculo de um elemento especi{fico do
zutoglistema da matriz clmétrica (A-P), no caso auvtovalor mintmo e
autovetor assoclado. Esta quest@o fo! abordada, com profundidade, no
capftulo 2 deste trebalho,

4) No passo 4, temos o critério de otimalidade do algoritmo. Ho
exemplo 2, Fig.3.2, tra¢amos o grifico: dos autovalores versus
iteragdo, mostrando o comportamento tipico da sequéncia de autovalores
minimos gerada pelo algoritmo.

5) HNo passo 5, usamos o autovetor associado a 9\mL“(A—P) CoOmo

parametro no veltor c(.).

3.4.3 Exemplos

Para tesgtar a realizabilidade do algoritmo, ele fot implementado
num computador dligital usando a linguagem Fortran. Alguns exemplos
numéricos foram resgolvidos, tendo sido comprovado que o algoritmo tem

um bom desempenho para os propésitos que ele fo! projetado.

Exenplo 1 -~ (Geometria do Método) Com este exemplo, procuramos

mostrar através da f1g.3.1, as nogles geomdtricas do nmétodo dos

hiperplanoa de corte aplicado ao problema (3.4.1). Suponhamos que a
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matriz A seja deda por:

5 3
A =
3 4
Eolug¥o:
Tteracldo 1.,
<= (5.0, 4.0
MNim (B-P) = -3,0

cly) = [0.5, 0.5]3"°

Iteracio 2.
w = (3.0, 0,0}
M (B-P) = ~ 0.162278

cly) = 10.658114, 0.341886])°

Iterag%o 3.

(2.753420, 0.0}

-3
il

Mo (B-P) = -0.0021893

c{y) = [0.640252, 0.3587481°
Iteracio 4.
x = {(2.750000, 0.0)

Avin (B-P) = 0.0

A matriz solugBo € P = dieg{2.75, 0.0). O coefliciente de confiabilida-

de tem como limite inferimr/a = 0,904.
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Exemplo 2. (Comportamento de %huéAwP)). Neste exemplo procuramos,
através da fig 3.2, mostrar que a sequéncia de autovalores mfnimos &

monectonica crescente. Suponha'que a matriz A & dada por:
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Solucdo

ITER X X (P
Yren
i (3.50000, &, 00000, 8.00000) - 3.35889
by (3,50000, £ .00000, £.535768) - £.00000
3 {3, 50000, 2.00000, 3.78923) - 1.584925
4 (1.51962, 3.98038, 3.7B936) - Q.14003
) (1.58560, 3.91440, 3.,.47985) - 3, 58014
& €1.4%90886, 4.00114, 3.50579) - 0Q.00274
7 (1.50031, 3.949869, 3.50029) - 0.00030
tab.3.1
min
ol 1 2z 3 4 5 & 7 e 10
" iter
..\.i_
..-2__
-%
-4-‘
fig.3.2
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Exemplo 3. (llustra¢%o do problema (3.4.4)) Pare o cwso de  ume
matriz L positive defintda, quanto podemos sublreir de sua disgonsl e
ainda reter uma matriz posiliva semidefinida 7

Suponha que A seje dada por:

Solucio:
P = diagl0.35776 , 0.30805 , 0.0000 , 0.00000 , 0.50042

0.00000 , 0.30012 , 0.0000 , 0.50000 , 0.00000)

3.4.4 - Convergéncla

A convergéncia global do algoritmo serd estabelecida pelo segulnte

teorema.

Teorema 3.2 - Seja (xu)3 uma sequéncia de pontos do R , gerada

pelo algoritmo. Ent¥o, se A ¢ uma matriz positiva definids, qualquer
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pento limite desta sequéncla € uma solu¢Zo do seguinte problema

max F(x) (3.4.102
we § .
onde F & defintda por F(x) = ~fi{x) do problema (3.4.4) e

S = {xER : cly)'x 2 ~y'Ay vy eY).

Prova: Note que, pela propriedade P2 do vetor cly), o problenma
(3.4.10) € equlivalente ao problema (3.4.1). Vamos supor que ¥ seja um
pento  limite da sequéncia (<) (ou qualquer subsequéncia de (x'"' 1y,
Assim, podemos obter a maetrlz (A-P), com P = dtaglx, ,x, ,...,%x, .

Vamog agora definir, o conjunto de restric¢Bes |ineares
S, =(xeR : cly'd)'x » -ytiAyt, 1= 1,2,..., W) (3.4.11)

e Lomar o problema de

max F{x) (3.4.122
X€ Sy,

Por construcdo, temos

5, DS, D ...0s8 (3.4.13)
e

FP3F. % ... F . (3.4.14)
Além disso, a dltima restri¢¥o gerada pelo algoritmo para i = k, ¢
dada por

cly™ ) x> ~y*rAy" (3.4.15)
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Pela propriedade P1 do veltor c(y), temop

cely* )xM = o oy P y" C(3.4.16)

De (3.4.15) o (3.4.16) obtemom

¥

cly™dix ~ x*) 3 y© (P - By~

2R L P = B (2.4.17)

Naturalmente, (3.4.17) deve ser sastisfeita para qualquer fnteracio

subsequente j > k, implicando que

ALB PO >yt (k" - x

WL . 24

R R LT SV N I PV N S (3.4.18)

Desde que llc(y)I) ¢ limftado para todo Y€Y, © lado direito de
(3.4.18) irs para zero quando J e k tenden ao infintto. 0O 1lado
esquerdo tende paraﬁmdéA - P), Axshnkwmjﬁ—P) 20 e x é factfve] para
(3.4.10), fsto 6 x¢ S,

Se F' & o valor Stimo de (3.4.10) o pera cades kK temos ﬁjz Fix* 3,
ent¥o, através dq (3.4.14) e devido a continuidade da fungio F

Fix) 3 F'

Portanto, x & uma soluclo Gtima, o que conclul a prova do teorema.
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.9, Bolucto Disgonel Positive de Equecto de Lyepunov

Ho estudo de condicbes de estebllidade em Economia (281, no
estudo de woslobtlidede de mistemas interconectedos [59] e elogumas
classes de ristemss nio-)inesres (183, ume quesllo que frequentenente
eperece, & aquela de Investliger sobre a exicténeta de uma golug¥o
difagonal positiva, P = diag{xi »Ha vere® ), da equaclo matricis) de

Lyapunov, seja pera o caso discreto

E'PE - P+ Q=0 » Q7=0> 0, (3.5.1)

seja pera o caso contfnuo

B'P + PA + (

i

o ., Q= 0, (3.5.27

Nas referénclas [28] e [19], essa quest®o ¢ modelada como um
problema de otimizac¥o do tipo (3.1.1), onde a restric¥o matricial

semideflinida é dada por
L(P) = 8°'P + PA.

Aqui, usaremos o mesmo procedimento aplicado ao problema do Teste
Educecional para resclver este problema. Aiém.di$so, determinamos uma
estimativa do grau de ostabilidade Stimo do sistema dinSmico,

Do ponto de vista formal, temos dois problemas para resolver. Un,
relative a equac¥o (3.5,1), para slslenas dingémicos discretosn e o
cutro referente s equacdo (3.5.2), associada 808 gietemas dinSmicos

contfnuos. Como os resultados para ambos s%¥o muito semelhantes,
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deduniremos aqueles referontes sos sletemss dininicor discretor e,

simplesmente citeremvs 0 Bous correspondentes pars © c¢epo contfinuo.
3.5.1 -~ Expressto do Vetor ¢(y) o puss Propriededes

Antes de obler uma express%o para o vetor cly), vamos definir o
conjgunto das malrizes que admitem uma solucio disgonal positiva da

equacio de Lyapunov.

Def.3.1 - Seja A uma nstriz real nxn, xe.ﬁhe Pwd!ag(xifxg,.ﬁ.,xm}

com %, 1=1,2,...,n componentes do vetor x. Definimos o conjunto

D= (AER exisle P, sol. da eq. A'PA - P + (J = 0, Q'= g > 03,

Una definic¥o andloga, existe para eq. A'P + PR + Q = 0, Q'= 0 >0.

A express¥o de definic¥o do vetor cly) para o caso de
L(P) = AR'PAL ~ P

& faclilmente obtide fazendo

H]

h(P,y) = y'(A'PA - P)y

(Ay) ' (P)Ay -~ y'(P)y

Aplicando a regra da se8¢.3.1, temos

cly) = diagf(Ay)l}Ay - diag{yi3y i=1,2,....n, (3.5.3)
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Para o carno contfnuo, L(Q) = A'P + PA, cly) ¢ dado por:

cly) = 2 diag(yijhy 1=1,2,...,n (3.5.43

Fete dltimo resultado fof obtido anterformente, quando  da
aprogontagio da rogra para o cdlceulo do votor (.},

Com base em (3.5.3) ou (3.5.4) podemos demonobtrar duan proprieda-

dea do vetor c(y).,

P32 ~ Para todo x,ye;?“

cly)'x = y'(A'PA - Py, (3.5.5)

Prova : Trivial.

Pa.a -~ Para todo X.YEZR“

cly)'x = y'(A'P + PA)y, (3.5.5a)

P4 - Existo uma matriz P, com Q = “(A'PA - P) > 0, 50 o gomontoe so

exintip xe:R“'Factfvcl;'ccm c{y)'x £ -1, paratodo vy€Y. -

Prova :=>) Por hipdtese, oxtste uma matri=z P, com Q>O. Azsim, para
todo yeY temos y'(-Q)y < 0. Pela propriecdade P3, y' (-y = cly)'x < 0O,
Portanto, existe um ﬁgzﬁrtai que cl{y)'x < ~-£,€> O, Fazondo x = (x, /&),
temos que cly)'x £ -1, © quec prova a condiclo =>).

<= 3} Por hipdtoso, oxisto xeR, com cly)'x £ -1, para todo

Yy € Y. Conscquentemente oxiste x tal que cly)'x < 0. Pela propriedadc

P3, <ly)'x = y'(-Q)y < 0 para todo y ndo-nuleo portonconto ao R“a, om

particular para todo ye¢ Y. Sondo ~Q = KA'PA - P com A uma malrixz finn,
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8 extstléhelie de P ¢ prontemente verificeds o que conclul 8 provs,

P4.a - Extste uma matriz P, con Q= ~(A'P + PA) > 0, e © comente

Fe oxiste %€ R com cly)'nw £ -1, pera todo vey,
3.5.2 - Grasu de Estebiliduode

Utilizendo a8 propriedades P3 (P3.a) e P4 (P4.a) do vetor cly) e
definindo um critério para encontrar P diagonsl, se exigte uma,
solug¥o da equag¥o de Lyapunov, chegaremos a um problema de otimfzac3o
do tipo

min f{x) (3.5.6)

rE G
com £f: R ~+ R e

5 % {X€R : cly)'x £ ~1 para todo y €Y1},

Uma funglo critério pode ser determinada abravés da tentativa de
se obter o grau de establlidade do pistema.

Seja o slstema linear invarlante no tempo, autbnomo
wit+1} = Aw(t) t = 0,1,2,..,. (3.5.7)

assintoticamente estdvel. Tomando V(w(t)) = wi{t) 'Puit), w € R" & P

diagonal, como uma func3o de Lyeapunov para (3.5.7), tenos

f

Viw(t+1)) wit+1) "Puwi{t+1)

wiL) 'A'P Auw(t) t

1l
[i]

0,1,2,... (3.5.8)
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Subtraindo (3.5.7) de (3.5.8) temos

o

VIiw{t+1)) - V(wit)) WL 'L PRW(L)Y - w(t)'Pu(tf

il

WL ' (B'PA - Plw(t) L= 0,1,2,... (3.5%.9

Se P = d!ag{xi.xz,...,x\} esld restrita a ser calculads tol gue x € &

comO em (3.5.6), entdo

VO (t+12) - V(w(t)) = Ew(t)'(E'PA”P)W(&)3V(w(t))/{w(t)'Fw(t)J

$ - /P, VIw(t)) (3.5.10)

sendo P uma matriz diagonal

N (P} = max {(x;)

RO, 2

1
8
3
Lanl
N
N

W
x

]
ra

»

-, (3.5.11)

Hossa meta sers minimizarﬁxmm(P) sobre o conjunte §. Portanto,
1

através de (3.5,11), isto & equivalente a

min {z Zz > X, 1=1,2,...,nl. (3.5.122
w®ES,X
Regolvendo o problema de otimizacgHo (3.5.12), oblemos

P = diaglx, ,x,...,x ) soluc¥o da equagdo de Lyapunov (3.5.1).
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Parag oestimar o© grau de establlidade &ULino do pistema (3.5.7), pejuo

2z’ o valor étimo da func¥o objetivo em (3,.5,12), De (3.5,10) temos

V0w(t+1)) - V(L)) & - (1./2"°) Vviw))

logo

VOwli+1)) & (1. = (1./72")) ViwiLyy,
Eeseim,

VEa (L)) € (1 - (1,72 sy V(w(0)), (2.5.,13)
Hag,

2 2
Mo (PY eyl & Vwi)) e V(w{0? <'kw£f) Fiw (0311 (3.5.14)

LYY

Logo de (3.5.13) e das relacBes (3.5.14) tenos

2 4 F
Piw(bd il £ (n (P)/QNW(P}) (1. =~ €1./72"2) 11w(O) 1Y
Thwe 5%

ou

£} u
Hwit)Il £ d (%wgf)/ﬁyaf)},ifw(O)li .V (1 - (1./2") )i Lt = 0,1,...

Concluimos assim, que a melhor estinstiva pera o grau de estabili-

dade do sistema (3.5.7) sers;

2 zv 1. - 1.72"», (3.5.15>
Para o caso de um sistema linear contfnuo no tempo, sutbnomo

x(L) = Ax(i) t >0 (3.5.16)
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assintotlcamente estével, a funcdo de Lyaspunov terd a mesna forma
daguela para o caso discreto (ver ex.10 - cap 17. Os passos peora
determinag®o do grau de estabilidade étima y § ., ser¥%o o8 mesmnoz. Sua

exprecedo serd duda por:
¢ =1./2.z
3.5.3 - Algoritno

Pagsso 1 : Faga Kk = n e o8 vetoresg yd & Y, J = 1,2,...,k, ifguais a

J-eslma coluna da matriz identidade.

Passo 2 : Resclver o seguinte P.L.
min  z
2, a c(yj)‘x L -1 J=1.2,...,k (3.5.18>
Z 2 X t = 1,2, N

[

Se o conjunto de factibilidade & vazio, entio A%&D. pare.5%e ndco, seja

x* a solugdo Stima do P.L., Ir para o proximo passo.

Passo 3 : Para = = x*, determine a matriz @ = -(A'PA -P) ou

= =~(A'P + PA), de acordo com o caso, e seu autovalor minimo,

Q
Awin(g) .

Passo 4 S@fh“ww(Q) 2 1 ent3%3o AED. Calcule a estimativa Stima do

grau de establltdade do slstema,/o (caso discreto) ou , g v

(caso contfnuo), pare. Se n3¥o, v4 para o passo 5.

113



Fapro 5 ¢ Pera veyY, com v sulovelor sercociadoe 8 . (L, foca
hsl

1Y

k e ktl, v = y° e volte 80 passo 2.

Comentfrios,. Este slgoritmo difere levenmente daqﬁ@le propocto para
recolver o problema do Teste Educacional. Vemos tecer azlgune comen-
térios sobre eesas pequenas diferencgas.

Ho passo 2, o problema de Progremac®o Linesr (3.5.18), re sprecen-
ta numa forma mutto adequada para ser resolvide por uma robtina
dual-simplex (453,

Aitnda no passo 2, temos a verificag¥o quanto a exiegtlénela ou n¥Bo
da solugdo disgonal da equag¥o de Lyapunov, o que n3o era precigo no
caso do problema do Teste Educacional, como foi mosirado. Essa
verificago & levada a2 efetto através da golugto do P.L.. Ho casc do
conjunto de factibilidade deste problema ser vazio, o algoritmo péra e

a conclusZo € que o sistema dinémico n3o é diagonalmente egtivel.

Ho critério de parada, passo 4, a mudanga para LRI > 1, é unmna

consequéncla de que para todo ye€Y, temos y'Qy 2 1. Portanto, @ 3 1.

3.5.4 Exenplos
Exenplo 4. Para o sistema discreto

.77 0.0

»(tL+1) = »x{L)

577 577

a matriz sol. diagonal da equa¢®o de Lyapunov , fol encontrada apds 6

tteractes:
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P = diegl4,287 £.309)

D greu de estebilidede éLimo estimado €: 2 = 876
A figura 3.3 mostra o comportamento de z e & . (D) en funcgio das

Iteraclon,

tf;
lmm
1.04 mﬁ#wmm@;mm“’@
'o'
&
o ry
o rd
/
& o
{
7- /
i
!
P i
!
£
LB L4
4 A
.5
X— curva ifer x z
2
® — curvo iter x Amin
A
Y ¥ u T "y ¥ T =
1 2 3 4 s ] T ftar
fig 3.3
Exemplo 5, Para o caso do sistema contfnuo

x{t) = Ax(t)

onde a matriz A & dada por:
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1.4 1.0 1.0 2.0 0.0 0.0
1.0 1.8 1.0 0.0 1.0 0.0
A= (-1311.0 1.0 2.0 0.0 0.0 2.0
0.0 0.0 1.0 6.0 0.0 0.0

1.0 0.0 0.0 0.0 9.0 0.0

0.0 1.0 0.0 0.0 0,0 12,

a matriz sol. dlagonal da equacio de Lyapunov fot obtida apds 13

ftteracbBes:

P = diag {(1.17 1.17 1.17 1.17 .669 1.17 )

0 grau de establlidade Stimo estimado &: ¢

Hil

427

Exemplo 6. Para o gisloma continue, com a mabtriz do exenplo
anterior tendo seus trés primeiros elementos da diagonal principal

alterados para

a, = -1.04 a,, = -1.08 I -1.10

apds 17 iteracgBes, verificou-se que o sistema n¥c admite solucgHo

diagonal da equac¥o de Lyapunov.
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Cepftulo 4

Robustez de Sivtomze Dinfricog

Lineareos Contfnuos no Tompo

4.1, Introducto

Umpa propricdade multo Importante o descjoada noo alotemas dinfmicon
% a propriedade do robustez, no sontido que o sistema  pormanoga
cotdvel mesmo quando sujoito A perturbacca,

Hsto  capftulo ¢ dedicado ao probloma do tnvosbigar a robustez  do
sistemas  dinSmfcos  lincarcs contfnuog no tempo. A questfo a  oor
abordada diz respoito d oxisténcla o a dotorminagio de uma matris
conatante de ganho de relimentacXo para um dadoe sistema do  tipo
%(t) = Ax(L)+Bult),

Um resultado importante para o costudo da propricdade de  robustez
do slstemas dinfmicos & dovido a Porsidiskid £371, olo ostabeloco quo,
€ uma matriz A€ R admite uma solug®o diagonal posttiva da aquagio

de Lyapunov

AP + PA+ Q=0 (4.1.1)

ont¥o o sistoma x(L) =  Ax(t) & robuato, tateo ¢, sob  hipdteses
adicionats o algtema perturbado x(L) = Agix) & ansintdticamente

ostdvel para toda n¥o-~linearidado 9 (%), 1 = 1,2,...,n no sctor

poaitivo. Vale recordar que no capftulo anterior j& tratamos a quent Yo

do dotorminar uma solucio dtagonal posltiva da oquagio do Lyapunov,
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Alnda sobre o resultado devide a Porgidiokit, podemog conclulr que
meomo sob influfncla de perturbagfio nio lienarce dopondenten do estodo
o osistoma dinfimlco pormancce agzintdticamonto ostivol., Isto 4
Importante, pois caracteriza uma propricdade cstruiural da matriz do
sliotomna (27,357,

Depota  despap consfdoracBor podemon dar um enunc!ade mafg forma)
para a quest¥o aquf abordada,

Para um dado =sigtoma dinfimico lincar contfpuo no Lompo
®{tY = Ax(t) + Bu(k) comx € R o ue g™ , Aobtorminar  uma mabris
conotante de ganho de realimentacfio XK € R (Fig. 4.3) tal que con
o= -KX, a matri{z do sistema de malha fochada (A - RK) satiufaca o

teorema do Peoroidisok]i.

¢ " %
st S S TR :}

L I G

fl1g.4.1

Para resolver esta questfo, fornccemos condic®en suficlontos para
ecxioténclia de uma solucBo o um  algoritme numdrico para gua
detominagio. 0 desenvolvimento deste capftulo sogue a mesma linha  da

referéneta £?13.‘

4.2, Condigles Suficientos

Para cotabelecer as  condicBes suficienten para coxisténcia da

matriz do ganho de ralimentagio, vamos considoerar um s{stema dinimtco
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linear cont(nuo no tempo

(L) = Ax(L) + Butt) (4.2.1)

¥
onde % 6 R 4 o votor das vartdvels de ostado ¢ u € R 4 o votor dag

vartdveta de controle. Supomon que o par (A,R) & complotaponte

controldvel (323 ¢ B ¢ a matriz do posto comploto, fato &,

Rank(B) = m £ n. Vamos também, definir oz acguintes conjunton:
X = {xe R : 1ixll = 1)
T = GWER™™: Wrddaglu, ,w, ,.ov,w s wi> 0 151,2,., . .01, (4.7.2)
L&)
e T YL

D{BY*{(AE€R ¢ X'5WIx < 0V x€ Ker(B' )N X para algum WeT') (4.2.3)

onde S(W) = AW + WA'. D conjunto DB tem algumas interprotactes
interessantes. Por eoxemplo, so B=0, entdo Ker(B' )M X - X, come um
rozultado, 0(0) & o conjunto de todas ag wmatrlzes do ordom nxn quer
admitem uma solu¢¥o diagonal peositiva da equa¢¥o de lyapunov. [Note
que A€ D(O) se e somente se A'eD(0)]. Neste caso s A'€ RO, entio

(4.2.1) satipsfaz o teorcma de Peroidiskid,
Para resolver o problema cnunciado antoriormento podemos  ubtl]igar

© conjunto D(R) da seqguinte mancira: cncontrar uma matriz congtante de

ganho de realimentac¢do K do modo quo

(A -~ BKY'eD(O) (4.2.4)
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Rote que este enunciado ¢ absolutamente cquivalente  a  encontrar
uma  matriz do realimontacdo ¥ tal qua o alstema do malha fochada
(4.2.12 com v = -Kx admite uma solugHo ponftiva diagonal da equagio de
Lyapunov,

A consequéncia de (4.2.4) é realmente Importante para robuctez do
latoma de malha fechada, com rospoito a perturbacfos dopondonton  do

cotade., Realmente, oo (4.2.4) & verdade, entfo o piptema
ROE) = (A - BK)qg(x)

¢ assintdéticamente cotdvel, Para provar cste fato, vamos conciderar a

fungio do Lyapuneov [2771,(139].

S

alt
Vix) - Ei:‘%./[ g. (z)dz (4.2.5)
L

RS
o

onde g (.) ¢ a t(-déslma componente  da fung3o g ﬁﬁw*-Rf gue por
%

hipdtese pertence ao sctor posltivo. Assim, VIx) & positiva definfda o

Vix) = % Ug(x)

i

T {1/72)g(x) "S{Wig(x)

<0 {(1.2.6)

onde a udltima desigualdade é uma conscqulncia do (4.2.14) o (4.2.3).

Antos do prosgeguir, ¢ necessirio o soguinto rosultado,

[L.ema 1 Se A€ D(R), cont¥Bo existe uma matriz poaitiva definida

W W,

R = R'CR » tal quoe x'5(Wx < x'BR' B'x v x ¢ X,
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-4
Prova : Vamos escolher a matriz R = < (B'B) ondo “ &R, dove acor
determinado. Fetd claro que, temos que voltar nonsa ateng¥®o  aomente

para x€ R que pertonce tambdm ao cono

CF (xeR : %x'S(Wx 3 0), 4.2.7)
Dofintndo
-1
¥ = min x'B(B'R) RB'x (1.2.8)
xeonx
¢ fdctl ver que ¥ > 0, dosde que ¥ = O se ¢ somento so a solugBo  Stima

de  (4.2,8) x € Ker(B'), o que ¢ impossfvel, pola A€ D(R) implica que

CNEor{(B'y = (O}¢;X. Em adicHo vamoz tambdén dofinir

= omax ®RIOH{W)Im (4.2.93
2ECNYK

que satisfaz O CM CA L0 (50, Note que se M = 0, ont¥o SV  sord

™AL

negativa semidefintda ¢ para qualquer < > 0 o resultado do lema | se

vorifica. Portanto, consldoramos & > 0. Para conclulr a prova, o
-4

suficiente notar que a matriz S(W) - AR B'é¢ negativa definida se ¢

somente  so x' (5(W) - BR BIX <0 ¥x& CNX que com (4.2.8) o

(4.2.9) produz
-4
X' '5(Wix Cu<ay) <L x'B(B'B) B'x, ¥ x€ CNYX (4.2.10)

impondo que &£ > (L7 %). Fntio, com O < R < (¥ /7438'B o leoma 1

celd provado,
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Nota: Em primoira instincla, parece ser diffcll obtor uma matris f tal
que S(W)y - F?RNLB‘ < 0 desde que os paramctron ¥ o A orlo fornecidon
pola solug¥o dtima do dois problomas n¥o-convoxos, Contudo, se >, do-
nota qualquer autovalor n¥o-nogativo de S(UW) - ﬂﬁd'ﬁ' annoctado o

autovetor X, € X, tenos (6]
-4
d>r /dd = - x'B(B'R) Bx, (4.2.11)
.
2 AED(B) {mplica que X, €C A X, Fnt3Fo através de (4.2.8)  conclulnos
que
Sl L dN/dag -

I5to nos pormite conclulr gue aumentando aobtomeon

- 4
S(WY - <% R(B'RY " R'<C 0.

1]

Estamos aptos agora a estabelocor o principal resultadeo Jdoste

capftulo.

Teorema 4.1 ; Se AEN(R) ¢ R ¢ uma malriz simétrica positiva
- -4 -4
definida tal que S(W - BR "B' < 0, ont¥o com K = R°B'U ', temos

(A - BK)'c D(O,

Prova : Deade que A€ D(B), eoxiste Ue T o R > O tal que

(W) - BR ' B' < 0. Temon queo provar a cexisténcia do uma matriz P

tal que

4 U
(A - BR R'W )P+ P -PBR Buly <o (4.2.12)
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-
Fecolhendo P = W €1, o lado esquerdo de (4.2.12) pode cor reescrito

COmo

- R B vt - iR
= w sy - 2t Bt

v iR gt

Fal
H

= - K'RK
<0 (1.2.13)

o qua complota 3 prova,

Al¢ém de dar uma descric¥o oxata da condicio sob a gual oxinte uma
matrlz do realinentagio tal quo o sistoma do malha foechada admito uma

solucfo da Fguagdo de Lyapunov, o te0.4.1 mostra tambhém quc, tomando
-y Y -4
R = W (BR B'- S(U1HOW >0 {4.2.11)

-k
a matriz P = W €T resolve a equag®o de Riccatd

A'P + PA - PBR B'P + Q = 0. (4.2.15)

Consequfntemente o controle u = - Kx - wﬁd'ﬁ’Px ¢ poluglo Stima

do problema linear-quadridtico

@
minj((x'ﬁx + u'Ru) dt (14.2.16)

o

A existénefa de PEY solugido da cquagdo de Riccati (4.2.15), o

auficiente para garantir que o siistema de malha fechada apresenta  uma

propricdade de robustez adticilonal, com relag¥o a {nuacrg¥o no modelo do

123



porturbactes n3o~linoarona, dopondontes do ostado,

Para um dado wsigtema dinfimico (4.2.1) que aoja complotamente
caracterizado pelo par (4,B), rosta dotorminar so oxlsto uma malris Web
que nos permita saber pe AE D(B). Na préxima m@qﬁé analfgamon  onte
problema e propomes um algortitmo, zimilar agquole  apresentade  no
capftulo antorfor, para obloncdo da soluclo diagonal pooitiva da

oquacfo de Lyapunowv,
1.3, Inslise Humdrica do D(B)

0 segundo algorftmo aprescntado no cap. 111, foi desenvelvido para
verificar ze uma dada matrilw quadrada Caxn) pertonce  ou  n¥o  ao
conjunto DO, No que scgue, geoneralizamos csto algorftmo de modo &

trabalhar com o conjunto D(B).

Primeiro, vamos recordar quoe as colunag da matris Tf{tk,...,tmﬂmj

.4

o . + [

crde L€ R, j = 1,..., n-m, %0 oz antovotores do . =~ B(B'BB
agnoc]ados  aocs  avtovalores hj =1, g=1,...,n-m, deofinem uma basc

ortogonal para Kor(B') o L, pode gor normalizade tal que T'T = 1 _

Fﬁiﬁo

#» €(Ker(B') N X - X e X, (4.3.1)
ondo Xn = {xe_én: ®* =Ty , llyll = 1}. Do mesmo modo que na sec.3.5.1
para o sitema x(t) = Ax(i), temos o vetor

cix) = 2 dtag{x&,xg,..,,x“}h’x (4.3.2)
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¢ dovido ao fato do S(W) sor uma funco lincar do U, o conjunto  NDOR)

pode gor recscrito como
S
- : C w1, W g, Para algum Ue B
DR (heER - MAEAPA PR IS A A Ig Well (4.3.3

Dove  ser neotado que o votor ¢(x) dofinldo acima tom a fmportanto

“propriedade (cap.l11)

" L
.0 0w = X'SUMIK W xER (4.3.1
XN
onde ¢;(x) t = 1,....,n denota a i-¢sima componente de c(x)€ R
41.3.1 Algoritno
Paspo 1 : Faga p 7 n-m, @e p = 0, faga wo- L tmatriz fdenttdade)

. 3
@ vd para o passo 5. Caso conbririo, faga x = be o K20, 2,0, .,p

Paspo 2 : Rersolva o problema de Programog®o Iincar

min =z
f.a T w(z i 1,2, . n
= L.
?;(CL“‘ Jwi& -1 k=1,2,...p. (4.3.5)

Se (4.3.5) ¢ infactfvel, cntlo Aélﬂ(ﬁ). Capo  contrdrio, noja
b3
W = dtagl w:,w:,..,,g:) sua solucdo Stima,
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o
Passo 3 : Para U = U, calcule o auntovalor miximo de T'5(0T o

Fei
Y o correppondente autovetor com norma fgual a um,

Paszo 4 SQ)xnfT‘S(W#)T) £ -1, ont¥o AED(BY, v4 para o passo 5.
£ 5

P
Capo contrirtio, faga p ~ p+tl x = Ty" ¢ retorne so pagpo 2,

* 4
Paszo 5 : Detormine R > O tal que S8y - BR OB < 0 (R sompro
-k D
oxiote -~ lema 1) o a matriz de realimentogfo K = R Rocut )i gelo

too.1 (A ~ BK)'€ D(O),

Comontiriom: Fste algoritmo & uma generalizagfo daquele  proposto

no capftulo anterior (secg.2.5.1), Hote que BL0Y € fgual so conjunto D
da def.3,1. Para evitar ropeti¢tog desnecossidrtas, vamos noz  detor
stomente mcgmas.gcncralizacﬁes.

1Y & fdci)l verificar que, ae WET o x'S(Wix £ -1 vV x ek, ,ent¥o o
MOSMO OCOrre com/3w,¥94€1{1,vtbl. Como resultade, a rostricio wiz 1,
= 1,2,....,n, om (4,.3.5) n%o cauna qualquer outro ofeito do que bom
condicionar o probloma. En adicio, a rostricio we &z 11,2, ..n
quando =z ¢ minimizado, corresponde a minimizar o sutovalor méximo
ée We 17,

Se A€ DBY, o algorftmo cncontrars JE;T‘ que ¢ Ld30 prdéxima  quanto
poss{vel da matriz identidade. Este fato contribut para ter no passo 5
uma matriz de rcalimentacfo K€ R com norma poquoena,

2) A prova da convorgdncia do algorf{imo soguo o3 mosmog padrdog

daquela realizada para o tco. deo convergbnela do capftulo antorior,
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4.4, Fxouplos

Henta pegfBo, dota c#emp!mn goerdo apresentadon,  Fles  foram
resolvidos pelo algorftmo doscrito,

No passo 2, uma vors¥o cﬂpccfai do mcétodo dual-pimplex  fof
implemnontada para  trabalhar mafa oflcliontemonto o probloma i

Programag¥o I.incar (4.3.5),

Fremplo 1 Para o sistoma dinfSimico (4.2.1) considoere nt6, m~0 ¢ o
F

matriaz A dada por:

1.0 1.0 1.0 0.0 1.0 0.0]
1.0 1.0 1.0 0.0 0.0 1.0
1.0 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0
A = (~1) 2.0 0.0 0.0 5.0 0.0 0.0
.0

.0 0.0 0.0 9.0 Q.0

0.0 0.0 2.0 0.0 0.0 12.

- o

A tab.4.1 fornecce og resultados malno Importantecs de cada iteracfo.

Conclufmos quo & ¢ N(O).

itor # %mafT'S(U 3T
1 1.000 0.200
2 6.813 0.397
3 14.211 0.716
4 152.511 119.545
5 @ Infaceivel
tab.4.1
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Exemplo 2 ¢ Constdere o aisgtema dindmico (4.2.1) com n-6, m— 7, 3

& a
matriz A como no exomplo anterlor ¢ PER y dadn por:

[ 0.0 1.0]

0.5 0.5

1.0 1.0

B = 0.0 0.0
-1.0 0.0

0.0 0.0]

A& tab. 4.2 fornece os resultadeos mats (mportantes para a  convergdncta

do algorftmo. 0 parametro de parada que ﬁatiafaﬁ'%WmiT'S(w ITY <1+ &

fol tomado <comn € = 10 | Conclufmos entio que A €DR).
ttoer 7 ' N_ LT3 T
o
1 1.000 -0.316
2 1.6833 -0, 969
3 1.838 ~0.386
4 1.851 -0, 995
3 1.853 ~0,398
1) 1.854 -0.999
tab.4.,?2

A matrivz UeT fol oncentrada sor:

o
W = diag(1.854, 1,854, 1.000, 1.854, 1.000, 1,915},
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No paceo 5, a matriz R fof determinada.
1.125 0.625
0.625 1.125
Finalmente, a mabtrisz ganho do realimentacio ¥ ERQK& ¢ dada por
-0, 385 0,154 0,571 Q.000 ~-1.,786 0.000
0.693 0.154 0,571 0. Q00 G.714 0.000 |
2 pelo teorema 4.1, temos (A - BK)'€D(O).

Fates oxemploa ¢ outreos que foram resolvidon pelo  algorftmo
proposteo aqul, permitewmconcluir que o niumero de iterac®es nocosodrlas
para atingir a solug¥o parecce ser aproximadamente lincar dependondo da
diforenga ontre o nimoro do varidvols de ostados o controlos (n-m).

Fm adig¢¥o, cm multos problemas praticon, & poaoive]l mudar a matrtz
B mudando a locacdo dos atuadoreos do sistema om considoracio.

Para tals =sistemas, o algorftmo pode ser upade para  determinar
(por tontativa e erro) a matriz B tal que o sistoma do malha fechada
pertenca a D(O), resultando que a let de controle de realimentagiio
calculada, no passo 5, 4 tal quo o zistoma do malha fochada gord &timo
com respeito ao critério quadrdtico (4.7.16) ¢ robusto com respefto  a

porturbacfes nilo-lineares depondontos do ostado.



Concluplves Gerelp

Este trebalho fci desenvolvido com o propdeito de sbordar algumse

guestles referentes so estudo do problema de aulovalores e sutovetores
de umz matriz real simdéirica, olimizagio de funcBep malriciales e
robuster de sistemas dinmicos.

Sobre o problema de autovalores de uma metriz real sinétrica nosse
contribui¢®o refere-se a duas questes exislentes neste Importante
remo da andlise numérica.

Com rela¢Bo a primeira, sobre a determinagic do especiro conpleto,
apresentamos uma nova forma2 de calcular os autovetores baseada en

transformagBes ortogonsls que s%o numéricamente simples e estévels.

Isto completa um algoritmo & existente, devido a CGCivens e
Householder, para determinac@o de todos os zutovalores de uma matriz
eimétrica, de forma Individuaslizada. Quanto a segunda, para resolver

um  problema especial de calcular o sutovalor minimo ou méximo e geu
r@speciivo autovetor, apresentamos doils algoritmos que comblnam o
método de Hewton e gradientes conjugados, e que minlmizam ou maximizam
a func¥o quoclente de Rayleigﬁ. . existéncia desses algoritmos
Justifica-se pela necessidade de calcular somente um autovalor e seu

respectivo autovetor.

No capftulo sobre otimizag¥o matricial contribuimos propondo uma
metodologia baseada no método de hiperplanos de corte para resolver

uma classe de problemas cujos elementos varidvels est¥o localizades na

diagonal principal da matriz incognita. Foi elaborada uma regra

para determinar a express3o do vetor que caracteriza o corte e dois

problemas de aplica¢Bes foram resolvidos: o problema do Teste
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Lducacional, ogue eparece em esptaliestica, e a determinecfo da wsolucho
diegonal positive da equec¢¥o de Lyspunov gue surge no estudoe da
estebilidede de eplstemas dintmicos, De eacordo com o resultados
obtidos nos @x@ﬁpl@ﬁ numeérfcos esra  melodologlia aldm  de mimpfeg
mogtrou-se melto eficliente .para o itratamento de problereas de
otimizecdo com restriglersr do Uipo melricial, senidefinidaes,

e ditimo cepftulo um procedimento de sfntese de controle fof
fornecido, iseto &, pera um dedo sistema dindmice linear conblinuo no
tempo determinemos ume melrlz constante de reclimentscio, Lal gque  a
matriz do sislema de malha fechada admite uma solugBo difagonal
pegitiva da equagdo de Lyapunov,

Sob & wpesma condi¢¥o, fol mostredo gue & pospsfvel definir una
egusc¥o de Rliccati gue tambdém sdmite umz solugho diégona! positiva. Co
mo resultado, © sistema de malha fechada é robusto com respeito a una
larga czassé de perturbsglies nfo lincarcs, no sentido de permanccer
agzintoticemente estdvel.

Um preocedimento numérico para sinltese sutomdtica da lei de contro-
le de realimentaglo foi também fornecido,.

Considerando que questles mufto recentes foram aguil tratades,
segundo um ponto de vista novo, acreditamos ter contribuido de alguma
forma para o desenvolvimento dessa linha de pesquisa.

Para dar continuidade a este irebalho, podemos enumerar alguns
problemas que podem ser focalizwdos seguinde a mesma linha aqui
proposta:

a - Enélise estlrutural da matlriz hessiana, qgue aparece nos nétodos
de otimizagdo que usam condi¢lBes de segunda ordem, airavés dos

2lementos de seu autosistema.
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b - Aplicegdc dog slgoritinoe do capftulo doie aos problemss cujs
metriz do sislema peja de dinennfo grande e BEDETED .,

¢ -~ Aplicec¥o da netodologla proposta no capftulo 4Lrés para
resolver o problems de modificacdo matricial que abar@cm noe mdlodos

de olimfzecl¥o de funcles pem restri¢Bes tipo Newhon [157.
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