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Propõe-se um algoritmo para otimização com restrições lineares e va- 

riáveis canalizadas que usa precondicionamento periódico para solução dos 

sistemas lineares. 0 algoritmo e do tipo gradientes conjugados com proje- 

ção e faz uso de fatoraçÕes ortogonais esparsas para o precondicionamento. 

Uma colecio de testes e apresentada. E feita uma comoaração, no ca- 

so de problemas lineares, com resultados obtidos pelo sistema MIN01. 
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A proposto deste trabalhe- e introduzir um novo método pare solução de 

problemas de otimização com restrições lineares. A idéia do trabalho surgiu 

da tentativa de generalização de um algoritmo de otimização, coir função obje 

tive auadraticò e com variáveis canalizadas, proposto por Polyafc em [27], pe 

ra tradalnar com- função objetivo não-quadratica. Ver também C ueary [26], 

A transiormação do problema geral com restrições lineares pare uma se- 

ouéncia ae problemas com variáveis canalizadas ê dada por Bertsekas em [51 

utilizando-se um método tipo Newton-Projeta do. 

Nossa proposta de trabalho e, basicamente, um algoritmo que baseia-se 

num método tipo gradientes conjugados [4, 10, 18, 19] com projeção, em vez 

do método tipo Newton-Projetado como proposto por Bertsekas. 

As justificativas para o trabalho são diversas: os métodos mais comumen 

te usados utilizam grande espaço de memória e em muitos problemas práticos 

cnegs-se no limite de espaço de memória disponível na mãouina. G algoritmo 

e programe: computaciona ! prooosto neste trabalno e superior no referente a 

memória aos tradicionalmente usados, como é o caso do Sistema MI NOS [251. Es 

te último utiliza decomposição LU esparsa [3] para as inversões matriciais, 

podendo, dependendo da estrutura das restrições, apresentar muito "fill-ir'' 

(enenimento/ e ppssTveis problemas de estabilidade. 

Em nossa proposta, a ' inversão1- e feita utilizando-se processos iterati 

vos (de pouca memória) com precondicionamento ortogonal [8, 11, 12, 28], Pro 

pomos assim, melhorar o condicionamento da matriz através de uma fatoraçlo 

ortogonal [14j incompleta e depois aplicar.um processo iterativo na resolu- 

ção dos sistemas lineares que surgem-no método Este processo, embora mais 

caro, em tempo, do que a fatoraçlo LU, apresenta a vantagem de ser bastante 

estivei, je que as fatorações ortogonais são mais estáveis do que as fatora- 

cões Lü. 

Dutra vantagem da apordagem aqui apresentada é a ae não utilização de 

variáveis oe foiga, constituinao-se uma forma mais eieçsnte e económice para 

trabalhar. 

Outro rato digno de nota e que os sistemas que usam fatoração LU não pc 

dem. em gerai, estaoeiecer, a priori, a quantidade de memória necessária pa- 

ra resolver um daao problema. Esta dificuldade foi superada, em nosso pro- 

grame computacionai, utiiizanao-se uma fatoração ortogonal incompleta por 

faixas, podendo-se fixar um dado numero de faixas e consequentemente a memó- 

ria a ser usada. 



Uma outra vantagem, ainda, reside no fato de fazer-se o precondiciona- 

mento ortogona"! somente em algumas bases e não em todas, A periodicidade ac 

precondicionamento representa uma grande economia em remoc. 

C algoritmo apresentado tem a vantagem ae caminnar por dentro do conve- 

xo, quanac isso e necessário, gerando, muitas vezes, um numero bem: menor de 

inversões de base, e consequentemente menos tempo de computação, 

0 texto e apresentado em dois volumes, o primeiro contem a teoria e os 

experimentos; o segundo i um manual ticnico para uso do programa computacio- 

nal, Sistema BUGRE, que desenvolvemos. 0 primeiro volume contêm no capitulo 

final uma serie de experimentos e comparações com os resultados obtidos pelo 

Sistema MINOS. 0 resultado de cada teste ê amplamente discutido. 

Por questões de simplificação, partimos da descrição do algoritmo do 

problema canalizado e depois passamos ao problema com restrições lineares ae 

rai s. 
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1.1. INTRODUÇÃO 

Neste capitulo fornecemos um algoritmo para solução do problema úe pro- 

gramaçãc nic linear com variáveis canalizadas. Mostramos o principio da es- 

trategic das restrições ativas e demonstramos um teorema em que se apoie a 

referida estratégia. 0 algoritmo mostrado e a base para um algoritmo mais 

geral, com restrições de igualdade, e este, por sua vez, i básico para ou- 

tro. mais geral, com restrições de desigualdades. 

Mostramos também, neste capítulo, como transformar um problema com res- 

trições de igualdade para um problema do tipo "canalizado". 

São apresentadas as condições de regularidade para o problema com res- 

trições. Essas condições sao muito importantes, pois estabelecem uma fron- 

teira de validade para os algoritmos apresentados. 

. i 
Preliminares do problema geral de minimizacao com restrições gerais li- ' 

neares e variáveis canalizadas são apresentadas. Procurou-se, na medida do 

possível, uma simplificação do uso de índices e partições matriciais. 

1.2. ALGORITMO PARA RESOLVER UM PROBLEMA DE PROGRAMAÇÃO NÂO-LINEAR COM VA- 

RIÁVEIS CANALIZADAS E A ESTRATÉGIA DAS RESTRIÇÕES ATIVAS 

Considere o seguinte problema: 

Minimizar f(x) ^ 

Sujeito a L < x < u 

onde f é uma função nao-linear. diferenciãve! e estritamente convexa, x , 
_ p; 

L, u sao vetores do E ' . 

D problema (1.1) tem solução única, porém, não poaemos, em gerai, resOj_ 

vé-1 c- em um número finito de passos. No caso de f quadrática positiva defj 

nica, (1.1/ poaeric se"- resolvido em um número finito de passos por um pro- 

cesso tipo gradientes conjugados, veja [18, 26, 27]. 0 algoritmo para reso^ 

ver (1.1) com f auaaritica e positiva definida é dado no Apêndice 1. 

Podemos resolver o problema (1.1) por uma seqüência finits de proble- 

mas do tipc: 
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Minimizar f (x) 

d.?: 
Sujeito e x e V 

onde V Í uma variedade linear. Isto pode ser conseguido através da estrati 

gia das restrições ativas descritas a seguir. 

Considere o problema (1.1). Seja I um sub-conjunto de e 

F| e Fj os seguintes conjuntos: 

F| = {£sx<u j = i, para 1 e 1 

e £. < x, < u. para jél, i,j = 1,...sn} 
J VI J 

F! = {£ s x s u 1 x. = u. para i e I 
Í ! i i r 

! 
e £. < x, < u.. para j ^ I, i 5j = 1.... ,n} 

j J j 

Dizemos aue FT (ou F') e uma "face 
i 1 com dimensão de um 

a dimensão da menor variedade linear aue contem 

temos aue: 

F, n f se I t 

X S u í X € K j 

seauencie gerada por 

seauinoes axiornas: 

e x e i oni 11 nroc 



b) e F. e dim (F,) < fim (F,) 
0 u i 

Lr 
c) x e o mínimo de f sobre Fj . 

k f 
{iiij Para cada k, 1» x ' e FT existe um £ > k tal que x ^ F, . 

i - i 1 

ou x e um ponto de Kuhn-Tucicer. 

Considere os axiomas acima e o teorema a seguir, também para F{ . Uti- 

lizando os axiomas acima, podemos provar o seguinte teorema: 

TEOREMA 1: Toda sequencia gerada por um algoritmo que satisfaz os axiomas 

(i)-(iii) termina apôs um número finito de passos. (Ou seja, existe um k 

tal que x^ é um ponto de Kuhn-Tucker.} 

I 
PROVA: Provaremos que para cada sub-coniunto I do conjunto' {1,..., n} , o 

Y - - 
conjunto dos pontos x ' que estão em Fj e finito. 

A prova ê feita por v , a dimensão de Fj. Para v = 0 dim = \ im 

pl ica que Fj contém exatamente um ponto e assim a proposição i verdadeira. 

Suponha que para cada F. com dim FT 5 v-K o conjunto dos x5 per- 

tencences a FT e finito. 
i 

~ k 
Por contradição, suponha, agora, que dim FT = v e x e FT para todo 

1 i 
k e ^ , onde é um conjunto infinito de inteiros. Seja o primej^ 

ro índice do conjunto Z^. Pela asserção de (iii) existe um > 0 tal 

ki^qi vv1 

que x e Ft. Se x 1 e o mínimo de f• em FT , então 

k ^ 4-0 s_ — 1 
f(x~) < fíx ' 1 ) para todo £ > k, e também xx ^ F- para todo £ > k.. 

i i i 

k.+q^ — í 
Agora se x ! não i o mínimo de f em FT , então por (ii) tem- 

k-+q1 

se que x ! e F, , onde dim F, = v-1. Considere ainda k^ > k.-t-q.-l 
ü i ü * £ ' i 

com kp € Z1, usando o mesmo raciocicio acima, concluímos que 

>• ^ " e F. , onde dim F, = v-1. Repetindo este argumento construímos 
£ . £ 

um conjunto infinito tx 1 contido na reunião u íFT / dim F? < v-1; . 

Isto contradiz a hipótese indutiva. 

Isto significa que se resolvermos (1.2), dentre de uma certa tolerãn- 



tir que (1.1) será resolvido em um numero finito de passos. 

t fácil ver que o teorema anterior ê generalizãvei para o caso geral ae 

restrições lineares de desigualdade. Por isso, não o repetiremos no capitu- 

lo correspondente. 

A seguir mostramos um algoritmo tipo gradientes conjugados para solução 

de (1.1). 

- ALGORITMO 1 

PASSO 1 : Escolha um ponto s £ < s u, arbitririo e calcule 

r1 = -Vfíxj). 

ia 3 o coniunto de índices i tais que 

£ e 

i . i 
ri > 0 

Se r. s os índices nas 

s x s y e o 

Faca d, = 

4 : (Solução do problema ne variedade) 

Comece com K = 

calcuie a. 

f (x, +a. d, 



X, , nao 5 factível vi para o passo 5, 

Se r. , = 0 para todo índice i nao pertencente a I 

xi = (reinicialização) 

r1 = -Vfíx^ 

e vi para o passo 2} senão calcule uma nova direção 

(direção obtida por algum processo 
do tipo aradientes cénjuoados) 
(ver [18]) 

se i 

faça k = k+1 e vi para o passo 4.1. 

Seja ô o conj índices j tais oue 

xk+i< í ou > 

a. = Mínimo taf,, a .> 
K x U 

i3 - 
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Redefina I como sendo o conjunto-dos índices 1 tais que x] = l1 

T "1 ^ -ç 
ou Xj = u . Se = 0 para todos os índices não em I , então 

vi para o passo 2 onde 1 será redefinido novamente, senão vã pa- 

ra o passo 3. 

Evidentemente que, dentro do passo 4, as alternativas podem ser as mais 

diversas. Além dos diversos métodos de gradientes conjugados, poderíamos es 

colher outras alternativas. Ver [5, 6], 

No caso de a função f(x) ser não convexa podemos, em certos casos, ob 

ter um mínimo local do problema (1.2). Podemos, portanto, relaxar a exigên- 

cia de f estritamente convexa em (1.1) em troca da obtenção de uma solução 

que seja apenas local. 

Em última analise, a solução de (1.1), trata-se de uma política de ob- 

tenção e solução de diversos problemas tipo (1.2), até que um deles seja 

equivalente ao problema {1.1). 

PROBLEMA DE PROGRAMAÇÃO NÃO-LINEAR COM RESTRIÇÕES LINEARES DE IGUALDADE 

Considere o 

Minimizar f(x) 

sujeito a Ax = b 

continuame 

tstamos assumindo que as canalizações podem ser generalizadas e que 

to factível de (1.3) e uma a 

que A x, = b e x,' = £1 o 



1 

adequado, linhas 

< n podemos "completar" a matriz retangular A, de manei- 

quadrada. Isto pode ser feito acrescentando-se, de modo 

correspondentes as restrições de canalizações não-ativas. 

A matriz Ã fica da seguinte forma: 

*a menos de 
uma permutaçao 

de linhas e 
colunas 4 

onde E contêm algumas linhas da matriz identidade I{nxn) , que estão, em 

geral, desordenadas. A matriz íp será uma permutação da matriz identida^ 

^nvn- A partição de A em [B : N] e puramente conceituai, e signi 

fica dizer que podemos selecionar q colunas de A de modo que B (ma- 

triz das "variáveis basicas") seja inversivel. As demais colunas de A for- 

tnz das variáveis 

Se conseguirmos esta partição (isto sempre ê possível se ê regula 

[9]) poderemos inverter a matriz A. Computacional mente, a inversão de 

ê realizada necessitando-se somente da inversão de B . 

Pelo exposto, podemos escrever: 

P < xj! < uJ j é I , 

-j . 1 .1 i 
onae 1 im = S. ou u . 

Consideremos agora a mudança de variáveis: y = Ãx (x = Ã"\v) o pro- 

blema original fica transformado em: 



2 

sujeito a —- = b =   i e I (1.4) 

L y1 _ _ lim1 

.< (Ã)"1 , j & I 

Chegamos a um problema restrito, localmente mais simples que (1.3). 

PROPOSIÇÃO: Se d^, i uma direção de descida para (1.6), então d^ = Ã~^dk 

e uma direção de descida para o problema 1.4. 

PROVA: for hipótese, 4>(yk+1) < «Hy^h ou seja, 4>(yk+akdk) < <í)(yk). 

ocando em termos de x temos: 

f[(Ã) {yk^kúkn < fl(hV\kl 

x. e. )" d, ^ 0 

f{x. +a, d. ) < fíx. 

£, U . X 
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das, ou seja, £ = -« e/ou u = -h» . Considere (1.5) sõ contendo pontos re^ 

gulares. 

Considere, de agora em diante, que estamos em um ponto x « (numa 

iteração k) factível para o problema (1.5). 

Sejam I e d os conjuntos dos índices das restrições gerais ativas ei 

x = e das canalizações ativas em x = respectivamente. Ou seje 

I = { i | A.xk = b1} 

J = { j | = ZJ ou - UJ} 

A matriz das restrições ativas de (1.7) fica do seguinte modo: 

r a. 

na = numero de restrições próprias a 

ncan = numero de canalizações ativas 

onde At e a partição de A cujos índices linhas estão em I e E, e a ma- 
T u 

triz formada pelos vetores e, , j e d , onde e. sao as colunas j da ma- 

triz identidade. 

Se o numero de linhas de Ã e igual ao numero de colunas n, então 

x =- e um vértice do convexo de (1.7) e A e inversTvel. Porem, se 

na + ncan < n , Ã é nao-quadrada. Podemos, então, redefinir A de modo 

que se possa conseguir uma base inversTvel. 

Redefinindo A , temos: 

A] 

^    _ 

^ N -J p 

onde sao linhas da matriz identidade adequadamente escolhidas com índi- 

ces não-pertencentes a 1 . 



i hipótese de regularidade» podemos garantir que e sempre possível 

escolha de de modo que Ã seja nio-singular. Isto decorre 

? que A pode ser reescrita na forma 

na x na na x (n-na) 

|_ (n-na) x na (n-na) x (n-na) J 

onde a partição [B : N] ê uma permutação das colunas de Aj , e como Aj 

tem posto na, podemos agrupar na colunas linearmente independentes para 

formar a matriz B . A matriz í e uma permutação de linhas e colunas de ma 

triz identidade de ordem (n-na). 

A escolha das colunas de Aj para formar B d^ve ser de modo que os Tn 

dices das colunas de Aj , candidatas para formar B', devem estar fora do 

conjunto J das canalizações ativas. 

A solução do problema (1.5) pode ser encarada como a solução de diver- 

sos problemas do tipo (1.4). 

Para simplificar a exposição do algoritmo para solução de (1.5) explica 

mos. a seguir, uma estratégia. 

1.5. ESTRATÉGIA DD GRADIENTE REDUZIDO 

Considere o problema (1.5) disposto do seguinte modo: 

Minimizar f(x) 

sujeito a x e P 

onde P pode ser visto como o seguinte politopo: 

P = íx e Kn | atx > b^, 1 = e cjx = d^ i = 

k , - . ~ _ 
Seja x a K-esima aproximação da solução. Suponha, sem perda de gene 

ralidade, que: 
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Suponha também que o conjunto de vetores dado por 
L * P ' M 

e "linearmente independente, de modo que x e um ponto factível regular em 

Fazendo a mudança de variáveis, transformamos, localmente, o problema 

originai em um problema de minimizaçao com variiveis canalizadas. 

Definimos, portanto, novas variáveis y : 

y. - a,x . 

yp+j = c jx' j = 1 q 

Definiu-se assim a matriz de transformação A 

Podemos, deste modo, escrever y = Mx onde 



Sendo assim o problema original pode ser escrito, na vizinhança de 

como 

Minimizar $(y! 

sujeito a > b,. * 

y - = d - i -i i = p+1.,p+q 
(1.7) 

livre para i = p+q+l,...^ 

onde «>(y) = f(M"" y). 

k -1 k ~ 
Fazendo y = M x , as condições de Kuhn-Tucker para (1.6) saio 

&■ (yk) ^ (1.8) 

,k - 

e, então y 5 

y_. livre 



.17. 

z. (y ) < C (1.12 
i=p+q+1 

e uma direção de descida para (1.7) e qualquer ponto y = y +Xz satisfaz as 

restrições de (1.10). 

A discussão acima delineia os procedimentos que devemos utilizar para 

detectar um ponto de Kuhn-Tucker e como obter uma direção de descida a par- 

tir de um oonto não-estacionario. Uma vez que uma direção de descida tenha 

consequentemente s 

k+1 k, 
— X 4-Ai W 

que x e 

s que a. 

e 1. , al x* > i tf! 



PASSO 3; Se ou k = 0» faça z- = (y^) em (1.12). Calcu- 

le üj^ usando (1.13). Va para o passo S. 

PASSO 4: Calcule z satisfazendo (1.12) utilizando alguma formula do tipo 

gradientes conjugados no espaço das variáveis y e utilize (1.13) 

para calcular . De fato, pode-se calcular diretamente , in 

correndo em mínimo esforço computacional. 

PASSO 5: Defina xJJ0* = max { A | [x^, x^+Xw] c P}. Determine e (0,X^ax) 

tal que f(xk + Xka}k) « f(xk). 

PASSO 6: Faça xk+1 = x^X^ . 

o do algoritmo, utilizamos a formula de F1 

ser esta a formula de gradientes conjugados 

i nossa imo 

es no passo 4, 

necessidade de 

aridade sobre x podem ser relaxadas permi 

funções quadraticas utilizamos a minimizaçao unidimens 

, \ 1 i- (P ÍIH3A-, -• + Áiu. j , A E l U , A, jj UJ. J = 

s aerais 

+A, lü, ) < 



No próximo capitulo veremos as técnicas utilizadas para solução dos sis 

temas lineares que aparecem no algoritmo quando calcula-se os gradientes. 
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2.1. INTRODUÇÃO 

Neste capitulo, discutimos e detalhamos o algoritmo, para minimizar uma 

função não linear sujeita a restrições lineares e variáveis canalizadas. Des 

crevemos a fatoração ortogonal ou fatoraçao QR que e utilizada para precondi 

cionamento (explicado neste capitulo) dos sistemas lineares que surgem no 

processo. Estes sistemas decorrem do cálculo dos algoritmos e das direções 

de busca. 

Dedicamos uma parte neste capitulo a fatoração ortogonal por rotações 

planas. Mostramos como é realizado o processo do ponto de vista teórico e 

computacional. 

Para a solução dos sistemas lineares faz-se necessária uma partição da 

matriz das restrições ativas em matriz base, correspondente as variáveis bá- 

sicas, e matriz das variáveis nao-bãsijcas. Esta partição exige a escolha de 

uma base nao-singular; problema este abordado neste capitulo. 

Alguns esclarecimentos também são feitos sobre o uso do método de gra- 

dientes conjugados de Hestenes-Stiefel para solução dos sistemas lineares 

precondicionados pela fatoração ortogonal. 

ser escrita do seguinte 
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'B yN- 

- Cs4g 94>n: 

Portanto: 

Blg?B = % e NTg(í)B + gç^ = gN 

Logo, resolvendo um sistema linear com a matriz 8^ chegamos a . 

Com a obtenção de chegamos a g^ pela segunda relação. 

De modo semelhante podemos determinar as direções de busca na variável 

x. 

Em x teríamos 
i 

x, 4 = x, + a d, 
k+1 k k 

premultiplicando por Ã temos 

sendo 

ver o sistema linear acn 



Vemos, então, que precisamos resolver sistemas lineares com as matrizes 
j 

B e B » Estes sistemas lineares foram resolvidos, no programa que fizemos 

por um processo de gradientes conjugados com precondicionamento. Utilizou-se 

decomposição ortogonal para precondicionar os sistemas lineares. 

2.3. DECOMPOSIÇÃO ORTOGONAL 

Uma decomposição ortogonal e uma seqüência de transformações lineares 

de modo a fatorar uma matriz A na seguinte forma: 

- Q R 

i uma matriz ortogonal e R e triangular superior. Se A for quadra 

'ersTvel podemos resolver sistemas lineares do tipo 



O fato de termos o fator ortogonal Q permite que uma decomposição re- 

solva os dois tipos de sistemas lineares. 

0 processo que utilizamos para fatorar A em 

Givens, que passamos a descrever. 

foi o das rotações de 

A transformação da matriz A em uma forma triangular superior requer o 

anulamento sistemático dos elementos que estão abaixo da diagonal principal. 

Esse anulamento i feito elemento por elemento ate que não sobre nenhum ele- 

mento abaixo da diagonal de A. 

A quantidade de rotações necessárias para fatorar A completamente, de- 

pende da estrutura da matriz. 

Considere, por simplificação, a matriz (2x2) extraída de A da seguinte 

forma: 

onde deseja-se zerar . . Os elementos da linha i e da linha p 

serão alterados pela transformação; consideramos, por simplificação, somente 

os elementos em uma coluna generica k . 

Pre-multiplicamos a matriz Ã por uma matriz ortogonal Q (2x2) de 

onde 
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d cx2 + sy2 

R = 
_0 cy^ - sx2_ 

A matriz R é então sobreposta a matriz A obedecendo as posições de seus 

elementos. Esta transformação linear i aplicada a todas as colunas k que 

tenham elementos não-nulos na Unha i e/ou na linha p. 

Desafortunadamente este processo pode ser longo e demorado se a matriz 

for pouco esparsa» ja que estas transformações tornam possíveis elementos 

que eram zeros, em elementos não-nulos nas linhas onde estão agindo; produ- 

zindo o fenômeno de "Fill-in" (enchimento). 0 aparecimento de "fill-in1' faz 

com que se requeira muita memória de computador para seu armazenamento. Uma 

matriz esparsa, com uma estrutura ruim, pode produzir muito "fill-in" preju- 

dicando o armazenamento e a rapidez da fatoração. 

2.4. PRECONDICIOMAMBfTü DE SISTEMAS LINEARES 

A solução de um sistema 1inear pode tornar-se difícil, se a matriz do 

sistema for mal-condicionada. Métodos iterativos podem não ser uma boa es- 

colha neste caso» pois o numero de iterações pode tornar-se proibitivo. 

Se a opção por um método iterativo foi feita, pode-se atenuar o proble- 

ma de mal-condicionamento fazendo-se um tratamento a priori da matriz do sis 

tema, melhorando o seu condicionamento. A este tratamento chamamos de pre- 

condicionamento. 

Considere, por exemplo, o seguinte sistema: 

Ax = b 

Podemos fazer um precondicionamento do sistema muitiplicando-se ambos 

os membros por uma matriz B , adequada, de modo que o sistema resultante te 

nha um numero de condição, veja [8], menor que o do sistema original. Ou 

seja 

ou 

Cx = b 
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onde cond(C) « cond(A). 

Como nlo dispomos, em geral, da inversa de A , .podemos decompor A em 

fatores ortogonais 

A = QR 

assim 

QRx = b 

fazendo y = Rx vem que 

Qy = b . 

0 sistema Qy = b e bem condicionado, ou melhor, e ortogonal, bastando 

fazer y = QlB e temos a sua solução. Por retro-substituicao obtemos x . 

Este precondicionamento conduz diretamente a solução, porem i muito ca- 

ro computacional mente pelos motivos expostos na seção anterior. 

Um bom procedimento e fazer um precondicionamento mais barato, que não 

conduz diretamente a solução mas que obtém, em primeiro lugar, uma aproxima- 

ção razoável da solução. De posse desta solução podemos ir a um método ite- 

rativo (de pouca memória). Se a aproximação da solução fornecida pelo pre- 

condicionamento for boa, um método iterativo será mais conveniente do que um 

método direto tipo eliminação de Gauss, jã que os métodos iterativos conser- 

vam a esparsidade da matriz e são mais fáceis de programar do que os métodos 

de eliminação; estes últimos exigem, em gerai, estratégias de pivotamento e 

tratamento de "fill-in" (enchimento) um tanto difíceis. 

Em nosso trabalho utilizamos o precondicionamento tipo faixa com rota- 

ções de Givens. Descrevemos a seguir o procedimento usado: 

Considere o exemplo da matriz abaixo, que desejamos decompor: 
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x x 

X i X 

Em cada posição que contém um "x" hã um elemento nio-nulo. Nosso obje- 

tivo e zerar os elementos abaixo-da diagonal considerando-se para efeito de 

trabalho, somente uma faixa da matriz. Consideraremos neste exemplo somente 

4 faixas. Para facilitar a explicação adotamos o cTrculo para elemento zera 

do e a letra "s" para um "fill-in" (enchimento), ou simplesmente "sujo1'. 
i 

Tomando o elemento na posição (1,1) como elemento pivô, podemos zerar o 

elemento imediatamente abaixo e a nova configuração ficara do seguinte modo: 

s x s 

Como estamos considerando somente 4 faixas, o "s" na posição (1,5) sim- 

plesmente não importara para nos, porem para efeito explicativo não abandona 

remos, por enquanto, os elementos fora da faixa. 

A primeira coluna da matriz já esta pronta, tomemos pois o elemento da 

posição (2,2) para pivô e podemos zerar o elemento da posição (5,2) numa pa_s 

sada e o elemento da posição (7,2) na passada seguinte. A configuração fica 

ria da seguinte forma: 



X s X 

s X 

s s 

to na p 

(6,3) t 

s X 1 ^ 

. ... 
x x 

in s s 1 x 

■ ■ x 1 
X 

X s ■ □ ■ s 

<X> X s □ ■ s 

X ■ ■ B 
s ; 

X s : s i 

í (D; X s 

i X X s 

© © ix ; s 

!© > X 



X X X 

X X X 

X X 

X X X 

X X 

- ' X X X 

X X 

X 

Os elementos acima da faixa foram desprezados. 0 fator obtido desta 

forma 5 uma aproximação da matriz R da fatoraçao ortogonal QA = R. 

Esta fatoraçao melhora o condicionamento do sistema linear original 

[231. í 

Computaciona1mente pode-se fazer a decomposição acima de uma maneira V 

geiramente diferente e que também produz resultados bons. Pode-se, por exem 

pio, estabelecer dentro do processo o trabalho dentro de uma determinada faj 

xa, acima e abaixo da diagonal, e elementos que caíssem fora da faixa seriam 

automaticamente eliminados. 0 processo geraria elementos "falsos18, porém 

com a vantagem de um menor esforço computacional. 

dizer que a solução de um sistema linear por gradientes conjuga 

i versos 

nao se possa conseguir a solução 

te aracn 

51 * 

es conjugados sem prec 
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Se a matriz for ortogonal, o método atingira a solução em um único pas- 

so, Podemos concluir que se a matriz i quase ortogonal, espera-se a conver- 

gência em bem menos que n passos. 

A aplicação de um processo de precondicionamento tipo faixa e depois a 

aplicação de um método tipo gradientes conjugados, certamente conduzirá a um 

compromisso de esforços computacionais, desejando-se nem muitas rotações pa- 

ra fatorar e nem muitos passos de gradientes conjugados, 

Para efeito de programa computacional, escolhemos o método de gradien- 

tes conjugados de Hestenes-Stiefel, 

2.6. ESCOLHA DE UMA BASE NÃO-SINGULAR 

e feita a seleção das restrições ativas necess particionar 

sicas e o outro referente as variáveis nao-basicas. No método Simpiex essa 

e saioa sequinao-se um cri 

ar. A compreensão disto e facilmente vista geometricamente. 0 algori 

s oasicas e 

e nao as variáveis 

citaao por 

que a s n exi 

sa ser 



,31. 

A escolna que adotamos-foi a seguinte: escolhe-se como primeira coluna 

aquela que apresenta o maior elemento, em modulo, na.primeira linha, extrai- 

se esta coluna; escolhe-se como segunda coluna aquela que apresenta o maior 

elemento em módulo, na segunda linha, extrai-se esta coluna, a assim por 

diante. 

Para exemplificar, considere a matriz abaixo: 

"21-31 0" 

A = 3 1 10 8 2 

-5 2 13-2 

A matriz B escolhida de A seria 

Esta escolha dificilmente falha para matriz com elementos diversifica- 

dos, podendo falhar para matrizes que trabalham com incidência e que e cons- 

tituída por 1's e -1's. Neste caso a escolha heurística poderá ser mudada 

para uma escolha adequada ao problema particular. 

No programa que elaboramos temos tres opções para obtenção de uma base 

não-singula*-. Na primeira fazemos a escolha heurística como descrita; se f£ 

lhar, fazemos uma nova escolha, como segunda opção, começando de trás para 

frente tornando-se as n primeiras colunas não-nulas da matriz reagrupada pe 

1 o método heurístico. 

Geralmente se a primeira escolha falha, a segunda logra sucesso. 

No segundo volume do texto apresentamos um exemplo devido a Maculan 

[21] em que a escolha heurística falha, e a segunda escolha logra sucesso. 

No próximo capitulo veremos a estrutura do programa fonte para resolver 

o problema de programação não-1inear, com restrições lineares e precondicio- 

namento periódico. 



CAPITULO II 

SISTEMA BUGRE 
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3.1. INTRODUÇÃO 

Neste capitulo falamos do programa computacional BUGRE que elaboramos 

para solucionar o problema geral de otimização com restrições lineares e va- 

riáveis canalizadas. Detalhes de programação são comentados, entre eles, o 

do precondicionamento periódico, elemento chave para o seu bom desempenho. 

Uma descrição resumida e feita das sub-rotinas do programa. Mostramos 

ainda algumas vantagens e desvantagens do sistema. 

Este capitulo não pretende familiarizar o leitor sobre o funcionamento 

interno do programa, mas, apenas, dar uma noção geral do mesmo. Mais deta- 

lhes sobre o funcioanamento do programa e seus usos são dados no 2Ç volume 

do texto. 

é i 

3.2. PROGRAMA PARA OTIMIZAÇÃO COM RESTRIÇÕES LINEARES 

Elaborou-se um conjunto de sub-rotinas, o sistema BUGRE, em linguagem 

FORTRAN para o computador VAX-785 para resolver o problema abaixo pelo algo- 

ritmo proposto, algoritmo 2, com precondieionamento periódico. 

Minimizar f(x) 1 inear ou não linear 

diferenciivel e suave 

sujeito a Ax < b (3.1) 

> 

í Ç x ç u , com A esparsa 

Utilizou-se, basicamente, o método de Gradientes Conjugados [10, 19] 

As direções e gradientes são obtidos através de um método gradientes conjuga 

dos (Hestenes-Stiefel) com precondicionamento. 
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3.3. PRECOND3CIONAMENTO PERIÓDICO 

O programa BUGRE verifica, em uma dada base, se o numero de iterações 

de gradientes conjugados para a solução do sistema linear ji atingiu um cer- 

to numero teto; se afirma ti vo, ele faz o precond i c i onamento, caso contrario 

ele usa o precondicionamento, a iteração anterior (base anterior) para ests 

nova iteração. Esta variável "gatilho" que dispara o precondicionamento, 

quando necessário, i fornecida pelo usuário, controlando-se, desta maneira, 

o compromisso entre o trabalho da fatoração ortogonal e o dispendio de gra- 

dientes conjugados, para a solução dos sistemas lineares. 

Conforme a estrutura da matriz do problema, pode-se "disparar o gati- 

lho" mais rapidamente ou mais lentamente. Estruturas com muitos elementos 

iguais precisam menos iterações de gradientes conjugados, podendo-se colocar 

o gatilho para poucas iterações. 

A passagem de uma base para outra implica, em geral, a troca de poucas 

colunas da matriz base. Se passamos de um vertice para outro adjacente, equ2 

vale a alterar-se somente uma coluna da matriz base, isto significa que o 

precondicionamento feito em uma base também servira, parcialmente, para a ba 

se seguinte. Pode-se esperar, em casos práticos, que o precondicionamento 

sirva para várias bases. 0 precondicionamento deteriora-se com a mudança de 

bases, cedendo lugar a mais iterações de gradientes conjugados. 

Pode acontecer de passar-se de uma base com uma dada dimensão 

para outra base com dimensão maior, ou seja, poderia passar-se de um ponto 

com, digamos, 5 restrições ativas, para um ponto com 8 restrições ativas. 

Neste caso, não podemos utilizar o mesmo precondicionamento anterior que era, 

no nosso exemplo, uma matriz 5x5 para a nova base, que necessita, obviamen- 

te, de uma matriz de precondicionamento de dimensão 8x8. Ainda, neste caso 

adverso, podemos conseguir uma saída bastante satisfatória, ou seja, comple- 

tar a dimensão da matriz anterior com vetores da base canõnica. 
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mudança para 
uma base maior 

£ plenamente justificável essa saída, pois, espera-se que algumas das 

restrições ativas da base anterior (a menor) continuem ativas na nova base 

(a maior). 

0 sistema consta de 34 sub-rotinas, selecionadas a seguir: 

os índices 

canalizações ativas. Verifica se o ponto inicial, e os demais pon- 

ISIS: Faz o teste de consistência para alguns dados de entrada. Faz tam- 

bém um teste de consistência sobre a função e gradiente, fornecidos 

pelo usuário através da sub-rutina FUN. Este teste ê feito verifi- 

) nas 

condicionamento. 



uma perturbação no vetor ter 

eneraçao técnica. Esta sub-s 

s este numero o programa pira 

sotina i chamada no máximo 4 vezes 

SELIND: Faz a seleção de índices das restrições ativas. 

FÂZPRE: Decide se faz ou não o precondicionamento. 

ESCAL : Faz. opcionalmente, uma normalização (escalamento) nas restrições 

próprias do problema. 

GRADFI: Calcula o gradiente da função objetivo nas variáveis transformadas 

: Calcula as direções de busca (direções transformadas) para o proces 

iza as direções 

mina um índice em um conjunto de índices. Faz busca sequen- 

e é utilizada para controle dos índices das restrições de tra- 

Não é usada para busca de índices "hashing" pelas rotinas 

matriz oe 

ia e dos índices de 
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(ou singular). C0RR2 faz a correção destes elementos tornando-os 

unitários. 

RESEL : Faz a resseleçáo dos índices da base» na presença de uma degenera- 

do técnica (escolha heurística desfavorável). Esta rotina só fica. 

rã disponível se a variável lógica RESE for .TRUE.» dentro da sub 

rotina TRANS. 

TBLOC : Transfere o bloco da matriz de tecnologia das restrições de traba- 

lho, para a matriz base. 

T j 
HSATA1: Resolve o sistema linear A x = b, ou equivalentemente, A Ay = b 

com x = Ay utilizando o precondicionamento da^ seguinte forma 

R"TATA R~1 z = R"Tb seguido de y = FT1 z , sendè AR"1 bem con 

dicionada. Utiliza o gradientes conjugados de Hestenes-Stiefel. 

HSATA2: Resolve o sistema linear Ax = b ou equivalentemente AR"1 y = b 

onde x = R~ly. Sendo AR"1 bem condicionada. 

ESTR : Faz a estrutura esparsa por linhas da matriz R fator da decomposi- - 

ção ortogonal. 

ATXBSP: Calcula B = ATx, A fornecida com estrutura esparsa por linhas. 

AXBESP: 0 mesmo que ATXBSP para B = Ax. 

SOLTIE: Resolve o problema linear RTx = b, com R triangular inferior,com 

estrutura esparsa por linhas. 

Calcula 
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DATAE : Faz relatório de dados de entrada. 

As sub-rotinas do BUGRE que trabalham com matrizes usam estrutura espar^ 

sa por linhas. Este tipo de estrutura i explicado no segundo volume do tex- 

to. 

3.5. VANTAGENS E DESVANTAGENS DO SISTEMA BUGRE 

VANTAGENS: 

i) Trabalha com uma forma bastante estável para solução dos sistemas 1 inea 

res. 

ii) Sabe-se, a priori, a quantidade de memória necessária para resolver um 

dado problema. 

iii) A cada iteração a base e ureinvertida" recalculando-se tudo. Dispensa- 

se o "updating", conseguindo-se deste modo a não propagação de erros de 

arredondamento/truncamento, ocorridos em processos normais do tipo Sim- 

plex com pivotamento. 

iv) Espera-se menos iterações, por problema, do que nos processos que andam 

somente por vórtices. 

v) Embora o processo não seja do tipo gerador de coluna, como ó o Simplex, 

o BUGRE gasta pouca memória se comparado com o sistema MINOS. 

vi) Sua grande quantidade de variiveis de controle pode ser adequada a uma 

grande gama de problemas. 

vii) BUGRE utiliza fatoraçôes ortogonais e, por isso, e mais estivei numeri- 

camente do que algoritmos que usam fatoraçoes LU. Estas ultimas apre- 

sentam a vantagem de serem mais rápidas. 
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DESVANTAGENS: 

i) O uso de poucas faixas, para precondicionamento, pode produzir uroa ma- 

triz R muito alterada1*, fazendo com que o numero de passos de gradien 

tes conjugados, no sistema linear, aumente muito; tornando o processo 

lento, menos estável, se provocarmos uma saTda prematura na rotina de 

gradientes conjugados. 

ii) Pode ocorrer uma deterioração das direções no espaço das varüveis x , 

durante a caminhada, com a mesma base, em vários pontos de variedade. 

Esta deterioração pode gerar infactibilidade. 

iii) A escolha de uma base pode falhar. Fazer uma escolha rigorosa seria, 

computacion^lmente, impensável. 
i 

iv) Matrizes de tecnologia, ainda que muito esparsas, se apresentarem uma 

estrutura desfavorável a fatoração ortogonal podem provocar um "fill-in1' 

grande, para um dado numero de faixas de trabalho, provocando mais es- 

forço computacional e um visível desgaste na rapidez do processo. 
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CAPITULO IV 

TESTES COMPUTACIONAIS 



Muitos testes foram realizados com BUGRE. Apresentamos alguns e faze- 

mos uma comparação com os resultados obtidos pelo sistema HINOS para o case 

linear, Em todos eles foram utilizadas estruturas tipo escada em suas res- 

trições. Um diagnostico bastante detalhado e fornecido para cada teste. Os 

elementos das matrizes de tecnologia foram gerados aleatoriamente de forma 

que ficassem no intervalo [-20, 20]. Os vetores termos independentes, tam- 

bém gerados aleatoriamente no caso de desigualdades, foram gerados de modo a 

ter-se um ponto inicial factível, evitando-se a fase um. 

Os resultados dos testes mostram uma visível superioridade do sistema 

BUGRE sobre o sistema HINOS no que concerne a utilização de memória e estabi^ 

lidade numérica. Na maioria dos casos pode-se esperar menos iterações no 

BUGRE do que no HINOS, embora o tempo médio por iteração no HINOS seja signi 

numero de posiçoes de memori 

^ tolerância fornecida é oara 

i usado e dado em palavras de p 

o critério de otimalidade, que 

função nas variáveis transform 

e realiza 

erancia serve ar as 

ina utilizada. 0 numero de fatoraçoes ortogonais i igual ao 

as a 

Procurou-se estabelecer cifras mais realistas possíveis, ja que 

1 a priori saber-se, para um dado problema, a quantidade de me- 

Teve-se o cui 

io-se ter 

zer que, se 
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rero, sua estabilidade numérica - no caso escolha correta de bases (nlo esco- 

lhendo bases singulares) - e muito boa. 

Durante os testes podemos observar que o processo utilizado pelo MI NOS 

e menos estivei numericamente do que o processo usado pelo BUGRE. 

Um total de 25 testes computacionais i mostrado, faz-se uma comparação, 

no caso linear, com resultados obtidos pelo sistema HINOS. Em todos eles 

utiliza-se uma estrutura particular, tipo blocos em escada, que, sem dúvida, 

favorece a decomposição ortogonal por faixas e consequentemente favorece o 

bom andamento do BUGRE. 

Através de uma observação detalhada dos resultados, chega-se as seguin- 

tes conclusões: 

1) BUGRE tem mais estabilidade numérica que HINOS para problemas do 

tipo mostrado; ! 

ii) HINOS e muito mais rápido, por iteração, do que o BUGRE; 

iii) HINOS gasta muito mais memória que o BUGRE; 

iv) Em se tratando de blocos diferentes entre si, pode-se dizer que 

HINOS exige muito mais memória, especialmente se a base for grande. 

Temos, a seguir, uma coleção de 25 testes, divididos da seguinte maneja 

ra: 

i) Oito problemas com função objetivo «inear; 

ii) Oito problemas com funcao objetiva quadritica; 

iii) Oito problemas com função objetivo tipo entropia; 

iv) Um problema especial. 

Cada um dos oito foi dividido em quatro problemas com blocos iguais en- 

tre si, e quatro problemas com blocos diferentes entre si. E cada um dos qua 

tro aboroa dois problemas com restrições tipo Ax = b, dois problemas com 

restrições tipo Ax < b, aoordando-se para um caso» dimensão de aproximada- 

mente 100 e, para outro caso, uma dimensão de aproximadamente 1G0C. 
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O ultimo teste e um problema linear, com 6002 variiveis e 4000 restri- 

ções com 100 restrições de igualdade. Não conseguimos rodar este problema 

com o HINOS devido Ü insufuciência de espaço de memória, normalmente tíisponl 

vei para um usuário. 

j 
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RELAÇÃO DOS_PROBLEMAS_TESTE$_E 

ESULTADOS OBTIDOS 



mm 

FUNÇÃO OBJETIVO: linear, f = -ix. 

MODO DE GERAÇÃO: aleatório para os eleme 

NÜMERO DE RESTRIÇÕES PRÕRRIAS: 100 

NC^ERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 0 

NÜMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 84 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax < b, b > 0 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5x8, blocos i 

NÜMERO PE BLOCOS: 20 

NÜMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM 

DENSIDADE DA MATRIZ A: 9,52% 

< x < 2 

sai 

tRO Dt 



PROBLEMA 

OBJETIVO: linear, f = -Zx, 

aleatório para os elementos de A e de b 

NUMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: C 

NOMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 84 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax < b, b < 0 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5x8, blocos diferentes entre si 

NOMERO DE BLOCOS: 20 

NOMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 800 

DENSIDADE DA MATRIZ A: 9.523 

NOMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES ENTRE SI: * 800 

RESULTADOS OBTIDOS PELO HINOS 

: Sc 

S OBTIDOS 
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PROBLEMA m 2 

FUNÇÃO OBJETIVO: linear, f = -Ix1 

MODO DE GERAÇÃO: aleatório para os elementos de A e de 

NÜMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 120C 

NÜMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: C 

NOMERO DE VARIÃVEIS PRÓPRIAS: 1202 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax < b, b > 0 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 3x5, blocos iguais entre si 

NÜMERO DE BLOCOS: 400 

NÜMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 6000 

DENSIDADE DA MATRIZ A: 0.42% 

NÜMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES ENTRE SI: - 15 

CANALIZAÇÕES: 0 < x É 50 

-condicionamento na rotina 
iteração entre 

0 MÉDIO (P (173) 



: linear f = -ix.- 

MODO DE GERAÇÃO: aleatório para os elementos de A e de t 

NÜMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 1200 

NI^IERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 0 

NOMERO DE VARIÃVEIS PRÓPRIAS: 1202 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax < b, b > 0 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 3x5, blocos diferentes entre si 

NÜMERO DE BLOCOS: 400 

NÜMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 6000 

DENSIDADE DA MATRIZ A: 0.42% 

NÜMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES ENTRE SI:. 6000 

CANALIZAÇÕES: 0 < x < 50 

ITO INICIAL: x' 

SULTADOS O 

ÍSTICO: Parou por mal-condicionalmento na rotina CHUZR numa 

'El 





FUNÇÃO OBJETIVO: linear f = -l xi 

MODO DE GERAÇÃO: aleatSrio para os elementos de A 

NOfCRO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 100 

NÜMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 100 

NOMERO DE VARIÃVEIS PRÓPRIAS: 142 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax = b, b = 0 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5x9, blocos iguais entre si 

NOMERO DE BLOCOS: 20 

NOMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 900 

DENSIDADE DA MATRIZ A: 9% 

NOMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES ENTRE SI: 45 

CANALIZAÇÕES: O S x < 5 

PONTO INICIAL: x0 . 0 

RESULTADOS OBTIDOS PELO HINOS 



FUNCAO OBJETIVO: linear f 

: aleatório para os eiementos de A 

NOMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 100 

NÜMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 142 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax = b, b = C 

TAMANHO DOS BLOCOS DE Â: 5 x 9, blocos diferentes entre si 

NÜMERO DE BLOCOS: 20 

NÜMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 900 

DENSIDADE DA MATRIZ A: 9% 

NÜMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES ENTRE SI: - 900 ( 

CANALIZAÇÕES: 0 < x < 5 

PONTO INICIAL: x0 - 0 

SES: 10S 

DE CPU (segundos): 12 

ÍES: 7: 

TERACOE: 



iOGX 



OBJETIVO: 1inea-, f = -x, 

: GERACAO: aleatório para os elementos de A 

DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 1O0C 

DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 1000 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax = b, b = 0 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5x10, blocos iguais entre si 

NÜMERO DE BLOCOS: 200 

HOMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 10000 

DENSIDADE DA MATRIZ A: 0,55% 

NÜMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES ENTRE SI: 50 

: x 



FUNÇÃO OBJETIVO: linear, f = -x1 

MODO DE GERAÇÃO: aleatório para os elanentos de A 

NOMERO DE RESTRIÇÕES PRÕPRIAS: 1000 

HÍMim DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 100C 

Nt^lERO DE VARIÁVEIS PRÕPRIAS: 1801 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax = b, b = 0 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5x 10, blocos diferentes entre si 

NÜMERO DE BLOCOS: 200 

HOMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 10000 

DENSIDADE DA MATRIZ A: 0,55% 

NÜMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES ENTRE SI: - 10000 

CANALIZAÇÕES: á x < 
O n x = 0 

»« 

)STICO: Parou numa i ter a ca o entre 575 e 625 por fal 

saída norma 

raiuKMu 
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FUNÇÃO OBJETIVO: não linear, f = 1/2 2 

MODO DE GERAÇAO: aleatório para os elementos de A e de b 

HOMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 150 

nmmo de restrições de igualdade: o 

NOMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 242 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax < b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5x10, blocos iguais entre si 

DE BLOCOS: 30 

DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 1500 

< x < 10 



es ssss 

OBJETIVO: não linear, f • 1/2 l xf 

. GERAÇÃO: aleatório para os elementos de A e de b 

NOMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 15c 

NOMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 0 

NOMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 242 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax < b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5 x 10, blocos diferentes entre si 

NOMERO DE BLOCOS: 30 

NOMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 1500 

: 1 S x < 

DIAGNOSTICO: saída normal 

NOMERO DE ITERAÇÕES: 144 

NÜMERO DE FATORAÇOES ORTOGOUAIS: 9 

NOMERO DE BASES USADAS: 121 

NOMERO DE AVALIAÇÕES DE FUNÇÃO E GRADIENTE: 

TAMANHO HÊDIO (MÁXIMO) DAS BASES: 25 (31) 

NOMERO DE FAIXAS USADAS NA FATORAÇÃO: 15 

NOMERO DE ITERAÇÕES GATILHO: 1C 

TEMPO DE CPU (segundos): 65.02 

MEMÓRIA USADA EM PALAVRAS REAt*8: 844c 

TOLERÂNCIA USADA: IO"4 





MODO DE GERAÇÃO: aleatório para os elementos de A e de d 

NOMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 1050 

NOMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 0 

NUMERO DE VARIÃVEIS PRÓPRIAS: 1052 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax S b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 3x5, blocos diferentes entre si 

NOMERO DE BLOCOS: 350 

NOMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM,A: 5250 

PONTO INICIAL: x 

t: 

h. Íí/-,! 
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PRO|LO« Nf 6-D 

OBJETIVO: não linear, f - 1/2 I xT 

GERAÇÃO: aleatório para os elementos de A e de 

DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 1050 

DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 0 

DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 1052 

RESTRIÇÕES: Ax < b 

DOS BLOCOS DE A: 3x5, blocos iguais entre si 

DE BLOCOS: 350 

DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 5250 

ITES ENTRE SI 

DE BASES USADAS: 65 

lAÇOES DE FUNÇÃO 
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PROBLEMA m 7 

FUNCAO OBJETIVO: não linear, f = 1/2 Z 
^ i 

MODO DE GERAÇÃO: aleatório pare os elementos de A 

HOMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 100 

HOMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 100 

HOMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 162 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax = b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5x10, blocos iguais entre si 

NÜMERQ DE BLOCOS: 20 

A: 6,17® 

ELEMEf 

: -100 s x < 1 

: x = 

IES: 125 

DE FATORAÇOES ORTOGONAIS: 2 

IE FUNÇÃO E 

ISES: 10C 



FUNÇÃO OBJETIVO: nao linear, f = 1/2 Z xr 

MODO DE GERAÇAO: aleatório para os elementos de A 

NOMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 100 

NUMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 100 

NUMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 162 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax = b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5x 10s blocos diferentes entre si 

NUMERO DE BLOCOS: 20 

NUMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 1000 

s x < 

PONTO INICIAL: xu = 5 





.66. 

PROBLEm m 8 

FUNÇÃO OBJETIVO: nao linear, f = 1/2 I x? 

MODO DE GERAÇAü: aleatório para os elementos de A 

NOMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 800 

HOMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 800 

HOMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 1204 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax = b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 4x10, blocos iguais entre s 

HOMERO DE BLOCOS: 200 ; 

HOMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 8000 

DENSIDADE DA MATRIZ A: 0,83^ 

: 3 < x < 
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PROBLDW m 8-D 

FUNÇÃO OBJETIVO: não linear, f = 1/2 I xt 

MODO DE GERAÇÃO: aleatório para os elementos de A 

NOMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 800 

NÜMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 800 

NtWERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 1204 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax = b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 4x10, blocos diferentes entre si 

NÜMERO DE BLOCOS: 200 

NÜMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 8000 

• xü = 4 

IER0 DE 

IERO DE 

.. 52 



««* 



FUNÇÃO OBJETIVO: não linear, f = I x' log(x1) 

MODO DE GERACAO: aleatório para os elementos de A e de i 

NDMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 10C- 

NOMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 0 

NUMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 162 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax < b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5x 10, blocos iguais entre si 

NOMERQ DE BLOCOS: 20 

S x S 

ITERAÇÕES: 112 

1E FUNÇÃO E Gl 

:S: 7 

IÇAO: 15 

L 



TIPO 

■B OBJETIVO: não linear, f = I x logCx"} 

DE GERAÇÃO: aleatório pare os elementos de A e de b 

.0 DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 10C 

O DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: O 

O DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 162 

DE RESTRIÇÕES: Ax < b 

HO DOS BLOCOS DE A: 5 x 10, blocos diferentes entre s 

O DE BLOCOS: 20 

< x < 10 



I 

I 



FUNÇÃO OBJETIVO: não linear, f = 1 x1 log x! 

MODO DE GERAÇAO: aleatório para os elementos de A e de b 

NOMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 1000 

NÜMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 0 

NOMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 1602 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax < b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5x10, blocos iguais entre si 

NÜMERO DE BLOCOS: 200 ! 

IMERO DE 

2 á x s 6 

x0 = e 

: sa 

ÍMERO DE PA 

JMERO DE ITÍ 
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PROBLEHâ m |§-D 

nac linear, f = I x èoç x 

aleatório oara os elementos de A e de b 

RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 0 

VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 1602 

DE A: 5x10, blocos diferentes entre si 

NÜNERO DE BLOCOS: 200 

ÍES: 2 < x < 





—r *- 
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PROBLEMA M| tt 

FUNCAC OBJETIVO: na o linear, f(x) • ' > logíx1) 

MODO DE GERAÇÃO: aleatório para os elementos de A 

NÜMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 100 

NOMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 100 

NÜMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 12« 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax = b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5x10, blocos iguais entre si 

NÜMERO DE BLOCOS: 20 

IZAÇDES: 5 < x < 



.?l 

PROBLEMA. NÇ 1|;| 

TIPO 

,0 OBJETIVO: nao linear, f = I x' log x 

DE GERAÇRO: aleatório para os elementos de A 

LO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 100 

10 DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 100 

tO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 124 

DE RESTRIÇÕES: Ax = b 

mo DOS BLOCOS DE A: 5x10, blocos diferentes entre si 

10 DE BLOCOS: 20 

DENS 

[FRO DE ELEMENTOS DIFERENTES ENTRE SI 

: x = £ 

E AVALIAÇÕES DE 

): 35.9; 



*:• 

BLEMA NÇ 



PROBLEMA m n 

FUNÇÃO OBJETIVO: nao l/inear, f = I x.. 1og x.. 

MODO DE GERAÇÃO: aleatório para os elementos de A 

NÜMERO DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 90C 

NOMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 900 

NÜMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 905 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax = b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: 5 x 10, blocos iguais entre si 

NÜMERO DE BLOCOS: 180 

NÜMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 90(SO 

S x < 

CIAL: xw = 8 

iDAUt 

DE BASES 

1AÇ0ES GATILHO: £ 

' seaundos}: 1475.5 

IEMÕRIA 
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PROBLEMA m 12-B 

FUNÇÃO OBJETIVO: nao linear, f = I x iog >; 

MODO DE GERAÇÃO: aleatório para os elementos de A 

HOMERO DE RESTRIÇÕES PRÕPRIAS: 90C 

NÜMERO DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 900 

NOMERO DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 905 

TIPO DE RESTRIÇÕES: Ax = b 

TAMANHO DOS BLOCOS DE A: Sx 10. blocos diferentes entre si 

NÜMERO DE BLOCOS: 180 

DA MATRIZ A: 1.15 

iiüh üü 

s x < 10 

xw = E 

saioa 

FÂTORAÇOES TS- C 

r no r. n t L tsr^Hui 

rc rf.TT 

: 32 

55089 



O DA BASE 



.0 DE RESTRIÇÕES PRÓPRIAS: 400C 

O DE RESTRIÇÕES DE IGUALDADE: 10C 

O DE VARIÁVEIS PRÓPRIAS: 6002 

DE RESTRIÇÕES: Ax < b 

HO DOS BLOCOS DE A: 2x5 

O DE BLOCOS: 2000. blocos diferentes entre si 

0 DE ELEMENTOS DIFERENTES DE ZERO EM A: 20000 

DENSIDADE DA MATRIZ A: 0,00835, 

NOMERO DE ELEMENTOS DIFERENTES ENTRE SI: - 20000 

lao roda por falta de memória disponível ao usui' 

DE ITERAÇÕES: 

ncnrr.v iLU: saica non 

)E ITERAÇÕES: 8 
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4.2. COHENTÃRlÜS 30ERL CADA TESTE 

Rotulamos os problemas testes numerando-os 1 s 1-D; 2, 2-L,... e assirr 

por diante. Os testes oue foram rotulados com a letra "D" foram produzi aos 

de modc que seus blocos de restrições eram diferentes em si. Os demais apre 

sentam blocos iguais entre si. 

Para uma perfeita noção do tamanho de cada problema, elaboramos dese- 

nhos da matriz de restrições de cada teste, mostrando a sua dimensão e c ta- 

manho de cada bloco. Em alguns casos mostramos uma vista explodida do bloco 

para fornecer uma idéia mais precisa do tamanho do problema. 

A seguir enumeramos os referidos testes e um comentário sobre cada um, 

detendo-se na comparação dos resultados fornecidos pelo sistema MINOS (pare 

o caso de problemas lineares). 

;ste pequeno teste mostra, de imediato, uma superioridade do programa 

sobre o MINOS. Observa-se. de imediato, um número de iterações muito 

iste exemplo tivemos, aproximadamente, os mesmos requisitos de memõri 

Este exemplo mostra que a caminhada por dentro do convexo pode ser, em 

alguns casos, uma economia de tempo computacional. 

Ainda, no referido teste, deve ser observado que foi realizado somente 

uma fatoracio ortoaonal pelo BUGRE; fato este que, sem dúvida, diminui bas- 

Este problema, de pequenas dimensões, mostra uma superionaaae do si 

e a tempo aas" 

s maiores a prol 



NJ > . '■•.eoou c nr oe uui iter 

rito. Note-s? ainda gus a. e .>â do^ ma i 

rf-a ,***':% ;->*ncr- oue 4U.Uül: db 'avras de memória, enquanto o MiNUb, pa- 
:-ot i ema, recuareu De a^ras. 

a ooservacac interessante e que o nunero de íatoracoes ortogonais 

1c BtiQRE foi somente 59 no total de 450 iterações. Mostra-se coir- 

v t*-6.u"-dicionamentc oeriõdico e uma excelente ticnica para ganhar 

uscda 

c de iterações, tivemos como se esoe 

e lpl. rfjci r; ur ; e 

PROBLEMA M9 2-D 

0 sistema Kl NOS mostrou, neste teste, uma maior vulnerabilidade ao mal- 

condicíonamentc. e parou, muito cedo, numa iteração entre 1 e 5G. Isto, po£ 

sive"imente, i devido a existência de blocos diferentes nas restrições, cau- 

sando urr enchimento {l!fill-ir') grande e fatal para o MINOS. 

Em problemas com estruturas oarticularmente boas. r enchimento e ma4s 

ou menos limitado, e, urr. sistemc. como o HINOS, oode taze- muitas ^rversòes 

matriciais cor segurança. Porém se o enchimento torna-se granas, ecDe,"a-se 

um mal conoortamento oas inversões, pois o número de elementos t un fator os 

cesgaste ao condicionamento ao proolema, principalmente quanoc esses elemer- 

tos sãc di'ementes entre si. 

Tcmtit. neste teste, a cüantiaaae de memõrie reguerida pelo BUGRi fo* 

suDStànciaimente menor gc aue c -eauerida oelc HINOS. 



PROBLEMA H9 3 

Ho presente teste, o MI NOS resolve o problema em um tempo bem menor óc 

que o BÜGRE* As necessidade: de memória são aproximadamente as mesmas para 

os dois sistemas, Este teste mostra aue quando os blocos são iguais entre 

si. pode-se esperar urr bom desempenno do sistema HINOS, jã que espera-se me- 

nos enchimento nas fatorações. Rodemos dizer que problemas que apresentar 

muitos elementos iguais e/ou muitos elementos .Ts e -Ts favorecem enormemer 

te c bom desempenho do HINOS. 

PROBLEMA N9 3-D 

Enfatizando o comentário sobre o problema 3, este teste mostra que c 

aparecimento de elementos diferentes (blocos diferentes) nos problemas pode ^ 

comprometer a disponibilidade de memória para se resolver um problema grande 

pelo HINOS. 

0 par ae problemas 3 e 3-D mostra como a natureza dos blocos interfere 

no andamento e necessidades do sistema MI NOS. 

0 BUGRE resolveu o problema em um tempo muito grande em comparaçac at 

HINOS, possivelmente devido a um número muito grande de fatoraçoes ortogc- 

nais em, relação ao número de iterações. 

Este problema apresenta uma base muito grande lODOx 1000 (todas as res- 

trições sao de igualdade) e tem blocos iguais entre si. 0 sistema MINOS usí 

variáveis de folga (e/ou artificiais para bases nao evidentes) tornando o: 

problemas um tanto maior e também mais complicados. No presente caso o MiNO! 

parou por mal-condicionamento numa iteração entre 195 e 240, mostrando quí 

nem sempre problemas com blocos iguais de estrutura particularmente boa se- 

rio resolvidos po*~ este sisterna. 

Ooservando o desenho dos blocos no problema 4, nota-se a quase ortogoa 

e favorece o aesempen? 

roccinsilP rtP 
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iC De-' "Ki !; ce tt. ; 

*". ■ •''"5 O*' . i à 

, Tàf T,3 . : O L- I ' WJ'- W. 

er. .e" tos ti dos de d te a utiiizarac ut dj^kl jrpj- vez flCc £ v i C 

.c r MI^0S mostra 

5 e HQ 5-D 

ít funções objetivas nao-lineares também fc 

r Os resultados podem servir oara ume 

s oue acres 

êxito pelo 
t oara cro- 

c ffscro como e o caso de funções oDjenvos q 

c ec Pro- testes observa-se 
^ ic +1 v*r se tci va >e. . 

near ja oue o custo comp 

se oue torâfí. rec' ^zaor: V c i c 'v- v e ; 

e 61 iterações e 4? cases, isto siqrnncc 

lentes conjugados numa Q&aa face, o., seja. 

bastante 
s orob 

noo ass 

n tamanho considerável e gasuam 

c rnmsirr í^ctc- r 

vigc mais e ic diferentes rc 

s e o 

s de .numero o com os proo;emai 



PROBLEMAS Hk / 6 NC j -! 

Como nos problemas NP 6 e NÇ 6-D, estes tambeip têm função objetivo quc- 

driticc. Estes d roo "temas que apresentam somente restrições de igualdade pos 

suem. rei ativamente, poucos graus de liberdade (162 variáveis e tOC restri- 

ções de igualdade;. Espera-se em problemas deste tipo, idas e poucas bases 

e muitas avaliações de função e gradiente, ou seja, hi muitos sub-probiemas 

de minimizacãc em uma variedade (que em última análise i um problema de mirn 

mizacao sem restrições), com poucos problemas de mudança de base. 

No problema NP 7 tivemos 15 bases usadas com Z fatoraçoes ortogonais 

contra 156 avaliações de função e gradiente e no problema NP 7-D foram usa- 

das uma única base contra 134 avaliações de função e gradiente. 

i 
PROBLEMAS NP 8 e NP 8-D 

Estes problemas apresentam uma base grande 800x 800 e, como anteriormeri 

te. têm funções objetivas quadrãticas. Deve ser observado que o número de 

iterações no problema 8-D ê bastante alto, e também o e o número de avalia- 

ções de função e gradiente acarretando um grande aumento do tempo de CPU. 

Do mesmo modo que realizamos testes com função objetivo quadratica, tarr 

bem realizamos testes com função objetivo do tipo entropia: essas função são 

do tipo I x.. log x.. 0 calculo da função logaritmics presente na função i " 1 _ 
torna muito maior o tempo de CPU se compararmos com os testes quadrãticos. 

Esses testes foram realizados para mostrar a eficiência do BUGRE mesmc 

em problemas bastante nao-lineares. Além disto esta coiecao ae testes pode- 

rá servir para se fazer estimativas sobre o tempo de CPU para um dado proble 

ma com uma daaa função objetivo, ji que, com algum esforço pode-se faze^ uma 

correlação entre tempo de CPU, número de iterações e tamanno da base. 
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PROBLEMA NO 13 

Sabe-se cue o MINOS çuaraò varias copias dos elementos da matriz para 

atualizações, numero de cópias estimado em aproximadamente 5 vezes c numere 

de elementos diferentes ae zero da matriz, isto faz com que a necessidade 

de memória total para o MINOS seja bastante grande, ji que este trabalha com 

variáveis de folga. No presente teste, não conseguimos a nível de usuário a 

quantidade de memória necessária para rodar o problema no VAX-785. Tentamos 

até 350.000 palavras de precisão dupla e ainda assim o sistema MINOS pedia 

mais memória; ao atribuir-se valor mais elevado para a dimensão do vetor de 

trabalho do MINOS atingia-se o teto de memória disponível ao usuário, 

0 BUGRE resolveu este problema utilizando apenas 157.000 palavras em 

precisão dupla e com 3 fatorações ortogonais e 8 iterações. Este exemplo 

constitui-se numa forte evidência de que o BUÇRE ê uma alternativa para sol£ 

ção de problemas em que o MINOS falha. 



CONCLUSÃO GERAl 



Dentre diversas opções possíveis para continuidade do trabalho podemos 

=rar alaumas mais imediatas: 

í; Mel norar o precondicionamentc. 

t possível fazer uma melhora significativa no precondicionamentc aos 

sistemas lineares utilizando-se rotações rápidas de Givens (FGR, que 

não calculam raizes quadradas. £ necessário um estudo mais aprofundado 

sobre o tratamento de fatorações incompletas; poder-se-ia conseguir um 

precondicionamento mais seguro e melhor. 

ii) Incorporar uma fase I Inteligente. 

nao ha fase I. 0 usuário terá que fazei 

duas chamadas a rotina principal se quiser resolver eme er 

isc dispõe 

isuario aastar mais 

o imci :tPs ripçvant 

Outro aspecto importante i que uma fase I inteligente poderia ser usadí 

iii) Testar diferentes estruturas e 

Esta opção alem de ser bem viável e ia ia oue certas 

classes de problemas de grande porte apresentam uma estrutura particu- 

lar oue pode (e deve) ser explorada. A adaptação do precondicionamentc 

•ico e pratico. 

a matn 
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Neste case, ums fatoração LQ poderia ser usada para precondicionamento. 

iv- pre-processamento do problema para que fiaue mais adeauado para o pre- 

condi cionanientc. 

Certos orociemas pcaem apresentar uma estrutura ruim para o precondici£ 

namento. fazendo-se uma reestruturação do problema poder-se-ia melhora^ 

a sua estrutura. Isto poderia ser feito internamente no programa para 

um certo tipo de precondicionamento, por exemplo através de oermutacac 

de linhas e de colunas poderia conseguir-se uma forma matricial tipo 

faixa ou quase isso. Ou ainda, o mais triangular superior possível. 

v) Adaptar para trabalhar com restrições não-1 ineares. 

Muitos prooramas que trabalham com restrições lineares podem ser adaptji 

dos para trabalhar com restrições nao-lineares. A tarefa de uma adapta 

çio. embora difícil, pode ser de grande valia 3a que um programa robus- 

to que trabalha com restrições lineares poderá ter um comportamento ex- 

celente quando adaptado para resolver problemas com restrições nao-li- 

neares. 



I 
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APÊNDICE 



Algoritmo Dara minimiza»- uma função auadritica e positiva definida 

!eita a restrições canalizadas. 

Considere c problema abaixe: 

liriimizar f (x) = 1/2 x* Ax - h1 >. 

suieito a £ i X i L 

corr, A (nxn) positiva definida. 

Um algoritmo para resolver o problema acima pode ter a seguinte forma: 

Escolha um ponto inicia 

r, = h - Ax,. 

1 x,, , £ < x. s u e calcule 

Seja I o conjunto de índices i tais que 

Se vl = ís índices nao pei +• r~ n r\ 4- f 

passo 

x. „ = x, + a, p. , r, 4 = r, - a.S. tc- t l' r i' ' t ' l" V > 



.94. 

9 se i e i 

; k+1 

k := k+l e va para o passo 4.1. 

xk+1 < ou xk+l > u PASSO 5 : Sejaii) 

Seja ã. 

,i os índices i tais 

£9 ^ü' 

triDua x + a. p, s 

tais que 

! = u . Se 

o passo passo 
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