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I 

RESUMO 

Utilizamos o método do operador estatístico de 

não-equilÍbrio desenvolvido por D.N.Zubarev, baseado no 

formalismo da entropia máxima de E.T.Jaynes, para deri

var um conjunto de equações de transporte que descrevem 

a evolução temporal de um plasma de semicondutor altamen

te excitado. A partir deste conjunto de equações obtemos 

a evolução temporal ~ variáveis t~rmodinâmicas intensi

vas de interesse para a·descrição do processo de relaxa

çao do plasma, e aplicamos ao estudo dos semicondutores 

GaAs, CdS e Cdse. 
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INTRODUÇÃO 

Em 1957 E.T.Jaynes(l), baseando-se nas idéias de 

C.E.Shannon( 2 ) da Teoria de Informação, formulou o assim cha-

mado Princípio da Maximização da Entropia, que fornece um ex-

celente critério, com base em um conhecimento parcial, de cons-

trução de uma distribuição de probabilidades, e nos leva a um 

tipo de dedução estatística que é chamado de "estimativa de 

entropia máxima". 

A Teoria de Informaçãõ nasceu formalmente em 1948 

com o artiç;o de Shannon (2 ), e sua aplicação visava então à 

Teoria Matemática de Informação. A contribuição fundamental 

dada por Shannon foi ter encontrado uma mensuração para o co-

nhecimento (quantidade de informação) contião em uffia certa dis-

tribuição de probabilidades. 

O conceito de informação na física, com uma ineren-

te conexao com a entropia de Clausius (1864), precede o traba

lho de Shannon em muitos anos. Em 1871 James Clerk Maxwell .in-

traduziu o papel da informação propondo o seu famoso "demônio 

de Maxwell" que seria capaz, com suas capacidades, de violar 

a segunda leL da -termodinâmica. A partir daí muitos outros in-

vestigadores ponderaram 9 relação entre observação e informa

ção, por um lado, e a segunda lei, por outro( 3 ). Até o traba

lho de Shannon, entretanto, não existia nenhuma medida de in-

formação de modo que as discussões anteriores ao seu trabalho .· 

não puderam ser quantitat:vas. 

Dentre os vários métodos teóricos para se estudar 

it - d - 'l•b ' (4 ) F li d ' -s uaçoes e nao-equ~ ~ r~o , o arma smo a Entrop~a Ma-
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xima {FEM) de Jaynes(l) veio permitir uma extensão completa 

do algoritmo de ensembles de Gibbs para se estudar situa

ções longe do equilíbrio termodinâmico. 

Baseado no FEM e nas idéias de tempos de relaxa

çao de Bogoliubov(S); Zubarev( 6 ) desenvolveu um método teó

rico que possibilita a obtenção de equações de transporte 

generalizadas com as quais se pode descrever um. série de si

tuações experimentais. 

Em nosso trabalho utilizamos o método do opera

dor estatístico de não-equilíbrio desenvolvido por Zubarev 

para deduzir as equações que governam a evolução temporal 

de um sistema de portadores em um plasma de semicondutor al-

tamente excitado (PSAE) . 

No capítulo I expomos quatro axiomas que permitem, 

de uma maneira rigorosa e compacta, obter os resultados de 

Shannon; e derivamos o F ....... H para um conjunto àe valores espe

rados de dadas funções. 

No capítulo II expomos o método do operador est~t

tístico de não-equilíbrió de Zubarev; e fazemos a dedução das 

equações de transporte generalizadas para as variáveis termo

dinâmicas escolhidas para a de~crição do sistema físico de in

tere-sse. 

No capítulo III consideramos um plasma de semicon

dutor altamente excitado. Este sistema físico tem sido objeto 

de pesquisas teóricas e experimentais intensivas nos Últimos 

anos, e possuem um grande interesse tecnológico. Utilizamos dS 

equações de transporte generalizadas deduzidas no capítulo II 

para obtermos um conjunto de equações de transport~ nas vuri

áveis termodinâmicas extensivas escolhidas para a descrição 

do plasma. Obtemos então um sistema de equações integro-dife-
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renciais nas variáveis intensivas, termodinamlcamente conju

gadas àquelas. 

No capítulo IV mostramos como podemos obter o 

conjunto de condições iniciais para a resolução do sistema 

de equações integro-diferenciais obtido no capítulo III, 

através de algumas hipóteses concernentes às trocas de ener-

gia nos instantes iniciais da evolução do plasma. Mostramos 

também os resultados obtidos para os semicondutores estuda

dos e fazemos uma discussão dos mesmos. 

.· 
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CAPITULO I 

PRINCIPIO DA MAXIMIZACÃO DA ENTROPIA 

A necessidade em se decodificar as comunicações 

em código durante a II Guerra Mundial foi um estímulo essen-

cial para um novo ramo da Teoria da Comunicação: a Teoria de 

Informação. Nesta teori.a a medida de informação 1 ligada in-

trinsicamente a uma distribuição de probabilidades, tem um 

papel vital. Uma mensuração para o conhecimento contido em 

uma dada distribuição de probabilidades foi encontrado por 

(2) 
Shannon usando originalmente a linguagem dos "dígitos 

binários" (só existem duas possíveis respostas: "sim" ou 

"não", abreviadamente, "bit"). 

Os resultados derivados por Shannon foram poste-

riormente colocados sob uma forma rigorosa e compacta por 

. d f l - . - . ("/) . d melO e umu ormu açao axlomatlca , Estes axlomas escre-

vem as car~cteristicas da medida de informação de um modo re-

lativamente direto e lúcido: Temos uma variável x que pode 

assumir os valores discretos x. (i=l, ... ,n), e associado com 
' 

estes valores o conhecimento parcial que determina x, ou seja, 

as probabilidades p 1 (i=l, ... ,n), numa correspondcncia biuní-

voca. 

Se imaginamos que exista uma grandeza S, que meça 

de uma maneira Única e nã_o ambígua a incert"eza desta distri-

.-
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buição de probabilidades discreta, esta deve e·star sujeita 

aos seguintes axiomas(?,B): 

Axioma I: A incerteza de uma certa distribuição de 

probabilidades e inerente a ela mesma, e sua medida S deve 

ser, portanto, uma função somente das probabilidades, ou se

ja, S(p) é independente das características individuais dos 

eventos. 

( 1) 

Axioma II: A distribuição homogênea p 1= ••• =pn=l/n, 

deve possuir uma incerteza máxima comparada com qualquer ou

tra distribuição do mesmo conjunto da amostra: Se se tem to

das as probabilidades iguais, então cada evento pode ser pre-

dito com a mesma "certeza", ao passo que em qualquer outra 

distribuição se pode ter mais "certeza" sobre um determinado 

evento do que em outro - probabilidades maior e menor, res

pectivamente. De modo que a medida S, correspondente à dis

tribuição h::>mogênea, deve ser máxima: 

( 2) 

Axioma III: Se é adicionado ao conjunto da amostra 

um evento com probabilidade nula, a incerteza da distribui-

çao permanece inalterada, e então 

( 3) 

A formulação do próximo axioma necessita de algu

mas definições. Consideremos dois conjuntos de amostras: 

i=l, ... ,n e v=l, ... ,N de eventos. Formemos o produto 

cartesiano dós dois conjuntos pela introdução do evento 
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simultâneo (i,v) para a ocorrência dos dois eventos i e v. 

Estes eventos (i,v) formam um conjunto amostral de nN ele-

mentes. A probabilidade de tal evento simultâneo, p. , é da-
1v 

da por, 

i.é, o produto da probabilidade pi de i pela probabilidade 

condicional q{vji) que v ocorra sob a condição de que a 

ocor~ência de i já e certa. Para um dado i, q(vji) represen-

ta a distribuição de probabilidades para o conjunto dos v. 

A medida de informação para esta distribuição condicional 

será chamada S(qji). 

Agora·podemos formular o axioma IV. 

Axioma IV: Este axioma e necessário para fazer com 

que a medida de informação seja independente da ordem com que 

é construída: se diretamente por p, ou em passos separados 

por p e todos os q. O Axioma IV estabelece que 

S(~)- S(p) + E p.Siqlil 
i 1 

( 4) 

A soma L p.SCqli) e o valor médio das informações condicio
i 1 

nais; poderr,os pensar que as informações condicionais S (q I i) 

ocorrem com uma probabilidade pi. Um exemplo ilustrativo 

deste axioma é dado no apêndice I 

De posse desses axiomas podemos demonstrar (a-

pêndice II) que a medida de informação de Shannon, chamada 

de entropia( 9 ) da distribuição de probabilidades, é uma 

grandeza positiva, que aumenta com o aumento de incerteza, 

que é aditiva para diferentes causas de incerteza; dada pe-

la seguinte expressão, 
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~-kLp.lnp., 
i 1 1 

k>O (5) 

Em 1957, Jaynes (l) ,baseando-se nas idéias de Shannon, 

formulou o assim chamado Princípio da Maximização da Entropia 

{PME): "A distribuição de probabilidades de determinado sistema 

deve maximizar a entropia S satisfazendo as condições de víncu

lo impostas pela informação disponível". 

Consideremos .como dado um conjunto de alternativas 

mutuamente exclusivas {x
1

}, para a qual é desejado identificar 

um correspondente conjunto de probabilidades. Existe em adição, 

dados conhecidos na forma de valores esperados de m < n funções 

f (x) ; temos então as seguintes condições na atribuição de pro
r 

habilidades 

n 

p.~ 

l 
i=l 

l ' 

F-<f(x)>= ,. r 

(6) 

n 

L r=l, ... ,m 
i=l 

• 

Pelo PME devemos maximi·zar a entropia, eq. (5), su-

jeita às condições dadas p~las eqs. (6) e (7). Utilizando o me--

todo dos multiplicadores de Lagrange para resolver este problc-

ma variacional temos, depois de um rápido cálculo, a seguinte 

distribuição 

p.~ exp{- ÀO - À
1

f
1

(x.) - ••• - À f (x.)} 
~ 1. mm 1 

l 
~ z exp{- À

1
f

1
(x.)- ••• -À f (x.)} 

1 m m 1 
( 8) 
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o mutiplicador de Lugrange ÀO e identificado por 

substituição de p. na eq. (6), , 

onde 

Í exp{-À 1 f 1 (xi) - ••• - Àmfm(xi)) 
i 

é cham~da 11 função de partição". 

(9) 

(10) 

Determinamos os outros multiplicadores substitu-

indo a expressão (8) dos pi na eq. (7) 1 que resulta em um con

junto de equações diferenciais acopladas: 

F = 
r 

a 
- éHr r=l 1 ••• ,m (ll) 

Estas equaçoes sao suficientes para de~erminar os 

mutiplicadores À 1 de tal modo que as probabilidades reprodu
r 

zam os dados iniciais. 

Um valor explicito para a entropia máxima é obtido 

-· pela substituiçao de pi na eq. (5): 

(12) 

a constante k é determinada no contexto de cada problema espe-

ci fico. 

•remando o diferencial total da entropia-máxima, 

eq.(l2) 1 encontramos que 

( 13) 
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L é, a entropia nao tem uma dependência explícita nos multipli-

cadores de Lagrange Àr' 

o' 
( 14) 

e a eq. (12) tem a forma de uma transformação de Legendre entre 

as representações (11) e (14). 

Notamos que as expressões {5-14) sao formalmente 

idênticas àquelas correspondentes da mecânica estatística. Es-

ta similaridade não estabelece, no entanto, nenhuma conexão 

entre os dois campos de estudo: a Teoria de Informação e a Me-

cânica Estatística. Esta conexão pode ser feita somente nos 

sistemas para os quais a entropia teí:"n'odinâmica e a entropia 

da Teoria de Informação aparecem com o mesmo conceito. No caso 

de uma eventual aplicação à mecânica estatísti'ca, o valor es~ 

perado das furtçÕes fr aparecem como sendo as variàveis termo

dinâmicas extensivas, tais como: volume, energia, número de 

moles e é te.; e os multiplicadores de Lagrange como as variá-

veis termodinamicamente conjugadas àquelas. 

Como exemplo de aplicação do formalismo deduzimos, 

no apêndice Ili, as distribuições de probabilidades para siste-

mas descritos pelos ensembles canônicv e gran-canônico. 

. -
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CAPÍTULO II 

OPERADORES ESTATÍSTICOS E·EQUAÇÕES CIN~TICAS 

II.l - Operadores Estatísticos 

Vários formalismos existem atualmente para tratar 

de sistemas de muito corpos fora do equilíbrio. Dentre esses 

merece destacar-se a generalização do álgorítimo dos ensembles 

d G 'bb l t- t" · d' t' t de ca"lculo(ll) ·. e l s, quE envo ve res es aglos lS ln os 

i) Construção do ensemble 'inicial- o operador es-

tatístico p (t 0 ) -que descreve o est.ado inicia] do sistema de 

interesse. 

ii.) Solução do problema dinâmico macroscópico de 

modo a obter o operador esta.tistico p (t) em todo tempo. 

iii) Cálculo das variáveis termodinâmicas de inte-

resse usando p(t), 

~ <P it> ~ 
m 

Tr(P p (t) } , 
m 

m=l, ... ,n ( l) 

onde n << N e o numero de variáveis termodinâmicas, com N repre

sentando o número cte· graus de liberdade do sistema. Os operado-

res Pm (m = 1,,,. ,n) formam o conjunto base das grandezas din5.

miras que pennitcm a descrição ITh->croscópica - em termos de seus valo-

res médios Q - do sistema. A escolha deste conjunto depende do 
m 
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problema específico em questão, i.é, do sistema físico parti

cular e das condições iniciais. 

Construiremos, a seguir, o operador estatístico 

de não-equilíbrio p(t), que é um funcional do conjunto {Pm}, 

nos baseando no PME discut·ido no cap. I. No caso particular de 

estarmos tratando com um sistema físico, o conjunto de alter-

nativas mutuamente exclusivas, dito no cap.I, são os diferen-

tes estados mecânicos do sistema. 

O operador estatístico de não-equilíbrio( 12 • 13 • 14 ) 

p(t) de um determinado sistema, é a distribuição de probabili-

dades, sujeita à condição de normalização 

Tr{ p ( t') } ~ l ( 2) 

e as condições suplementares 

( 3) 

para to.do t' no intervalo - ill < t ... < t. A entropia de informaçãJ 

correspondente é dada por 

S. (ti~ - Tr(p (t) lnp (ti) , 

De acordo com o PME o funcional ( 4) deverá ser 

( 4) 

maximizado sujeito à condição de normalização (2) e as con

dições suplementares (3). Utilizando o método dos multiplica-

dores de Lagrange, ·o extremo condicional do funcional (4) cor-

responderá ao extremo incondicional do funcional 

L(p} ~- Tr(p(t) lnp(t)}- (:l'(t) -ll1'r(p(t)} 

I t dt' 

-00 

L Gm(t,t') Tr(Pm(t'-t)p(tl} 
m 

( 5) 

.. 
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"' onde ~(t)-1 e G (t,t! sao multiplicadores de Lagrange. Encon-
m 

tramas que 

p ( t) = exp (- ~ (t) -I t dt' l 
-00 

G (t,t') P (t/ l m m . ( 6) 

os multiplicadores de Lagrange sao determinados da condição de 

normalização (2) e das condições (3). Temos então que 

~(t) = lnTrexp(- I ~t' r Gm(t,t')Pm(t/ l 
-oo 

Escolhendo os multiplicadores G (t,tj na forma 
m 

( 7) 

{pode-s_e mostrar que esta escolha é Única se impomos somente 

a condição de que a entrop-ia de informação seja um extremo no 

passado remoto(lS)), 

G (t t') = sé (t'-t) F (t') 
m ' m 

( 8) 

onde Fm(t} sao parâmetros conjugados dos Pm. 

Obtemos então a seguinte expressao para p(t), fa-

zendo adicio.'1almente a mudança de variável: t' - > f + t, 

p (t) = exp[- ~(t)- E I 0 

dt' est' 

-oo 

L F (t+t')P (t')] m m m 

~(t) = lnC'rexp[-·ci 

0 

dt' est' 

-00 

L F (t+t')P (t')] m m 
m 

no cálculo das médias o parâmetro ~ > O tende a zero depois 

que o limite termodinâmico tenha sido tomado. 

(9) 

( 9a) 
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O operador estatístico de não-equilíbrio pode ser 

escrito na forma mais compacta, 

onde 

e 

onde 

e 

p'( t) 

p(t)~ exp[- :0(t) - l w> l 
:0(t)~ ln Tr exp[- r;:~] 

~ cf 
0 

dt' eot' P (t/F (t+t/ m m 

-m 

~ P F (t) 
mm 

o 

- f dê ect'[Pm(t/Fm(t+t/ + 

P (t) ~ 8 iHt/ll 
m 

-Q) 

p -iHt/11 
me 

dF (t) • m 
F ~ ---"'--

m dt 

P (êl F (t+tl] m m 

( 16) 
Usando a eq. (11) podemos escrever 

p(t) ~ p(t) + p'(t) 

~(t)-tPF(t>] , mm 
m 

$(t)= ln Tr exp(- tPF(t)] mm 
m 

o 1 

~ ( dê e"ê l d-r 

J o -w 

--rs(t+t',tl (-r-1lS(t+ê,tl 
e Sct+ê,t) e 

(lO) 

(lOa) 

(ll) 

( 12) 

( 13) 

(l3a) 

(14) 
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onde S<t+t",tl e o operador de entropia 

• I ( 15) S(t,O) = ~ + PmFmltl 
m 

e 

g(t,Ol = as(t,oJ + i~[§ (t,O) ,H] at 

(16) 

§ (t' ti = eiHt'/1\ §(t,Ol e 
-iHt/1\ 

e o operador produção de·entropia. 

O primeiro argumento de §-(t+t",t) denota a dependen-

cia no tempo através dos parâmetros Fm(t+t/, e o segundo argu

mento denota a dependência no tempo através da representação de 

Heisenberg dos operadores P (t! , 
m 

O operador P(t) é denominado de operador estafísti-

co de grão-grosso, e pode-se mostrar facilmente que ele resulta 

d 1 . PME d. - d • 1 . ~ ( 12 '17) e ap 1car o em con l~oes e v1ncu o 1nstantaneas , ou 

seja, na eq. (3) os Qm são dados em urr. certo tempo t, 

(17) 

e deveremos ter, então, o extremo do funcional 

LÍp) =- TrÍp(t)lnp(t)) -· (ó(t)-1}Trp(t) - I F (t)Tr(P p(t) ) 
m m m 

( 18) 

A eq. (17) define os parâmetros F (t), que sao termo-
, m 

dinâmicamente conjugados às variáveis Qm no sentido em que 

=- <p lt> =- <p lt> m g m (19) 

onde< ... [t> denota média com o operador estatístico de grão
g 

grosso. 

A quantidade 
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s ( t) ~ - Tr(p(t) lnp(t)} ~ <l>(t} + l: Fm(t)Qm(t) (20) 
m 

satisfaz que 

Fm(t) 
as (t) as ( tl o ( 21) ~ ~ 

aom (tl aFm(tl 

i.é, S depende somente das variáveis termodinâmicas extensivas 

Qm e os parâmetros Fm são seus coeficientes diferenciais. 

Por analogia com o caso de equilíbrio identifica-

mos esta função como a função entropia da Termodinâmica Gene-

ralizada. 

C operador p proporciona os valores instantâneos 

dos operadores P , porém não contém informação sobre os pro
m 

cesses irreversíveis que se desenvolvem no sistema, os quais 

. 
s .... o descri tos por p'. 

A operaçao indicada pela _-Linha ondulada, na eq. (ll) 1 

e denominada como: tomar a par~e "qua~;e invariante" do opera-

dor correspondente. Isto porque os operadores B (t)= P F (t) 
m mm 

sao soluções da equação de Liouville 

l 'VVVV<A, 

il1[(PmFm(t)),Hj 

quando s - > O • 

o 

o 

~ <J dt' e<t'[p (t/F (t+t/ +P (t/F (t+t}] m m m m 

-w 

( 221 

A construção do operador estatístico de não-equilí

brio P(t) a partir dá parte "quase invariante" do operador 

FmPm' feita por Zubarev(lS), é equivalente à introdução de uma 

fonte na equaçao de Liouvil ~-e 1 a qual viola a simetria da equ<J.

ção com respeito à inversão temporal e é responsável pelo apa-

recimento da irreversibilidade. 



Cap.II 16. 

II.2 - Equações Cinéticas 

Passemos agora à obtenção das equaçoes de transpor-

te 
. (19 20) 

general1.zadas ' , de acordo _com a eq. (9), do operador 

estatístico de não-equilíbrio. 

Tendo em vista as aplicações que pretendemos fazer, 

consideremos: 

i) Que temos uma situação em que o Hami1toniano do 

sistema possa ser escrito como 

H (2 3) 

onde H
0 

ê o Hamiltoniano das partículas livres ou quase-partí-:

culas e H1 e o Hamiltoniano das interações. 

ii) Que, para descrever um estado de não-equilíbrio 

para escalas de tempo qu' não sejam muito pequenas, um conjun-

to de quantidades <P [t> , onde os parênteses angulares deno
m 

taro média de não-equilíbrio, é suficiente. 

iii) Que os operador~5 Pm satisfazem relações de co

mutação simples com o Hamiltoniano das partículas livres 

L . a. P 
im lm m 

onde aim sao certos coeficientes numéricos. 

(24) 

iv) Que estudaremos a evolução temporal do sisterra, 

sem nos preocuparmos com a sua distribuição espacial. 

O operador P obdece a equacão de movimento m , 

l ~ 
111 J 

+ .!...[p ,H1) 
ilí. m 

(25) 

.· 
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O valor médio da eq. (25) , calculado com o opera-

dor (9), 

a<P lt> _ _,m,__·= 
at 

1 

in 
? Ct • <P. I t> + 
J ffiJ J 

( 2 6) 

é a equaçao cinética generalizada para <Pmlt>, desde que a 

média do comutador de Pm com o operador de interação possa 

ser expressa em termos ·de P por meio das eqs. (9) e (18). O 
m 

primeiro termo do lado direito da eq. (26) expressa a evolu-

ção livre da macrovariável <Pm>' e o segundo termo e a inte

gral de colisão. 

Expressaremos a integral de colisão 

1 <[Pm,H1]1t> 
in 

(27) 

como uma série de potências da interação, utilizando o opera

dor estatístico de não-equilíbrio nu forma (20) 

p(t) = exp [- ~- ~ Fk(t)Pk + J :t'eE1Õ1.~ {[Pk(f),H1 (t)]Fk(t+t} + 

-Ol 

aFk (t+t! · J 
+ Í <[P.,H1] lt+t' >Pk (t')} 

j a<Pj lt> J 
(.? 8) 

Conservando os termos somente até segunda ordem 
. 

nas interações descritas por H1 , obtemos 

Jrn( ••• <Pi> •.. ) ( 2 9) 

onde 

.· 
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( 30) 

e 

oJ! 1 l!tl 
+ ifi l: p k JJt> 

m ma<P lt> g 
rn g 

( 31) 

Podemos obter equações de transporte também para 

as variáveis termodinamicamente conjugadas. De acordo com a 

eq. (20) podemos escrever 

o <P. I t> 
l 

<lF j (t) 
(32) 

Mas a derivada do lado esquerdo da eq. (32) pode 

ser escrita através das funções de correlação quânticas 

(B;C)= JldT<B(e-TS(t,O)C e1S(t,O) 

o 

De modo que teremos 

o<P.Jt> o 
l g = --"--

oF. (tl oF. (tl 
J J 

-
<P.(<P.Jt> - e-TS(t,O) 

' J g 

Tr{P.p(t)} = 
l 

-<C> )> 
g g 

(P. ;P.Jt) 
l J 

Derivando agora a eq. (20) com relação ao tempo 

d <P. I t> = 
l 

dt 

( 33) 

(34) 

( 35) 

.· 
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e usando as eqs. (32) e (34), obtemos 

- L (36) 
j 

Definindo, na eq. (36), os coeficientes das quanti-
. 

dades FJ., i.é, as funções de correlação (P.;P. jt); , J 
-1 matriz M .. podemos, a partir da matriz inversa M .. , 

J.) 1.) . 
quantidades F. 

J 
como uma soma dos 

F.(tl=
J 

<Pj jt>, i.é, 

- L 
k 

+ J (2) 
k 

+ ..• ) 

como uma 

obter as 

( 3 7) 

onde J~O) expressa a evolução livre da macrovariáve'l <P>. A 

eq. (37) é usualmente mais prática para fins de cálculo, já 

que os operadores de colisão J dependem explicitamente das 

variáveis F e, em geral, só implici 1:amente das macrova.i-iá-

veis <P>. 

.-
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CAPÍTULO III 

PLASMA EM SEMICONDUTOR ALTAMENTE EXCITADO 

O estado de Plasma em Semicondutor Altamente Excita

do (PSAE)( 2 l) pode ser obtido submetendo-se o sistema a fontes de 

energia intensa, tais como: feixes de partículas, campos elé

tricos e iluminação por "laser". 

Os fenômenos físicos que estudamos em nosso trabalho 

·estão associados a processos ultra-rápidos (tempos da ordem de 

pico-segundo) em semicondutores; o que exige, do ponto de vis

ta experimental, técnicas de medição nesta escala de tempo. 

Com o desenvolvimento de "lasers" que operam em tempos de pico

segundo, uma técnica que tem sido largamente empregada, e se 

revelado de importância fundamental, é a espectroscopia Óptica. 

Considerando uma experiência típica com um semicon

dutor intrínseco, esta técnica consiste em submeter o semicon

dutor a um pulso intenso de radiação, o qual, via absorção por 

um ou dois fotons, gera uma densidade alta de pares eletron

buraco. Durante a duração do pulso do "laser", ou normalmentz 

após um certo intervalo de tempo, um segundo pulso, que pode 

ter ou não a mesma freqUência de radiação, mas de intensidade 

muito mais fraca, é usado como pulso 9e prova, testando a ab

sorçao, a transmição ou o espalhamento. Ou, em outro caso, 

pode-se medir diretamente a luminescência. Este tipo de ex

periência permite seguir a evolução temporal do estado de 
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não-equilíbrio numa escala de tempo de pico-segundo. 

Com essa possibilidade de análise experimental, o 

plasma em semicondutor altamente excitado revela-se um sis-

tema cujo estudo não só é muito interessante em si mesmo mas, 

também, como instrument.o de teste para métodos teóricos de 

tratamento de situações longe do equilíbrio. 

Consideremos então um semicondutor poiar de "gap" 

direto, onde um sistema de portadores criados por um pulso 

intenso de luz de "laser" está inicialmente em um estado 

longe do equilíbrio térmico, e relaxa energia através dos 

fonons óticos e acústicos. Assumimos que a densidade dos fo-

tons do "laser" é bastante alta para produzir uma concentra-

ção de pares eletrons-buracos no lado metálico da transição 

de Mott,i.é, estamos tratando com um plasma de semicondutor 

altamente excitado {Figs.l e 2). t: suposto que algum tipo d{"! 

espectroscopia "laser" uitra-râpida esteja sendo feita no 

sistema, no sentido de obter medidas que permitirão comple-

mentar e justificar os estudos teóricos . 

.--------------------~---·----------------------~ 
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Fig.l- Descrição diugramática dos processos em desenvolvimento 

no Plasma de Semicondutor Altumente Excitado (PSAE). 
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E 

k 

Fig.2- Configuração de bandas do modêlo considerado (aproxi-

m~çao de banda par~bólica). E~ é a energia do "gap" e 

llwL a energia do foton do campo de radiação externa. 

Para a descrição do estado macroscópico do PSAE 

escolhemos um grupo de variáveis termodinâmicas. Esta escolha 

não é universal mas depende do problema experimental a ser 

considerado; para o caso do PSAE uma escolha apropriada 

aquela baseada em (22) 

i) A energia interna do sistema de portadores: 

E (t)~ <H lt> 
P P' 

-e 

ii) A energia interna do sistema de fonons Longitudi-

nais úticos (LO): EL0 (t)= <HL0 1t> 

iii) A energia inter~a dos fonons Acústicos (A) : 

EA(t)~ <HAit> 
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onde 

iv) A concentração de eletrons: ~(t)= <N8 [t> 

v) A concentração de buracos: Jb(t) = <Nbj t> 

< ... lt> ~ Tr{ ... p(t)} (l) 

Estas sao variáveis termodinâmicas extensivas, e 

definimos as variáveis termodinamicamente conjugadas como 

sendo: 

i') A temperatura efetiva dos portadores: 
-1 

T~ (t) ~ Sp (t) /k8 · 

ii') A temperatura efetiva dos fonons LO: 
-1 

Tto(t)~ SLO(t)/kB 

iii') A temperatura efetiva dos fonons A: 
-1 

T~(t)~ 8A(t)/k
8 

iv') O potencial químico efetivo dos eletrons: u
6

(t) 

v') o potencial químico efetivo dos buracos: pb(t) 

Onde temos para o Hamiltoniano dos portadores (H ) 
p 

H=H+Hb~ p e 
e 

E~ ) 
k 

( 2) 

+ onde a (a ) 
·> + é o operador de criação (destruição) de um eletron 
k k 

com momento é o operador de criação (destruição) de 

um buraco com momento 
~ 

k· E 
' g 

e a energia do "gap"; e €:e e cb 
k k 

eletron e são as energias no estado com vetor de onda k, do 

buraco, respectivamente, com Ee,b= fl2k2/2 m k e,b 
Para o Hamiltoniano livre dos fonons LO (HLO), 

( 3) 
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+ 
onde g+ (g+) 

q q 
com momento 

onde d+ (d ) 
~ ~ 

q q 
com momento 

24. 

é o operador de criação (destruição) de um fonon LO 

~ 

q; e wLO é a freqüência do fonon (m:::x'lelo de Einstein). 

Para o Hamiltoniano livre dos fonons A (HA), 

( 4) 

é o operador de criação (destruição) de um fonon A 

w~ é a freqüência do 

Para q -o operador do numero 

~ 

fonon A no modo q. 

de eletrons, 

E para o operador do núrrie)~O de buracos, 

( 5) 

( 6) 

Tendo então o conjunto ba:>e das quantidades P., i.é, 
J 

{Hp' HLO' HA, Ne' Nb} o operador estatístico do formalismo da 

entropia-máxima: o operador estatístico de grão-grosso, é 

onde pR(O) é a função de distribuição estatística dos reserva

tórios. O conjunto base das variáveis termodinâmicas é, como 

já mencionado, { Ep(tY, EL0 (t), EA(t), ne(t), fb(t)}, respectiva

mente. 

O Hamiltoniano ~o sistema descrito pode ser posto 

como a soma dos dois termos seguint·es 

( 8) 
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onde H
0 

se refere aos subsistemas livres e H
1 

as interações,i.é, 

(9) 

(lO) 

onde Hp, HLO e HA estão dados nas eqs. (2-4); e HpR é o Hamil

toniano que descreve a recombinação dos portadores, 

(ll) 

onde c!(~+) é o operador .de criação (destruição) de fotons com 
q +q + + + 

momento q, e k ... = k· + q, por conserv;;:tção de momento. 

HpLO e o Hamiltoniano que descreve a interação por

tadores fonons LO, 

I e + + + *e(+) + 
HpLO = {ULO(q)g_~ao+a-1.:.. + ULO q g+a~a+ + 

k{] q k K q k k 

b + + + U*b (q) g b +b ) (12) ULO (q) g-+b+?k + 
q k LO q k k' 

onde o superescrito nos elementos de matriz da interação desig-
+ _,. -+ 

na eletrons (e) e buracos (b), e ~ = k + q. 

HpA e o Hamiltoniano que descreve a interação por

tadores fonons A, 

I e + + + e + + 
HpA 

~ {UA(q)d-+a+a-+ + UÂ(q)d a a + 
kCi q k k' q k' k 

Ub(q)d+b+b b + + 
) + UÂ(q)d b b 

A q k• k + + + 
q k k' 

( 13) 

onde R- = k + q. 
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E HLOA e o Hamiltoniano·que descreve a interação 

fonons LO - fonons A, 

++ 
q] 

+ V* g d d+ } 
-+-1'" -+ -t -t. 
q] q J J' 

(14) 

onde f = j + Ci. 
A derivação do elemento de matriz u~0 (q), onde a 

designa eletrons (e) e buracos {b) , no caso da interação por

tadoreS-fonons LO, foi feita inicialmente por Fr0hlich( 23 ) e 

Callen(24) e extendida por Ehrenreich( 2 S). Em cristais pola-

res a polarização devido.ao fonon LO resulta em uma interação 

adicional com os portadores, a assim chamada interação de 

FrOhlich que é, em geral, mais forte que o espalhamento Ótico 

não-polar( 26 ). Para portadores com funções de onda com simc-

tria s, o valor absoluto quadrado do .elemento de matriz pode 

. (25) 
ser escrlto como , 

onde 

2nh 2 eE 
O a 

Vm q 2 
a 

( 15) 

(16) 

e m é a massa efetiva dos portadores, E e um parâmetro de 
a oa 

acoplamento definido com dimensão de campo elétrico, e é a 

carga eletrônica, V é o volume ativo da amostra, w é o modo de 
\ 

frequência longitudinal Ótico, e e:: 0 e e:: 00 as constantes dielé-

tricas estática e ótica, reSpectivamente. 



Cap.III 27. 

Consideremos agora o caso de espalhamento devido 

diretamente à tensão causada pelas ondas acústicas, i.é, o 

espalhamento pelo potencial de deformação. A idéia central da 

aproximação do potencial de 
. - (27) 

deformaçao e que o elemento 

de matriz é praticamente igual àquele obtido se trocando o po-

tencial de interação pela variação 0Eo do extremo da banda de 

energia, que seria produzida por uma tensão homogênea de mag

nitude igual a tensão local em~. originada pelo modo de vi-

~ 

bração q. Como as tensões envolvidas são pequenas, as varia-

ções podem ser adequadamente descritas somente com termos li-

- ( 26) neares na tensao. Temos o resultado que somente ondas 

longitudinais da .rede espalham os portadores. O elemento de 

matriz deste espalhamento é dado por, 

( 17) 
2gVs 

onde Elo. e a variação do extremo da banda por. unidade de dila

tação, s e a velocidade do som, g e a densidade do material e 

V é o volume ativo da amostra. 

Procedendo agora aos cálculos da evolução temporal 

do conjunto base das quantidades P., de acordo com a eq. (25) do 
J 

cap.II, utilizando o operador estatístico de não-equilíbrio, 

eq. (9), e corr. o auxílio das eqs. (29-31) do mesmo capítulo: 

Temos, associado com a relaxação da energia dos 

portadore~, os termos relacionados com: a recombinação (R); 

com a interação com os fonons LO; ·com a interação com os fo-

nons A, 

( 18) 
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onde podemos fazer, para efeito de simplificação dos cálculos, 

( 19) 

e 

(20) 

onde os superescritos indicam interação com eletrons (e) e 

buracos (b). 

Para a equaçao de transporte da energia dos fonons 

LO temos, 

(21) 

E para a variação ào numero de portadores, 

< N I t > e 

~ <N Jt> e 

(22) 

( 2 3) 

A relação (23) vem do fato de estarmos consideran--

do um semicondutor intrínseco. 

Como os Hamiltonianos de interação envolvem todos 

a interação de fermions com bosons (com excessão da interação 

entre os fonons LO e A) , podemos fazer um cálculo genérico en-

volvendo o Hami 1 toni•ano, 

+ M* 
+ 
q 

onde M~ é o elemento de matriz da interação, 
q 

( 2 4) 

e o operador 
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de criação (destruição) de fermions e 

criação (destruição) de bosons, e k' = 

B:(B~) é o operador de 
-+q -+q 
k + q por conservação de 

momento. Com esse Hamiltoniano fazemos os cálculos da evolução 
+ 

temporal da população de fermions com vetar de onda k. Os de-

talhes do cálculo são mostrados no apêndice IV. Temos como re-

sultado, 

+ í IM+1 2 [(l+v-+lf+(l-f+ 1-v-+f+(l-f+l)ó(c.+ -c.+- flw-+11 
~ ~ q _ q k kt q k kt K Kl- q 
klq ) 

li.w-+) + 
q 

(251 

onde fk é a função de distribuição de fermions, vq é a função 

de distribuição de bosons, E-+k e õw~ são a energia do fermion e 
' q 

+ + 
boson com morr.ento k e q, respectivamente (w-+ é ·a f"requência de 

q 

oscilação dof: fonons), e os elementos de matriz envolvem: 

\ \ -+-+-+ - -+ 
Mq = Mq(k,q;kJ) a criaçao de um fermion e um boson de momento k 

+ 
e q, respectivamente, com a consequênte destruição de um fer-

+ 
mion com momento k 1 

(25)). Do mesroiO modo 

rio da eq. (2S)). 

-+ -+ -+ -(k 1 = k + q, no primeiro somatorio da eq. 

-+-+-+-+-+ ~ ~ 
M-+=M-~(k 1 , q;k) (k1=k- q, no segundo somat.:>

q q 

Tendo então a Hamiltoniana de interação dos ele

trens com os fonons genéricos da rede (acústicos e longitudi-

nais éticos), 

e -+ + + L (UF(qiB a a 
+ k+ ~k' kCi q 

(261 

onde F é igual a A para fonons acústicos e LO para fonons lon

gitudinais óticos. E a evolução temporal do valor esperado da 
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Hamiltoniana dos eletrons livres, eq. (2), 

e 
Ofj( 

+ E )-- ' 
g at 

+ <a a > 
k k 

substituindo a eq. {25)na eq. (27) teremos, depois de algumas 

transformações, 

<il lt> : -e F 
2TI 

li 

onde a função 

f~ (t) : 

de distribuição dos eletrons, 

[exp[Sp(t){Eg+ E~- ve(t)}J + 

fe e dada por 
k 

f' 

30. 

( 2 7) 

( 2 8) 

(2'J) 

Para a interação dos buracos com os fonons da rede 

temos, do mesmo modo que para os eletrons, a Hamiltoniana de 

interação genérica, 

(30) 

e de posse da evolução temporal do valor esperado ·da Harniltoni-

ana dos buracos livres, eq. (2) 

Í Ek~ 
k 

--' 
at 

(31) 

.· 
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e procedendo do mesmo modo como feito para os eletrons, teremos, 

onde a 

2IT 

li 

função de 

fb (t) 
k 

++ 
kq 

ó(s~-s~ + + 
k k+q 

distribuição dos buracos, 

[exp(s (t) {ob- ~b(t)}l + 
p k 

(32) 

fb 
!i' 

e dada por 

lr (33) 

Para a Hamiltoniana associada com a recombinação 

dos portadores, eq. ·Hl) , temos a interação de dois tipos de 

fermions: eletrons e buracos, e do boson foton. A Hamiltoni-

ana nao e idêntica, oortanto, a Hamiltoniana genérica dada 

pela eq. (24). Podemos entretanto escrever a Hamiltoniana de in-

te ração eletron-buraco na representação de eletrons, como segue, 

( 34) 

onde c indica eletron de condução e v eletron de valência, e 
+ + + 
k = k + q. Fazendo os cálculos (ver apêndice IV) encontramos 

uma expressão de todo idêntica à eq. (25), uma para eletrons. de 

valência (buracos) e· outra para eletrons de condução. 

Tendo então a Ham~ltoniana livre dos eletrons de 

valência e de condução 1 

(35) 
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encontramos para a evolução temporal do valor esperado desta 

Hamiltoniana, 

at+ 
<ii I t> L c kc = c --

p 
k k at 

fkc 
+ = <akcakc 

devido a recombinação, 

<1i 1 t> = 
p R 

2IT 

li 

+ L 
k 

> 

df+ 
c v kv --
k at 

+ 
fkv = <akvakv> 

b c -
k 

M) 
+ 
q 

(36) 

( 3 7) 

onde n+ e nn+ sao a função de distribuição e a energia dos fo-
q q 

+ 
ton~ com momento q, respectivamente. Como estamos desprezando 

a auto-absorsão e a recombinação indm:ida n+= O , e portanto, 
q 

<H lt>R 
fl 

(38) 

As equaçoes (28) e {32) sno genéricas em relação 

aos fonons F: acústicos e longitudinais óticos; e temos então 

as funções de distribuição de fonons correspondentes, 

( 39) 

(40) 
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Passando agora os somatõrios das eqs. (28), (32) e 

(38) para integrais, de acordo com a. relação, 

E ... --> 2 [ ___,__V ]2 f f 
(2IT)l 

... 
' 

( 41) 
++ 
kq 

Integrando primeiramente na variável k e substi-

tuindo as deltas de Dirac teremos, depois de alguns cálculos, 

o seguinte resultado genérico para as eqs. (28) e (32), 

onde 

e 

F 1\ (q) ~ 
a 

4m2 vz ·I"' 
a --.o· dq s (t)l'í 4 (2n) 3 

p 

exp(I\F (q)} + l 
a 

exp(I\F (q) J 
a 

[ [ 

F i12 2m w 
S ( t) , a 9 

p Bm q 2 11 
~a(t) 1 

a J 

( 4 2) 

(42a) 

( 4 2b) 

onde a é igual a e para elei.:rons e b para buracos. O valor ab

soluto quadrado dos elementos de matriz u;((Í) "estão dados pelas 

eqs. ("15) e (17). Para manter a generalidade da eq. (42) utili-
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zamos a seguinte convençao, 

para a = e 
( 4 3) 

para a ~ b 

Procedendo da mesma maneira para a eq. (38) ,teremos, 

4y 

(2TI) 3c 3 

h2 k'12 li' 
2m* J 

(44) 

onde usamos a seguinte relação para o elemento de matriz asso-

ciado com· a recombinação dos portadOres, 

p2 
v c 

l 

o 
q 

( 4 5) 

onde Pvc e o elemento de matriz interbanda do momento linear 

do eletron no centro da zona, m
0 

é a :nassa do eletron em re-

-1 -1 
pouso e ~* = me 

-1 
+"b 

Somando os resultados da eq. (42) com a eq. (44) te-

remos a evolução temporal da energia dos portadores- eq. (18). 

Temos ainda a equação de transporte para o valor 

médio da energia dos fonons LO (HLO) , que será dada pela 

eq. (21) ,com 

"LO _ LO 
v v 0 

T 

onde Vc e o volume da célula unitária e 

(46) 

( 4 7) 
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onde Bo= 1/kBTo , sendo To a temperatura do reservatório tér-

mico. 

A interação com os fonons acústicos foi tratada na aproxi.rra-

ção do tempo de relaxação anarrrônico t. Esta quantidade, que está as-

saciada com a taxa de transferência de energia dos fonons éticos 

para a rede, será considerada como um parâmetro ajustável. 

Para a evolução temporal do operador do número de 

eletrons de condução devido ao fenômeno da recombinação obtemos, 

<N /t> e R 
~ 

2TI -y b 
E -

k 
( 4 8 I 

e substituindo o somatório na eq. (48) para integrais, de acordo 

com a eq. (41), teremos, 

4yV ( 4 9 I 
(2TIJ 3 nc' 2m* 

De posse dos resultados das eqs.(l8),{_21),(22) e 

(23), podemos obter um conjunto de equações de transporte para 

as variáveis termodinamicamente conju(Jadas, de acordo com a 

eq. (371 do cap.II. 

Para a equaçao de transporte dos portadores tere-

mos, 

-<li /t> 
p 

~(H ;11 /tiS (tÍ + (H .. ;H /tJBID(tJ- (N ;H /tJ{B (ti~ (ti+ p p p --w p e p p e 

(50) 

Calculando cada uma das funções de correlação qu5n

ticas de acordo com a eq. (34) do cap.II, onde Sct,O) é o opera-
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dor de entropia, eq. (16) do cap.II, que corresponde ao opera

dor estatístico de grão-grosso dado pela eq. (7); obtemos 

(H 'H I t) = L (E + e: e )2 fe(l-fe) + L Eb 2 fb(l-fb) (51) p p g -> k k k k k k k k 

(N ;H ltl = L (E + E e) fe(l-fe) = (H ;N ltl (52) e p 
k 

g k k k p e 

(Nb;Hpl t) = L E~ fb ( l-fb) = (Hp;Nbltl (53) 

k k k k 

substituindo as eqs.(Sl-54) na eq. (50), teremos que, 

(55) 

Procedendo do mesmo modo para as equaçoes de tran:::;-

porte dos fonons LO, do número de eletrons e do número de bu-

racos, teremos 

v 
v c 

['(~ (t)-(E +EeJJr(l-rJ]s (tJ +['r(l-teJs (tJ]0 (tl L e g + + ~ p L + + p e 
+ k k k· -+k k k . k 

(56) 

(57) 
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<Õ),It> + [I !;'(1-r)s (tl]vb(t) 
-r k k p 
k 

(58) 

A partir das eqs. (55-58) podemos obter um sistema 

de equaçoes integro-diferenciais em termos da temperatura efe

-1 tiva dos portadores: T*(t) = B (t)/k8 ; da temperatura efetiva 
p p 

dos fonons LO: TLo(t) = sz~(t)/kB; do potencial qUímico efeti~· 

vo dos eletrons: ~e(t); e do potencial químico efetivo dos 

buracos: vb(t). 
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CAPITULO IV 

RESOLUÇÃO NUMERICA DO SISTE'ffi DE EQUAÇÕES 

IV.l- Condições iniciais 

-Para resolvermos o sistema de equaçoes integro-

diferenciais obtido, temos que determinar as condiçÕes ini-

ciais no tempo t
0

(tempo de micro relaxação), i.é, temos que 

conhecer o conjunto {SP<t0 ), f3L0 <t 0 )-, )Je(t 0 ), )lb(t0 ) }. Este 

conjunto de valores corresponde à "preparação" do sistema 

num dado estado e deve ser fornecido pela experiência. Quan-

do não fornecido diretamente, esses valores podem ser ob-

tidos se fizermos algumas hipóteses concernentes às trocas 

de energia nos instantes iniciais do experimento e campa-

rarmos o resultado do cálculo com aqueles medidos experi
(28,29) 

mentalmente • 

Se a energia do foton absorvido na criação do 

par eletror.-buraco for fiwL podemos escrever, usando o teo

rema da equipartição da energia, que 

B (0 l = 
3 

( l) 

Sendo v o numero de fonons LO, com energia fiwLO' 

produzidos por portador pelo decaimento dos portadores para 
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o fundo da banda no tempo t 0 , usando o teorema da conser

vação da energia e fazendo a hipótese de que toda a ener-

39. 

gia cedida pelos portadores foi transferida para os fonons 

LO, (o que é razoável pois os semicondutores considerados 

sao polares), teremos: 

s (o) 
( 2) 

1 - B CO l 

SLO(to)= 
1 

ln [ 1 + 
1 1 ( 3) --

Ji.wLO vvcn(t0 ) + f~o J 
onde 

fLO = 1 ( 4: o 
eliwLO/kBTO - 1 

onde T
0 

é a temperatura da rede e n(t
0

) é a concentração de 

portadores. 

çao 

onde 

Uma vez conhecidos B (t
0

) e n Ct
0
), usando a equa-

E 
g 

para a~ e 

para a :: b 

(5) 

+ 1 

( 6) 

onde a e igual a e para eletrons e b para buracos; podemos 

.-
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obter ~e<t0 ) e "b<t0 1. 

Deste modo, a determinação das condições iniciais 

fica dependendo do parâmetro v, cujo valor, em cada casq, e 

escolhido em função da comparação dos resultados teóricos com 

os experim~ntais. 

Em nosso trabalho, es tudumos três semicondutores: 

GaAs, CdS e CdSe; e obtivemos, para cada um destes semicondu-

tores, a evolução temporal da temperatura efetiva dos portado-

res e fonons LO; a evolução temporal dos potenciais químicos 

e.fetivos dos eletrons e buracos; e a taxa de transferência de 

energia: l)dos portadores para os fonons LO; 2)dos portadores 

para os fonons A; 3)dos fonons LO aos fonons A; 4)pela recom-

binação eletron-buraco. 

Estudamos dois casos experimentais feitos para 

uma amostra de GaAs, onde foi utilizado o seguinte esquema 

experimental: A amostra é excitada por um pulso de luz in-

tensa num tempo da ordem de subpicosegundo, e um segundo 

pulso de baixa intensidade é utilizado para analisar uma 

propriedade ética do material, num t~empo da ordem de pico-

segundo após a excitação da amostra. O tempo relativo de 

atraso na chegada dos dois pulsos na amostra é controla-

do por um sistema Ótico (um interferômctro de Michelson mo-

dificado, por exemplo). 

Numa das experiências,feita 
( 2 sI 

por Shank e col. 

a temperatura do banho térmico é de 300 K, e a propriedade 

ética analisada é a refletividade do material. Na outra,fei

ta por Leheny e 
(29) 

col. , com a temperatura do banho tér-

mico a lO K, a propriedade ética analisada é a absorção do 

material. 
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Os dados relativos a estas experiências estão 

dados na tabela 1, onde: ówL - E
9 

é a energ~a de excitação, 

T
0 

é a temperatura da rede, t 0 é o tempo ·de micro-relaxação, 

n(t
0

) é a concentração de portadores: em t 0 ,v é o número de 

fonons LO produzidos por portador no tempo t 0 , e ~o tempo 

de relaxação anarmónico. Os valores para o número de fonons 

LO produzidos por portador (v) e do tempo de relaxação 

anarmonico ( ~ ) foram tirados da tese de doutoramento de 

(30) A.C.S.Algarte . 

Estendemos posteriormente estes dados experi-

mentais para os semicondutores CdS e CdSe, no intuito de 

fazermos uma comparação do comportamento das grandezas es-

tudadas. 

Utilizamos, para os três semicondutores estu-

dados, os p&râmetros característicos dados na tabela 2. 

TABELA l. Dados experimentais 

19 experiência 29 . -exper1encia 

nw -E L g 2,48 e v 0,12 e v 

To 300· K lO K 

to 0,1 ps 0,1 ps 

n(t
0

) 1,0 10 18 cm~3 4' 2 10 l6cm-3 

v 20 1 

T 30 ps 60 ps 
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TABELA 2 ~ Parâmetros caracteristicos dos semicondutores estudados 

GaAs CdS CdSe 

nwL0 (meV) 37 38 26 

Eg (e V) 1,52 2,58 1,85 

me/mo 0,068 0,2 0,13 

"J,Im0 0,5 1,3 0,8 

'o 12 9 9,5 

'm 11 5 6,5 

g(g/cm 3) 5,31 6,7 5,7 

s (10 5cm/s) 5,22 3,34 2,3 

Vc(cm 3) 1,8 lo-2 2 2,0 lo-22 2,2 lQ-2 2 

Ele (e V) 7,0 H,5 3,7 

Elb (e V) 3,5 10 5,7 

eE 0e(KeV/cm) 3,5 9 3,3 

eEOb (KeV/cm) 29,7 71,0 20,5 

.t>~c;m0 (eV) 8,3 3,3 4,9 

* Nesta tabela temos: m0 é a massa do eletron em repouso; EO 

EOO sao as constantes dielétricas estática e ética, respecti

vamente; g e a densidade do material; s é a velocidade do som 

no material; Vc e o volume da célula unitária; Ela é a varia

ção do extremo da banda por unidade Ge dilatação (no elemento 

de matriz do potencial de deformação) ; Eoa é um parâmetro de 

acoplamento definido com dimensão de campo elétrico (no ele-

mente de matriz do potencial de Frôhlich), e Pvc é o elemento 
. 

de matriz interbanda do momento linear do eletron no centro 

da zona ( no elemento de matriz da recombinação) . Os valores 

para a ·energia do "gap" (E
9

l são tomados para a temperatura 

de 300 K. 
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IV.2- Resultados Obtidos e Discussão 

Em todos os casos estudados notamos que a tem-

peratura efetiva dos portadores (T*) 
p 

diminui muito rapida-

mente até se aproximar da temperatura efetiva dos fonons LO 

(TLo), para depois decrescer lentamente, formando quase que 

-um patamar, até chegar à temperatura do banho térmico. T*LO' 

em contrapartida, é acrescida inicialmente de alguns graus 

por efeito da interação portadores-fonons LO, e depois, quan-

do T; e TLo estão próximos (T~ ~ 1, 2 Tio) , começa também a 

decrescer lentamente por efeito da interação - predominante 

agora com os fonons A. 

Podemos definir então dois estágios bem distin-

tos no processo de relaxação da temperatura efetiva dos por-

tadores e fonons LO: no primeiro estágio T* decresce muito 
p 

rapidamente enquanto que Ti,0 aumenta de alguns g.:aus até 

que estas duas temperaturas se aproximem. No segundo está-

g'io T~ e TLo decrescem lentamente, e quase sempre conjunta

mente, até atingir a temperatura do banho térmico (T0 ). 

Estes estágios são vistos mais claramente no ca-

so em que T0 = 10 K, quando TLo é inicialmente de 2 a 3 ve

zes maior do que T 0 . 

Podemos fazer uma análise mais profunda destes 

estágios por meio da taxa de transferência de energia (TTE) 

onde notamos que o mecanismo de relaxação predominante ini

cialmente é a interação portadores-fonons LO, conforme su-

posto anteriormente no cálculo das condições iniciais (es-

ta suposição falha para os casos do CdS e CdSe com T0 = 300 K) 

No fim do primeiro estágio, quando T~ e TLo estão próximos, 

o mecanismo de interação dominante passa a ser a interação 
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fonons LO- fonons A, e no fim do processo de relaxação a in

teração portadores- fonons A é invãria-velmente maior que a 

interação portadores- fonons LO. 

Mostramos, juntamente com o gráfico da taxa de 

transferência de energia, uma tabela da taxa de transferên-

cia de energia por unidade de excitação, para alguns tempos 

escolhidos. As taxas correspondem à interação portadores-

fonons LO (P-LO) e a interação portadores-fonons A {P-A), 

por unidade de portador; e à interação fonons LO-fonons A 

(LO-A) por unidade de fonon LO. Omitimos destes gráficos 

e tabelas a taxa de transferência ?e energia corresponden

te à recombinação eletron-buraco, por ser esta de ordem 

muito inferior, nos intervalos de ·tempo estudados, àque-

las mostradas. 

Para os potenciais químicos efebivos dos ele-

trens (v e) e buracos ( pb) , notamos que possui uma depen

dência muito forte de T*, variando muito rápido na região 
p 

corres'":londente ao primeiro eStágio do processo de relaxa-

ção e atingindo invariavelmente um quase patamar tão logo 

T~ e TLo estejam próximos, i.é, no fim do primeiro está

gio; e relaxando então muito lentamente para o valor do 

equilíbrio. Temos portanto que a variação de pe e pb é 

governada pela variação de T~, uma vez que a variação na 

concentração de portadores é mui to J.enta. 

Os resultados obtidos para os três semincon

dutores estudados são mostrados a seguir. {3 l) 

Os gráficos foram traçados de maneira a mostrar 

o mais abrangentemente possível o fenômeno de relaxação. No 

cas? em que T0 = 300 K foi possível manter a mesma escala 

no tempo para os gráficos e semicondutor p'ertinente. A ori-
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gem do eixo do tempo foi tomada a partir do tempo de micro

relaxação t 0 . 

- Semicondutor: GaAs a T
0

= 300 K 

O valor inicial das grandezas físicas de interes-

se, de acordo com as eqs. (2), (3) e (5), são: 

Tp (t 0 )~ 6730 K 
Tt0 (t0 )~ 302 K 

~e(t 0 )~ -0,712 eV 

~b(t0 )~ -3,97 ev 

O tempo de relaxação característico é de apre-

ximadamente 5 ps, tanto para T~ e TLo (Fig.3), como para ~e 

e ~b (Fig.4). A TTE dos portadores para os fonons LO é ini

cialmente da ordem de 10 vezes maior que para os fonons A 

(Fig.S), concordando portanto, com a hipótese anteriormen-

te feita para se obter as condições iniciais. No fim do pro-

cesso de relaxação (depois de 5 ps), a interação fonons LO

fonons A é predominante (TabeJ~ 3). 
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GaAs 

2 
300 

o 2 4 6 8 

TEMPO (ps) 

Fig. 3-- Evolução tempo:ial da temperatura efeti va dos 

portadores (1) e dos fonons LO {2). 

46, 
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Fig.4- Evolução temporal dos potenciais químicos 

efetivos dos eletrons (1) e buracos (2). 

A seta indica a energia do "gap". 

8 

47. 
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TABELA 3. Taxa de transferência de energia por unidade de 

excitação para o GaAs a T = o 300 K 

Tempo(ps) P-LO(eV/ps) P-A(eV/ps) * LO-A(eV/ps) 

-' _2 _s 
o -4,00 lO -4.10 lO -1,40 lO 

-' _2 _s 
l -4,17 lO -2,98 lO -2' 10 lO 

-' _2 _s 
2 -4,31 lO -1,80 lO -2,80 lO 

-' 4 _s 
4 -1,10 lO -6,56 lO -3,86 lO 

_s _5 _s 
6 -3,54 lO -2,48 lO -3,67 lO 

_s _s _s 
8 -1,28 10 -2,31 lO -3,44 lO 

* Taxa de transferência de energi~ por unidade de fonon LO. 

o,oll-~o---------2~--------4~------~6~~====~8~J 
TEMPO (ps) 

Fig.S- Taxa de transferência de energia: dos portado

res para os fonoris LO (1); dos portadores para 

os fonons A (2): dos fonons LO aos fonons A (3}. 
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- Semicondutor: GaAs a T0 = 10 K 

Neste caso temos: 

K TP (t 0 )~ 321 

Tt0 (t0 )~ 36,4 K 

49. 

1,45 e V 

O tempo de relaxação característic.o para T; é 

de 40 ps (Fig.6), 8 vezes maior, portanto, que para o caso 

de T0 = 300 K. TLo chega mais rapidamente à temperatura do 

banho térmico do que T* (Fig.6), o que pode ser explicado 
p 

pela taxa de transferência de energia (Fig.8), onde a taxa 

corresponde à interação fonons LO-fonons A é predominante 

depois de 3,5 ps de iniciado o processo de relaxação. 

Ainda neste caso a hipótese feita para se obter 

as condições iniciais e r•atisfeita, com a taxa de transfe-

rência de energia dos portadores para os fonons LO sendo 

aproximadamente 10 3 vezes maior que para os fonons A no iní-

cio do processo de relaxação Uig.8). 

O gráfico da taxa de transferência de energia 

(Fig.8) foi traçado de modo a se ter uma visão mais abran-

gente do processo de relaxação, até tempos superiores àque-

le do tempo de relaxação para T*. 
p 

O potencial químico efetivo apresenta o compor-

tamento discutido anteriormente (Fig.7). 
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GaAs 

300 l 

100 

2 

lO --- - - - - - - - - - -- _::-:;: __ :;::;::::_ - ::::=====--

o lO 20 30 40 

TEMPO (ps) 

Fig.6- Evolução temporal da temperatura efetiva dos 

portadores (1) e fonons LO (2). 

50. 
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Fig.?- Ev0lução temporal dos potenciais químicos 

efetivos dos eletrons (1) e buracos (2). 

A seta indica a energia do "gap". 

51. 
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TABELA 4 . 'fax a de transferência de energia por unidade de 

excitação para o GaAs a T = o lO K 

Tempo (ps) P-LO(eV/ps) P-A (eV/ps) LO-A(eV/ps) 

_l _4 4 
o -1,46 10 -2, 38 lO -6,17 lO 

_4 __ 5 4 
5 -7,70 lO -2,03 lO -6,17 lO 

_4 _5 4 
lO -2,51 lO -1,60 lO -6,17 lO 

_5 _5 _4 
20 -8,45 10 -1,31 10 -6,17 lO 

_5 _5 - 4 
30 -4,45 lO -1,18 lO -6,17 lO 

_5 _5 _4 
40 -2,79 lO -1,10 lO -6,17 lO 

GaAs 

l 

" H 

"' 100 

"' "' z 
"' 
"' o m 

E 3 
" o 
H 
U. "' l z o, 

'Pl " > 
"' Q) 

"' m 
Ul ~ 

~ 
o 
r< 

'" 
2 

"' o, 01 o 

" " " '" 

o 125 250 375 soo 
TEMPO (ps) 

Fig.S- Taxa de transferência de energia: dos portado

res para os fonons LO (1); dos portadores para 

os fonons A ( 2) ; dos fonons LO aos fonOLS A ( 3) • 

52. 
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- Semicondutor: CdS a T0 = 300 K 

Neste caso temos: 

Tp (t0 )~ 6650 K 

Tt0 (t0 J~ 302 K 

~e(t0 )~ -0,548 ev 

~b(t 0 )~ -4,74 ev 

O tempo de relaxação característico é de aproxi

madamente 1,5 ps, sendo que a variação de TLo é imperceptí

vel através do gráfico (Fig.9). 

O fato deste tempo de relaxação ser bastante me-

nor que para o GaAs no mesmo caso experimental (T0 =300 K) 

era esperado ser devido a que a força do potencial de Frôlich 

(eE
0

a.) ser maior para o C.dS do que para o GaAs ( "' 3 vezes 

maior para a interação com os eletro~s e "' 2 vezes maior pa

ra a interação com os buracos). Uma análise da TrE desmente, 

porém, esta suposiç.ão, mostrando que o processo dominante 

nos instantes iniciais do fenômeno de relaxação e a intera

çao portadores-fonons A ( "'10 2 veze~; maior para o CdS do que 

para o GaAs), enquanto que a TTE dos portadores para os fo-

nons LO possui inicialmente a mesma ordem de grandeza para 

os dois semicondutores (tabelas 3 e 5) . Neste caso é falha a 

suposição feita anteriormente para a obtenção das condições 

iniciais. 

Notemos todavia, que a TTE dos'portadores para 

os fonons LO se torna maior do que a taxa para os fonons A 

depois de 0,6 ps, quando T* ainda é bastante alta { ::=2000 K). 
p 

Observamos também que T* fica menor do que T* ·" 
p LO 

a partir de 1,9 ps, quando então os portadores passam a ser 

um mecanismo de relaxação para os fonons LO, i.é, atuam no 

sentido de termalizar os fonons LO com o banho térmico. Este 
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fenômeno é observado também para o CdS a 10 K e para o CdSe 

a 10 K e. 300 K. Podemos observar melhor este_ comportamento 

através do gráfico da TTE (fig.ll), pois o mesmo é imperce~ 

ptívél através do gráfico da evolução temporal da temperatu

ra (Fig.9) devido à escala adotada. 

O potencial químico efetivo apresenta o compor-

tamento discutido anteriormente (Fig.lO). 

CdS 

1 
5000 

"' 
;í 
::> 

"' ;í 
"' " :;: 

"' "' 1000 

300 
2 

o 1 2 3 4 

TEMPO (ps) 

Fig.9- Evolução temporal da temperatura efetiva dos 

portadores (1) e fonons LO (2). 

54. 
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Fig-.lo- Evolução temporal dos potenciais químicos 

efetivos dos eletrons (1) e buracos (2) • 

A seta indica a energia do "gap". 

55. 
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TABELA S. Taxa de transferência de energia por unidade de 

excitação para o CdS a T = o 300 K 

Tempo (pS) P-LO(eV/ps) P-A (e V /ps) LO-A(eV/ps) 

_l o _5 
o -5,95 10 -1,62 lO -1,67 lO _, _l _5 
0,5 -6,43 lO -9, lO lO -2,31 10 _, _l _5 
1 -4,11 lO -1,55 lO -2,89 lO 

_4 3 _5 
2 4,65 lO -1,16 10 -'2,97 lO 

_4 _3 _5 
3 9,86 lO -1,01 10 -2,88 lO 

. _4 _4 _5 
4 9,53 lO -9,78 10 -2,78 10 

2 CdS 

1000 

..: l H 

"' "' "' z 
"' 
"' 
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" m 

E ..: () 
H 
u 00 
z o. 3 
'tl ' > 
"' w lO 
"" ~ Ul -z o 
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'" "' " 
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1 

(.E>O 
..: 

'" 6E <O 

'O, l 
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Fig.ll- Taxa de transferência de energia: dos portado

res para os fonons LO (l); dos portadores para 

os fonons A ( 2) ; dos fonons LO aos fonons A ( 3) . 

56. 
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- Semicondutor: CdS a T
0 

= 10 K 

Temos, para as condiçõés iniciais: 

T~ (t 0 )= 317 K 

Tt0 <t 0 i= 37,7 K 

~e(t0 )= 2,47 ev 

~b(t )= -0,188 ev 

57. 

Neste caso notamos que T* se torna menor do que 
p 

Ti,
0 

depois de uns poucos picosegundos ( ~ 8 ps) (Fig .12) , quem-

do a TTE dos portadores para os fonons LO se torna positiva 

(Fig.l4), passando então os portadores a ser um mecanismo de 

termalização com o banho térmico, para os fonons LO. Este fa

to explica porque o tempo de relaxação dos portadores e ma-

ior {::: 80 ps) do que para o GaAs com o mesmo T 
0 

(tempo de re

laxação ~40 ps), e não ao contrário como poderíamos esperar. 

TÍ,o relaxa muito lentamente para a temperatt.Jra do banho 

(Ti,0 = 1,6 T0 para 1000 psl. 

Os valores para as TTE dos portadores para os 

fonons LO e para os fonons A. no início do processo de rela-

xação satisfazem a hipótese feita anteriormente para a ob-

tenção das condições iniciais (tabela 6). 

O potencial químico efetivo dos eletrons e bu-

racos se comportam da maneira usual (Fig.l3). 
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TABELA 6. Taxa de transferência de energia por unidade de 

excitação para o CdS a T = o lO K 

Tempo(ps) P-LO(eV/ps) P-A(eV/ps) LO-A(eV/ps) 

_l _2 _4 
o -2,10 lO -l 62 ' lO -6,33 lO 

_4 _4 _4 
5 -1,18 lO -9,26 lO -6,33 lO 

_5 _4 _4 
lO 1,28 lO -5,32 lO -6,34 lO 

_5 _4 _4 
20 1,45 lO -2,23 lO ..:6,33 lO 

_5 _4 4 
30 1,21 lO -1,09 lO -6,33 lO 

_5 _5 4 
40 1,03 lO -5,83 lO -6,34 lO 
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Fig.l4- Taxa de transferência de energia: dos potado- . . 
res para os fonons LO ( l) ; dos portadores para 

os fonons A ( 2) ; dos fonons LO aos fonons A ( 3) . 



Cap.IV 61. 

O semicondutor CdSe possui um comportamento idên

tico àquele do CdS, tendo como Única diferença os tempos de 

relaxação característicos para as duas temperaturas estudadas, 

e o fato de que os parâmetros de acoplamento para o poten

cial de deformação e o potencial de Frõlich serem da mesma 

ordem de grandeza que para o GaAs. Levando este fato em con

sideração, a discussão pertinente é idêntica àquela para o 

CdS, e a omitiremos portanto, limitando-nos a mostrar os re

sultados obtidos. 

- Semicondutor: CdSe a T
0 

= 300 K 

Temos que: 

T~ (t 0 )= 7580 K 

Tt0 (t 0 )= 301 K 

pe(t0 )= -1,42 ev 

~b(t )= ~5,05 eV 
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Fig.lS- Evolução temporal da temperatura efetiva dos 

portadores (l) e fonons LO {2). 
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TABELA 7. Taxa de transferência de energia por unidade de 

excitação para o CdSc a T ~ o 300 K 

Tempo (ps) P-LO(eV/ps) P-A(eV/ps) LO-A(eV/ps) 

_j _l _6 
o -2, lO lO -4,06 lO -6,55 lO 

_j _j _o 
l -2,25 lO -3,25 lO -9,0/. lO 

_l _l _s 
2 -2,38 lO -2,15 lO -1,15 lO 

_l _2 __ s 
4 -1,67 lO -2,83 lO -1,62 lO 

_4 _4 _5 
6 -6,76 lO -2,95 lO -1,63 lO 

_4 4 _5 
8 l' 80 lO -2,07 lO -1,52 lO 
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Fig. 17- •raxa de transferência de energia: dos portado

res para os fonons LO '(1); dos portadores para 

os fonons A ( 2) ; dos fonons LO aos fonons A ( 3) . 

64. 



Cap. IV 

- Semicondutor: CdSe a T0= 10 K 

"' 
<ii 
" H 

<ii 
"' "' "' "' E-< 

Temos que: 

K T; (t0 )~ 364 

Tt0 (t0 )~ 26,0 K 

300 
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Fig.l8- Evolução temporal da temperatura efetiva dos 

portadores (1) e fonons LO (2). 
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-0,22~-------j_ ______ _L ______ _L ______ ~__J 
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Fig.l9- Evolução temporal dos potenciais químicos 

efetivos dos eletrons (1) e buracos (2). 

A seta indica a energia do ''gap''. 
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TABELA 8. Taxa de transferência de energia por unidade de 

excitação para o CdSe a T ~ o lO K 

Tempo (ps) P-LO(eV/ps) P-A(eV/ps) LO-A(eV/ps) 

4! 
H 

"' "' "' z 
"' 
"' " 4! 
H 
u 
z 
\2 
"' '" "' z 
<ii 
E-< 

"' " 4! 

" 4! 
E-< 

_3 4 
o -1,12 lO -2,44 lO -4,33 lO 

4 _4 _4 
lO -1,73 lO -1,03 lO -4,34 lO 

_s _s _4 
20 -3, 38 lO -7,72 lO -5,43 lO 

-' _s 4 
50 2,50 lO -4,82 lO -4,34 lO 

-' _s _4 
70 3,15 lO -3,73 lO -4, 34 lO 

-' _s 4 
100 2,15 lO -2,59 lO -4,34 lO 
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Fig.20- Taxa de transferência de energia: dos portado

res para os fonons LO (1) i dos portadores para 

os fonons A (2); dos fonons LO aos fonons A (3). 
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CONCLUSÃO 

O progresso da pesquisa científica e as exigên-

cias do desenvolvimento tecnológico tem mostrado a importân-

cia do estudo de situações de não-equilíbrio. No que se re-

fere ao estudo de semicondutores um grande esforço, tanto 

experimental quanto teórico, tem sido feito nesta direção. 

Fundamentalmente o que se procura entender é o comportamen-

to dos diversos tipos de excitações elementares associadas 

ao sistema na situação de não-equilíbrio e, consequentemen-

te, das taxas de transferência de energia entre os sub-sis-

temas daquele sistema. 

Dentre os vários métodos teóricos para se es

tudar situações de não-equilíbrio ( 4 l, o Font~alismo da Entro

pia Máxima (FEM) de Jaynes(l) veio permitir uma extensão 

completa do algoritmo de ensembles de Gibbs para se estudai-

situações longe do equilÍbrio termodinâmico. 

Baseado no FEM e nas idéias de tempos de relaxa-

- . {5) b (6) - -çao de Bogol1ubov i Zu arev desenvolveu um metodo teo-

rico que possibilita a obtenção de equações de transporte ge-

neralizadas com as quais se pode descrever uma série de si-

tuações experimentais. 

Uma das características fundamentais do método 

proposto por Zubarev é a existência do parâmetro t
0

, o tempo 

de micro-relaxação, que é o tempo a partir do qual se torna 

possível a descrição macroscópica do sistema; no tempo ante

rior, desde a excitação do material, as características do 

sis·tema são tais que não se pode descrevê-lo atravês de tem-
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peraturas efetivas ou potenciais químicos efetivos, como no 

nosso caso. 

A partir de t
0 

podemos escolher um conjunto de 

operadores P , cujas médias correspondem às variáveis termo
m 

dinâmicas extensivas do sistema, necessários à sua descrição 

macroscópica, e obter um conjunto de equações de transporte 

para o valor esperado desses operadores, que nos leva à so-

lução de um sistema de equações integro-diferenciais nas quan

tidades termodinâmicas conjugadas àquelas. Temos portanto 

que ter as condições iniciais que, no estudo de situações con-

cretas, so podem ser obtidas experimentalmente. Isso mostra 

que para um emprego efetivo do método o trabalho teórico tem 

que ser conjuntamente desenvolvido com o trabalho experimen-

tal. 

Na extensão que fizemos dos dados experimentais 

do GaAs para os semicondutores CdS e CdSe percebemos a difi-

culdade que existe em se fazer estimativas do comportamento 

das grandezas termodinâmicas de int.eresse sem o apoio -de da-· 

dos experimentais específicos do semicondutor estudado, 

~ interessante observarmos os resultados numéri-

cos obtidos para o CdS com a temperatura do banho térmico a 

300 K, onde foi observado um tempo de relaxação para a tem-

peratura efetiva dos portadores que era esperado, mas nao pe-

lo motivo suposto, ao contrário: neste caso a taxa de trans-

ferência de energia dos portadores para os fonons acústicos 

é inicialmente mai~r do que a taxa correspondente para os 

fonons longitudinais óticos, contrariando as hipóteses fei

tas para a obtenção das cJndições iniciais. 

Uma extensão imediata deste trabalho seria, por-

tartto, tentar obter uma melhor determinação das condições 
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iniciais para as variáveis com as quais descrevemos a evolu

ção macroscópica do sistema, i.é, as condições em que se en

contra o sistema apos o transcurso do tempo de microrelaxa

ção - que determinu a possibilidade de descrição contraída 

(macroscópica) do sistema. 

Um aperfeiçoamento do sistema físico teórico mon

tado para o PSAE seria adotar uma estrutura de bandas mais re

alista {foi considerada a aproximação de banda parabólica) 

considerar uma variação efetiva na temperatura dos fonons 

acústicos ()4); incluir efeitos que não foram considerados, 

tais como: a interação dos portadores com os fonons transver

sais óticos, o efeito Auger, a auto-absorção, a recombinação 

não radiativa e outros; estender os cálculos para ordens_ mais 

altas de aproximação, evidenciando assim os efeitos de memó

ria e termo-mecânicos. 

Concluindo, podemos dizer que a grande vantagem 

do método a:::>resentado é a sua simplicidade e clareza, permi-· 

tindo defin:i.r o problema de forma apropriada e determinar st.

as limitações dependendo das possibilidades experimental.s e 

tipo de obs0rvação, criando, portanto, condições para um es-

tudo sistemático de fenômenos ultra--rápidos em semiconduto

res ·altamente excitados.· 
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AP!':NOICE I 

Para fixar idéias, façamos a seguinte visualização 

da amostra especial de N eventos u, divididos em n subconjun-

tos independentes dos eventos i; cada um destes subconjuntos 

com uma amostragem de a 1 elementos: Os n subconjuntos se carac

terizam por sólidos com formas geométricas diferenciadas entre 

si; i.é, cada sólido identifica os elementos de um mesmo sub-

conjunto i; e os elementos de um mesmo subconjunto são indivi-

dualizados, por sua vez, por um sistema de numeração indexado 

aos próprios, Suponhamos em adição gue os elementos de um mes-

mo subconjunto estejam agrupados em caixas, de tal forma que, 

num processo estocástico, tenhamos primeiramente que escolher 

uma caixa, determinando assim o subconjunto, e então escolher 

um elemento do subconjunto (Fig.lA). 

subconjunto 

n9 de 

elementos 

esquema 

Fig.lA 

l 

al 

00 
G::; .· .. 

i ... n 

a. a 
' n 

.· 
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O fundamento intuitivo do axioma IV: 

i 
p 1S(qlil; e que a quantidade de informação se-s (p) ~ s (p) + 

ja independente da maneira como a construimos: se em passos se-

parados, através dos p e todos os q, ou diretamente por inter-

médio da distribuição de probabilidades composta p. e est.e o 

argumento que justifica a igualdade imposta por este axioma. 

A medida de informação S{fil é o valor da informação 

contida na nossa amostra de eventos, quando a vemos como um 

todo. Temos uma única distribuição de probabilidades: o conjun-

to dos p das probabilidades de que um determinado evento u 

ocorra. 

Ao construirmos a nossa medida de informação atra-

ves dos p e então todos os q, temos duas distribuições de pro-

habilidades distintas: a distribuição de probabilidades p de 

encontrarmos um determinado subconjunto i; e a distribuição de 

probabilidade~ q dos elementos u do subconjunto. Fixemos a nos-

sa atenção em um determinado subconjunto de nossa amostra, os 

cubos por exemplo; então S(ql c) é a medida de informação da dis

tribuição de probabilidades q dos cubos. Mas esta medida de ir.-

formação está sujeita à escolha do subconjunto da amostra que 

contém os cubos, que ocorre com uma p~obabilidade Pc· Logo a 

medida de informação deste particular subconjunto, dentro do 

contexto de todos os subconjuntos, será dado [XJr: pcS(qlc} . Deste mo

do, a medida total destas informações condicionais será a soma 

em todos os i de p.S(q li), o que implica no segundo termo do la-

' 
do diretto da expressão do axioma IV. Adicionado a este valor 

deveremos ter, logicamente, a medida de informação S(p) da dis-

tribuição de probabilidades p dos subconjuntos vistos como um 

todo. Temos então como resultado final a expressão do axioma IV. 
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APÍ::NDICE II 

Para mostrar que os quatro axiomas definem de uma 

maneira Única a medida de informação de Shannon(B), vejamos a 

amostra especial de N eventos u , divididos em n subconjunt.os 

independentes dos eventos i, cada um destes subconjuntos com 

uma amostragem de a. elementos, como fi.gurado no apêndice I, 
" 

Fig.lA. 

Se temos u um elemento do subconjunto i, então 

-Piu ~ l/N (l' 

qiulii ~l/ai I 2 I 

Consideremos primeiramente o caso da distribuição 

homogénea: pi = 1/n = a 1 /N, i.é, todos os a 1 sao iguais: 

a. = N/n =r-~> N = nr. Deste modo S(p} = f(n): a medida de 

" 
informação e função somente do número de subconjuntos i. 

Como todos os a 1 são iguais, então scp) = f(N) 

f(nr). Sendo assim, o axioma IV nos dá o resultado 

f(nr) ~ f(n) + l: p. f (ri 

" 

e já que Siqlii ~ f (a. I ., 

i 

= f(r) = const., teremos 

f (n r I ~ f ( n I + f (r l L 
i 

~ f(n) + f(r) 

I 3 I 

(4) 



A Única solução desta equ..:.lç..:.w, de acordo com 

Shannon ( 2 ), e da forma 

f(n) = k ln n 

Agora, dos axiomas II e III 

S(l/n, ... ,l/n,O) = f(n) ;;. S(l/(n+l) , ... ,l/(n+l)) = f(n+l) 

i.é, f(n) é uma função mOnótona crescente de n, e então k é 

um numero positivo. 

74. 

( 5) 

( 6; 

Agor·a, para um pi arbitrário: pi = ai/N; pelo axio

ma IV obtemos 

f(n) = S(p) + I pif(ai) 
i 

usando a eq. (5), teremos 

s (p) -k I 
i 

p.ln p. 
l l 

que é a medida de informação de Shannon. 

( 7) 

c a; 
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APf':NDICE III 

As equaçoes do Cap.I: da teoria de dedução de en-

tropia-máxima; são idênticas em sua forma matemática às equa-

côes derivadas da mecânica estatística. Faremos neste apêndice 

- ( l) -as deduçoes , com base nessa teoria, dos ensembles canonico 

e gran-canônico. 

Seja os níveis de energia de um sistema dado por 

( 1) 

onde os parâmetros o: 1 ,a 2 ,.~. podem incluir o volume, tensor de 

força, campos elétricos e magnéticos a·plicados, potencial gra-

vitacional, etc .. Então, se conhecemos somente u energia mé:di~l 

<E>, as probabilidades da entropia-máxima dos níveis E
1 

sao 

dadas por um caso particular da eq. (8) do Cap.I., que reconhe-

cemos como a distribuição de Boltzmann, 

e~ÀlEi 
pi 

z 
(2\ 

).o ln z, z ~ L e-ÀlEi 

i 

( 3) 

A identificação das grandezas termodinâmicus se 

processa de uma manoira familiar()5); resumindo identificamos 

com a temperatura 

~ a ~ ( 4) 
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com a energia livre de Helmholtz 

(5) 

onde 

s aF 
kB r p.ln ~ - aT 

~ - pi 
i ' 

~ kB ln z + E/T (6) 

com as forças generalizadas 

d 8, ~ k
8

T --- ln Z 
...... õa

1 
(7) 

A entropia termodinâmica é formalmente idêntica 0 

entropià da teoria de informação da distribuição de probabili-

dades, exceto pela presen~d da constante de Boltzmann, que po

de ser vista como· um fator de correçã::> necessário à introdução 

da teoria de informação na mecânica estatística. 

As "forças" B. incluem pressao, tensor de força, 
' 

momentos elétricos ''ou magnéticos, etc., e as eqs. (5-7) nos dão 

uma descrição completa das propriedad~s termodinâmicas de sis--

tema. 

Adimitimos anteriormente que o número de moléculas 

do sistema era fixo. Sendo agora n 1 o número de moléculas do 

tipo 1, n
2 

o número do tipo 2, etc .. Se não conhecemos ns, en

tão um possível estado do sistema requer uma especificação de 

todos os n , tão bem quanto o de um nível de energia particular .
s 

Ei (a 1a 2 .. -ln 1n 2 ... ). Se temos os valores esperados 

<E>: , 
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então, para que tenhamos deduções baseadas na estimativa de en

tropia máxima, necessitamos formur, de acordo com a eq. (lO) do 

Cap.I, a função de partição 

e a distribuição de entropia-máxima corresponde àquela do en-

semble "gran-canônico mecânico quântico". Da eq. (11) do Cap.I, 

fixando as constantes, temos a relação entre os potenciais 

químicos 

e os <n.>, 
' 

é a função energia livre. Escrevendo a 

eq. (12) do Cap.I e rearranjando os termos, teremos 

(9) 

(lO) 

( ll) 

~ importante notar a facilidade com que estes re-

sultados sao encontrados fazendo da entropia o conceito primi-

tive. Os argumentos convencionais nos levam exatamente ao mes-

mo resultado que obtivemos diretamente da maximização da en-

tropia. 
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APJ':NDICE IV 

Neste apêndice vamos proceder aos cálculos da evo-

lução temporal do valor esperado da função de distribuição de 

fermions utilizando o Hamiltoniano de inleração genérico dado 

pela eq. {24) do Cap.III com o auxílio do operador estatístico 

de não-equilíbrio, eq. (9) do Cap.II,. e com as equaçocs (30) 

e (31) do mesmo Cap •• 

Seja então o Hamiltoniano de interação genérico 

para um sistema fermion-boson dado por 

~ L {M {lI 

onde M é o elemento de matriz da int.eração, 

B+ {B 
+ + 

é o operador de criação (destruição) de bosons, 
ql ql 

(E+ ) é o operador de criação (destruição) de fermions 
k1o1 + + + 

indica Índice de banda e/ou spin, e k.~ = k 1 + q 1, Associado ao 

nosso sistema físico temos o operador estatístico de grão-

grosso dado pela eq. (15-16) do Cap.II. 

+ Seja então n+ = E E o operador do numero de 
+ + 

kcr kcr ka 
fermions com momento k e índice a, do qual queremos obter a 

evolução temporal do valor esperado. Utilizando a seguinte no-

tação para facilitaL os cálculos 

E+ {E I ~ E+ {E I 
-> ~ l l 
k 1 a 1 k 1 o 1 

E+ {E + 
~ El,{El) 

kiol kiol 
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e 

""* -)> 4-... .. 
M(qt,ktOtiktOt) = Ml (2) 

Teremos a seguinte notação para a eq. (l) 

( 3) 

Calculando agora o termo de primeira ordem da in-

tegral de colisão 

l 
- ih <[H ,n ]> 

G + g ka 
( 4) 

c..1de < ••• > indica média com o operador estatístico de gra.o
g 

grosso 

< •.. > = Tr{. .. P} 
g 

( 5) 

Fazendo os cálculos do comutador da eq. (4) utili-

zando a estatística de fermions 

( 6) 

onde n 0 
= n e 

+ 
ka 

+ + l + + 60,1 [El El' ,EOEO = ElEOÓO l' - EOEl' 

e ( 7) 

+ + ] + + 
[El' El ,EOEO = El' EOôO,l - EOElôO,J.' 
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onde ó. 
~.j 

e a delta de Kronecker 

[: 
se i = j 

o, = ( 8) 
l.,j se i;' j 

Tomando a média da eq. (6) com o operador estatís-

tico de grao-grosso 

<[H ,n._]> 
G u g ( 9) 

= O, onde n 1 e 
~ 

o número de bosons com momento q ; e do mesmo modo <8 1 >
9 

=O, 

logo teffios o resUltado que o termo de primeira ordem da inte-

gral de colisão é nulo 

(lO) 

Passando agora a obtençãü do termo de segunda or-

dem da integ1:al de colisão 

o 

=- _!_ J dt e
0
t<[HG(t), [HG,n0] + iJ1 L 

~ m 

-00 

no 

devido ao resultado (lO), teremos 

l 

n' 
I 

0

dt e
0
t<[HG(t), [HG,n0 ]]>

9 

-00 

J > g 
d<P > mg 

( ll) 

( 12) 
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I 

81. 

Calculando os comutadores indicados na eq. {12) e 

tomando a média com o operador estatístico de grão-grosso, 

obtemos 

r M2't)M1 {. .. ) 
1,2 

( 13) 

onde absorvemos a dependência temporal dos operadores de cr.i-

ação e_ destruição nos elementos de matriz da interação, 

(14) 

Fazendo uso da aproximação RPA e obdecendo as re-

gras de comutação para fermions e bosons obtemos, 

' 1 1z[ (eint + e-int )] y M (v
1 

f
0 

(1-f
1

) - (1+v
1

) f
1 

(1-fO)) + 

+ t /M/2[((1+V1)f0(l-f1)- V1f1(1-f0)} (eil;t + e-il;t )] ( 15) 

onde f = f+ é a fÚnção de distribuição de fermions com momen-
0 ka 

to k e índ·ice o, t 1 = f-k• , v 1 =v+ é a função de distribuiç.io 
I 01 q 

~ 

C:Q bosons com momento q, ti.n = c
0 

- c
1 

+ nw
1 

e li.~= c
0 

- E:l- fiw
1

. 

Agora, de acordo com a eq. (12), multiplicando (15) 

<t por e e integrando no tempo no intervalo - 00< t <O, e fazen-



I 

l 
l 
I 
l 
' I 
l 
l 

l 

82. 

do o limite € ---7 O depois que a integração for feita, e tendo 

em conta a relação simbÓlica 

1 = p l + i110(x) (16) 
X ± i€ X 

teremos a seguinle exprcssao para o termo de segunda ordem da 

integral de colisão, tendo em conta que o valor principal de 

Cauchy se anula 

=- 2IT 
11 [ L l~++l'["•fo> (l-E• 1-(l+V">ift: (1-f-• l]acc~ -s.~ +hor+) + 

"-+-+ q q-ko J<iO:J. q "'.OJ. K.o ko KtOJ. q 
. k1q 01 

+L IM-•I'[(l+v•)f+ (1-f+ )-Y.•f+ (1-f+ )Jo(c+ -c+ - hor+l (171 
"-+-~ q q -ko -'<.j<J:t q ~OJ. ka ko ~OJ. q 
k1q OJ 

onde as deltas de conservaçao de energia envolvem a criação 

de um boson (fonon) a primeira: ó (€,~ - f.:k-+ + flw-~) e a 
KO 1 O I q 

destruição de um boson ( fonon) a segunda: ó ( E-k'o - E-+ - li.w-•) • 
'k lo 1 q 

Como o termo de primeir.J ordem da integral de co-

li são é nulo, eq_ (lO) 1 temos então que 

at at 
= J (2) 

+ 
ko 

( 18) 

e a eq. (17) e a expressao em que qu~ríamos chegar. 
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