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As avalanches podem ser consideradas como um processo de percolacao. Esta
hipotese seré afixada para avaliar se essa abordagem é possivel e quais sao suas
vantagens. Algumas literaturas especulam que existe a possibilidade de considerar
avalanches como um evento de percolagao. No entanto, nao existe uma distincao
clara do modelo de percolacao que estes eventos descrevem, seja um processo ho-
mogéneo ou nao homogéneo. Este trabalho trata de simulacoes de avalanches como
casos fisicos de percolagao. Para caracterizar as avalanches foram simulados dois mo-
delos de percolacao: homogénea e heterogénea. Criou-se simulagoes para comparar
avalanches nos dois modelos. Para realizar essas simulacoes, usou-se a probabilidade
de um sitio estar aberto igual a 0.5. Foram medidos os tamanhos e os transientes
para cada avalanche nos diferentes modelos. Para o fechamento do trabalho, foram
realizados experimentos criando avalanches, a fim de melhor calibrar as simulagoes
usando dados de avalanches reais. Comparando os resultados simulados com dados
existente na literatura, percebeu-se um comportamento tipico de uma funcao de
probabilidade. Considerando-se esse comportamento pode-se fazer previsoes sobre
o tamanho das avalanches. Analisando os resultados obtidos, tem-se que o compor-
tamento das avalanches criadas com probabilidade nao homogénea apresentaram
caracteristicas bem definidas, possuindo maiores valores de tamanho e transiente.
Concluiu-se que o modelo nao homogéneo possui acentuada estabilidade sendo me-
lhor no aspecto de evolucao da avalanche, portanto com alguns ajustes o modelo
heterogéneo pode se aproximar de uma avalanche real com maior precisao.
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Avalanches can be considered as a percolation process. This hypothesis will be
posted to evaluate if this approach is possible and what are its advantages. Some
literature speculates that there is the possibility of considering avalanches as a per-
colation event. However, there is no clear distinction from the percolation model
that these events describe, either a homogeneous or non-homogeneous process. This
work deals with avalanche simulations as physical cases of percolation. To charac-
terize the avalanches, two percolation models were simulated: homogeneous and
heterogeneous. Simulations were developed to compare avalanches in both models.
To perform these simulations, the probability of a site being open equal to 0.5 was
used. The sizes and transients were measured for each avalanche in the different mo-
dels. To close the work, experiments were carried out to create avalanches, in order
to better calibrate the simulations using real avalanche data. For when comparing
the simulated results with existing data in the literature, a typical behavior of a
probability function was perceived. Given this behavior one can make predictions
about the size of the avalanches. Analyzing the results obtained, it is possible that
the behavior of avalanches created with non-homogeneous probability presented well
defined characteristics, having larger values of size and transient. It was concluded
that the non-homogeneous model has a high stability and is better in the evolution
aspect of the avalanche, so with some adjustments the heterogeneous model can
approach a real avalanche with greater accuracy.
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Capitulo 1

Introducao

Avalanche é a precipitacao de um material sobre um leito ingreme, geralmente
pedras em encostas, mas pode ser composta de qualquer material particulado que
seja considerado como escoamento de solidos. Em geologia, avalanche é definida
como "movimentos de massa'"que ocorrem sempre devido a instabilidade do mate-
rial (solo, neve, gelo, rocha) ocasionada pela atuagao da forga da gravidade aliada a
algumas caracteristicas determinantes como a inclinagao do terreno, presenca ou nao
de vegetacao, e principalmente, a presenca de agua. Ha outros fatores que também
influenciam nesse movimento, como a ocorréncia de erosao, sismicidade e a degrada-
¢ao das raizes da vegetacao. Algumas avalanches sao lentas, quase imperceptiveis,
enquanto outras sao rapidas e atingem grandes velocidades.

A natureza da transi¢ao entre regime estatico e dindmico em meios granulares
fornece a chave para compreender seu comportamento |13]. Verifica-se que existem
diferentes fenomenos agindo na mecanica dos escoamentos de solidos: a transferén-
cia de calor, a transferéncia de massa, a transferéncia de energia potencial e varios
outros. Estes podem ser descritos por um modelo matemético comum, onde a dife-
renca esté nas grandezas fisicas envolvidas e seus respectivos coeficientes, de forma
que essas grandezas podem ser conjuntamente modeladas via rede de percolagao.

Para justificar a realizacao deste trabalho é preciso observar que as avalanches
de areia quando postas em via de simulacao apresentam comportamento de rede
de percolagao. Hinrichsen [19] observou experimentos que recriavam avalanches, e
notou que existia a possibilidade de simular avalanches como rede de percolacao.
O comportamento grafico de simulacoes de avalanches nesse modelo mostraram um
comportamento tipico de percolagao em modelo homogéneo bidimensional na rede
quadrada. Surgiram, portanto, algumas perguntas acerca do ponto critico do mo-
delo, do comportamento da rede quanto a homogeneidade dos sitios e elos, e se
é aceitavel o comportamento heterogéneo. Além disso, surge um forte questiona-
mento: E possivel que dando o tratamento percolativo as avalanches, pode-se obter

resultados préximos aos reais?



Formulado no final da década de 50 por Broadbent e Hammersley, o primeiro
modelo de percolacao concentrava-se em descrever a penetragao de um fluido em
uma rocha. A pedra era considerada como um meio poroso que formava uma rede
de canais aleatorios, por onde escoava o fluido. Para simular a passagem do liquido
através dos canais, considerava-se que o canal ou poro estava aberto com probabi-
lidade p e fechado com probabilidade 1 — p, com 0 < p < 1. E com o passar dos
anos os poros e canais foram recebendo outras denominacoes, as mais conhecidas
sao sitios e elos. Usando a analogia que os sitios sao como portas e os elos sao como
corredores que se ligam através de portas, pode-se entender com simplicidade a ideia
de percolacao.

O termo “percolacao” vem do latim percolatio que significa filtragem. Existem
alguns tipos de percolagao, onde se pode destacar a percolagdo por sitio(vértice),
por elo(ligacao) e, por sitios e elos. Na percola¢ao por sitios representa-se o meio
pelo conjunto Z%, onde cada ponto serd chamado de sitio, o qual estara aberto com
probabilidade p e fechado com probabilidade 1 — p. Elo é a ligacao entre dois sitios,
neste modelo é a ligacao que estard aberta ou fechada dependendo da probabili-
dade p e 1 — p, respectivamente. Unimos os sitios e as ligagoes como elementos
que estarao abertos ou fechados na percolacao por sitios e elos. A representacao Z?2
é puramente direcionada para os assuntos desta tese. Certamente, esta represen-
tagao abrange muitas descrigoes de meios percolativos, entretanto, apenas redes e
ambientes planares podem ser englobados em rede quadrada bidimensional.

Percolagao pode agir em modelos de topologia bidimensional e também em or-
ganizagoes que extrapolam o 2D. De fato, estruturas tridimensionais podem ser
modeladas via rede de percolagao, pois a ideia de percolagao é observar a passagem
da informagao de um ponto pré-estabelecido até um certo limiar e predizer a pro-
babilidade deste fato. O estudo da percolagao em meios com dimensao maior que
dois é provavelmente a dire¢ao dos proximos passos na evolugao da percolagao deste
trabalho.

De maneira menos rigorosa, o emaranhado formado pelos sitios recebe o nome
de rede. Em se tratando de superficie e modelagem, a rede pode tomar formas
especificas, bem como no caso da rocha de Broadbent e Hammersley. Cada formagao
reticular recebe um nome especifico que exprime sua caracteristica ou o nome do
seu descobridor.

A ligagao entre os pontos da rede recebe o nome de elo e, também, um valor
probabilistico que pode ser fixo ou variavel. Sendo assim, um ponto pode nao estar
ligado a outro desde que o elo nao esteja ativo. Quando o elo receber probabilidade
fixa de estar ativo a rede sera classificada como Homogénea. Quando esse valor for
variavel, a rede serd chamada de nao homogénea ou, simplesmente, heterogénea.

Modelos de percolagao encontram aplicagoes em varias situagoes fisicas de inte-



resse, tais como: o problema da mecanica estatistica de sistemas ferromagnéticos
diluidos [30], no problema do transporte de corrente elétrica através de uma rede
composta por um grande nimero de resistores, em problemas de prospeccao de
petroleo e até mesmo na propagacao de epidemias e de incéndios florestais [21].

A evolucao da teoria da percolacao esté diretamente ligada ao desenvolvimento
das redes e malhas geradas pelos vértices e as formas locais de uniao entre os pontos
dessas redes. Um olhar apurado certamente perceberé a existéncia de uma estrutura
maior que suporta a maioria dos modelos de rede imaginéveis, com raras excegoes.
Nomeamos essa estrutura como Rede hipercibica d-dimensional.

Percolagao ¢ um ramo da ciéncia que cresceu muito nos ultimos anos. Possui
varias aplicagoes como em estudos sobre sistemas complexos nos trabalhos de [9]
e de 28], ou em|[24], onde a percolagdo é usada para demarcar a porgdo de areia
que esta contaminada por gasolina. Existem outras aplicacoes em varias areas do
conhecimento cientifico, tais como fisica, quimica e biologia.

Na maioria dos trabalhos em percolagao sao usados modelos homogéneos e es-
tes sao bem definidos com transicao de fase e expoentes criticos conhecidos, como
podemos ver em [17]. O modelo homogéneo recebe esse nome porque apresenta
probabilidade constante de um sitio ou elo estar ativo(aberto), e este valor é tinico
para qualquer sitio ou elo da rede. O modelo homogéneo considera um sistema de
percolacao onde cada sitio ou elo tem probabilidade p de estar ativo.

Este trabalho contém alguns topicos da percolagao homogénea e também trata
de um modelo de percolagao nao homogéneo. A percolacao nao homogénea recebe
essa denominacao pelo fato de seus sitios ou elos possuirem diferentes probabilidades
de estarem ativos. No modelo nao homogéneo a probabilidade p de um sitio ou elo
estar ativo pode ser funcao da distancia, ou ainda, pode-se orientar uma rede de
percolacao de maneira que, para uma direcao a probabilidade de ter um sitio ou elo
aberto seja diferente de outro sitio ou elo para outra diregao [15].

A percolagdo nao homogénea ou heterogénea vem crescendo por se tratar de
modelos mais proximos de algumas realidades contemporaneas, como no caso de
[21] que trata de incéndios florestais. Naquele trabalho, também é mencionado a
aplicabilidade do modelo nao homogéneo para caracterizar o crescimento de tumores
em organismos vivos. Pode-se elencar outras possibilidades como na transmissao de
doengas, proliferacao de uma cultura, ou mesmo, na difusao de rumores e boatos.
Seguramente, trabalhar percolacao heterogénea tem grandes beneficios em vérios
ramos da ciéncia.

Havera comparagao do tamanho e do transiente de avalanche de cada modelo. A
verificacao do tamanho servird para medir em qual modelagem a avalanche obteve
maior duragao. Os transientes de avalanche correspondem & quantidade de mate-

rial que se desprendeu em cada deslizamento, ou especificamente, traduz-se com o



volume de particulas que se deslocaram com o evento de avalanche. Esta medida

servird para indicar em qual caso houve maior atividade nos sitios da rede.

1.1 Histoérico

O ser humano sempre teve de lidar com a matéria no estado granular que é
bastante frequente na natureza, razao pela qual houve grande desenvolvimento na
compreensao dos materiais granulares do ponto de vista pratico no passado. No
entanto, ha forte necessidade de se saber mais sobre os aspectos fundamentais e
sobre as origens de muitas das propriedades desses materiais. O interesse por parte
dos fisicos nesses sistemas se deve a riqueza de fendmenos exibidos como transigoes
de fase, formagao de padroes induzidos por vibracao e formagao de aglomerados em
fases granulares, a similaridade com outros sistemas bastante relevantes atualmente,
como por exemplo, trafego de veiculos em vias urbanas. [20].

Em 1957 nascia a Teoria da percolagao, com os matematicos Broadbent e Ham-
mersley [7]. Eles apresentaram uma modelagem para descrever a penetragao de um
liquido em meio poroso. A questao era imergir uma pedra em agua, e saber com
que probabilidade o liquido chegaria ao centro da rocha. O modelo de percolagao
concentra-se em descrever o meio poroso, que serd visto como uma rede de canais
aleatorios, por onde escoara o fluido.

O grande achado na Teoria da Percolacao foi a descoberta do fen6meno da tran-
sicao de fase com a existéncia de um valor acima do qual torna a rede com proba-
bilidade positiva de percolar e que abaixo dele a rede nao iré percolar. O valor que
caracteriza a transicao de fase nas redes recebe o nome de ponto critico.

Em 1964, Sykes e Essam [32| deram um importante passo para se encontrar o
real valor do ponto critico em redes bidimensionais. Embora, esse trabalho tenha
muitos resultados aceitaveis a comunidade cientifica nao os acolheu em totalidade.

Em 1982, Kesten [22] provou, de fato, que o ponto critico da rede quadrada

regular(homogénea) com percolagao em elos é . A partir de entao varios outros

n%n
valores foram encontrados para outras redes homogéneas bidimensionais, porém das
redes heterogéneas pouco se sabe dada a dificuldade de provas algébricas desses
valores.

Em 1987, Bak e colaboradores [2] publicaram seu resultados sobre avalanches
que retratavam escoamentos em pilhas de areia. Através deste trabalho chegaram a
mostrar o padrao dos sistemas auto organizados.

Em 1998, Douady e Daerr [13] trabalharam em um experimento real de avalan-
ches. O experimento de Douady e Daerr usava uma mesa recoberta com veludo
e areia para criar avalanches. Os resultados deste trabalho sao bem plausiveis e

mostram muitas caracteristicas das avalanches.



Em 2000, Hinrichsen [19] considerou a abordagem de Douady e Daerr, e acres-
centou o carater percolativo assumindo os graos da avalanche de areia como sitios
de uma rede retangular quadrada. Hinrichsen modelou uma rede através da com-
putacao e implementou uma variavel de inclinacao como se os graos rolassem no
sentido da gravidade. Desta maneira o sistema fluia em uma direcao preestabe-
lecida, transformando o experimento em uma simulagao do modelo de percola¢ao
dirigida.

Em 2007, Gillett [16] mostrou a caracterizagao da transigao de fase no modelo
de Bak-Snepper, tratando-se de um modelo de avalanche com percolagao continua.

Em 2013, Grimmett e Manolescu [18] postaram o artigo "Inhomogeneous bond
percolation on square, triangular and hexagonal lattices"que mostra o ponto critico
de algumas rede nao homogéneas, além de detalhar todo o comportamento das redes

Quadrada, Triangular e Hexagonal nao homogéneas.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo principal

A motivacao deste trabalho perpassa por alguns achados derivados de simulacGes
computacionais. Simulagoes de modelos de percolagao bidimensional sao comuns
quando se pretende prever o comportamento de eventos em meios aleatorios planares.
Tais simulagoes percolativas englobam variados modelos de percolacao, entre os
quais estao os modelos: homogéneo e o nao homogéneo.

Um dos focos deste trabalho é tracar uma comparacao entre avalanches cria-
das pelo modelo homogéneo e avalanches criadas pelo modelo nao homogéneo que
possivelmente servira para aproximar eventos simulados de eventos reais.

O presente projeto aborda recursos dos modelos de rede quadrada homogénea e
nao homogénea.

Com o intuito de tornar simulagoes de avalanches mais realistas e com maior
grau de confianca e de mostrar que usando a percolagao pode-se modelar eventos
de avalanche. Sob estas perspectivas, estabelece-se esse trabalho com os seguintes

objetivos norteadores principais:

e Mostrar qualitativamente e quantitativamente que avalanches podem ser tra-

tadas como rede de percolagao homogénea.

e Fazer uma comparacao entre avalanches criadas pelo modelo homogéneo e

avalanches criadas pelo modelo nao homogéneo.

e Apresentar uma equacgao que prediga a probabilidade do acontecimento de

avalanches de determinado tamanho.



1.2.2 Objetivos especificos

A seguir sao apresentados os objetivos especificos a serem alcancados neste tra-

balho.
e Propor uma nova técnica de abordagem nos problemas de avalanche;
e Modelar computacionalmente um evento de avalanche;

e Encontrar uma solucao para relacionar eventos de avalanche em eventos de

percolacao;

e Apresentar dados de simulagoes percolativas que exprimem um evento de ava-

lanche;
e Analisar os dados através de graficos e tabelas;

e Mostrar que eventos de avalanche simulados via percolacao heterogénea podem

se aproximar de eventos reais de avalanche.

e Classificar modelos de percolacao e detalhar as caracteristicas dos segmentos

homogéneos e heterogéneos da percolagao.

1.3 Desenvolvimento do projeto

A evidéncia da possibilidade de simular eventos de avalanche como eventos de
percolagao foi um passo fundamental para realizagao deste projeto e as dedugdes
contidas aqui. A medida que algumas hipoteses surgem empiricamente, este objeto
de estudo advém de simulagoes estocésticas e comparagoes entre eventos simulados
e reais. Tais simulagoes foram realizadas no modelo de percolagao homogéneo e no
nao homogéneo que geraram um esboco da funcao de probabilidade de percolagao.
O desenho da curva possuia um formato aproximado dos mostrados na literatura. A
partir das simulagoes verificou-se um comportamento rotineiro na curva de proba-
bilidade de percolacao, em relacao a variacao dos transientes. O mesmo aconteceu
para as curvas em relacao a variagao da regularidade da rede e dos tamanhos dos
caminhos.

O Capitulo 1 é uma introdugao ao projeto. Mostra alguns topicos e traca um
roteiro para melhor se explorar esta teoria. Teoria a qual pretende mostrar: Avalan-
ches simuladas via rede de percolagao. Este capitulo trata dos objetivos e meandres
que se visa alcangar.

O Capitulo 2, trata-se da iniciacao & teoria da percolacao. Aborda-se alguns
conceitos basicos e fundamentais para o entendimento da dindmica de percolagao,

tais como: vértice, elo, rede, aglomerado, caminho e conectividade. Expoe-se o



fendmeno da transicao de fase nas redes. Neste capitulo também sao apresentados e
provados alguns teoremas importantes da literatura. O Teorema 2.1 resume a carac-
teristica da transicao de fase. Dada a existéncia do limiar de percolagao, tomando o
comportamento matematico da rede quadrada bidimensional nos polos gerados pelo
ponto critico. Neste capitulo também é possivel ver os conceitos e definigoes sobre
as variaveis aleatorias.

A partir do terceiro capitulo, o trabalho passa a detalhar as avalanches, focando
em particular no modelo homogéneo. Dele iréd se obter a forma e algumas das carac-
teristicas mais importantes dos modelos de avalanche, tais como: o comportamento
auto organizado, a interacgao entre os graos e o angulo de repouso destes. O destaque
nesse capitulo é dado ao experimento de Douady e Daerr e o modelo de Hinrichsen.
Neste capitulo, encontra-se o cerne do trabalho, pois traz a modelagem computacio-
nal do problema de percolacao enquanto avalanche. E também, revela a Distribuicao
de Probabilidade Associada ao tamanho das avalanches que resulta num parametro
capaz de gerar computacionalmente avalanches similares as reais.

No quarto capitulo sao apresentados os resultados e suas implica¢oes. Sao as
ponderagoes sobre os tamanhos e transientes das avalanches. Nesse texto sao apre-
sentados resultados dos experimentos e sua relacao com a geracao de avalanches
simuladas, porém o foco recai sobre os resultados das avalanches como rede de per-
colagao homogénea e nao homogénea e também nos comentarios da comparagao
entre modelos. Ao fim, tem-se o capitulo 5 com as conclusdes da tese e algumas

sugestoes de trabalhos.



Capitulo 2

Teoria da Percolacao

2.1 Introducao a percolacao

A palavra percolacao vem do latim percolare que significa fluir. Em farmacolo-
gia e ciéncia dos materiais, se refere a extracao de componentes soltiveis passando
solventes por materiais porosos. Na geologia se refere a passagem de agua pelo solo
e pedras permeéveis fluindo para reservatorios subterraneos [31].

O termo percolagao nao tem uma defini¢ao tnica, justamente pelo fato de possuir
defini¢oes diferentes em areas distintas do conhecimento. A ideia de um conceito
mais universal para percolacao pode ser tirada dos trabalhos de Broadbent e Ham-
mersley [7] e Grimmett [17]. Com base nesses dois trabalhos ¢ possivel dar uma

definicao exclusiva para percolagao.

Definicao 2.1 Dd-se o nome de percolacao ao fendomeno caracterizado pela passa-

gem de uma informacao de um ponto X até outro ponto Y através de um meio.

A Figura 2.1 é um exemplo de percolagao, onde a informacgao parte de X e chega

em Y.

X

4§

Figura 2.1: Caminho de uma informacao de um ponto x até outro ponto y.



A rede de percolacao é um conjunto formado por varios pontos, estes pontos sao
idealizados para representar a estrutura do meio que se pretende modelar via rede de
percolacao. No caso descrito em Broadbent e Hammersley, por exemplo, os pontos
representavam os poros existentes em uma rocha. Cada ponto da rede é chamado
de sitio. Neste sentido, os sitios sao definidos como os pontos da rede. Na Figura
2.1, a interseccao entre as linhas horizontais e as linhas verticais representaram os
pontos ou sitios da rede. Diz-se que cada ponto representa um sitio (n6, noédulo,
vértice). Todo o conjunto desses pontos é chamado de rede e as interligagoes entre
dois pontos sao definidas como elos (aresta, ligacao). Os elos sao formados quando
se une dois sitios (pontos) vizinhos. Logo, elo é definido como a ligagao entre dois
sitios vizinhos. Os sitios e os elos podem ter duas configuragoes: aberto e fechado.
O sitio ou o elo aberto significa que a informacao pode fluir através dele enquanto
que o fechado impede esse fluxo. A quantidade de vizinhos de um sitio é determinada
pelo formato da rede.

Existem intimeras formas de rede. Em teoria dos Grafos estuda-se grande parte
dessas formas, tais como: Rede de Bethe, Rede Quadrada, Rede Triangular, Rede
colmeia, etc. Para maior aprofundamento sugere-se consultar Feofiloff [11]. A rede
chamada de: rede hipercubica d-dimensional é uma estrutura que pode ser conside-
rada como o conjunto que contém a maioria das redes de percolagao, independente
dos seus formatos espaciais. Para todos os efeitos a rede criada neste trabalho
aproxima-se da rede quadrada que por sua vez pertence a estrutura hipercubica
d-dimensional. A rede quadrada é chamada assim porque cada sitio possui quatro
vizinhos: um em cima, um em baixo, uma na esquerda e outro na direita. Veja

Figura 2.2.

em cima
esquerda direita
@) @) @)
Sitio
em baixo

Figura 2.2: Vizinhanca na rede quadrada

Para este trabalho, a informacao transmitida sera a avalanche e os sitios serao
os graos do material da avalanche, notando que a rede idealizada para este fim pode
ser considerada como uma rede de percolacao quadrada que flui, unicamente, no
sentido descendente, caracterizando o processo como percolacao dirigida, Ver Figura
2.3.



A percolacao dirigida, também chamada de percolagdo orientada, é marcada
pelo fato do caminho de percolagao migrar rumo a uma dire¢ao predeterminada.
Por exemplo, no caso de uma rolha na base de um tubo vertical com agua, onde a
gravidade faz pressao sobre a agua que tenta passar através da rolha usando como
caminho os poros da rolha. Outro exemplo, é a passagem da agua quente através do
p6 de café na cafeteira. No caso descrito a percolacao vai de cima para baixo, mas

pode ter outras formas de orientagao como da esquerda para direita ou vice-versa

[15].

2.1.1 Espaco amostral e evento

Antes de entrar no cerne da percolacao deve se conhecer algumas questoes impor-
tantes. Como se sabe, a rede é formada de pontos e em um dado momento atribui-se
valores de probabilidade para esses pontos e ao final tem-se um valor probabilistico
da rede como se fosse um evento que exprime estatisticas. Para compreender esse

aspecto deve-se entender os conceitos de probabilidade e variaveis aleatorias.

Definicao 2.2 Espaco amostral' € o conjunto de todos resultados possiveis de um

experimento aleatorio e representado por e [25].

Uma classe de Subconjuntos de €, denotada por F, é dita uma o—algebra se

possuir as propriedades:
e ¢ € F;
e Se A € F, entao A € F, onde A¢ é complementar de A;
e Se A; € F, i>1,entdo |J;2; A € F.

Seja a funcao P, definida na o—algebra F de subconjuntos de ¢, tal que a funcao s6
assuma valores pertencentes ao intervalo [0, 1]. Se a fungao P satisfizer os Aziomas

de Kolmogorov citados abaixo, entao P é uma funcao de probabilidade.
1. P(e)=1;
2. Para todo subconjunto A € F, P(A) > 0;

3. Para toda sequéncia Aj, As, ... € F, de subconjuntos disjuntos, tem-se:
P (U Ai) S .
i=1 i=1

A trinca (e, F, P) é denominada Espag¢o de Probabilidade. Os subconjuntos que estao

em J sao chamados de eventos e é somente a eles que se pode atribuir probabilidade.

10s conceitos aqui foram adaptados do Livro: Probabilidade e Varidveis aleatérias [25].
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Evento

Definicao 2.3 Um conjunto para o qual se pode definir um peso estatistico € cha-

mado de evento [0].

Portanto, evento é um elemento da o—algebra F.
Dados dois eventos A, B € (), e seja P uma funcao de probabilidade, valem as
seguintes propriedades:

e P(AUB) = P(A) + P(B), se ANB = 0);

?

e P(A) <P(B),se A C B.

2.1.2 Probabilidade na rede de percolacao

Definicao 2.4 Define-se a probabilidade p como sendo a probabilidade de um elo

ou sitio estar ativo na rede de percolacao.

Normalmente é usado apenas o 'p’ para desempenhar esse papel, contudo serao
trabalhadas redes de varios modelos, entre eles os modelos heterogéneos, onde a
probabilidade p é uma variavel. Dado isso, o uso do p seria por vezes confuso, ora fixo
ora varidvel. E para pacificar esta questao toma-se apenas p em todas as situagoes
para evitar qualquer desentendimento futuro. A menos que seja expressamente
comentado, os valores de probabilidade referentes a atividade dos sitios e elos seré
denotado por p.

Para conceber a rede o status de evento, atribui-se a cada sitio, a probabilidade
p de estar aberto e 1 — p de estar fechado, sendo 0 < p < 1. Desta forma, pode-se
imaginar intmeras ligagoes entres os vértices da rede, caracterizando varias confi-
guracoes dentro da rede, veja Figura 2.3. Cada configuragao existindo com uma
probabilidade distinta.

t OO0 000
w1 OO 000
2 O O 000

i-2i-1 1 1+1 142

Figura 2.3: Possivel estrutura e organizacao de uma rede, onde os circulos represen-
tam os sitios da rede.

11



2.1.3 Rede hipercibica d-dimensional

A Rede hipercibica d-dimensional é uma estrutura espacial comparada ao R", e
que contém a maioria das redes planares. Ela serd representada por L¢ = (Z%,E9),
nesta notacdo Z? representa o conjunto dos sitios e E¢ o conjunto dos elos. Mais
especificamente Z* = {(z1, 79, ....,2q) : 7; € Z} e B¢ = {e = (x,y) € ZT x 2% : ||z —
y|| = 1}. A condigao ||x —y|| = 1}, indica que serao admitidas apenas ligagoes entre
sitios vizinhos, sem essa condi¢ao o numero de redes aumenta consideravelmente.

O conjunto formado apenas por sitios abertos é chamado de aglomerado. E
denotado por C'(x) o aglomerado que contém o sitio z. Cada aglomerado possui
um ponto inicial que se chama de Origem. A origem é representada pelo O e C(O)
recebe o nome de aglomerado da origem e é comum representar esse aglomerado por
uma unica letra C.

Ocasionalmente, havera interesse no tamanho de C(O), que representa o tran-
siente de avalanche que é o niimero total de sitios que participaram da avalanche,
e desta forma denota-se por |C'(O)| o namero de sitios em C(O). O tamanho ou
namero de vértices do aglomerado da origem pode ser resumido por |C|. Define-
se como sendo a probabilidade de ocorrer o aglomerado de tamanho |C|, dada a

probabilidade p de um sitio ou elo estar ativo.

numero de sitios abertos |C|

Py(Cl) = (2.1)

numero total de sitios |77

Seja C' um conjunto de sitios de Z?. Denota-se por OC o conjunto de vérti-
ces que formam a fronteira de C. Ou seja, sao sitios que pertencem ao limiar de
C. Este conjunto servira para medir a quantidade de sitios ativos a cada tempo.

Especificamente, o conjunto 0C' representara a frente e os lados da avalanche.

Definigao 2.5 Define-se como sitios conectados (x <> y), caso exista, o caminho
que interliga os dois sitios. Define-se caminho como o conjunto conexo de sitios sem
auto intersecgoes, ou seja, nao admite volta. Representa-se por wg, o caminho que

liga o sitio x ao y.

Wey = {e1 = (21 = 2,22), €2, ..c,epo1 = (Tp_1, 2, =)} (2.2)

A distancia entre dois vértices |z <> y| é dada pela norma:

n

|z <yl = Z [z — yil (2.3)

i=1
O conceito de sitios conectados pode ser usado para medir o tamanho da avalan-

che usando a Equacao 2.3. Neste caso, o interesse é saber o tamanho do caminho
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que liga 0C' a O, em notagao: |0C <> O|. Ou seja, deve-se descobrir o tamanho do

caminho que liga a origem a borda do aglomerado.

2.2 Transicao de fase

Chama-se de Transicao de Fase em percolagao o fato de, em uma dada rede e para
um dado intervalo de probabilidade p, nao existir percolagao, enquanto que para o

intervalo complementar de p, havera uma probabilidade positiva de percolacao.

Definigao 2.6 Define-se como probabilidade de percolagao 0(p), a probabilidade de

um sitio pertencer a um aglomerado de tamanho infinito.

Denotado por {O <« oo} ou |C| = oo como sendo o evento “ A origem pertence

a um aglomerado de tamanho infinito ”. Assim, matematicamente:
0(p) = P(|C] = o). (2.4)

Como consequéncia imediata da definicao matematica de percolacao pode-se

obter, alternativamente, outra equacao matemaética para 2.4:
0(p) =1 - B(|C] < o0). (2.5)

A equagao 2.5 é a probabilidade complementar do evento “A origem pertence a
um aglomerado de tamanho infinito”. Portanto, P5(|C| < co) é a probabilidade de
um aglomerado de tamanho finito. Um evento complementar é um evento que leva
em conta a exclusao de outro evento. Em suma ele representa a nao ocorréncia do
evento principal.

Dado que percolagao esta definida como um evento de probabilidade, sua ocor-
réncia atrela-se ao parametro p de forma que para valores pequenos de p nao ha
percolacao e em se considerando valores maiores para p pode-se ter percolagao.
Esse fato caracteriza a mudanga de fase em percolagao.

Neste sentido é cabivel ressaltar que 0 < p < 1. Desta forma existe um p. dentro
desse intervalo que serve como limiar onde para os valores abaixo desse limiar nao
haverd percolagao enquanto para valores superiores tem-se probabilidade positiva
do sistema percolar.

Os valores de p. nao sao faceis de deduzir analiticamente, porém alguns valores
ja sao conhecidos. Em Souza|l1]| e Tavares et al. |33] estas dedugdes sao vistas com
riqueza de detalhes, bem como o procedimento para encontrar esses valores.

Na secao 2.2.2 é mostrado que a variagao de p. em relagao a dimensao é inver-
samente proporcional, ou seja, a medida que aumenta a dimensao, o p. tende para

zero como descrito em [22].
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Para entender o comportamento dos aglomerados tendo como base os valores
de p., faz-se um exercicio imaginando hipoteses sobre o ponto critico e os possiveis
valores de p em uma rede Z2. O aglomerado C(O) ¢ o méximo de componentes
conectados da rede de sitios ativos de Z?, e 6(p) ¢ a probabilidade de que C'(O) seja
infinito. Se p < p., entao 0(p) = 0 por definigdo, de modo que C'(O) é finito com
probabilidade igual a um. Nao é dificil ver que, neste caso , todos os aglomerados
ativos sao finitos. Se p > p., entdo #(p) > 0 e ha um probabilidade estritamente po-
sitiva de que C'(O) seja infinito. Uma aplicagdo do primeiro axioma de Kolmogorov,
mostra que existe com probabilidade 1 algum aglomerado infinito.

Deve-se perceber que as redes de percolacao tém muitos formatos e por obvio
devem existir redes em varias dimensoes. Entao a existéncia de transicao de fase
fica condicionada a dimensao da rede. No intuito de esclarecer alguns pontos sobre
esse assunto, a seguir, vai-se abordar o comportamento da transi¢ao de fase levando

em conta a dimensao da rede de percolagao.

2.2.1 Inexisténcia de transicao de fase em dimensao d =1

Considerando percolagao de primeiros vizinhos, onde o elo é formado por sitios
proximos {||z — y|| = 1}. Para uma rede Z', ou seja uma reta, considere o modelo

de percolagao unidimensional na Figura 2.4:

| | |
T T T

-n — 0 — Nz

Figura 2.4: Percolagao em uma dimensao

Observando, na Figura 2.4 da rede unidimensional, que se deseja ter a origem
conectada ao infinito, ou seja {O <+ oo}, entdo ou {O <+ —n} ou {O < n}. Em

qualquer caso:
{O <3 0} C{O < —n}U{0 <> n},Vn e N.

Das propriedades de probabilidade dadas na Secao 2.1.1, tem-se:

0(p) = P5(0O +— o0) < P(O <— —n) + P(O «<— n). (2.6)
A probabilidade da origem estar conectada ao vértice n ou ao —n é dada por,

P(O <— —n) = P(O <—n) =p".

logo,
0(p) = P5(O<—00)<p"+Dp", VneN
0(p) < 2p", como 0<p<1 epara n— o0 (2.7)
6(p) = 0. (2.8)
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Desta forma fica provado a inexisténcia de transicao de fase em dimensao d = 1.

Esse resultado vale para percolagao de primeiros vizinhos ou curto alcance.

2.2.2 Existéncia de transicao de fase em dimensao d > 2

Em dimensoes maiores que dois existe mudanca de fase, ou seja, existe um inter-
valo de p onde nao ocorrera percolacao e outro no qual tem probabilidade positiva

de percolacao. Esta se¢ao visa provar essa afirmacao.

Proposicao 2.1 Ezistem valores pins € Dsup, 0 < Pinf < Psup < 1, ambos dependen-
tes da dimensao tais que:
1. 0(p) =0parad>1e0<

2.0(p) >0parad>2 e ps, <P

<1.

De acordo com a proposicao 2.1, pode-se definir a probabilidade critica como o

supremo de todos os valores de p para os quais 0(p) = 0.
pe = sup{p : 0(p) = 0}, onde p. denota a probabilidade critica.

Dado que p. é fungdo da dimensdo, ou seja, p. = p.(d). Segue da proposigao 2.1
que p. € [0, 1].
O seguinte teorema mostra matematicamente o fendmeno de transi¢ao de fase

em percolacao.

Teorema 2.1 FEuxiste, para d > 2, um valor p. da probabilidade p tal que:
1. 0 < p. < 1.
2.0(p)=0se0<D<p.
3. 0(p) >0 sep.<p<1.

Defini¢ao 2.7 Chama-se de fase subcritica o intervalo [0,p.) e de fase supercritica
ao intervalo (pe, 1]. O ponto p = p. € chamado de ponto critico. A funcao 0 funciona
como um parémetro de ordem: exceto pelo ponto critico, se 0(p) = 0 estd-se na fase

subcritica e se 0(p) = 1 na fase supercritica.

Prova da proposigao 2.1, item(1)

Considere uma "caixa"hiperciibica d-dimensional, de lado 2n, dada por:
B(n) = [—n,n]d ={z € V¢ ||z;|| < n,Vi}.

Seja 0 conjunto dos caminhos nos quais a origem esta conectada a fronteira da caixa.

d ={w € B(n);woas, = (O < 0B,)},Vn. (2.9)
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Pode-se observar que d contém o conjunto dos caminhos em que a origem se conecta
ao infinito: {|C| = 0o} C 4.
{IC] = 0} = {wo,e0 : O 0} C {woss, : O <> 0B,},Vn.
Observando que |0B,| representa o ntimero de vértices que formam a superficie
da caixa hipercubica. Considerando também que nao existem loops, ou seja, um
dado vértice s6 participa uma tnica vez do caminho, tem-se:

9(]3) < P(wO,aBn 0 & 8Bn), (2.10)

Onde P(w : O <> 0B,,) representa a probabilidade dos caminhos possiveis que ligam
a origem O a fronteira da caixa 0B,,.

O ntimero de caminhos até a fronteira pode ser majorado por,
|0B,| x 2d x (2d — 1)1,
A seguir vai-se detalhar essas componentes:

e 2d - Pois, partindo da origem, a informagao tém 2d possiveis vértices de destino.

e |w;| - Representa o tamanho do caminho, ou seja a quantidade de vértices que
existe entre a fronteira e a origem, contando apenas caminhos do tamanho i,
observando que neste contexto: [|w;| — 1] o vértice da origem ja foi levado em

conta.

e (2d — 1)il=1 - Representa o niimero de opcdes para cada vértice, exeto a

origem, ap6s a partida da informagao, dado que nao se pode ter loops.
e |0B,] - Denota o nimero dos possiveis vértices de chegada na borda da caixa.

Como cada elo esta aberto com probabilidade p e sao independentes entre si,
tem-se que:
P(w;) =i, (2.11)

Resta também perceber que o menor caminho w; terda tamanho n, ou seja, i > n.

P(woop, : O ¢ 0B,) <3 |0B,| x 2d x (2d — 1)1 x . (2.12)

i>n

Pode-se destacar algumas partes da Equagao 2.12. Substituindo em 2.10.

0B,,| x 2d ol —lws
0(p) < %Z@d — 1)l s pleil, (2.13)
>n
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Considerando |w;| = i e levando nosso somatoério até o infinito na Equagao 2.13,
tem-se a soma de uma Progressao Geométrica Infinita, e se condicionar : — n = m.

Desta maneira a equagao 2.13 se apresenta como

o) < el 2 - 1p Y [i2d - 1)
OB,| x 2d . 1

X [(2d — 1)p]" x (2.14)

(2d —1) 1—[(2d—1)p]

Adotando a condigao (2d —1)p < 1 para se obter a Equagao 2.14. Pode-se encontrar
uma cota superior para a Equacgao 2.14, usando o fato de estar trabalhando em uma
caixa d-dimensional de lado 2n. Notando que uma esfera d-dimensional de Raio 2n
tem area superficial (Cyn?~!) maior que a area da superficie da nossa caixa. Temos,
portanto: |0B| < Cyn?!, de onde deduz a Equacao 2.15,

0p) <

ST aomp X @d-op (2.15)

Como a Equacao 2.15 vale para qualquer n, pode-se fazer n tender para o infinito

(n — 00) e como tem a condigdo (2d — 1)p < 1. Finalmente, pode-se afirmar que se

1
N entao 0(p) = 0.

0<p<

Para provar o item (2) da proposigao 2.1, tem que usar a Proposigao 2.2.
Proposicao 2.2 0(p,d) é uma funcao nao crescente da dimensao d.

Prova da proposicao 2.2

Pode-se construir o modelo de percolagao em d dimensoes em um hiperplano
d-dimensional da rede (d-+1)-dimensional contendo a origem. Para tanto, declara-
se fechados os elos ligando o hiperplano ao resto do espago. Chama-se de C’ o

aglomerado da origem neste modelo. E facil ver que C’ C C e assim:
0(p.d+1) = B (|C'] = 00) < Bya(|C] = 00) = 0(p, d).

Prova da proposicao 2.1, item (2)

Segue da proposicao 2.2 que, para provar a segunda afirmacao da proposicao
2.1, ¢ suficiente provar para d = 2. Além disto, como 6(p) = 1 — P(|C] < 0), &
necessario mostrar que 3 Pyp; Poyp > 0 = P(|C| < 00) < 1;V P > Py,

Utilizando um artificio nesta parte, faz-se uso da rede dual ? de V%, 7% = Z? +

(172,1,72) [1].

2Tem-se como referéncia para consulta neste assunto o livro de Bella Bollobas: Modern Graph
Theory, editora Springer.

17



Defini¢ao 2.8 Um grafo dual G' de um grafo planar G é um grafo que tem um
vértice por cada regiao de G, e um elo para cada elo em G que une duas regioes

adjacentes.

Na Figura 2.5, ¢ facil ver que se pode associar cada elo da rede Z? a um elo

correspondente na rede dual, em uma relagao 1 a 1.

Figura 2.5: Rede dual

Define-se um modelo de percolagao na rede dual (Z2), baseado no modelo em
Z?, declarando os elos e, da rede dual abertos (com probabilidade 1 —p) e fechados
(com probabilidade p) conforme os €}s estejam abertos ou fechados. Criando um
circuito dual, como na Figura 2.6. Notando que a existéncia de um circuito v de
elos fechados na rede dual ao redor da origem esta relacionada com a existéncia
de uma aglomerado finito de elos abertos contendo a origem em Z2. Denotando
v ® O como sendo um circuito Gama que contém a origem. Portanto, tem-se que
P(|C| <) =P(3v®O0), ecomo 1= P(|C] <)+ P(|C| = ), conclui-se que
P(|C| = 00) > 0 sempre que P(3 v ® O) < 1, e é justamente o que se pretende

mostrar.

| ]
| |
| rE== |
I 1 I 1 I I I
[ T
I I I [ 1 I I l
! ! ! ' lembaa ! mdememhnd
| | | | ] | [] r |
| | | ] | ] | 1 |
[t Bl Tl el —a-- - -k
I I I ] I ] I 1
| pedessssbkad | ek
| . I I | I
L,J,J —— - = ____ ] _———
i . i |
I . I I
| - |
l l M l
Ll = L - A
| | [ | | | | |
| | [ | | | | |
I I === | I FE=" I
I I | 1 I I 1 I 1 I
b m — o m — = — 4 = = — 07777\77L7477l7—_ =+
l l I ] l ] l ] |
I I R | I ] I ] I
I I 1 I I ] I ] I
| | [ ] | | [ ] | [ ] |
(il Bl ---- Tl e e T
| | L} | | | ] | L} | | |
I I | P g I g I | M I I
| | | : | i | | | 14 3 | ; | |
I I I = | ' I I I Cliculto‘ﬁ I I
e e e Y R [ T
]
| | | ' | | | | | | | | |
I I I CEE RN I I I I I I I
I I I I I I I I I I I I
I [ |

Figura 2.6: Circuito dual (7), representado pelas linhas tracejadas vermelhas.
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Observe que:

PEY00) =3, POOO) <3y d = P(YO0).
A primeira soma refere-se a todos os circuitos fechados + de elos fechados na
rede dual ao redor da origem. A segunda soma comega com 4 porque este é o menor
tamanho de circuito possivel ao redor da origem. A probabilidade dentro do dltimo

somatorio depende do comprimento n do circuito, e vale (1 —p)".

O numero de
circuitos de comprimento n na rede dual ao redor da origem é no maximo igual a
(nx4x3""1) pois, a partir de um vértice da rede dual teremos inicialmente 4 dire¢oes
para escolher o elo inicial e, depois desta escolha, tem no méaximo 3 escolhas, sendo
n o nimero maximo de possibilidades. Além disso, tem, no maximo n? possiveis

escolhas do vértice inicial. Desta forma, obtém-se:

P(IC] < ) < %Zn 3(1—5))". (2.16)

A expressao do lado direito da desigualdade 2.16 é uma funcao continua e de-

crescente de p para valores de p maiores que 3 e se anula quando p = 1. Assim,

pode-se concluir que existe ps,, < 1 tal que a soma acima ¢ estritamente menor que
1 para p > pgyp, concluindo a prova.

Notando que a prova da proposi¢ao 2.1 fornece cotas superiores e inferiores para

pe, dependentes da dimensao e dadas por:

1
< < . .

2.2.3 Decaimento exponencial da funcao conectividade

Definicao 2.9 A funcdao conectividade entre os vértices x e y € definida como a
probabilidade de haver um caminho de elos abertos conectando estes dois pontos,

15to €,
Toy = Po{z +— y}. (2.18)
2.2.3.1 Calculo de 7., em dimensao d =1
Para a dimensao d =1 e p > 0, pode-se observar que
Toy = ple=vl = o~ Dllz—yll (2.19)

Notando que 0 < ln% < oo para valores 0 < p < 1 e observando que a conectivi-
dade se anula para p = 0, é facil concluir que a conectividade decai exponencialmente

V p no intervalo 0 <p < 1.
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2.2.3.2 Decaimento exponencial de 7,, em dimensao d > 1

Primeiro deve-se mostrar que ela nao pode cair a uma taxa mais réapida que

exponencial. Para isto, precisa-se da desigualdade FKG (Fortuin-Kasteleyn-Ginibre)

[6]-

Teorema 2.2 (Desigualdade FKG) Se A e B forem eventos crescentes, entao:

P(ANB) > P(A)P(B).

Observe que o evento {x; > x;11,7 = 1,2, ...} é crescente. Aplicando diretamente
a desigualdade FKG obtém-se,

Ty =Plxy) > Plrez e 31602 € Ta6T3 € .o € Ty < Y)
n—1
> [[P@i< zi) > =" vne N
i=0
S5 ol le—yl (2.20)

Para valores de p no intervalo 0 < p < 1 conclui que, se 7., decai para zero com
a distancia ||z — y||, entdo o decaimento é no méximo exponencial. Dessa forma, s6
resta provar que a conectividade de fato decai e para isto seré necessario exigir que
D seja pequeno.

Sejam 1, Ta, ..., Tog 08 2d primeiros vizinhos de x. Entao:

Ty = P{x 21 € 214 y) ou.. ou x4 x9q € 290 y)}
2d 2d
< ZP(QJH@ exiﬁy)gﬁxzp(:ﬁiﬁy)
i=1 i=1
< P X2d X P(Typz < y). (2.21)

Na Equacao 2.21, x,,, corresponde ao vizinho de z para o qual a probabilidade

P(z; > y) ¢ maxima. Aplicando a desigualdade iterativamente, vem que
Tey < (2dp)I7YI (2.22)

E dai, conclui-se que 7,, decai exponencialmente se 2dp < 1.

Os elementos obtidos nessa se¢ao podem ser resumidos no Teorema 2.3.
;—d. Entao existem constantes estritamente
positivas m = m(d,p) e m = m(d,p) tais que:

Teorema 2.3 Suponha que 0 < p <

exp(=m|[z = yl|) < Tuy < exp(—mllz —y|).
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Designando por x o vértice que tem distancia n da origem, ou seja ||O < z|| = n,

localizado em um dos eixos coordenados da rede Z?. Pode-se expressar como

In 7,
m< ——2 <, (2.23)
n
e as cotas exponenciais que se pode obter sao m = ln(%); m = ln(%ﬁ).

Proposicao 2.3 O limite

. [ In TOZ:|
lim |— ,

n— 00 n

Existe e é nao negativo para todo 0 <p < 1.

Prova da Proposicao 2.3
In 70,

Considere que lim,,_, (— ) = m(p), e m(p) > 0; V0 <p < 1. Note que

m(p) nao depende do eixo coordenado em que z pertence. Para provar a proposigao
2.3, lembrar que, devido a invariancia translacional, e usando a Desigualdade FKG,

tem-se:

Toz = Tom * Tma = TOm TO(z—m),
que é equivalente a

—In7o, < —InTop — INTo@E—m)-

A sequéncia acima é chamada de sub-aditiva. E um fato geral que se {a,,} é

uma sequéncia sub-aditiva entao o seguinte limite existe, provando a proposigao 2.3.

. am
hmm—>00 -

TOx . — _
Como existe o limite — In —2%, o Teorema 2.3 diz que m(p) >0; V p< 4.
n

2.2.4 Caracterizacao da fase subcritica

A funcao conectividade 7,,, tem uma estreita relagao com a média estatistica
(Esperanca matematica) do tamanho do aglomerado da origem e também com a

probabilidade de percolagao. Obviamente essas relagoes dependem do parametro p.

Definigao 2.10 Define-se a susceptibilidade do modelo, denotada x(p), como sendo

o valor esperado do tamanho do aglomerado aberto contendo a origem.:

X(0) = E5(IC)) = Y n- P(IC] = n) + 00 - P(|C] = c0). (2.24)

n=0
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E preciso argumentar que x(p) é mondtona e nao decrescente. Pode-se usar outra

expressao que é equivalente a Equagao 2.24, para sintetizar a susceptibilidade:

NE PR (2.25)

xcZ4

Segue que se p < %l entdo x(p) < co. Mas por (2.24), x(p) = oo se p > p.. Logo,
pode-se definir outro ponto critico (7.) para o modelo e verificar se podem existir
dois pontos criticos. Desta forma, o valor do parametro para o qual a esperanca do

tamanho do aglomerado torna-se infinita sera outro ponto critico p; = ..
Definicao 2.11 FEuxiste um valor critico 7. tal que:
. = sup{p : x(p) < oo}

A principio nao se sabe o valor de x(7.). Notando que 7. < p. < 1. A regido

onde o parametro p é menor do que 7, pode ser também chamada de fase subcritica.

Teorema 2.4 (Unicidade do ponto critico) Seja . € p., entio vale:

Te = Pe-

O Teorema 2.4 foi provado por Aizerman |[I].
Teorema 2.5 7., decai exponencialmente, se e somente se, x(p) < 0o.

Prova do Teorema 2.5

Se x(p) < oo, pode-se fixar n suficientemente grande de modo que:

n= j{: Toz < 1.
wllzl=n
Seja A, = {z € Z%| ||z|| = n}. Tomando z e y tais que ||z — y|| > n e aplicando a

Desigualdade de Simon-Lieb(Teorema 2.7):

A max
Tey < E T Tuy < ( § TM)Tuy .

ucoAn, u€oA,

Seja L,, a parte inteira de ||z — y||/n. Aplicando a desigualdade SL, obtém-se a

cota superior:
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[lz—yll (L 1n LY |z—
roy < L = o~ Dlle—ul],

Reciprocamente se a conectividade decai exponencialmente, 7,,(p) < exp(—m(p)||z—

yll), com p > 0, conclui-se que:

W@ = 3 S o< e on, |

zllel=n "
< C’dan_le_m@)” < 00,V P (2.26)
n>0

Resta ainda entender como a conectividade se comporta no ponto critico ..

Definicao 2.12 Sejam dois eventos crescentes A e B dependentes apenas de um
numero finito de elos. A e B entdao ocorrem disjuntamente, para uma dada confi-
guragao w, se existirem dois caminhos abertos disjuntos em w, tais que o primeiro
garanta a ocorréncia de A e o sequndo a ocorréncia de B. Essa ocorréncia disjunta
de A e B ¢ denotada por Ao B.

Observacao: Para dois eventos A, B C :

AoB={weQ; 31 =1(w) C{L,2,....,m} tal que C,, C Ae C,,. C B}.

Teorema 2.6 (Desigualdade BK - Berg e Kesten) Se A e B sio ambos even-

tos crescentes ou decrescentes, entao vale a desigualdade

P(Ao B) < P(A)P(B).

Pode-se observar que a desigualdade BK é complementar a FKG, pois enquanto
uma fornece cota superior a outra fornece cota inferior para P(A) - P(B). Como
consequéncia do Teorema 2.6 tem-se a desigualdade de Simon-Lieb, que é resumida

no Teorema 2.7.

Teorema 2.7 (Desigualdade SL - Simon-Lieb) Seja A uma caiza quadrada con-

tendo a origem, e x um vértice na fronteira ON da caiza, entao:

A
Tor < E TOxTry-
FASIONN
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Usado no Teorema 2.7 a notagao 75, = P(O +> OA) representa apenas os elos dentro

da caixa A.

Teorema 2.8 No ponto critico 7. tem-se m(n.) = 0 ou, equivalentemente, X, =

0.

Prova Teorema 2.8
Suponha, por contradi¢do, que m(m.) > 0. Assim, 70.(7.) decai exponencial-
mente e pelo Teorema 2.5 tem-se x(7.) < co. Como na demonstragdo do Teorema

2.5, existiria uma caixa A,, suficientemente grande para que

Z Tox(me) < 1,

r€OA,

e como TAr < 71, vem que

Z o (me) < 1.

Portanto, para p > (m.), levando em conta a continuidade do parametro p, também

vale

> nm) < 1. (2.27)

TE€EIA,

Aplicando a desigualdade SL e usando o resultado anterior:

TOz(ﬁ) S Z TS::(F)Txu<ﬁ)a

€I\,

desta forma obtemos que 7o, (P) decai exponencialmente para algum p > m,.. Isto
implicaria que x(p) < 0o, o que é uma contradigao.

Observacao: Segue do Teorema 2.8 que se a fungao conectividade decai para
zero com a distancia quando calculada no ponto 7., entao este decaimento nao pode

ser exponencial. Supondo-se, que decai polinomialmente, ela é da forma:

1

Entao conclui-se que n < 1.
Teorema 2.9 0(p) € uma funcgdao continua a direita em todo intervalo [0, 1].

Prova Teorema 2.9
Seja 0,(p) < P(O < 0A,,). Notando que:
i) 6,,(p) é continua em todo intervalo [0, 1];
ii) 0,,(p) ¢ uma sequéncia decrescente de fungdes;

iii)Para cada n fixo, 0,(p) é crescente em P;
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iv) Vpe[0,1], 0(p) < 6,(p) e ainda mais, 0(p) = nh_)rgo 0,.(p).

Conclui-se que 0(p) decrescente em p pois 8(p) < 0,(p) < 6,(r) para p < r,
tomando o limite, tem-se 6(p) < (r). Considere uma sequéncia p,, convergindo para
po pela direita, p, \, po. Como 0(p) é decrescente, 0(p,) é¢ uma sequéncia decrescente
minorada por 6(py), entdo 6(p,) converge para algum valor 6. Querendo, agora,
mostrar que 6(py) = 0. Por um lado, é claro que 6(py) < 6y e se 0(py) < 6y poder-
se-ia encontrar um n suficientemente grande de modo que 6(pg) < 6,,(po) < o, pois
0,(po) — 0(po) e um m suficientemente grande para que 0,,(po) < 0,(pm) < 0o pois

Pm — Po- Logo, isso é uma contradigao.

2.3 Modelos de Percolacao

Aqui, tem-se algumas apresentagoes sobre o comportamento estrutural das redes,
bem como a justificativa acerca de seus desenvolvimentos.

Quando se fala de modelos de percolagao faz-se referéncia a uma classificacao
que tem tomado corpo nos ultimos anos. Outrora, ao modelar um evento usando
percolacao era comum o autor chamar essa modelagem de modelo de percolagao.
Assim ao falar de modelos de percolacao pode vir a ideia errénea de que se deve
citar algumas modelagens famosas como modelos de percolagao. Entretanto sera
adotada uma forma de classificacao que leva em conta as caracteristicas de interagao
na rede, e nao a modelagem que ela possa produzir.

Algumas modelagens como o modelo de Ising [20] e a modelagem de poros de
Broadbent [7] sdo bem famosas, e sdo sempre citadas em trabalhos de percolagao.
Esses trabalhos sao exemplos do uso do modelo de percolagao em sitios e elos.
Portanto, as modelagens, nessa forma de classificagdo, nao sao modelos, elas sao

meramente frutos de um modelo.

2.3.1 Classificacao dos modelos de percolacao

Os modelos de percolagao podem ser classificados quanto a regularidade. O
termo regularidade ¢ usado no trabalho de Jatene [21], para indicar que uma rede
de percolacao ¢ homogénea. Contudo, pode-se fazer uso dela para classificar os
modelos.

A regularidade diz respeito quanto a homogeneidade do modelo, assim pode-se
entender que: quanto a regularidade, os modelos sao classificados em homogéneo e

heterogéneo.
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2.3.2 Modelos homogéneos

No modelo homogéneo a probabilidade de um sitio ou elo estar ativo é constante,
sendo o mesmo valor para qualquer sitio ou elo da rede. Diz-se que um sitio ou elo
da rede tem probabilidade p de estar ativo.

A maioria das modelagens feitas em percolagao sao realizadas em modelos ho-
mogéneos, isto porque a modelagem ¢é simples e facilmente implementada. Por esse
motivo as modelagens homogéneas sao a base para percolagao e possuem um grande
potencial para modelar muitos eventos.

Um outro ponto que se deve observar é a diferenca entre modelo de percolacao e
rede de percolagao. O modelo diz respeito a forma de interagao entre os elementos
da rede, enquanto que rede é a estrutura formada pelos sitios e elos.

Voltando-se para estes modelos, destaca-se algumas redes que se encaixam nessa
regularidade. Tem-se vérios formatos de rede de percolagao. Em teoria dos Grafos
estuda-se grande parte delas, tais como: Rede de Bethe, Quadrada, Triangular,
Rede colmeia, etc. Em [11], pode-se ver o desenvolvimento dessa teoria de maneira

simples e sucinta.

2.3.2.1 Percolacao de elos

O modelo de percolacao homogéneo de elos trabalha atribuindo uma probabili-
dade aos elos de estarem ativos. Para criar uma rede de percolagao é preciso conceber
alguns elementos para essa rede, tais como: sitios e elos, como na rede hipercubica
d-dimensional na se¢ao 2.1.3. Desta maneira tem-se uma estrutura que possui todos
os elementos de rede.

Ao passo que se cria a rede com seus elos e nos, precisa-se estabelecer algumas
condi¢oes. Dados dois pontos z e y, dessa rede. A condigdo || x — y ||= 1, significa
que se trata de um modelo de percolagao de primeiros vizinhos, ou seja, a condi¢ao
é que apenas sitios vizinhos podem passar atividade para outros vizinhos, formando
os elos apenas entre sitios proximos.

Para finalizar as condic¢oes, confere-se ao elo, a propriedade ativo ou inativo.
Assim, associa-se uma variavel w, que tera valor 1, caso o elo esteja ativo, ou valor
zero, caso contrario. Desta maneira, diz-se que cada elo w, = 1 da rede estaré ativo
com probabilidade p. Na hipotese de w. = 0, o elo ¢é inativo com probabilidade
1 — p de ocorrer. Além disso, assume-se que o estado de um elo nao serd afetado
por quaisquer outros elos da rede obtendo, assim, o modelo de percolacao de elos
independentes.

Criando uma rede infinita, juntamente com a independéncia dos elos e a unici-
dade do parametro 7 (o mesmo P para todos os elos), garante a invariancia trans-

lacional da rede. Isso significa que a origem nada tem de especial, isto é, pode-se
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tomar qualquer sitio da rede como a origem.

E importante notar que a percolacdo de elos também pode ser estendida aos
sitios, bastando para tal atribuir a eles a propriedade de ativo e inativo conforme
se estabeleceu para os elos. Feito esse passo agora tem-se os sitios ativos com

probabilidade p e inativos com probabilidade 1 — p.

2.3.2.2 Percolacgao de sitios

Pode-se adicionar o carédter aleatério dos elos aos sitios da rede, e desta forma
passar a ter percolacao nos sitios da rede. Neste contexto, pode-se também, atentar
para os conceitos basicos ja estudados para percolagao de elos. Conceitos como
caminho e conexao de elementos (conexao de vértices) sao adotados naturalmente
neste tipo de percolacao.

As formas de percolacao elo e sitios, nao sao idénticas. Embora provar isso exija
bastante esforco matemaético, ainda assim é verdade para todas as redes. Estudos
mostram que ambas possuem transi¢ao de fase diferentes e por tanto p., distintos
[22]. E também, vale a seguinte desigualdade p.(elos) < p.(sitios). Onde, o ponto

critico da percolacao em elos é menor que o da percolacao de sitios.

2.3.2.3 Percolagao orientada

Esse tipo de percolacao ¢ marcado pelo fato de o caminho de percolagao obedecer
a um curso ou rumo predeterminado. O caso de uma rolha na base de um tubo
vertical com agua, onde a gravidade faz pressao sobre a agua que tentara passar
através da rolha usando como caminho os poros da rolha.

No caso descrito a percolacao vai de cima para baixo mas podemos ter outras
formas de orientacao como da esquerda para direita ou vice-versa. Este modelo,

também apresenta transicao de fase [13].

2.3.3 Modelos heterogéneos

A percolacao heterogénea ou nao homogénea recebe esse nome pelo fato de seus
vértices possuirem diferentes probabilidades de estarem conectados. Podemos ori-
entar uma rede de percolagao de maneira que, para uma direcao a probabilidade de
termos um elo aberto seja diferente da de outro elo para outra direcao. A percolacao
com probabilidade diferente de sitio pra sitio e é feita com certa cautela, pois, essa
diferenca é controlada escolhendo-se uma direcao e atribuindo a esta certa proba-
bilidade. A referida probabilidade é dada para que seus sitios estejam abertos com
essa probabilidade e para seu complementar os sitios estejam fechados.

Adiante, vai-se apresentar um tipo de percolacao heterogénea através de duas

redes, a Rede Quadrada e a Rede Triangular, a fim de mostrar a diversificada vari-
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edade de modelos heterogéneos. A rede quadrada recebe esse nome pela disposi¢ao
de seus vértices e a formagao de seus elos que possuem semelhanga a um quadrado.
Enquanto, a Rede triangular possui esse nome pela semelhanca de sua estrutura
com triangulos. Assumindo que essas duas Redes estao contidas (imersas) no plano

R?, e que os elos sao segmentos de reta no plano [17].

2.3.3.1 Elo vertical e elo horizontal

Ao longo desse trabalho, fixou-se a probabilidade de um elo estar aberto ou nao.
E natural que haja questionamento sobre a variabilidade dessa probabilidade de sitio
para sitio. Trabalhando com diversas redes, pode-se imaginar modelos espaciais com
elos verticais e horizontais, ambos com probabilidades diferentes de estarem abertos
ou fechados.

Na rede quadrada Z? toma-se dois parametros, p, e py que designam a proba-
bilidade de um elo vertical e um horizontal, respectivamente, estarem abertos. O
modelo "elo vertical e elo horizontal"(Z? ) também possui transigao de fase que

ocorre na superficie p, + p, = 1 do parametros [17].

2.3.3.2 Rede quadrada nao homogénea L?

Considere a rede quadrada .2, e que p = (pp,ps) € [0, 1]2. Declara-se cada elo
horizontal e vertical para ser aberto com probabilidade p, e p,, e fechados para seus
complementares, respectivamente. Declarando independéncia entre elos. Denota-se
P5 como a medida de probabilidade associada ao modelo, quanto a probabilidade

de percolagao é denotada por:

0(7) = Po(0 < 00). (2.29)

Pode-se analisar esse modelo em muitas partes da mesma maneira que o modelo
homogéneo na rede quadrada, embora a total falta de simetria seja um fator que
impoe dificuldade. Nem todos os céalculos e ponderagoes serao apresentados aqui,

onde fica restringido a um trato critico superficial do modelo nao homogéneo.

Teorema 2.10 Considere a superficie critica da rede quadrada heterogénea.

Suponha que p = (pn, py) € tal que pp,p, < 1. Temos que:

Y

_ =0sep(p <1
G(p){ >0 se p(p) >1

onde: ¢(p) = pp + po-

A conclusao deste teorema é por vezes chamada informalmente de "Superficie

critica na reta: p, +p, = 1. O Teorema 2.10 generaliza o calculo exato de p.(L?) =
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1 o1: e 1 .
3. Para provar que a Rede Quadrada tem probabilidade critica 3, precisa-se da

propriedade da Dualidade(sua rede Dual).

2.3.3.4 Rede triangular nao homogénea

Considere a estrutura triangular T, da forma da Figura 2.7, no plano. Isto é,
T é obtido a partir da estrutura de L2 por adicao de um ligacao diagonal sudeste-
nordeste de cada quadrado. Seja p = (pp, pv, pa) € [0, 1]3. Declara-se que cada elo
horizontal, vertical e diagonal, respectivamente, estao abertos com probabilidade
Dhs Pus P, @admitindo elo fechado para os complementares e independéncia entre elos.
Denota-se por P; a medida de probabilidade da Rede e 6(p) a probabilidade de
percolacao que é dada por:

6(5) = ps(0 > ).

P4 Do

Pn

Figura 2.7: Estrutura da rede triangular.

Teorema 2.11 Considere a superficie critica da rede triangular heterogénea. Su-

ponha que p € tal que pp,py,pa < 1. Tem-se que:

_ =0 sey(p) <1;
/) { >0 se (p) > 1;

Onde (p) = pn + Po + Pa — PrhPuPd-

Assim, a superficie critica da estrutura triangular é o conjunto de todos os p
que satisfazem a equacdo ¥ (p) = 1. Este teorema contém varios casos especiais de

interesse [15].

e Rede Quadrada L2: Se p; = 0, tem-se o Teorema 2.11. Embora o Teorema
2.11, seja mais geral do que o Teorema 2.10, existem provas separadas para

ambos.

e Rede Triangular Homogénea T: No caso do modelo homogéneo, monta-se p;, =

P = pa = p. O valor critico de p satisfaz ¥ (p, p,p) = 1, onde p. = 2sin(7/18).
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e Rede Hexagonal Nao Homogénea H: Essa Rede é a Rede Dual da Rede Trian-
gular, sua superficie critica ¢ dada por, /(1 - p) = 1. Para o caso Homogéneo

a probabilidade critica é
pe(H) =1 —p.(T) =1 — 2sin(7/18), (2.30)

quando py, = p, = pq = p.

2.4 Variaveis aleatorias

Ao caracterizar o espago amostral de um experimento, nem sempre o resultado
obtido é necessariamente um ntimero. De fato, existem alguns resultados nos quais
o experimento nao representam uma quantidade numérica. Por exemplo, ao descre-
ver uma pega manufaturada, podemos empregar apenas as categorias "defeituosa'e
"nao defeituosa". Também, ao observar a temperatura durante o periodo de 24
horas, pode-se simplesmente registrar a curva tragada pelo termoégrafo. Contudo,
em muitas situagoes experimentais, tém-se interesse na mensuracao de alguma coisa
e no seu registro como um nimero. Mesmo nos casos mencionados acima, pode-se
atribuir um nimero a cada resultado ao experimento. Por exemplo, pode-se atribuir
o valor um as pecas perfeitas e o valor zero as defeituosas. Podendo registrar a tem-
peratura maxima do dia, ou a temperatura minima, ou a média das temperaturas
méxima e minima [27].

Os exemplos acima sao bastante tipicos, de uma classe muito geral de proble-
mas: em muitas situagoes experimentais, deseja-se atribuir um nimero real ¢ a todo
elemento s do espago amostral . Isto é, t = T'(s) ¢ o valor de uma fungao 7" do

espacgo amostral no espaco dos niimeros reais.

Definicao 2.13 Sejam S um experimento e € um espago amostral associado ao
experimento. Uma funcao T, que associa a cada elemento t € £ um niumero real,

T(t), € denominada varidvel aleatoria.

Embora T'(t) seja uma fun¢ao mundialmente conhecida como "variavel aleatoria-
(VA). Nem toda fungao imaginavel pode ser considerada uma variavel aleatoria,
para isso, elas devem ter probabilidades bem definidas, consistentes com os axiomas
bésicos, 2.1.1. No estudo das variaveis aleatérias o interesse esta mais nos valores
que T recebe do que em sua forma funcional.

Referindo-se a variaveis aleatorias, emprega-se quase sem excecao letras maits-
culas, como T, U, V, etc. Contudo, quando se fala do valor que essas variaveis

aleatorias tomam, geralmente se usa letras mintsculas como: t, u, v.
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2.4.1 Variaveis aleatorias discretas

Definicao 2.14 Seja T' uma varidvel aleatoria. Se o numero de valores possiveis
de T for finito ou infinito numerdvel, denomina-se T de varidvel aleatdria discreta.
A cada possivel resultado t; associa-se um nimero p(t;) = P(T =t;), denominado

probabilidade de t;, onde:

e p(t;) >0, para todo i.
o >l p(ti) =1

Isto é, os valores possiveis de T', podem ser postos em lista como:ty,to, ..., 1,.
No caso finito, a lista acaba, e no caso infinito numerével, a lista continua inde-
finidamente. A funcao p, definida acima, é denominada funcao de probabilidade
da variavel aleatoria T'. A colegdo de pares [t;, p(t;)], é algumas vezes denominada
distribuicao de probabilidade de T.

Alguns modelos matematicos relativamente simples parecem ser capazes de des-
crever uma classe bastante grande de fenémenos. As VA discretas possuem muitas
distribuicoes de probabilidade dentre elas: Poisson, Geométrica, Pascal ou Binomial

Negativa, Hipergeométrica, Multinomial ou Polinomial.

2.4.2 Variaveis aleatorias continuas

Definicao 2.15 Diz-se que T é uma varidvel aleatoria continua, se existir uma
fungao f, denominada fung¢ao densidade de probabilidade (fdp) de T' que satisfaca

as sequintes condigoes:

e f(t) >0, para todo t;
o [T f(t)dt=1;

e para quaisquer a, b com —o0 < a < b < 400, teremos Pla < t < b) =

[P ftydt.

Essencialmente afirma-se que T' é uma variavel aleatéria continua, se T puder
tomar todos os valores em algum intervalo (c,d), onde ¢ e d podem ser —oo e
+o00, respectivamente. A existéncia estipulada de uma fdp constitui um artificio
matematico, que possui consideravel apelo intuitivo e torna os célculos mais simples.
Em relacao a isso, também deve-se salientar que, quando se supoe que 1" seja uma
variavel aleatoria continua, trata-se de uma descricao idealizada de T

A funcado f(t) nao representa a medida de probabilidade de ¢, somente quando

a funcgao for integrada entre dois limites, ela produzira uma probabilidade.

Ple<t<d) = /df(t)dt (2.31)
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2.4.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcao de distribui¢do acumulada mostra uma maneira de descrever como as
probabilidades sao associadas aos valores ou aos intervalos de valores de uma variavel
aleatoria. De forma geral, considere o espago de probabilidade (Q2, F,P).

O conhecimento da funcao de distribuicao acumulada é suficiente para se en-
tender o comportamento de uma variavel aleatoria. Mesmo que a varidvel assuma
valores apenas num subconjunto dos reais, a funcao de distribui¢ao é definida em
toda a reta. Ela é chamada de funcao de distribuicao acumulada, pois acumula as

probabilidades dos valores inferiores ou iguais a t.

Definicao 2.16 Seja T uma varidvel aleatoria, discreta ou continua. Define-se a
fung¢ao F' como a funcao distribuicao acumulada da varidvel aleatoria T, denotada
por F(t) = P(T <t).

e Se T for uma variavel aleatoria discreta: F'(t) = 3. p(t;);

t
e Se T for uma variavel aleatoria continua: F(t) = / f(t)de.

2.4.4 Variaveis Aleatorias Bidimensionais

Em muitas situagoes tem-se o interesse de observar duas ou mais caracteristicas
simultaneamente num mesmo evento. Ha a possibilidade dessas duas caracteristicas
interferirem uma na outra, ou simplesmente serem independentes. Contudo, devem

ser estudadas conjuntamente através de variaveis aleatorias bidimensionais.

Definicao 2.17 Sejam S um experimento e € um espaco amostral associado a S.
Sejam p = P(p) e T = T(t) duas fungoes, cada uma associando um nimero real a

cada resultado s € €. Denomina-se (P,T') de varidvel aleatdria bidimensional.

Seja (P, T) uma variavel aleatoria continua, entao a fun¢ao densidade de proba-

bilidade conjunta h é uma funcao que satisfaz as seguintes condigoes:
e h(p,t) > 0 para todo (p,t) € R.
o [ [h(p,t)dtdp=1.
A funcao de distribuicao acumulada no caso bidimensional é dada por:

Defini¢ao 2.18 Seja (P,T) uma varidvel aleatoria bidimensional. A fungdo de

distribui¢iao acumulada F da varidvel aleatdria bidimensional (P,T) € definida por:
D t
Fo=PP<pr <0 = [ [ i 0ap (2:32)
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Capitulo 3
Modelos de avalanche

Pedras, neve, lama, graos e até mesmo alguns minérios podem se mover em
grandes quantidades, com muita rapidez e com resultados inesperados. Fendmenos
naturais com estas caracteristicas sao considerados avalanches. Existem, também,
avalanches relacionadas ao deslocamento de animais ou seres humanos. Estas ocor-
rem quando um grande ntamero de individuos se deslocam rapidamente de um lugar
para outro.

A palavra avalanche possui alguns sinonimos como: alude ou avalancha no campo
da geologia. J& em relagao ao deslocamento de homens e animais pode ser sinénimo
de debandada, estouro, romaria. Também sao chamadas de movimento de massa,
deslizamento, derrocada, desabamento, desmoronamento, alui¢cao, aluimento, enxur-
rada, profusao, etc.

As avalanches ocorrem naturalmente na maior parte dos casos, porém a acao do
homem pode ocasionar ou desencadear o surgimento de avalanches. Os movimentos
de massas, na maioria das ocasioes, nao podem ser previstos. Todavia, grande parte
delas podem ser evitadas, prevenindo a humanidade de catastrofes.

Deslizamentos de grande magnitude sao observados na natureza e sao responsa-
veis por grandes desastres em encostas de montanhas onde ha ocupacao humana. A
acao humana pode influenciar a ocorréncia de avalanches como no caso da constru-
¢ao de rodovias, prédios e residéncias em locais de risco, por exemplo. Engenheiros
e gedlogos possuem equipamentos e saberes que podem evitar as catastrofes geradas
pelas avalanches. Evitar construgoes em areas propicias a esses fendémenos os riscos
de acidentes provavelmente reduziram as ocorréncias.

As avalanches podem acontecer em uma simples pilha de areia, onde o movimento
das camadas superficiais da pilha de areia podem se estabelecer devido a pequenas
perturbacoes como a adicao de mais graos ou inclinando a pilha. Essas perturbacoes
podem ocasionar avalanches, que sao deslizamentos de graos na superficie de um
meio granular provocados por instabilidades. Pequenas perturbacoes podem ser

amplificadas dando origem a grandes deslocamentos de massa.
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A modelagem é uma area muito importante dentro das ciéncias, com aplicacoes
em diversas areas como engenharias, fisica e biologia. Usando a modelagem ¢é possivel
prever até mesmo o comportamento de um simples ion dentro de uma célula do corpo
humano. A previsao de avalanches e outros fenémenos, tornam-se importantes para
elaboracao de tecnologias contra tragédias, e também relevante ferramenta para
desenvolvimento de silos, ou outros locais para estocagem e transporte de graos ou
minério.

Na dindmica de avalanches em pilha de areia, geralmente, os graos em movimento
se restringem a uma camada superficial. Os deslocamentos de graos podem se dar
por meio de um fluxo continuo de matéria ou por um fluxo intermitente dependendo
da intensidade da fonte externa de energia. Este agente externo, que pode ser
tanto a adigao de novos graos ou a variacao da inclinacao da superficie livre, dita
sozinho a dinamica do sistema, visto que perturbagoes térmicas sao insignificantes
se comparadas a energia necessaria para vencer a barreira entre dois estados de
equilibrio.

As pilhas de minério também possuem avalanches. Ao se depositar grao sobre
grao nas pilhas, elas crescem ate seu estado de instabilidade onde comecao a surgir
deslizamentos de graos que formam as avalanches que se iniciam no topo da pilha e

percorrem a extensao de sua superficie, ver Figura 3.1.

Figura 3.1: Pilha de minério de ferro na Vale.

3.1 Ciriticalidade Auto Organizada

Sistemas constituidos de muitos componentes interagindo entre si podem apre-
sentar um tipo interessante de comportamento auto organizado. Tal comportamento
recebe o nome de Criticalidade Auto Organizada, Self Organized Criticality - SOC.

Eventos com criticalidade auto organizada sao caracterizados por uma aparente

auséncia de parametros de controle, sendo orientados para o estado critico por feno-
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menos coletivos e sucessivos geralmente chamados de avalanches [28]. Experimentos
reais com pilha de areia feitos em laboratério nao apresentaram evidéncias de criti-
calidade devido ao efeito de inércia, uma vez que o grao de areia encontra dificuldade
para superar o angulo de repouso [9]. Este angulo formado pela superficie livre do
material com o plano horizontal, definido pelos graos menos instéveis e nao confina-
dos situados proximos ou na superficie.

O sistema alcanca um estado estacionario, onde a pilha passa a ter a inclinacao
constante, chamada de angulo de repouso, e a média dos graos que entram no sis-
tema é comparavel com a média dos graos que o deixam. Neste estado estacionario,
o sistema encontra-se também no estado critico, que é caracterizado por grandes
flutuagoes, nao sendo possivel prever qual o tamanho e o instante em que as avalan-
ches irao ocorrer. Isto significa que quando deslizamentos locais acontecem, podem
ou nao ser geradas avalanches de grandes tamanhos envolvendo todo o sistema. O
sistema atingiu entao, a criticidade auto organizada.

O modelo da pilha de areia ilustra o surgimento da criticalidade auto organizada
em um sistema complexo. Considere um fluxo constante de areia sendo despejado
sobre um plano. Inicialmente, a pilha de areia estara baixa, ocorrendo alguns desli-
zamentos quando o tamanho e a inclinacdo da pilha comecar a aumentar. A medida
que a altura da pilha atinge dimensoes proporcionalmente maiores que a sua base,
deslizamentos maiores comecam a acontecer envolvendo todo o sistema, e nao apenas
os vizinhos locais, até que surge certa forma de organizacao.

E interessante notar que apesar de se conhecer todas as propriedades do grao
tais como tamanho, massa e formato, isso nao é suficiente para entender e prever
como e quando estes deslizamentos ocorrerao. Estes deslizamentos sao consequéncia
da interagao de um grao de areia com seus vizinhos [25].

Existem alguns modelos que tratam da criticalidade em pilhas de areia, entre
eles os modelos BTW, Manna, Burridge-Knopoff e OFC. Estes modelos sao bem
detalhados em [28] e [9]. O modelo BTW, funciona da seguinte maneira em uma
dimensao: define-se um vetor h de largura L igual ao tamanho do sistema, onde h;
representa a altura da pilha na posi¢ao horizontal i. A evolugao da inclinagao local,
dada por Z; = h; — h;11, € ditada pela seguinte regra que reproduz o crescimento de

uma pilha de areia.

Zi — Zi+1 quando um grao ¢é adicionado ao sitio 7.

Zi—l — Z'—l —1
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Zi — Z; — 2 quando z; ultrapassar o valor critico.

Zit1 — Zix1 + 1

Como em 1D, o estado critico nao se altera, sendo que pequenas perturbacoes nao
se propagam por toda extensao do sistema. As perturbagoes desaparecem apds um
intervalo de tempo cuja duragao segue uma lei de poténcia, gerando deslocamentos
de graos de varias magnitudes, sem um tamanho caracteristico. O espectro de

1
poténcias da distribui¢ao do tempo de vida desses deslocamentos varia com — para

baixas frequéncias, o que sugere que essa propriedade, antes atribuida a um ruido,
estd na verdade associada a uma organizacao espacial do sistema, que passa a exibir
uma estrutura auto similar.

Se pensar em uma pilha de areia composta de graos esféricos, que nao apresentam
dispersao no tamanho, é possivel um estado altamente ordenado tal que a adigao
cuidadosa de graos nao é capaz de altera-lo drasticamente e todo grao adicionado rola
pela superficie até deixar o sistema. Esse estado equivale ao estado minimamente
estavel para o qual evolui o modelo BTW em uma dimensao [20].

No caso de uma rede quadrada, a evolucao consiste dos seguintes passos: Cada
sitio receberd uma quantidade finita de graos, z(x,y) (altura da coluna de areia
(x,y)), variando de zero até z., onde z.(x,y) é um valor critico a partir do qual
acontece um deslizamento.

O modelo BTW foi pioneiro e relevante para a compreensao de fenémenos di-
versos que apresentam grandes flutuagoes e sao invariantes por transformagoes de
escala. Ele motivou uma série de investigagoes experimentais da dinamica de ava-
lanches em meios granulares.

De inicio, a principal critica dos autores contra os modelos comumente usados
nas simulagoes de avalanches, se refere a falta de um tratamento adequado para o
atrito de rolamento entre as particulas, que é muito relevante no caso de particulas
esféricas e é fortemente inibido se os graos possuem um formato irregular. O atrito de
rolamento é um caso especifico dentro do atrito dindmico. Esse tipo de atrito ocorre
quando a superficie de um corpo rola sobre a superficie do outro sem escorregar.
Contudo o trabalho de Frette [15], mostrou que as caracteristicas superficiais dos
graos nao possuem nenhuma relagao com a distribuigao de avalanches, o que significa
que o atrito de rolamento nao é um fator relevante na caracterizacao do estado
critico. As avalanches foram mensuradas de modo a contemplar todos os eventos
por meio da energia potencial dissipada o que livra os resultados dos problemas com

atrito de rolamento.
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3.2 O experimento de Douady e Daerr e o modelo

de Hinrichsen

No trabalho de Hinrichsen [19], as avalanches foram criadas via simulagao com-
putacional e seus dados comparados com os dados de Douady e Daerr [13] que
trabalharam em um experimento real. O experimento de Douady e Daerr usava
uma mesa recoberta com veludo onde repousava a silica (areia) que formava uma
camada uniforme por toda extensao da mesa. Inclinava-se a mesa até certa angula-
¢ao e iniciava-se a avalanche com um leve toque na areia do topo da mesa.

A Figura 3.2, mostra a vista lateral da mesa no estado de inclinacao em que os
graos comecam a rolar. A inclinacdo sera medida em graus e representada por (¢),
na pratica essa inclinacao serve para romper a barreira do angulo de repouso dos

graos.

Figura 3.2: Vista lateral da mesa com inclinagao ¢.

O experimento de Douady e Daerr é um experimento simples, eleva-se uma
borda da mesa, conferindo-lhe certa inclinacao. Os graos do topo repousam sobre
os graos da linha de baixo, por isso a camada em baixo concede para a camada do
topo energia potencial de altura(E,), como na figura 3.3. Nestes moldes os graos
necessitam absorver certa quantidade de energia para entrarem no estado ativo, esta
energia inicial é dita Energia de Barreira (E,). Um grao ativo é definido como um

grao que possui energia maior que a energia de barreira.

Figura 3.3: Energias do sistema.

3.2.1 O experimento de Douady e Daerr

O aparato experimental consiste de um plano inclinado (de aproximadamente
1 m) recoberto por tecido; o angulo de inclinagao (y) pode variar. Pedagos de

silica (areia) de didmetro 250-425 um sao espalhados uniformemente sobre o plano
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e escoam para baixo. Enquanto isso, existe uma camada de espessura ¢ = qq(®o),
consistindo de varias monocamadas individuais que permanece imdvel. Nesta es-
pessura a areia é dinamicamente estével; a espessura g, decresce com o aumento do
angulo de inclinagao.

Para qualquer angulo ¢y existe uma espessura gs com ¢s(@o) > qa(vo) para
além da qual uma camada estatica passa a ser instavel. A camada nao ird escoar
espontaneamente, mas se causar um disturbio no topo, gerando um escoamento
proximo a perturbagao, o escoamento ira persistir e uma avalanche sera gerada,
deixando para tras uma camada de espessura gq(¢). Esta avalanche tem a forma
parecida de um triangulo regular com angulo de abertura ¢.

Quando o incremento da inclinacao

Ap = ¢ — . (3.1)

diminui, o valor de ¢ diminui, e a area da avalanche também diminui, desapare-

cendo quando Ag — 0. Isto é usado para provar que

b~ oF. (3.2)

Se ao invés de aumentar o, diminuisse o plano para Ay < 0, o sistema, cuja
espessura é ¢q(po), acima da espessura de estabilidade dindmica, gq4(p). Nesse caso
uma perturbacao inicial nao iria se propagar, entao desapareceria apés certo tempo
(nem ultrapassaria certo tamanho §| de transiente de avalanche). O desvio | Ay |,
que mede o tamanho do transiente da regiao ativa tende a crescer, assim o decai-

mento do tamanho deve crescer de acordo com a lei de poténcia

& ~ (—Ap)™. (3.3)

Entao, pela areia escorrendo na inclinagao g, Douady e Daerr concluiram que
havia uma auto organizagao do sistema critico. O sistema comporta-se precisamente
como uma mudanca de fase em relagao a mudanca de dngulo. Alternando entre um
regime estavel sem perturbages ( ¢ < ¢g) e um instavel (¢ > ¢y), onde per-
turbagoes propagam-se persistentemente. Este tipo de criticidade auto organizada
durante a preparacao do processo difere dos modelos convencionais de SOC em que
uma baixa forca direcionada, agindo em uma escala de tempo muito menor que a
resposta do sistema dinamico, causa evolugao até o estado critico.

Uma vez feita esta conexao, é natural associar este sistema com um problema de
percolacao direcionada. Associando a mudanca de fase com p — p. e assumindo que

proximo ao angulo de preparagao o comportamento do sistema de areia é relatado
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como um problema de percolagao direcionada e se pode associar os parametros:

Ap = — @y XD — pe. (3.4)

Por isso, o expoente k; deve ser comparado com os valores conhecidos de per-
colagdo. O expoente k na Eq. 3.2, também pode ser medido e comparado com

expoentes conhecidos, através da relacgao:
tan ¢ ~ £1/§) ~ (=Ap)"It (3.5)

3.2.2 O modelo de Hinrichsen

Hinrichsen [19] considerou a abordagem de Douady e Daerr, e acrescentou o ca-
rater percolativo assumindo os graos como sitios de uma rede retangular quadrada.
No contexto de Hinrichsen, os graos sao os sitios, logo, os graos sobre a mesa repre-
sentam a rede. A rede é formada por quatro lados, porém, os graos rolam no sentido
da gravidade desta maneira o sistema percola em uma diregao preestabelecida. O
fato dos graos rolarem para baixo encaixa o modelo como percolagao dirigida (veja,
Figura 3.4).

. OO QOO
t+1 () O

t+2

-2 i-1 i 11 142

Figura 3.4: Transmissao da energia na rede.

A Figura 3.4, mostra o desenho esquematico do plano, a forma de transmissao
da energia entre os graos e também revela o modelo de referencial para os sitios.
Este modelo de referencial identifica um sitio da rede como um par (¢,7). Natu-
ralmente, t e ¢ s6 admitem valores inteiros ou zero, pois representam uma rede de
percolagao quadrada. Os valores de t representaram a linha que o sitio esta situado
e também a distancia do sitio para a borda superior, enquanto que ¢ descrimina a
coluna e a distancia do sitio em relagao a coluna central. Importante notar que a
mesa tem limitagoes laterais, assim sendo, temos que (¢,7) representa sitios até as
bordas da mesa. No trabalho de Hinrichsen [19], h4 uma clara analogia entre ¢ e o
tempo(iteragao). Esta comparagao ¢ possivel considerando cada linha da rede como
um passo de iteragao computacional, ou seja, no instante ¢ = 1 tem se a primeira

iteracao que ocorre na linha t = 1.
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Os graos ativos em uma linha acima podem ativar os graos da linha abaixo. Um
sitio X pode inicialmente estar ativo se pelo menos um dos sitios na vizinhanca da
linha acima estiver ativo. O sitio ativo acima de X pode transferir energia para
X; Se AE(X) a energia total transferida para X, exceder a barreira de energia Fj,
X fica ativo. O grao ativo "rola para baixo"e colide com o grao da préxima linha,
a energia produzida nessa colisdo é 1 + AFE(X), onde 1 é a energia potencial da
diferenga de altura entre as duas linhas consecutivas (linha de X e a linha abaixo).

Supondo que ao rolar o grao ativo vai se chocar com os trés vizinhos da linha
abaixo, ver Figura 77. A energia dissipada na colisao é denotada por f, enquanto
que a energia transferida é dividida igualmente entre os trés vizinhos da linha abaixo.

Por todas essas caracteristicas o modelo de Hinrichsen possui duas variaveis:
1. Uma variavel de ativagao S};
2. uma variavel de energia E.

Com os seguintes valores, dada a condicao do sitio:

Situacgao do Sitio
Variavel || Inativo Ativo
St 0 1

Tabela 3.1: Valores das varidveis do modelo de Hinrichsen.

A energia de barreira (E,) e a fracao de energia dissipada (f) sdo parametros

que controlam o modelo.

3.3 Modelo proposto

3.3.1 Condicoes periédicas de contorno

Para simular um sistema com uma dada densidade de sitios p, pode-se colocar
N sitios em um volume apropriado V' tal que p = N/V. Uma vez que a interacao
entre os sitios do sistema foi especificada, pode-se estudar a dindmica do sistema
integrando as equagoes do movimento. Entretanto, um problema é levantado quando
a interacao dos sitios se aproxima da parede da caixa da simulacao. Se permitir que
o sitio saia da caixa, simplesmente estard mudando a densidade do sistema. Por
outro lado, é possivel deixar o sitio interagir com o limiar da caixa da simulagao,
assim tendo que definir um potencial de interacao entre os sitios e a parede da caixa

de simulacao.
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Para o modelo definido em uma rede quadrada, tem-se duas condigoes de con-
torno principais que sao impostas apenas definindo quais sao os vizinhos de cada

sitio na borda:
e Condicoes de contorno periddicas;

e Condicoes de contorno livres.

. .

Condicao de contorno periddica é equivalente a um modelo definido em uma
rede plana infinita, mas com uma regularidade peri6dica em ambas as dire¢oes da
rede (vertical e horizontal). Como em uma rede de tamanho infinito nao existe o
problema de se ter que tratar os limiares da rede de forma diferente, isso equivale
a nao usar bordas no modelo. Portanto, sendo a condicao ideal para simulagoes
como as da natureza deste trabalho, pois essa abordagem ¢ muito comum em vérios
problemas de mecénica estatistica [29].

Ja as condigoes de contorno livres sao como se a demanda que saisse da borda
nao pudesse mais voltar para o sistema. Ou seja, pode ser interpretada como a
existéncia de um tipo diferente de sitio, cuja tensao anula-se na fronteira. O sitio
da fronteira da caixa obedece a uma regra diferente de evolugao dos sitios comuns e
acaba atuando como um sorvedouro de atividade. Esses sitios sao convenientemente
chamados de bordas e os sitios que obedecem as regras normais sao chamados blocos.

A fracao do sistema influenciada pela parede é aproximadamente proporcional a
relacao entre a area total da parede e o volume total. Para redes com nimero de
sitios superiores a 10?3, temos que e a influéncia dos sitios da borda em um sistema
real ¢ insignificante. Mas para redes com ntmero de sitios de 107, que é o que
geralmente é possivel em termos computacionais, a influéncia é da ordem de 1%.
Consequentemente, os efeitos das paredes, junto com um ntmero limitado de sitios
na simulacao, geram efeitos considerdveis no sistema e nos resultados.

Embora 1% seja razoavelmente pequeno em trabalhos de comparacao, onde
busca-se a menor diferenca possivel entre os dados, esse efeito de parede pode mas-
carar os resultados apontando para falsos dados de proximidade entre os modelos
comparados, ou ainda causar o inverso disso e provocar o descarte de um boa com-
paracao. Por esses motivos, é mais que prudente seguir por caminhos que nao levem
ao aparecimento dos efeitos de parede.

Uma maneira de evitar os efeitos da parede é usar as condigoes periddicas de con-
torno. Em outras palavras, as condigoes periddicas de contorno significam que sera
considerado um sistema com um numero infinito de subsistemas idénticos. Agindo
assim o sistema nao tera uma parede, pois ao chegar no limiar a rede se estende ou
em alguns casos retorna para o inicio. Com a inten¢ao de evitar os efeitos de parede,
as condicoes de contornos aplicadas nas simulagoes sao as condigoes periddicas de

contorno.
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3.3.2 O modelo proposto

O modelo de avalanche descrito por Hinrichsen et al., influenciou fortemente a
modelagem. Pode-se imaginar uma pilha de areia na qual os graos repousam uns
sobre os outros como os blocos empilhados que formam uma piramide. Os graos da
superficie da pilha sao aqueles os quais nem um outro grao o sobrepoe, de dentro
para fora estes sao os mais externos. Fazendo uma analogia da pilha de areia com
o planeta Terra, os graos da superficie seriam como a exosfera que envolve todo
planeta Terra. Considerando a analogia, a pilha de areia é formada por vérias
camadas sobrepostas, contudo o material de cada camada sao os graos de areia.
Em Hinrichsen, os graos da camada superficial sao os sitios da rede de percolagao,
Hinrichsen condicionou as avalanches considerando que apenas os graos da camada
superficial participassem do evento, portanto a superficie da pilha é considerada
uma rede quadrada de percolacao.

Nas avalanches, a dindmica dos graos na superficie é bastante diversa daquela
dos graos interiores. Os graos internos sao bem mais estaveis, pois seu movimento é
impedido pelos vizinhos em todas as dire¢oes. Por outro lado, quando na superficie,
a particula possui vizinhos em apenas um dos lados, estando livre para rolar pela
fronteira uma vez desestabilizada. Existem alguns modelos teéricos que capturam
aspectos isolados da superficie de meios granulares.

A abordagem em que apenas os graos superficiais participam sera adotada nesta
tese para fins de simulagao, assim se idealiza uma rede superficial de graos onde
apenas os graos da superficie participam.

Diferente dos experimentos de Douady e das simulagdes de Hinrichsen, em que a
inclinacao do plano agia como regulador da atividade dos sitios. No modelo proposto
nesta tese, os sitios nao dependem de uma forma de energia e sim da atividade
de outros sitios. Especificamente no modelo de Hinrichsen, existia uma energia de
barreira, uma cota de energia que precisava ser ultrapassada para que o sitio pudesse
se ativar e transmitir energia para o sitio da vizinhanca, tornando assim um processo
de transmissao de energia de sitio para sitio. Se a energia recebida fosse baixa o
sitio nao se ativaria encerrando o processo. Os sitios sao configurados com certa
probabilidade de receberem atividade. Um sitio ativo transmite atividade aos seus
vizinhos. Os sitios inativos possuem um valor probabilistico de ficarem ativos.

Resultados preliminares dao conta que implementando uma rede de tamanho
aproximado de 220 x 100 pontos sao suficientes para boas simulagoes.

Recriou-se um plano retangular dimensionado da seguinte maneira: t,,,, = 220
€ imaz = D0, este retangulo seré a rede de percolagao que representa a superficie da
pilha de areia, os pontos(sitios) representam os graos. Estes valores foram escolhidos,

pois sao suficientemente grandes, para conciliar quantidade de sitios e facilidade
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de simulagao. Ainda justificando o dimensionamento do plano, tem que se levar
em conta estar trabalhando com as condigoes periddicas de contorno. Com este
dimensionamento tem se uma rede de 22000 sitios.

Estes 22000 sitios sao espalhados no plano retangular, um ao lado do outro, sem
sobreposicao de sitios, criando uma rede quadrada de sitios como uma camada fina
sobre uma superficie. Um dos lados do retangulo receberé a denominagao de topo
e deste a energia fluird, através das linhas de sitios para as outras extremidades do
retangulo. A transmiss@o da energia dentro do retangulo é feita de sitios para sitio
e leva em conta trés vizinhos da linha subsequente como na Figura 3.4.

Aqui a energia de barreira se relaciona com p da percolagao, e a energia dissipada
é varidvel de maneira que a energia que chega no grao da linha de baixo pode ser

ou maior que Ej, ou menor que .

Ey~D (3.6)

A Equacao 3.6, tras toda carga das trocas de energias entre os graos para o
parametro p, assim as intimeras mensuragoes sobre a cota de energia que cada grao
recebe e passa, é condensada numa probabilidade. Esse processo facilita em muito
toda a construcao das avalanches computacionais porque ao invés de fazer muitos
calculos e aproximagoes, o processo se resume em assumir um valor de acordo com
a probabilidade especificada.

Por se tratar de uma cota energética que os graos precisam adquirir para entrar
em atividade, fazer essa substituicao de pardmetros nao acarreta qualquer 6énus para
as simulagoes. E isto sera testado para mostrar que a Equagao 3.6, de fato pode ser
usada.

O modelo sera implementado computacionalmente e os sitios ficaram ativos com
probabilidade p e inativos com (1 — p). O sitio O(0,0) que no experimento de
Douady e Daerr (1998) era ativado com um impulso, aqui, inicialmente estaré ativo
com probabilidade p de passar essa atividade para os vizinhos da linha abaixo.

A forma mais simples para se simular computacionalmente uma avalanche é
modela-la na forma de um automato celular. Um autémato celular é um sistema
dindmico formado por muitas unidades interagindo umas com as outras, podendo
ser visto na forma de uma matriz de sitios onde existe uma regra de interacao que
influéncia apenas os vizinhos mais proximos a regiao dos fenémenos [28].

A participacao dos sitios na avalanche serd composta por trés estagios, cada
estagio é representado por uma cor. Os sitios inicialmente terao coloracao branca
indicando que estao inativos. No estégio dois, os sitios ficam ativos e passaram
para a cor vermelha, indicando que estao ativos. No tltimo estégio, eles ficaram na

cor preta, indicando que participaram da avalanche. Os sitios da borda inferior da
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avalanche ficaram com a cor vermelha indicando que estao ativos e em transicao,
ou seja, receberam energia do sitio da vizinhanca acima, e na proxima iteracao, eles
que irao transferir essa energia para os sitios da linha consecutiva abaixo, como na

Figura 3.5.

Figura 3.5: Simulacao de avalanche no modelo proposto.

O modelo proposto de avalanche ¢é finalizado dando um valor probabilistico para
cada sitio, isto significa dizer que um sitio ficara ativo aleatoriamente de acordo
com sua probabilidade. E esta caracteristica probabilistica que torna a avalanche
um caso de percolagao. Serao usados dois modelos de percolacao neste trabalho:
Percolagao homogénea e nao homogénea.

No modelo homogéneo a probabilidade de um sitio estar ativo é constante, sendo
o mesmo valor para qualquer sitio da rede. Diz-se que um sitio da rede tem proba-
bilidade p de estar ativo.

O modelo ndao homogéneo é dito assim porque faz variar a probabilidade p ao
longo da rede, isto significa que a probabilidade de um sitio nas proximidades da
borda superior é diferente da probabilidade de um sitios no centro da rede. A
probabilidade p definida na percolagao homogénea como um parametro fixo sera
redefinida como func¢ao da distancia partindo do topo da pilha. Assim, na rede nao
homogénea, a probabilidade de um sitio X da linha ¢ e coluna i, estar ativo sera

definida por:

P10 & XI| = 1) = po+ (1 = po)sen(t x 7). (3.7)

A equagao 3.7 representa probabilidade crescente a medida que a avalanche se
distancia da origem, isto porque em uma avalanche espera se que os graos de baixo
recebam maior carga ficando ativos com maior facilidade. Além disso, ela representa
a probabilidade de ficar ativo para qualquer grao que esteja na linha ¢.

Fazendo uma analise das estruturas da Equacao 3.7, deve-se perceber que trata-
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se de uma funcao que leva em conta a distancia do sitio em relagao a origem. Para
representar essa distancia ¢ usada a Norma de [|O < X]|, essa norma inevita-
velmente tera valor ¢, pois isso é devido a forma de iteracao dos sitios. A cons-
tante py é a probabilidade inicial do sitio na origem. O segundo elemento da soma
((1 — po)|sen(t x %) ¢ o termo que faz a probabilidade variar. A variacdo ¢ dada

em termos do seno e do valor da norma de X que ¢é igual a ¢, usando a Equacao 2.3.

X[ =1 (3.8)

Na classe das fungoes senoides, representadas porp(t) = po+ (1 —po)|sen(©)|. O
angulo ©, que é a norma de ||O < X||, é recebido em graus, de modo que precisa ser
convertido para radianos antes da aplicacao da fungao seno, sendo assim expressa

por:

p(t) = po + (1 — po)|sen(Om/180)]. (3.9)

A senoide quadrada é caracterizada pela variagdo ondulatéria da probabilidade
p(t) através do meio, e pela formagao das cristas de onda em quadrados concéntricos.
Sao estas duas caracteristicas marcantes que dao o nome a funcao.

A funcao senoide é uma fungdo que apresenta uma caracteristica peculiar de
"loop", ela é responsavel pela variagdo de p(t) através do meio. O modulo da
funcao seno é usado, pois valores negativos do seno podem interferir nos valores
da probabilidade, em resumo, o modulo do seno é necessério para garantirmos que
P seja uma probabilidade. Por todas essas caracteristicas, a fungao senoide é, no
momento, a melhor candidata para representar a variacao de probabilidade dentro
da avalanche.

Em Jatene [21] sdo apresentadas outras fungoes, porém nao possuem as mesmas
caracteristicas que a fungao senoide quadrada onde a norma é dada por ||O + X|| =
|lwos|| = t, pois 3¢, = |t; — O| = t. No modelo proposto considerar-se-a apenas
a fungao senoide com esta norma, pois é a funcao que se adéqua aos objetivos do
trabalho.

A titulo de conhecimento, algumas outras fungoes apresentadas por Jatene [21]
[21] serao mostradas de maneira resumida na Tabela 3.2. Nem todas sao senoides
mas sempre diferem na fun¢ao norma f(X). Seja X um ponto dentro da Rede Z?2,
com as coordenadas (t,7), entdo a norma de || X|| ¢ dada em termos de t e i. E a
probabilidade de X ¢ dada por:

P(X) =po+ (1 —po)f(x). (3.10)
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Nome da funcao

Norma da func¢ao

Descricao

Senoide Circular

f(x) = sen||X]|], onde
1X]| = V2 +42

E caracterizada pela forma-
¢ao das cristas de onda em
circulos concéntricos.

Pulso Quadrado

f(@) = Ipmod(x|.1)=05
sendo || X[ = [¢| + [1]

é caracterizada pela forma-
¢ao de pulsos dispostos em
quadrados concéntricos.

Pulso Circular

F(X) = Ipodqx],1))=05
sendo || X|| = V2 + 42

é caracterizada pela forma-
¢ao de pulsos dispostos em
circulos concéntricos.

Serra Quadrada

f(X) = W’

sendo || X|| = [t| + |7]

é caracterizada pela forma-
cao de dentes de serra dis-
postos em quadrados con-
céntricos.

Serra Circular

flz) = W’

sendo || X|| = V% +i?

é caracterizada pela forma-
¢ao de dentes de serra dis-
postos em circulos concén-
tricos.

Cone

flz) = \/W, onde

L representa o tamanho da
rede

é caracterizada pela forma-
¢ao de uma superficie que
lembra um cone invertido.

Tabela 3.2: Possiveis Fungoes de probabilidade em razao da distancia entre vértices.

Fonte: Jatene, 2007.
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Capitulo 4
O experimento

Neste capitulo serd mostrado a realizagao de um experimento de avalanche. Ele
traz a descricao do experimento: os materiais usados, as estruturas necessarias e as
ferramentas utilizadas. Este capitulo, também, contém a descrigao de como realizar
as simulacoes e mostra quais sao as caracteristicas das avalanches simuladas.

Outro assunto abordado nesse capitulo é a forma de calibrar o parametro p. De
importante conhecimento é este contetido, pois revela como proceder para tornar
avalanches reais suscetiveis a uma abordagem computacional. De imediato, o que se
deve saber é que nao sao as simulagoes computacionais que calibram o parametro p.
Seré mostrado que a calibracao se da em termos de tratamento de dados provenientes
de avalanches reais. Contudo, nas simulagoes pode-se usar o parametro p calibrado,

outrora obtido, para gerar seus resultados.

4.1 Implementacao do algoritmo numérico

4.1.1 Simulacoes preliminares

Antes de partir para simulagoes volumosas dos modelos, trabalhar-se-a prelimi-
narmente algumas simulagoes do modelo homogéneo. Obtendo assim, alguns resul-
tados que darao rumo as simulagoes maiores. Apenas para a modelagem homogénea
que serao realizados esses pré-testes, isto porque inicialmente tem-se o objetivo de
mostrar que avalanches podem ser tratadas como percolagao e mais ainda que po-
dem ser representadas via simulacao. Esse processo equivale a realizar em pequena
escala um experimento muito maior.

Para simulacoes preliminares, foram feitas T)n., = 10* réplicas do modelo ho-
mogéneo para comparar com eventos reais da literatura. Os resultados preliminares
serviram para nortear as agoes em relacao as simulacoes. Estas serao usadas para
limitar o campo de simulagao, assim melhorando a programacao, ajustando para-

metros, ajustando o tamanho da mesa, ajustando a quantidade maxima de sitios,
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ajustando a coloracao dos sitios, ajustando o método de iteracao entre os sitios.
Em suma, estes pré-testes servirao para otimizar o processo e também ajudarao na
confirmacao da hipotese, uma vez que servirao para predizer a viabilidade de se
comparar eventos reais com os simulados pelo modelo proposto.

J& para comparagao principal entre modelos simulados de homogénea e hetero-
génea, cada simulacao terd T),,, = 10° réplicas dos dois modelos, pois a maquina
disponivel nao consegue processar nimeros maiores de simulagoes. A probabilidade
p sera definida antes de cada simulagao. Deste modo configura-se p = 0.5 nas
simulagoes do modelo homogéneo e no caso heterogéneo py = 0.5.

Elevou-se o niimero de simulagoes em dez vezes mais para comparacao final, a
fim de se obter resultados mais confidveis, pois passado os resultados preliminares, a
realizacao de ajustes reduzira o tempo de processamento permitindo maiores valores
para Tinaz-

Espera-se que o modelo de percolagao homogénea tenha menor impacto que o
modelo heterogéneo, pois os modelos homogéneos apresentam transicao de fase para
valores de p, bem maiores que os modelos nao homogéneos, veja Tavares et al., [33].
Pelo fato dos modelos homogéneos possuirem valores elevados para p., acredita-se
que as avalanches geradas pelo modelo homogéneo terao menor transiente que as do

modelo heterogéneo que possuem baixos valores para p..

4.1.2 Representacao do algoritmo

Usando muitas repetigoes de um mesmo evento, afim de mensurar probabilisti-
camente sua existéncia e comportamento, por meio de hipotese, isto é, far-se-a uso
do método de Monte Carlo para obtencao dos resultados publicados nesta tese.

O método de Monte Carlo é baseado em uma abordagem estatistica que busca
obter estimativas, tal como a média, por meio de algum processo de amostragem do
sistema em estudo [23]. E particularmente 1til quando se deseja estudar comporta-
mentos de sistemas com grande ntiimero de dados, em muitos desses sistemas pode
nao haver solugao analitica possivel ou o célculo numérico pode falhar, tornando a
amostragem aleatoria dos dados do sistema uma estratégia muito interessante para
encontrar estimativas como a média e o desvio padrao.

Para realizagao das simulagoes, deve-se observar que os experimentos de Douady
e Daerr foram realizados sobre uma mesa recoberta com tecido de veludo. Para
criar suas simulacoes Hinrichsen, elaborou computacionalmente, uma mesa para
aproximar suas simulacgoes dos experimentos de Douady e Daerr. No experimento
de Douady e Daerr, a avalanche de silica acontecia sobre a mesa, e desta mesma
maneira Hinrichsen elaborou suas simulagoes, recriando a mesa e sobre esta fazendo

acontecer as avalanches.
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Percebe-se que para simular o evento da avalanche é fundamental que se recrie
o leito por onde escoard a avalanche. Importante notar que a criagdo da mesa
também implica em criar limites para a extensao das avalanches. Por exemplo, se a
avalanche se prolongar até as bordas da mesa nao havera mais espago e nem graos
para a avalanche continuar. Por esse motivo a mesa pode ser vista nas simulagoes
como uma caixa. A interacao e o comportamento dos graos ao se chocarem com as
paredes da caixa sao pré-estabelecidas pelas condi¢oes de contorno. Estas condi¢oes
devem ser estabelecidas de tal modo que seus efeitos nao interfiram no resultado das
simulagoes. As condigbes de contorno mencionadas sao encontradas na Segao 3.3.1.

Na Figura 4.1, tem-se o fluxograma do programa para realizacao das simulagoes.
O fluxograma nada mais é do que uma representacao grafica do algoritmo, através de
formas geométricas, facilitando a compreensao da logica utilizada pelo programador.
A Figura 4.1, representa o algoritmo do programa feito na plataforma JAVA, através

do aplicativo NetLogo 6. O programa completo encontra-se no Anexo 1.

Entrada de dados:
@ -Tamanho da mesa
-N° de iteragoes(NT)

-Valor de p

Regularidade

Gerar avalanches [+

I

Salvar
Resultados

Figura 4.1: Fluxograma da simulagao.

Inicia-se o programa com a entrada de dados, tais como: tamanho da mesa,

quantidade de iteracoes e a definicdo de qual valor p assumira na simulacdo. E im-
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portante mencionar as formas contidas no fluxograma, pois cada uma representa um
tipo especifico de acao que sera tomada pelo programa. Por exemplo, as formas de
paralelogramo representam entrada de dados, enquanto que os losangos representam
tomadas de decisao. As elipses sao o comeco e o fim do programa. A forma sinuosa
na base destaca a armazenagem de dados gerados pelo programa.

E relevante discorrer sobre o critério de parada do programa: NI - Numero de
Iteracoes. Esse critério trata da quantidade desejada de replicagao do processo, pois
nao se busca uma aproximagao numérica de um parametro, mas sim, a reproducao
numerosa de eventos de avalanche. Desta maneira, nao é usado um critério de
convergéncia, mas um niamero maximo de simulagoes.

Criou-se, computacionalmente, uma mesa(plano) retangular com as dimensoes
220 x 100 pontos. Esta serd a caixa onde serao feitas as simulacoes. Essas dimensoes
facilitam a simulagao, pois reduzem o tempo de simulacao e o esfor¢o computacional,
visto que a caixa tera condicoes periddicas de contorno, desta forma a rede se ajusta
ao tamanho da avalanche quando ela se aproxima da borda [9] e [28]. E nesta caixa
que as avalanches irao acontecer.

A Elipse do inicio do fluxograma representa o comeco do processo de simula-
¢ao. O paralelogramo que vem em seguida contém a entrada de dados que sao as
especificacoes de quantidade e de forma.

No losango regularidade, tem-se que tomar uma decisao sobre qual tipo de ava-
lanche o programa deve reproduzir. As avalanches serao caracterizadas com dois
tipos de percolagao: homogénea e nao homogénea. Esta caracterizagao serd dada
antes de iniciar a simulagao. Configurado o tipo de percolagao, também seré neces-
sario configurar o valor funcional de probabilidade que cada sitio recebera.

Para monitorar numericamente as simulagoes, criaram-se duas varidveis que sao

o tamanho da avalanche (t) e o transiente de avalanche N(t).

Defini¢ao 4.1 O tamanho da avalanche (t) é a distancia da borda superior até a

ultima linha ativa da avalanche.

A variavel t serve para saber o tamanho das avalanches, ou seja, é através deste

que se chega a taxa média de sobrevivéncia.

Definigao 4.2 O transiente de avalanche N (t) € a quantidade de sitios que ficaram

atiwos em cada avalanche.

Estas duas variaveis servirao para comparar os dois modelos de avalanches.
Escolhendo-se Homogénea ou Heterogénea, a proxima acao serd gerar as avalan-
ches. Esse processo de geracao de avalanches é representado na Figura 4.1 pela

imagem do paralelogramo. Nessa etapa, o programa simula as avalanches uma a
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uma, usando como base a hipotese de percolagao, admitindo a atividade de cada
sitio como uma probabilidade.

Em sucessao a etapa de geracao, vem a etapa de armazenamento dos resultados.
Essa etapa do fluxograma é representada por um semi-retangulo com um dos lados
sinuosos(a base). O programa funciona da seguinte forma: gerou-se uma avalanche
entao seus dados de tamanho e transiente sao salvos. Esses dados sao salvos em
formato ".tzt", pois além de ser um formato que ocupa pouco espago de memoria,
também é suportado por muitos programas.

O ultimo losango do fluxograma, diz respeito a continuidade do processo. Nele, o
programa questiona se o objetivo foi cumprido. Nessa etapa se NI nao foi alcangado
o programa continua gerando avalanches, caso contrario o programa é finalizado,

sendo essa decisao representada pela elipse no final do fluxograma.

4.2 Experimento para calibragao e validacao do mo-
delo

Na busca de uma abordagem adequada para criar um experimento que disponha
o comportamento de avalanches reais, elaborou-se uma atividade experimental que
leva & pratica em laboratorio do fenoémeno da avalanche, fazendo uso de materiais
de facil acesso para melhorar a ferramenta da simulagao computacional e para dar
norteamento ao modelo matematico que pretende descrever eventos de avalanche
com maior realismo.

O experimento avalanche sera utilizado como ponto culminante do desenvolvi-
mento da teoria, isto é, na medida em que a modelagem for se aproximando dos
eventos reais, o experimento funcionara como objeto para comparacao substantiva
aos dados simulados trazendo assim maior confiabilidade.

Um experimento é potencialmente interessante, pois possibilita encontrar uma
situagao natural do evento de avalanche onde um modelo simulado possa ser utili-
zado, além do fato de que as avalanches provocam sentimentos de fascinio e medo
devido sua relagao com verdadeiras tragédias, como os desmoronamentos de morros
e encostas que sao presenciados com tanta frequéncia no Brasil, principalmente nos
periodos de chuva intensa.

Trabalhou-se um método pratico que propoe modelar probabilisticamente ava-
lanches provocadas por material granular: graos de feijao em uma mesa. Coletam-se
os dados para analisar seu comportamento, a fim de modelar o fenémeno e até mesmo
fazer algumas previsoes.

O Método da Mesa foi um experimento realizado primeiramente por Douadyr e

daerr em 1998 [13]. O experimento ¢ de elaborada implementagao, pois a avalanche
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¢ formada por graos espalhados sob uma mesa. Inclina-se uma borda da mesa,
conferindo-lhe certa altura em relagao aos outros lados. Os graos repousam uns

sobre os outros até que movidos por um impulso comegam a rolar.

4.2.1 Materiais

e Mesa retangular 1 m x 0,8 m;
e Transferidor;
e Graos de feijao;

A mesa tem formato de um retangulo de lado um metro por oitenta centimetros
de largura que formara a superficie de escoamento. Ela fica apoiada sobre uma
estrutura que tem 80 centimetros de altura em relacao ao solo. A superficie plana da
mesa deve ter um mecanismo de inclinacao que sera chamado de Eixo de inclinagao
da mesa. Esse mecanismo serve para dar a inclinacao necessaria para mesa, pois
caso queiramos usar outros materiais no experimento de avalanche havera variacao
no angulo de repouso do grao [3] e, consequentemente, havera grande diferenca na
inclinacdo entre os materiais da avalanche, criando assim variacio nos resultados. E
certo que a medida da inclinagao ¢ importante, guardando relagao com p, mas isso

nao sera o objeto de estudo nesse experimento.

Eixo d
incll}i(r(l)aggc /

Figura 4.2: Detalhamento da mesa e suas estruturas.

Numa das bordas é acoplado um sistema de mola que servird para conferir a
mesa uma gatilho para iniciar as avalanches. Importante nesse gatilho é a inten-
sidade de interacao dele com a mesa, e tal cuidado é necessério para garantir que
todas as réplicas do experimento acontecam sob as mesmas condigoes. Ao ativar a

mola (esticar e soltar), ela cria uma perturbacdo que ressoara na mesa e iniciara as
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avalanches. No lado inferior, existe uma calha que é utilizada para coletar os grao
que caem da mesa por forca da avalanche. Esses detalhes sao mostrados na Figura
4.2.

Na Figura 4.3, tem-se a mesa que serda usada no experimento em estado de
inclinagdo. A inclinagdo da mesa (¢) servira para levar o sistema até seu limite
de estabilidade. Esse limiar possivelmente é o ponto critico do material, estado no
qual uma perturbagao no topo da mesa causard as avalanches. Para se chegar na
inclinacgao ideal serao realizados teste de inclinagao. Coloca-se os grao sobre a mesa;
Usando o transferidor, eleva-se cuidadosamente uma das bordas; No momento que

os graos comegarem a rolar, anota-se a angulagao medida do transferidor.

Figura 4.3: Mesa inclinada.

Para evitar que as pecas da avalanche tenham contato com o solo, e até mesmo
para evitar que se quebrem ou se contaminem no contato com o solo, existe uma
calha na base inferior da superficie da mesa. Esta calha tanto ajuda na contencao
dos graos da avalanche como facilita a contagem dos graos.

A superficie pela qual a avalanche de graos deslizara é feita do material da
mesa, ou seja uma superficie plana feita de madeira polida. Ela nao acrescentaré
resisténcia relevante ao escoamento dos graos, pois em natureza o atrito dos graos
rolando sobre os outros causaria esse efeito. Para fins de simulagao esse atrito seré
desprezado. No entanto, trabalhar esses fatores até aqui ignorados por forga da
idealizacao da hipdtese, em alguns cenarios podem ser aproveitados para melhor

aproximar resultados simulados dos eventos reais.
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Os materiais utilizados na experiéncia sao graos de feijao, que possuem angulo
de repouso pouco elevado, pois possuem uma forma aproximadamente cilindrica. O
angulo de repouso do feijao depende de seu teor de dgua que varia entre 11% e 12%,
e seu angulo de repouso fica na faixa de 18° até 25° graus [12].

Para a conducao do experimento foi usado 1 Kg de feijao preto - Phaseolus
vulgaris. Imagina-se que usando esse material, tem-se uma amostra razoavel do
escoamento real desse material [31]. A variabilidade idade de graos com os quais se
pode realizar esse experimento é enorme, por esse motivo devemos limitar o escopo
do trabalho e a justificativa da-se em termos de tempo e razoabilidade. Trabalhar
muitos materiais demandaria muito tempo, e é razoavel que se trabalhe materiais

de facil acesso.

4.2.2 Procedimento

e Com a mesa na posi¢ao horizontal, espalha-se o material. Evitando actimulo

de materiais em um tnico ponto;
e Elevar a mesa até a inclinacao critica, ponto em que o material fica instavel;
e Iniciar as avalanches com um impulso na mola;

e Contabilizar os graos que participaram da avalanche e guardar os valores.

A realizacao da contagem é feita da seguinte maneira: Apo6s o fim da avalan-
che, cuidadosamente, retorna-se a mesa ao estado inicial, na posicao horizontal;
contam-se as pecas que cairam da mesa; Realiza-se uma soma das pecas caidas,
entao se tem o tamanho da avalanche. Retorna-se os graos caidos para o topo da
mesa, distribuindo-os uniformemente sobre a superficie, a fim de manter a mesma
quantidade do experimento de avalanche que se encerrou.

O processo se repetiré até o nimero de eventos desejados. Para esse experimento

realizou-se um montante de 1000 avalanches.

4.3 Procedimento de calibracao

A calibragao é um processo de ajuste do modelo. Trata-se do ajuste dentro de
um intervalo que seja aceitavel e faga com que as diferencas entre os resultados do
modelo e dados reais sejam minimizadas até uma acuracia aceitavel.

A calibragao consiste em determinar todos os parametros que caracterizam o sis-
tema, o ambiente em que se insere e o modo como vai ser utilizado. Estes parametros
podem ser referentes tanto a caracteristicas fisicas de objetos como a coeficientes ou

matrizes. Tém valores constantes cujo valor pretende-se estimar. A caracterizagao
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total do modelo passa pela determinagao de todos os parametros. Uma estimacao
grosseira pode deteriorar a qualidade dos resultados ou mesmo inviabilizar o correto
funcionamento do sistema.

Nao ha uma forma previamente estabelecida de calibracao de parametros para
amparar as hipoteses desta tese. Toda técnica e desenvolvimento para calibrar as
simulagoes vem unicamente de achados nesta pesquisa. Embora se possa colocar
como calibragao, os procedimentos desta secao podem ser tratados como processo
para estimar o parametro p dos graos de uma avalanche.

Nessa abordagem sobre avalanches, a producao de resultados depende de um
linico parametro, a saber: o parametro p. Entao, a calibracao deve ser conduzida
para encontrar o parametro p, de tal forma que este retorne simulacoes aparente as
reais. Trata-se de uma técnica extremamente nova, fazer simulagoes de avalanches
considerando-as como caso de percolacao, onde cada grao é ativado por uma medida
de probabilidade.

Frequentemente usa-se experimentos reais para calibrar experimentos simula-
dos. Por exemplo, pretende-se simular a resisténcia de certo material, faz-se um
experimento real, obtém-se o valor, em seguida faz-se simulagoes até aproximar as
simulagoes do valor do experimento real.

Com base na hipdtese de que as avalanches podem ser tratadas como caso de
percolacao, pode-se por meio de um parametro p gerar uma simulagao de avalanche.
Isto implica dizer que, computacionalmente e para um p escolhido, tem-se um evento
de avalanche. Por outro lado, também implica dizer que os eventos reais possuem
um p em cada um de seus graos que pré-dispoe algumas de suas caracteristicas de
tal maneira que podem ser replicadas via computador.

Para provar que a hipotese que se pode retirar um p de avalanches reais é valida,
deve-se mostrar que as avalanches computacionais possuem substrato igual as reais,
e além disso deve-se mostrar que a partir de avalanches reais pode-se calibrar o
parametro p de maneira a registrar eventos virtuais de similar conduta aos eventos
reais.

Basicamente, o desafio consiste em retirar de dados de experimentos reais um
pardmetro p e com este replicar os resultados reais via simulagao. A tarefa inicia-se
com a realizagao de experimentos de avalanche. Em seguida coletam-se os dados, en-
tao destes aferir o parametro p de maneira que este retorne dados aproximadamente
idénticos aos reais.

Embora possamos colocar como calibracgao, os procedimentos desta se¢ao podem
ser tratados como processo para estimar o parametro p dos graos de uma avalanche.

Deve-se levar em conta os conceitos abordados na secao 2.1, pois far-se-a4 uso
da fungao densidade de probabilidade conjunta h. A funcao h(p,t) é uma fungao

distribuicao de probabilidade bidimensional que nada mais é do que uma fungao
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em duas variaveis, onde sua integral definida tem valor 1. Também serd usado o
parametro r, este nao é um parametro comumente encontrado nas avalanches, trata-
se de uma variavel criada neste trabalho com o intuito de facilitar os calculos das
integrais das funcoes bidimensionais, além disso r é funcao de p e nesse contexto age
como indicador da permeabilidade do meio em relagao ao evento avalanche.

Far-se-a4 uso da notacao P*, para simbolizar uma Variavel aleatoria. Trata-se
das variacoes de p de avalanche para avalanche, sendo assim a forma p* trara uma
estimativa do valor de p que pode ser usado na geracao de avalanches.

Para se fazer a correspondéncia dos pontos da avalanche simulada com os pontos
da avalanche real, é necessario efetuar, previamente, a calibracdo do parametro
p. Esta calibracao compreende duas fases, cujas quantidades de interesse sao p e
r. Inicia-se com a determinacao de um parametro r e, em seguida, do parametro

intrinseco p. Pode-se fazer isto seguindo os passos:

e Passo 1 - Dos dados experimentais, encontrar a fungao h(p*, t);
e Passo 2 - Da funcao h, encontrar p. em funcao de r;
e Passo 3 - Com os valores de a e § encontrar r.

e Passo 4 - Usar r para encontrar p.

Os valores a e  sao numeros reais encontrados a partir da Probabilidade acu-
mulada P(T < t). A probabilidade P(T" < t) é encontrada fazendo uso dos dados
experimentais, e ela quem fornece uma estrutura de funcao para h(p*,t).

A primeira fase compreende os passos 1 e 2, e é iniciada com a determinagao da
funcao h que se obtém a partir de dados de avalanches reais. A funcao h é uma
funcao densidade de probabilidade conjunta, descrita na Segao 2.4.

Ao realizar um experimento de avalanche numerosas vezes e guardar o tamanho
(T') de cada avalanche, obtém-se um montante diversificado de valores que repre-
sentam o tamanho das avalanches. Ao realizar N avalanches, e destas apenas n
avalanches tém o tamanho T" = ¢, é possivel estimar a probabilidade de se ter uma

avalanche de tamanho ¢, basta dividir n por N, ou matematicamente

Pt)=P(T=t) = . (4.1)

Essa é uma estatistica importante no sentido de estimar a probabilidade de uma
avalanche de tamanho ¢, porém nao revela diretamente o parametro p embutido
nas avalanches. Por outro lado, a probabilidade acumulada pode ser bem ttil nesse

sentido.
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A probabilidade acumulada do evento de avalanche nesses moldes, ¢ dada pela
soma das probabilidade de todos os resultados em que os tamanhos sao menores que

t, matematicamente

P(T<t)= zt: P(T =9). (4.2)

i=0

A Equacao 4.2, nesse caso representa a probabilidade de percolagao da avalanche
dado um tamanho ¢. Ising [20], sup6s um modelo de interagao entre as particulas
no qual se pode implementar um método numérico para se obter um valor médio
observavel. Nao se tem a intencao de descrever detalhadamente o modelo de Ising,
mas essa implementagao numérica é feita usando o método de Monte Carlo, através
de um processo chamado Algoritmo de Metropolis. Apos a implementacao numérica,
esse valor pode ser dado por P(t) = Zf\il exp (—t;3), que é uma forma resumida da
distribuicao de Boltzmann, onde M é o numero de passos.

Hinrichsen [19], menciona que a probabilidade de sobrevivéncia tem a forma
P(t) = t=?. Por outro lado, Samuel [31] indica que essa probabilidade pode ser
generalizada por P(t) = a.t™". Essas trés literaturas divergem em parte quando a
intengao é dar uma formulagao para P(t), entao para resolver este problema recorreu-
se a uma ferramenta computacional aliada a dados experimentais.

Ao simular algumas dezenas de milhares de vezes o evento de avalanche, guardaram-
se os resultados e nestes aplica-se a equacao 4.2, obtendo assim uma curva peculiar
a uma curva exponencial. Para confirmar essa hipotese de exponencial usou-se
o método dos minimos quadrados através da ferramenta computacional Solver do

software Excel, onde se constatou que P(t) tem a forma

P(t) = a.e” Pt (4.3)

Sendo que « e [ sao nimeros reais, provenientes da hipétese de exponencial e
encontrados a partir da aproximacao de P(t) a uma fung¢ao exponencial.

Tendo a ideia de que para a avalanche chegar até determinado ¢, é preciso que
se tenha um p que supra essa demanda. Por exemplo, se p = 0 entao t = 0. Desta
maneira P(t) depende do valor de p. Com essa ideia é possivel usar P(t) para
encontrar h(p*,t).

Embora p seja uma parametro fixo dentro da avalanche, ele varia de avalanche
para avalanche, por esse motivo pode ser considerado uma varidvel aleatoria de

evento para evento.

Definicao 4.3 Sejam P* e T wvaridveis aleatdrias continuas, entao existe uma fun-
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cao densidade de probabilidade conjunta h de p* e t, tal que:

h(p*,t) =rpe P 0<p <1 e t>0. (4.4)
Consequentemente,
e h(p*,t) >0, para todo (p*,t) € R;

o P(0<p <1,t>0)= [ [*h(p",t)dtdp* = 1.

Na Secao 2.2, debate-se sobre a existéncia de um limiar de percolacao, o ponto
critico. Aplicando o conceito de transicao de fase e de ponto critico, tem-se a fase
supercritica (p > p.) e a fase subcritica (p < p.). Transformar P* numa variavel
aleatoria é um recurso matematico, pois se imagina que cada avalanche é produzida
por um p que varia minimamente e que as muitas repeticoes aproximam p do seu
verdadeiro valor. Esse valor de p que sera retirado das simulagoes é proximo ao p.,
pois é a menor ou maior probabilidade capaz de gerar uma avalanche de tamanho ¢.

Primeiro caso: Fase supercritica. Supondo que p* > p., entao:
)

PO<p" <p.,t>0) =

0
Plp.<p"<1,t>0) # 0

p
1
P(p. <p*<1,t>0)
Pe
P(0 <p* <p.,t>0)
0

t T

Figura 4.4: Comportamento de h na fase supercritica.

Na Figura 4.4, tem-se a marcacao da area que sera tomada pela probabilidade,
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visto que p pertence a fase supercritica. A Equacao 4.4, fica reduzida a:
1 00
1 = / / h(p*,t)dtdp*, aplicando a Equagao 4.3, fica:
pe Y0

1 )
= / / a.e Prdtdp*, e fazendo o = r.p*.B: (4.5)
pe 40O

1 00
= / / r.p*.B.e”Ptdtdp*. (4.6)
pec Y0

A resolucao da Equacao 4.6, fornece:

po=yf1-2 (@

O parametro r, ¢ uma quantidade que recebe a carga da mecéanica do evento
avalanche, e a condicao de existéncia é r > 2. Quanto maior o valor de r, maior é a
resisténcia do meio ao evento avalanche.

A obtencao de p, é feita usando a Equacao 4.7, porém ela depende de r que pode
ser encontrado fazendo alguns passos matematicos. A ultima fase na calibracao de

P ¢ a determinagao do parametro r.

Definicao 4.4 Seja P* uma varidvel aleatoria associada a fungao densidade de pro-
babilidade f, tal que:

f(p*) =rp%

<p <l (4.8)

Na Equacao 4.5, é feita uma substituicao de « por r.p*., sendo assim vale a

igualdade a = r.p*.3, que pode ser tratada:

a = rp'.p
o
rpt = —. 4.9
5 (4.9)
Analisando f no ponto p* = %, fica: f(p* = %) = §, logo:
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= O
P o= 5
r—2 o«
r. = 3
r2(r—2)  «
r B
rr—2)  «
=2 &y
r?—2r = (%)2.

Resolvendo a Equacgao 4.13 com a condicao r > 2, tem-se:

r=1+ 1+(%)2

Segundo caso: Fase subcritica. Supondo que p* < p.:

PO <p" <p,t>0) #

0
Pp.<p*<1,t>0) = 0

Assim a Equacao 4.4, toma outra forma:

Pc o
1 = / / h(p*,t)dtdp*, aplicando a Equagao 4.3, fica:
o Jo

Pc o8]
= / / a.e Pdtdp*, fazendo a = r.p*.8
o Jo

Pc oo
= / / r.p*.B.e Pldtdp*.
o Jo

A resolucao da Equacgao 4.16, fornece:

2
Pe = —.
r
O parametro r é dado por:
o2
r=—".
2.52

Pode-se resumir os achados dessa Se¢ao na Tabela 4.1.

Para saber em qual fase p se encontra, vale o seguinte:
e Se 2 <r < 4 entao p pertence a fase supercritica.

e Se r > 4 entao p pertence a fase subcritica.
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Fase onde se encontra p T De

supercritica 1+ ./1+ (%)2 %

subcritica 2 2

Tabela 4.1: Valores de p para os graos da avalanche em funcao do parametro r e da
fase critica.

A justificativa desses intervalos para classificar quanto a que fase pertence p,
comega pela implicagao de que nao existe niimero real que retorna uma raiz negativa,

dessa forma:
e Na fase subcritica: \/g > 0, que implica que r > 0;
e Na fase supercritica: % > 0, que implica que r > 2.

Ainda justificando o intervalo, sabe-se que quando r = 4, vale a igualdade:

As fungoes de pgup(r) = \/g e Psuper (1) = 1/=2, em relagdo aos valores de 7,

T

mostram que os valores de pg,; sa0 mais proximos de 1, tanto quanto mais r decresce
abaixo de 4. Como na Figura 4.5. Isso implica dizer que quando r esta entre 2 e
4, nao se pode estar na fase subcritica. Assumindo, portanto, que se esta na fase

supercritica. Fenomeno inverso acontece quando r > 4, onde o valor de p,;, decai.

5
1 °
°
oo ES &4
o P T et
K EE
0,8 °c° xxxx*xxx
By L x¥
L% o P
X e, sub
0,6 * feeg
L]
e o, K 290000, « P
* ®0000000, super
0,4 x
*
0,2
1]
0 2 4 6 8 10

Figura 4.5: As funcoes de psyp € Psuper €m relacao aos valores de 7.

4.3.1 Procedimento de validacao

A validagao consiste em comparar conceitos e determinar o quanto eles sao apro-

priados para a investigacao que foi desenvolvida [10]. No processo de validagao, o
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método é avaliado em termos da sua representatividade, reprodutibilidade e repeti-
tividade. A comparacao de resultados dos modelos com dados reais é indispenséavel
para avaliar o modelo.

Pode-se caracterizar os diferentes procedimentos de validagao através de uma
abordagem cientifica ou comparativa. No caso de ser uma validagao cientifica pode
ser baseada em informacao publicada na literatura ou experimentos préprios sobre
o desenvolvimento do método. O Experimento tem de conter fatores relevantes a
serem analisados e se estao dentro do controle associado com o método. Para a
validacao comparativa, o método de teste sera feito comparando os resultados com
outros obtidos através de um método ja validado que foi desenvolvido para o mesmo
proposito. Se isto nao for possivel, a performance do teste pode ser avaliada por
comparagoes. O método pode ser considerado validado se os resultados obtidos
estiverem dentro dos limites esperados [3].

Deve-se usar dados que sejam confidveis para conhecer as capacidades e limita-
¢oes do modelo. Para avaliar o modelo, serao usados dados de avalanches reais. Com
a intencao de tornar a validagao robusta, serao usados ntimeros obtidos a partir de
eventos reais mas que nao estejam na literatura. Tem-se o intuito de fazer uso de
dados criados particularmente através da realizacao de experimentos de avalanches
reais. Com a utilizagao de um terceiro conjunto de dados aumenta-se a confiabi-
lidade do modelo, provando que ele pode ser utilizado para investigar diferentes
cenarios. A qualidade do modelo sera mostrada através de graficos e comparagoes

estatisticas.
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Capitulo 5

Resultados e discussoes

5.1 Avalanche como rede de percolacao homogénea

Elaborou-se primeiro uma rede de percolagao homogénea e se trabalhou na hipoé-
tese que esta poderia representar em contento dados de uma avalanche real. Posta
esta premissa e realizadas 10* simulacoes do modelo homogéneo como descrito na
secao 3.3.2, pode-se aferir alguns resultados.

Em se tratando de analise qualitativa, um dos pontos a se observar é a transicao
de fase. Dada a caracterizacao da rede como Z2, é evidente que temos transicao de
fase de primeira ordem, pacificado no trabalho de Broadbent e Hammersley. Para

ilustrar essa constatagao tem-se a Figura 5.1.

Probabilidade: 0.4 Probabilidade: 0.45 Probabilidade: 0.5
Quantidade de Sitios ativos: 720 |Quantidade de Sitios ativos: 49700 Quantidade de Sitios ativos: 237000

Tamanho da avalanche: 124 Tamanho da avalanche: 1000 Tamanho da avalanche: 1000

; !

B

b

Figura 5.1: Avalanches com probabilidades diferentes.

Na Figura 5.1, pode-se observar que quanto mais a probabilidade p se distancia
de 0.59 em dire¢ao ao zero, menores sao os tamanhos e a quantidade de sitios ativos

nas avalanches. O ponto critico da rede Z? de percolagao em sitios é 0.59 [22], por
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esse motivo este valor foi tomado como referéncia. Nao foi trabalhado um mecanismo
para detectar o ponto critico da rede por se tratar de uma rede conhecida e com
ponto critico conhecido das literaturas. Entretanto, levando-se em conta a forma de
iteragao entre os graos e o fato de ser percolacgao direcionada isso pode influenciar de
tal maneira que o p. tome outro valor, sendo portanto um tépico de estudos futuros.

Pode-se notar pela Figura 5.1 que quando diminui o valor de p, também diminui
o valor do angulo de abertura ¢, isto nos leva a crer que qualitativamente o modelo
segue os padroes de Douady e Daerr [13], agindo como regulador do tamanho das
avalanches.

As avalanches simuladas, qualitativamente, devem possuir certas caracteristicas,
com observado por Hinrichsen:

"A avalanche foi compacta, triangular e fortemente delineada nas bordas.”

Este é o comportamento esperado das simulacoes. Hinrichsen, expoe que este
comportamento das avalanches caracterizam resultados qualitativamente bem simu-
lados, haja visto o comportamento das avalanches nos experimentos de Douady e
Daerr. Na Figura 5.1, pode-se ver claramente este comportamento, o que significa
que as simulagoes estao qualitativamente bem realizadas.

Recriou-se alguns graficos apresentados em Hinrichsen para mostrar o compor-
tamento das simulagoes do ponto de vista quantitativo. Para a Probabilidade de
sobrevivéncia P(t), o ntmero de sitios ativos N(¢), Hinrichsen sugere aplicar as
equagoes: P(t) = t70157 ¢ N(t) = 93137 para encontrar as curvas de P(t) e N(t).

Alguns graficos possuem aspectos diferentes dos apresentados em Hinrichsen,
por varios fatores entre eles a falta de uma escala especifica entre os trabalhos, e a
propria construgao dos resultados. Porém essas diferengas eram esperadas visto que
os trabalhos tém abordagens e objetivos distintos.

Claramente, usando as equagoes dadas em Hinrichsen os dados fogem da reali-
dade, visto na Figura 5.2 e na Figura 5.3. Pois, sao apenas estimativas baseadas em

ajustes de outras literaturas.

P(t)=t%:6=0,1595

0.8
€[I,G
oLp4

0,2

Figura 5.2: Probabilidade de sobrevivéncia P(t), usando a Equagao mostrada em
Hinrichsen.

Para validar as simulagoes realizadas na tese sao usados dados de um experimento
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Figura 5.3: O namero de sitios ativos N(t), usando a Equagao mostrada em Hinri-
chsen.

real, também sao usados dados reais de outras literaturas.

No ano de 2010, o professor Samuel Rocha da Universidade Estadual de Campi-
nas (UNICAMP), elaborou um trabalho que consistia em simular avalanches usando
graos de feijoes. Este trabalho foi publicado pelo Ministério da Educacao e serve
como base para professores do mundo todo elaborarem suas aulas e realizar expe-
rimentos de avalanche [31]. Toda metodologia de como realizar esse experimento
pode ser encontrada no site: http://m3.ime.unicamp.br. Usando os dados deste ex-
perimento para comparar o comportamento das avalanches reais feitas de graos de
feijao com os eventos simulados.

Resguardando as proporgoes, é evidente a similaridade no comportamento da
Probabilidade de sobrevivéncia do trabalho de Hinrichsen e a deste trabalho. Porém,
os graficos apresentados parecem ter um cauda mais leve permitindo avalanches
maiores com menor probabilidade do que se levassemos em conta a aproximacao dada
pelas equacoes apresentadas em Hinrichsen. Ademais, esse tipo de comportamento
é o que mais se parece com o apresentado no trabalho de Hinrichsen. Levando em
conta que naquele trabalho existem aproximadamente 50 tentativas sem ativacao e
uma grande mudanga na escala quando P(t) < 0.1, resultando num gréfico constante
P(t) =1 para 0 < t < 50 e uma calda que se aproxima de zero para t > 10.

A Figura 5.4, mostra a comparacao entre a probabilidade de sobrevivéncia de
avalanches reais e avalanches simuladas. Notadamente, seus aspectos sao semelhan-
tes visualmente, onde ambos possuem caracteristica decrescente e exponencial. A
fim de confirmar se eles tém um comportamento exponencial e decrescente, realizou-
se uma regressao através de uma ferramenta de software do Excel chamada Solver
que aplica o método dos minimos quadrados, onde foi verificado que eles podem ser
aproximados por uma fun¢ao do tipo: P(t) = a.exp (—t.(), como a Equagao 4.3.

As estimativas de « e § sao mostrados na Tabela 5.1. Tem-se essas constantes
para o experimento de graos de feijao e os dados simulados com p = 0, 5.

A Equagao 4.3, revela que se pode avaliar com alguma propriedade a ocorréncia

de uma avalanche com certa extensao. E claro que se deve ter antecipadamente os

65



Tabela 5.1:

Avalanche experimental com graos de
feijao

1 o

Simulado no modelo proposto

20 40 60 80 100

Figura 5.4: Comparacio entre a probabilidade de sobrevivéncia de 10* réplicas no
modelo proposto e um experimento real de avalanche feita de graos de feijao.

Avalanche Q 16
Feijao 1,928 || 0,660
Simulado || 1,300 || 0,188

Constantes para o experimento de graos de feijao e dos dados simulados.

parametros « e 3. Assim para as avalanches geradas por [31], tem-se:

P(t) = 1,928.¢7 06601 (5.1)

Em posse da Equacao 5.1, pode-se calibrar p, para simular eventos de avalanches.
Usando a técnica desenvolvida na se¢ao 4.3, encontra-se p = 0, 20558, como func¢ao
de & = 1,928 e B = 0,660. Pondo esse valor no modelo e gerando simulacoes, os
resultados sao mais aproximados.

Na Tabela 5.2 sao mostradas as constantes « e § para simulacoes obtidas a partir
da calibragao do modelo usando os dados das avalanches de graos de feijao. Outro
ponto de destaque é a proximidade das avalanches simuladas com as avalanches
reais, pois mesmo se tratando de um p aproximado os resultados tendenciaram para

a realidade.

Avalanche o B
Feita de feijao 1,928 || 0,660
Simulada calibrada || 2,009 || 0,693

Tabela 5.2: Constantes calibradas com o experimento de graos de feijao.

O gréafico comparativo dos dados gerados é mostrado na Figura 5.5. Com di-
ferenga maxima entre os dados de 0,0005, tem-se uma nogao do ajuste do modelo
dada a calibracao. E chama atencao a proximidade dos valores, dando a entender
que a técnica de encontrar p de avalanches reais e simular avalanches com esse valor

pode ser empregada sem se distanciar da realidade.
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Figura 5.5: Comparacao entre modelo proposto calibrado e um experimento real de
avalanche feita de graos de feijao.

Os eventos de avalanche realizados por Samuel [31], sdo do tipo Self Organized
Criticality - SOC, pois o sistema evolui até um estado de instabilidade e avalanche
sem necessidade de uma agao externa.

A realizagao de experimentos de avalanche como os de Douady e Daerr [13], ndo
sao caso de SOC porque a avalanche ja parte do estado de instabilidade. Foram
Realizados alguns experimentos de avalanche como descritos na Segao 3.3.2. Estes
sao experimentos onde a avalanche é provocada por um impulso externo, quando a
pilha é posta no estado critico.

Na Figura 5.6, tem-se a realizagao do experimento, levando em conta a inclinac¢ao
da mesa em 15 graus, Essa inclinagao foi estabelecida através de testes de inclinagao,
onde se chegou a esse valor que mostra baixa inclinagao para ativagao das avalanches.
E o motivo dessa baixa inclinacao diz respeito ao angulo de repouso do feijao de

acordo com Bonser [5].

Figura 5.6: Experimento de avalanche de feijao recriado na mesa com inclinacao de
15 graus.

As avalanches foram acionadas por um impulso gerado pela perturbacao de uma
mola localizada no topo da mesa. O material da avalanche e composto de graos de

feijao que foram cuidadosamente distribuidos sobre a mesa, recobrindo metade da
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extensao do plano da mesa. Os dados do experimento sao mostrados na Figura 5.7

e podem ser encontrados no anexo II, e também na internet no enderego:

"https://mega.nz/#F!BVFjRIaC!GT{T-F-9Q910ZWE-uvSmyw"
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Tamanho das avalanches

Figura 5.7: Quantidade de avalanches por tamanho.

Foram realizados mil experimento e é possivel ver que a maior parte das ava-
lanches experimentais sao de tamanhos menores que 40 graos. Acima de 100 graos
essas avalanches sao mais raras, isso devido & inclinagao que serve como reguladora
do tamanho. Na Figura 5.7, também ¢é possivel observar que a maior avalanche
do experimento obteve tamanho de 128 graos, enquanto os tamanhos que mais se
repetiram foram os de 7, 9 e 10 graos. As menores avalanches obtiveram tamanho
de um grao.

As realizagoes dos experimentos na mesa trouxeram a Equagao 5.2. Esta equagao
foi usada para encontrar a funcao densidade de probabilidade conjunta de p e t, que

sao respectivamente a probabilidade e o tamanho das avalanches.

P(t) = 1,165.e~ %060+ (5.2)

A Figura 5.8, revela a curva de probabilidade P(t) para os experimentos na
mesa em comparacao aos resultados obtidos a partir da curva feita com a fungao
promovida pelo SOLVER. A maior diferenca entre os pontos do experimento e os
pontos do SOLVER ¢ de 0.04. Esse ajuste é possivel porque a probabilidade P(t)
comportasse como uma curva exponencial, que apesar de ter uma estrutura diferente
de Ising, Samuel e Hinrichsen [20, 31, 19], é englobada por uma forma derivada da
lei de poténcia.

Usando a metodologia desenvolvida: primeiro encontrou-se r = 18, 66 que indica
fase subcritica; em seguida, encontra-se uma estimativa do valor do parametro p

para as avalanches criadas na mesa, o valor encontrado é p = 0,327. Este valor
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Figura 5.8: Comparacao entre a probabilidade de avalanche nos experimentos e
resultados gerados por uma fungao encontrada pelo Solver.

calibrado de p foi usado para realizar 10% simulacoes de avalanches. Os resultados

das avalanches simuladas podem ser vista na Figura 5.9.
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Figura 5.9: Comparacao entre dados de um experimento real de avalanche feita de
graos de feijao em mesa inclinada e dados simulados no modelo proposto usando p
calibrado.

A Figura 5.9, mostra um grafico probabilidade P(t) versus o tamanho ¢ das
avalanches do experimento e das simulagoes feitas com p calibrado. O reduzido
numero de pontos é justificado pela condicao entre experimento e simulacao, neste
caso nao é possivel uma comparacao evento a evento sendo cabivel uma comparagao
apenas entre intervalos de valores de cada amostra.

A diferenca maxima entre os dados é de 0, 05 que revela uma grande compactabi-
lidade entre os dados, corroborando e firmando a hipotese que existe um parametro
intrinseco p em avalanches reais. Também, prova que as simulagoes feitas seguindo a

arquitetura do modelo proposto podem representar o comportamento de avalanches

69



reais retornando valores compativeis.

5.2 Modelos homogéneos e heterogéneos

O resultados mostrados nesta se¢ao sao sobre a comparagao entre os modelos
homogéneo e nao homogéneo. Criou-se 10° réplicas dos dois modelos para comparar
os dados em ambos os modelos.

Na Figura 5.10, é possivel ver o comportamento da avalanche nos modelos de
percolacao dirigida com probabilidade homogénea e no modelo de percolagao dirigida
com percolagdo nao homogénea. A Figura 5.10 é o desenho das avalanches pela vista
frontal. Pode-se perceber que a quantidade de sitios ativos no caso heterogéneo é

maior e apresenta compacidade acentuada no interior do transiente.

Figura 5.10: A) Avalanche no modelo Homogéneo. B) Avalanche no modelo Nao
Homogéneo.

As bordas dos modelos sao bastante diferentes, no modelo homogéneo as bordas
sao irregulares e mal definidas; no modelo nao homogéneo as bordas sao compactas
e bem delineadas. O tamanho de uma em relacao a outra difere consideravelmente
como era aguardado, pois os modelos homogéneos possuem p,. elevados quando com-
parados com os dos modelos heterogéneos.

A superioridade em quantidade de sitios ativos e no tamanho médio das ava-
lanches do modelo nao homogéneo é devido a variagao de p, que se torna maior a
medida que ¢ > 1. Quando ¢t = 90 = p(t) = 1. Ao assumir seu valor maximo, a
probabilidade p passa a decrescer em virtude da funcao senoide, isto gera as ilhas
inativas vista na Figura 5.10-B.

Para Percolacao homogénea esperavamos baixa quantidade de avalanches de
grande porte, fato que se confirmou. Os deslizamentos simulados com probabilidade

constante obtiveram menor duracao média quando comparados com os do modelo
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heterogéneo. Em média, as avalanches do modelo homogéneo, avancam 7,6098 li-
nhas. Na Tabela 5.3, é possivel ver alguns dados estatisticos sobre os tamanhos das

avalanches nos modelos homogéneo e nao homogéneo.

Parametro | Homogénea || Heterogénea
Média 7,60 119,50
Variancia 56,97 11733,92
Erro padrao 0,07 1,08
Minimo 2 2

Méximo 80 221

Tabela 5.3: Dados estatisticos dos tamanhos das avalanches com probabilidade ho-
mogénea e nao homogénea.

Os valores dos tamanhos médios indicam que o modelo homogéneo tem menor
duragdo que o modelo nao homogéneo. O tamanho médio também representa a
taxa média de sobrevivéncia, isto significa que o modelo heterogéneo possui desli-
zamentos maiores e com maior duragao, o que na pratica reflete maior estabilidade
do sistema. Os dados da Tabela 5.3 corroboram com aquilo que era esperado, pois
os modelos heterogéneos tém apresentado transicao de fase de segunda ordem. A
taxa média de sobrevivéncia do modelo homogéneo aproxima-se consideravelmente
da média encontrada por Hinrichsen que ¢ de aproximadamente 10 pontos para 10%
réplicas, isto se explica pelo fato do modelo de Hinrichsen ser homogéneo, visto que
é baseado em quantidade de energia de barreira e energia dissipada que sao para-
metros constantes em cada réplica. O reflexo desses dados é notado no contorno das
avalanches que é mais acentuado nos modelos nao homogéneos.

Os graficos na Figura 5.11 representam os valores dos transientes encontrados

nas simulacoes dos dois casos.

Transiente de Avalanche Homogénea Transiente de Avalanche Heterogénea
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Figura 5.11: A) Transiente de avalanche no modelo homogéneo. B) Transiente de
avalanche no modelo nao homogéneo.
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Os gréficos na Figura 5.11 estao em escalas diferentes, pois os valores de transi-
ente diferem bastante de caso a caso. Cerca de 60% das réplicas do modelo heterogé-
neo atingiram transiente superior a 8000 sitios. O modelo homogéneo comportou-se
dentro do esperado com transientes pequenos e pouco compactos, observando que no
caso homogéneo as avalanches chegaram ao maximo com 197 sitios ativos, portanto
nao houve grandes avalanches. O grafico mostra, também, que no caso heterogéneo,
onde as avalanches alcancaram a borda em boa parte das réplicas, o transiente ma-
ximo foi de 13280 sitios ativos. Sendo o modelo heterogéneo mais adaptavel para

avalanches de maior extensao.
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Capitulo 6
Conclusoes

Iniciou-se este trabalho expondo-se no Capitulo 1, uma introdugao sobre o tema
e também apresentando os objetivos e finalidades desta tese. No Capitulo seguinte
foi a vez de mostrar como funciona os axiomas da probabilidade e a percolagao.
Mostrou-se algo fundamental sobre a percolagao que é a transi¢ao de fase e o que
sao variaveis aleatorias.

No Capitulo 3, apresentou-se os modelos e as nuances de uma avalanche, conhe-
cendo sua definicao, comportamento e, também, apresentou-se alguns modelos de
simulagoes de avalanches. Seguindo para o quarto Capitulo, abordou-se como se ini-
ciou os trabalhos de simulagao de avalanche. A maioria dos modelos nao considera
um abordagem percolativa, contudo o trabalho de Douady & Daerr [13] inspirou
Hinrichsen [19] que introduziu a abordagem percolativa para os problemas de simu-
lacao de avalanche. Desta forma, criou-se um ambiente para introduzir a percolagao
no contexto das simulagoes de avalanche. No Capitulo 5, apresenta-se o experimento
de avalanche responsavel por calibrar o parametro p que posteriormente foi usado
para simular avalanches e fazer comparacao dos modelos.

O conhecimento das modelagens foi usado para gerar uma modelagem propria.
O modelo proposto difere bastante dos antigos no sentido de que é uma aborda-
gem totalmente percolativa, aglutinando uma gama de parametros em uma tnica
variavel. Esta mudanca foi analisada quantitativa e qualitativamente através das si-
mulacoes. Com uma malha de 220 x 100 pontos, realizou-se 10° simulacoes; embora
seja um valor elevado de simulagoes, ainda assim esté abaixo do pretendido sendo
um topico a ser trabalhado futuramente.

Usou-se dois tipos de modelos de percolacao: Homogénea e nao homogénea. No
caso nao homogéneo considerou-se que a probabilidade de um sitio estar ativo em
razao da distancia da borda superior até a linha ¢, é dada por uma funcao senoide
p(J|O > X) =1t) =po+ (1 —p)|sen(t x %ﬂ Em cada caso simulamos 10° réplicas
e comparou-se os dados que cada modelo.

Preliminarmente, teve-se a ideia de elaborar um atividade de comparacao entre
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simulagoes do modelo homogéneo com dados de avalanches reais, em que o intuito
era garantir que ao simular o modelo este tivesse o comportamento quantitativo e
qualitativos dos eventos reais. Realizou-se 10* réplicas que foram comparadas aos
dados reais, onde se obteve resultados satisfatorios, onde a maior diferenca entre o
simulado e o real foi de 0, 0005 ,credenciando a realizacao das etapas posteriores da
tese.

No sentido de desenvolvimento tedrico a tese traz uma metodologia inovadora e
inédita. Em si tratando de graos de feijao preto, ela é capaz de encontrar o parametro
intrinseco p de avalanches reais cujos os dados de tamanhos sejam conhecidos com
0,05 de exatidao nos resultados.

As simulacoes de avalanches realizadas, preliminarmente, tinham o pressuposto
que estas sao, de fato, um caso de percolacao homogénea dirigida. Do ponto de
vista quantitativo, revelou-se que a percolagao homogénea tem baixa sobrevivéncia
quando atribui-se baixos valores de probabilidade para p, isto por conta da rede
usada possuir transi¢ao de fase em p = 0.59. Os transientes neste caso sao pequenos
e raramente percolam. Por outro lado, este modelo é adequado para representar
eventos com alta probabilidade de perturbacao dos sitios. Os transientes sao robus-
tos e a alta quantidade de simulacoes que percolaram dao a dimensao do excelente
ajuste entre a hipotese e a realidade. Percebeu-se que valores de p, acima de 0.59,
geram redes infinitas com altos valores de transiente de avalanche.

Do ponto de vista qualitativo, a implementacao do modelo ajudou na visualiza-
¢ao de algumas propriedades comuns aos sistemas percolativos, tais como angulo de
abertura, tamanho e o transiente de avalanche. Pode-se ver a delineagao dos aglome-
rados gerados, e mencionar a forma triangular esperada. A delineacao das bordas,
tal como em Hinrichsen, releva o grau de ajuste da hipotese, pois caso contrario ter-
se-ia formacgoes nao triangulares, o que é atipico para as avalanches dirigidas geradas
em simulacoes. Ademais, percebeu-se que em se aumentando o valor de p, o angulo
de abertura ¢ também aumenta. Notou-se que o comportamento do tamanho e o
transiente das avalanches estao atrelados ao parametro p, pois variando se o p para
proximo de 1, os transientes sdo mais compactos e maiores. A luz dos resultados
fica evidente que as avalanches podem ser descritas por um modelo de percolagao
homogénea e/ou nao homogénea dirigida.

Firmando, portanto, que o modelo homogéneo nao é adequado para representar
eventos com baixa probabilidade de perturbacao dos sitios. Levando em conta o
trabalho de Hinrichsen, pode-se aferir que nao houve casos de percolagao direcio-
nada compacta. De fato, as avalanches do modelo heterogéneo sao maiores e mais
compactas, portanto sao melhores para descreverem situacoes de alta criticidade.

Mostrou-se que qualitativamente e quantitativamente que as avalanches podem

ser tratadas como rede de percolagao homogénea. Abrindo, assim a oportunidade
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para comparar diferentes modelos de percolacao. Como se atingiu um patamar de
semelhanca consideravel entre eventos simulados e eventos reais a premissa inicial
foi alcancada e s6 restou admitir que avalanches podem ser tratadas como rede
de percolagao. Este resultado, também serve para evidenciar uma nova técnica
de abordagem nos problemas de avalanche, garantido coeréncia a essa nova teoria.
Assim, é viavel a modelagem computacional de eventos de avalanche via teoria da
percolacao.

Encontrou-se, portanto, uma solucao para aproximar eventos de avalanche a
eventos de percolagao, correlacionando os parametros de energia com o parame-
tro p da estatistica percolativa. Obteve-se com a correlacao de parametros uma
comparagao entre avalanches criadas pelo modelo homogéneo e avalanches criadas
pelo modelo nao homogéneo. Gerando, assim, dados criados através de simulagoes
percolativas que exprimiram eventos de avalanche nos modelos homo e heterogéneo.

As simulagoes foram analisadas com o auxilio de gréaficos e tabelas que auxiliaram
na prova de que eventos de avalanche simulados via percolagao heterogénea podem
se aproximar de eventos reais de avalanche, resguardando algumas condigoes como
extensao e contorno.

Um dos principais objetivos alcangados foi a equagao 4.3. Ela prediz a probabi-
lidade do acontecimento de avalanches de determinado tamanho. Sendo portanto,
um dos grandes achados dessa tese. Com ela pretende-se alcangar outros trabalhos
como a criacao de uma tabela de valores para variados materiais e situagoes de
avalanche.

Usando a forma p(t) = po + (1 — p)|sen(t x %)\, foi possivel observar um
comportamento diferente de avalanche, a conclusao sobre esse fato é que deve existir
uma forma aproximada que una com exatidao o comportamento das avalanches e
caracteristica percolativa heterogénea, sendo importante passo nessa direcao.

Em trabalhos futuros é possivel alcancar um ntimero maior de simulagoes e tes-
tar quais os efeitos desse aumento. E necessério, também, estudar outros graos e
materiais como o minério para se determinar seus parametros. Para fechar o traba-
lho é possivel levantar outra questao: quais sao os pontos criticos desses modelos?

Pergunta que se pretende responder nos proximos trabalhos.
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Anexo 1

Aqui se pode ver a estrutura do programa feito no NetLogo, para simular as avalan-

ches nos casos Homogénea e Nao-Homogénea.

globals [ linha-da-frente tamanho-da-avalanche iteracao

transiente transiente-parcial] ;;variaveis globais

to preparar ;;prepara a mesa

ca

set transiente 1 ;;tamanho inicial de transiente

set tamanho-da-avalanche 1 ;;tamanho inicial da avalanche
ask patches [ set pcolor brown ]

set linha-da-frente patches with [ pycor = max-pycor ]

ask linha-da-frente [
if (pxcor = max-pxcor mod 2) [ set pcolor red ]

;;cria um sitio ativo na borda superior.

2999999999953 9 9593999933399 9393999333993339399933999333)9)3)

;; vamos dar a avalanche carater percolativo homogéneo ;;

2929999399 9993993933393 33339 3333333333333

to homogenea ;;roda a simulagdo com probabilidade constante.

while [iteracao < numero-de-iteracoes ] [ ;;numero de iteragdes pedidas
if desliga? [ stop ]
ifelse tamanho-da-avalanche <= 220 [ ;; limita o tamanho
da avalanche em 220 pontos
if not any? linha-da-frente with [ pcolor = red ][nova-avalanche]
;;8e ndo houver sitios ativos encerra e cria outra avalanche.
percolar ;; fungdo que testa a probabilidade do sitio passar
a atividade para prodxima linha.
;1f graficos? [desenha-graficos] ;comando para desenhar

o grafico das simulagdes.

]

[ nova-avalanche ]



set tamanho-da-avalanche tamanho-da-avalanche + 1

;5 guarda o tamanho parcial de cada avalanche.

]

2999999393393 3 3933333333333 333333333333333333333333))

to nova-avalanche ;;limpa a mesa deixando 1 dGnico sitio ativo.

299995399 9953995539995 3393999333993333933339933339993)3)3)

file-open "C:\\Users\\GUI\\Desktop\\DOCUMENTOS
DOUTORADO\\TESE\\netlogo\\ARTIGO 1\\transiente-homogenea.txt"
;;para facilitar, deve-se criar na pasta de destino

file-type ;3 um arquivo com esse nome
e inserir o caminho.
file-print transiente ;; escreve o dado no arquivo.

file-close

299999999 9993999933399 9 3339933339333
55555 Salvando o tamanho de cada avalanche ;55535555 :;

229999239 9923939393333 3933333933333 93333333333333333D332))))

file-open "C:\\Users\\GUI\\Desktop\\DOCUMENTOS
DOUTORADO\\TESE\\netlogo\\ARTIGO 1\\tamanho-homogenea.txt"
file-type " " ;;salva criando um espago entre cada valor.
file-print tamanho-da-avalanche ;;gravando o arquivo ’.txt’

file-close

2999999999993 9959399993339 5933399933399333999933999))3)

if graficos? [desenha-graficos] ;gera graficos

i



ask patches [ set pcolor brown ]
set linha-da-frente patches with [ pycor = max-pycor ]

ask linha-da-frente [

if (pxcor = max-pxcor mod 2) [ set pcolor red ]

set iteracao iteracao + 1 ;;incrementando mais uma avalanche
set tamanho-da-avalanche 1 ;; reiniciando o valor do

tamanho-da-avalanche
set transiente 1

end

299995399955 39 9553939953335 333339333393333993333999))3)

;555 Cria novos sitios de acordo com a probabilidade;;;;

229999229 5933559393333 3333393333333 333933333333333D3D333)3)9)

to percolar ;;aqui entra a interagdo do modelo. Cada sitio

abaixo recebe uma probabilidade de estar ativo.

set transiente-parcial O
ask linha-da-frente with [ pcolor = red ][
ask patches at-points [ [-1 -1] [1 -1] ][
ifelse (pcolor = brown) and (random-float 100
< probabilidade ) [
set pcolor red
1 [stop]
]
set pcolor black

set linha-da-frente patches with [ pcolor = red ]
;;confere cor vermelha aos sitios ativos.

set transiente-parcial count patches with [ pcolor = red ]

;;conta o numero de sitios ativos na ultima linha.

set transiente transiente + transiente-parcial

1l



;;soma todos os sitios ativos.

end

239 9 9 99 393 3933333333333 3333333333333 2393333332332333))3)
N Aqui vamos por a parte ndo-homogénea 3

299955399953 39 9533339533333 33333333393333393333339309233)3)
to nao-homogenea

while [iteracao < numero-de-iteracoes ] [
; ;numero de iteracgdes pedidas
if desliga? [ stop ]
ifelse tamanho-da-avalanche <= 220 [
;; limita o tamanho da avalanche em 220 pontos
if not any? linha-da-frente with [ pcolor = red ]
[nova-avalanche-n-homogenea ]

;;8e nao houver sitios ativos encerra e cria outra avalanche.

percolarl ;; fungdo que testa a probabilidade

do sitio passar a atividade para proéxima linha.

]

[ nova-avalanche-n-homogenea ]

set tamanho-da-avalanche tamanho-da-avalanche + 1

;; guarda o tamanho parcial de cada avalanche.

]

2999999999953 9593999933399 9333999333993339999339999))3)

;355 Cria novos sitios de acordo com a probabilidade;;;;

229999 2999933999339 9 3333393333333

to percolarl ;;aqui entra a interagdo do modelo. Cada sitio

abaixo recebe uma probabilidade variada de estar ativo.

v



set transiente-parcial O
ask linha-da-frente with [ pcolor = red ][
ask patches at-points [ [-1 -1] [1 -1] ][
ifelse (pcolor = brown) and (random-float 100
< probabilidade + ((100 - probabilidade ) * (abs ( sin (
tamanho-da-avalanche * (3.14 mod 180))) )))[
set pcolor red
1 [stop]
]
set pcolor black

set linha-da-frente patches with [ pcolor = red ]

;;confere cor vermelha aos sitios ativos.

set transiente-parcial count patches with [ pcolor = red ]

;;conta o numero de sitios ativos na ultima linha.

set transiente transiente + transiente-parcial

;;soma todos os sitios ativos.

end

to nova-avalanche-n-homogenea

;;1limpa a mesa deixando 1 dnico sitio ativo.

2299993299933 3 9933393333393 3333D3333D3D3333)3)3))2)

file-open "C:\\Users\\RAIMUNDO\\Desktop\\DOCUMENTOS
DOUTORADO\\TESE\\netlogo\\transiente-n-homogenea.txt"
file-type " "

file-print transiente ;; escreve no arquivo.

file-close



299999 99999 9399993393993
55555 Salvando o tamanho de cada avalanche ;555355555

2999999999959 9 9993999929999 939999233999233999333999))

file-open "C:\\Users\\RAIMUNDO\\Desktop\\DOCUMENTOS
DOUTORADO\\TESE\\netlogo\\tamanho-n-homogenea.txt"

file-type " " ;;salva criando um espago entre cada valor.
file-print tamanho-da-avalanche ;;gravando o arquivo ’.txt’

file-close

2999999999993 9 5939999333999 999333993339999339999))3)

if graficos? [desenha-graficos] ;gera graficos

ask patches [ set pcolor brown ]
set linha-da-frente patches with [ pycor = max-pycor ]
ask linha-da-frente [

if (pxcor = max-pxcor mod 2) [ set pcolor red ]

set iteracao iteracao + 1 ;;incrementando mais uma avalanche
set tamanho-da-avalanche 1
;; reiniciando o valor do tamanho-da-avalanche

set transiente 1

end

2299992299933 9 9933393333333 3333333333D3333D3D3333)3))

to desenha-graficos
set-current-plot "Percolado"
plot count linha-da-frente with [pcolor = red]

set-current-plot "Transiente de avalanche"

vi



plot transiente ;
set-current-plot "transiente medio"
plotxy iteracao (transiente / numero-de-iteracoes )

end

## Versao Final por Raimundo de souza
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Anexo 11

Aqui podemos ver os dados dos experimentos de avalanches desenvolvidas na mesa.
3620924719195523211731310224241625940913852943015362
842581271112972742253892131434769 101932959 337455536
128 88 734 23 11 62 18 10 88 21 39 14 6 10 25 24 29 11 40 7 66 33 25 22 27 12 49
4161623251016291712014167 14 14 135423 738 19 32 18 31 24 15 15 27
132323198791311331128292191091782658 11 11 11 13 18 11 18 17
3219102026 2529117101721 735341430142116131263271949712
1819141411307 115141682611159191092027249 126276 109 13 19
692111726105 132218418932222919 11 1118194152516 10 13 3 11
12221024921371631252053886711226181161251516 185811
185614225411561123142317688763121438111113133126207
8619915944125452761359610320107 17101793 101217544 14
539111282116141319411528612221816139735921521428 148
16513161398 1712259186 148111724 17233420161928 721658 12
42215681110166106519198173227815217122328193 11201414
1010520720589 71759 7818211212231626 187761 151919281948
7191813152911 13141844 1478194 1323162 171518 1423 11 34 13 11
1013 1141415414162 11 5154534 1251220 14 26 26 10 16 1941 9 14 16 23
267411186648 8534102418136 1351158374 1037532559 14 23 15 32
1871844 121415931 13 11 12 10 17 3552 27 28 36 21 7 22 101 24 78 6 120 13
214450220716111325714788823381625131918114257320113
7299435161661 1015113261162429628242193331632109 17822
2028 137221385178159132091059558212215244211119142153
123441974521057171918 1020131829367 149222916 153415329
32 21 33 18 26 38 33 17 40 4 26 22 41 39 36 35 28 22 22 19 34 9 19 27 28 31 34 42
213824 152321381918 1554381622271110115810785713677 1224
491216103 151523243041 147022193114 1864 30 11 18 29 17 31 21 17 16
1118 18 1239 2 17 15 54 14 30 16 23 34 16 12 14 36 56 48 21 31 49 15 5 26 13 16
1716 1326 18 2020 10 16 21 8 11 21 1243 1520 8 31 35 16 19 26 30 7 24 19 10 16
17 3260 30 12 6 19 14 30 22 22 13 40 43 32 21 1029 18 9 7 43 25 14 22 35 9 7 47
22 723224234633929227141020622 1058176 182448 1731129 24 24
262928 10211372327151312 171010 1319 14 10 39 12 24 16 54 10 3 6 32
192239296 1537188 73312255613 18321760109 101092820919 131
1561521 153 20 10

viil
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