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RESUMO

Este trabalho consiste na proposta de uma seqiiéncia didatica para o ensino
de Sistemas de Equacfes Algebricas Lineares na qual estabelecemos uma conexao
entre 0 Método da Substituicdo e o0 Método do Escalonamento buscando a
conver sdo de registros de representacdo. O objetivo da proposta foi verificar se 0s
alunos conseguem r ealizar a conexao entre os dois métodos desenvolvendo a
conver sdo do método da substituicdo no Método do escalonamento caracterizando
assim, o aprendizado do objeto matematico estudado, segundo a teoria de registros
de representacao semidtica de Raimund Duval. A pesquisa foi r ealizada com alunos
do ensino médio em uma escola da rede publica estadual da cidade de Belém e os
resultados apontaram para o estabelecimento de uma conexao entre os dois
métodos empregados no processo de resolucdo de sistemas.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Método da Substituicdo, Método do
Escalonamento, Registro de Repr esentacdo Semiotica e conexao.



ABSTRACT

This work is the proposal of a didactic streak to the teaching of Linear Systems
of Algebraic Equations in which sought to establish a connection between the
method of substitution and the method of stages through the conver sion of records of
representation. The aim of the proposal was to check whether the students can
complete the connection between the two methods developing the conver sion of the
method of substitution in the method of characterizing staggering thus, the learning of
the subject studied math, according to records of representation theory of semiotics
Raimund Duval. The r esear ch was conducted with middle school students in a
school of public state of the city of Belem and the results pointed to the establishment
of a connection between the two methods employed in the process of r esolution of
systems.

Key-words: Linear Systems, the substitution method, method of stages, Record of
Representation Semiotics and connection.



INTRODUCAO

O atual ensino de matematica desenvolvido nas escolas, ndo raro, tem

provocado nos alunos aver sdo quanto ao estudo dos saberes inerentes a ciéncia
matematica. As causas dessa aversdo podem estar associadas a ndo articulacéo
entre os saberes escolares o que acaba por deixar, na maioria das vezes, os alunos
sem a devida compreensao dos significados envolvidos no estudo dos objetos
matematicos.

A ndo conexao entre os saberes escolares pode conduzir os alunos a um

aprendizado mecanico e desprovido de reflexdo, uma vez que a falta de ligacéo
entre os saberes pode impedir a articulacdo entre os conhecimentos aprendidos. Na
verdade, o estudo isolado de um tema pode ndo permitir a exploracdo do carater
indagador que ele possui, dai, em muitos casos, ndo possibilitar a construcéo
significativa do conhecimento. A esse respeito os Parametros Curriculares Nacionais
- PCN’s (1999) afirmam que:

““...se 0s conceitos sdo apresentados de forma fragmentada, mesmo
que de forma completa e profunda, nada garante que o aluno
estabeleca alguma significacdo para as idéias isoladas e
desconectadas umas das outras. Acredita-se que o aluno sozinho
seja capaz de construir as multiplas relagdes entre os conceitos e
formas de raciocinio envolvidas nos diversos conteidos; no entanto,
o fracasso escolar e as dificuldades frente & matematica mostram
claramente que isso ndo é verdade”. (Brasil., pp. 86-87)

E mbora os PCN’s recomendem que o ensino de matematica seja

desenvolvido através do uso de conexdes, ndo somente da matematica com outras
areas do conhecimento, mas que, também, sejam estabelecidas conexdes entre 0s
varios temas que compde a propria matematica, observamos que as tematicas tém
sido trabalhadas de for ma isoladas umas das outras; € o que se verifica, por
exemplo, diante do ensino de Sistemas de Equacgdes Algébricas Lineares no nivel
médio quando o assunto €é, geralmente, apresentado de forma desconectada do
estudado no nivel fundamental, como se tudo fosse uma conseqiiéncia natural
advinda da teoria de Matrizes e Determinantes.

A perspectiva de que se estabelega a conexao entre os saberes escolares

estudados vai ao encontro de objetivos tragados nos PCN’s a fim de melhorar o
ensino de matemaética, dentre os quais destacamos:



« Estabelecer conexdes entre difer entes temas matematicos e entre
esses temas e o conhecimento de outras areas do curriculo;
* Reconhecer as representacdes equivalentes de um mesmo conceito,

r elacionando procedimentos associados a diferentes representacoes;

Os objetivos apresentados demonstram as recomendacdes dos pr 6prios

PCN’s para que se ensine matematica fazendo uso de conexdes entre os saberes
escolares, no entanto, ainda encontramos situagc6es de ensino desenvolvidas por
meio de fragmentos de conhecimentos, relegando aos alunos a dificil tarefa de
montar verdadeiros “ quebra-cabegas” , esperando que consigam estabelecer
conexdes entre as varias pecas apresentadas.

Alguns livros didaticos, como o “Matematica: ciéncia e aplicagdo” de

Gelsson lezzi et al (2004) , ndo raro, também apresentam os contetdos de forma
isolada por meio de organiza¢Ges matematicas que ndo buscam conexdes com
outros saberes intra-matematicosl . De um modo geral, ndo evocam conexdes,
embora busquem contextualizar o ensino por meio de situagdes pr oblemas.

Pais (2006) em seu livro “ensinar e aprender matematica” defende que o

ensino de matematica seja desenvolvido através da articulacdo entre os saberes,

uma vez que lancar articulagdes entre configuracdes, conceitos, problemas e
propriedades é uma das condicdes necessarias para a expansao dos resultados do
ensino e da aprendizagem da matematica. Segundo o autor, “quanto mais intensas
forem a interatividade e a ar ticulacdo, mais significativa sera a aprendizagem” (p.52),
ja que é através delas que os alunos constroem conhecimentos e fazem

matematica.

O fazer matematico, compreendido por Chevallard (2001) como sendo o ato

de identificar esquemas de acdo pr Oprios do raciocinio, € marcado por articulagdes e
integr acdo de saberes matematicos, ora explicitos, ora implicitos e este, sempre que
possivel, precisa ser trabalhado nesse sentido, ndo somente para atender o que
preconiza os PCN’s, mas para possibilitar a construgao significativa do
conhecimento. A tomada de consciéncia das ar ticulacdes e integracfes de saberes
matematicos e extra-matematicos, para gerar um novo saber matematico pelo
sujeito, parece se impor quando tratamos do ensino de matematica, e é isso que

1 Denominamos de saberes intramatematicos a relagao estabelecida entre temas matematicos.



buscamos em nosso trabalho: Construir e avaliar uma sequéncia de ensino que
promova as articulagdes e int egracdes de saberes matematicos em busca de
verif icar se tais conexdes podem promover a aprendizagem de um objeto
matematico.

Para isso, propomos e aplicamos uma seqtiéncia de estudo de Sistemas de

Equacgbes Algebricas Lineares em uma turma do Ensino Médio de uma escola da
rede publica de ensino de Belém, buscando privilegiar a conexdo entre o tratamento
que é dado ao estudo do tema no ensino fundamental com o tratamento que deveria
receber no ensino médio. O tratamento dado ao estudo de Sistemas Lineares no
ensino fundamental se constitui como saber prévio segundo o qual emerge um novo
saber . Mais precisamente, 0 método de r esolugéo de sistema através da
substituicdo emerge como o Método de Escalonamento numa conversao de
registros semidticos, conforme ser4 mostrado neste trabalho de pesquisa.

Buscamos validar nossa proposta por meio de evidéncias presentes nas

atividades realizadas pelos alunos de conversdo de registros semioéticos com base

no estudo de Raimund Duval, segundo o qual, “el cambio de registros constituye una
variable que se revela fundamental en didactica: facilita considerablemente el
aprendizaje, pues ofrece procedimentos de interpretacion”. (1999, p.59). As palavras
de Duval pressupdem que a aprendizagem de um conceito, seja matematico ou néo,
esta relacionada ao desenvolvimento de coordenagdes progressivas entre varios
sistemas de representacdo semiotica, assim, o sujeito aprende na medida em que
consegue estabelecer conexdes entre as r epresentaces dos objetos matematicos
estudados uma vez que “... a articulagdo dos registros se constitui uma condigdo de
acesso a compreensdao em matematica,...” ( Duval, 2003, p. 22).

A esse respeito, Pais (2006) corrobora com Duval quando afirma que:

“No rizoma cognitivo estdo contidas diferentes formas de
representacdo da matematica, tais como simbolos, nimeros, tabelas,
graficos, figuras, entre outros. E a expansao da aprendizagem passa
por articulagdes entre esses recursos de comunicagao”. (p. 61).

Os saberes matematicos necessitam ser articulados para possibilitar aos

alunos a construcdo de seus proprios conhecimentos diante dos significados
empregados aos objetos estudados. Nesse sentido, € importante que se desenvolva
0 estudo de um saber através de varios tratamentos, uma vez que o empr ego de um
unico tratamento pode prejudicar o aprendizado, considerando que cada um
demonstra apenas uma parte outra de conceitos ainda desconhecidos. Na verdade,



a formacédo do pensamento matematico esta associada a conexao estabelecida
entre 0s inimeros conceitos matematicos aprendidos, e cabe ao professor a tarefa
de elaborar seqliéncias de ensino que possibilitem mostrar as multiplas relagdes
existentes entr e os saberes escolares estudados.

Desenvolver um ensino que prime pela construcdo do conhecimento implica

buscar metodologias que discutam questdes relativas ao aprendizado dos alunos e,
nesse sentido, a Engenharia Didatica apresenta-se como uma viavel abordagem
metodoldgica de pesquisa que pode contribuir, inclusive, para o desenvolvimento de
um ensino articulado.

No trabalho com a Engenharia Didatica o professor faz da sua acéo

pedagdgica um objeto de investigacdo, através do qual estabelece uma

dependéncia entre saber tedrico e saber pratico, no sentido de relacionar esses dois
saber es atraves de reflexdes realizadas sobre o0 objeto estudado em meio ao
desenvolvimento de um fazer matematico que busca a construcdo do conhecimento,
conforme afirma Pais (2002):

“A engenharia didatica possibilita uma sistematizacdo metodoldgica
para a realizacdo da pesquisa, levando em consideracéo as relagdes
de dependéncia entre teoria e pratica. Esse € um dos argumentos
que valoriza sua escolha na conduta de investigacdo do fenémeno
didatico, pois sem articulagdo entre a pesquisa e a a¢cdo pedagogica,
cada uma destas dimensdes tem seu significado reduzido”. (p. 99)

Sendo a Engenharia Didatica entendida como uma proposta metodoldgica

de pesquisa viavel ao processo de ensino e aprendizagem, foi adotada a mesma
neste trabalho de pesquisa diante do desenvolvimento de uma seqliéncia didatica
direcionada ao ensino de Sistemas de Equagfes Algébricas Lineares seguindo os
principios envolvidos nesta abordagem metodoldgica.

Assim, pr imeiramente, r ealizamos um estudo preliminar sobre os Sistemas

de Equacbes Algebricas Lineares para verificar a situacdo atual do ensino deste
objeto matematico; em seguida, foi realizada uma anélise a priori na qual
descrevemos algumas questdes referentes ao estudo de sistemas buscando prever
solugdes para as mesmas; em um terceiro momento, desenvolvemos e analisamos
uma sequéncia didatica voltada ao ensino de Sistemas Lineares, buscando verificar
se 0s alunos conseguiam realizar a conversdo entre os dois registros de
representa¢do empr egados no estudo do referido objeto matematico com o objetivo
de validar a proposta implementada.



Portanto, nesse trabalho de pesquisa, desenvolvemos uma seqiiéncia

didatica aplicada ao estudo de Sistemas de Equacdes Algébricas Lineares, através
da qual estabelecemos uma conexdo entre o Método da Substituicdo e 0 Método do
Escalonamento buscando verificar a conver sdo de registros de representacdo
semiotica.



CAPITULO I
CARACTERIZANDO E PROBLEMATIZANDO A PESQUISA

A pesquisa realizada tratou da conex&o de saberes intermediada por um

processo de conversao de registros de representacdo. Nela buscamos enfatizar a
necessidade de se trabalhar com a relagdo entre os temas matematicos uma vez

que o tratamento isolado dado ao estudo dos temas, possivelmente, corrobora para
a ocorréncia de um aprendizado mecanico e desprovido de significado. Segundo
Moreira e Masini (1982): “uma apr endizagem mecanica se da através da aquisi¢ao
de informag6es com pouca ou nenhuma interacdo com conceitos ou proposi¢coes
existentes na estrutura cognitiva” (p. 100), e ¢ isso que tem sido observado ao longo
do desenvolvimento de algumas praticas educativas que ndo buscam estabelecer
conexdes entre os saberes ensinados.

A fragilidade de conexdes ou mesmo sua inexisténcia no estudo dos

saber es matematicos pode prejudicar o aprendizado ao ndo permitir uma tomada de
consciéncia quanto a construcdo do conhecimento. Foi a percepcao dessa
fragilidade, em consonancia com as recomendagdes dos PCN’s de se estabelecer
um ensino com articulacéo entre os saberes, que nos conduziu ao desenvolvimento
desse trabalho, buscando por em experiéncia uma situacdo que demonstrasse, de
algum modo, como as conexdes podem favorecer o pr ocesso de aprendizagem dos
alunos. Para tanto, elaboramos como proposta uma seqiiéncia de ensino sobre
Sistemas de EquacOes Algébricas Lineares, a qual foi aplicada com um grupo de
alunos do ensino médio sendo usada a Teoria de Registros Semioticos para
fundamentar a seqliéncia diante de um fazer matematico experimental.

Considerando que o fazer matematico se constitui campo feértil para a Teoria

dos Registros Semioticos, ja que 0s objetos matematicos nao existem em realidade
concreta ficando restrito as suas representacées semioticas, a escolha da referida
teoria nos pareceu conveniente por permitir, de modo objetivo e claro, verificar a
aprendizagem por meio das conversdes de registros de representacdes. Segundo
Duval (1993), o aprendizado ocor re mediante conversdes estabelecidas entre
registros de representacdo e isso € importante para o processo de ensino e
aprendizagem porque pr oporciona ao professor feedback para continuar



desenvolvendo suas atividades de ensino e da ao aluno seguranga quanto ao
conhecimento construido.

Dar conta como um todo de observar 0 momento em que ocorre 0

aprendizado de todos 0s objetos matematicos é algo fora de nosso alcance, por
isso, limitamos nossa pesquisa ao estudo de Sistemas de Equacdes Lineares em
meio a proposta de aplicacdo de uma sequiéncia didatica.

O primeiro contato dos alunos com o estudo de Sistemas de Equacdes

Lineares se d& ainda na sexta série do ensino fundamental, ao serem resolvidas
situacBes-problema envolvendo duas equagfes com duas incognitas, que juntas,
levam a constituicdo de um sistema, o qual é resolvido mediante a aplicacdo de trés
métodos até entdo estudados: 0 Método da Adicdo, da Comparacéo e o da
Substituicdo. Esse tema volta a ser estudado no terceiro ano do ensino médio, ou na
segunda etapa da EJA, com o nimero de equagdes e incognitas superiores a dois
por meio de técnicas matriciais de resolucdo como a Regr a de Cramer, que envolve
o calculo de determinante, e pelo Método do Escalonamento. Tal tematica,
resolugéo de sistemas, por ai ndo se esgota, pois a mesma volta a ser objeto de
estudo nos cursos de graduacao e pés-graduacdo em latu e strito sensu, servindo
como tema para monografias, dissertacdes, teses e artigos cientificos que sao
publicados em revistas cientificas de destague no meio académico matematico
como a “Linear Algebra and its Applications”.

O estudo de sistemas no ensino basico e mais precisamente no ensino

médio se restringe ao emprego de técnicas oriundas do estudo prévio de matr izes
sem conexao com as técnicas estudadas no ensino fundamental, quebrando a
sequéncia desejavel de construcao do conhecimento matematico. Mais
precisamente, o desenvolvimento historico e epistemoldgico do estudo de Sistema
Lineares, em sua origem, ndo envolve o uso da teoria matricial, isto &, a teoria
matricial estd como uma consequéncia de tal estudo, como pode ser observado em
Caley (1858).

Como verificamos, o estudo de Sistemas de Equacfes Algébricas Lineares

no ensino médio é isolado do saber prévio do ensino fundamental e se recorre ao
uso de técnicas matriciais, recurso natural do ensino superior, que reconhecemos
incipiente no ensino médio considerando o elevado nivel de abstracdo, ao nosso ver,
para prover o significado de tais tecnicas no ensino meédio. Na verdade, uma analise
dos métodos empregados para resolucdo de sistemas no ensino médio revela o



emprego de técnicas desprovidas de significados que permitam compreender, nesse
nivel de ensino, como se chega a solucéo dos sistemas.
Parece, entdo, natural nos preocuparmos com o ensino dessa tematica e

mais ainda, buscar os significados para o uso das técnicas do ensino médio por
meio de conexfes com o tema na forma estudada no ensino fundamental. Nesse
sentido, buscamos trabalhos desenvolvidos sobre o ensino do tema em questao,
dentre os quais destacamos o de Herrero (2004), que apresentou uma sequéncia
didatica para o ensino de Sistemas Lineares com apenas duas equacdes e duas
incdgnitas por meio de diferentes registros de representacéo.

No desenvolvimento do seu trabalho, Her rero (2004) apontou, inicialmente,
algumas dificuldades que os alunos apresentam quando estudam Sistemas
Lineares, dentre elas:

- Dificuldades em usar operagdes aritméticas elementares para resolver
problemas verbais envolvendo Equacdes e Sistemas de Equacdes;

- Dificuldade em conver ter a linguagem escrita para uma linguagem
matematica;

- Os alunos néo costumam verificar as respostas encontradas durante o
processo de r esolucdo dos Sistemas e, por isso, ndo tem clareza do que elas
representam.

Segundo a autora, essas dificuldades apresentam diversas origens, dentre
as quais destaca:

- A complexidade matematica segundo a qual séo tratados os elementos
basicos que sdo usados para resolver os Sistemas Lineares;

- A forma abstrata como o conceito de Sistemas de EquacBes Algébricas
Lineares é tr abalhado e a ndo interpretacdo do significado das solu¢Bes encontradas
pelos alunos;

- A ruptura entre o pensamento aritmético e algébrico empregado no
ensino de Sistemas, além de outras mais.

Diante das dificuldades observadas no processo de ensino e aprendizagem

dos Sistemas de Equacdes Algébricas Lineares e, ciente das causas que provocam
tais dificuldades, Herrero (2004) elaborou e desenvolveu uma sequéncia didatica
enfatizando a articulacéo entre diferenciadas formas de tratamento que podem ser
empregadas durante o estudo desse objeto matematico. Os diferentes tratamentos



articulados pela autora foram referentes ao uso da linguagem verbal (apresentacéo
dos Sistemas Lineares em for ma de problemas), os registros algébricos e 0s
registros graficos usados no processo de resolucédo de sistemas com apenas duas
equac0es e duas incdgnitas buscando enfatizar os fatores que proporcionam a
passagem de um tratamento a outro, conforme demonstra o0 quadr o a seguir:

Quadro 1
Diferentes tipos de registros de representacdo aplicada ao estudo de sistema

Objeto ~
Matematico Representacoes
Registro verbal Repistro algébrico Registro Graficp
Sistemas de Se os lados de um 2(x+2)+2(y+2)=24
duas equacdes retangylo se glargam B
lineares com em dois centimetros X-y=2
duas cadg um, o
incognitas. A perlr)wetro €24
solugao & um centimetros. Sabe-
conjunto se ainda que a
unitario. diferenca entre as
medidas dos lados é
2. Quantos
centimetros medem
os lados do
retangulo?

Herrero (2004) mostrou com propriedade a relagédo existente entre 0s

diferentes tratamentos empr egados no estudo de Sistemas de Equacdes Algébricas
Lineares com duas incdgnitas desenvolvendo o mesmo sobre diferentes
perspectivas como a verbal, a algébrica e a grafica, cuja consequéncia é o
aprendizado natural desse objeto matematico.

Distintamente do trabalho de Her rero, em nossa pesquisa, buscamos

também diferentes representacdes, mas de modo a considerar uma conex&o entre o
tratamento dado ao estudo de Sistemas Lineares no nivel fundamental em
consonancia com o tratamento dado no ensino médio, evidenciando o fazer do
ensino fundamental com sistemas reduzidos como um fazer do ensino médio para
sistemas de maior envergadura. Mais pr ecisamente, trabalhamos a conexao entre a
aplicacdo do Método da Substituicdo, de representacdo algébrica, e 0 Método do
Escalonamento, de representacdo matricial e aritmética, por meio de uma conversao




dessas representacoes. A relacdo existente entr e essas duas formas de tratamentos
(Método da Substituicdo e Método de Escalonamento) consiste numa boa

opor tunidade para mostrar o processo de conversdo dos chamados registros de
representacdo semidtica, conforme sera demonstrado nesse trabalho de pesquisa.

E importante destacar que a seqiiéncia que propomos, também se difere de

algumas sequiéncias didaticas presentes nos livros escolares, uma vez que, quase
em geral, 0s mesmos optam por apresentar o estudo de Sistemas de Equacdes
Algeébricas Lineares como sendo uma aplicacdo natural da teoria de Matrizes e
Determinantes, enfatizando a apresentacdo de técnicas que surgem como uma
caixa preta na qual estéo presentes procedimentos que per mitem, em meio a um
passe de magica, resolver sistemas. A regra de Cramer e as operagdes elementares
com as linhas de uma matriz sdo exemplos claros do que afirmamos.

Esse tipo de sequéncia vem sendo tratada na maioria dos livros didaticos

propostos pelo MEC dos quais destacamos: “Matematica: ciéncia e aplicacdo” de
Gelson lezzi et al (2004) , livr o usado em muitas escolas publicas, que trata esse
assunto apresentando a seguinte organizacdo didatica:

- Em um primeiro momento, os autores fazem todo um estudo sobre a

teoria de Matrizes partindo da construcdo de tabelas numeéricas para definir matriz,
sua representacéo, os tipos de matrizes, finalizando com as operagdes matriciais.

- Em seguida, desenvolvem o estudo de Determinantes associando sua

definicdo a teoria de Matrizes, prosseguindo com o célculo do cofator , propriedades,
regras e teoremas que envolvem o estudo desse objeto matematico.

- Apo0s a apresentacdo das teorias de Matrizes e Determinantes, 0s

autores adentram no estudo de Sistemas de Equacdes Algébricas Lineares
enfatizando, inicialmente, a construcdo de equagdes; em seguida, associam o

estudo de matrizes a um sistema em meio a representacdo matricial de um sistema
partindo para o seu processo de resolucdo. A resolucdo de sistemas é trabalhada
pelos autores atraveés do Método de Escalonamento sem demonstrar um
procedimento sistematico que explique tal tratamento e, também, mediante o uso da
regra de cramer, como se 0 processo de resolucdo de sistemas necessitasse
anteriormente da teoria de Matrizes e Determinantes para acontecer.

A organizacéo didatica veiculada nos livros didaticos € adotada pela maioria

dos professores de matematica em sala de aula como técnicas candnicas, tor nando
a tematica complexa de ser compreendida pelos alunos. Essa préatica docente,



acreditamos ser um reflexo do modo como esse tema é tratado no processo de
formacéo, por meio da teoria matricial sem qualquer vinculo explicito com as
técnicas do ensino fundamental, e é dessa forma, que tende a ser adotada como
sequéncia de ensino pelos académicos do curso de matematica, refletindo-se,
posteriormente, em sua futura postura docente; afinal, as metodologias de ensino
empregadas tendem a ser as mesmas aprendidas, conforme afirma Silva (2001)

apud Gongalves (2005, p. 68) quando nos fala que: “os futuros pr ofessores tendem a
reproduzir os pr ocedimentos didatico-pedagogicos de seus formadores”.

E m suma, durante o pr ocesso de ensino de Sistemas Lineares no ensino

médio, ndo sdo buscados 0s conhecimentos que os alunos apresentam sobre este
assunto. Embora se tenha conhecimento de que os alunos estudaram Sistemas
Lineares na sexta série do ensino fundamental, o assunto € apresentado como algo
inédito, sem estabelecer uma conexdo com o que ja foi aprendido.

O ensino de Sistemas Lineares desenvolvido somente através de um

tratamento matricial, usando o Escalonamento ou mesmo via calculo de
Determinantes empregando a regra de Cramer, acaba escondendo a verdadeira
simplicidade que envolve o estudo desse objeto matematico, uma vez que o
processo de resolucdo de um sistema depende unicamente de manipulagdes
algébricas, conforme sera mostrado mais adiante.

O estudo de sistemas desenvolvido somente por Escalonamento Matricial

dificulta o aprendizado desse saber matematico por ndo apresentar um
procedimento de sistematizagdo que explique tal tratamento. Durante o processo de
Escalonamento séo efetuadas operagdes com os coeficientes das linhas que
compdem o sistema sem a devida “consciéncia” do que estd sendo feito. As

oper agdes realizadas sdo desenvolvidas, ndo raro por tentativas, com o Unico intuito
de deixar o sistema em sua for ma triangular sem que se tome consciéncia da
sistematizacdo que automatiza o processo que conduz a solugdo do mesmao.

O saber existente acerca do Escalonamento Matricial é apenas técnico uma

vez que se tem conhecimento de como se escalona um sistema zerando
gradativamente os coeficientes das equacdes, mas ndo se dispoe de uma tecnologia
que o justifique e, por conseguinte ndo se tem a consciéncia do fazer matematico
envolvido na sistematizacdo que explica tal processo.

As criticas, ora realizadas quanto ao uso do Escalonamento Matr icial no

estudo dos Sistemas Lineares, ndo justificam deixar de abordar esse tratamento



com os alunos; pelo contrario, é a busca de significado matematico que nos move a
atribuir um sentido ao estudo desse objeto matematico, pois ha de haver outras
caracteristicas no Escalonamento Matricial que possibilitem desenvolver seu estudo
com significado, tornando-o importante no ensino de Sistemas Lineares. A opg¢éo por
usar 0 Método do Escalonamento no estudo de sistemas decorre de limitacbes
verificadas na aplicacdo do Método da Substituicdo, embor a a origem desses
estudos se constitua em um mesmo fazer. As representa¢cdes do Método da
Substituicdo e do Método de Escalonamento é que sdo distintas, tornando-as mais

Ou menos convenientes de acordo com a situacdo enfrentada.

A sistematizacdo dos calculos algébricos nas equacgdes do sistema quando

0 mesmo é resolvido pelo Método da Substituicdo nos leva a observar que as
equac0es resultantes podem ser obtidas de modo similar e repetitivo envolvendo
somente o0s coeficientes das incognitas que, quando vistas de modo sistematico, na
presenca do pr ocesso de Escalonamento Matricial, torna visivel a conex&o entre
essas duas formas de tr atamento no estudo dos Sistemas de Equacdes Algébricas
Lineares. E essa conexao que vamos tratar nesse trabalho de pesquisa, buscando
verificar se os alunos desenvolvem um fazer matematico em busca da conversao de
uma forma de tratamento em outra.

Segundo a Teoria dos Registros de Representacdo Semiética de Raymund

Duval, a qual apresentaremos mais adiante, quando alguém consegue converter
uma forma de tratamento em outra, ha a indicacdo de um aprendizado matematico.
E tendo em vista o suporte dessa teoria que validaremos a nossa proposta diante da
sequéncia de ensino realizada com o grupo de alunos gque tomamos como sujeitos
investigados. Desse modo, a nossa questao de pesquisa se impde como: “A
conexdo entre 0 Método da Substituicdo do ensino fundamental e o Método do
Escalonamento do ensino medio favorece a 2 L semidticos
desses métodos?

Quando se conver te 0 Método da Substituicdo no Método do

Escalonamento, ha o desenvolvimento de um outro significado para o estudo dos
Sistemas de Equacdes Algébricas Lineares, pois deixa-se de trabalhar numa
perspectiva algébrica para se dar um tratamento aritmético-matricial ao referido
estudo, cujas operacgdes envolvidas sdo de conhecimento e habilidade dos alunos.

O Método do Escalonamento é uma criagdo do homem de modo a evitar o

herculeo trabalho das manipulacdes algébricas e, assim, tornar o processo de



resolucdo menos arduo. Parece que isso esta bastante claro quando usamos esses
métodos e é isso que se deseja discutir com os alunos. As vantagens e
desvantagens do Método da Substitui¢do e Escalonamento, e iSso requer que
conhecamos suas relacoes.

Foi pensando no ensino de Sistemas de Equacdes Algébricas Linear es, da

forma anterior mente descrita, que elaboramos e desenvolvemos uma seqiéncia
didatica para o estudo deste objeto matematico, buscando verificar se os alunos
conseguem realizar a conversdo entre os dois tratamentos supracitados, assumindo
0 principio da conversao de registros como indicador de aprendizado presente na
Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica de Raymund Duval, a qual
apresentamos a seguir.



CAPITULO I
REFERENCIAL TEORICO DA PESQUIS A

Diante da proposta de desenvolver uma sequéncia didatica destinada ao

ensino de Sistemas de Equacfes Algebrica Lineares, usamos como referencial
tedrico para sustentar e fundamentar o trabalho realizado, a Teoria de Registro de
Representacdo Semiotica de Raymund Duval, por se tratar de uma abordagem que
defende a construcdo do conhecimento matematico mediante conversdes
estabelecidas entre os diferentes tratamentos empregados no estudo dos objetos
matematicos. Como temos a intencéo de propor uma seqiéncia de ensino que
envolve dois tratamentos no processo de resolucdo de sistemas, através do Método
da Substituicdo e do Método de Escalonamento, buscando o estabelecimento de
conver sdo entre eles, esse referencial par ece apropriado para 0 nosso propasito,
conforme buscaremos mostrar a seguir.

2.1 - A TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACOE S SEMIOTICAS

Foi o filésofo e psicologo francés Raymond Duval (1999)2 o responsavel

pelo desenvolvimento da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, a qual
busca analisar a influéncia das representac6es dos objetos matematicos no
processo de ensino e aprendizagem em matematica. Segundo essa teoria, numa
atividade de ensino, pode-se representar um objeto matematico utilizando os
registros de representacdo semiotica, os quais Duval (1993) define como sendo:

“... producdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a
um sistema de representacdes os quais tém suas dificuldades
proprias de significado e funcionamento”. (p.39)

E m sua teoria, Duval explica que os registros de representacdes séo

maneiras tipicas de representar um objeto matematico, e o sistema no qual
podemos representar um objeto matematico, denomina-se, sistema ou registro
semidtico. Os registros semioticos sdo importantes ndo somente por se constituirem

2 Raymond Duval. Filosofo e psicélogo desenvolveu estudos em psicologia cognitiva no Instituto de Pesquisa
em Educacdo Matematica (IREM) de Estrasburgo, na Franca. Atualmente é professor emérito da Université du
Litoral Cote d’Opale, Franca.



num sistema de comunicagdo, mas também por possibilitarem a organizacao de
informacdes a respeito do objeto representado.

Um exemplo matematico, no qual pode ser visualizado um objeto

destacando seu sistema semidtico e o seu registro de representacao, pode ser
verificado no estudo da Algebra Linear diante do uso de registros simbdlicos para
representar um Sistema de Equacdes Algebricas Lineares, conforme demonstra o
quadro a seguir:

Quadro 2
Representacéo algébrica de um Sistema de Equacgdes Algébricas Lineares

Xy25

24P
Objeto matematico: Sistemas Lineares
Sistema Semiotico: Simbdlico
Representacdo: Algébrica

O exemplo mostrado no quadro 1 corresponde a apenas uma das possiveis

formas de r epresentacéo, segundo a qual podemos repr esentar o objeto matematico
tratado. Existem outros registros semioticos para representar um sistema, entre 0s
quais destacamos o uso do r egistro figural, utilizando a representacdo geométrica
que também evidencia o estudo do mesmo objeto matematico abordado, conforme
demonstra o quadro 3.

Quadro 3
Representacdo geométrica de um Sistema de Equacfes Algébricas Lineares

242

o
-4.0-3.0 -20-7020£.03.0 4

X

Objeto matematico: Sistemas Lineares
Sistema Semiotico: figural
Representacao: Geométrica




Nas atividades matematicas podemos representar um objeto utilizando

varios registros de representacéo e, segundo a teoria de Duval, € a conversdo das
varias r epresentacdes manifestadas sobre um objeto de estudo que possibilita a
construcdo do conhecimento. Na realidade, a possibilidade de mudanca de registro
se constitui uma condicdo necessaria ao processo de aprendizagem conforme
evidencia o pensamento a sequir:

“A originalidade da atividade matemaética esta na mobilizacdo
simultanea de ao menos dois registros de representacdo ao mesmo
tempo, ou na possibilidade de trocar a todo momento de registro de
representacdo”. (Duval, 2003, p.14)

As representacdes sdo consideradas, geralmente, como uma simples

maneira de exteriorizacdo das representacbes mentais para fins de comunicagéo,
todavia, vale ressaltar que essa visdo € limitada uma vez que elas exerceram e
exercem um papel primordial na construgdo do pensamento matematico. Duval
(2003) destaca a importancia dos registr os de r epresentacdo par a a matematica
dizendo que: “o desenvolvimento das representacdes semioticas foi a condicdo
essencial para a evolugdo do pensamento matematico” (p.13), ou seja, o
desenvolvimento da prépria matematica se deu em funcéo dos registros usados para
expressar as idéias construidas.

As palavras de Duval descritas acima evidenciam a importancia e a

necessidade do uso das representaces semidticas no processo de estudo dos
objetos matematicos, uma vez que todo pensamento matematico € expresso através
de r egistros que devem ser explorados a fim de possibilitar a construcdo do
conhecimento. Na verdade, 0s objetos matematicos ndo sdo diretamente
perceptiveis ou obser vaveis sem o0 uso de registros de representacdo, conforme
afirma Duval (2003):

«...diferentemente dos outros dominios do conhecimento cientifico, 0s
objetos matematicos ndo sdo jamais acessiveis perceptivelmente ou
microscopicamente (microscépio, telescopio, aparelhos de medida,
etc.). O acesso aos objetos passa necessariamente por
representacdo semidtica. Além do que, isso explica por que a
evolucdo dos conhecimentos matematicos conduziu ao
desenvolvimento e a diversificagdo de registros de representacao”.

(p.21)

O acesso aos numer os, por exemplo, ndo é possivel sem a utilizagdo de um
sistema de representacdo que os per mita designar .



Os registr os de representacdo sdo elementos constitutivos da ciéncia

matematica, e é atraves deles que sao definidos os varios tratamentos que podem
ser empregados no estudo dos objetos matematicos, dai ndo podermos deixar de
reconhecer a impor tancia dos r egistros para a construcdo do conhecimento,
considerando os conteudos especificos que cada representagdo tem. Sobre isso,
Duval (2003) diz que:

“Descartar a importancia da pluralidade dos registros de
representagéo leva a crer que todas as representagdes de um
mesmo objeto matematico tém o mesmo contelido ou que seus
contetidos respectivos se deixam perceber uns nos outros como por
transparéncia”. (p.14)

Cada registro de representacdo apresenta um contetido proprio que

caracteriza parte do objeto estudado e o sujeito se apropria do objeto cada vez que
se da conta dos elementos que o caracteriza. Tomar consciéncia dos contetidos
existentes em cada registro de representacdo e estabelecer relagdes entre eles
significa apropriar-se do objeto estudado.

A esse respeito, Morretti (2002) afirma:

“De um ponto de vista cognitivo, uma representacao é parcial em
relacdo aquilo que ela quer representar e que de um registro a outro
ndo sdo 0s mesmos conteldos de uma situagao que séo
representados”. (p.27)

Sdo as representacdes, segundo a teoria de Duval, que quando convertidas

umas nas outras conduzem ao aprendizado dos objetos estudados; nesse sentido,
podemos entéo dizer que o estudo da Teoria dos Registros de Representagdes
Semioticas de Raymund Duval perpassa pela verifica¢do da construcao gradativa do
conhecimento mediante conver sdes estabelecidas entre as diversas formas de
representacdo. Sendo assim, quanto mais diver sificada é a representacdo de um
objeto, maior é a compreensdo que se tem a seu respeito, e a apropriagao do seu
significado se da a partir de conversdes estabelecidas entr e as diversas maneiras de
representa-lo.

O acesso aos objetos estudados ( conhecimentos cientificos

institucionalizados) acontece por meio de conversdes estabelecidas entre 0s
diferentes registros de representagdo empr egados, por isso, &€ necessario e
importante que sejam desenvolvidas diferentes maneiras de abordar um



determinado objeto matematico a fim de verificar as relagGes existentes entre os
registros, buscando a converséo entre eles. A esse respeito Duval (2003) afirma
que:

“Do ponto de vista cognitivo, ¢ a atividade de conversdo que, ao
contrério, aparece como atividade de transformacéo representacional
fundamental, aquela que conduz aos mecanismos subjacentes a
compreensdo”. ( p. 22).

E m suma, as palavras de Duval (2003) querem dizer que “a compreensao

em matemadtica implica na capacidade de mudar de registro” (p.21), dai a
necessidade de se desenvolver um ensino que prime em trabalhar com diferentes
representacdes dos objetos matematicos a serem estudados.

A Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica diz que durante o

processo de estudo dos objetos matematicos deve ser dado énfase a duas
transformaces de representacdo semidtica que sao radicalmente diferentes: os
tratamentos e as conversoes.

Os tratamentos sdo pr ocedimentos de justificacdo do objeto de estudo

baseados em fendmenos congruentes, segundo 0s quais 0s r egistros permanecem
num mesmo sistema de representacao, seja através da escrita, de figuras, graficos,
diagramas, dentre outros; ja a conversdo é um processo de transformacéo de um
tratamento em outro no qual ha mudanca de sistema de registro com a conservacao
da referéncia ao objeto estudado.

Ao discutir as transformac0es de tratamento e conversdo em sua teoria,
Duval (2003) descreve que:

- “Os tratamentos sdo transformagdes de representagdes dentro de
um mesmo registro, por exemplo: efetuar um célculo ficando
estritamente no mesmo sistema de escrita ou de representagao”.

(p.16)

- “As conversodes sdo transformacdes de representacdo que
consistem em mudanca de registro conservando 0s mesmos objetos
denotados: por exemplo, reconhecer a escrita algébrica de uma
equagdo em sua representacao grafica”. (p.16)



A distincéo das duas formas de transformacdes anteriormente descritas
podem ser melhor evidenciadas no quadro a seguir descrito por Duval (2003):

Quadro 4
Distincéo entre transformacdes de tratamento e conversao

Transformagdo de uma representacédo semidtica
em uma outra representacdo semiotica

Permanec endo no mes mo sistema: Mudando de Sistema, mas conservando a

TRATAMENTO referencia aos mesmos objetos: CONVERSAQO
Quas e s empre, é s omente este tipo de Este tipo de transformag&o enfrenta os fendmenos
transformag 4o que chama a atengéo porque ele de ndo-congruéncia. Isso se traduz pelo fato de os
corresponde a procedimentos de justificac &o. alunos nédo reconhecerem o mes mo objeto através
De um ponto de vista “pedagdgico”, tenta-se de duas representag des diferentes .

algumas vezes proc urar o melhor registros de A capacidade de ¢ onverter implica a coordenag do0
representag &o a ser utiliz ado para que os alunos de regis tros mobilizados. Os fatores de néo-

poss am compreender. congruéncia mudam conforme os tipos de registros

entre 0s quais a conversdo &, ou deve ser,

efetuada.

E mbora seja visivel a diferenca entre as duas transformacdes apresentadas

anteriormente, € comum as pessoas confundirem tratamento e conversédo ou mesmo
reduzirem a conversdo a uma atividade de codificacdo. Esse tipo de confusdo deve
ser evitado, pois se trata de transfor macdes distintas, embora o processo de

conver sdo necessite do uso de tratamentos diferentes para acontecer. Essa
confusdo fica evidente no pensamento de Duval (2003) quando afirma que:

“E comum descrever a conversio como uma associagio
preestabelecida entre nomes e figuras (como, por exemplo, em
geometria) ou reduzi-la a uma codificacdo.... Passar de uma
equacao a sua representacao grafica constituiria uma codificagdo
em que seria suficiente aplicar a regra segundo a qual um ponto
esta associado a um par de nimeros sobre um plano quadriculado
por dois eixos graduados. Ou ainda, passar de uma expressao em
portugués - como “o conjunto dos pontos cuja ordenada e superior a
abscissa” - a escrita simbdlica — no caso, “x>y”, seria igualmente
uma codificacdo, como toda escrita literal de relagdes entre os
nameros. (p.17).

Os tratamentos estdo ligados a forma de representacao dos objetos 0s

quais contém conteudos proprios e ndo ao estudo do objeto matematico em si; por
isso, € um grande equivoco reduzir a conver sdo a uma forma simpldria de
tratamento ou mesmo de codificacdo. Ndo sdo regras de corr espondéncia para



passar de um registro a outro ou simplesmente codificacdes que caracterizam uma
conver sdo, mas sim, a apreensdo global e qualitativa que a conversdo permite
embutir nas mudancas de registros. A esse respeito Duval (2003) diz que:

“Ha por tras da aplicacdo de uma regra de decodificacdo para passar
de uma equacdo a um grafico cartesiano, a necesséria articulacéo
entre as varidveis cognitivas que sdo especificas do funcionamento
de cada um dos dois registros. Pois sdo essas variaveis que
permitem determinar quais as unidades de significado pertinentes,
que devem ser levadas em consideracdo, em cada um dos dois
registros”. (p.17)

Isso justifica, segundo a teoria de Duval, porque a conversdo das

representacGes ndo pode e ndo deve ser redutivel a uma simples forma de
tratamento.

Apesar da conversao, sob o ponto de vista matematico, ndo efetuar nenhum

papel intrinseco nos processos de justificacdo e prova, ela é de fundamental
importancia, sob o ponto de vista cognitivo, pois interfere diretamente na conducao
dos mecanismos subjacentes a compreensao. Na realidade, segundo a Teoria dos
Registros de Representacdo, é a atividade de conversao a responsavel pela
construcdo do conhecimento, ou seja, pela apropriacdo do saber.

A disting&o a priori dos dois tratamentos abordados neste capitulo se fez

necessario para o estudo da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica por
serem elementos constitutivos dessa teoria, por isso procuramos explicita-los.

Mas, afinal, o que vem a ser a Teoria dos Registros de Representacéo
Semiotica?
Podemos entender a Teoria de Registros de Representacfes Semidticas

como sendo o emprego de signos (gréaficos, figuras, formulas, escrita), pertencentes
a um sistema de representacdo, constituido de significado e funcionamento,
segundo os quais a construcdo do conhecimento acontece mediante a converséo
estabelecida entre duas ou mais formas distintas de registro de representacao.

Segundo Duval (1993), essas representacdes semioticas sao externas e

conscientes do sujeito, ou seja, elas representam a compreensao manifestada sobre
um objeto, o qual pode ser tratado de diver sas formas. A correspondéncia existente
entre as varias formas de tr atamento de um objeto, ou seja, entre as varias formas
de registro de representacao, indica a funcionalidade do pensamento humano no,
sentido de mostrar a compreenséo acerca do objeto estudado.



Todo tipo de expressao tem sua forma particular de representacdo r epleta

de significados e, sendo a educagdo um processo intermediado por uma
comunicacdo, seja através do dialogo, gestos ou por meio da escrita, faz-se
necessario discutir os diferentes registros de representacdo empr egados no
processo de ensino e aprendizagem dos objetos matematicos estudados, buscando
estabelecer conexao entre eles.

Abordando os termos registros de representacdo e semidtica em separado,

verificamos que o entendimento a respeito dos registros de representacdo pode ser
percebido como sendo, por exemplo, a escrita, a notagéo, as figuras, os graficos,
diagramas, esquemas, signos e simbolos utilizados para representar um objeto
matematico. Assim, a no¢do de registr o de representacédo esta voltada ao dominio
dos sinais que servem para designar um objeto; ja a semidtica, consiste numa
ciéncia que busca compreender o significado dos simbolos empregados nos
registros representados.

A pr oposicdo A = B.C, por exemplo, pode r epresentar num dado momento a
area de uma figura, mas em outro, a mesma proposicao representada pelas formas

F = M.A ou P =m.g, passa a expressar outros significados, no caso, o estudo de
forca e peso, respectivamente. Sendo assim, pode-se dizer que as formas de
representacéo de um objeto assumem um significado de acordo com o contexto ao
qual estd sendo empregado, sendo que, quanto mais diversificada é a visualizacao
desses diferentes contextos e dessas diferentes formas de registro de
representacdo, maior é a compreensao que se tem sobre o objeto estudado.

O exemplo acima apresentado mostra que as proposicoes A = B.C, F = M.A
e P =m.g correspondem a formas diferenciadas de registros de representacgoes
dotadas de significados (semiotica) distintos que sdo assumidos de acordo com o
contexto aos quais sdo empregados.

A esse respeito, Duval (2003) diz que:

“...A originalidade da abordagem cognitiva esta em procurar
inicialmente descrever o funcionamento cognitivo que possibilita a
um aluno compreender, efetuar e controlar ele préprio a diversidade
dos processos matematicos que Ihes séo propostos em situagédo de
ensino...”. (p.12)

Desenvolvendo um estudo epistemoldgico a respeito da palavra semiotica,

verificamos que ela ¢ de origem grega e deriva da expressao “semios” que quer



dizer “signos”. Dessa derivagdo podemos, entdo, dizer que a semidtica nada mais é
do que a ciéncia dos signos e sendo os signos entendidos como linguagem, entéo, a
semidtica é a ciéncia de todas as linguagens.

A semidtica, uma vez entendida como a ciéncia dos signos, busca em sua

esséncia o estabelecimento da chamada “consciéncia semio”, ou seja, a consciéncia
da linguagem, onde o sujeito, no momento em que lida com a linguagem, inter preta
a mesma e busca compreender o seu significado.

Godino (2003) em seus estudos sobr e a compreensdo dos significados dos

objetos matematicos diz que esta compreensdo esta estreitamente relacionada com
a forma de representacdo dos objetos expressa pelos sujeitos, ou seja, 0s registros
de representacdo semidtica indicam o significado construido na estrutura cognitiva
dos sujeitos a respeito de um objeto estudado.

Um exemplo a respeito das idéias de Godino pode ser observado na

construcdo do conceito de quadrado mostr ado, a seguir, a partir do esquema
triangular de compreensdo proposto por Ogdem e Richards3:

Quadro 5

Esquema triangular de compreenséo

A
A = Signo (representante)
B = Conceito (Referencia/lnterpretante)
C = Significado (Referente)
B C

Um signo, ou representante, € aquilo que, sob certo aspecto ou modo,

representa algo para alguem. Este signo cria na mente de quem o recebe um
segundo signo, denominado de Interpretante, que pode ser mais desenvolvido do
que o primeiro. A coisa repr esentada recebe o nome de objeto e tem um significado
para o sujeito que a representa.

3 Ogdem, C. K. e Richards, J. A. O. Significado de significado. Rio de Janeiro. Zahar, 1972.



No esquema triangular de compreenséo acerca do conceito de quadrado,

pode-se dizer que existe a idéia r epresentativa de quadrado, ou seja, existe um
signo que indica a no¢do de quadrado que pode ser expressa por meio de um
desenho, uma for mula ou outra forma de repr esentacdo qualquer. Além da idéia
representativa a respeito do quadrado, existe um conceito interno ao sujeito que
indica sua compreenséo a respeito de quadrado, o qual pode ou ndo estar em
consonancia com o conceito formal/cientifico sobre quadrado.

Sierpinska apud Godino (2003) , diante de suas pesquisas também acerca

da compreensdo dos significados dos objetos, estabeleceu uma associacéo entre a
idéia de significado e a compreensao dos conceitos, afir mando que “compreender
um conceito consiste no ato de captar seu significado” ( p.27), onde os significados
sdo atos de compreensdo através dos quais se constréi o conhecimento.

No estudo de Sistemas Lineares, por exemplo, diante dos diferentes

tratamentos que podem ser dados ao estudo deste objeto matematico, ou seja,
através das diversas formas de registro de representacdo semiotica

empregadas no processo de resolucdo de um sistema, esta inserida a percepcao
de caracteristicas préprias do objeto tais como suas pr opriedades que se
manifestam na construcéo gradativa de cada conceito. Os conceitos conduzem a
uma tomada de consciéncia do objeto estudado na medida em que per mitem a
apropriacdo dos seus significados. Assim, ao se aplicar o Método da Substituicdo no
processo de resolucdo de um sistema, no uso deste tratamento esta inserida a
I6gica que permite compreender as operacdes realizadas com os coeficientes das
equacdes quando se resolve o sistema aplicando o Método de Escalonamento. A
visualizacdo dessa l6gica no estudo de sistemas € uma prova de que a apropriacao
de um conhecimento se d4 mediante o estudo de conceitos outros que o compde,
conforme serd mostrado mais adiante.

Ainda falando sobre o significado dos objetos matematicos, Dummett apud

Godino (2003), afirma que: “uma teoria do significado ¢ uma teoria da compreensao,
isto é, aquilo que uma teoria do significado tem que dar conta é o que alguém
conhece quando conhece sua linguagem, isto €, quando conhece os significados

das expressoes e or agoes da linguagem”; dai, entdo, se dizer que o estudo dos
registros de representacdes semioticas € de fundamental importancia para a
compreensdo ndo sé da matematica, mas também do mundo de um modo geral.



E mbora o pensamento dos pesquisadores anteriormente abordados tr ate da

compreensdo dos significados envolvidos dentro do processo de representacdo dos
objetos matematicos, podemos destacar, nessa discussdo, a existéncia de dois
paradoxos: o paradoxo da compreensdo em matem atica e o paradoxo da
aprendizagem, conforme mostramos a segulir.

Considerando a Teoria dos Registr os de Representacdo, segundo a qual a

compreenséo dos objetos acontece mediante a articulagdo de ao menos dois
registros, Duval (2003) chama atencéo para a for ma de acesso aos objetos
matematicos estudados, dizendo que isso sO € possivel por meio de suas
representacdes; todavia, ressalta que usar um registro para r epresentar um objeto
n&o significa estar tratando do objeto em si, embora seja isso que possa parecer.
Diante dessas questdes, ou seja, mediante a diferenciacao entre representacdo e
objeto, Duval (2003) elaborou o que chamou de paradoxo da compr eensdo em
matematica atraves do seguinte questionamento: Como podemos nédo confundir um
objeto e a sua representacdo se ndo temos acesso a esse objeto a ndo ser por meio
de sua representacao? (p.21)

O paradoxo da compreensdo em matematica de Duval causa inquietacao

porgue nos remete a seguinte situacdo: como podemos nao quer er que o0s alunos
confundam os objetos com as r epresentacdes se s6 reconhecem o0s objetos pelas
representacdes?

Foi buscando r esponder as questdes acima evidenciadas que Duval (2003)

destacou em sua teoria a necessidade de ndo identificarmos os objetos
representados com o contetdo das representacBes que o torna acessivel, ou seja,
as representacdes correspondem a meios para se chegar ao objeto, e ndo o objeto
em si.

Assim, por exemplo, se alguém deseja evidenciar, junto a um aluno, a

compreensdo da defini¢do de quadr ado, seja através de uma expressao algébrica
do tipo X2 ou mesmo atraves da r epresentagdo geométrica de um quadrado de lado

X, possivelmente, s6 vai conseguir caso este consiga demonstrar articulagdo entre
as varias formas de representacdes deste objeto matematico. O conhecimento das
varias representacdes nao significa apropriar-se do objeto em si, mas, sim, tomar
conhecimento dos contetdos especificos de cada representacédo que conduzem a
tomada de consciéncia do objeto estudado, ou seja, do seu aprendizado. Quando
um aluno ndo consegue associar a expressao x2 a area de um quadrado de lado x, e



a identifica somente como uma equacéo do 2° grau incompleta ou mesmo como
uma funcdo, significa, segundo a teoria de Duval, que ndo ha o estabelecimento de
congr uéncia entr e as formas de registros apresentadas, ou seja, tem-se a presenca
de monorr egistros na estrutura cognitiva do aluno o que, de certa forma, prejudica o
aprendizado, uma vez que praticamente impossibilita o sujeito de estabelecer
relacbes do que esté apr endendo com o que ja conhece.

A esse respeito Duval (2003) afirma que:

“Existe como que um “enclausuramento” de registros que impede o
aluno de reconhecer 0 mesmo objeto matematico em duas de suas
representacdes bem diferentes. Isso limita consideravelmente a
capacidade dos alunos de utilizar os conhecimentos ja adquiridos e
suas possibilidades de adquirir novos conhecimentos matematicos,
fato esse que rapidamente limita sua capacidade de compreenséo e
aprendizagem”. (p.21)

Além do paradoxo do conhecimento em matematica discutido por Duval

(2003), podemos também chamar atencao para a existéncia do paradoxo da
aprendizagem associado a idéia de construgcdo do conhecimento segundo a Teoria
dos Registros de Representacdo Semiotica. A referida teoria diz que a construcao
do conhecimento acontece atraves de conversdes de registros, todavia, no processo
de ensino e aprendizagem, na maioria das vezes, é apresentado ao aluno um Unico
tratamento e mesmo assim, este consegue aprender, ou seja, consegue construir
significado para os objetos matematicos estudados. Como isso é possivel se,
segundo a teoria, 0s alunos aprendem com a conversao de registros? Talvez esse
fato seja possivel devido a associacdo que o sujeito faz do Unico tratamento que lhe
é apresentado aos conhecimentos existentes na sua estrutura cognitiva, ou seja,
com o conhecimento que adquiriu ao longo de sua vida.

E mbora se evidencie a construcdo de conhecimento mediante a

apresentacdo de monorregistros, conforme indica o paradoxo da aprendizagem, nao
é recomendavel que se ensine desta for ma, pois isso significa delegar ao aluno a
responsabilidade de estabelecer por si mesmo conexdes para as quais podem nem
sempre estar preparados. Na verdade, isso dificulta o processo de aprendizagem,
conforme afirma (Silva, 2004) quando diz que:

“Uma das principais dificuldades apresentadas por alunos, é a
construcao de uma visao globalizada, tendo em vista 0 modo de
organizacéo disciplinar que eles vivenciam. Sdo oferecidos
fragmentos de conhecimentos e cobra-se deles a dificil tarefa de



montar um verdadeiro quebra cabecas buscando conexdes entre as
varias pecas. A esse respeito cabe uma pergunta: ndo seria mais
facil, para o professor, tentar esses encaixes e trabalhar buscando
fazer os alunos perceberem as relagdes? (p.24)

O aprendizado de um objeto matematico esta associado ao estabelecimento

de relagdes entre os conteudos presentes nos conceitos estudados que juntos
caracterizam o objeto de estudo; todavia, quando se faz das atividades de ensino
atividades essencialmente conceituais apresentando aos alunos um tratamento
unico e fechado, desconsidera-se o carater cognitivo de formacdo do pensamento
humano uma vez que se descaracteriza a construcéo do préprio conhecimento. A
apresentacdo de monorregistros conduz o aluno a um processo de memorizagao
dos conceitos referentes ao objeto de estudo, e ndo a um processo de tomada de
consciéncia do seu significado.

A respeito da conceituacdo dos objetos matematicos é importante lembrar

que o ato de conceituar € inerente ao processo de ensino e aprendizagem, uma vez
que partimos deles para construir novos conceitos; todavia, deve-se estabelecer
articulacao entre os conceitos para que os alunos se apropriem dos significados. O
conceito, prioristicamente estabelecido, prejudica a aprendizagem ja que
impossibilita a significacdo pelo sujeito do objeto; nesse sentido, é importante
desenvolvermos o estudo dos objetos matematicos tendo em vista suas diversas
formas de representacao, visto que a consequéncia natural desse processo € a
compreensdo de seu significado necessario a constr ugdo do conhecimento. Quando
estabelecemos um conceito como algo ja realizado, podemos estar tirando a

opor tunidade do sujeito de significar .

A esse respeito Catto (2000) destaca que:

“Para uma grande maioria de alunos, o contetdo fica restrito a um
Unico registro de representacao, o que acaba limitando os
tratamentos possiveis. Essa falta de reconhecimento do
representante4 e as diferentes formas de representacéo, levam os
alunos a um trabalho desconexo de significacao, a ponto de
deixarem de estabelecer ligagdes entre os registros”. (p. 30)

Ao se estabelecer uma relacdo entre a semiotica e o processo de ensino e

aprendizagem, podemos dizer que a esséncia do processo de ensino e
aprendizagem esta inserida nas ideias subjacentes a esta ciéncia, pois educar

4 Catto (2000) chama de representante o objeto matematico tratado no estudo desenvolvido.



significa formar sujeitos autbnomos capazes de construir seu proprio conhecimento,
e isso acontece quando se tem compreensdo dos significados envolvidos nos
tratamentos dados aos objetos estudados em meio as formas de r egistrar as suas
representacoes.

Do ponto de vista pedagdgico temos, ha maioria das vezes, que procurar 0

melhor registro a ser usado para que os alunos possam “aprender” matematica
mudando apenas os sistemas de representacdo, mas mantendo as referéncias ao
objeto estudado. Isso acontece por que os alunos ndo reconhecem o objeto estudado
diante de repr esentacdes diferentes, conforme afirma Duval (2003): “...o sucesso
para a grande maioria dos alunos em matematica ocorre no caso dos
monorregistros” (p.21). No estudo de matriz, por exemplo, os alunos ndo associam
este objeto matematico ao estudo de sistemas; quando sdo efetuadas as operacgdes
com os coeficientes das linhas de uma matriz néo se enxerga relagdo com a
aplicacdo do Método da Substitui¢do; o aluno ndo associa o Método de
Escalonamento ao Método da Substituicdo no processo de resolucéo de um
sistema; etc. Embora sejam tratamentos distintos dados ao estudo de um mesmo
objeto matematico, eles sdo apresentados de maneira Unica e isolada, sem
estabelecer uma relacdo de conversao.

No ensino de matematica € impor tante destacar que ndo existe

conhecimento matematico que possa ser mobilizado por uma pessoa, sem o auxilio
de uma r epresentacdo. Os objetos abstratos tratados dentro da matematica ndo séo
diretamente acessiveis a percepc¢do se ndo por meio de representacdes, dai ser
necessario para a sua apreensdo o uso de registr os.

Para Duval, a relacdo entr e os diferentes tipos de registros de

representacdo implica numa interpretacdo semiotica dos objetos essencial ao
processo de ensino e aprendizagem e é durante a relacdo estabelecida entre 0s
registros que os significados aparecem originando a construcdo do conhecimento.

A for ma como se registra um objeto, segundo Duval apud Catto (2000, p.

28), se da de acordo com as representacdes mentais5 que se tem a seu respeito, ou
seja, 0s registros séo frutos de uma interiorizacéo realizada sobre as formas de

5 Catto (2000) define representacdes mentais como sendo as imagens ou concepcdes que os individuos tém a
respeito de um objeto as quais nem sempre sdo expressas por meio de registros de representacdo adequados.
Essas representacdes mentais sdo inerentes aos sujeitos e acontecem porque cada individuo constr6i ou mentaliza



representacOes semidticas. Nesse sentido, os alunos representam a compr eensao
que tem a respeito de um objeto de acordo com o significado construido sobre o
mesmo, dai ser necessario toda uma atenc¢éo diante da forma como se pretende
tratar um determinado estudo para nao se “repassar’ elementos que conduzam a
uma formacéo equivocada do seu significado.

No decorrer das manifestaces dos diferentes tipos de registros de

representacées € desenvolvido um processo de investigacdo diante da préatica
exercida sobre 0 objeto, pois ha toda uma légica empregada no processo de
representacdo que deve ser amplamente discutida e analisada em sala de aula uma
vez que essa légica emana dos significados formados sobre os objetos.

Segundo Duval (1992), para que um registro de representacédo se converta

em um sistema semidtico, 0 mesmo deve permitir que seja desenvolvida trés
atividades cognitivas fundamentais ligadas a semioses:

1%) — Diante de uma situacao, faz-se necessario criar uma represent acdo

Identificavel, a qual deve ser vista como a imagem de um registro, segundo a qual
a representacao de um objeto deve ser compreendida como uma representacao
mental e particular do mesmo. Nessa representacao identificavel do objeto deve-se
selecionar um conjunto de caracteres e de dados do conteudo a ser representado,
obedecendo ao uso de regras que assegurem o reconhecimento das representacoes
apresentadas.

Durante a representacdo de um objeto é importante perceber que cada

forma de registro expressa uma compr eensdo ou um ponto de vista em relacédo ao
que esta sendo representado.

No estudo de uma mesma parabola, por exemplo, é possivel identificar
varias formas de r epresentacéo:

a) y x-#4x 3
bytx-2)

)y &-3)(x-1)

na sua estrutura cognitiva um modelo de representacdo para expressar o saber estudado de acordo com a



d) Esboco da parabola no plano cartesiano
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Essas representactes ndo oferecem as mesmas possibilidades de
-1.0

interpretacédo, ja que sdo percebidas de maneiras diferentes, embora tratem de um
mesmo objeto matematico. A linguagem textual a r espeito do objeto parabola nao
oferece a mesma possibilidade de compreensdo que pode oferecer uma figura, um
diagrama ou mesmo uma equacao, dai, entéo, se dizer que de um ponto de vista
cognitivo, uma representacdo é sempre parcial em relacdo aquilo que se pretende
representar.

Moretti (2002), numa anélise acerca do exemplo acima especificado, diz que

cada uma dessas representacdes possui, em sua integralidade, as mesmas
informagdes do objeto matematico referido. No entanto, do ponto de vista cognitivo,
um certo tipo de informac&o sobressai mais em uma do que em outra forma: Na
representacdo (c) do referido exemplo se obser va claramente as raizes; em (b), as
coordenadas do ponto da parabola; em (d), a r epresentacdo em um sistema
semiotico diferente dos anteriores mas que de qualquer forma expressa a parabola
tratada.

A respeito da pluralidade das representacdes, Duval (1999) diz que:

“As representacOes diferentes de um mesmo objeto, ndo tém
evidentemente o mesmo contetddo. Cada conteldo é comandado por
um sistema pelo qual a representacéo foi produzida. Dai a
consequéncia de que cada representacdo ndo apresenta as mesmas
propriedades ou as mesmas caracteristicas do objeto. Nenhum
sistema de representacao pode produzir uma representacao cujo
conteudo seja completo e adequado ao objeto apresentado” (p.18).

2%) — Tendo representado um objeto, essa representacdo necessita de um

tratamento que cor responde a uma transformacao dessa r epresentacao dentro do
préprio r egistro onde ela foi formada. No estudo de oper a¢bes com numeros
racionais, por exemplo, ao se efetuar uma adicéo, a mesma pode ser representada

compreensao que teve a seu respeito.



de diferentes maneiras, cada uma com sua for ma particular de tratamento. E
possivel se adicionar dois niUmeros racionais de duas ou mais maneiras diferentes
da seguinte forma:

a) 0,25 025 Qrbpresentacao decimal, envolve um tratamento decimal)

b) 1 E_{ 2i(renresenta(;:io fracionaria, envolve um tratamento fracionario)

Ao se tratar um r egistro é necessario se considerar que existem regras de

tratamento proprias a cada tipo de registro cuja natureza e forma de tratamento
variam de um registro a outro. Diante de um tratamento adequado, dado ao estudo
de um objeto, é possivel transfor mar a sua for ma de representacdo permanecendo o
conteudo do objeto matematico tratado. No caso da adicdo de nimeros racionais
mostrada no exemplo acima, os tratamentos dados foram ligados a forma e ndo ao
contetido do conhecimento matematico abordado.

A respeito da forma de tratamento e o estudo do conteido do objeto

matematico tr atado, Duval (1999) diz que ndo se deve confundir o contetdo explicito
da representacao e 0 objeto que a mesma representa uma vez que este contetdo
depende do sistema que permite produzir a representacao e ndo o objeto.

Dentro do processo de tratamento é importante destacar que cada forma de

registro de representacao apresenta seu grau par ticular de dificuldade (indica um
custo cognitivo diferente), e isso deve ser percebido quando se ensina.

3% — Por fim, a ultima atividade cognitiva necessaria para que um registro

de representacao se transforme em um sistema semiotico € a conversdo, que nada
mais é do que a coordenacao existente entre as variadas formas de registro. A
conver sdo acontece quando ha a transformacdo de uma forma de registro em outro
conser vando uma parte da totalidade do objeto matematico. E importante que n&o
se confunda a conversdo com o tratamento, pois o tratamento se estabelece dentro
de registro e a converséo se da entr e a troca de registros.

Usando 0 mesmo exemplo de adicdo de nimeros racionais, pode-se dizer

que a conver sdo acontece quando o sujeito que desenvolve a operacéo de adi¢édo
percebe que os diferentes tipos de registros de representacdo usados na resolugéo
tratam de um mesmo objeto matematico. Diante de tal evidéncia, o sujeito que lida



com o desenvolvimento da operacéo consegue perceber que 0, 25 (representacéo
decimal de um numero racional) corresponde a 14 M)resentagéo fracionaria de um

namero racional), tendo condigdes e elementos suficientes para concluir que 0,25 =

y, considerando a coordenacdo existente entr e as duas formas de registros

representadas.
A esse respeito, Duval (1993) afirma que: “O que garante a apreensao do

objeto matematico, a conceitualizacdo, ndo é a determinacéo de representacdes ou
varias representacdes possiveis de um mesmo objeto mas, sim, a coordenacéo
entre esses varios registros de representacao” (p. 51).

Somente quando o aluno perpassa pelas trés atividades cognitivas descritas
é que o objeto matematico se consolida enquanto conhecimento.

Das tr és atividades cognitivas ligadas a semidses, quase sempre, somente

as duas primeiras sdo usadas quando se ensina, ou seja, dentro do processo de
ensino e aprendizagem as representacdes sao usadas como imagens de registros
que sofrem tratamentos de acordo com as regras pertencentes a cada tipo de
registro, mas que ndo sdo levadas a um processo de conversao. Diante de um
objeto de estudo alguns alunos até que conseguem representar 0 mesmo de
diversas formas, todavia encontram dificuldades de passar de um registro para o
outro, ou seja, os alunos conseguem fazer tratamentos em diferentes registros de
representacdo de um mesmo objeto, porém, sdo incapazes de fazer as conversfes
necessarias para a apreensdo do mesmo. Esse fato se deve, possivelmente, a
forma como os professores trabalham os saberes escolares, pois, na maioria das
vezes, 0s alunos ndo tém a oportunidade de estudar os assuntos, tendo acesso a
tratamentos diferenciados, quanto mais vivenciar o processo de conversdo dos
diferentes tipos de registros de r epresentacdo, condi¢do fundamental para a
compreensdo dos objetos.

Herrero (2004), em seu trabalho sobre Sistemas de Equacdes Algébricas

Lineares, afirma que toda forma de representacéo é parcialmente cognitiva sobre o
que se pretende repr esentar; além do que, de um registro a outro, ndo sdo 0s
mesmos aspectos considerados a respeito do objeto estudado, dai, entdo, dizer que
as representacdes sdo complementares, e para que se compreenda um objeto, faz-
se necessario coordenar os registros de representacdo que o envolve.



A conversdo de um registro a outro algumas vezes é natural e outras néo,

isso depende da congruéncia existente entre os diferentes registros, ou seja,
depende da possibilidade de um registro de partida se conver ter em um registro de
chegada. Dentro do estudo dos Sistemas de Equacdes Lineares essa passagem
acontece de forma natural, conforme demonstra o exemplo a seguir :

A solucdo do sistema abaixo pode ser desenvolvida pelo emprego de

métodos distintos e cada método corresponde a um tipo de tratamento, conforme
mostramos a segulir:

Diante do sistema

XY &= 1
¥ 20
Xy%Zl

O Thednte pode ser resolvido por, pelo menos, quatro tipos de tratamentos

distintos.

1 - Resolucdo do sistema usando o Método da Substituicdo:

xyz1H1) (1) x 2y 2z 1 +4=
xy2z2()1-yz2y2z1 St 4=
x%ry+2£1(lll)y20 e
yzZ=1
(D xyzz
X E-y z Reconstruindo p sistema e determinando o valor de x
XWX 1=y7
(1) xy 2222 z2x1-(-1)-1
1-yzy2z2 y=Ex1
z%

Solucgéo do sistema: ( 1, -1, 1)

Aqui o sistema é resolvido pela manipulacéo das equacdes e, portanto, pelo
emprego de registros algébricos estudado no ensino fundamental.



2 - Resolucao do sistema empregando a Regra de Cramer :

Xyt= 1 111
=Y. 112=1
XY% 54 122

+ 4+ =

111

212x=-1K=1 == - -l
122

111 ,
122y=1Y=1 ==- - -
112

111
112z=-12=1 == - -1
121

Solucéo do Sistema: (1, -1, 1)
Na resolucéo 2 apresentada, novos registros sdo evocados para a

resolucdo do sistema; no caso, 0 uso da regra de Cramer. Esse € o tratamento mais
evocado no ensino médio por meio do estudo da teoria de matrizes e determinantes.

3 - Resolucdo do sistema por escalonamento:

xyr= 1 1111
Y+ =22 0110 Sistema Escalonado
Xy}
21 0011

++ =
1111
1122
1221 "L1+L2e xyzr= 1

-L1+L3 _

0x0ylz

1111

Permutando —
0011 D'é'o'r'fde‘setemque:lx:,ly:-el z7=
0110 L2elL3

Solucdo do sistema: (1, -1, 1)

Com o escalonamento, o sistema inicial
se transformou no sistema equivalente:



No processo de resolucdo por escalonamento, o sistema € visto como uma

matriz; no entanto, os registros evocados séo as linhas da matriz que séo
manipuladas, operando-as como se fossem matrizes linhas. Em suma, os registros
sdo matriciais, perdendo o sistema o registro algébrico das equacdes e, ndo raro, 0
significado como conjunto de equagdes.

3 - Resolucdo gréafica do sistema:

XyE= 1
Y+ =22
*Y421

++ =

O grafico azul expressaaequacdo 1 xy # =
O gréfico vermelho expressa a equagdo 2 2x ¥ # =
E o grafico verde expressaaequacdo 2 21y # =
P=(,-1,1)

Aqui, cada equacao € vista como um ente geométrico que buscamos

esbocar de acordo com o sistema apresentado, em que P representa a solucéo do
sistema e os planos em verde, vermelho e azul, correspondem as equagées. Os
registros evocados, nesse caso, sao do tipo gréfico.

Evidentemente, cada registr o constitui uma representacéo do objeto

Sistema de Equac0es, e se inscrevem em tratamentos tedricos distintos e, portanto
com significados distintos para o sujeito. Cada representacdo propicia olhares e
compreensdes distintas, sendo mais ou menos conveniente para a analise do objeto
matematico Sistema de Equagdes em jogo. Assim, por exemplo, 0s registros
gréficos apresentam a Obvia limitacdo para analise e resolucdo de sistemas que
possuam mais de trés incognitas; ja o registro matricial, para manipulacdo das
linhas, embora possa ser aplicado sem limitacdo para o nimero de incognitas e
numero de equacdes do sistema, torna opaca a compreensao de tais operagoes

com as linhas para a busca da solucéo do sistema. Tais limita¢Ges, no entanto, ndo
tornam dispensaveis esses registros, pois estes fazem compreender o objeto



matematico Sistema de Equacgdes de forma a ndo confundi-lo com suas
representacdes, como destaca Duval apud Godino (2003):

“Nao pode haver compreensdo em matematica se ndo se distingui
um objeto de sua representacdo. N&o se deve confundir nunca os
objetos matematicos (nimeros, fungoes, retas, sistemas lineares,
etc) com suas representacdes (escritas decimais ou fracionarias, 0s
simbolos, os graficos, os tracados de figuras, etc), pois um mesmo
objeto matematico pode apresentar-se através de representaces
muito diferentes”. (p. 56)

No estudo sobre Sistema de EquacGes Algébricas Lineares fica claro o

objeto matematico tratado e as formas de representacdo que 0 mesmo pode
apresentar; todavia, no processo de resolucdo de um Sistema de Equacdes
Algébricas Lineares é importante que os alunos percebam e saibam usar 0s
registros distintos de representacdo. Nao basta oferecer aos estudantes uma bater ia
de problemas a serem resolvidos para se ter “segurancga” quanto ao aprendizado
daquele objeto matematico; embora os alunos consigam resolver os pr oblemas
propostos, caso ndo sejam trabalhadas diferentes formas de registros de
representacdo semidtica, os discentes ainda ndo estardo conscientes do
tratamento dado ao objeto matematico sobre o qual estudam. Somente com o
trabalho sobre diferentes formas de registros semi6ticos, em meio ao
desenvolvimento de conversdes, € que os alunos passam a desenvolver com
consciéncia o estudo a respeito de Sistemas Lineares.

O emprego de diferentes registros semidticos no estudo de um objeto

matematico, mediante o estabelecimento de passagens naturais entre 0s registros,
possibilita ao aluno examinar suas idéias e contr olar os resultados encontrados.

Na Teoria dos Registr os de Representacdes Semidticas os alunos agem

sobre 0s objetos matematicos estudados, no caso aqui tratado - 0s Sistemas de
Equacbes Algebricas Lineares — através de um fazer matematico que leve a
apropriacdo desse saber em meio a um processo de r eflexdo efetuado sobre o
objeto.

A Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, em meio ao uso de

tratamentos distintos empregados sobre os objetos de estudo buscando o
estabelecimento de convers@es entre eles, se apresenta como um referencial tedrico
apropriado para ser utilizado no processo de ensino e aprendizagem, uma vez que
possibilita desenvolver a construcdo do conhecimento. E essa construcao do



conhecimento desenvolvido através da conversdo de registr o que buscamos
desenvolver em nosso trabalho de pesquisa, dai termos usado essa teoria como
supor te.



CAPITULO 111
METODOLOGIA DA PESQUISA

A metodologia assumida na pesquisa foi a Engenharia Didéatica

caracterizada por apresentar um esquema experimental desenvolvido em sala de
aula que articula investigacdo e acdo didatica, cujo objeto de pesquisa € a pr épria
pratica educativa.

O desenvolvimento da proposta aconteceu segundo 0s principios da

Engenharia Didatica, acompanhando as fases que compdem a propria metodologia
empregada. As referidas fases sdo: 1 — A analise preliminar, na qual fizemos uma
analise epistemoldgica, didatica e cognitiva do objeto matematico em estudo; 2 — A
anélise a priori, onde descrevemos questdes r eferentes ao objeto estudado e
prevemos solugdes para as mesmas; 3 — A fase de experimentacao, onde a
aplicamos uma sequiéncia didatica e por ultimo, a fase 4 - A andlise a posteriori,
onde fizemos o tratamento e a validacdo das informacdes obtidas na fase
experimental.

A validacdo ou ndo da sequéncia didatica partiu da evidéncia da conversdo

dos registros de representacdo empregados no processo de resolucédo dos Sistemas
de Equacdes Algébricas Lineares trabalhados. Assim, foi verificado se os alunos
realizariam a conversdo dos registros algébricos usando o Mét odo da
Substituicdo em regist ros aritméticos através do Escalonamento Matricial no
processo de resolucéo de Sistemas Lineares.

Neste capitulo, além de assumirmos a Engenharia Didatica como

metodologia empregada na pesquisa, descrevemos o lécus e a dindmica segundo a
qual a seqiiéncia didatica foi desenvolvida destacando os sujeitos investigados, 0s
instrumentos de coleta de dados e a forma de analise dos resultados obtidos.

3.1 - AENGENHARIA DIDATICA COMO REFERENCIAL METODOLOGICO DA
PESQUIS A.
A Engenharia Didatica é uma das abordagens tratadas na Didatica da

Matematica que se caracteriza como uma forma particular de organizar os
procedimentos metodoldgicos de pesquisas desenvolvidas no contexto de sala de
aula.



Ao se desenvolver uma pesquisa no campo da Educacdo Matematica, tendo

como principio metodoldgico de pesquisa a Engenharia Didética, articula-se a
construcdo do saber matematico a uma pratica reflexiva investigativa diante de uma
sequéncia didatica6 experimental. Artigue (1988) caracteriza a Engenharia Didatica
como sendo: “...um esquema experimental baseado sobre ‘realizagdes didaticas’ em
sala de aula, isto é, sobre a concepcdo, a realizacdo, a observacao e a analise de
uma seqliéncia de ensino”. (p.27)

As praticas educativas desenvolvidas a partir dos principios da Engenharia

Didatica devem ser compreendidas como praticas de investigacdo. A medida que 0s
professores vao trabalhando os saberes escolares, estes sdo colocados em divida e
discutidos para que os alunos tenham consciéncia da complexidade que os
envolvem. E através dessa dindmica que o processo de ensino e aprendizagem vai
sendo conduzido, ao mesmo tempo que serve de objeto de investigagdo para quem
0 desenvolve.

No trabalho com a Engenharia Didéatica o professor faz da sua acao

pedagdgica um objeto de investigacdo através do qual estabelece uma dependéncia
entre saber tedrico e saber pratico na busca da construcdo de conhecimento,
conforme afirma Pais (2002):

“A engenharia didatica possibilita uma sistematizacdo metodolégica
para a realizacdo da pesquisa, levando em consideracao as relacées
de dependéncia entre teoria e pratica. Esse € um dos argumentos
que valoriza sua escolha na conduta de investigacdo do fenébmeno
didatico, pois sem articulacdo entre a pesquisa e a a¢do pedagogica,
cada uma destas dimens@es tem seu significado reduzido”. (p. 99)

A origem desta abordagem metodoldgica esta na preocupagdo com uma

certa “ideologia de inovacao” presente no campo educativo, que abre caminho para
qualquer tipo de experiéncia na sala de aula, ““ deslocada” de fundamentagéo
cientifica. Ao mesmo tempo, esta relacionada com o movimento de valorizacdo do
saber pratico do professor com a consciéncia de que as teorias desenvolvidas fora
da sala de aula sdo insuficientes para captar a complexidade do processo de ensino
e aprendizagem. Nessa per spectiva, a questdo consiste em afirmar a possibilidade
de agir de forma racional, com base em conhecimentos matematicos e didaticos,

6 Chamamos de seqiiéncia didatica os procedimentos de ensino usados pelos professores em sala de aula para
desenvolver determinado conteldo escolar.



destacando a impor tancia da realizacao didatica na sala de aula como préatica de
investigacao.

Através da Engenharia Didatica o professor tem a oportunidade de refletir e

avaliar a sua acdo educativa, e € diante desse pr ocesso de reflexdo que redireciona
e resignifica o trabalho que desenvolve. 1sso é possivel porque através da
Engenharia Didatica o professor desenvolve um trabalho de investigacdo da sua
prépria préatica e ndo existe ninguém melhor que o préprio professor para entender a
complexidade dos fatos ocorridos em sala de aula. Na verdade, ndo existe ninguém
melhor que o professor para entender as davidas e dificuldades que os alunos
expressam ao longo das aulas realizadas, por isso, € ele quem deve buscar

entender os motivos que impedem o aprendizado dos alunos, investigando e
refletindo as proprias acdes educativas desenvolvidas em sala de aula.

O uso da Engenharia Didatica enquanto abordagem metodoldgica no ensino

de matematica ou em outra area qualquer do conhecimento, perpassa por quatro
fases: Analise preliminar, concepcéo e andlise a prior i, aplicacdo de uma sequéncia
didatica e, por ultimo, é feito uma analise a posteriori da sequéncia aplicada, seguida
de uma possivel validagéo.

Na analise preliminar € feito um levantamento sobre fatos que envolvem o

objeto matematico estudado. S&o feitas consider acBes a respeito do quadro tedrico
didatico ger al e sobre os conhecimentos didaticos referentes ao assunto em
questdo; faz-se uma anélise epistemoldgica dos conteidos contemplados pelo
ensino; se analisa como vem sendo desenvolvido atualmente o ensino do assunto
tratado e seus efeitos; faz-se uma analise da concepc¢éo dos alunos, das

dificuldades e obstaculos que apresentam diante do saber apresentado e, também,
obser va-se 0s entraves didaticos pedagogicos que dificultam o processo de ensino e
aprendizagem.

A respeito da analise preliminar, Pais (2002) diz que:

“Para melhor organizar a analise preliminar, é recomendavel
proceder a uma descrigéo das principais dimensdes que definem o
fendmeno a ser estudado e que se relacionam como o sistema de
ensino, tais como a epistemologia cognitiva, pedagogica, entre
outras. Cada uma dessas dimensdes participa na constituicdo do
objeto de estudo” (p. 101).

No estudo de Sistemas de Equagdes Algébricas Lineares, tema proposto

para ser desenvolvido em nosso tr abalho, foi desenvolvido a formacéo de uma



epistemologia a partir da construcdo empirica do saber matematico. Na seqiiéncia
didatica desenvolvida, os alunos estudar am sistemas desenvolvendo um fazer
matematico pratico mediante a aplicacdo do Método da Substituicdo através do qual
perceberam a automacéo do processo de r esolucdo e desenvolveram a construcéo
cientifica do referido objeto de estudo chegando a um tratamento via Escalonamento
Matricial. Cada uma das formas de registro de representacdo empregadas, seja pelo
uso do Método da Substituicdo ou pelo processo de Escalonamento Matricial, tem
um significado que, quando relacionados, podem conduzir ao apr endizado, conforme
mostraremos mais adiante.

O tratamento dado ao estudo dos Sistemas de Equacdes Lineares em meio

a tr ansposicao didatica7 realizada pelos pr ofessores em sala de aula é diferente em
cada um dos niveis de ensino. Quando trabalhado no ensino fundamental, o estudo
de sistemas é desenvolvido através do uso do Método da Substitui¢do; no ensino
médio, recebe um tratamento Matricial via uso da Regra de Cramer, sendo raras as
vezes em que o processo de escalonamento é trabalhado uma vez que, quase
sempre, € somente na graduacdo que tal tratamento é evidenciado. Ndo ha uma
interligacdo entre essas formas de tratamento; os diferentes processos de resolugéo
sdo apr esentados de forma independente como, se houvesse uma forma Unica e
especifica de tratamento para cada nivel de ensino, sem a minima possibilidade de
relacdo entre elas.

Desenvolver o estudo de Sistemas Lineares através do tratamento que €

dado no ensino fundamental, partindo da aplicacdo do Método da Substitui¢do, ndo
significa desconsiderar seu carater cientifico e tdo pouco indica baixar o nivel de
complexidade na abordagem deste assunto; ao contrério, ensinar Sistemas

Lineares at ravés do Método da Substituicdo significa buscar as bases de
desenvolvimento desse estudo, aproximando o mesmo do tratamento cientifico

que recebe na graduacdo sem que haja uma desconexao entre os diferentes
registros de representacdes empregados no estudo desse objeto matematico.

O ensino de Sistemas Lineares € desenvolvido nas escolas, pela maioria

dos professores, da mesma forma como é abordado nos livros didatico, ou seja,
numa seqliéncia que tem inicio nos estudos de matrizes, perpassando pelos
determinantes e por fim chegando aos sistemas como se esse Ultimo assunto fosse

7 Chevallard (1991) define transposicédo didatica como sendo um conjunto de transformacfes adaptativas que
sofre um conteldo a ser ensinado até que ele se transforme em objeto de ensino.



uma consequéncia natural dos dois primeiros. Ndo ha uma preocupacdo com
relacdo a apr esentacdo de outros tratamentos e tdo pouco, procur a-se desenvolver
0 estudo de sistema dentro de um processo de conversdo entre 0s registros de
representacdo. Diante de tal tratamento didatico, os alunos séo, entdo, conduzidos a
um pseudo-aprendizado referente ao estudo de sistemas que embora possa parecer
um assunto de simples compreenséo, acaba se tornando mais um complexo tema
matematico estudado sem que se compreenda o seu significado.

E mbora no meio académico o estudo de Sistemas de EquacOes Algébricas

Lineares seja desenvolvido através do pr ocesso de Escalonamento, os calculos
efetuados com os coeficientes das incégnitas para se definir a construcdo de uma
matriz triangular n&o repr esentam que haja uma tomada de consciéncia quanto ao
processo envolvido nessa forma de abordar o assunto. Os alunos ndo compreendem
o significado das operacdes efetuadas com os coeficientes das linhas que compdem
0 sistema e acabam operando com as mesmas de for ma aleatoria até que se
consiga escalonar o sistema e encontrar a solucdo desejada. Até mesmo as
respostas encontradas para os sistemas ndo tem seu significado claro para 0s
estudantes, uma vez que a grande maioria ndo consegue perceber que elas
correspondem a valores que derivam de combinacdes lineares realizadas entre as
equac0es do sistema original cujas solugdes satisfazem as equacgdes de qualquer
sistema equivalente.

A andlise preliminar feita sobre o estudo dos Sistemas de Equacdes

Lineares acenou par a uma série de pontos que necessitam ser discutidos,
principalmente, quanto a questdo do apr endizado que precisa ser desenvolvido de
modo a r elacionar as formas de registro de representacdo; dai a preocupacao deste
trabalho de pesquisa em elabor ar e desenvolver uma sequéncia didatica
relacionando dois tratamentos (o Método da Substitui¢do e o Escalonamento
Matricial), buscando verificar o processo de converséo entre estes.

A segunda fase da Engenharia Didéatica consiste em uma analise a priori

que se faz sobre o saber em estudo; nela estéo presentes duas etapas que séo a de
descricdo do objeto e outra de previsdo de melhorias para 0 seu processo de ensino
e aprendizagem.

Na primeira etapa sdo apontadas problematicas referentes ao objeto de

estudo e, em seguida, sdo construidas hipdteses que serdo verificadas na préatica
investigativa da sequiéncia didatica a ser elaborada e desenvolvida. A elaboracao



das hipoteses se constitui elemento importante no trabalho com a Engenhar ia
Didatica, pois sdo elas que serdo comparadas com os resultados finais da sequéncia
didatica para verificar a validacdo ou ndo da mesma.

Na primeira fase da engenharia ja foram apontadas algumas questfes a

respeito do estudo dos Sistemas de Equagdes Algébricas Lineares, entr e as quais
destacamos a forma como esse conhecimento vem sendo tratado nas escolas. A
linearidade matematica sem o uso de conexdes entre 0s assuntos que envolvem o
estudo de sistemas pouco tem levado os alunos ao seu aprendizado, por isso, 0
emprego de outros tratamentos é necessario, bem como a relacédo entre eles. O
ensino de Sistemas Lineares atraves do Método da Substituicdo, tal como 0 mesmo
é trabalhado no ensino fundamental, se apresenta como uma boa abordagem
metodoldgica a ser desenvolvida em sala de aula uma vez que atraves dela é
possivel estabelecer relagdes com outras formas de registros de representacao.
Diante dessa per cepcdo, estabelecemos como hipétese para o trabalho de
pesquisa aqui apresentado assumir que o aprendizado do Método do
Escalonamento se d& mediante a conversao de registro por meio do Mét odo da
Substituicdo. E isso que buscar emos mostrar na proposta apresentada.

A terceira fase da Engenharia Didatica trata da aplicacdo da sequéncia

didatica onde entra em prética o saber didatico do professor e todo o seu arcabouco
tedrico. Nessa fase, a sequéncia didatica proposta devera ser desenvolvida através
de uma abor dagem metodoldgica que privilegie a criticidade e a reflexdo, numa
perspectiva de construcdo de um saber consciente e indagador em meio a uma
praxiologia desenvolvida sobre o objeto matematico em estudo.

A elaboracgdo de uma sequiéncia didatica exige toda uma preparacao,
conforme mostra Pais (2002):

“Uma seqliéncia didatica é formada por um certo nimero de aulas
planejadas e analisadas previamente com a finalidade de observar
situacOes de aprendizagem, envolvendo 0s conceitos previstos na
pesquisa didatica. Essas aulas sao também denominadas sessoes,
tendo em vista o seu carater especifico para a pesquisa. Em outros
termos, ndo séo aulas no sentido da rotina da sala de aula. Tal como
acontece na execucao de todo projeto, € preciso estar atento ao
maior numero possivel de informagdes que podem contribuir no
desvelamento do fendmeno investigatorio” (p.102).



A respeito da fase experimental da Engenharia Didatica, Artigue apud

Machado (1999) diz que antes da realizacdo da seqiiéncia didatica, faz-se
necessario deixar claro os seguintes pontos:

- Explicitar os objetivos e condicdes de r ealizacdo da pesquisa: No caso

da pesquisa desenvolvida neste trabalho, o objetivo da mesma foi
verificar se os alunos conseguem desenvolver a conversédo do Método
da Substituicdo no Método da Eliminacdo Gaussiana, mais conhecido
por Escalonamento Matricial. As condicGes de realizacdo da mesma
estdo descritas no sub-item 3.2 a seguir evidenciado;

- Estabelecer um contrato didatico: Sequndo Brousseau (1986), o

contrato didatico consiste num “conjunto de comportamentos do
professor que sdo esperados pelos alunos e o conjunto de
comportamentos dos alunos que sdo esperados pelo professor. E 0
conjunto de regras que determinam uma pequena par te explicitamente,
mas, sobretudo, implicitamente, o que cada parceiro da relacéo
didatica devera gerir e aquilo que, de uma maneira ou de outra, ele

tera de prestar conta perante o outro”.

Na pesquisa realizada ficou estabelecido que seria apresentado

aos alunos um conjunto de questdes envolvendo o estudo de sistemas,
0s quais deveriam ser resolvidas aplicando o Método da Substituicdo
até que os alunos se dessem conta da automacao do processo de
resolugéo. Paralelamente a isso, seriam realizadas reflexdes diante
das respostas apresentadas buscando a compreensdo do objeto
matematico estudado.

Foi acordado que ndo haveria aula expositiva diretamente e que

no decorrer da resolugdo das questdes apresentadas, as mesmas iriam
sendo socializadas estando corretas ou ndo, sem que houvesse
desrespeito diante dos resultados apresentados.

O importante er a que os alunos demonstrassem a compreensao

que estavam tendo a respeito do estudo de Sistemas de Equacoes
Algébricas Lineares mediante a aplicacdo do Método da Substituicdo, e



partissem dessa compreensdo par a construcdo do seu propr io
conhecimento em meio a um fazer matematico reflexivo;

- Aplicacdo dos instr umentos de coleta de dados: No caso da pesquisa

realizada os instrumentos usados foram as proprias questdes de
Sistemas Lineares apresentadas aos alunos em sala de aula e que
foram resolvidas por eles;

- Registrar as observacoes feitas durante a experimentacdo: Foram

registradas as solucdes dos alunos nas folhas de papel que continham
as questdes sobre sistemas e, também, foram gravadas algumas
conver sas a respeito das reflexdes realizadas durante o processo de
resolucéo dos sistemas.

A terceira fase da Engenharia Didatica, que corresponde a fase

experimental da seqliéncia didatica, esta apresentada no capitulo V desta
dissertacdo, onde a varidvel de observacao da proposta esteve centrada em
verif icar a conversdo dos registros de representacgéo.

A Ultima fase de analise a posteriori e de validacdo da seqiiéncia didatica foi

apoiada sobre todos os dados colhidos durante a experimentacao constante das
obser vag0es realizadas durante cada sessao de ensino, bem como das produgées
dos alunos no processo de resolucao dos sistemas. Nessa fase é verificado se o
aprendizado foi consolidado determinando, assim, a validacdo, ou ndo, da seqiiéncia
didatica empregada.

Na Engenharia Didatica a fase de validacdo da sequliéncia didatica € feita

durante todo o processo de desenvolvimento da proposta em meio a uma constante
confrontacdo entre os dados obtidos na analise a priori e na analise a posteriori,
onde é observado se as hipoteses levantadas no inicio da pesquisa foram
confirmadas.

Considerando a sequéncia didatica a ser descrita e analisada no capitulo V,

a validacéo ou ndo da mesma foi obser vada a partir da conversao dos registros de
representacdo semiotica em meio ao emprego do Método da Substituicdo que,
possivelmente, dever a ser convertido no Método de Escalonamento no processo de
resolucdo de Sistemas de EquacBes Algébricas Lineares.



Diante do conhecimento das fases que delineiam a Engenharia Didética, €

possivel perceber 0 novo horizonte que esta abor dagem metodologica pode dar as
praticas educativas desenvolvidas em sala de aula tendo em vista a possibilidade de
considerar a prépria pratica de ensino como objeto de investigacdo sujeita a
mudangas na medida em que s&o observados os resultados alcangados.

O novo horizonte acima referido pode ser confirmado pelas palavras de Pais
(2002) quando diz que:

“Trata-se de uma sistematizacdo da pesquisa de maneira que ciéncia
e técnica sdo mantidas articuladas, estabelecendo melhores
condicdes de fluxo entre as fontes de influencia descritas pela
transposicdo didatica. Nesse caso, o saber académico € constituido
pelos resultados da pesquisa, enquanto que suas constatagdes
praticas estdo relacionadas com o saber a ser ensinado. A estrutura
proposta pela engenharia didatica mantém um elo de aplicacéo entre
esses dois saberes, aproximando a academia das préaticas

escolares”. (p.104)

Portanto, a Engenharia Didatica constitui-se um referencial metodolégico

importante e viavel para desenvolver pesquisas que tratem do processo de ensino e
aprendizagem uma vez que permite compreender os efeitos causados pelas praticas
docentes realizadas em sala de aula.

3.2 - CONHECENDO O LOCUS E A DINAMICA DE DESENVOLVIMENTO DA
SEQUENCIA DIDATICA PROPOSTA NA PESQUISA

A sequiéncia didatica proposta na pesquisa foi desenvolvida com 24 alunos

que estavam cur sando a 22 etapa do ensino médio da EJA em uma escola da rede
publica estadual de ensino, do municipio de Belém, no segundo semestre de 2006
ao longo de trés meses de trabalho.

A escolha de uma turma da EJA para desenvolver a proposta se deu em
funcéo de dois motivos:

1 — Era uma turma com a qual tinhamos contato.
2 — Era uma turma que ainda néo havia estudado Sistemas de Equacdes

Algébricas Lineares e que poderia estar aprendendo o assunto através da conversao
de registro de representacéo.

Mas quem séo os alunos da EJA?



Antes de especificar quem sdo os alunos da EJA, é importante e necessario

ter clareza de que ndo sdo quaisquer jovens e adultos que participam dessa
modalidade de ensino. Em sua grande maioria sdo trabalhadores, pobres, negros,
desempregados, subempregados, oprimidos e excluidos que retornam aos bancos
escolares em busca de uma formacéo que os ajudem a superar as dificuldades
financeiras ou mesmo sociais, nas quais geralmente se encontram.

Hage (2004) caracteriza os alunos da EJA da seguinte forma:

“Sao jovens e adultos que na idade propria tiveram negado o direito
de realizar o seu processo de escolarizagdo com sucesso e que
depois de um longo tempo sem contato com os estudos voltam a
estudar mesmo diante das dificuldades que seréo enfrentadas ao
longo do processo de ensino e aprendizagem. (p.3)

A heterogeneidade que permeia a constitui¢do dos alunos da EJA desafia

os educadores a elaborarem propostas de intervencao diferenciadas, face as
distintas realidades e especificidades dos sujeitos, 0 que acaba por justificar , mais
ainda, a escolha da EJA para a realizacdo da seqiiéncia didatica desenvolvida nesse
trabalho de pesquisa.

Durante o desenvolvimento da seqliéncia didatica, houve a interrupcéo das

atividades durante varios momentos devido a problemas de reformas estrutur ais
realizadas na escola e, também, em decorréncia do periodo das elei¢bes Federais e
Estaduais que acontecer am naquele mesmo instante.

Dentro da pr ogramacao estava pr evisto a proposta de ser desenvolvida no

maximo em 20 aulas, mas como isso nao foi possivel dentro do espaco de tempo
predisposto pela escola, e em funcdo dos problemas vivenciados, foi necessario ser
providenciado um outro momento e espaco para a realizagédo das atividades.

Como os alunos estavam cientes do que estava sendo desenvolvido com

eles, ou seja, sabiam que estavam participando de uma pesquisa para a qual

estavam motivados a participar, devido a maneira como o trabalho vinha sendo
conduzido, partindo de um processo dialdgico e reflexivo frente ao saber estudado,
conforme o especificado no contrato didatico, ficou facil solucionar a questdo da falta
de tempo e espaco necessarios para desenvolver as atividades. Diante do problema,
os alunos aceitaram a proposta de estudar aos sdbados o que permitiu desenvolver,
com uma certa tr anqiiilidade, a pesquisa.



No primeiro momento de desenvolvimento da pesquisa foi aplicada uma

série de problemas do 1° grau com uma e até duas incognitas para verificar o
conhecimento que os alunos tinham quanto a forma de resolver sistema
empregando o Método da Substituicdo, conforme Ihes havia sido ensinado na sexta
série do ensino fundamental. Todos os problemas foram r esolvidos em grupos
constituidos de quatro ou cinco pessoas, 0s quais foram formados de maneira
espontanea pelos proprios alunos. O proposito de se trabalhar em grupo foi o de
conduzir os alunos a desenvolverem um aprendizado colaborativo8 através do qual
teriam a oportunidade de desenvolver e compartilhar um objetivo comum; socializar
0 entendimento e o processo de resolucédo dos problemas apresentados, bem como
tentariam resgatar juntos os conhecimentos prévios existentes a respeito da
resolucédo de Sistema de Equacbes Algébricas Lineares, conforme lhes havia sido
ensinado na sexta série do ensino fundamental.

Mesmo nos grupos, alguns alunos ainda se sentiam inibidos em participar
do processo de resolucdo dos sistemas apresentados. Alguns fatores que justificam
as limitagcdes observadas podem estar ligados a:

1 — Dificuldade de comunicacdo em matematica;
2 — Dificuldade com a leitura e interpr etacdo dos problemas matematicos

apresentados;

3 — Ndo dominio das quatro operac¢oes;

5 — Alguns alunos ndo lembravam como se r esolvia sistema aplicando o
Método da Substituicéo;

4 — Medo de errar, possivel efeito da relacdo de poder existente em sala de
aula; etc.

No decorrer da realizacdo da seqliéncia didatica, os limites apresentados

pelos alunos foram sendo trabalhados diante de reflexdes realizadas sobr e as
préprias respostas apresentadas. Assim, gr adativamente, os problemas envolvendo
sistemas foram sendo estudados partindo, inicialmente, do estudo de equacdes,
perpassando pela constr ucdo de sistemas com duas incognitas até chegar aos
sistemas mais complexos, conforme sera mostrado no capitulo V.

8 Aprendizagem cooperativa ou colaborativa é um process o no qual os membros do grupo ajudam e confiam uns
nos outros para atingir um objetivo acordado. O termo “aprendizagem colaborativa” deve ser compreendido aqui
com o sendo fruto do trabalho cooperativo entendido como o desempenho de uma tarefa com um Unico objetivo



A resolucéo dos sistemas foi tr abalhada através da aplicacdo do Método da

Substituicdo tendo, como justificativa para o uso intenso do referido método fazer
com gue os alunos automatizassem 0 seu pr ocesso para que pudessem, a partir
dele, chegar ao Método de Escalonamento, ou seja, queriamos que os alunos
realizassem a conversdo de registros de representacdo. A esse respeito, Duval
(2003) diz que:

“Geralmente, no ensino, um sentido de conversao € privilegiado pela
idéia de que o treinamento efetuado num sentido estaria
automaticamente treinando a conversao no outro sentido”. (p.20)

Desde o primeiro momento, a acdo educativa desenvolvida em sala de aula

vinha sendo objeto de investigacao, pois a medida que os alunos iam estudando as
Equacbes e os Sistemas de Equacdes Algébricas Lineares aplicando o Método da
Substituicdo tinham a oportunidade de manifestar a compreenséo a respeito do
objeto estudado, bem como apresentar as dividas inerentes ao mesmo, as quais
passavam por um processo de analise, discussao e reflexdo até que os alunos se
dessem conta da sua compreensdo, ou seja, até que apreendessem os significados
do que estava sendo estudado.

Assim que os alunos manifestaram “seguranca’” quanto ao uso do Método

da Substituicdo no processo de resolucéo dos sistemas, ou seja, quando
demonstraram ter automat izado o processo de resolucéo, o referido método foi
aplicado no estudo de sistemas genéricos para que o0s alunos percebessem uma

regularidade matematica existente entre os coeficientes das incégnitas que
compunham os sistemas apresentados. A percepc¢ao dessas regularidades
possibilitaria desenvolver a solugdo de sistemas atr avés de um outro tratamento
matematico, no caso, o Método do Escalonamento, caracterizando a conversao de
registro de representacao.

Foi seguindo essa trajetdria que nossa pesquisa foi desenvolvida tendo

como referencial para as analises realizadas os estudos da Teoria de Registros de
Representacdes Semidticas de Raimund Duval.

em comum onde todo conhecimento é construido em conjunto e negociado, havendo um fluxo continuo de
comunicacdo. Ver Espinosa (2003).



CAPITULO IV
O METODO DA SUBSTITUICAO E O METODO DO ESCALONAMENTO NA
RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES ALGEB RICAS LINEARES

Resolver um Sistema de EquacGes Algébricas Lineares significa envidar

esforcos sistematicos para encontrar uma solucgéo do sistema. Entre os esforgos
sistematizados, que denominamos de métodos, destacamos dois, através dos quais
estabelecemos conexdes buscando a conversdes de registr os de representagédo. O
primeiro método evidenciado, que € objeto do ensino fundamental, foi 0 Método da
Substituicdo e o segundo, objeto de estudo no ensino médio, foi o Método do
Escalonamento. A percepcao da conexdo existente entre os r eferidos métodos se
constitui parcela importante para consecucdo de nosso objetivo, dai tratarmos dos
mesmos neste capitulo.

4.1 -0 METODO DA SUBSTITUICAO.

O Método da Substituicdo, ou Método da Substituicdo e Eliminacao,

consiste em escolher e escrever uma incognita em funcdo das outras a partir de uma
equacdo fixada e substituir nas demais equacdes, com o proposito de elimina-la
nessas equacdes, obtendo- se, assim, um novo sistema mais simples de resolugéo
que o sistema anterior. Caso a primeira substituicdo de uma incognita nas demais
equacdes ndo tenha sido suficiente para encontrar a solugdo do sistema, continua-
se 0 processo escolhendo e fixando nova incdgnita e equacdo para substituicao, e
conseqliente eliminacdo da incognita nas demais equacdes até que a solugdo seja
alcancada.

Tal procedimento, como o descrito anteriormente, é facilmente

sistematizado e permite a anélise e resolucdo de sistemas com um numero qualquer
de equac0es e de variaveis por meio de manipulacdes algébricas elementares,
conforme mostramos por meio de exemplos a seguir.



Considerando o sistema

3x +2x - X =5 (1)

2x 3x + x =4 (2)
i 3)

x-4x +2x =4

Fixando a primeira equacéo e escrevendo essa equacao evidenciando a

incognita 1 X par a eliminar nas demais equagoes, segue que:
X 4= X !
1378 o

X ~
Substituind021 X nas equacoes 2 e 3 temos:

3

13 2
2 -3X + x 4 - Y X+ -
8- 9(2: 9; 2 3 3 )? 2= 3 5
52 1 5
6}9( e( -4x +2 x =4 3—)&x +7. 1
2 3 2 3 3 2=3 ,
Dessa primeira substitui¢do e eliminagdo da incognita 1 X no sistema, resulta

0 novo sistema, que é mais simples que o sistema original;

521 s
Se123X )FX-3+3,§n a0 m
13
X—X +-3 -3
14 5 72
- YamX + -
3 2= 3 3

Observamos nas du%s ultimas equacdes do sistema acima que a incognita
X n&o aparece por ter sido eliminada com o processo de substituicdo. No entanto, a
1

solucdo ainda ndo se mostra evidente, o que nos exige selecionar e fixar nova
incdgnita e equacdo para repetir o processo tomando as novas equacdes reduzidas
encontradas, ou seja, a segunda e ter ceira equacdes. Assim, fixando a segunda
equacao no novo sistema e evidenciando nessa equacao a segunda incognita,
encontramos a expressdo abaixo.

2X 5

213 13



A expressio definida para 2 X , ao ser substituida na terceira equagao,

resulta em:

42 5 oy 4 7 21 63
T T8l =3 s oy X
7 7 28 70 7
Dessa ribva substituicdo se evidencia o novo sistema ainda mais simples a
sequir.

521
SelZg()FXg‘—ﬁ -

NS
X2 TS,—els O mm

21 « 63
39 3=39
Como pode ser observado, a solugédo do sistema € evidenciada, a comegar
pela terceira equacdo que explicita o valor da terceira incognita 3 3 X = . Substituindo

esse valor na segunda equacao encontramos o valor da segunda incognita.

xx:x-42-5-2-5§>< 1 [— X _
,s, 13131313 2=

Com esses valores encontrados, substituimos na primeira equacao para
encontrar a primeira incognita.

52
X XXl

123133 3

(=Y
(6]

"

-2>:<I'i->< 2 m ml3m Xl—
33 -

w

Comisto,2x,1  xe3  xéasolucdo procurada, ou seja, esse
resultado corresponde a valores que satisfazem as equacdes do sistema.

De modo geral, 0 Método da Substituicdo transforma um sistema de m

equacOes e n variaveis, a partir de uma serie de substituicdes convenientes de
incognitas nas equagdes posteriores, com o0 proposito de obter um sistema que
evidencie a solucéo, e isso € obtido pelo arranjo das fixacGes das equacdes e
substituicdes de incdgnitas de modo conveniente no sentido de se obter um sistema
mais triangular possivel.



A sequéncia de sistemas encontrada nesse processo tem como propriedade

possuir uma mesma solucdo, pois as substituicdes assumem que as incognitas
substituidas venham a satisfazer, garantida a existéncia de solucéo, todas as
equacOes dos sistemas gerados por esse processo. De fato, se denotarmos o
sistema na forma abaixo.

3R XX EO= =
2BPXAEQ . = =

X ¥ X 24 0 E- 0

123123 3

Podemos, entdo, escrever o novo sistema como segue. Evidenciando a

primeira incognita na primeira equacao.

xmxéé(é%x i -= wm@25/F415703 f10 d31 347.28 496.05 ()

Substituindo a primeira incégnita na segunda equacao.

23;1—:2%(%3(-)(96( -+-+-+-= .ggesxixxx. 2340
(2>8><4M5115.-7:19§®10d|-_142]3%27]2.65 0 0132232 371.97 p
23213333

e substituindo a primeira incégnita na terceira equacéo.

5 5213
3 3333
0 x #iB4ABF19 5 01 UBATATER X909 1482496 219.09 1 ()

123123

éxxmxmﬂ)@w -= n n 4240

2323231123

W'

1477
- mEX Xt ] -
2331 3333



para obter:

'E:.l.
)(111)30 E =
200 1
EEMo
20 E.
EE 3

31

ou de forma geral

kkkk 11

emque1  adenota arazdo entr e os coeficiente da primeira incognita
k
presentes na equacao k e na primeira equacéo, respectivamente.

Assim, se EEEEE &E 9, ou seja, a solucio do 6istema

12311 k kk

anterior é solugdo do novo sistema e reciprocamente a solu¢éo do novo sistema é

solucdo do sistema anterior, pois se '
E EBABEX3- .

111 k kkk

De modo similar, podemos mostrar que o segundo sistema obtido tem a

mesma solucdo do primeir o e, portanto, a mesma solugdo do sistema original,
recipr ocamente, a solugdo do sistema original € solucdo do primeiro e, portanto,
solugéo do segundo.

Das expressdes acima, podemos observar que esse raciocinio pode ser

facilmente estendido para mostrar a equivaléncia dos sistemas obtidos pelo Método
da Substituicdo quando aplicado a sistemas com um namero qualquer de equacdes
e incdgnitas, conforme mostraremos no capitulo V.

4.2 — O METODO DE ESCALONAMENTO.

A intencdo do Método de Escalonamento consiste em transformar o sistema

inicial em outro equivalente, isto €, com 0 mesmo conjunto de solugdes, com a forma
mais triangular possivel, de forma a per mitir facilmente a anélise e evidenciar a



solucéo procurada quando existir. Como se observa, a intengdo é a mesma do
Método da Substituicéo.
Para se obter a for ma mais triangular possivel no Método de

Escalonamento, r ecorre-se as operacdes elementares com as equagdes, que na
forma descrita por Steinbr uch (1987) podem ser postas como:

1 — Permutacéo entre duas equacoes;

« Tomando como exemplo o sistema considerado anteriormente, ou
seja:

32 BXRAEED= =
20PN E) = -

X Bdd 24 0 ET 0

123123 3

E possivel permutar a primeira e terceira equacdes, ou seja, 1 Ee3

r eescrever o sistema:

X%x4240

Z8hp =
32%R

123

+ - -=

Aqui destacamos que permutar duas equac6es ndo modifica a solucdo do

sistema, visto que permanece 0 mesmo conjunto de equacdes e, portanto, tais
sistemas sd@o equivalentes.

2 — Multiplicacdo de uma equacgdo por um namero r eal diferente de zero;

* Quando se deseja multiplicar a primeira equacao, por exemplo, por

1
%  se escreverd assim:

51
X X == 00
123’1%33' - -
28dOD= =

X x5 24 0 ET O

123 3



Observamos que o sistema obtido pela multiplicacdo de um nimero real ndo
nulo em uma das equacgdes do sistema anterior tem 0 mesmo conjunto solucéo ja
que'00

EEE =.Novamente a equivaléncia dos sistemas envolvidos é
k k k

verificada.

3 — Substituicdo de uma equagao por sua soma com outra equacgao

previamente multiplicada por um namero real diferente de zero.

* Quando se deseja substituir a segunda equacéo, por exemplo, pela

soma dela com a 12 equacdo, previamente multiplicada por 2 - ,ge
escrevera:
3280 - = =0 300 - =
21352
2%&&9":9EXX-= -+-= 5333 - - m O
X % UERHX00 4 2 4 0 .

123
3123

A ter ceira operacdo elementar definida por 2 1

EE ,?mo pode ser

notada, pode ser vista como a substituicdo da primeira variavel na segunda

oper a¢do ja evidenciada para mostrar que 0 Método da Substituicdo gera um
sistema equivalente e, portanto, tal operacdo elementar constitui o proprio Método
da Substituicdo em que se opera somente com 0s coeficientes das incognitas.

Todos os sistemas acima apresentados nos exemplos séo equivalentes e,

portanto, apresentam a mesma solucdo. Assim, € possivel pensarmos uma
sequéncia de operacgdes elementares com as equacdes de modo a obter um sistema
mais triangular possivel, buscando evidenciar uma solucéo, caso exista.

E necessario, entretanto, cuidados quanto ao uso das operacoes

elementares para eliminar uma incognita, pois sua inadequacdo pode levar a
catéstr ofe significativa na resolucdo de um sistema como exemplificamos a seguir.

X ¥+ = 1 E =0 X XX+ = 1
X¥xEE20 1 --= e
XAGER Y = -

1233223



A terceira operacdo elementar citada por Steinbruch (1987) quando aplicada

simultaneamente envolvendo as mesmas equacgdes, embora elimine a primeira
variavel na segunda e ter ceira equac@es, produz um sistema obviamente nao
equivalente ao sistema original.

SituacBes como a descrita acima tém contribuido para a soma de

insucessos dos alunos mediante a resolucao de sistemas pelo Método de
Escalonamento, evidenciando, entdo, que o dominio do uso das operac6es
elementares ndo € suficiente para a resolucéo do sistema. Ha a necessidade de se
estabelecer critério que assegure a obtencdo de sistemas equivalentes e isso
consiste em n&o realizar, num mesmo sistema, oper a¢des elementares
simultaneamente que envolvam o mesmo par de equagdes. A ndo observancia
desse critério pode levar o método a se reduzir a simples tentativas de tornar o
sistema mais triangular possivel, como, ndo r aro, observamos em sala de aula nas
acdes de nossos alunos.

Acreditamos que o abandono das incognitas nesse processo constitui uma

perda do significado da manipulacédo algébrica nas equagdes do sistema, ja que se
oper a somente com os coeficientes delas, e que é agravado por regras operatorias
entre as equagdes estabelecidas a priori, sem significado direto com a acao
algébrica de resolucdo do sistema, mas de torna-lo mais triangular possivel e que
podem levar a insucessos como 0 acima descrito.

O processo abstrai as incognitas, desvinculando a resolucdo do sistema de

seu significado primeiro que € o de encontr ar essas incognitas. Assim, o Método do
Escalonamento é formulado por meio da manipulacéo dos coeficientes das
incdgnitas usando as operacgdes elementares das linhas de uma matriz que
representa o sistema. A matriz € uma abstracdo do sistema, visto que tal
representacdo desvincula o sistema de qualquer situacdo contextual que por ventura
esteja associada.

Para mostrar isso, consideramos o sistema do exemplo adotado no Método de
Escalonamento e sua representacdo matricial abaixo.

32%8215
28%2114

123

X% X424 1424

123



O método é entdo empregado usando as operagdes elementares com as

linhas, na forma posta por Steinbruch ( 1987), por exemplo, de modo a tornar o
numero de zeros das linhas da matriz, tomados da esquerda para a direita e em
posicdes sucessivas nas linhas, maior ou igual ao numero de zeros da linha anterior
disposto como descrito. Em outras palavras, tornar a matriz mais triangular possivel
COMO mostramos a seguir .

3215- EE
2114 2t
1424 EE
31 ?’
EE eé%
a ter ceira operacéo elementar definidas aqui pelas relacées 213 1

foi aplicada simultaneamente, mas ndo envolvendo o mesmo par de linhas. A
primeira linha é fixada e combinada com as demais de modo a tornar nulo o primeiro
coeficiente das demais linhas, assegurando que cada uma dessas operagdes,

quando executadas isoladamente, levam a mesma matriz que seria obtida pela
aplicacdo consecutiva das operacgdes indicadas e, portanto, preservando a
equivaléncia do sistema or iginal com o0 novo sistema associado dessa matr iz. A
matriz resultante ap6s as operag6es indicadas é mostrada a seguir.

3BX —
%23- -
- 083 352
03 ﬁ " m cujo sistema associado é 123 - -

477
0332’ L = 088’ ' w  u

123

3215 -



Continuando, repetimos o processo a partir da segunda linha e segunda

coluna, agindo como se ndo existisse a primeira linha e a primeira coluna. Assim, em

14
U . E E faca tornar nulo o segundo elemento
relagdo a matriz posta a operagdo 3 1 13

da linha abaixo da segunda linha.

3215 -
03&52- -
14
033 o w EE ™
31
que resulta
32-15
0-&&2- -
00393£63-

Continuando o processo, agimos como se ndo existissem as duas primeiras

linhas e duas primeiras colunas, ou seja, a partir da ter ceira linha e terceira coluna.
Como nao ha linhas abaixo da terceira linha, o processo € dado por encerrado e
escreve-se 0 sistema que pode estar associado a essa matriz, a seguir :

3ROX —
23 aA
0X3x3 352- -

123
21 63
0040 38 wm -

123

O método acima exposto pode ser sistematizado como segue:

1- §IE o-lp-)rﬁeiro coeficiente da primeira linha for nulo, entdo, previamente, a

partir da primeira linha 1 E , tomada como linha de referencia, escolha a linha s

que tem na primeira coluna, tomada como coluna de referéncia, coeficiente



diferente de zero e permutamos com a primeira, assumindo que a nova primeira

linha é a linha s E
E e que a nova linha s E é a antiga linha 1 .
2- Substituimos cada linha k E , abaixo da linha 1 E, por nova linha
E.E:Q’I%m que 1 a denota a razao entre o primeiro coeficiente presente na
k k k 11 k

linha k e na primeira linha, respectivamente.

3- Repetimos esse procedimento apds cada etapa, eliminando as linhas e

colunas ja referenciadas nas etapas anteriores até que nao haja mais linhas abaixo
da nova linha de referéncia.

Tal procedimento pode ser mecanizado, ou melhor, automatizado e tem

permitido encontrar a solucao de sistemas lineares por meio de computadores desde
o ultimo seculo, mas tal aplicacdo por computadores ou por meio do fazer manual do
lapis e papel é desprovido do significado das equacdes pela abstr acdo das matrizes

e operacgdes elementares com suas linhas que surgem como num passe de magica,
previamente definidas.

No entanto, como podemos observar, as operacdes elementares podem ser

vistas claramente como decorrentes da sistematizacdo do Método de Substituicéo
como fica evidenciado quando buscamos justificar a equivaléncia dos sistemas
obtidos pelo Método da Substituicdo e o desenvolvimento do Método do
Escalonamento.

De fato, as opera¢6es de permutacao correspondem a permutacdo, quando

conveniente, de duas equac@es. O produto de um nimero real ndo nulo por uma
linha da matriz ganha significado quando associado ao de multiplicar uma equagéo
por um numero real ndo nulo. N&o teria significado multiplicar uma equacéo por
zero, pois eliminaria tal equacéo do sistema. Essas operacdes se apresentam, ora
explicitamente e ora implicitamente, no Método das Substituicdes. A terceira

oper acao elementar corresponde a substituicdo de uma incognita em outra equacéo,
COMO mostramos a seguir .

Na k-ésima etapa do Método da Substitui¢do, iremos substituir a k-ésima
incdgnita nas equacdes que estdo abaixo dela. Para efetuarmos essa substituicao,



alertamos que a k-ésima equacéo do sistema equivalente ao sistema or iginal € da
forma a sequir.

0..0 .axaxaxb=
e para ayésima‘eguacao sera da forma

assim2suBstifir*ma i-ésima equacao é
ikkikkinnil+l

ax Qranhifpax/E4 15286 o 1 0164.358%63616.784.31650285 S () G
445285 £1°001341.04616.77 “1115.285 ()

) 000 G 2904 568.53 p 305.52 56853 S 0G /F4
15.285 f1001462564.69 115285 ()



foi isso que desenvolvemos na sequéncia didatica realizada neste tr abalho de
pesquisa, cientes de que o processo de automacéo dos tratamentos favorece o
processo de conversao dos registros, conforme afir ma Duval (2003): “Geralmente,
no ensino, um sentido de conversao é privilegiado pela idéia de que o treinamento
efetuado num sentido estaria automaticamente treinando a conversao no outro
sentido” (p.20).

Diante dessa percepcao, trabalhamos com os alunos a mecanizacdo do uso

do Método da Substituicdo para, em seguida, verificar se eles conseguiriam
estabelecer uma conexdo com o Método do Escalonamento, conforme descrevemos
no capitulo a sequir.



CAPITULO V
DESENVOLVIMENTO E ANALISE DA SEQUENCIA DIDATICA: o Método da
Substituicéo e o processo de conversao de registros de representacdes
semidticas.

O Método da Substituicdo e Eliminacdo constitui o eixo da nossa seqliéncia

didatica com o propdsito de levar os alunos a tomarem consciéncia do processo de
resolugdo de um sistema de tal forma que consigam desenvolvé-lo sistematizando-o
e operando somente com os coeficientes das incégnitas, ou variaveis, como ocorre
no processo de resolucdo através do Método de Escalonamento.

Nesse sentido, inicialmente, buscamos evocar a conversao de registro da

lingua natural para o registro matematico algébrico em meio a resolucao de sistemas
contextualizados envolvendo situacdes da vida real, a fim de despertar a atengéo
dos alunos para a presenga, mesmo que implicita, do nosso objeto de estudo nas
formulacdes de diferentes situagdes problemas.

Assim, comegamos enfrentando varias situacdes-problema envolvendo a

resolugéo de equacdes lineares entre as quais destacamos:

Situacdo Problema 1

- Veja o preco de cada peixe para 0 aquario:

Espécie 4: Cada peixe custa x reais. Espécie B: Cada grupo de 5 peixes cus-
ta (x + 3) reais.
- Se eu quiser montar um aquario com 5 peixes da espécie A e 10 peixes da

espécie B, vou gastar R$ 48,00. Qual € o preco de cada peixe?

(Fonte: NAME, Miguel. Tempo de Matematica. 62 série, 1996, p.89)



Uma for mulacao esperada para a situacao problema apresentada
anteriormente seria:

A=x, sendo Ao preco do peixe da espécie A
5B=x +3 e Bo preco do peixe da espécie B
5A+10 B =48

Observamos que tal problema constitui um sistema de trés equagdes com

trés incognitas, e que pode ser reduzido a uma equacgao por meio de substituicdes

na ter ceira equacdo das incognitas A e B, isoladas na primeira e segunda equacdes,
respectivamente, ou seja,

A=x, 5B=x+3  5x+10 X??* = 48
sx+2()e 3/F4615.871 £1001188.88499.65 1)

Normalmente, questdo como a acima apresentada € visualizada e resolvida

diretamente através da construcdo de uma Unica equacdo, ficando implicita a
percepcao de um sistema diante da equacédo construida, conforme demonstra uma
das varias for. mtilapdes-apr-eseritadas pelos alunos a seguir:

Ex 4 Lo (w13 = @

3% & ApA4 3c = 48
16% = 48 -30
iIsx = 18 \a.l S% 2 8.4, =49
a1 -2 '\JL 410 (x43) = o {1.513)
§9 o2 lc--(:f‘«-ﬁ) = 45
S T 1 az 4,5 2 Bra 45

Aqui o sistema se apresenta de forma implicita, pois o aluno buscou

formular o problema como uma Unica equacéo para, em seguida, explicitar as outras
incgnitas A e B solicitas no enunciado. Isso acontece, ndo raro, na formulagéo de
problemas quando a substituicdo € feita implicitamente e se explicita ja a equacao
final, o que pode levar a formulacéo algébrica ndo congruente com o enunciado do
problema, como se observa acima. Acr editamos que a atitude do aluno pode

decor rer da omisséo, ou ndo explicitagédo, de relacbes existentes entre as grandezas
envolvidas no problema, o que constitui, sem ddvida, um err o de fazer matematico



na formulacgéo de situacdes problemas. Tais erros de fazer podem ser induzidos pelo
fazer escolar do professor que formula situa¢fes-problema com tais substituices
sem explicita-las, omitindo-as de quem assiste a formulacéo, o aluno. Julgamos que
tal atitude do professor pode ser decorr ente da busca de situar os problemas como o
de uma equacéo por estar em processo de estudo o0 objeto equacdo de uma

variavel, por exemplo, ou ainda, para evitar o uso de sistemas de equagdes por
considera-los de maior complexidade.

Mesmo que o objeto de estudo seja equacao com apenas uma variavel,

devemos trabalhar a visualiza¢cdo do mesmo como um sistema quando for o caso,
pois, geralmente, a construcdo de uma equacdo emerge de outras que podem ser
associadas numa so, e isso precisa ser mostrado aos alunos.

Quando néo trabalhamos a constr ucéo de equagdes da forma descrita

acima, acabamos por desconsider ar supostos conhecimentos algébricos que o0s
alunos do ensino médio apresentam e que permitem for mular a situacao problema
como um sistema, conforme o observado anterior mente.

No processo de resolucdo da situacdo pr oblema 1 apresentada, os alunos

além de ndo visualizarem dir etamente a construcao da equagdo como um sistema,
revelaram outras dificuldades como a de realizar a conversdo do registro escrito na
lingua natural, enunciado apresentado, para o registro algébrico das equacdes,
conforme demonstra a solucao a seguir.
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Aqui, além dos alunos ndo terem conseguido realizar a conversdo de

registros, omitiram por completo as relagdes entr e as incognitas que permitem
encontrar as solugdes do problema enunciado.

A dificuldade de converséo de registro, bem como o estabelecimento de

relacdes entre as incognitas no processo de resolucéo de equacdes, ndo aconteceu
somente no enfrentamento da situacao problema 1, se mostrou, também, evidente
no processo de resolucéo da situacao pr oblema 2 apresentada a seguir:



Situacdo Problema — 2

- Em uma prova do Campeonato Mundial de Férmula 1, 14 vcarr 0s bateram logo

no inicio e ficaram fora da corrida. Durante a corrida, 27 dos c’ros tiveram de

abandonar a prova por defeitos mecanicos. Apenas 13 carros terminaram a corrida.
Quantos carros iniciaram a prova?

A situacdo problema 2 é um exercicio tipico de aritmética e, portanto pode

ter induzido o aluno a for mular e resolver o problema como segue.
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A ndo congruéncia do enunciado da situacao problema 2 com a for mulacao

matematica é evidente e revela a dificuldade do aluno em expr essar, por meio de
registros algébricos, e mesmos numér icos fracionarios, o enunciado do problema.
Tal problema, quando formulado algebricamente, se encaixa no mesmo tipo do
problema anterior, ou seja, pode ser formulado como um sistema explicitando as
relacdes entre as grandezas envolvidas, por exemplo:

Umero total de carros

éo :[1 J
B x ﬁo nlmero de carros que bateram

A x &0 namero de carros que abandoram a corrida
y

C=x3 C,o numero efetivo de carros na corrida
CA 13



E evidente que o processo de resolugdo da situagio problema 2 se pde

como um sistema de equacdes, mas que por substituicbes convenientes pode ser
reduzido a uma equacao.

Todas as observacoes feitas quanto a omissao das relacfes entr e as

grandezas envolvidas para a situacao anterior (situacdo problema 1) também se
aplicam aqui; sendo que a evidéncia do sistema nessa nova situacao foi ocultada
devido a camuflagem de perguntas como: Quantos carros iniciaram a prova? Se o
enunciado solicitasse “Quantos carros bateram?” ou “Quantos carros abandonaram

a corrida?”. A presenc¢a dessas perguntas na situagao problema em questao tornaria
inevitavel a evidéncia do sistema bem como, possivelmente, possibilitaria aos alunos
uma melhor percepcéo e compreensdo quanto ao uso dos registros necessar ios

para resolver o problema.

Como podemos observar, nas duas situa¢des problemas anteriormente

apresentadas, os alunos sentiram dificuldades para estabelecer a comunicagéo
entre registros de representacdo na lingua natural e algébrica empregados no
estudo de equacdes; todavia, diante das reflexdes r ealizadas em sala de aula, frente
as questdes estudadas, a comunicacao entre os registros de representacao
empregados, tornou-se para eles, paulatinamente, evidente ao serem discutidas as
situacOes problemas nos grupos formados em sala de aula, como evidencia a
resolucdo da situacdo problema a seguir .

Situacdo problema 3

- Em um colégio 20% dos professores ensinam matematica. Sabendo que o colégio
tem mais 28 professores que ensinam outras matérias, quantos professores ha ao
todo nesse colégio?
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A resolucéo da situacdo problema acima mostrou que os alunos passar am a

estabelecer corretamente a conversdo do registr o na lingua natural para o registro
algébrico. Vale observar, também, que os alunos exibiram claramente as relacdes
entre as gr andezas envolvidas na primeira resolucao, evidenciando um sistema de
equacOes. Além das relacOes estabelecidas corretamente, os alunos buscaram
mostrar outra formulacao na qual tais relacdes foram omitidas reduzindo diretamente
a formulacdo da reposta para o problema apresentado a uma Unica equacao,
conforme se evidencia na solugdo S2 apresentada. As duas solucdes realizadas
demonstraram a compreensdo dos alunos acerca da situagcéo problema enfrentada.

A partir dessa primeira conversédo da linguagem natural para a linguagem

algébrica que os alunos conseguiram desenvolver, podemos dizer, segundo a Teoria
dos Registros de Representacdo, que se iniciou um processo de compreensao
acerca do objeto matematico estudado.

A respeito da converséo de registro Duval ( 1993) destaca a importancia de

se tr abalhar diferentes registros de representacdo, pois sdo nesses registros que se
encontram as idéias dos alunos quanto a compreensdo que estdo tendo a respeito
do objeto matematico estudado. No momento em que o aluno consegue converter
um registro de representacdo em outro, ele demonstra a capacidade que tem de
expressar, sobre diferentes formas, a sua percepc¢édo acerca do objeto matematico
estudado. Esse €, sem duvida, o caminho para a apropriacdo do conhecimento;
saber tratar o objeto em estudo das mais variadas maneiras de representacao
estabelecendo conexdes entre os diferentes registros empregados.

O processo de ensino e aprendizagem, quando desenvolvido por meio de
conexdes entre registros de representacdo, possibilita ao aluno examinar suas



préprias idéias e contr olar os resultados obtidos, ja que tais conexdes oferecem
procedimentos de anélise e interpretacdo, além de redimensionar a
responsabilidade, ndo mais como Unica e exclusiva do professor, no processo de
aprendizagem dos alunos. O aluno, nessa perspectiva, € visto como sujeito da sua
formacéo e cabe a ele, diante de orientacOes e reflexdes realizadas juntamente com
o professor , investigar o que esta apr endendo.

Foi na perspectiva de promover conversdes de registros de representacdes

que buscamos desenvolver nossa proposta diante do estudo de Sistemas de
Equacbes Algebricas Lineares restringindo, em especial, o foco a conversdo de dois
tipos de registros: o registro algébrico presente no Método da Substituicdo para o
registro aritmético (numérico) préprio do Método de Escalonamento. Embora nossa
atencdo estivesse direcionada para a conversdo dos dois métodos ja citados, 0s
alunos fizeram, também, uso do registro na lingua natural a medida que
transformavam em equacdes ou em sistemas de equacdes os pr oblemas
contextualizados enfrentados.

Conforme podemos observar, as situacdes-problema até entéo

apresentadas, embora pudessem ter sido trabalhadas no sentido de levar os alunos
a construirem sistemas de equacdes, limitaram os mesmos ao simples estudo de
equacdes; por isso, continuamos nossa seqliéncia didatica apresentando aos alunos
sistemas de equacdes oriundos de problemas contextualizados, os quais também
foram resolvidos aplicando o Método da Substituicdo com o propoésito de
sistematizar a técnica do referido método. A seguir, apresentamos alguns dos
Sistemas, em forma de problemas contextualizados, que foram trabalhados com os
alunos:

Problema contextualizado 1

- Devo entregar 48 magés em caixas de dois tamanhos diferentes. Posso entregar 2
caixas grandes e 4 pequenas ou 3 caixas grandes e 2 pequenas. Quantas macas
vao em cada caixa gr ande e em cada caixa pequena?

Na resolucédo do problema contextualizado 1 os alunos interpretaram sem

dificuldade os significados das incdgnitas e alguns grupos, inclusive, usaram letras
diferentes das habituais para repr esentar as equacdes conforme evidenciam o0s
registros a seguir.



Enquanto uns grupos representaram o problema pelo sistema
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A mbas representacdes algébricas expressam o problema contextualizado

enfrentado, entretanto, os grupos que representaram as equagdes usando as
incognitas G e P, parecem querer expressar na representacao algébrica os

significados das grandezas que envolvem o problema, ou seja, G = nimer o de
macas que caberdo na caixa Grande e P = NUmero de macéas que caberdo na caixa

Pequena.
E importante ressaltar que o fato de alguns grupos representarem as

incgnitas apenas pelas convencionais letras x e y, ndo indica, necessariamente,
que ndo saibam o que as mesmas significam. Em alguns casos, podemos dizer
inclusive, que essa forma “mais abstrata” de representac¢do das incognitas pode
indicar um grau de complexidade mais elevado em que o pensamento dos sujeitos

Se encontra.

E m que pese a importancia da forma como os alunos expressaram 0s

registros de representacdo, nosso propdsito er a observar se 0s alunos aplicariam
corretamente, sem erros e equivocos, 0 Método da Substituicdo na resolucéo do
sistema, o que parece ter ocorr ido, conforme evidencia os r egistros de um dos

alunos a sequir.
f: n = 2] ;s o ‘ o FEREST ) QST I AV
. 5 T 40 ~ uk |l > U5 ez st~ & e S
o } sty - = ad o = Py
- S T 20 S X ; T (29 2¢F ) + 20 = X
& I
4 F 2 e ) = /: ,.._'
e ) j o f . . '
A= P oz £ 4% J A ¢ K 5 P
& . f
I Y& - 4p i 24 = P
| /
2

[
o



Na sequiéncia, o Problema contextualizado 2 a seguir evidencia a aplicacéo

do Método da Substituicdo com um refinamento, como o da possibilidade de se
permutar equacoes.

Problema contextualizado 2

- Paguei no mercadinho A R$ 12,00 por cinco quilos de arroz e dois pacotes de café.
Ja no mer cadinho B, trés pacotes do mesmo café e um kg do mesmo arroz paguei
R$ 5,00. Quanto paguei por cada quilo de arroz e cada pacote de café?

O sistema acima, embor a do mesmo tipo do problema 1, promoveu maior

interesse dos alunos por tratar de uma situacdo mais préxima do cotidiano. Levando
em consideracdo que a r esolucdo do problema 1 foi socializada e, destacando o uso
de letras no pr ocesso de representacdo que apresentam um significado mais ou
menos direto das grandezas envolvidas, podemos dizer que a solugdo do pr oblema
2 recebeu influencia direta do primeiro na forma de representar as equagdes com
incdgnitas que expressem o sentido do que est4 sendo solicitado no sistema
proposto.

O sistema construido pelos alunos foi:

{52a+3ec =42

o=

4 Foe= =

Diante do sistema construido alguns alunos perguntaram se havia problema

isolar primeiramente a incognita A da segunda equacdo para depois substituir na
primeira equacao, pois, segundo o0s alunos, isso evitaria 0 contato com céalculos
“mais complicados” envolvendo numeros fr acionarios. Foi sugerido, entdo, aos
alunos que efetuassem a resolucéo do sistema das duas formas, ou seja, isolando
num primeiro momento uma incognita da primeira equacéo e depois da segunda
equacéo a fim de que eles mesmos pudessem verificar e analisar as respostas
encontradas. Assim, os alunos resolveram o sistema das seguintes formas:
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2 - Soluééo do sistqgg isolandg-adncégnita;A.da segunda equacdo.
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Os alunos ficaram surpresos com a obtencdo da mesma resposta para

ambas as formas de resolucdo do sistema. No entanto, na opinido deles, a segunda
forma de resolucdo foi mais facil que a primeira pela simplicidade dos célculos

i, { TN
\.



efetuados. Essa segunda forma de r esolucéo, na verdade, mostrou aos alunos que
durante a aplicacdo do Método da Substitui¢do, a ordem segundo a qual a incognita
é isolada fica a critério de quem esta resolvendo o sistema. Aqui, obviamente, a
permutacdo de equacdes foi motivada pela simplicidade dos calculos, mas se
constitui num bom momento para evidenciar que tais permutagdes sao permitidas
pelo método, apontando o fato como uma operacéo dita elementar com as equacdes
de um sistema.

As duas solugdes apresentadas pelos alunos mostraram que, apés

escolhida a incognita, pode-se isolar a mesma em qualquer equacéo e substitui-la
nas demais equacges que produzira um sistema mais simples que o original até que
se encontre o valor de uma das incdgnitas com a continuidade do processo.

Ao final da resolucdo do problema contextualizado 2, depois de discutido o

significado das respostas encontradas com os alunos, alguns estudantes ainda
fizeram a seguinte observagéo:

“Pr ofessora, pelo preco encontrado para o arroz, podemos até dizer que ele

é de mar ca boa, mas ja o preco do café, hum.....NGs pensariamos duas vezes antes
de provéa-lo!”.

Dando continuidade a nossa seqliéncia didatica, propomos o problema

contextualizado 3, a seguir, envolvendo um maior numero de incdgnitas.

Problema contextualizado 3

- Uma lanchonete da cidade de Belém resolveu ofertar quites promocionais de
lanche. O quite com 1 sanduiche, 1 batata frita e 1 refrigerante custa R$ 5,00; ja o
quite contendo 1 sanduiche, 2 batatas fritas e 1 refrigerante custa R$ 6,00 e o quite
com 1 sanduiche, 1 batata frita e 2 refrigerantes sai por R$ 7,00. Qual o valor de
cada item presente nos quites de lanche promocional?

O problema contextualizado 3, por apresentar um nimero maior de

equac0es e incdgnitas exigiu um pouco mais de atencdo dos alunos. Ao resolverem
0 sistema, se deram conta que, independentemente do nimero de equacdes, era
possivel aplicar o Método da Substituicdo. Ao resolverem esse sistema, os alunos



demonstraram habilidade no uso das substitui¢des e um dominio como desejavamos
do Método dén Subsfitiiicio, conforiie evidencia a r 8solugio porelds apresentada:
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Em todos os problemas os alunos conseguiram construir os sistemas, ou

seja, conseguiram converter os registros lingtisticos em registros algébricos e
empregaram adequadamente o Método da Substituicdo. Ao resolverem os Sistemas
contextualizados diante de situacfes que se aproximavam da realidade perceberam
com mais facilidade o significado das repostas encontradas.

Depois do enfrentamento dos varios Sistemas Lineares através de situacfes

problemas contextualizadas, desenvolvemos o estudo de sistemas em forma de
problemas ndo contextualizados envolvendo varios nimeros de equacgdes e
incdgnitas. O nosso objetivo de continuar o estudo de r esolucdo de sistemas com 0s
alunos usando o Método da Substituicdo foi buscar sistematizar o processo de
resolucdo com o referido método, independente de relagdes que 0s problemas
apresentados pudessem ter com a vida cotidiana. Desejadvamos que o0s alunos
estivessem totalmente seguros quanto ao uso do Método da Substituicdo, para que
pudéssemos leva-los, em seguida, a aplica-lo no estudo de sistemas abstratos, a fim
de identificar r egularidades matematicas existentes no processo de resolugdo que
possibilitariam estabelecer a conversao do registro algébrico para o registro
aritmético. Nesse sentido, propomos aos alunos os sistemas ndo contextualizados a
seguir os quais foram resolvidos por eles.



Problema 1
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Como esperavamos, ndo foram obser vadas dificuldades quanto ao emprego

do Método da Substituicdo no processo de resolucdo do sistema. Sendo assim,

continuamos o processo de resolucdo de sistemas aplicando o referido método com
0 objetivo de que fossem observadas algumas regularidades matematicas, as quais
permitiriam estabelecer a converséo de registros. A seguir, apresentamos a solucao

de alguns alunos:
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Ao escreverem as novas equacgdes do novo sistema, os alunos se deram

conta de que a incognita s isolada a partir da primeira equacéo, ao ser substituida

nas demais equagdes, “sumia”. O “ sumigo” da incdgnita s observada pelos alunos foi
discutido buscando a sua compreensdo. Assim, dialogamos com os alunos de modo

a leva-los a observar que a incdgnita s havia sido isolada da primeira equacao e,
quando substituida em uma outra equacao, isso determinava sua eliminagéo, pois
tinha sido substituida. A partir daguele momento, a incognita s constaria apenas na

primeira equacéo.



Continuando o pr ocesso, ja que a solucdo ainda ndo havia sido encontrada,

os alunos aplicaram novamente 0 Método da Substitui¢do, mas agora, em um novo
sistema mais simples que o anterior sem envolver a primeira linha do novo sistema.
: Sl

B gt ¥4 \ =

2

Os alunos ao substituirem as incdgnitas na resolucdo do sistema se davam

conta que gradativamente as incognitas iam sendo eliminadas e foi nesse momento
que alertamos os alunos para per ceberem que tal modo de agir conduz o sistema
estudado a um novo sistema com uma formacdo triangular caracteristica de um
sistema dito escalonado, como mostramos a seguir.

s+v+t=1
-3v-1t=3
v=0

O desenvolvimento da proposta de resolver sistemas lineares usando o

Método da Substituicdo busca revelar que este método corresponde ao Método de
Escalonamento quando abstraida as variaveis, embora isso ndo seja evidenciado
nas organizacOes didaticas presentes nos livros escolares.



Continuando a busca e observacéo de regularidades matematicas no

processo de resolucéo, pr opomos o seguinte sistema:
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A percepgdo das regularidades matematicas evidenciaria um outro tipo de

registro de represen agdo no processo de resolucédo dos sistemas lineares. Diante
de tal evidéncia, os alunos teriam a oportunidade de usar outro tipo de registro para

resolver sistenassainedg-de galaﬂiﬁualuso do registr o algébrico.
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acompanhanos-as §Qg;ngsg resentadas pelag;alunos, destacando que nem todos
0s grupos optar am por resolver o sistema seguindo a mesma or dem de numer acéo
das equacdes, isolando incognitas em diferentes equacdes.
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Solucéo dos alunos:
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Neste momento foi perguntado aos alunos se haveria uma outra forma de

arrumar o sistema encontrado e por qué? Foi quando eles ratificar am a
independéncia de ordem das equacgdes no sistema, uma vez que o importante é
encontrar o valor das incognitas que satisfazem todas as equaces. Com este



pensamento arrumaram as mesmas de modo a coloca-las numa or dem decrescente
guanto ao nimero de incognitas das equacdes do sistema ficando:
Y 3 ,.la- g o= 3
Y, 3o gy o <
¥ T3 3
o= 2 T -
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O episodio evidenciado mostrou que os alunos tinham consciéncia do
porque era permitido realizar a permutagéo entre as equagdes que compunham o
sistema.

Diante do sistema reor denado construido, ja que 0 mesmo ainda ndo havia

sido resolvido, os alunos continuaram a resolucéo aplicando novamente nova
substituicéo.

-

ek Mt 234 W= 3

'*-})"33; i AU iy oy L’f)
B R B S

. ”" = -4 ‘.5__—_,“;}_ W -3 = o 23 +ud = 2.‘

No momento em que os alunos iam fazer a substituicdo do valor de y na

equacao 3, depararam-se com a inexisténcia daquela incdgnita na equacao, dai,
entdo, ndo terem alterado a mesma.

Assim, 0 mais novo sistema construido ficou definido da seguinte forma:
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Diante do resultado de uma incdgnita, os alunos calcularam as demais
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Durante a aplicacdo do Método da Substitui¢do, os alunos ndo conseguiram

descrever algebricamente a relacdo existente entr e os coeficientes das incdgnitas
dos sistemas relacionados durante o processo de substitui¢do e eliminacgéo. No
entanto, quando indagados a esse r espeito, responderam que o calculo dos
coeficientes das novas equacdes formadas eram determinados a partir dos valores
dos coeficientes presentes nas equacOes anteriores, ou seja, 0s alunos embora nao
tenham conseguido descrever a relacdo matematica existente entre os coeficientes
das incégnitas, perceberam que existe uma r elacdo entre elas, uma vez que ao ser
aplicado o Método da Substituicdo, uma incdgnita é eliminada e novos coeficientes
séo calculados.



E a relacio estabelecida entre os coeficientes correspondentes das

incdgnitas presentes nos sistemas anterior es e posteriores ao processo de
substituicdo e eliminacdo que permite revelar a estreita relacdo entre o Método da
Substituicdo e 0 Método de Escalonamento, este Gltimo como uma abstracéo do
primeiro. As r eferidas r ela¢cbes matematicas aqui tratadas serdo visualizadas a
seguir.

Até o presente momento, a resolucao de Sistemas Lineares foi desenvolvida

por manipulacdo algébrica das equacbes por meio de substituicdes e este método,
acreditamos, possibilitara r esolver os sistemas de forma numerica caracterizando a
chamada conversdo dos r egistros de r epresentacdo proposta neste trabalho.

5.1 - O PROCESSO DE CONVERSAO DO METODO DA SUBSTITUICAO NO
METODO DO ESCALONAMENTO NO ESTUDO DE SISTEMAS LINEARES.

E m busca de encontrar as relagdes matematicas estabelecidas entre os

coeficientes das incégnitas de um sistema, trabalhamos com os alunos a aplicacéo
do Método da Substituicdo em um sistema genérico, cujo resultado final revelaria as
relagdes procuradas. Num primeir o momento, os alunos sentiram dificuldades em
expressar tais relacdes devido a inseguranga com calculos envolvendo somente o
uso de letras; por isso, tais relagdes matematicas foram construidas em conjunto
com o pr ofessor em sala de aula, inicialmente sendo evidenciadas em um sistema
abstrato com quatro equac6es e quatro incognitas. As relacfes encontradas,

também chamadas aqui por nos de regularidades matematicas, apds a substituicéo

e eliminacédo da primeira incognita no sistema genérico de ordem 4x4, foram:

axt+by+cz+dw=k
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Depois de construidas juntamente com os alunos, as rela¢fes que definem

os coeficientes em um sistema abstrato, solicitamos que eles observassem, sem



nossa ajuda, as mesmas relagdes empregando o Método da Substitui¢cdo em
sistemas abstratos com duas incognitas e equacdes e, também, para trés incognitas
e tr és equac0es. O objetivo de tal pedido foi fazer com que os alunos se dessem
conta da regularidade matematica estabelecida entre os coeficientes, e isso
aconteceu conforme demonstram os apéndices dos Sistemas Geneéricos de ordem
2x2 e 3x3 desenvolvidos pelos alunos.

A partir do momento em que foram estabelecidas as relagfes acima

referidas e os alunos passaram a resolver os sistemas empregando tais relagoes,
desenvolveu-se um outro tratamento no estudo de sistemas. A evidéncia das
relacdes mediante a aplicacdo do Método da Substitui¢do caracterizava a conversao
estabelecida entre dois tipos de registros de representacdo; no caso, 0 Método da
Substituicdo estava sendo convertido no Método de Escalonamento o que, segundo
Duval (1993), demonstra o aprendizado do objeto matematico estudado, conforme
indica a sua afir macdo:

“A compreensdo (integral) de um contetdo repousa na coordenagdo
de a0 menos dois registros de representagéo e esta coordenacao
manifesta-se pela rapidez e espontaneidade da atividade cognitiva
de conversao”. (p.51).

Depois de estabelecidas as relagdes para os coeficientes e evidenciada a

regularidade matematica existente nelas, os alunos passaram a resolver Sistemas
empregando tais relagdes, desenvolvendo, assim, a conversao de registros de
representacao.

A seguir, apresentamos alguns Sistemas que foram resolvidos pelos alunos
aplicando as relag¢6es encontradas.

Sistema 1

# Uma lanchonete da cidade de Belém resolveu ofertar quites pr omocionais de
lanche. O quite com 1 sanduiche, 1 batata frita e 1 refrigerante custa R$ 5,00; ja o
quite contendo 1 sanduiche, 2 batatas fritas e 1 refrigerante custa R$ 6,00 e o quite
com 1 sanduiche, 1 bata frita e 2 refrigerantes sai por R$ 7,00. Qual o valor de cada
item presente no quite de lanche promocional?
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A solucdo do sistema 1 desenvolvida pelos alunos indicou que eles

conseguiram usar as relagdes matematicas estabelecidas para os coeficientes das
equac0es realizando a conversdo do Método da Substituicdo no Método de
Escalonamento. Dizemos que a conver sao do Método da Substituicdo no Método do

Escalonamento foi estabelecida porque os alunos passaram a dar um tratamento
aritmético ao estudo dos Sistemas o que, segundo Grande (2006), caracteriza a

conver sdo entre registros uma vez que:

“As conversoes de registro sdo transformacoes de representacdes
que consistem na mudanca de um determinado registro em outro
registro distinto. Na conversdo de registro, altera-se a forma de
apresentar o contetido, conservando-se a referencia do mesmo

objeto”. (p.71)
Os alunos deixaram de resolver sistemas mediante um tratamento
algébrico e adotar am o tratamento aritmético para resolver Sistemas.

Somente ap0s varios outros sistemas r esolvidos, aplicando as relacdes

estabelecidas, ¢ que foi dito aos alunos que aquele “novo” processo de resolugio
consistia em um outro tratamento segundo o qual poderia ser desenvolvido o estudo

de sistemas.

Assim que o sistema foi resolvido pelo Método do Escalonamento, foi

solicitado aos alunos que compar assem os resultados obtidos com os resultados
verificados na resolucdo do mesmo sistema quando este foi resolvido pelo Método
da Substituicdo. Para a sur presa dos alunos, o resultado encontrado foi o mesmo.



Resolver sistema através do Método de Escalonamento acabou se tornando

mais simples para os alunos, por envolver somente opera¢ées numér icas
desenvolvidas a partir das relacdes ja estabelecidas que permitiram calcular novos
coeficientes para as incognitas. No entanto, o uso das relagdes sem a devida
atencdo de que estas se originam no Método da Substituicdo, podem gerar
dificuldades como mostramos a seguir.

Sistema 2

at=- 1
db=
bc 3
+=-
A resolucéo desse sistema exigiu um pouco mais de atencdo dos alunos,

uma vez que alguns coeficientes nao estavam claros devido a “inexisténcia” de
algumas incégnitas nas equacGes. No momento da resolucéo do Sistema, o0s alunos
ndo conseguiram per ceber a falta de alguns coeficientes e ficaram confusos diante

da solucéo encontrada.

Solucéo dos alunos:
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Diante da resposta encontrada, alguns alunos chegaram a afirmar que o

sistema ndo tinha solucdo, pois 0 mesmo era impossivel de ser resolvido. Neste
momento foi necessario discutir o fato ocorrido até que os alunos se dessem conta
da auséncia de algumas incognitas e, portanto de seus coeficientes nas equacdes



do sistema. Assim, solicitamos aos alunos que descrevessem as incégnitas
pertencentes ao sistema e seus respectivos coeficientes. Os alunos apontaram
perfeitamente as incognitas A, B, C que compunham o sistema, mas ndo souberam
indicar os coeficientes das incognitas que estavam ausentes. Dai, entdo, afirmamos
que guando ndo aparece uma incognita no sistema, entdo o valor do coeficiente dela
é zero. Somente depois de tomada a devida consciéncia da auséncia das incognitas
é que a aplicacdo das relacbes conduziu a obtencdo da resposta esperada para o
siste:;ma.‘l
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E importante destacar que o incidente ocorrido na primeira tentativa de

resolver o sistema 2 ndo implica dizer que os alunos tiveram dificuldade em aplicar o
Método do Escalonamento. Ao contrério, a aplicacdo do método a partir do uso das
relagdes foi feita corretamente como se evidencia acima, mas usando 0s

coeficientes incorretamente.

A situacdo problema acima evidencia que a automatizacdo do uso das

relagdes encontradas nao associa essas relacdes ao procedimento algébrico que as
originou, perdendo, portanto, a conexdao com o Método da Substituicdo. Essa falta
de conex&o pode levar a perda dos significados das a¢cdes do algoritmo como, por
exemplo, permutar equacdes ou mesmo per ceber a presenca de coeficientes nulos
quando a incdgnita ndo esta presente em uma equacao, como aqui verificamos. A
auséncia de significados matematicos para os alunos em métodos de resolucao de
sistemas constitui, em nosso julgamento, uma das causas de dificuldades no estudo
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Diante do fato, per guntamos aos alunos por que eles haviam resolvido o

sistema usando determinantes? A resposta foi a de que o professor de matematica
do ano anterior, com o qual haviam ficado em dependéncia9, tinha lhes ensinado
daquela forma, e, entéo, resolveram verificar se as respostas encontradas seriam
iguais as resolvidas pelo método anter ior. Disseram que o Método do
Escalonamento era bem mais simples, pois s6 envolvia “continhas”; enquanto que
resolver sistemas, conforme o pr ofessor Ihes havia ensinado, exigia que lembrassem
da forma como o determinante era calculado, além de terem que “decorar” as
relacOes estabelecidas para x, y e z

, que ndo r aro Ihes causavam confusao.

Como se observa, a resolucéo de sistemas pelo processo de determinantes

é vista como um procedimento destituido de significado algébrico das equacdes, e
se mostra dificil por envolver calculos de determinantes e relacdes que 0s alunos
ndo sdo capazes de justificar por intuicdo ou por manipulacdes algébricas. O

9 Estar em dependéncia significa que o aluno foi reprovado em uma dada disciplina.



procedimento € puramente mecanico e técnico sem preocupagao com a visualizagao
dos conceitos ou mesmo com a construcdo dos significados envolvidos no estudo do
objeto matematico trabalhado, por isso, o processo de resolucéo através do calculo
de determinantes resume-se ao conhecimento da técnica.

Esse fato veio confirmar a analise a priori realizada na pesquisa segundo a

qual os alunos estudam sistemas linear es aplicando o registro de representacao
mais utilizado nos livr os didaticos através do estudo da teoria de matrizes e
determinantes, e que tal estudo prioriza um fazer técnico desprovido de significados
algébricos no processo de resolucao de sistemas.

Mediante a pr oposta desenvolvida, podemos evidenciar que os alunos

encontraram significados para o Método do Escalonamento por meio do Método da
Substituicdo estabelecendo a conexao entre esses métodos e, evidentemente, entre
os niveis de ensino fundamental e médio, com significativa habilidade no uso dos
dois tipos de registros de representacdo no processo de resolucédo dos Sistemas de
Equacbes Algebricas Lineares. No entanto, ela também nos revelou que a

conver sdo desejada, no sentido da espontaneidade cognitiva da transformacéo de
registros, ainda ndo foi alcancada como chegamos a vislumbrar em alguns
momentos de nossa sequiéncia.

Acreditamos que os alunos tomaram consciéncia de que o Método do

Escalonamento é uma transformacgdo do Método da Substituicdo bem como
evidenciaram a conexao existente entre ambos mediante as relacbes matematicas
estabelecidas. A percepcéo de tais relacfes for am fundamentais para a
compreensdo dos significados envolvidos no estudo de sistemas quando este e
desenvolvido através do escalonamento, evitando assim, o uso mecénico do referido
tratamento. Estudar escalonamento matricial de forma automatizada pode promover
0 abandono da compreenséo do seu significado no processo de r esolugdo de
sistemas, indicando que esse tratamento merece reparos, por iSso, propomaos seu
estudo da forma como apresentamos.

Achamos importante e necessario que os alunos resolvam sistemas

partindo da aplicacdo do Método da Substitui¢do, pois € na aplicacdo deste método
que esta a compreensdo das operacdes elementares que sdo realizadas no

processo de Escalonamento conforme foi mostrado. Ao longo da seqiiéncia didatica
desenvolvida, os alunos demonstr aram parcialmente a visualizagdo de algumas



dessas opera¢des no momento em que explicitaram a per mutacdo das equacfes em
alguns sistemas resolvidos.

E mbora a seqiiéncia didatica tenha evidenciado a relacdo entre os

coeficientes correspondentes das incognitas no processo de substituicao e
eliminagdo, objetivando verificar a conver sdo de registros, como de fato mostrou; de
certa forma, parece também ter incentivado o uso automatizado das relagdes entre

os coeficientes, uma vez que ndo mostrou as vantagens e limitacdes quanto ao uso

de um ou de outro registro no processo de resolugéo de sistemas.

Os aspectos positivos da sequéncia didatica desenvolvida nos motivam a

dar seguimento em nossa pesquisa, mas sem perder de vista 0s aspectos negativos
mencionados, decorrentes de nossas reflexdes sobre nossos fazeres docentes.
Assim, naturalmente, uma nova questao se pde sobre essa tematica como: “Que
aspectos do Método da Substituicdo favorecem a transformacao deste para o
M¢étodo do Escalonamento?” e outr as relacionadas como: “A intencionalidade da
forma tr iangular expressa o fazer matematico de formular problemas a uma unica
equacao?

As questdes acima levantadas, entre outras mais, se trabalhadas com

cuidado, ajudariam a dar um outro enfoque ao processo de ensino e aprendizagem
dos Sistemas de Equacdes Algébricas Lineares, tornando significativo o estudo
desse objeto matematico.



CONSIDERACOES FINAIS

A sequéncia didatica desenvolvida neste trabalho de pesquisa nos mostrou

que é possivel desenvolver o estudo de Sistemas de Equacdes Algébricas Lineares
através de varios tratamentos, estabelecendo conexdes entre os registros de
representacdo empregados.

No caso da proposta realizada, os registros de representacéo usados no

estudo de Sistemas de Equacbes Algebricas Linear es foram o Método da
Substituicdo e o Método do Escalonamento, atraves dos quais buscamos evidenciar
a construcao de significado matematico para o uso do método do escalonamento por
meio do método da substituicao, estabelecendo a conexao entre esses tratamentos.

Na verdade, a resolucédo de Sistemas de EquacBes Algébricas Lineares

desenvolvida através do Método da Substituicdo se converte na propria aplicacao do
Método do Escalonamento, mediante a evidéncia e aplicacdo de regularidades
matematicas que permitem articular os dois métodos empregados, conforme foi
mostrado no capitulo V deste trabalho de pesquisa.

Ao longo da nossa proposta, desenvolvemos com os alunos o estudo de

Sistema partindo da aplicacdo do Método da Substituicdo, buscando estabelecer
uma conexdo matematica com o Método do Escalonamento. Essa articulagédo entre
o0s tratamentos tornou o aprendizado do objeto matematico abordado significativo
uma vez que partiu do que os alunos ja conheciam; além disso, possibilitou o
desenvolvimento do pensamento reflexivo a medida que ampliou as idéias através
da religacéo entre os saberes.

E desejavel que se ensine matematica através da religagio entre os

saber es, uma vez que essa forma de abordar os contetidos propicia a formacéo do
pensamento complexo e abrangente, evitando, assim, a desarticulacdo e isolamento
dos temas matematicos; afinal, os saberes estdo interligados e fazem parte de um
sistema organico, conforme afirma Morin (2000) : “...tudo o que esta separado em
Nnosso universo ¢ ao mesmo tempo inseparavel”. (p. 60), dai ndo podermos aceitar
que o ensino de matematica aconteca de forma desconectada, ou seja, sem
articulacdo com outros saberes.

Os proprios PCN’s, conforme observamos ao longo do trabalho,

recomendam aos professor es que ensinem matematica relacionando os saberes.
Isso fica evidente quando orienta que deve-se “estabelecer conexdes entre os temas



matematicos ...”, todavia, ressaltamos que, na maioria das praticas educativas, é
desenvolvido um ensino que tr ata os temas de maneira isolada, prejudicando, assim,
0 aprendizado do aluno.

“Para levar o aluno a se envolver com o saber é preciso desenvolver
atividades que multipliqguem as articulagcfes possiveis internamente
entre os diferentes temas da matematica, entre as varias maneiras
de representar o conhecimento, entre o saber escolar e 0s
conhecimentos do cotidiano e assim por diante”. (Pais, 2006, p.31)

Tratar de um objeto matematico através de varios registros e estabelecer

conexdes entre eles significa dar oportunidade aos alunos de enriquecer seus
préprios processos de pensamento a partir de idéias ja desenvolvidas. Foi isso que
buscamos desenvolver com os alunos neste trabalho frente ao estudo de Sistemas,
acreditando que integrar as idéias e os conceitos significa favorecer a
aprendizagem.

O propdsito do nosso trabalho de pesquisa foi verificar se os alunos

conseguiam desenvolver a conexdo entre os métodos da Substituicdo e do
Escalonamento através da conversdo de registros de representacdo. Podemos dizer
que o processo de conversao por nos desejado, no sentido da espontaneidade
cognitiva da transformacao de registros, nao foi alcancada da forma como chegamos
vislumbrar, todavia, acreditamos que os alunos tomaram consciéncia que 0 Método
do Escalonamento € uma transfor macéo do Método de Substituicdo.

E mbora algumas dificuldades em aplicar o Método da Substituicdo tenham

sido observadas no inicio do desenvolvimento da proposta em decorréncia da
inseguranca, por parte dos alunos, em manipular alguns entes matematicos, 0s
mesmos conseguiram automatizar o uso do referido Método, o que permitiu que a
seqliéncia didatica fosse realizada. Os alunos dominaram a aplica¢do do Método da
Substituicdo, todavia, diante da necessidade de aplica-lo em um sistema genérico,
viram-se inseguros diante das oper a¢des algébricas necessarias ao seu
desenvolvimento. Na verdade, os alunos sentiram-se temerosos diante dos calculos
envolvendo somente letra, o que foi resolvido diante das relacGes matematicas
estabelecidas, as quais envolviam somente calculos aritméticos, tal como se
apresentou no uso das relacdes para resolver o0s sistemas.

De modo geral, podemos dizer que a sequéncia didatica desenvolvida foi

valida e pode ser vir de proposta para outros educadores que por ventura queiram



ensinar Sistemas Lineares estabelecendo conex&o entre os tratamentos que podem
ser empregados no estudo do referido objeto matematico, buscando a converséo
entre 0s registros.
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