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RESUMO

A presente tese, intitulada “Modelagem Matematica Online: temas matematicos, poderes naturais e
estratégias pedagdgicos” teve como objetivo investigar que/como interagdes apareceram entre
estudantes, mediador e conteidos matematicos, durante o desenvolvimento sincrono de tarefas de
Modelagem Matematica, em um ambiente virtual de aprendizagem online. Para alcancar este objetivo
fiz parte da equipe que planejou, elaborou e efetivou o curso “Interagdes e Estratégias de Modelagem
no ambiente VMTcG”, no segundo semestre de 2018. Os encontros sincronos no ambiente online Virtual
Math Teams com GeoGebra contou com a participacdo de graduandos do curso de Matematica da
Universidade Federal do Para e da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro. Para esta tese foram
selecionadas sessdes de um grupo de estudantes, que mediei durante todo o curso. Os dados foram
produzidos pelos graduandos no desenvolvimento das tarefas de Modelagem Matemaética, no ambiente
online Virtual Math Teams com GeoGebra, permitindo posterior acesso aos chats, as construcdes feitas
no quadro branco e as construgdes feitas no GeoGebra, armazenadas no proprio ambiente. Para analise
dos dados utilizei as quatro fases de andlise de chats, sendo construido para a quarta fase um diagrama
de andlise de interagdes, com base nos conceitos tedricos poderes matematicos, estratégias pedagogicas
e temas matematicos. Os resultados mostraram que tarefas de Modelagem Matematica desenvolvidas
de forma sincrona no ambiente online Virtual Math Teams com GeoGebra, foram proficuas para a
manifestacdo de estratégias pedagdgicas, poderes matematicos e temas matematicos. No entanto, essa
manifestacdo esteve condicionada ao ecossistema de ensino e aprendizagem configurado, que no caso
desta tese esteve atrelado as situagdes-problema propostas e abordadas pelas tarefas de Modelagem
Matematica, as possibilidades permitidas pelo ambiente online escolhido para a investigacdo dessas
situagOes-problema, e a conducdo adotada pelo mediador nos encaminhamentos da investigacéo.

Palavras-chave: Tarefas de Modelagem Matematica; Encontros Sincronos; Virtual Math Teams com
GeoGebra; Interacdes; Poderes Matematicos; Estratégias Pedagogicas; Temas Matematicos.



ABSTRACT

The present thesis entitled “Online Mathematical Modeling: mathematical themes natural powers and
pedagogical strategies” aimed to investigate what / how interactions appeared between students
mediator and mathematical content during the synchronous development of Mathematical Modeling
tasks in a virtual learning environment online. To achieve this goal | was part of the team that planned,
elaborated and carried out the course “Interactions and Modeling Strategies in the VMTcG
environment” in the second half of 2018. The synchronous meetings in the Virtual Math Teams online
environment with GeoGebra counted on the participation of students of the mathematics course at the
Federal University of Para and the Federal Rural University of Rio de Janeiro. For this thesis sessions
were selected by a group of students that | mediated throughout the course. The data were produced by
the students in the development of the Mathematical Modeling tasks in the Virtual Math Teams online
environment with GeoGebra, allowing subsequent access to the chats constructions made on the
whiteboard, and the constructions made in GeoGebra stored the environment itself. For data analysis |
used the four phases of analysis of chats being built for the fourth phase an interaction analysis diagram
based on the theoretical concepts of mathematical powers pedagogical strategies and mathematical
themes. The results showed that Mathematical Modeling tasks developed synchronously in the Virtual
Math Teams online environment with GeoGebra were useful for the manifestation of pedagogical
strategies mathematical powers and mathematical themes however this manifestation was conditioned
to the configured teaching and learning ecosystem, that in the case of this thesis the problem situations
proposed and addressed by the Mathematical Modeling tasks were linked; the possibilities allowed by
the online environment chosen to investigate these problem situations and the framework adopted by
the mediator in conducting the investigation.

Keywords: Mathematical Modeling Tasks; Synchronous Encounters; Virtual Math Teams with
GeoGebra; Interactions; Mathematical Powers; Pedagogical Strategies; Mathematical Themes.
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CONSIDERACOES INICIAIS

Os temas tecnologias digitais e Modelagem Matematica sempre estiveram articulados
no meu caminhar, na formacdo inicial, como professor e pesquisador da area Educacao
Matematica. Na graduacdo, na pesquisa realizada para o Trabalho de Conclusdo de Curso
(TCC), investiguei o uso do programa GraphEquation para o ensino de topicos de Geometria
Analitica. Posteriormente, nos cursos de especializacdo, comecei a enxergar na sequéncia
didatica que elaborei para o TCC, caracteristicas que se aproximavam do processo de
Modelagem Matematica, resultando assim, no meu primeiro artigo, que foi apresentado e
publicado nos anais da VIl Conferéncia Nacional sobre Modelagem em Educacdo Matematica
(VII CNMEM), em 2011. Nao sendo diferente na pesquisa da dissertacdo de mestrado
defendida em 2016, na qual investiguei os usos de tecnologias digitais em atividades de
Modelagem Matematica.

No curso de doutorado, iniciei em 2018 um intercdmbio no Programa de P6s-Graduacao
em Educacdo, Contextos Contemporaneos e Demandas Populares (PPGEDUC), no Instituto de
Educacao (IE), da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro (UFRRJ), na cidade de
Seropédica, RJ. No primeiro semestre estagiei com o orientador do intercambio, na disciplina
“Ensino e Aprendizagem Matematica em Ambientes Virtuais”. Nessa disciplina tive contato
com diferentes ambientes virtuais e ambientes virtuais de aprendizagem (AVA) para o ensino
de Matematica.

Até entdo as nogdes que havia sobre Educacdo Online (EO) estavam alinhadas a
experiéncia de cursar uma especializagdo em “Metodologia do Ensino de Matematica e Fisica”.
Neste curso, 0 modelo de EO que vivenciei aproximava-se das caracteristicas elencadas por
Mercado (2009): combinacdo de diversos materiais; 0 ensino sendo processado de forma
individual com propostas para atividades colaborativas em grupos; e a flexibilizacdo do tempo
e do espaco em que as interagdes entre aluno e tutor ocorriam.

Nesse curso de especializacdo tive acesso a livros impressos, arquivos em Portable
Document Format (PDF), links de videos em outras plataformas como YouTube, e aulas dos
professores gravadas em video. Para Mercado (2009) essa combinacdo de materiais visa um
ensino multimidia no qual se incorpora ferramentas de comunicagéo de dois tipos: sincrona e
assincrona. A primeira, capaz de promover interacbes em tempo real, como chats
disponibilizados pelo curso nos quais interagia com os tutores. E a segunda com capacidade de
promover interagdes em tempo ndo real, como féruns nos quais eram postadas perguntas,

comentarios, criticas e se aguardava respostas no mesmo dia ou nos dias seguintes.
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A dindmica desse curso de especializacdo online alternava momentos presenciais
realizados no polo do curso e momentos sincronos e assincronos realizados no AVA. Os
momentos que era necessario comparecer ao polo referiam-se as avaliagdes do curso, ja que o
acesso a elas s6 era permitido presencialmente no polo, e também para assistir aulas gravadas
em video, que eram transmitidas simultaneamente para outros polos do pais. Ja outras
atividades como orientagdes e trabalhos, eram acessadas e desenvolvidas em casa acessando 0
AVA do curso.

Ateé o intercambio s tive contato com esse modelo de EO, o que ndo permitia enxergar
por meio dele o desenvolvimento de atividades de Modelagem Matematica, ja que considerava
e considero o processo de Modelagem Matematica dinamico e favoravel ao trabalho em grupo.
Conflitando, assim, com o que vivenciei no curso de especializacao a distancia, pois tive uma
experiéncia de aprendizado individual aos moldes do ensino presencial e tradicional.

O estagio na disciplina “Ensino e Aprendizagem Matematica em Ambientes Virtuais”
possibilitou conhecer outros modelos de EO, desenvolvidos em ambientes virtuais de
aprendizagem, como: o Virtual Math Teams com GeoGebra (VMTcG), e 0 AVA do Grupo de
Estudos e Pesquisas das Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo em Educacdo Matematica
(GEPETICEM).

Proporcionou, também fazer uso de ambientes virtuais ja familiares, como grupos no
Facebook, porém inéditos na forma de uso com finalidade pedagdgica. No VMTcG fui
mediador de uma sessdo sincrona com os discentes da disciplina, em gque o objetivo era que eles
se ambientassem ao AVA manipulando suas ferramentas e descobrindo suas fungoes.

Trazer esses recortes da minha biografia ndo teve a intencdo de transformar essa
introducdo em um memorial. Esses recortes iniciam esta tese com o objetivo de contextualizar
como conduzi, ao longo dos anos, minhas pesquisas em torno da mesma linha de investigacéo,
articulando o processo de Modelagem Matematica com tecnologias digitais. Esse interesse foi
cultivado pelas angustias de um professor de Matematica recém formado, que almejava que
seus alunos aprendessem Matematica de forma a fazer sentido e significado na escola e na vida
deles. Significados esses que eu, enquanto aluno da educacdo basica, ndo enxergava e aos
poucos ndo quis mais enxergar, adequando-me ao sistema e aprendendo a manusear técnicas,
com a Unica finalidade de alcancar notas satisfatdrias para passar de ano.

Na escrita da tese busquei organizar os capitulos o mais préximo possivel dos momentos
vivenciados durante o desenvolvimento da pesquisa. No Capitulo 1, apresento o primeiro passo
dado na construcdo desta Tese, pois conhecia apenas um trabalho no qual atividades de

Modelagem Matematica aconteceram na modalidade a distancia. Assim, iniciei um
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mapeamento de dissertacoes e teses em sites de grupos de estudo e pesquisa, e em sites de
programas de pos-graduacdo, em que existiam linhas de pesquisa envolvendo a Modelagem
Matematica no contexto da Educacdo Matematica. Posteriormente ampliei esse mapeamento
ao incluir periodicos e anais de eventos nacionais e internacionais.

O que comegou como mapeamento virou uma revisdo de literatura em que evidenciei
singularidades de pesquisas, que se fundamentaram nos temas Modelagem Matematica,
Educacdo a distancia e EO. Essa revisdo de literatura ajudou a descobrir que existem poucos
trabalhos que articulam esses temas, e desses poucos trabalhos, menor ainda é o nimero
daqueles que as pesquisas investigaram atividades de Modelagem Matematica voltadas para o
ensino de matematica, desenvolvidas de forma online e totalmente sincrona, revelando esse
contexto como promissor para desenvolvimento da minha pesquisa.

Para desenvolver atividades de Modelagem Mateméatica em um ambiente online e
sincrono precisei aprofundar estudos acerca de concepgdes de Modelagem Matematica e
praticas de EO. No Capitulo 2 apresento concepcBes que encontrei na revisdo de literatura, e
concepcdes que permearam minhas vivéncias académicas sobre Modelagem Matematica e EO.
Assim, compreender caracteristicas da dindmica do processo de Modelagem Matematica e
conceitos de EO ajudou no entendimento e na elaboracao de tarefas de Modelagem Matematica
para serem desenvolvidas de forma online e sincrona.

Minhas a¢Ges como pesquisador, que resultaram nas escritas dos Capitulos 1 e 2, foram
de fundamental importéncia para o planejamento, elaboracdo e efetivacdo de um curso no
ambiente online VMTcG, no qual graduandos e graduandas de Matematica desenvolveram
tarefas de Modelagem Mateméatica em encontros sincronos. Esse contexto ajudou no
reconhecimento do meu objeto de pesquisa, que sintetizei na seguinte questdo: Que/Como
interacbes apareceram entre estudantes, mediador e conteldos matematicos durante o
desenvolvimento sincrono de tarefas de Modelagem Matematica, em um ambiente virtual de
aprendizagem online? A principio meu foco estava nas intera¢fes dos estudantes, mas com 0s
avancos da escrita do texto de qualificacdo, percebi que ndo teria de qual maneira tomar como
solitarias interacGes, que precisaram das interacdes do mediador e das interacfes dos conteddos
matematicos para acontecer.

Para ajudar nas discussdes dessas interacdes, no Capitulo 3 trouxe discussdes de
conceitos, como temas matematicos associados as interacbes dos conteldos matematicos,
poderes matematicos associados as interagfes dos estudantes, e estratégias pedagogicas

associadas as interacdes do professor. Entender esses conceitos e como eles articulam-se em
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praticas de ensino e aprendizagem ajudou a compreender interacdes, que emergiram do
desenvolvimento sincrono de tarefas de Modelagem Matematica no ambiente online VMTcG.

Os temas matematicos entendidos como intrinsecos aos contetdos matematicos por
permeé-los revelando conexdes ou elos, sendo eles: liberdade e restricdo; fazendo e desfazendo,
estendendo e restringindo, invariancia e mudanca. Os poderes naturais entendidos como
processos matematicos que ao serem promovidos e utilizados na sala de aula configuram pares
de poderes matematicos, como: liberdade e limitacdo; fazendo e desfazendo, estendendo e
restringindo, invariancia e mudanca. E as estratégias pedagogicas derivadas de constructos
pedagdgicos que informam e embasam praticas pedagogicas quando o professor/pesquisador
se vé diante de acontecimentos do seu cotidiano de sala de aula, sendo consideradas neste
trabalho as estratégias pedagdgicas: diga o que vé&, mesmo e diferente, outro e outro, de quantas
maneiras, transforme um fazer em um desfazer, andaimes e enfraquecimento, exemplos
construidos pelos alunos, desviar a atengdo para automatizar, o ensino de técnicas.

No Capitulo 4 configurei o movimento desenhado pela pesquisa, ou seja, quando
planejei e desenvolvi um curso de modelagem matematica online e sincrono no VMTcG, néo
tinha ainda uma questdo de investigacdo. O curso foi constituido a partir do contexto promissor
evidenciado na revisédo de literatura. Assim, as primeiras se¢des referem-se ao curso “Interagdes
e Estratégias de Modelagem no ambiente VMTcG”, ao contexto das sessdes, € aos grupos de
estudantes. Nas secOes seguintes descrevo e justifico as escolhas metodoldgicas, tanto a respeito
dos procedimentos de producéo, quanto de analise de dados produzidos.

Nos Capitulos 5, 6 e 7 apresento, descrevo e analiso trés tarefas de Modelagem
Matematica desenvolvidas de forma sincrona no ambiente online VMTcG, em que graduandos
do curso de Matematica e o mediador (autor da tese) utilizaram conceitos de Geometria Plana
e de outras areas da Matematica na investigacdo das situacdes-problema das trés tarefas. A
partir das analises, no Capitulo 8, discuto e interpreto as interaces dos conteidos matematicos
dos estudantes e do mediador, segundo 0s conceitos temas matematicos, poderes matematicos
e estratégias pedagogicas.

Nas consideracdes finais retomo a questdo de investigacdo e os objetivos, de acordo
com os resultados encontrados nos capitulos de analise e interpretacdo, evidenciando
contribuicGes pertinentes ao estudo, limitacdes do trabalho, e contribuicGes para a area de
Educacdo Matematica, que além da problematica ja existente e investigada, precisou ser

repensada para tempo de pandemia do novo Coronavirus.
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CAPITULO 1
MODELAGEM MATEMATICA NO CONTEXTO DA EDUCACAO ONLINE

Neste capitulo apresentamos uma revisdo de literatura realizada em trabalhos, que
relataram investigacdes sobre Modelagem Matematica e Educacdo Online. Nosso objetivo com
esta revisdo foi entender como os trabalhos abordaram esses temas, permitindo assim identificar
possibilidades para outras pesquisas. Os aspectos metodoldgicos de busca, selecdo e analise dos
trabalhos seguiram as orientag0es de Randolph (2009).

Inicialmente optamos por dissertacdes e teses, que resultou no trabalho de Menezes
(2019a) publicado nos Anais da 392 Reunido Nacional da Associacdo Nacional de Poés-
Graduacdo e Pesquisa em Educacdo (ANPED). Posteriormente, ampliamos os tipos de
trabalhos considerados, selecionando também, artigos de periddicos e de anais de eventos,
nacionais e internacionais da area de Educacdo Matematica. Desta forma construiu-se o
Capitulo 1, trazendo resultados que alicercaram o recorte feito para a investigacao relatada neste
trabalho.

1.1 Mapeamento de dissertagdes e teses sobre Modelagem Matematica no contexto online

Menezes (2019a) apresentou um mapeamento realizado em dissertacGes e teses que
tratavam de atividades de Modelagem Matematica desenvolvidas de forma online no periodo
de 2001-2018. Desse periodo foram selecionados seis trabalhos: Malheiros (2008a), Santana
(2010), Costa (2010), Ferreira (2010), Pereira (2015) e Bustamante (2016). Nos quais foram
aferidos: a questdo de investigacdo, a perspectiva de Modelagem Matemaética, 0 AVA, o
publico-alvo e o tipo de encontro (sincrono, assincrono ou hibrido?).

Os resultados desse mapeamento mostraram que as atividades de Modelagem Matematica
em trés trabalhos — Costa (2010), Ferreira (2010) e Pereira (2015) — foram desenvolvidas na
Plataforma Moodle. Saindo desse escopo tem os trabalhos de Malheiros (2008a) que usou 0
AVA Tecnologia da Informagdo no Desenvolvimento da Internet Avangada — Aprendizado
Eletrnica (TIDIA-Ae?), de Santana (2010) que usou um AVA de um curso de Matematica a

distancia, e de Bustamante (2016) que usou o0 Facebook como AVA.

! Mercado (2009) destaca trés tipos de comunicagio na educacéo online: 1) sincrona, as interacdes sdo em tempo
real; 2) assincrona, as interages sdo em tempo diferido (ndo real); e 3) hibrida, utiliza a comunicacéo sincrona e
assincrona.

2 Projeto financiado pela Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado de S&o Paulo (FAPESP). Programa de
Pesquisa e Desenvolvimento nas diversas facetas da tecnologia de informacdo, telecomunicacfes e redes de
computadores associadas com a Internet Avancada, sendo subdividido nos projetos Kyatera, Incubadora Virtual e
Aprendizado eletronico (Ae) (MALHEIROS, 2008a, p. 17).
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J& em relacdo ao publico-alvo dessas atividades, foram em sua maioria professores que

ensinam matematica em formacdo continuada com encontros do tipo hibrido, sincronos e

assincronos, como informado em Malheiros (2008a), Ferreira (2010), Pereira (2015) e

Bustamante (2016). Diferentemente dos trabalhos de Santana (2010) e Costa (2010), nos quais

0 publico-alvo foram professores que ensinam matematica em formacéo inicial e acomunicagédo

estabelecida foi por meio de encontros assincronos. Dos trabalhos mapeados em Menezes

(2019a) foi possivel destacar caracteristicas sobre:

as perspectivas de Modelagem Matematica, que no contexto online variaram de trabalho
para trabalho. Em Malheiros (2008a) as atividades foram desenvolvidas como Projetos
de Modelagem. Em Santana (2010) e Pereira (2015) a Modelagem Matematica foi
entendida, respectivamente, como um ambiente (BARBOSA, 2003, 2006) e alternativa
pedagogica (BARBOSA, 2004). Com foco na alianga entre teoria e pratica, o trabalho
de Costa (2010) norteou a pesquisa a partir de Bassanezi (2002). Ferreira (2010)
desenvolveu suas atividades segundo um conjunto de procedimentos (BURAK, 1987,
2004), e Bustamante (2016), de acordo com a concepcdo de Borba e Villarreal (2005)
de gerar ou propor problemas matematicos;

0 publico-alvo das atividades de Modelagem Matematica, a maioria era de professores
em formacéo continuada, somente Santana (2010) tinha como publico graduandos em
formacéo inicial, e no trabalho de Costa (2010) no qual graduandos participavam em
conjunto com outros pesquisadores e professores;

0 AVA, a maioria das atividades foram desenvolvidas em ambientes voltados para o
ensino e aprendizagem, sendo diferente em Bustamante (2016), que optou por fazer uso
de grupos fechados no Facebook;

0s tipos de encontros, a maioria dos trabalhos relata encontros hibridos, sincronos e
assincronos, destacando-se Santana (2010) e Costa (2010) que realizaram atividades

apenas por encontros assincronos.

Ampliamos as buscas, considerando o potencial dessas caracteristicas, passando a incluir

trabalhos oriundos de periodicos e de anais de eventos da area de Educacdo Matematica. A

seguir apresentamos como se deu a coleta e organizacao dos trabalhos selecionados, as analises

desses trabalhos, bem como direcionamentos para a pesquisa relatada nesta tese.
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1.2 Coleta, organizacédo e analise dos artigos de periddicos e de anais de eventos

A busca por periodicos, iniciada as duas horas e cinquenta e cinco minutos do dia
26/01/2019 e finalizada as vinte e trés horas e vinte sete minutos do dia 03/03/2019, foi realizada
na aba links®, do site da Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica (SBEM-Nacional), que
dispunha de uma lista de 17 (dezessete) periodicos nacionais e 17 (dezessete) internacionais.
Existem mais periddicos na area de Educacdo Matematica, que ndo estdo citados no site da
SBEM-Nacional, no entanto, considerei o recorte feito pela maior organizacao da area no Brasil
como suficiente para esta revisao de literatura.

Os sites dos trinta e quatro periddicos foram acessados checando nos sumarios das
edicOes titulos de artigos em periddicos nacionais que continham a palavra “modelagem” ou
“modelacdo” e em periddicos internacionais que continham o prefixo “mod” por englobar
referéncias a palavra “modelagem” ou “modelacdo™ escritas em outros idiomas, como:
“modeling”, “modelacién”, “modelaje” e “modelizacion”. Nos perioddicos nacionais foram
encontrados 187 (cento e oitenta e sete) artigos em 14 (quatorze) periodicos, e nos
internacionais foram encontrados 223 (duzentos e vinte e trés) artigos em 13 (treze) periodicos.
Considerando as indicacdes de Randolph (2009)* apontadas no mapeamento de Menezes
(2019a), analisamos resumos e palavras-chave dos 410 (quatrocentos e dez artigos)®,

selecionando um total de 06 (seis) artigos, como destacado no Quadro 1.

Quadro 1 — Artigos de periodicos

; AUTORES PERIODICOS
TIPO TITULO DO ARTIGO (ANO) (VOLUME)
Educacdo Matematica online: a elaboragdo de Malheiros
projetos de Modelagem (2008h) Bolema (V. 21)
. Educacdo Matematica online: a elaboragdo de Matucheski
Nacional projetos de modelagem (2012) Bolema (V. 26)

A escrita e 0 pensamento matematico no ambiente x -
. L e Schroetter et | Educagdo Matematica
virtual utilizando a modelagem matematica: -
A 0 al. (2016) Pesquisa (V. 18)
experiéncia de uma turma de 9%ano

Developing a mathematical modeling course ina | Orey; Rosa

The International

virtual learning environment (2018)
- - S Journal on
Expansive movements in the development of Galleguillos; : .
. . S . e Mathematics Education
Internacional | mathematical modeling: analysis from an Activity Borba (V. 50)
Theory perspective (2018) '
Participacion de profesores en un ambiente Parra-Zapata | Educacion Matemética
de formacion online. et al. (2018) (V. 30)

Fonte: sites dos periddicos

3 http://www.sbembrasil.org.br/sbembrasil/index.php/links

4 Randolph (2009) sugere que partindo de uma andlise no titulo, resumo e palavras-chave pode-se incluir ou excluir
trabalhos

® Artigos datados no periodo de 1980-2018
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Algumas semelhancas entre os trabalhos ja discutidos em Menezes (2019a) e o0s
periddicos incluidos na revisdo de literatura foram observadas. Por exemplo, os artigos de
Malheiros (2008b) e Matucheski (2012) publicados respectivamente nos volumes 21 e 26 da
“Bolema - Revista Boletim de Educagdo Matematica” sdo resumos da tese de Malheiros
(2008a). O artigo de Galleguillos e Borba (2018), publicado no volume 50 do “The International
Journal on Mathematics Education” é um recorte da tese de Bustamante (2016). Considerando
que as atividades de Modelagem Matematica relatadas e analisadas nesses periodicos sdo as
mesmas, mesmo que com focos de investigagéo distintos, ndo voltei a discuti-las nesta secéo.

Assim, optamos pelos trabalhos de Schroetter et al. (2016), Orey e Rosa (2018), e Parra-
Zapata et al. (2018), e conforme feito em Menezes (2019a) para analise dos artigos de

periddicos selecionados consideramos cinco topicos: questdo de investigacao, perspectiva de

Modelagem Matematica, AVA, publico, e tipo de encontro, como delimitado no Quadro 2.

Quadro 2 — Tépicos de anélise dos artigos de periddicos

AUTOR PROBLEMA OU PERSPECTIVA DE . TIPO DE
(ANO) OBJETIVO MM AVA PUBLICO ENCONTRO
. O presente artigo apresenta o Metodologia de
© relato de um trabalho de ensino/aprendizagem, o
= X O . . . Alunos do 9
C © pesquisa utilizando a escrita Biembengut e Hein ano do
£ g como ferramenta para o (2000), e-mail . Assincronos
L N ; Ensino
© ~— | desenvolvimento do processo | Stahl (2003), Meyer,
b= L - ) ) Fundamental
8 cognitivo da aprendizagem Caldeira e Malheiros
em matematica. (2011)
Como os recursos
- tecnologicos disponiveis em
g um Ambiente Virtual de
< _ Aprendizagem (AVA) Projetos de Platafor-
ajudam os alunos a interagir
8 - Modelagem. Rosa ma Graduandos
o e desenvolver projetos
- . (2000) Moodle
= colaborativos de modelagem
8 matematica que o0s auxiliem
na solucao de problemas que Sincronos e
enfrentam no dia a dia? Assincronos
. Alternativa para
= . . Platafor-
© Este artigo analisa a promover, formas
B .. o . ma
o participacdo de um grupo de diferentes de WizIQ?
s R professores em uma sessao participacao;
g S q " . e Professores
NS e modelagem matematica | desenvolver atitudes | .
] em um espaco de treinamento criativa e critica. ma
3 online. Parra-Zapata et al.
[a
(2017) Moodle

Fonte: sites dos periddicos

6 E uma plataforma de ensino e aprendizagem que permite conversar em tempo real com quem quiser e partilhar
um quadro branco, onde todos podem escrever e desenhar. Também ¢ possivel fazer o upload de diversos tipos de
documentos (.ppt, .doc, .pdf) e mostra-los aos participantes da sessdo. Todos podem colocar questdes, escrever no
quadro branco ou sobre os proprios documentos. A plataforma permite ainda que a sessdes sejam gravadas.
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Essa quantidade reduzida de artigos de periédicos de um universo de 410 (quatrocentos
e dez) artigos confirmou as afirmativas feitas em Menezes (2019a), de que quando focado no
desenvolvimento de atividades de Modelagem Matematica no contexto online o nimero de
trabalhos é reduzido. Assim reforgando a necessidade de mais pesquisas nesse viés tematico.

J& em relacdo aos anais de eventos nacionais e internacionais da &rea de Educagdo
Matematica, a inclusao desses trabalhos justificou-se por entendermos os eventos como espagos
em que ha uma cobertura maior de participacdo de alunos de graduacdo, professores e
pesquisadores. Resultando assim, em inUmeras comunicac@es e relatos de distintas linhas de
investigacdo da area da Educacdo Matematica apresentados e publicados nos anais.

Dessa forma, optamos pelo maior evento de Modelagem Matematica no Brasil, a
Conferéncia Nacional de Modelagem na Educacdo Matematica (CNMEM), e por eventos no
ambito nacional, o Encontro Nacional de Educacdo Matematica (ENEM), e internacional,
Seminario Internacional de Pesquisa em Educacdo Matemaética (SIPEM). Eventos nos quais a
Modelagem Matematica possui um grupo de trabalho (GT10), estabelecido pela SBEM-
Nacional desde 2001.

Os anais da CNMEM néo se encontram disponiveis todos em um dnico lugar, por isso,
0 acesso a eles se deu no contato com integrantes do Grupo de Estudos e Pesquisas em
Modelagem Matematica (GEMM), da Universidade Federal do Para (UFPA). Ja os anais do
ENEM e do SIPEM estéo disponiveis no site da SBEM-Nacional. Conforme apresentado na
organizacao dos artigos de periddicos, analisei os titulos dos trabalhos publicados nesses anais,
encontrando sete trabalhos sobre atividades de Modelagem Matematica no contexto online,
conforme apresentado no Quadro 3.

Quadro 3 — Artigos de anais de eventos

; EDICAO/
TIPO TITULO DO ARTIGO AUTORES/ ANO EVENTO
Internacional | Projetos de Modelagem em um curso de formacgdo online | Malheiros (2009) | IV SIPEM
Consideracdes iniciais sobre um curso de Ferreira; Burak VI
Modelagem Matemética em Ambientes Virtuais (2009) CNMEM
Modelagem Matematica — uma experiéncia com a Ferreira: Burak
formac&o continuada de professores utilizando a . X ENEM
< A : (2010)
educacdo a distancia online
Analisando aspectos da organizacdo de um curso de VI
Nacional Modelagem a di§tancia_: uma contribuigdo para 0 debate Santana (2013) CNMEM
da pedagogia on-line na educagdo matematica
Proposta e Resolucdo de um problema de Modelagem na Galleguillos X1l ENEM
Educacdo Matematica online (2016)
Propondo a Modelagem Matematica como um Ambiente Freitas; Orey;
Virtual de Aprendizagem Rosa (2017) X
Modelagem Matematica no Ambiente Virtual de ensino Borssoi; Silva; CNMEM
e aprendizagem: alguns encaminhamentos Ferruzzi (2017)

Fonte: anais dos eventos
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Ao analisarmos os artigos de anais de eventos selecionados, encontramos intersecoes
entre eles e outros trabalhos ja discutidos em Menezes (2019a) e nos artigos encontrados em
periddicos. O artigo de Malheiros (2009) publicado nos anais do 1V SIPEM é um recorte da
tese de Malheiros (2008a), que também se relaciona com os artigos de Malheiros (2008b) e
Matucheski (2012). Os artigos de Ferreira e Burak (2009) publicado na VI CNMEM e Ferreira
e Burak (2010) publicado no X ENEM séo recortes da dissertacdo de Ferreira (2010). O artigo
de Santana (2013) publicado na VIII CNMEM é um recorte da dissertacdo de Santana (2010).
O artigo de Galleguillos (2016) € um recorte da dissertacdo de Bustamante (2016), que também
se relaciona com o artigo de Galleguillos e Borba (2018). Assim, considerando que os artigos
trazem novos olhares para as mesmas atividades de Modelagem Matematica desenvolvidas de
forma online, que ja foram discutidas anteriormente, resolvemos ndo os discutir de novo.

No artigo de Freitas, Orey e Rosa (2017) publicado na X CNMEM identificamos
aproximacgdes com o artigo de Orey e Rosa (2018), sendo um artigo teorico, fugindo do escopo
delimitado incialmente de discutir trabalhos que descrevessem atividades de Modelagem
Matematica desenvolvidas de forma online. Assim, usamos 0s cinco tépicos de analise no
trabalho de Borssoli, Silva e Ferruzzi (2017) publicado na X CNMEM, conforme Quadro 4.

Quadro 4 — Topicos de analise dos artigos de anais de eventos

AUTOR PERSPECTIVA - TIPO DE
ANO PROBLEMA OU OBJETIVO DE MM AVA PUBLICO ENCONTRO
= Discutir o desenvolvimento de
2 atividades de modelagem
P matematica amparado pelo uso Fases da
8 de recursos tecnolégicos, mais Modelagem Platafor-

% § especificamente sobre o uso de Matematica, ma Graduandos | Assincronos
.-~ | ambientes virtuais de ensino e de | Almeida, Silva e Moodle

§ aprendizagem, enquanto aliadas Vertuan (2012)

S para o ensino e aprendizagem de

@ contetdos matematicos.

Fonte: anais dos eventos

Ao considerar 0 exposto acerca da coleta e organizacao dos artigos de periodicos e dos
artigos de anais de eventos, os trabalhos selecionados foram: Schroetter et al. (2016), Orey;
Rosa (2018), Parra-Zapata et al. (2018) e Borssoi; Silva; Ferruzi (2017). Na secdo seguinte
apresentamos discussdes desses trabalhos norteadas pelos topicos de analise destacados nos
Quadros 02 e 04.
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1.3 Discussdes dos artigos de periodicos e de anais de eventos segundo os topicos de anélise

No mapeamento de teses e dissertacdes realizado em Menezes (2019a) os resultados
apontavam para pesquisas, que tinham como foco o trabalho com a formacéo inicial ou
continuada de professores que ensinam matemaética. Para o desenvolvimento das atividades
realizava-se encontros hibridos ou assincronos, em que o foco acabava sendo o planejamento e
o desenvolvimento online de atividades para serem realizadas em aulas presenciais de
Matemaética.

Neste sentido, os trabalhos de Orey e Rosa (2018), Parra-Zapata et al. (2018) e Borssoi,
Silva e Ferruzzi (2017) direcionaram suas atividades de Modelagem Matematica para
professores em formacdo inicial ou continuada. Orey e Rosa (2018) e Borssoi, Silva e Ferruzzi
(2017), com foco na formacéo inicial. Os autores da primeira obra descreveram o andamento
de uma disciplina de Modelagem Matemaética, ofertada para graduandos do curso de
Matematica de dois estados distintos, que ndo haviam conseguido aprovacao na primeira vez.
Os da segunda obra descreveram atividades online, que ocorriam como parte da carga horaria
de disciplinas presenciais, em que os docentes orientavam, supervisionavam e avaliavam o
progresso dos graduandos. Ja o trabalho de Parra-Zapata et al. (2018) teve direcionamento para
a formagdo continuada com um curso desenvolvido com nove professores brasileiros e oito
colombianos.

Diferente do que aconteceu nos trabalhos citados até entdo, em Schroetter et al. (2016)
houve a participacdo de alunos da educagdo basica. As autoras diferenciaram-se também ao
usarem o e-mail como AVA, para comunicagdo assincrona com os alunos. O uso do e-mail se
deu mediante a inexisténcia de uma plataforma gerida pela escola, que acolhesse o
desenvolvimento da atividade. Em Orey e Rosa (2018), por outro lado, houve a opgdo por uma
comunicacdo hibrida, alternando entre encontros sincronos via videoconferéncias, e
assincronos, na Plataforma Moodle. Esse hibridismo também foi pontuado por Parra-Zapata et
al. (2018), em que houve um encontro sincrono de quatro horas na plataforma WizIQ e duas
sessOes assincronas, uma antes e outra depois do encontro sincrono, viabilizadas na Plataforma
Moodle e no Google Drive.

A Plataforma Moodle também foi utilizada no relato de Borssoi, Silva e Ferruzzi (2017),
na qual ancorava um Ambiente Virtual de Ensino e Aprendizagem (AVEA), no entanto,
dificuldades dos grupos de graduandos em interagir nesse ambiente acabaram fazendo com que
eles recorressem a outros espacos de interacdo, como o aplicativo WhatsApp. Infelizmente em

Borssoi, Silva e Ferruzzi (2017) ndo encontrei descri¢gdes de uma atividade de Modelagem
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Matematica desenvolvida pelos graduandos no AVEA do comego ao fim, o que dificultou
entender como seria essa dindmica. Porém, os recortes de diferentes atividades apresentados e
discutidos da interacdo dos graduandos com as professoras mostram que as atividades focavam
no aprendizado de contedos matematicos, conforme se realizavam as fases de Modelagem
Matematica (ALMEIDA, SILVA; VERTUAN, 2012).

Ja nos trabalhos de Schroetter et al. (2016), Orey e Rosa (2018) e Parra-Zapata et al.
(2018), considerando os objetivos de pesquisa assumidos nos trabalhos, foi possivel entender a
dindmica de suas atividades de Modelagem Matematica, a partir de suas descrigdes.

Na atividade de Modelagem Matematica relatada por Schroetter et al. (2016) os alunos
foram separados em grupos, e para cada foi criado um e-mail em que ocorreram as mediacdes
entre os alunos e as pesquisadoras. A atividade requeria conteddos matematicos ja vistos,
iniciada a partir de um problema gerador (forrar uma caixa de papel&o) e de trés questfes iguais
para todos os grupos. Questdo 1. Quanto papel seré necessario? 2. Sabe-se que a folha de papel
pardo medindo 80 cm x 120 cm custa R$ 1,00. Quanto serd gasto em reais para forrar a caixa?
3. Dividindo-se o valor gasto para forrar a caixa entre os integrantes do seu grupo, quanto cada
um tera que desembolsar? Posteriormente foi proposto aos alunos uma quarta questdo, que
solicitava de cada grupo que determinasse a quantidade de certo produto que poderia ser
colocado dentro da caixa de papeldo. Os autores entendiam a atividade de Modelagem
Matematica como sendo uma metodologia de ensino e aprendizagem (BIEMBENGUT; HEIN
2000, STAHL 2003, MEYER; CALDEIRA; MALHEIROS 2011).

Orey e Rosa (2018) descrevem projetos de Modelagem Matematica (ROSA, 2000), em
que foram investigados os temas: poluicdo da &gua, do ar, e consumo de agua. Com ferramentas
da plataforma Moodle os tutores e professores postavam encaminhamentos para a disciplina, e
os alunos postavam textos, impressfes, dados acerca dos temas investigados. Os alunos
aproveitavam o0s encontros sincronos para tirar davidas referentes as fases dos projetos e sobre
0s conteldos matematicos.

A investigacdo de diferentes teméticas também foi pontuada em Parra-Zapata et al.
(2018) a respeito do curso envolvendo temas como: educacéo a distancia, tecnologias digitais,
visualizacdo, formacdo de professores, modelagem matematica e evolucdo das matematicas.
Nesse contexto Parra-Zapata et al. (2018) definem a Modelagem Matematica como uma
alternativa para promover formas diferentes de participagéo e auxiliar no desenvolvimento de
atitudes critica e criativa (PARRA-ZAPATA et al., 2017).

Ao observar o que foi discutido até aqui nos artigos de periddicos e de anais de eventos,

identificamos pontos que corroboram as afirmacgdes de Menezes (2019a), como atividades de
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Modelagem Matemaética no contexto online, voltados para a formagéo inicial ou continuada.
No entanto, houve também informac6es inéditas, como o desenvolvimento de atividades de
Modelagem Matematica via e-mail, de forma assincrona, para o ensino de alunos da educacéo
bésica. Na proxima secdo, discutimos os pontos encontrados por Menezes (2019a), juntamente
com os itens estudados na analise dos artigos de periddicos e de anais de eventos, corroborando
assim, o recorte que fizemos para a elaboracdo da questao de investigacdo que regeu a pesquisa

descrita nesta tese.

1.4 Direcionamentos encontrados nos trabalhos sobre Modelagem Matematica no

contexto online

Houve uma mudanga nas pesquisas quanto ao proposito, quando analisados os trabalhos
oriundos dos periddicos e dos anais de evento. Ainda foram encontrados trabalhos que
abordavam o desenvolvimento de atividades de Modelagem Matematica no contexto online,
como opcao metodoldgica na formacao de professores, como no caso de Parra-Zapata et al.
(2018), que relata o desenvolvimento de tarefas de Modelagem Matematica nas plataformas
WizIQ e Moodle. Contudo, foram encontrados trabalhos que priorizaram tanto formagéo em
praticas de Modelagem Matematica como metodologia, quanto o ensinar Matematica por meio
da Modelagem Matematica. Como no caso de Orey e Rosa (2018), que relata o
desenvolvimento de projetos por graduandos de um curso na plataforma Moodle, em que, ao
mesmo tempo em que eram informados acerca das fases e subfases da Modelagem Matematica,
também aprendiam conteldos matematicos ao enxerga-los nos contextos reais dos temas
investigados nos projetos.

Ainda imerso nessa tipificacdo de propositos, destaco trabalhos que relataram o uso da
Modelagem Matematica com o propo6sito principal de ensinar Matematica. Como no caso de
Borssoi, Silva e Ferruzzi (2017), que sinalizaram o desenvolvimento de atividade no AVEA em
disciplinas como Calculo Diferencial e Integral, Calculo Numérico entre outras, e o trabalho de
Schroetter et al. (2016), que relataram o desenvolvimento de atividades de Modelagem
Matematica por e-mail, com alunos da educacdo basica. Assim, considerando 0s textos
analisados, identifiquei que existiu uma predominéncia de trabalhos em que a Modelagem
Matematica no contexto online, foi apresentada/investigada como uma possibilidade para
formacdo inicial ou continuada de professores que ensinam matematica. No entanto,

verificamos nos ultimos anos, trabalhos em que a Modelagem Matematica no contexto online
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é utilizada para ensinar Matematica, mostrando-se também uma vertente frutifera a ser
pesquisada.

Neste sentindo organizamos os trabalhos mapeados por Menezes (2019a) destacados
em azul, e os artigos de periodicos e anais destacados em laranja, segundo dois perfis no
infogréfico: Formacéo — atividades de Modelagem Matematica no contexto online como
referéncia metodoldgica, para formacédo inicial ou continuada de professores que ensinam
Matematica, em que o foco € entender o processo de Modelagem Matematica; Ensino —
atividades de Modelagem Mateméatica no contexto online para ensinar Matematica,
independente de se os alunos sabem ou ndo que estdo vivenciando uma atividade de Modelagem

Matematica, ja que o foco esta na aprendizagem de contedos matematicos. Como mostra a

Figura 1.
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Figura 1 — Infogréfico com os trabalhos organizados segundo os perfis Formacéo (azul) e
Ensino (laranja)
Fonte: Elaboracéo do autor da tese (2021)

O numero de trabalhos analisados, quando comparado com o numero de trabalhos de
Modelagem Matematica que foram investigados neste capitulo, € pequeno, sendo o contexto de
ambos os perfis frutiferos para novas pesquisas. No entanto, o perfil Ensino mostra-se timido
em relacéo ao perfil Formacao, e nesse sentido apresenta potencial para novas pesquisas.

Além disso, outra caracteristica que permeou os trabalhos de ambos os perfis foram 0s
tipos de encontros no desenvolvimento das atividades de Modelagem Matematica no contexto

online, nos quais foi percebido que as interacdes entre professores e alunos nos AVA foram
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estabelecidas de forma assincrona ou por um modelo hibrido, no qual se mesclou encontros
sincronos e assincronos. Desta maneira, ndo sendo encontrados relatos de propostas de
atividades de Modelagem Matematica desenvolvidas em sua totalidade por meio de
comunicagdo sincrona.

Assim, considerando os resultados obtidos com a reviséo de literatura, comegamos a
planejar um curso inteiramente online e sincrono, para o ensino de Matematica, a partir de
tarefas de Modelagem Matematica. No Capitulo 2 apresentamos perspectivas de Modelagem
Matematica e de Educacdo Online, que culminaram na elaboragdo e no desenvolvimento desse

curso.
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CAPITULO 2

TAREFAS DE MODELAGEM MATEMATICA EM UM AMBIENTE DE
APRENDIZAGEM ONLINE E SINCRONO

Neste capitulo apresentamos discussdes referentes a concepcdes sobre a Modelagem
Matematica e 0 seu processo. Parte dessas concepcbes veio dos trabalhos investigados na
revisdo de literatura e a outra parte veio das vivéncias académicas do autor desta tese. Visitar
essas concepcdes permitiu-nos identificar caracteristicas comuns do processo de Modelagem
Matematica nas concepgdes, o que faz com que estas analisadas, mesmo situadas em contextos
tedricos e préaticos distintos, serem atividades de Modelagem Matemaética.

Conceitos referentes a préaticas de Educacdo Online (EO) e interagbes em um ambiente
virtual de aprendizagem (AVA) também foram discutidos, como Educacéo a distancia (EAD),
EO, AVA, design, interacdo, Antecipacdo Pedagdgica (AP). Tanto as caracteristicas do
processo de Modelagem Matematica identificadas nas concepgles, quanto 0s conceitos de
praticas de EO ajudaram-nos a conceituar o entendimento acerca de tarefas de Modelagem
Matematica, pensadas para serem desenvolvidas nos moldes de praticas de EO, de maneira

inteiramente online e sincrona.

2.1 Modos de entender e fazer Modelagem Matematica para o ensino

Quando se pesquisa sobre Modelagem Matematica para o0 ensino de Matematica néo é
definida uma unica concepcdo. E possivel encontrar uma variedade de paradigmas
determinados de acordo com 0 contexto de quem os aplicou e investigou. Assim, essas
definiges as vezes sdo remetidas a uma nogdo da Modelagem Matemaética, outras vezes ao seu
processo, indo ao encontro do que observou Frejd e Bergsten (2018, p. 124) ao afirmarem que
“ndo h& uma distincdo clara entre conceituar a Modelagem Matematica como um
conceito/nogao ou como um processo/atividade™ (traducdo nossa).

Na revisdo de literatura realizada e descrita no Capitulo 1 encontramos diferentes
concepcdes’ de Modelagem Matematica. Dentre elas destacamos Bassanezi (2012),
Biembengut (2016), Barbosa (2001), Burak (2004), Almeida, Silva e Vertuan (2012) e Meyer,
Caldeira e Malheiros (2013).

7 Para cada concepgdo surgiram modos distintos de imprimir a palavra Modelagem Matematica, sendo nesta se¢io
respeitadas e reproduzidas conforme os trabalhos dos autores.
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Bassanezi (2012), um dos percussores do uso da Modelagem Matematica para o ensino,
a entende como um processo em que um individuo imerso em sua realidade age sobre ela,
criando modelos que sintetizam estratégias carregadas de suas interpretacGes e subjetividades.
Assim, para o autor a Modelagem Matemaética é uma estratégia usada para se obter explicaces
ou entendimentos acerca de determinadas situagdes reais.

Desta forma, “no processo de reflexdo sobre a por¢do da realidade selecionamos os
argumentos considerados essenciais e procuramos uma formalizacdo artificial (modelo
matematico), que contemple as relagdes que envolvem tais argumentos” (BASSANEZI, 2012,
p.11). Esse processo de reflexdo que gera essa formalizacao artificial, 0 modelo matematico, é
composto pelas etapas: escolha de temas; coleta de dados; analise de dados e formulacéo de
modelos; e validacéo.

Biembengut (2016) conceitua modelagem (matematica) como “um método para
solucionar alguma situagéo-problema ou para compreender um fendmeno, utilizando-se de
alguma teoria (matematica)” (p. 98). Em outra passagem, quando direcionada para a Educacéo,
a modelagem ¢é entendida como Modelacdo (Modelagem na Educacéo) e definida, segundo a
autora como ‘“um método que se utiliza a esséncia do processo da Modelagem no ensino e
aprendizagem da Educagio formal.” (Idem, p.176).

No contexto da Educacdo formal é evidenciada por Biembengut (2016) a importéncia
de se orientar a Modelacao pelo ensino do contetdo do programa curricular e ndo curricular da
disciplina, a partir do tema ou assunto abordado. Para Biembengut (2016) os procedimentos da
modelagem sdo caracterizados em trés fases: Percepcdo e apreensdo; Compreensdo e
explicitacdo; Significacdo e expressdo. Sendo essas fases apresentadas pela autora como etapas
procedimentais da Modelacao.

Segundo Biembengut (2016) é necessario que os alunos aprendam contetdos
matematicos pela Modelacdo, mas também existe uma preocupacgdo em ensinar esses alunos a
fazerem pesquisa. A autora, considerando suas concepgdes e como estruturou o processo de
Modelagdo, mostrou uma preocupacdo com pontos pertinentes a Educagéo basica, como tempo
e curriculo a ser ensinado ou aprendido. PreocupacBes essas que foram evidenciadas em
passagens como ‘“‘essa pesquisa pode ser feita em grupo de dois ou trés estudantes no maximo”
(p. 180), justificando o trabalho em grupo dos alunos para a economia de tempo, ja que tarefas
da Modelacdo podem ser delegadas e feitas simultaneamente pelos alunos. Assim
oportunizando ao professor mais tempo para conhecer cada grupo e orienta-los.

Na concepgao de Barbosa (2001) “a Modelagem ¢ um ambiente de aprendizagem no

qual os alunos sdo convidados a indagar e/ou investigar, por meio da matematica, situagdes
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com referéncia na realidade.” (p. 31). Nesse ambiente, a indagagdo ndo é expressa somente por
meio de um problema ou um conjunto de problemas, mas como uma atitude constante no
processo, desde a identificacdo, passando pela formulagéo até a resolucéo do problema.

A forma como se organiza as atividades nessa concepcdo varia conforme as
circunstancias do contexto escolar, da experiéncia do professor, do interesse dos alunos e de
outros fatores. Dessa forma, cada configuracdo curricular é vista e classificada por Barbosa
(2001) em termos de casos: caso 1, caso 2 e caso 3.

Os casos de Barbosa (2001) mostram uma gradativa passagem de responsabilidade em
que o professor é mais atuante no processo da Modelagem no caso 1 e, conforme seguem 0s
casos 2 e 3, ele estimula que os alunos comecem a ser protagonistas. No entanto, a figura do
professor e dos alunos ndo sdo anuladas uma pela outra, em todos 0s casos o professor é o
mediador e os alunos podem indagar sobre o qué e como esta sendo investigado. Outro ponto
importante sobre os casos ¢ que eles “ndo representam configuragdes estanques e definitivas,
mas regides de possibilidades” (BARBOSA, 2001, p. 40), sendo assim, ajustaveis conforme
demandas do contexto escolar dos professores e dos alunos.

Para Burak (2004) a Modelagem Matematica é entendida como alternativa
metodoldgica para o ensino de Matematica, e 0 seu trabalho origina-se no principio “o interesse
do grupo ou dos grupos” (BURAK, 2004, p. 2). Esse principio, base para o trabalho com a
Modelagem Matematica, contrapde-se a forma usual em que o processo de ensino é deflagrado
pelo professor, e passa a ser compartilhado com o grupo de alunos, sendo impulsionado pelo
interesse pelo assunto. Partindo dessa premissa, Burak (2004) destaca os seguintes aspectos:
maior interesse dos grupos; interacdo maior no processo de ensino e aprendizagem; e
demonstracdo de uma forma diferenciada de conceber a educacdo e, em consequéncia, a ado¢ao
de uma nova postura do professor.

Para o desenvolvimento da Modelagem Matematica em sala de aula, Burak (2004)
destacou cinco etapas: escolha do tema; pesquisa exploratoria; levantamento dos problemas;
resolucdo do(s) problema(s) e o desenvolvimento da Matematica relacionada ao tema; e analise
critica da(s) solugcdo (Oes). O autor recomenda ainda que “o trabalho com a Modelagem
Matematica parte de temas, propostos pelo grupo, ou por grupos constituidos por 3 ou 4
participantes” (BURAK, 2004, p. 3).

Segundo Almeida, Silva e Vertuan (2012) uma atividade de Modelagem Matematica é
constituida de uma situacéo inicial (problematica), uma situagéo final (uma solucéo), e de um

conjunto de procedimentos e conceitos necessarios utilizados para passar da situacao final para
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a situacdo inicial. A situacgdo inicial é entendida pelos autores como uma situacdo-problemae a
situacdo final é uma solugdo matematica, 0 modelo matematico.

Entende-se por problema aquela situacdo em que o individuo ndo tem um esquema a
priori para solucioné-lo, e por modelo matemético, uma representacdo simplificada da
realidade. O conjunto de procedimentos que caracteriza essa passagem da situacao inicial para
a situacao final acontece segundo as seguintes fases: inteiracdo, matematizacdo, resolucéo,
interpretacdo de resultados e validagéo.

Para Meyer, Caldeira e Malheiros (2013) a Modelagem Matemaética é entendida a partir
da concepcdo de educar matematicamente, na qual a Matematica é tomada segundo regras e
convencdes, que sdo estabelecidas dentro de determinado contexto social, histérico e cultural,
permeado por relacdes de poder. Neste sentido os autores entendem o processo segundo um
esquema ciclico, que se inicia com um problema real, passa por hip6teses de simplificacdo, por
um problema matematico, pela resolugdo (aproximada!) do problema matemaético, seguindo
pela validacdo matematica e social da solucdo. Podendo o processo ser finalizado nesse
momento ou retomado para o inicio (processos decisorios).

Para alem das concepgdes de Modelagem Matematica defendidas pelos autores
encontrados na revisdo de literatura, destacamos também as concepcBes constituidas nos
espacos do Grupo de Estudos e Pesquisas em Modelagem Matematica (GEMM) e do
Laboratério Experimental de Modelagem Matematica (LEMM).

No GEMM, Chaves, Espirito Santo (2008) consideram a Modelagem Matematica como
um:

(...) processo que consiste na traducdo de situagBes/problemas, provenientes
do cotidiano ou de outras areas do conhecimento, segundo a linguagem
simbdlica da Matematica, fazendo aparecer um conjunto de simbolos ou de
relacbes matematicas — Modelo Matematico — que procura representar ou

organizar a situacdo/problema proposta com vistas a compreendé-la ou
soluciona-la (p. 151).

Para o desenvolvimento desse processo em sala de aula Chaves e Espirito Santo (2011),
ao combinarem os casos de Barbosa (2001) com as etapas de Burak (2004) e de Chaves e
Espirito Santo (2008), delimitaram trés possibilidades com nuances para a¢des do professor e

dos alunos no desenvolvimento da Modelagem na sala de aula, como exposto no Quadro 5.
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Quadro 5 — Possibilidades para Modelagem Matematica na sala de aula

ETAPAS DO PROCESSO 1 POS'B';'DADES 3
ESCOLHA DO TEMA professor professor prof./aluno
ELABORACAO DA SITUACAO-PROBLEMA professor professor prof./aluno
COLETA DE DADOS professor prof./aluno prof./aluno
SIMPLIFICACAO DOS DADOS professor prof./aluno prof./aluno
TRADUCAO/ RESOLUCAO DO PROBLEMA prof./aluno | prof./aluno prof./aluno
ANALISE CRITICA DA SOLUCAO/VALIDACAO prof./aluno | prof./aluno prof./aluno

Fonte: Chaves e Espirito Santo (2015)

Nesse cenario, e de acordo com Chaves, Espirito Santo e Souza (2011), a escolha do
tema, a elaboragdo da situacdo-problema e a coleta de dados constituem a interagdo. O
levantamento de hipdteses, conjecturas e a selecdo de variaveis correspondem ao momento de
simplificacdo dos dados. A elaboragdo do modelo matematico ou a organizacdo matematica da
situacdo-problema correspondem a traducdo/ resolucdo do problema. E a verificacdo da
adequabilidade do produto do processo de Modelagem Matematica corresponde a analise
critica da solucéo/validacao.

Na Possibilidade 1 o professor assume no processo de Modelagem Matematica as
competéncias de escolher o tema, problematizar, coletar e simplificar os dados, sendo mediador
nas etapas seguintes, nas quais contard com a participacdo conjunta dos alunos. Neste sentido,
o professor ajudara os alunos a elaborarem suas proprias hipéteses, testar suas conjecturas e
descobrir por si so seus erros e acertos. Na Possibilidade 2, o que de diferente acontece é que 0
professor pode contar com a parceria dos alunos mais cedo, desde a coleta e simplificacdo dos
dados, requerendo mais atencdo do professor na mediacdo da pesquisa. J& na Possibilidade 3
professor e alunos firmam uma parceria desde o inicio do processo, pela escolha do tema.

No LEMM, Braga (2015) ao desenvolver sua pesquisa de doutorado, na qual analisou
atividades de Modelagem Matematica na perspectiva dos principios da Teoria da Atividade de

Engestron, assumiu como concepgéo:

a Modelagem Matematica configurada como um sistema de atividade que
contempla um ambiente de experimentacdo favoravel a aprendizagem de
sujeitos por meio de interagcdes com o objeto, os artefatos, as regras, a divisdo
do trabalho e a comunidade do sistema. (p. 42)

Braga (2015) em suas pesquisas e praticas de Modelagem Matematica conseguiu e
consegue elaborar e desenvolver investigacdes com graduandos do curso de Matematica
pesquisando tematicas caracteristicas da regido amazonica. Ao aproximarmos o trabalho
desenvolvido por Braga (2015) com as possibilidades de Chaves e Espirito Santo (2011), a
primeira construiu momentos que perpassaram as trés possibilidades dos segundos. Ela

elaborou atividades em que tinha maior controle ao trazer o tema, dados, variaveis e a partir dai
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incluindo os graduandos como parceiros na investigagdo, configurando a Possibilidade 1.
Também organizou atividades em que eram disponibilizados temas e os graduandos conforme
aproximacao ou interesse escolhiam, configurando a Possibilidade 2. Até atividades que os
graduandos comecavam a participar desde a ideia de que tema seria investigado por eles,
configurando a Possibilidade 3.

As concepcdes analisadas sdo distintas no que tange ao local e nivel que sdo aplicadas,
superior ou bésico, e se alteram conforme o contexto cultural, social e histérico dos
pesquisadores/professores e dos alunos. No entanto, mesmo os autores imbuidos de diferentes
modos de perceber, conceber e fazer Modelagem Matematica, foi possivel identificar
caracteristicas comuns, que atravessam essas concepcdes e que influenciam nosso modo de
perceber a Modelagem Matematica. Desta maneira ensejando adota-las no ensino de
Matematica em encontros sincronos em um AVA. Sendo elas: o inicio do processo com
situacOes-problema, referenciados na matematica ou na realidade dos alunos; trabalho em
grupo, alunos e professores sendo parceiros no processo de ensino e aprendizagem; a
generalizacao de informacdes da situacdo-problema investigada; e 0 modelo matemaético como

sintese das escolhas e estratégias tracadas para alcanga-Io®.

2.2 Educacéo online e interagcdes em um ambiente virtual de aprendizagem (AVA)

Segundo Giraldo, Caetano e Mattos (2012, p. 312) “o termo Educagdo a Distancia
representa uma variedade de modelos educacionais que possuem uma caracteristica em comum:
estudantes e professores separados fisicamente e interligados por meio de algum canal de
comunica¢do.” Assim temos uma modalidade de educacdo, com complexidades proprias e
especificidades. Além da separacéo fisica, professores e alunos também podem estar separados
temporalmente, caracterizando modalidades de EAD sincronas e assincronas® (GIRALDO,
CAETANO e MATTOS, 2012).

Como no ensino presencial, o ensino na EAD é organizado segundo componentes
fundamentais, como contetdos curriculares, interacdo com professores, com colegas e
equipamentos, aplicacGes praticas e avaliagdo. Desta forma, essa modalidade de ensino consiste

em um processo educacional planejado, em que o processo de ensino e aprendizagem acontece

8 para exemplo de uma atividade desenvolvida de forma presencial segundo essas caracteristicas da dinamica do
processo de Modelagem Matematica veja Menezes (2019b).

9 Para Mercado (2009), comunicagéo sincrona acontece em tempo real, assincrona em tempo diferido, e hibrida é
uma combinagdo de comunicagdo sincrona e assincrona.
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em lugares e horérios distintos, para a interacdo de professores e alunos, requerendo estratégias
didaticas e de interacao especifica.

Nesse contexto temos a EAD como algo maior. Enquanto que o ensino remoto,
educacdo online (EO), ensino virtual, educagdo virtual, educacdo remota, sdo modelos
pedagdgicos imersos na modalidade de ensino EAD, ndo sendo sinénimos e carregando
especificidades, que as diferem a depender da estratégia e do tipo de interacdo requisitada.

Bairral (2020) ao definir EO pontua o seguinte:

EAD ndo é sinbnimo de educacdo online (EO). (..). Esta transita no
imbricamento entre o real e virtual, comunicacdo sincrona e assincrona,
distante e perto, individual e coletivo, espago formal e ndo formal de
aprendizagem, todos mediados por tecnologias digitais em rede e que rompem
com a comunicacdo de um para todos. Na EO os discursos séo hipertextuais,
a aprendizagem ndo é vista como transmissdo, mas como praticas situadas e
compartilhadas em ambientes pedagogicamente planejados para fins
educacionais diversos, todos com mediagdo do professor ou de uma equipe
gue efetivamente construiu o seu design. (p. 198)

Ao definir EO, Bairral (2020) também pontua caracteristicas de outro modelo de EAD,
difundido nos ultimos anos por cursos pensados e desenvolvidos em uma perspectiva de
transmissdo de conhecimentos, corroborando a afirmativa de Menezes (2020), que considera
esse modelo de formacdo com foco em aulas gravadas, materiais e orientacdes disponibilizadas
em um AVA. Nao sendo muito diferente do ensino tradicional, amplamente utilizado na
modalidade presencial.

Nesta configuracdo de EAD, Giraldo, Caetano e Mattos (2012) consideram que um bom
AVA além de favorecer a comunicacdo entre os envolvidos no processo de ensino e
aprendizagem virtual, permite o armazenamento de contedos e atividades didaticas. Bem
como permite a realizacdo de foruns de discussao, a entrega de trabalhos, a avaliacdo desses
registros e a divulgacao de notas, e publicacdo de mensagens e noticias.

Em se tratando de praticas de EO, Mercado (2009) pontua algumas vantagens, como a
flexibilidade do ambiente de estudo, em que a atividade independe da geografia espacial e
temporal em que se encontram alunos e professor. Neste contexto destaca também as diferentes
modalidades interativas, nas quais se enquadram a interagdo dos alunos com os materiais
didaticos oferecidos, a interacdo com o tutor, com os outros colegas e com o ambiente virtual.
Sobre intera¢6es dos sujeitos com o ambiente virtual, Menezes e Bairral (2020) afirmam que
essas interacdes podem acontecer em redes sociais (chats do Facebook, WhatsApp etc.), ou em
AVA (Plataforma Moodle, Virtual Math Teams com GeoGebra - VMTcG, entre outros).
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Entendemos interacdo, nesta tese, como “uma forma de comunicagdo (escrita, oral,
gestual, pictdrica, icbnica etc.) estabelecida entre sujeito(s)-sujeito(s) ou entre individuo(s) e
tecnologia(s)”. E também como um constructo, capaz de ajudar a compreender o aprendizado
e o desenvolvimento profissional de sujeitos em determinados cenérios, incluindo o virtual
(BAIRRAL, 2015). Partindo de interacdes em um AVA podemos destacar cinco caracteristicas
organizadas por Souza e Bairral (2016), que podem auxiliar o professor na arquitetura do design

de suas praticas em EO:

1. Favorecer a hipertextualidade e a multimodalidade discursiva, com a
integracdo de linguagens diversas (sons, textos, imagens dindmicas e estaticas,
graficos, mapas etc.).

2. Potencializar constantemente a comunicacdo interativa (sincrona e
assincrona).

3. Propor atividades formativas, que estimulem a construcéo do conhecimento
a partir de situagOes-problema, nas quais o0 sujeito possa contextualizar e
problematizar questdes locais e globais do seu universo cultural.

4. Criar ambiéncias para a avaliagdo formativa, nas quais 0s saberes sejam
construidos em um processo comunicativo constante de negociacbes e de
tomada de decisoes.

5. Favorecer conexdes ludicas e artisticas e incentivar navegac@es criticas,
criativas e autorais. (SOUZA e BAIRRAL, 2016, p. 41).

Na EO ndo necessariamente € preciso ter um AVA, outros ambientes podem ser usados,
a depender do design elaborado pelo professor para o ensino online. Por exemplo, Bustamante
(2016), para desenvolver atividades de Modelagem Matematica usou grupos fechados no
Facebook. Ja Schroetter et al. (2016) desenvolveu suas atividades de Modelagem Matemética
via e-mail. Tanto o Facebook quanto o e-mail ndo sdo ambientes com finalidades educacionais,
no entanto serviram para esse propasito, conforme planejamento das pesquisadoras. Sobre essa

especificidade de préaticas de EO, Bairral (2020) pontua que:

Préaticas em EO ocorrem em cenarios diversos, alguns sdéo denominados AVA.
Um AVA ndo é um mero repositorio. Disponibilizar aulas, textos, videos para
que 0s sujeitos possam acessar, baixar e comentar pode ser uma estratégia
pedagdgica importante, mas ela ndo é suficiente se as atividades e o
acompanhamento dos formadores ndo forem sistematicos e interligados
hipertextualmente a esses materiais. (p. 199)

A escolha do ambiente, a tarefa, as tecnologias, as estratégias em EO sdo elaboradas e
acompanhadas pelo professor ou a equipe que efetivaré as praticas. E importante ressaltar que
ndo basta ter a tarefa perfeita sem um ambiente que ofereca condicdes para 0 Seu
desenvolvimento. Neste sentido, vamos ao encontro do que defende Bairral (2020), ao definir

design ndo o resumindo a apenas uma tarefa, mas como:
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(...) um sistema amplo, vivo e articulado, um ecossistema de ensino e de
aprendizagem. Por mais que uma tarefa esteja bem planejada, se ndo houver
um ambiente interativo de seu aceite, de pertencimento auténtico e de sua
transformacao, os siléncios, os distanciamentos e as aversdes para aprender
online continuardo. (p. 198)

No planejamento desse design o professor precisard antever possiveis caminhos de
resolucdo, que o aluno ou o grupo de alunos ird tomar, e também possiveis equivocos que
podem emergir, tanto em relacdo a tarefa, quanto ao ambiente escolhido para o
desenvolvimento desta. Bairral (2020) nomeia esse exercicio feito pelo professor, de antever
possiveis desdobramentos do desenvolvimento da tarefa, no ambiente escolhido de antecipacao
pedagdgica (AP), definindo-o como “uma a¢ao docente, que busca evitar muitos atropelos que
podem dificultar o aprendizado ou até mesmo causar o abandono do aprendiz. Problemas
informaticos, didaticos, linguisticos, motivacionais etc., sdo sempre objetos de atengdo na AP”
(p. 199).

Compreender conceitos como EAD, EO, AVA, interacdo, design, AP influenciou nosso
olhar em relagéo ao processo de ensino e aprendizagem online. Possibilitando assim enxergar
potencialidades em configuracGes de praticas de EO, por favorecer o trabalho em grupo de
professores e alunos, permitir diferentes caminhos na resolucdo de tarefas, requerer a
organizacdo de um ambiente online que favoreca a construcao do conhecimento e a combinagéo
de conhecimentos de todos os envolvidos. De certa forma essas caracteristicas percebidas em
praticas de EO conversam com as caracteristicas da dindmica do processo de Modelagem
Matematica discutidas na Secdo 2.1. Assim, na proxima secdo descrevo como concebemos
tarefas de Modelagem Matematica possiveis de serem desenvolvidas nos moldes de préaticas da
EO.

2.3 Tarefas de Modelagem Matematica pensadas para praticas de Educacao Online

Como mencionado na se¢do 2.2, o design didatico em um ambiente online ndo é
composto apenas da tarefa. Ela é importante, no entanto, outros elementos como as estratégias
assumidas pelo professor na mediacdo podem fazer com que os siléncios, distanciamentos, a
sensacdo de pertencimento ou ndo, sejam evitados ou potencializados. Esses elementos (tarefas,
estratégias, interacdes) do design precisam ser pensados a depender do ambiente virtual ou
AVA, da dindmica online ou hibrida (presencial e online), e do perfil dos alunos que fardo parte

desse ecossistema.
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Para Bairral (2018) a tarefa é uma peca que constitui a atividade formativa
(tarefa+interacdo+colaboracdo), em que esta se refere ao “exercicio” a ser feito, enquanto que
a atividade refere-se ao aceite e a efetivacdo dessa tarefa, ou seja, o caminhar. Por exemplo, 0
VMTcG é um AVA que dispde de trés espacos de interacdo online e sincrono, em que cada
espaco tem potencial de enriquecer uma investigacdo, ao oferecer diferentes formas de
comunicacdo, com diferentes linguagens: as construcdes no GeoGebra, as possibilidades de
edicdo de textos e imagens no quadro branco, e os dialogos nos chats.

Porém, Bairral (2018) alerta que oferecer opg¢des variadas de comunicacdo nao é
garantia de um processo interativo. Para o autor, “a tipologia das tarefas constitui elemento
formativo importante no ambiente virtual, a medida que funciona como articuladora dos
diferentes aspectos do conhecimento matematico” (BAIRRAL, 2018, p.43). Assim, cada
contexto formativo exige tarefas diferenciadas e, consequentemente, deflagram uma atividade
formativa diferente. Neste cenario, o autor, a partir de suas experiéncias com formacdo inicial
de professores, reconhece que a elaboracgéo de tarefas tem sido um desafio.

No contexto da Modelagem na Educacdo Matematica, a tarefa estimula “a colaboracao
¢ interagdo entre os alunos, professor ¢ objetos investigados” (BRAGA, 2009). O termo “tarefa”
para Silva e Oliveira (2012) € entendido como similar ao termo “atividade”. Dessa forma, as
autoras destacam que é necessario a organizacdo de um ambiente que contenha uma situagéo-
problema e um planejamento da aula, e de estratégias para sua conduc¢éo. Ja para Prado, Silva
e Santana (2013) “tarefa de Modelagem Matematica” é entendida como um ambiente de
aprendizagem, em que os alunos sdo convidados a investigar matematicamente situagdes com
referéncia na realidade, sendo essa definicdo um segmento da concepgdo de Modelagem
Matematica de Barbosa (2001), discutida na secdo 1.1.

Tanto Silva e Oliveira (2012) quanto Prado, Silva e Santana (2013) pontuam em suas
definices sobre tarefas de Modelagem Matemaética a necessidade de uma situagdo-problema.
Os ultimos acrescentam ainda que essa situagdo tenha referéncia na realidade. Sobre referéncia,
Alrg e Skovsmose (2010) abordam diferentes formas de referéncias, que podem repercutir em
diferentes tipos de ambiente de aprendizagem. Nesse contexto, Alrg e Skovsmose (2010)
caracterizaram ambientes de investigacdo segundo trés tipos de referéncias: a matematica pura
(atividades puramente matematicas), a semi-realidades (realidade construida, situacdo

artificial), ao mundo real (realidade com elementos do contexto dos alunos).

10 Sera apresentado no Capitulo 4
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Prado, Silva e Santana (2013) elencaram trés categorias de tarefas de Modelagem

Matematica, considerando o Caso 1 de Barbosa (2001), discutido na se¢éo 2.1, que variam em

fechada, semifechada e aberta, explicitadas no Quadro 6.

Quadro 6 — Categorias de tarefas de Modelagem Matematica

contelldos a serem

serem

Fechada Semifechada Aberta
Sdo indicados | Nao sdo
Contetddos matematicos Sdo indicados o0s | os contetdos a | indicados  os | Ndo sdo indicados

contelidos a

os conteldos a

alunos deverdo
manipular os dados.

deverdo
manipular  os
dados.

utilizados. utilizados. serem serem utilizados.
utilizados.
N4o é indicado | E indicado | Ndo é indicado
Manipulacdo dos dados E indicado como os | como os alunos | como os alunos | como o0s  alunos

deverdo
manipular  os
dados.

deverdo manipular
os dados.

Enquadramento/Limitages
e possibilidade de
comunicagdo

forte: apresenta um
controle das
interacGes
comunicativas
centradas no
professor, bem como
limita a
comunicagdo
dialégica entre
professor e alunos.

Ha Né&o h& | Ha possibilidade
Estratégias de resolucdo Né&o ha possibilidade | possibilidade possibilidade de desenvolver
de desenvolver | de desenvolver | de desenvolver | diferentes
diferentes estratégias | diferentes diferentes estratégias de
de resolucéo. estratégias de | estratégias de | resolucéo.
resolucao. resolucao.
H& H&
Solugdo H& uma  Unica | possibilidade possibilidade Ha possibilidade de
solucdo. de solucBes | de solucBes | diferentes
similares. similares. solucdes.
Enquadramento mais Enquadramento

Variagdes entre o enquadramento
mais forte e mais fraco: apresenta

variacbes  no

controle  de

interacBes comunicativas, ora por
parte do professor, ora por parte
dos alunos, bem como limita e

possibilita a

comunicagdo

dialégica entre o professor e

alunos.

mais fraco: ndo
apresenta um
controle das
interacGes
comunicativas
centradas no
professor, bem
como possibilita a
comunicagdo
dial6gica entre
professor e alunos.

<
zona de conforto

zona de risco

Fonte: Prado, Silva e Santana (2013, p. 10)

A zona de conforto e a zona de risco assinaladas na base do Quadro 5 estéo relacionadas

com a atuacdo do professor no desenvolvimento das tarefas. Se ele tem mais controle,

considerando situacOes conhecidas e previsiveis decorrentes da tarefa, o risco € menor. Assim,

quanto menor o controle, maior a probabilidade de aparecer situacfes inesperadas, estando o
professor preparado para enfrenta-las (PRADO, SILVA e SANTANA, 2013).

A partir do que foi exposto neste capitulo, consideramos para elaboracdo de tarefas de

Modelagem Matematica a serem desenvolvidas nos moldes de préaticas de EO, um blend do que

foi pontuado por Bairral (2018) com o que foi pontuado por Braga (2015), Silva e Oliveira
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(2012) e Prado, Silva e Santana (2013). Entendemos que o desenvolvimento da tarefa de
Modelagem Matematica figurard como uma atividade formativa, implementada de forma
inteiramente online e sincrona no contexto desta pesquisa, na qual a tarefa é apresentada como
proposta/convite de investigacdo de uma situacdo-problema, com potencial de deflagrar
interacdes e trabalho colaborativo.

Dessa forma, as caracteristicas da dinamica do processo de Modelagem Matematica, as
caracteristicas de interacdo em um AVA, juntamente com as possibilidades dos espacos de
interacdo de um AVA, permitiram organizar um design didatico. Neste, as situacdes-problema
(fechadas, semifechadas e abertas referenciados na matematica ou em semi-realidades) foram
propostas por mim, na condicdo de professor (mediador), para serem investigadas
matematicamente por estudantes, em um ambiente online e sincrono.

Assim como as caracteristicas do processo de Modelagem Matematica, as interacdes em
um AVA, o proprio AVA, a tarefa de Modelagem Matemética, o planejamento realizado pelo
professor e a AP, no Capitulo 3 sdo discutidos conceitos que nos ajudaram a entender interacdes
emergidas desse design didatico. Ele foi planejado para o desenvolvimento de tarefas de
Modelagem Matematica nos moldes de praticas de EO, que séo os papeis dos sujeitos (professor
e aluno) e dos objetos matematicos (conteudos), investigados nesse ecossistema de ensino e

aprendizagem.
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CAPITULO 3
TEMAS MATEMATICOS, PODERES NATURAIS,
CONSTRUCTOS PEDAGOGICOS

Neste capitulo reunimos discussdes teoricas voltadas para o conteddo matematico, o
aluno e o professor com potencial de auxiliar na compreensdo de intera¢es, no
desenvolvimento inteiramente online e sincrono, de tarefas de Modelagem Matematica. Na
primeira e segunda secdo, apresentamos discussfes acerca de temas matematicos intrinsecos
aos contetdos matemaéticos, e trés aspectos da psique humana, consciéncia, emocdo e
comportamento, que impactam o contato do aluno com tépicos matematicos.

Na terceira secéo, discutimos 0 pensamento matematico segundo 0s seguintes poderes:
imaginar e expressar o que é imaginado; particularizar/especializar e generalizar; conjecturar e
convencer a si e aos outros; classificar e organizar. E na quarta se¢éo, apresentamos constructos
pedagdgicos e estratégias pedagdgicas Uteis para pensar acdes possiveis do professor no ensino

de Matematica.

3.1 Temas matematicos

Nesta se¢do apresentamos temas importantes que permeiam a Matematica e que servem
para estabelecer conexdes entre contedos matematicos, que comumente séo tratados nas aulas
de Matematica de forma fragmentada. Mesmo em areas da Matematica como a Aritmética, a
Algebra e a Geometria, os contetdos s&o apresentados para os alunos de forma desconectada,
tanto internamente entre conteddos de uma mesma area, quanto de conteidos de areas
diferentes. Sendo esse trabalho isolado decorrente da supervalorizacdo de técnicas de dominio
do contetdo (JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005).

Para Mason e Johnston-Wilder (2004) existem varios temas intrinsecos a Matematica,
que foram identificados por pensadores diferentes ao longo dos séculos, que sdo Uteis para
revelar conexdes ou elos entre contetdos matematicos que, de outra forma, poderiam passar
despercebidos. S&o eles: liberdade e limitacdo; fazendo e desfazendo, estendendo e

restringindo, invariancia e mudanga.!!

11 Traducdo literal de: Freedom and Constraint, Doing and Undoing, Extending and Restricting, Invariance and
Change (JOHNSTON-WILDER & MASON, 2005, p.228-232).
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Liberdade e limitagdo

Foster et al. (2005) consideram que em Matematica as limitagfes dos axiomas, leis e
propriedades sdo necessarias para resolver problemas matematicos. Neste sentindo, Johnston-
Wilder e Mason (2005) afirmam que os problemas comegam por algum objeto matemaético
(talvez um namero, ou uma forma) indefinido ou arbitrario, no qual se impde limitacGes, e de
acordo com cada limitacdo, é possivel saber se existe liberdade suficiente para que alguns
objetos atendam a essa limitacdo. Utilizando objetos matematicos como pontos e retas,

Johnston-Wilder e Mason (2005) ilustram os temas liberdade e limitacéo:

Um ponto tem liberdade de estar em qualquer lugar no espaco; dois pontos
distintos determinam um segmento de reta, sendo este livre para estar em
qualquer lugar no espago e ter qualquer comprimento (diferente de zero); um
terceiro ponto, ponto médio dos dois primeiros, esta limitado pelas escolhas
feitas para esses dois primeiros pontos, ao passo que a livre escolha para um
quarto ponto na reta tem certa liberdade, porém, esta limitado a estar na reta.
Essas observacdes triviais tém consequéncias de longo alcance.
Configuracdes mais complicadas de pontos, retas, triangulos, circulos, e assim
por diante produzem liberdades e limitagcbes mais sofisticadas (JOHNSTON-
WILDER e MASON, 2005, p.228-232, tradugdo nossa).

Os exemplos pontuados por Johnston-Wilder e Mason (2005) sdo simples, podemos
imaginar colegas professores de Matematica nao dando importancia a isso, ja que é algo que
parece ser 6bvio e por isso 0s alunos conseguiriam intuir sem precisar de explicacdo. Mas €é
justamente por causa desse tipo de pensamento, do “crer em obviedades que ndo precisam ser
ensinadas”, que alunos passam pelo ensino fundamental e chegam ao ensino médio com lacunas
em contetidos basicos da Matematica.

Em Foster et al. (2005), os autores reconhecem que essas limitaces sdo tdo implicitas
na Matemaética que, na maioria das vezes, parecem quase que intuitivas. Conhecer, por exemplo,
as propriedades de quadrados, retangulos, ajudaria a pensar no que acontece quando esses
objetos sdo manipulados. Permitiria comparac6es ou observacdes sobre a algebra envolvida,
para se obter as medidas de suas diagonais ou as relacdes entre seus parametros. Assim, essas
limitacGes gerais fornecem uma espinha dorsal para o aprendizado de Matematica (FOSTER et
al., 2005).

Sobre construcdo e manipulacdo de formas geométricas, na intencdo de trabalhar suas
propriedades, Johnston-Wilder e Mason (2005) consideram que ambientes de Geometria
Dinamica sao frutiferos na exploragcdo das no¢des de liberdade e limitacdo, ao oferecerem
analogias entre construgéo e raciocinio axiomatico. De acordo com 0s autores, as constru¢des
dependem dos elementos e, portanto, criam dependéncias ou limitagdes. O raciocinio é baseado

em suposicBes acordadas, analogas as escolhas livres nas construcdes. As dedugbes
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subsequentes correspondem as limitages. Assim, trabalhar com softwares de Geometria
Dinamica pode oferecer aos alunos oportunidades de experimentar a estrutura de dependéncias
de construcdo, correspondente a estrutura de cadeias de raciocinio, em que um resultado
depende de resultados previamente deduzidos (JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005).
Para Johnston-Wilder e Mason (2005) a utilidade da busca dos temas liberdade e
limitacdo, quando conteddos matematicos sdo abordados nas aulas, esta em estimular os alunos
na tomada de consciéncia sobre escolhas que podem fazer e incentiva-los a fazer essas escolhas.
Permitindo, desta maneira, que eles sintam que est&o envolvidos e participando das aulas, sendo
esse sentimento de envolvimento e participagéo a principal fonte de motivacdo. Dessa forma,
0s autores entendem que explorar esses temas nas aulas, que sdo préprios dos conteudos
matematicos, ajuda a fazer com que a disciplina seja vista como uma atividade construtiva, ao

invés de uma colecdo de técnicas para resolver problemas pré-determinados.
Fazendo e desfazendo

Para Mason (2018), os temas fazer e desfazer referem-se a reversdo do que € conhecido
e do que é procurado. Assim, dado determinado tridngulo é possivel construir e encontrar as
medianas, alturas, bissetrizes, que sdo consideradas por Johnston-Wilder e Mason (2005) como
um fazer, sendo pré-determinadas pelo tridngulo dado. Todavia, cada um pode ser transformado
em um desfazer, como exemplificam os autores sobre uma reversdo do que pode ser solicitado
aos alunos. Neste caso, ao invés de pedir para eles construirem as medianas de determinado
triangulo, os autores sugerem que dadas as medianas (ou alturas, ou bissetrizes), se construa
todos os tridngulos possiveis.

Nesse contexto, Johnston-Wilder e Mason (2005) consideram que o fazer geralmente
resulta em uma Unica resposta, como no caso do triangulo em que é possivel construir as
medianas, no entanto elas estdo condicionadas ao triangulo dado. Por outro lado, o desfazer
corresponde geralmente a toda uma classe de respostas, ja que é oportunizado dimensdes de
liberdade para explorar, como no caso em que se apresenta as mediadas e € pedido para que se
encontrem todos os triangulos possiveis.

Além das possibilidades de exploracdo, Johnston-Wilder e Mason (2005) destacam nos
temas fazer e desfazer a solicitacdo de criatividade, ja que é necessario mais discernimento e
engenhosidade. Acrescentam, ainda, que uma boa maneira de proceder é tentar casos
particulares (especializados), para detectar alguma estrutura comum subjacente

(generalizagéo).
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Estendendo e restringindo

Do sexto ao nono ano do Ensino Fundamental a nogdo de nimero dos alunos € ampliada
a cada ano. Comeca nos naturais, passando para 0s inteiros, racionais, até chegar aos reais.
Assim, ao restringir ou estender a atencdo — a restricdo de dominios de fungdes ou a extensdo
de dominios para dimens@es mais altas — a importacdo de defini¢bes pode ser enriquecida e 0s
teoremas estruturais elucidados.

Nesse contexto se tem configurada pelos autores uma cadeia de objetos matematicos em
que a nocao de substruturas, subespacos, subgrupos, subcategorias, e outros sub, surge da
restricdo da atencdo, e as técnicas para construir novos objetos a partir de anteriores fornecem
exemplos de extensdo (BADGER et al., 2012).

Na Geometria encontramos exemplos de casos especificos (restringir), que podem
avangar para casos mais gerais (estender). Por exemplo, é possivel chamar a aten¢éo dos alunos
para a ideia de quadrado, pontuando propriedades do quadrado, como quatro lados congruentes
e angulos retos. Dessa ideia é possivel avancar para a ideia de losango, de retangulo, de
paralelogramo. Um como sendo caso especial do outro, ja que algo é um caso especial de outra
coisa, quando todos os teoremas para 0 mais geral permanecem verdadeiros para a propriedade
particular (JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005).

Assim, entendemos que ao usar um objeto matematico anterior para trazer a ideia do
proximo, se estd estendendo a atencdo dos alunos, e ao focar em um objeto matematico em
detrimento dos outros, se esta restringindo a atengdo dos alunos. Para Johnston-Wilder e Mason
(2005) restringir é necessario para concentrar a atencdo dos alunos em certos objetos. Enquanto
que estender a atencdo, permite aos alunos considerarem o intervalo de alteracGes possiveis de
um parametro, conceito, tarefa, forma, e assim por diante, ajudando-os a considerar o alcance

das mudancas possiveis.
Invariancia e mudanga

Para Mason (2018) a invariancia em meio a mudanca refere-se a situacdo em que
algumas qualidades ou recursos podem mudar, enquanto outros, geralmente relagoes,
permanecem inalterados. O autor entende que a maioria dos teoremas matematicos pode ser
proposta desta forma, e sugere que, geometricamente, vale a pena procurar pontos ou outros
objetos que permanecam invariaveis durante uma transformacdo, para reconstruir essa
transformacéo. Por exemplo, em sen2A + cos?A = 1, a presenca da letra A, permite entender
que seu valor pode mudar, mas o 1 € considerado invaridvel (JOHNSTON-WILDER e
MASON, 2005).
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Deste modo, Johnston-Wilder e Mason (2005) recomendam que para qualquer resultado
geométrico ou teoremas, € Util questionar: o que € permitido alterar (dimensbes de possivel
variacdo), de que maneira (alcance de mudanca permitida), e o que permanece invariante. Os
autores consideram que o que permanece invariavel € geralmente uma relacdo, que pode ser
tratada como propriedade e verificada em outras situagdes. A seguir ilustro essas indicacoes,
aplicando-as no conceito de quadrado.

Em um quadrado, o que pode variar? As medidas dos lados. De que maneira?
Considerando nimeros naturais as medidas dos lados, podem variar entre 1, 2, 3, 4, 5 e assim
por diante, podendo, a depender da extensdo da atengdo dos alunos, considerar outros dominios
envolvendo outros conjuntos numeéricos. Tendo isso definido e usando o GeoGebra pode-se
construir o quadrado por meio de diferentes formas ou ferramentas especificas do programa
que permite a construgio de poligonos regulares. O que permanece invariante? Angulos retos
e lados congruentes. Entdo, nesse exemplo, 0 que permaneceu invariante foram elementos que
definem o quadrado, podendo esta definicdo ser verificada em outras construgdes, como no
losango, retangulo, paralelogramo.

Johnston-Wilder e Mason (2005) apontam no ser humano sentidos (ver, ouvir, tocar,
cheirar, saborear), que funcionam detectando mudancas. No entanto, a mudanca sé faz sentido
dentro de uma dualidade em que existe algo que ndo esteja mudando. Nesse cenario, muitas
vezes é util deixar de enfatizar o que estd mudando, e passar a enfatizar 0 que permanece, e
depois retomar para elementos ou caracteristicas que estdo mudando. Configurando assim,
oportunidades de apreciar significados de uma colecéo de objetos ou exemplos. Assim, fornece
aos alunos, ndo simplesmente exemplos, mas exemplos escolhidos para mostrar diferentes
aspectos que podem variar (dimensdes de possivel variacdo) e sugerir o intervalo em que podem
mudar (alcance de mudanca permitida).

Quatro temas matematicos foram apresentados: liberdade e limitacdo, fazer e desfazer,
estender e restringir, invariancia e mudanca. Para Johnston-Wilder e Mason (2005) esses
temas nao apenas permeiam a Matematica, mas frequentemente servem como elos de conexdes
entre topicos aparentemente distintos, ou seja, aprender Matematica pode ser percebido como
explorar a variedade de maneiras pelas quais esses temas sdo desenvolvidos e instanciados ou
exemplificados em diferentes conceitos e tdpicos matematicos. Assim, entendemos, que por
mais que os temas matematicos discutidos nesta secdo sejam pautados segundo agdes do
professor e dos alunos, 0s temas ndo remetem nem a um e nem a outro, pois s&o inerentes aos

conceitos e aos topicos matematicos, sendo apenas expressos nas agdes do professor e do aluno.
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3.2 Estrutura de um tema: consciéncia, emocao e comportamento

Segundo Johnston-Wilder e Mason (2005) todo topico matematico consiste de trés
vertentes que refletem uma estrutura da psique humana: consciéncia (aspectos cognitivos),
emocdo (aspectos afetivos) e comportamento (aspectos enativos). A relevancia da discusséo
desses aspectos se da pelo impacto que causam nos encontros dos alunos com os topicos

matematicos.
Consciéncia

Quando pensamos em algo, por exemplo, em “cadeira”, essa palavra ressoa em cada
pessoa de forma diferente. Alguns vdo pensar na cadeira da sala de jantar de casa, outros na
cadeira desconfortavel da escola, outros vdo lembrar-se de consertar a cadeira quebrada nas
comemoracdes de final de ano. Enfim, para cada pessoa a palavra “cadeira” despertard um
conjunto de associagdes proprio de seu contexto, ou seja, ¢ o que “vem a mente” quando essa
pessoa ouve a palavra “cadeira”.

No ambiente da sala de aula, de semelhante maneira, os alunos deparam-se com
conceitos ou topicos matematicos, tais objetos ressoam nesses alunos trazendo associacgdes de
outras experiéncias. “Vem a mente” do aluno algum conhecimento despertado a partir do start
produzido pelo contato com aquele conceito ou topico matematico. Dessa forma, conceitos e
topicos matematicos ndo sdo “ideias”, “definigdes” ou “técnicas”. Ao invés disso, as palavras
séo rotulos para uma complexa tapecaria de pensamentos de imagens entrelagadas, conexdes e
elos, praticas comportamentais e habitos, emocdes e excitagdes (JOHNSTON-WILDER e
MASON, 2005, p. 232). Assim, o que “vem a mente” a partir do contato com determinado
conceito matematico é entendido como consciéncia, e definido por Johnston-Wilder e Mason
(2005) como “a totalidade de pensamentos, imagens, ideias, associacOes, topicos relacionados
e conceitos que vem a mente quando vocé encontra uma palavra ou uma ideia” (p. 232, traducao
nossa).

Por exemplo, 0 que “vem a mente” do aluno quando ele se depara com o termo
“Teorema de Pitagoras”? Ele pensa em triangulos? Ele pensa em triangulos retangulos? Ele
pensa em uma relacdo que envolve os lados desse triangulo (catetos e hipotenusa)? Ou ele pensa
no Pitdgoras em uma perspectiva historica, como um personagem da histéria? Percebam que
mesmo o foco sendo o “Teorema de Pitagoras” outras consciéncias podem emergir,
relacionadas ou ndo com o conceito que vocé deseja que seus alunos aprendam ou relembrem.

Fazer esse exercicio de supor possiveis consciéncias que podem vir a superficie das mentes dos
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alunos nas aulas, pode orientar o professor a escolher como introduzir, desenvolver e concluir
o trabalho em cada um dos tdpicos matematicos e a adaptar tarefas, para que os alunos consigam
extrair o maximo possivel dos contedos ensinados.

Mas nem sempre o que o0s alunos estdo pensando sobre determinado conteudo
matematico esta correto, de modo que nesses casos consciéncias sdo auséncias. O que
caracterizam essas auséncias? Coisas que os alunos frequentemente esquecem, conceitos
errdneos e interpretacdes errbneas, erros classicos que os alunos parecem propensos a fazer
(JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005, p. 233).

As auséncias apresentadas, no entanto, ndo sao indicativos de que os alunos ndo sabem
nada a respeito do que esta sendo estudado. E comum o professor comunicar-se de uma forma
e achar que a mensagem que ele esta passando esta chegando aos alunos de igual maneira como
ele planejou. As vezes as relacdes que os alunos estdo fazendo estdo indo em uma direcdo
totalmente oposta as que o professor gostaria que eles fizessem. Neste sentido, Johnston-Wilder

e Mason (2005) explicam que:

Os antropdlogos cunharam a expressao “auséncia de evidéncia ndo é evidéncia
de auséncia”. Em outras palavras, apenas porque um aluno ndo da nenhuma
evidéncia de estar ciente ou saber como fazer algo, isto nédo significa que ele
ndo esteja ciente ou saiba como fazé-lo. Pode haver outras razdes pelas quais
isso ndo veio a mente ou foi descartado. Consequentemente, deve-se tomar
cuidado para ndo atribuir auséncias aos alunos, mas sim ao seu
comportamento em um determinado momento. (p. 233, tradugéo nossa).

Até aqui vimos que consciéncias sdo aspectos cognitivos de cada pessoa. Nesse
contexto, como o professor pode ter acesso a algo que € interno ao aluno? Incluir os alunos no
planejamento das aulas, pedindo que eles construam/criem/registrem o que eles entendem sobre
determinado conteudo, pode ajudar o professor a acessar essas consciéncias, permitindo que ele
se prepare para ensinar um topico ou atualizar o sentido antes de ensina-lo novamente. Seria
uma avaliacdo diagnoéstica, com a qual seria possivel identificar auséncias como erros e

confusdes experimentadas pelos alunos.
Emocéo

Muitos contetudos matematicos foram sistematizados a partir de solucGes para situacGes-
problema da realidade, tendo assim todo um processo de investigacdo e construcdo de
conhecimento, que preconizaram 0s conceitos e técnicas formais. Diante disso, quando topicos
matematicos sdo ensinados nas escolas, toda essa construcdo subjacente é deixada de lado,
restando uma supervalorizacdo de conceitos e no dominio de técnicas desprovidas de

significado para os alunos. Assim, 0 acesso a situacao original que intrigou e levou alguém a
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solucionar um determinado problema fica faltando, sendo ai que reside em potencial motivacao
(JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005).

Uma das formas de aflorar essa motivagdo nos alunos esta relacionada ao fator surpresa,
pois ser surpreendido por algo inflama o interesse, e se esse interesse for sustentado até que se
torne uma chama, entao os alunos “foram motivados” (JOHNSTON-WILDER e MASON,
2005, p.234).

A surpresa pode estar na experimentacdo de propriedades e relacdes matematicas. Por
exemplo, descobrir via experimentos que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°,
verificar se 0 mesmo acontece com outras formas geométricas, descobrir se a férmula do
volume de uma esfera pode ser usada para calcular o volume de uma laranja. Enfim, buscar o
interesse dos alunos na pratica de experimentos. Isto ndo sendo algo com foco s6 nos alunos, o
professor ao experimentar, ao testar formas de ensinar, consegue passar esse entusiasmo e
motivar na hora que estiver ensinando, dessa forma, ao experimentar surpresa o professor esta
em uma posicdo melhor para estimular e motivar os alunos a experimentar e se surpreenderem
(JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005).

O contexto no qual os problemas emergem também pode ser aproveitado na intencao de
invocar surpresa e esperar que os alunos exergcam seus poderes, ou seja, ajudar os alunos a
relacionar os contextos em que os problemas tipicos surgem a sua prépria experiéncia. No
entanto, Johnston-Wilder e Mason (2005) ponderam que a importancia do contexto dos
problemas néo significa que a partir de entdo se deva basear o ensino apenas em problemas

auténticos encontrados fora da escola, ou que se deva partir sempre de alguma situacado pratica.

O papel dos contextos significa torna-los realistas pelos alunos, capacitando-os a
imaginar alguma situacédo, fazendo uso de alguma situacdo problematica auténtica, baseando-
se em informacdes historicas ou colocando os alunos em algum contexto matematico, em que
os problemas aparecam. Assim, “as emoc¢des sdo evidentes quando os alunos percebem que
uma situacdo é um caso especial de algo mais geral, ou quando Vérias situacdes sdo reveladas
como exemplos de alguma ideia geral unificadora.” (JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005,
p.237, tradugdo nossa).

Comportamento

E comum na escola e até mesmo em suas casas os alunos serem cobrados a saber a
tabuada, principalmente a multiplicagdo. Como se aprender tabuada fosse algo que dependesse
somente do esfor¢o do aluno e da dedicagéo dele em decorar todas aquelas repostas. No entanto,

até o sexto ano do ensino fundamental, basicamente o curriculo de Matematica gira em torno



52

de operagOes da tabuada, adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Nesta conjuntura, nos
perguntamos o quanto realmente os alunos sabem dessas operac6es? E se eles entendem essas
operacgdes e os problemas derivados delas como tabuada também, para além do “livreto” de
colunas e linhas que na capa vem escrito o titulo “Tabuada”? Johnston-Wilder e Mason (2005)

apontam que:

Aperfeicoar uma técnica requer muito mais que simples repeticdo de
comportamentos até que seja automatizada. Todo topico envolve termos
técnicos e frases ou frases que expressam relacionamentos e propriedades.
Tornar-se familiarizado com esses termos técnicos significa ndo apenas ter
uma nocdo do que eles significam, mas realmente fazer uso deles para
expressar seu proprio pensamento. (p.237, tradugdo nossa).

Palavras novas vao surgir junto com os topicos matematicos, e esses significados
precisam fazer sentido para os alunos. No sétimo ano, por exemplo, quando os alunos comegcam
a ter contato com conteudos algébricos como expressdes e equacdes, e ouvem pela primeira vez
a palavra “incognita” e “variavel”, a forma como o professor vai trabalhar esses significados
determinaré se aluno aprendera de fato aquele contetdo ou se vai dominar técnicas desprovidas
de sentido, que o ajudaram a resolver exercicios semelhantes aos exemplos resolvidos pelo
professor.

Apresentar novas palavras a partir de discussfes genuinas, envolvendo a negociagao de
significado, € parte do processo de se chegar ao significado e a compreensao, e essas discussoes
s6 acontecem em espacos em que ha uma manutencio de uma atmosfera de conjecturas'?
(JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005).

Nessa se¢éo, apoiados em Johnston-Wilder e Mason (2005) conhecemos trés vertentes,
que refletem a estrutura da psique humana: consciéncia, emocdo e comportamento, que
impactam na forma como os alunos interagem com contetdos matematicos. A vertente da
consciéncia, englobando ideias e pensamentos que “vém a mente” no contato com determinado
assunto, como temas matematicos, imagens, diagramas, conexdes com outros topicos
matematicos e afins. Neste norteamento incluem-se também erros classicos que os alunos
cometem, seja quando ndo prestam atencdo, ou baseados em auséncias mais profundas como
erros de interpretacgéo.

A vertente emocional ou afetiva engloba, tanto situacfes problematicas, que
principiaram originalmente determinado topico matematico ou algum de seus aspectos, quanto
outras situacdes que os alunos possam apreciar. Assim como também as possibilidades que

podem emergir de outras circunstancias, indo além de aplica¢Ges para incluir situacdes nas

12 Na segdo 3.3 esse conceito sera retomado e aprofundado.
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quais maneiras de pensar mostram-se relevantes. A vertente do comportamento inclui um dos
aspectos mais proximos dos topicos matematicos, 0os métodos e as técnicas com as quais se
espera que os alunos dominem para resolver questdes. No entanto, hd maior relevancia no
comportamento do que nos métodos, por exemplo, todos os topicos matematicos envolvem o
uso de termos, frases, frases especiais que orientam e demonstram maneiras relevantes de
pensar.

Essas trés vertentes — consciéncia, emog¢do e comportamento — estdo intimamente
entrelacadas e fornecem uma estrutura que pode servir como um lembrete de aspectos a serem
considerados pelo professor ao se preparar para ensinar qualquer topico matematico.
(JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005). Os autores ainda afirmam que a maneira mais
poderosa de envolver a atencédo e envolvimento dos alunos € ativar essas trés vertentes, e para
que isso possa acontecer é necessario envolver os alunos na tomada de decisdes e no uso de

seus proprios poderes matematicos, sendo esses poderes discutidos na proxima secao.

3.3 Pensamento matematico, poderes naturais e matematicos

Sobre pensamento matematico Mason e Johnston-Wilder (2004) ressaltam que uma
coisa € querer que os alunos desenvolvam seu pensamento matematico, outra coisa € ser mais
preciso sobre o que isso significa. Os autores ponderam que os alunos que pensam ativamente
sobre sua matematica, que desenvolvem habitos mentais matematicos, que usam suas forcas
naturais, terdo melhor desempenho em dispositivos de avaliagdo como exames e testes, do que
os alunos que sdo treinados em algumas técnicas e tipos de problemas tipicos. Neste cenario,
ndo ter um entendimento sobre o que é pensamento matematico, torna 0s objetivos em torno
dele tdo vazios quanto esses objetivos derivados de dispositivos tradicionais de avaliacao.

Os autores consideram importante saber o que é o0 pensamento matematico, para nao ser
associado apenas ao contexto de solucionar problemas matematicos, de se sair bem em provas,
ou considerando a realidade do Brasil, de passar no Exame Nacional do Ensino Médio (Enem).
O pensamento matematico desenvolvido nos/pelos alunos tem potencial para ajuda-los nesses
objetivos mais pontuais, no entanto, pensar matematicamente ndo pode ser encarado como um
fim em si mesmo.

O pensamento matematico € um processo pelo qual se aumenta a compreensdo de
mundo e se amplia as escolhas dos alunos. E que por ser uma maneira de proceder, possuem
ampla aplicacédo, ndo apenas para problemas matematicos ou cientificos, mas de forma mais
abrangente (MASON e JOHNSTON-WILDER, 2004, p. 154). Assim, deve-se pensar
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matematicamente sobre processos matematicos (MASON, BURTON e STACEY, 1982, p.viii),
e sobre uso de poderes naturais dos alunos na criacdo de sentidos na Matematica e fora dela.

Mason (2005) esclarece que antes esses poderes eram promovidos como “processos”
que contribuem para o pensamento matematico (MASON, BURTON e STACEY, 1982, p. viii),
e que passou a nomea-los como poderes naturais dos alunos, com intuito de chamar a atencéo
do professor e encontrar ressonancia em sua experiéncia. Mason (2005) entende que as criangas
demonstram possuir poderes naturais desde a mais tenra idade, pois demonstram localizar
relagGes, propor propriedades, fazer e testar conjecturas. Elas naturalmente testam instancias
particulares de generalidades e naturalmente generalizam como, por exemplo, ao usar a
linguagem gestual ou oral (JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005).

Johnston-Wilder e Mason (2005) entendem que as criancas dao sentido a sua
experiéncia, na medida em que a criacao de sentido envolve a formulacdo de “histérias”, para
explicar experiéncias atuais integradas a experiéncias passadas, e que essa acdo requer
interpretacdo de acontecimentos atuais em termos de acontecimentos passados. Neste cenario
0 sentido se da quando as criangas usam seus poderes naturais para coletar, classificar,
assimilar, acomodar, rejeitar sensaces (fisicas ou imaginadas, lembradas ou construidas).

Mason (2004) pontua que para o professor conduzir os alunos a tomar inciativas,
envolvendo-se com ideias matematicas, é necessaria a elaboracao de tarefas pedagogicas, que
exijam dos alunos o uso dos seus poderes naturais de fazer sentido, partindo dessa ideia de
poderes naturais usados pelas criangas na constituicdo de sentidos em experiéncias cotidianas.
Também se levando em conta o contexto da escola, quando essas criancgas, agora alunos, trazem
esses poderes naturais para as aulas de Matematica.

Dessa forma, os poderes matematicos sdo os poderes naturais explorados nas aulas de
Matematica. Como sdo elementos vindos de fora da escola os alunos precisam sentir que esses
poderes estdo sendo considerados, usados, que sdao bem vindos as aulas, ao invés de serem
suprimidos ou ignorados. Entre esses poderes: imaginar e expressar 0 que é imaginado;
particularizar/especializar e generalizar; conjecturar e convencer a si e aos outros; organizar
e classificar; estdo envolvidos em toda a criacdo de sentido humano, mas formam um nucleo
de fazer sentido matematico (MASON, 2004, p. 1).

Imaginar e expressar o que é imaginado

Sobre imaginar e expressar o que é imaginado, Johnston-Wilder e Mason (2005)
afirmam que toda crianca é capaz de imaginar e esse poder é importante, porque é o principal

meio de aproveitar as emocdes, por exemplo, imaginar como Vocé agira ou sera no futuro, ou
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0 que deveria ter feito no passado. Ao final de uma discussao quantas vezes ndo simulamos em
nossas mentes maneiras diferentes de argumentar sobre determinado assunto ou uma resposta
decisiva para encerrar a discussdao? Ou quando fazemos planos futuros, imaginando como
estaremos na nossa profissdo ou na relagdo com uma pessoa que gostamos. Assim, é por meio
da imaginacgdo que as pessoas sdo capazes de contemplar o que ndo esta no tempo presente.

Os autores trazem metaforas como “ver”’, usada comumente pelas pessoas para se
referirem ao que fazem em suas cabegas. Ou seja, “ver imagens em suas mentes” permite
simular situagdes, tragar formas de agir sobre determinado contexto. No entanto, mesmo parte
significativa da populagdo ndo entendendo o que essas pessoas estdo falando (pela dificuldade
que se tem de transportar outra pessoa para uma situacdo que se imaginou), todo mundo possui
a capacidade de imaginar e posteriormente desenhar ou descrever o que imaginou, expressar.

Desta maneira, por meio das imagens mentais, é possivel ter acesso a uma ampla
variedade de casos, incluindo o muito grande ou 0 muito pequeno, como por exemplo, a faixa
de angulos possiveis em um triangulo ou o intervalo de tamanhos possiveis nos lados de um
triangulo. Sendo através do poder de imaginar que se acessa a generalidade.

Para os autores o dominio da Geometria mostra-se poderoso para desenvolver o poder
de imaginar, e expressar para 0s outros o que se imaginou. Porém, mesmo parecendo em um
primeiro momento simples descrever o que se imagina para terceiros, tal acdo ndo é. Johnston-
Wilder e Mason (2005), no contexto da sala de aula, destacam que aprender a descrever para si
0 que se imaginou € um exercicio poderoso, pois fornece aos alunos algo que eles podem fazer,
caso fiquem presos em alguma situacéo.

De que forma o poder de imaginar e expressar acaba sendo deixado de lado na aula de
matematica? ldentificamos em Mason (2007), que se os alunos trabalharem apenas com o que
estd presente a eles (objetos fisicos, diagramas ja desenhados, expressdes simbolicas ja
formadas), eles provavelmente se sentirdo sem poder. Agora, se 0s alunos forem convidados a
imaginar o que ndo esta presente, discernir detalhes, buscar relacGes, identificar propriedades
e, acima de tudo, ir além do que estd presente no mundo sensivel, entdo seus poderes de
imaginacao serdo usados frutuosamente ao inves de trivialmente.

Sobre a postura do professor, Johnston-Wilder e Mason (2005) sugerem que ele estimule
os alunos com instru¢cdes no imperativo como imagine isso, faca isso ou faca aquilo. Apos
algumas instrugfes o professor pode dar uma pausa e posteriormente pedir aos alunos que
descrevam o que imaginaram um para o outro. Assim, mediante diferencas que podem aparecer
e representacdes que podem ser desenhadas, a negociacao de interpretagcdes para se chegar ao

entendimento comum pode iniciar.
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Particularizar/especializar e generalizar

A generalizacdo esta no cerne da matematica. De maneira complementar e oposta a
generalizacdo, Mason (2008) destaca outro poder, a particularizacdo ou a especializacao, pois
“adotar uma atitude indutiva requer transitar das observac@es particulares as generalizac¢Ges, ou
seja, das mais concretas observagdes as mais sofisticadas generalizagdes” (POLYA, 1957 apud
MASON, 2008, p. 63).

Mason, Burton e Stacey (1982) destacam o poder especializar em situacdes que podem
acontecer no cotidiano, e entendem que os alunos quando encontram e se debrugcam sobre uma
situacdo concreta do cotidiano ou do contexto da matematica, eles se especializam no manuseio
de objetos sensiveis ou matematicos (desenhos geométricos, nimeros, simbolos algébricos)
desse caso particular.

Como exemplo de um caso particular, os autores trazem o contexto do “Armazém” e
recomendam aos leitores®® que o melhor comego ¢ trabalhar com uma pergunta: “Em um
armazém, vocé obtém 20% de desconto, mas deve pagar um imposto de 15%. Qual vocé prefere
ter calculado primeiro: desconto ou imposto?” (MASON, BURTON e STACEY, 1982, p. 1).
Os autores entendem que as respostas podem ser encontradas ao serem testados valores e, dessa
forma, os leitores ao anotarem célculos e ideias vao desenvolvendo habilidades de pensamento.
Nessa problematica os autores sugerem a compra de um item no armazém gue custa £100 (cem

libras esterlinas):

calcule o desconto: o desconto de £100 é de £20

subtrai-o do preco: £100 - £20 = £80

calcule o imposto: 15% de £80 é £12

adicione o imposto para obter o prego final: £80 + £12 = £92 (MASON,
BURTON e STACEY, 1982, p. 2)

Mason, Burton e Stacey (1982) sugerem formas de abordagens complementares, como
o teste de valores de produtos reais, a construcdo de uma planilha, até que o leitor consiga
perceber que o preco original do produto sempre serd multiplicado por dois percentuais, o do

desconto e do imposto, independente de quem sera calculado primeiro:

(i) subtrair 20% de um preco é 0 mesmo que pagar 80%, ou seja, VOcé paga
0,80 vezes o preco;

(ii) adicionar 15% a um preco é 0 mesmo que pagar 115%, ou seja, vocé paga
1,15 vezes o preco.

Entdo, por qualquer preco original de, digamos, £100, calculando

desconto primeiro: vocé paga 1,15 x (0,80 x £100)

13 Mason, Burton e Stacey (1982) apresentam situacdes-problemas que oportunize compreender os poderes de
particularizar ou especializar e generalizar de forma mais ativa e reflexiva.
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imposto primeiro: vocé paga 0,80 x (1,15 x £100) (MASON, BURTON e
STACEY, 1982, p. 2-3)

Os autores preveem que 0 teste de valores com a construcdo da planilha, permitira
identificar que a ordem nesse caso nao importa, ja que o que esta envolvido é a multiplicagdo
do preco do produto por dois numeros (desconto e imposto). Dessa forma, generalizando ao

assumir a letra “P” para o prec¢o original do produto, o célculo do:

desconto primeiro: vocé paga 1,15 x 0,80 x £P
imposto primeiro: vocé paga 0,80 x 1,15 x £P
e estes sdo sempre iguais. (MASON, BURTON e STACEY, 1982, p. 3)

Na situag@o do “Armazém”, Mason, Burton e Stacey (1982) propGem uma investigacao
na qual indicagOes para testes e para a construcdo de uma planilha permitiria observar valores
fixos e valores que variavam, possibilitando a generalizacdo da situacdo. Johnston-Wilder e
Mason (2005) consideram que experimentar e expressar a generalidade € totalmente natural
para os alunos, no entanto o que 0s autores questionam é se esses poderes estdo sendo requeridos
e desenvolvidos na aula de Matemaética ou se estdo sendo deixados de lado e se atrofiando pelo
n&o uso.

Muitas situacdes do cotidiano envolvem relacBes geométricas. O uso do desenho
geométrico ajuda a excluir elementos irrelevantes para que relacfes relevantes possam ser
representadas. Esses elementos, muitas vezes irrelevantes sdo caracteristicas da situacéo fisica,
que ndo foram consideradas para a constru¢do do seu desenho (JOHNSTON-WILDER e
MASON, 2005). Dessa forma, reconhecer um desenho como captura da estrutura essencial de
uma situacao cotidiana € uma forma de generalizacao.

Para Johnston-Wilder e Mason (2005), aprender a reconhecer representacGes diferentes
da mesma situac¢do envolve um desenvolvimento sofisticado, desde comparar entre elementos
distintos ate reconhecer relagdes e perceber propriedades, que podem ou ndo se manter quando
as condicOes variam. Assim, algo sO pode ser percebido como uma propriedade quando 0s
alunos tomam consciéncia do que é permitido variar e das dimens6es da variacdo possivel na
situacao.

Conjecturar e convencer a si e aos outros

A situagdo do “Armazém” produziu uma conjectura justificada a partir da generalizacao
do resultado, em que Mason, Burton e Stacey (1982) intuitivamente levaram o leitor a entender
que alterar a ordem do calculo néo alteraria o preco final. A acdo de conjecturar fornece um

pano de fundo para o raciocinio, que auxilia na justificacdo da hipdtese. Depois que uma
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conjectura € feita, como no caso do desconto e do imposto do “Armazém”, ela precisa ser
contestada, testada e possivelmente modificada (MASON e JOHNSTON-WILDER, 2004).

Johnston-Wilder e Mason (2005) consideram que a conjectura € uma forma de trabalhar,
no qual as ideias séo desenvolvidas pelos alunos que pensam em voz alta ou explicitamente de
outra maneira. Tudo que é dito, € pensado e testado por aqueles que estdo ouvindo. As pessoas
precisam de confirmacdes vindas de seus pares. Elas possuem incertezas e esperam obter ajuda
de outras pessoas para articular o que pensam que estdo “vendo” ou pensando.

Assim, uma atmosfera de conjectura enseja nos alunos expressarem hipéteses quando
eles ndo tém certeza, e 0s alunos aproveitam essa oportunidade para ouvir outros pontos de
vista, desencadeando modificacdes, amplificacbes, contraexemplos. Ndo cabendo nessa
atmosfera afirmacfes como “isso esta errado...”, pelo contrario, cultiva-se desafios como “eu
convido vocé a modificar sua conjectura”, promovendo contrapontos (MASON e JOHNSTON-
WILDER, 2004, p. 141).

Essa atmosfera ndo € potente somente no campo do ensino. Os matematicos articulam-
se melhor em uma atmosfera de pensamentos e suposi¢bes, na qual conjecturas sdo
experimentadas e modificadas. As afirmacdes derivadas desses experimentos sdo usadas pelos
matematicos para convencer seus pares, que por sua vez sentem-se desafiados a encontrar
“contraexemplos” para essas afirmacoes.

Dessa forma, o pensamento matematico é aprofundado por periodos de trabalho
individual, fomentado pela especializacdo e pela generalizagdo, seguido de ensaios de
conjecturas do que foi imaginado em periodos de negociacdo coletiva, com a finalidade de
encontrar maneiras de modificar o enunciado conjecturado, que blogueiem contraexemplos
(MASON, 2008).

Nessa maneira de trabalhar todos assumem a responsabilidade de dar sentido ao que €
dito pelos outros, e qualquer um pode ser solicitado a explicar seu pensamento, isto é, tentar
convencer 0s outros envolvidos. Para desenvolver esses poderes nos alunos, a escola pode
contribuir ao gerar uma atmosfera de conjectura, considerando a importancia social de se

desenvolver uma maneira cuidadosa, ouvinte e desafiadora de se interagir com os outros alunos.
Classificar e organizar

Johnston-Wilder e Mason (2005) afirmam que o0s seres humanos constroem sentido a
partir da organizacéo e classificacdo de experiéncias. Por exemplo, o consenso de ndo colocar
para secar juntos roupas e pratos sao formas de ordem importante no mundo material, sendo

metaforas Uteis para trabalhar nos mundos: mental, simbdlico e social. A acéo de classificar
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exige que algumas caracteristicas consideradas relevantes sejam enfatizadas em detrimento de
outras, que sdo deixadas de lado.

A classificacdo e a organizacdo de objetos sdo tipicas de tarefas desafiadoras que
estimulam as criancas. Mason (2008) exemplifica que a classificacdo de micangas por cor e
tamanho, ou entéo a classificacdo de blocos por cor, tamanho, espessura, cor e tamanho, cor e
espessura etc., ocupam criangas por horas. Essas atividades sdo importantes na medida em que
exercitam e desenvolvem o controle motor, a0 mesmo tempo em que o0s levam a
discriminar/ignorar/experimentar de acordo com atributos e associagdes particulares.

Em relagdo a esses poderes aplicados na Matematica: numeros sdo rapidamente
classificados em pares e impares, de acordo com o ultimo algarismo, ou entdo, ao dividir 0s
numeros por dois, o que requer algum trabalho explicito. Como ocorre ao reconhecer e nomear
poligonos segundo Vvértices e arestas, em que se apontam relagdes entre 0 numero de vértices e
0 nmero de arestas, permitindo caracterizar a forma do poligono.

Dessa forma, Johnston-Wilder e Mason (2005) entendem que cada ato de ordenacao
envolve enfatizar algumas caracteristicas (relevantes) e ignorar outras, 0 que requer a
capacidade de discriminar qualidades (generalidades e propriedades), que estdo sendo usadas
para classificar. Tipicamente encontra-se tarefas de classificagio em que aparecem
representacfes numéricas ou geométricas, nas quais os alunos precisam dizer o que é um e 0
que € outro. Esse tipo de tarefa s6 mostra a perspectiva de quem elaborou a tarefa, ndo estando
interessada nas experiéncias e nas representacoes trazidas pelos alunos. Nesse cenario entendo
Johnston-Wilder e Mason (2005), quando apontam esse tipo de tarefa de classificagdo como
ruins, para fazer com que 0s grupos de alunos expressem seus pensamentos uns aos outros e
negociem diferentes maneiras de ver. Alguns discentes aprendem com 0s outros, meios de
discernimento que antes ndo vinham a mente, outros encontram seu modo de perceber sendo
apoiado ou confirmado.

Assim, os pares de poderes matematicos discutidos até aqui, sdo poderes que podem ser
invocados quando os sujeitos estdo tentando dar sentido a Matematica, e que ao estimular o0s
estudantes a usar e, consequentemente desenvolver esses poderes, 0 pensamento geométrico

sera promovido.

3.4 Constructos pedagdgicos e estratégias pedagogicas

De acordo com Mason e Johston-Wilder (2004), constructos pedagdgicos e estratégias

pedagogicas informam e constituem a pratica de professores e educadores. Ambos podem ser
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usados como distin¢des Uteis para pensar sobre o ensino de Matematica em trés momentos: no
planejamento da aula ou de uma sequéncia delas; durante a aula, quando “vém a mente” formas
de acOes possiveis; e na analise retrospectiva da aula, de modo a aprender com a pratica
(JOHSTON-WILDER e MASON, 2005, p. 245).

Sobre constructo pedagdgico, Mason e Johston-Wilder (2004) utilizam alguns conceitos
como: fendbmeno, rétulo e estrutura, para defini-lo no contexto da Educacdo Matematica. Assim,
fendmeno, para os autores, € algo que se distingue do fluxo de eventos e € reconhecido como
tendo acontecido anteriormente. O reconhecimento de um fendmeno envolve discernir alguma
caracteristica ou aspectos como (relativamente) invaridvel em meio a outras mudancgas, como
exemplificado pelos autores nas seguintes situacdes hipotéticas:

e primeira situa¢do: uma crianca usando um objeto fisico para ajuda-la a pensar em uma
pergunta;
e segunda situacdo: um professor faz uma pergunta a turma seguida de uma pausa,

esperando que os alunos pensem sobre a questdo, depois o0s convida a conversar com 0

colega ao lado sobre a questdo, antes que eles contribuam para a discussao com toda a

turma.

Ao considerar ambas as situa¢des, no primeiro exemplo é possivel reconhecer que “usar
um objeto fisico para ajuda-lo a pensar” é algo que as pessoas fazem naturalmente e que 0s
professores podem incentivar. No segundo exemplo € possivel reconhecer que o tempo de
espera do professor apds fazer uma pergunta é algo que pode servir como indicador da interacéo
professor-aluno.

Nesses cenarios, na intencdo de facilitar a referéncia para praticas ou pesquisas futuras,
os fendmenos séo rotulados. No primeiro caso, poderia ser “0 uso de aparelhos ou objetos
manipulaveis”, e no segundo caso, “0 tempo de espera”. O rétulo traz o fendmeno a existéncia
como um objeto de pensamento, que pode ser discutido e negociado entre os pares, permitindo
que professores e/ou pesquisadores investiguem o que esta envolvido no fenémeno, o que o
torna eficaz, o que a eficacia pode significar, o que os alunos experimentam, os links para outros
aspectos do ensino e aprendizagem, dentre outros.

De acordo com Mason e Johnston-Wilder (2004), o constructo pedagdgico €
experimentado como uma consciéncia e indicado por um rotulo para uma distincao, que foi e
pode ser feita. E uma abstracdo da experiéncia de um fendmeno, podendo ser um rétulo para o
fendmeno em si, ou para algo que explique o fendmeno. Sendo geralmente associado a alguma
acao que possui componentes fisicos (uma pratica em sala de aula), mentais (reconhecimento,

teorizacdo) e emocionais (estimulo, julgamento).
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O rotulo torna-se constructo pedagdgico no uso por terceiros, e por isso, de tempos em
tempos € necessario experimentar novamente a consciéncia subjacente. Deve-se ter cuidado de
ndo tratar rétulo e constructo pedagogico como sinénimos, ja que ambos podem tratar de um
mesmo fendmeno. No entanto, em momentos distintos, o rétulo é cunhado por um professor
e/ou pesquisador, mas se ndo teve impacto, ndo foi usado por outros, ndo serviu de referéncia
para outros, ndo foi experimentado como consciéncia de ninguém além daquele que o criou,
ndo chegou, dessa forma, a ser constructo pedagadgico.

Quando se tem um conjunto de constructos pedagodgicos a respeito de determinado
fenbmeno, Mason e Johnston-Wilder (2004) os entendem como partes de uma estrutura. Por
exemplo, sobre o processo de Modelagem Matematica de Bassanezi (2012) é possivel inferir
que as etapas definidas por Bassanezi (2012) sdo rotulos. Ao serem reconhecidos e usados como
referéncias por outros professores e/ou pesquisadores tornam-se constructos pedagdgicos, e que
esse conjunto de constructos pedagdgicos compdem a estrutura do processo de Modelagem
Matematica desse autor.

Os rétulos atuam como gatilhos de consciéncia imediata para que, no meio de uma
situacdo, surja alguma possibilidade associada a um ou mais constructos pedagdgicos. Como
muitos constructos pedagdgicos estdo implicitos e estdo abaixo da superficie da consciéncia
imediata, trazé-los a superficie os abre para valida¢do, modificagdo e até substituicdo. A tomada
de consciéncia, a adocao e a adaptacdo de estruturas eficazes permitem aos professores discernir
os fendmenos mais de perto, distingui-los com mais sensibilidade, perceber mais do que seriam
capazes sem os rétulos das estruturas.

Podemos considerar, partindo da ideia de constructos pedagdgicos, que o estudo das
concepcdes que realizamos no Capitulo 2, pensando no desenvolvimento de tarefas de
Modelagem Matematica em préaticas de EO inteiramente online e sincrona, trouxe-nos a mente
pontos comuns que identificamos nas concepcbes estudadas. Assim permitindo que
cunhassemos rotulos para 0 nosso entendimento de tarefa de Modelagem Matematica a ser

desenvolvida em um AVA, como indicado na Figura 2.
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Figura 2 — Caracteristicas da dindmica do processo de Modelagem Matemaética
Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)

Entéo, principiando dos constructos pedagdgicos analisados em referéncia a concepgdes
de Modelagem Matematica, pautamos caracteristicas comuns dessas concepgdes possiveis de
serem aplicadas em praticas de EO. Desta maneira definimos rétulos para momentos do
desenvolvimento inteiramente online e sincrono de tarefas de Modelagem Matematica. As
caracteristicas que pautamos ainda sdo rotulos, pois ninguém além de quem as criou, no caso
nos, as utilizou em outros contextos, em outras pesquisas, ou seja, ainda ndo teve impacto e
apropriacdo desses rétulos por terceiros.

Para Mason e Johnston-Wilder (2004) o contato com trabalhos de autores que
introduziram ou desenvolveram um constructo pedagogico especifico, além de ser informativo,
fornece acesso as vozes originais, criando uma referéncia valiosa para professores e/ou
pesquisadores. Desta forma, os autores entendem que 0 acesso a esses constructos pedagdgicos
tem potencial de embasar professores e/ou pesquisadores quando do desenvolvimento de uma
pratica, porque dependendo do contexto, acontecimentos podem servir como gatilhos a esses
professores e/ou pesquisadores, trazendo a tona, como consciéncia imediata, estratégias

pedagogicas que se configuram como uma resposta ao acontecimento.

N&o julgamos necessario especificar cada constructo pedagdgico apresentado por
Johnston-Wilder e Mason (2005), por ndo ser foco deste trabalho, ja que entendemos como

mais pertinente para a tese as estratégias pedagdgicas derivadas desses constructos
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pedagdgicos. Para os autores as estratégias pedagdgicas sdo consciéncias imediatas dos
professores e/ou pesquisadores que emergem na experiéncia, N0 momento que a pratica de
ensino e/ou pesquisa esta acontecendo, embasadas nas interpretacdes dos constructos
pedagdgicos considerados, passiveis dessa forma, de adaptacdo, modificacdo, substituicao.
Johnston-Wilder e Mason (2005) apresentam nove estratégias pedagdgicas, inferidas
por eles, de acordo com as interpretacdes que fizeram de alguns constructos pedagdgicos, e que
foram usadas e sugeridas ao longo do livro “Desenvolvendo o pensamento geométrico”. Sa0

elas:
diga o que vé

Como o proprio rétulo atribuido por Johnston-Wilder e Mason (2005) para essa
estratégia sugere, o diga o que Vvé refere-se a quando o professor apresentar um exercicio ou um
exemplo trabalhado, e pedir que os alunos digam o que estdo vendo, sem usar termos técnicos
ou tentando parecer inteligente. Para 0s autores essa estratégia ajuda os alunos a absorver o
todo, a discernir detalhes e a aprender com os detalhes que os outros discerniram.

Pedir que cada aluno diga apenas uma coisa, permite que a turma contribua com algo,
sem ser necessario apontar para fulano ou ciclano, deixando os alunos confortaveis a se
manifestarem por vontade prépria. Fazer isso pode fortalecer o controle dos alunos sobre suas
imagens mentais, bem como exercitar suas descri¢fes verbais do que esta presente em suas

atencoes.
mesmo e diferente

Outra pergunta Util ao pensamento matematico que pode ser feita aos alunos, é o que
eles veem como 0 mesmo ou o diferente na comparagdo de dois ou mais objetos. Esses objetos
podem ser nimeros, problemas, diagramas, objetos fisicos, sequéncias de nimeros ou objetos,
e assim por diante. O objetivo com essa questdo é chamar a atencdo dos alunos para
caracteristicas dos objetos que mudam e aquelas que permanecem as mesmas, ndo mudando, e
sugerido uma relacdo estrutural. Essa estratégia fornece a base para o exercicio dos poderes de
especializacdo e generalizacdo, e reforca o tema matematico invaridncia em meio a mudanga.
(JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005, p. 253)

Qutro e outro

Pedir aos alunos que construam um determinado objeto segundo certas limitagdes, e a
partir disso, pedir outro, e depois outro, sabendo que nédo serdo desafiados a fazerem algo mais

complicado do que fora feita na primeira construgdo. Por exemplo, construir um poligono que
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tenha quatro lados e angulos retos. O aluno pode de imediato construir um quadrado, em
seguida ao ser desafiado a construir outro, construir um retangulo, e desafiado novamente,
construir um losango. Entdo, partindo das restricGes iniciais 0 aluno terd uma classe de
poligonos que oportunizard discernir, relacionar e perceber propriedades. Pedir objetos que
enfrentam restricdes cada vez mais restritivas, permite aos alunos apreciar o impacto sobre a
liberdade de escolha que restricdes adicionais provavelmente terdo, apoiando assim, sua
percepcao do que é uma variavel (JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005, p. 253).

de quantas maneiras?

Essa estratégia refere-se a elaboracdo de exercicios, problemas, tarefas. Sugerindo ao
professor, que ao invés de propor tarefas usando comandos usuais em livros didaticos como
“vocé pode encontrar...?” ou simplesmente “encontre uma...”, usar termos mais desafiadores e
estimulantes como “de quantas maneiras vocé pode...?”. Johnston-Wilder e Mason (2005)
entendem que a questdo colocada de forma mais aberta convida os alunos a procura de multiplas
abordagens e reforca aspectos criativos e construtivos do pensamento geométrico, ao passo que
encontrar uma Unica “resposta correta” restringe suas possibilidades, reforcando uma imagem

inadequada do que a matematica realmente é.
transforme um fazer em um desfazer

Essa estratégia remete diretamente ao tema matematico fazer e desfazer, na qual
Johnston-Wilder e Mason (2005) entendem que a maioria das tarefas, por mais rotineiras que
sejam, podem ser transformadas em tarefas desafiadoras, que exigem criatividade e
discernimento, ao converter um fazer em um desfazer. Por exemplo, “encontre todos os
quadrilateros que tém um paralelogramo dado, como 0 paralelogramo dos pontos médios”
(p.254). Os autores entendem que muitas vezes isso pode levar a multiplas solucbes e a
necessidade de uma construgdo ou criagdo que estaria ausente, se simplesmente fosse pedido
que o aluno “encontrasse um paralelogramo com vértices nos pontos médios de um quadrilatero

previamente dado”.
andaimes e enfraquecimento

Sobre andaimes, Johnston-Wilder e Mason (2005) pontuaram que se trata do apoio do
professor por meio de comandos nas suas aulas, por exemplo, chamando a atencdo para
caracteristicas que variam e as que ndo variam em determinado objeto, ou entdo pedindo para
os alunos explicarem o que veem sobre determinada situacdo. Nesse cenério, com o passar do

tempo, os alunos passardo a pensar por eles proprios, sem precisarem das provocacdes do
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professor. Assim, os comandos do professor vao enfraquecendo progressivamente, garantindo
autonomia dos alunos e evitando que eles tornem-se dependentes desses comandos para realizar

as atividades.
exemplos construidos pelos alunos

A autonomia promovida progressivamente nos alunos fara com que em determinado
momento os alunos ndo se satisfacam mais em completar uma tarefa, e passem a produzir
exemplos proprios, que ilustrem suas proezas na solucdo de uma classe de problemas. Nesse
ponto, os alunos estardo fazendo sentido global, ja que comecaram a educar suas consciéncias
a perceber o topico como um todo, e ndo apenas como treinamento de comportamento na
mecanica das técnicas. Perceber o geral no especifico permite que os alunos consigam, a partir
de uma propriedade especifica, expressar uma classe de objetos geométricos, permitindo
reconstruir a propriedade e suas consequéncias em alguma ocasido futura. (JOHNSTON-
WILDER e MASON, 2005).

desviar a atencdo para automatizar

Esta estratégia refere-se a especializacdo do aluno segundo graus de dominio e atencédo
em determinadas tarefas. Os alunos especialistas serdo capazes de ao aplicar a técnica de
resolucdo ndo pensar na técnica em si, € sim na solucdo e na repercussao dessa solu¢do no
contexto da tarefa. Dessa forma, a atencdo do aluno ndo estard mais na aplicacdo de tecnicas,
que serdo executadas de forma automatica, afastando a atencéo dele do fazer e aproximando-a
para o0 que dizem os resultados obtidos com o fazer sobre a tarefa em questdo. Dessa forma,
Johnston-Wilder e Mason (2005) ponderam que passar de novato para especialista significa
integrar a técnica de modo que a execucdo dela requeira cada vez menos atengdo, permitindo

gue mais atencéo seja direcionada para objetivos maiores.
0 ensino de técnicas

Sobre essa estratégia, Johnston-Wilder e Mason (2005) sugerem que por mais tentador
que seja ao professor isolar uma técnica e depois ensiné-la aos alunos por meio de exemplos e
muitos exercicios, 0 mais adequado seria 0 contrario. Deve estimular a consciéncia dos alunos
a identificarem uma pergunta como sendo um tipo de problema pertencente a uma classe de
problemas, capacitando-os assim, a avaliar qual técnica seria a mais adequada de ser usada para
responder a pergunta. Os autores consideram que se os alunos forem conduzidos, por meio de

tarefas adequadamente edificadas, a construir métodos viaveis e eficientes para si proprios
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(geralmente por meio de discussdes e reflexdes), é provavel que eles se lembrem da técnica ou
consigam reconstrui-las quando necessario.

As estratégias pedagogicas apresentadas por Johnston-Wilder e Mason (2005) sao frutos
de suas préaticas ancoradas nos constructos pedagdgicos que eles selecionaram. Dessa forma é
possivel ver como elas provocam os alunos no sentido de torna-los mais ativos no processo de
ensino e aprendizagem de Matematica e, gradualmente fazendo-os protagonistas desse
processo.

Percebemos nas estratégias pedagdgicas apresentadas uma aproximacdo com agdes do
professor, no desenvolvimento de atividades de Modelagem Matematica. Tais como querer
saber as propostas dos alunos para abordar uma situacao-problema, chamar a atencéo do aluno
para caracteristicas da situacdo-problema até entdo ndo observadas, desafiar os alunos a
apresentarem mais de uma solucéo, a testarem diferentes caminhos. Assim como investigarem
diferentes situagdes-problema, para empregar nelas técnicas matematicas, e ndo decorar
técnicas matematicas para serem repetidas em outros exemplos similares.

N&o trouxemos outros trabalhos para contribuir nas discussdes das estratégias
pedagogicas, contextualizando-as somente com o trabalho de Johnston-Wilder e Mason (2005),
por entendermos que essas estratégias pedagdgicas estdo condicionadas aos constructos
pedagdgicos, considerados pelos autores para/no ensino de Geometria.

De todo modo, entendemos que para pensar 0 ensino de Geometria no contexto das
tarefas de Modelagem Matematica, desenvolvidas em um ambiente online e sincrono, as
estratégias pedagdgicas podem ser Uteis para tracar aproximacdes ou serem gatilhos para
observar outras estratégias pedagogicas, proprias das mediacdes de tarefas de Modelagem
Matematica em um AVA. Neste sentido, no Capitulo 4 apresentamos aspectos metodoldgicos
que caracterizaram a pesquisa desta tese, inclusive a opc¢ao por objetos matematicos da area de
Geometria, escolhidos como foco das tarefas de Modelagem Matematica, elaboradas para

serem desenvolvidas de forma online e sincrona, em préaticas de EO.
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CAPITULO 4
ORGANIZACAO E METODO DA PESQUISA

Neste capitulo, descreveremos como se deu a organizacao e o desenvolvimento de um
curso online e sincrono de Modelagem Matematica no ambiente virtual de aprendizagem
Virtual Math Teams com GeoGebra (VMTcG), evidenciando as tarefas abordadas, o contexto
dos encontros, e 0s estudantes do curso. Partindo desse cenario de investigacdo, apresentaremos
o delineamento da pesquisa, destacando o tipo de pesquisa quanto a: abordagem, analise dos

dados e quanto aos procedimentos.

4.1 O curso “Interacoes e estratégias de modelagem no ambiente VMT com GeoGebra”

O contexto em que se deu a producdo dos dados para a pesquisa foi o curso “Interagdes
e Estratégias de Modelagem no ambiente VMTcG”, apresentado como projeto de extensao,
submetido a Prd-Reitoria de Extensdo (PROEXT) da UFRRJ, Campus Seropédica/RJ. A equipe
do curso foi composta pelo coordenador, professor da UFRRJ que orientou a elaboragéo,
proposicao e execucdo do curso, pelo autor deste trabalho, que estava em periodo sanduiche na
UFRRJ atuando na elaboracdo, organizacdo e mediacdo das sessdes do curso, também por um
mestrando da UFRRJ, que cuidou da criacdo das salas virtuais e do cadastro dos estudantes no
ambiente VMTcG e por um graduando bolsista da iniciacdo cientifica da UFRRJ que também
atuou como mediador nas sessoes.

O curso teve carga horéaria de 20 horas e foi realizado com graduandos de Matematica
no segundo semestre de 2018. Para o curso foram elaboradas cinco tarefas desenvolvidas em
seis sessOes. Cada tarefa era matematicamente independente uma da outra, com foco em tépicos
de Geometria Plana (Quadro 7) e no desenvolvimento de caracteristicas da dinamica do
processo de Modelagem Matematica como estratégia para abordar e resolver situacdes-

problema (Quadro 8).

Quadro 7 - Topicos de Geometria Plana

SESSOES | TAREFAS CONCEITOS MATEMATICOS
1 Quadrado Propriedades do quadrado
2 Estagdo de Mediatriz e Circuncentro
Bombeamento
. Perimetro, teorema de Pitagoras e semelhanca de triangulos; fungdes em
3 Poligono ABCDE intervalos determinados
4 Caminhando com Ponto médio, segmentos de retas paralelas, mediatriz, distancia entre
Carol pontos, e velocidade.
5 Propondo uma nova | Os estudantes apontam contelidos matematicos para serem trabalhados
6 tarefa nas abas quadro branco e GeoGebra do VMTcG

Fonte: Projeto de Extenséo, 2018
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Quadro 8 — Caracteristicas da dindmica do processo de Modelagem Matematica

SESSOES | TAREFAS ABORDAGENS

1 Propor formas de construir o quadrado; construir argumentos; justificar

Quadrado o
argumentos; validar argumentos.

2 Estacédo de Entender o problema; discutir possibilidades de abordagens do problema;
Bombeamento discutir possiblidades matematicas para resolucdo do problema; encontrar

3 Poligono resposta ou respostas para o problema; justificar a resposta ou as respostas
ABCDE encontradas para o problema; validar a resposta ou as respostas encontradas

4 Caminhando para o problema. Modificar a resposta ou as respostas encontradas para o
com Carol problema.

5 Propondo uma | Tracar um roteiro que privilegie caracteristicas do processo de Modelagem

6 nova tarefa Matematica baseada nas vivéncias das tarefas anteriores.

Fonte: Projeto de Extenséo, 2018

A divulgacéao do curso se deu por grupos do WhatsApp do GEMM e do GEPETICEM.
Para inscric¢do foi divulgado o link de um formulario online, disponivel no Formularios Google
com perguntas pessoais e académicas como: nome, idade, e-mail, nimero de WhatsApp, curso
e universidade. E perguntas referentes ao contexto do curso, como o nivel de conhecimento
com o GeoGebra e de onde os estudantes acessariam o ambiente VMTcG. O Formulario
Google também foi usado como ferramenta avaliativa, por meio de formularios
disponibilizados durante e ao final do curso.

Foram ofertadas trinta vagas e se inscreveram no curso gquarenta e sete participantes.
Desses, foram indeferidas trés inscri¢cdes, duas, de professores ja formados, que ia de encontro
ao publico alvo definido para o curso, e uma, de um graduando que ndo possuia WhatsApp para
comunicacdo, e que ndo respondeu os e-mails referentes a sua disponibilidade de horario para
participar do curso. Assim, 0 universo inicial e valido de inscritos no curso foi de quarenta e
quatro estudantes (trinta e trés do estado do Para e onze do estado do Rio de Janeiro).

A partir da quantidade de inscritos foram disponibilizadas treze opg¢des de horarios,
distribuidos de segunda a sdbado nos turnos da manha, tarde e noite, podendo os estudantes
escolher até duas opg¢des. Com as opcdes de horarios escolhidas foram formados onze grupos
variando de trés, quatro e cinco estudantes. Assim, o critério para a composi¢ao dos grupos se
deu exclusivamente pela coincidéncia de horéarios escolhidos pelos estudantes.

No decorrer do curso a quantidade de estudantes foi diminuindo, as justificativas
variaram entre dificuldade em conciliar o curso com atividades do dia a dia, dificuldade de
acesso a computadores, a internet e a linguagem de programacdo JAVA, sem a qual ndo era
possivel acessar as salas do VMTcG. Outros estudantes ndo informaram seus motivos, deixando
apenas de responder as tentativas de contato por WhatsApp e e-mail. As desisténcias sdo

evidenciadas no infogréafico da Figura 3.
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Figura 3 — Infografico com o quantitativo de estudantes inscritos e desses 0s que concluiram
0 CUrso
Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)

Na Figura 3 apresentamos um paralelo entre o quantitativo de estudantes inscritos, e
desses, 0 quantitativo de estudantes que concluiram o curso. Ainda no planejamento e
elaboracdo do curso era esperada a desisténcia de alguns estudantes, por isso ndo optamos por
uma selecdo inicial dos inscritos, considerando experiéncias ja vivenciadas e também com base
no que ja vinha sendo apontado por outros autores. Em Malheiros (2008), dos vinte e trés
professores de Matematica inscritos, somente quinze cursaram todo o cronograma do curso, em
Pereira (2015), dos sete professores de Matematica estudantes, um ndo concluiu e em
Bustamante (2016), dos vinte professores de Matematica inscritos, quinze finalizaram e foram
aprovados no curso. No entanto, a quantidade elevada de desistentes do curso no VMTcG,
superou a margem esperada.

NUmeros proximos a este, mesmo em um contexto totalmente diferente e considerando
inscritos e escolhidos para o curso, sé foram percebidos no trabalho de Ferreira (2010), que de
cinquenta e seis professores interessados em participar do curso foram selecionados doze. N&o
se deve entender a retomada desses trabalhos como uma tentativa de comparar com as
desisténcias ocorridas no curso descrito nesta secdo. Contudo, a0 mesmo tempo, é curioso 0
elevado indice de evasdo de um curso na modalidade a distancia, sincrono, voltado para
estudantes, quando comparado aos indices de evasdo de cursos na modalidade a distancia,

assincronos ou hibridos, voltado para formacdo continuada de professores. O alto indice de
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desisténcia ndo foi impeditivo para a realizacdo do curso. Mantiveram-se onze estudantes

distribuidos em trés grupos que realizaram as sessoes planejadas.

4.2 O contexto das sessdes e 0s grupos de estudantes

As sessBes aconteceram no VMTcG e duravam em média duas horas, sendo uma sesséo
por semana. Nesse ambiente online os estudantes interagiam nos espagos quadro branco,

GeoGebra, e chat, como apresentados na Figura 4.

lythﬁ OE\ LOOXOERD \i:: = LoD A vlsansSerf EMF:B Ja2 I

Ferramentasdo
Quadro Branco

G{ Take Control

Add atab [

Branco

Edit View Options Window Help

caixa de
mensagem

Ferramentas
do GeoGebra

0 Take Control | | History nobody has control | [3 Move

Figura 4 — Elementos dos espacos de interacdo do VMTcG
Fonte: VMTcG, 20184

As ferramentas da aba quadro branco eram semelhantes as de editores de textos
conhecidos, como o Word. Nela os estudantes interagiam simultaneamente escrevendo textos,
construindo formas, escolhendo o tipo e tamanho da fonte, inserindo figuras, dentre outras
interacdes. A versdo do GeoGebra no VMT estava em lingua inglesa e os estudantes nao
manipulavam suas ferramentas simultaneamente, 0 uso se restringia a um estudante por vez, e
para usé-lo era preciso que o estudante clicasse a tecla “take control”. A coordenacdo de
interacbes dos estudantes no quadro branco e GeoGebra se dava por meio de mensagens
trocadas no chat.

Os estudantes do curso s6 ficavam sabendo das tarefas nos dias dos encontros no
VMTcG. Como eles ndo tinham experiéncia anterior nesse tipo de curso e de cenério online a
tarefa do “quadrado” foi pensada para ambientacdo (familiarizacdo) dos estudantes com as
ferramentas do VMTcG. As duas ultimas sessdes foram de culminancia das atividades do curso,

com a tarefa “propondo uma nova tarefa”. Dessa forma, para a tese nos ocupamos das trés

14 Até 2018 era necessario fazer o download da sala do VMTcG no computador do usuario, que precisava ter
instalado a linguagem JAVA. A partir de 2019 o ambiente foi remodelado para um sitio na internet
(https://vmt.mathematicalthinking.org/), ndo precisando mais ser baixado, e podendo ser acessado a partir de um
navegador (Internet Explorer, Google Chrome, Firefox, Safari, entre outros).
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tarefas de Modelagem Matematica em que os licenciados precisaram trabalhar em grupos para
solucionar as situacdes-problema das tarefas: “estacdo de bombeamento”, “poligono ABCDE”,
e “caminhando com Carol”.

Inicialmente consideramos para esta pesquisa 0s grupos de estudantes que concluiram
o curso. O Grupo 5, na sessdo 1, era composto por trés estudantes: Pedro, Zeca e Paula. Na
sessdo 2, com a desisténcia de alguns estudantes de outros grupos, os estudantes Ana e Caco
foram realocados para esse grupo. Porém, nas sessdes seguintes, o estudante Caco desistiu e 0

Grupo 5 foi consolidado com quatro estudantes: Ana, Pedro, Zeca e Paula'®, como mostra a

Figura 5.
Caco
GRUPO 5 > Local de acesso: Ananindeua PA
B 4 A Expectativa: adquirir o maximo de conhecimento possivel em relagao
. E \\ ‘ ao GeoGebra
., & g Paula
{k Localde acesso: Nova Iguagu RJ

. Expectativa: espero conhecer um novo ambiente para expandir
meus conhecimentos sobre a insergdo de tecnologias no ensino de
Matematica

Zeca

Local de acesso:Nova Iguagu RJ

Expectativa: possibilidade de sempre buscar novas formas de
apresentar contetidos novos, de forma a sempre procurar tornar as
aulas mais atrativa

S Mediador: Autor do trabalho

Localde acesso: Pedro 5y e

SeropédicaRJ , Localde acesso: Lopalde:wcessorhitenti K]
, Expectativa: aprendera SeropédicaRJ

usar melhor o GeoGebra Expectativa: ampliar meu conhecimento no GeoGebra

Figura 5 — Perfil dos estudantes do Grupo 5
Fonte: Formulério de inscricdo dos estudantes, 2018

O Grupo 7, inicialmente fechado em trés estudantes, passou por algumas mudancas
diante da desisténcia de alguns, havendo realocacdo de estudantes de outro grupo, consolidando

0 Grupo 7 com os estudantes: Jodo, Cris e Marta, conforme montra a Figura 6.

15 nomes ficticios
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Jodo

Local de acesso: SeropédicaRJ

Expectativa: expectativa muito boa, mais uma oportunidade de ter contato com
ferramentas que nos auxiliam no processo de ensino-aprendizagem

Figura 6 — Perfil dos estudantes do Grupo 7
Fonte: Formulério de inscri¢do dos estudantes, 2018

O Grupo 9 ndo estava conseguindo ter uma regularidade de encontros, j& que a primeira

sessao coincidiu com um feriado e os estudantes iniciais acabaram desistindo. Porém,

estudantes de outros grupos extintos entraram em contato com interesse no horario do Grupo 9,

e dessa forma, consolidamos esse grupo com os estudantes: José, Cezar, André e Vanessa,

como apresentado na Figura 7.

GRUPO 9 >

José

Localde acesso: Rio de Janeiro RJ

Jimportante como o GeoGebra

Expectativa: conhecimentomaior de um programa tao

Vanessa

" Local de acesso: Salinopolis PA

Expectativa: melhorar meus
conhecimentos

_André
Localde acesso: Belém PA
Expectativa: aprimorar meus conhecimentos em
GeoGebra, para que eu possa, futuramente. desenvolver
métodos de ensino em sala de aula utilizando este software

Cezar

Localde acesso: Belém PA
Expectativa: aumentar meu
conhecimento

Mediador: Bolsista de Iniciagdo Cientifica
Localde acesso:Nova Iguagu RJ

Figura 7 — Perfil dos estudantes do Grupo 9
Fonte: Formulario de inscrigdo dos estudantes, 2018

Em um segundo momento, 0s conceitos de constructos pedagdgicos e estratégias

pedagdgicas fizeram-nos considerar para analise as sessGes nas quais o autor da tese foi

mediador durante todo o curso. Assim, o universo de analise foi reduzido, focando nas sessoes

do Grupo 5. Essa decisdo se deu mediante a possibilidade de analisar o impacto dos constructos

pedagdgicos (dinamica do processo de Modelagem Matematica e praticas de EO) de um unico
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mediador (autor da tese), nas suas estratégias pedagdgicas sinalizadas nas sessdes do VMTcG.
Na secdo sobre analise dos dados produzidos retomaremos as razdes que embasaram essa

escolha.

4.3 Tipo de pesquisa

A abordagem metodologica deste estudo é qualitativa, com vista a responder a questao
de investigacdo de forma indutiva, a partir da analise dos dados produzidos no curso “Interacdes
e Estratégias de Modelagem no ambiente VMTcG” (BOGDAN e BIKLEN, 1994). Para Alves-
Mazzotti (1999) “sugestdes para o planejamento de estudos qualitativos ndo € facil” (p. 147).
A autora refere-se ao fato de que, ao contrario de pesquisas quantitativas em que se tem tracado
os procedimentos a serem realizados, 0 mesmo ndo acontece com pesquisas qualitativas, pois
“as investigacdes qualitativas, por sua diversidade e flexibilidade, ndo admitem regras precisas,
aplicaveis a uma ampla gama de casos”. Assim, cada pesquisa e seu respectivo plano para
realiza-la varia conforme os interesses do pesquisador para com o fenémeno reconhecido no
contexto investigado.

Sobre investigacOes de cunho qualitativo Bodgan e Biklen (1994, p. 47) entendem que
“a fonte direta de dados ¢ o ambiente natural, constituindo o investigador o instrumento
principal”. Percebemos essa caracteristica nos trabalhos de Malheiros (2008), Santana (2010) e
Ferreira (2010), ao entenderem que 0 pesquisador ao fazer uso de abordagens qualitativas
assume como objetivo compreender de que forma, pessoas em um determinado contexto
pensam e agem. Pereira (2015) endossa o protagonismo do pesquisador, afirmando que “o
pesquisador é considerado o instrumento principal que busca elucidar questfes educativas.” (p.
81).

Sobre a elaboracao dessas questfes, Goldenberg (2004) esclarece que 0 primeiro passo
para formular um problema de pesquisa é torna-lo concreto e explicito, sendo possivel por meio
da imersdo sistematica no assunto, do estudo da literatura existente, da discussdo com pessoas
gue acumularam experiéncia pratica no campo de estudo. Partindo desse repertério, entendemos
que a participacdo em coletivos como o LEMM, o0 GEMM e o GEPETICEM ajudaram no
aprofundamento tedrico e préatico de constructos pedagdgicos de Modelagem Matematica e de
praticas de EO, permitindo a elaboracéo da questéo de investigacdo mencionada na introdugédo

e que aqui retomamos:
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Que/Como interacOes apareceram entre estudantes, mediador e conteudos matematicos
durante o desenvolvimento sincrono de tarefas de Modelagem Matematica em um ambiente

virtual de aprendizagem online?

A questdo de investigagdo relaciona uma vertente pratica por meio do design de EO, na
qual se propde o desenvolvimento de tarefas de Modelagem Matematica de forma online e
sincrona no VMTcG. Isto, com uma vertente de pesquisa, na qual o fendmeno “interagdes”
surge nesse ecossistema interligando os sujeitos: contetidos matematicos, mediador, estudantes.
A relacdo entre essas duas vertentes, a pratica (contexto) e a pesquisa (interroga¢do) mostra-se
também nos objetivos — descritos a seguir — assumidos neste estudo:

e Compreender, no plano teorico (temas, poderes, estratégias), interagbes que emergem
do desenvolvimento de tarefas de Modelagem Matematica, de forma online e sincrona
no VMTcG;

e Explicar como interacdes entre os conteddos matematicos, mediador e estudantes
apareceram no desenvolvimento online e sincrono de tarefas de Modelagem Matematica
no VMTcG;

e Caracterizar o papel do design de EO como uma prética online e sincrona de Modelagem
Matemética, que prima por fomentar interacGes entre os conteddos matematicos, o
mediador e os estudantes.

Entendemos esse estudo qualitativo como sendo uma pesquisa do tipo intervencédo
pedagdgica (DAMIANI et al., 2013), pois envolveu a participacdo do pesquisador/autor deste
trabalho a partir da sua mediacdo nas sessbes do VMTcG com os estudantes, promovendo
interagcOes constantes entre todos o0s sujeitos envolvidos e investigados (mediador, estudantes,

contelldos matematicos). De acordo com Damiani et al (2013), a intervencao pedagdgica

[..] é definida como uma pesquisa que envolve o planejamento e a
implementacdo de interferéncias (mudancas, inovacdes pedagdgicas) —
destinadas a produzir avancos, melhorias, nos processos de aprendizagem dos
sujeitos que delas participam — e a posterior avaliagdo dos efeitos dessas
interferéncias (DAMIANI et al., 2013, p. 1)

Partindo dessa definicdo tarefas de Modelagem Matematica foram planejadas e
implementadas ensejando interagdes dos sujeitos da pesquisa em um contexto pouco explorado
no qual as tarefas foram desenvolvidas de forma sincrona e online visando o desenvolvimento
cognitivo de todos sujeitos envolvidos, e requerendo do pesquisador/autor criatividade no

dialogo tracado com concepcdes de Modelagem Matematica, conceitos de Educagdo Online,
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interacdes segundo temas, poderes e estratégias, Uteis para implementacao da intervencgéo e para

avalicdo, compreensdo, reflexdo da intervencao implementada.

4.4 Instrumentos de producéao de dados

Para Alves-Mazzotti (1999) investigacOes qualitativas sdo multimetodoldgicas. Essa
caracteristica permite ao pesquisador seguir ou criar diferentes caminhos metodoldgicos para
seus estudos, dependendo de seu contexto de pesquisa. Partindo disso, existe um leque de
procedimentos e instrumentos de producdo de dados disponiveis, como: observacéo,
entrevistas, documentos.

Carmo e Ferreira (2008, p.117) consideram que “feita a observac¢do, torna-se
indispensavel o seu rapido registro sob pena de perder informagdes valiosas”. Considerando
que o autor da tese mediou as sessdes do Grupo 5, ao final de cada sessdo ele fazia resumos das
sessbes em um diario, pontuando acontecimentos considerados pertinentes para a pesquisa,
como: estratégias de resolucdo assumidas pelos estudantes, reviravoltas que mudavam os rumos
das discussoes, problemas de conexdo e de conectividade dos estudantes, entre outros.

Praticas de EO, ndo necessariamente precisam ser desenvolvidas em um AVA, no
entanto, o estudo apresentado nesta tese teve a producgéo de dados ocorrida no VMTcG. Dessa
forma todos os registros dos estudantes nos espacos de interacdo quadro branco, GeoGebra e
chat ficavam disponiveis nas salas, mesmo terminada as sessdes, podendo ser acessados por
qualquer um dos estudantes com login e senha cadastrados nas referidas salas.

Neste contexto, os dados dessa pesquisa foram produzidos® pelos estudantes nas
sessOes de tarefas de Modelagem Matematica no VMTcG — materializados nos chats das
sessOes e nas construcdes realizadas no quadro branco e no GeoGebra — e reconhecidos pelo
pesquisador, por meio de observacGes e anotacBes no diario de pesquisa, possibilitando

posterior analise tanto das observagdes, quanto dos registros guardados nas salas do VMTcG.
4.5 Analise dos dados produzidos

Para analise dos dados produzidos fiz uso das fases de observacéo critica de chats de

Menezes e Bairral (2020), a saber: a Fase 1 refere-se ao planejamento do chat; a Fase 2 refere-

16 Entendo que os dados considerados para esta pesquisa “foram produzidos nos eventos em que os grupos de
participantes desenvolveram modelagem, sendo estes fontes primérias de dados, ou seja, dados produzidos
especialmente para esta pesquisa e nao tomados de outras pesquisas ou de outros documentos.” (BUSTAMANTE,
2016, p. 80).
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se a analise no coletivo; a Fase 3 refere-se a analise personalizada; e a Fase 4 refere-se a meta-

analise do processo, como especificado no esquema da Figura 8.

Fase 1
1.1 Delimitagio do objetivo do chat Retroalimentagdo
1.2 Planejamento Analise da discussio no
coletivo profissional
Fase2
2.1 edigao

2.2 resumo das ideias discutidas
identificando objetivos em carater
coletivo na abordagem da tarefa . .
2.3 numeragdo da intervengdes 'Fase3 Andlise personalizada
(mediador ¢ participantes) i 3.1 escolha do(s) episodio(s) das

i atividades i

i 3.2 identificagdo de blocos teméticos na
L i discussdo dos participantes ;

i 3.3 identificagio das intervengdes do

i mediador

i Fase 4 :
i Contraste e meta-analise de
i todo o processo

Figura 8 — Processo de andlise do chat
Fonte: Menezes e Bairral (2020)

Com as Fases 1 e 2 foi possivel descrever como se deu o planejamento e o
desenvolvimento das tarefas de Modelagem Matematica no VMTcG, destacando as ideias dos
estudantes na abordagem das tarefas, as interacGes entre os estudantes e o mediador, e 0 nimero
de intervencdes dos estudantes e do mediador durante as sessdes. A realizacdo dessas fases vai
ao encontro do que pontuam Bogdan e Biklen (1994), sobre a investigacdo qualitativa ser
descritiva. Paralelo a essas fases e de maneira mais especifica, na Fase 3 foi possivel agrupar
em blocos tematicos episddios pertinentes para na Fase 4 esses episodios serem analisados,
segundo os conceitos discutidos nos capitulos tedricos (temas, poderes e estratégias).

No contexto do curso “Interagdes e Estratégias de Modelagem no ambiente VMT com
GeoGebra” apontei os contetidos matematicos, os estudantes do curso, e os mediadores, que
interagiram no desenvolvimento das tarefas de Modelagem Matematica, em um ambiente
online e sincrono. Considerando esse cenario, na época da construcdo dos capitulos tedricos e
da organizacao das analises segundo as Fases 1, 2 e 3, tinhamos em mente possiveis relacoes,
a serem tracadas na Fase 4. Tais como os contetidos matematicos, topicos de Geometria Plana,
relacionados com os temas matematicos, as interacGes dos estudantes, estudantes do curso de
Matematica, relacionadas com os poderes matematicos, e as intera¢es dos mediadores, equipe
executora do curso, relacionadas com as estratégias pedagogicas.

No entanto, o aprofundamento tedrico mostrou que ndo era possivel observar as

interacBes do mediador, participante, e contetdo de forma isolada, pois quando discutidos e
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exemplificados os papéis dos conteddos matematicos dos estudantes e do professor,
respectivamente, a partir de temas matematicos, poderes matematicos e estratégias
pedagogicas, percebiamos que as interagdes aconteciam de forma articulada. A manifestacdo
de temas matematicos dependia das intera¢es do professor e dos estudantes, a manifestacao de
poderes matematicos dependia das interacGes do professor e do conteddo matematico, a
manifestacdo das estratégias pedagogicas dependia das interacdes dos estudantes e do conteudo
matematico. Assim, uma das ideias que usamos em nossa investigacao € o entendimento de que
para analisar interacdes do professor, do estudante e do conteddo matematico em um
determinado ambiente, é necessario articular trés tipos de interacGes, estratégias pedagdgicas,
poderes matematicos e temas matematicos.

O aprofundamento de ideias tedricas sobre temas matematicos, poderes matematicos e
estratégias pedagdgicas (JOHNSTON-WILDER e MASON, 2005), (MASON e JOHNSTON-
WILDER, 2004), (FOSTER et al., 2005), (MASON, 2018), (BADGER et al., 2012), (MASON,
BURTON e STACEY, 1982), (MASON, 2005), (MASON, 2004); (MASON, 2007), (MASON,
2008) ajudaram na construcdo de um modelo tedrico, base para analise de interacdes entre
contetdos matematicos, estudantes e professor, desencadeadas segundo o ambiente do design
considerado. Veja na Figura 9.

Conteudo
Matematico

Temas
Matematicos

Poderes
Matematicos

Estratégias
Pedagogicas

dmbient€

Figura 9 — Modelo base do diagrama de andlise de intera¢fes
Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)
Para o contexto da tese, 0s espacos e relaces disponiveis no diagrama de analise de
interacbes acomodam 0s sujeitos e 0s conceitos tedricos abordados. Alocamos 0s sujeitos

professor, estudantes e conteldo matematico, relacionando-os segundo o referencial tedrico
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adotado, os temas matematicos, poderes matematicos, estratégias pedagogicas. A regido interna
da circunferéncia representa o ambiente no qual as interacbes aconteceram. No centro
localizamos a tarefa como geradora de todas as interacGes no ambiente, ja que as tarefas tornam
possivel as interacdes entre professor e estudantes (MASON e JOHNSTON-WILDER, 2004)
e consequentemente, interagdes entre eles e 0s contetdos matematicos intrinsecos as tarefas.
O diagrama de andlise de interacdes pode ser usado em outros contextos (presencial,
online, hibrido), considerando outras referéncias tedricas, a depender das escolhas do
pesquisador/professor e também modificado de acordo com o enfoque desejado. No entanto,
precisamos ponderar que quando se estd em um ambiente fisico, como a sala de aula, o professor
tem como observar as interagfes dos alunos naquele ambiente. Fato que é diferente quando
essas interacdes acontecem em um design de EO, totalmente online, na qual o professor ndo
tem controle em quais outros espagos 0s alunos estdo interagindo além do ambiente virtual
considerado. Conforme o contexto deste estudo, adaptamos o diagrama de andlise de interagdes,

como mostra a Figura 10.

/\

Topicos de
/ Geometria \
53 Plana L,
& | Z,

/ § Temas é \

Matematicos @
Tarefa l

Poderes Estratégias

Matematicos Pedagdgicas /

\\

\ VMTcG //
\\_/

Figura 10 — Diagrama de analise de interagdes do curso “Interagdes e Estratégias de
Modelagem no ambiente VMTcG”
Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)

Para andlise das sessOes do curso “Interacdes e Estratégias de Modelagem no ambiente
VMTcG”, o ambiente considerado foi o VMTcG, e a circunferéncia que o delimita aparece
tracejada por ndo podermos controlar as intera¢Ges dos sujeitos envolvidos. Podendo acontecer
de simultaneamente outros espacos estarem sendo usados. O mediador/pesquisador elaborou

junto com a equipe do curso o design dessa pratica de EO. Neste sentido suas estratégias
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pedagdgicas estavam imersas nos constructos pedagdgicos sobre a dindmica do processo de
Modelagem Matematica, e sobre 0s conceitos e caracteristicas de praticas de EO.

Esse aspecto foi determinante para a escolha de sessdes que foram mediadas por ele,
para que no momento de analisar as estratégias pedagogicas de sua mediagdo, a partir de
interagdes com os contelldos matematicos e com os estudantes, fosse possivel relacioné-las com
0s constructos pedagdgicos, que Ihe foram base no decorrer de sua vida académica para este
estudo. Outros mediadores carregaram consigo diferentes estratégias pedagogicas, derivadas de
outros constructos pedagdgicos, que nao poderiamos acessar nas analises, apenas supor de
forma superficial.

N&do gostariamos que entendessem a disposicdo dos elementos que constituem o
ecossistema do diagrama de analise de interacdes de forma rigida, pelo contrario, a dinamica
que apresentamos é mutavel e maleavel. No entanto, esses aspectos infelizmente ndo podem ser
imprimidos em uma figura bidimensional, mas da forma como esta nos foi util para analisar os
dados produzidos na intencdo de cumprir os objetivos estabelecidos, e responder nossa questao

de investigacéo.
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CAPITULO 5
A TAREFA ESTACAO DE BOMBEAMENTO

Este capitulo é dedicado a apresentacédo e analise da tarefa Estacdo de Bombeamento,
desenvolvida pelo Grupo 5 no VMTcG. Para isso usamos as fases de analise de chats de
Menezes e Bairral (2020). A Fase 1 refere-se ao planejamento e construcdo/adaptacdo das
tarefas. As Fases 2 e 3 sdo referentes aos reconhecimentos do pesquisador, na organizacéo de
resumos e selecdo de episodios, para serem analisados na Fase 4, na qual apoiados no
referencial tedrico fizemos uma meta-analise de todo o processo, utilizando nessa etapa, 0

diagrama de anélise de interacGes.
5.1 Planejamento e objetivos da tarefa Estacdo de Bombeamento

O planejamento ndo se concentrou apenas no chat, considerando que o encontro online
e sincrono no VMTcG permitia outros espacgos de interacdo, para os estudantes se expressarem.
Dessa maneira pensamos nos encontros, segundo os trés espacos de interacdo, o chat e as abas,
quadro branco e GeoGebra. Neste cenario entendemos que o chat destacava-se por ser a
ferramenta que os estudantes utilizariam na coordenacdo de a¢des, nas outras abas do VMTcG.
Para o planejamento consideramos caracteristicas da dindmica do processo de Modelagem
Matemaética, como situaces-problema com referéncia em semi-realidades ou na matematica
pura, parceria do mediador e dos licenciandos, generalizagdo das informacdes da situagédo
investigada e o modelo matematico. Consideramos também conceitos de EO, dentre eles
caracteristicas de interagdo em um AVA de Souza e Bairral (2016).

A tarefa Estacdo de Bombeamento foi elaborada pelo autor da tese, juntamente com o
coordenador do curso “Interacbes e Estratégias de Modelagem no ambiente VMT com

GeoGebra”, a partir do seguinte problema:

O problema do oleoduto: Os proprietarios de um oleoduto dado abaixo
planejam construir uma estacdo de bombeamento no oleoduto para levar 6leo
a dois grandes clientes. Para minimizar o custo de construcdo de linhas da
estacdo de bombeamento para ambos os clientes, eles desejam localizar a
estacdo de bombeamento ao longo do oleoduto de forma que a distancia do
segundo cliente a estacdo de bombeamento seja minimizada. Encontre a
localizacdo da estacdo de bombeamento. Justifigue sua resposta. (O
PIPELINE ..., s.d. traducdo nossa'’)

17 The Pipeline Problem: The owners of a pipeline given below plan to construct a pumping station on the pipeline
to pipe oil to two major customers. To minimize the cost of constructing lines from the pumping station to both
customers, they wish to locate the pumping station along the pipeline so that the distance from the second customer
to the pumping station is minimized. Find the location of the pumping station. Justify your answer.
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O problema do oleoduto combinado com as ideias discutidas no artigo de Brito e
Almeida (2015), acerca do conceito de mediatriz aplicado a elaboracdo do diagrama de

Voronoi'® permitiu-nos adaptar a situagdo-problema da tarefa apresentada no Quadro 9:

Quadro 9 — Tarefa Estacdo de Bombeamento

Tarefa: Os proprietarios de um oleoduto planejam construir uma estagdo de bombeamento para transportar
6leo para trés clientes em trés cidades. Na tentativa de minimizar o custo de construcéo das linhas da estacéo
de bombeamento até os clientes eles desejam localizar a estagdo de bombeamento em uma determinada regido
em que as distancias das cidades dos clientes até a estacdo sejam as mesmas. No mapa abaixo estdo localizadas
as cidades dos trés clientes. Se vocés fossem responsaveis pelo projeto da construcdo dessa estagdo de
bombeamento, como encontrariam a localizagdo ideal dessa regido para construi-la? Analisem e proponham
uma possibilidade.

BraSiI . s s ARARIBOIA

PARA MARANHAO

XIKRIN DO
RIO CATETE

Nort
Norte

KRAOLANDIA

» XERENTE

BRANCO TOCANTINS

Fonte: Curso “Interacdes e Estratégias de Modelagem no ambiente VMTcG”, 2018

A tarefa foi planejada para que os licenciandos trabalhassem os conceitos de mediatriz
e circuncentro. O objetivo que imaginamos para 0s grupos era que eles localizassem onde
poderia ser construida uma estacdo de bombeamento, a partir de trés cidades em uma

determinada regido. No entanto, em se tratando da imprevisibilidade do processo de

18 Esse diagrama consiste numa representacio geométrica obtida na divisio de uma regido em um conjunto de
areas de abrangéncia estabelecendo relagdes de proximidades entre si. Por exemplo, relagdes de proximidade entre
uma empresa com seus concorrentes ou de uma unidade de servigo publico com as outras unidades que prestam o
mesmo tipo de servigo. Determinar a &rea de abrangéncia de hospitais, escolas, policia ou bombeiro é importante
para melhorar a acessibilidade da populacdo aos servicos, garantir uma igualdade na distribuigdo dos recursos além
de reduzir os custos e otimizar a utilizacdo de equipamentos e servicos. (BRITO e ALMEIDA, 2015, p. 9)
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Modelagem Matematica esse objetivo poderia se cumprir, poderia ser modificado durante o

andamento da sessdo, ou 0s estudantes poderiam assumir outro objetivo.
5.2 Episodios do Grupo 5 no desenvolvimento da tarefa Estacdo de Bombeamento

A sesséo aconteceu no dia 16/10/2018, com todos os estudantes reunidos. Zeca, Pedro
e Paula ja se conheciam da sessdo de ambientacdo, Ana e Caco vieram de grupos que nao
prosseguiram no curso, sendo essa a primeira sessdo de Ana no ambiente VMTcG, e a primeira
sessdo de Caco com outros estudantes nesse ambiente, ja que na sua ambientacédo estiveram na
sala apenas ele e o mediador.

A sessdo estava prevista para iniciar as 19:00 horas. O mediador foi o primeiro a logar
(18:41:10h), seguido das estudantes Ana (18:41:10h) e Paula (18:43:11h). Considerando que
ndo eram 19:00 horas ainda, Ana foi convidada pelo mediador para interagir nos espacos do
VMTcG enguanto esperavam os outros estudantes. A partir das 19:00 horas 0s outros estudantes
foram logando na sala virtual: Caco (19:00:01h), Pedro (19:03:35h) e Zeca (19:13:56). Ap6s 0
mediador postar na aba quadro branco a tarefa Estacdo de Bombeamento (Quadro 8), Pedro foi
0 primeiro a sugerir propostas, no entanto precisou ser provocado pelo mediador:

Mediador (19:16:08h): Analisem e vamos comegar a propor formas de solucionar o problema.®

Pedro (19:19:19h): Eu pensei em algo, porém ndo sei se é a solugdo mais adequada.

Mediador (19:19:31h): Exponha.

Mediador (19:19:38h): Nao temos solugdes adequadas.

Pedro (19:19:42h): Pensei em tratar as trés cidades como vértices de um triangulo e apds isso encontrar
0 circuncentro, seria ele entdo o local onde seria instalada a estacdo de bombeamento.

Pedro ao explicar sua proposta trouxe para discussdo da abordagem da tarefa os
conceitos de “vértices de um tridngulo”, e destacou o ‘“circuncentro” como uma possivel
resposta para o lugar geometrico da estacao de bombeamento. Provocados pelo mediador Zeca
e Caco sinalizaram estarem convencidos pelo raciocinio de Pedro. J& Paula apresentou uma
outra proposta, trazendo para a discussio os conceitos “pontos medios” e “perpendiculares’:

Mediador (19:20:00h): O que os outros acham?

Caco (19:20:31h): Eu estava pensando nessa possibilidade também.

Zeca (19:20:53h): Eu também pensei nisso.

Caco (19:21:33h): Que olhando para 0 mapa seria mais ou menos em Kraolandia.

19 Reproduzimos as interagdes com correcdes de Portugués, e expandindo contragdes propria de ambiente online

(“tbm” para também, “vc” para vocg, “s” para sim, “pq” para porque, e assim por diante), por entender que essas
corregdes ndo afetaram a analise e o foco da investigagdo. Todos esses registros foram capturados pelo VMTcG.
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Paula (19:21:41h): Eu pensei em ligar os pontos formando um tridngulo e depois marcar os pontos médios
de cada lado, dai tracar uma perpendicular a cada lado que passa pelos pontos médios.

Mediador (19:21:59h): Ana?

Ana (19:23:20h): Pensei também sobre o circuncentro.

Antes de aprofundar as propostas apresentadas por Pedro e Paula, o mediador
questionou se as informacdes da tarefa haviam sido compreendidas. Os estudantes afirmaram
ter entendido a tarefa, e Paula reconheceu que a parte que nédo tinha entendido foi sanada pela

pesquisa da palavra “oleoduto” no Google:
Mediador (19:23:13h): As proposicdes estdo 6timas! Mas antes de passarmos para esses testes, gostaria
de saber se vocés entenderam o problema, se tem algum termo, alguma palavra, algo que nao ficou claro?
Pedro (19:23:40h): Acho que quanto ao problema em si eu consegui entender
Paula (19:24:01h): Eu ndo sabia o que era oleoduto, mas ai pesquisei
Ana (19:24:07h): Também entendi o problema
Mediador (19:24:24h): Otimo Paula! No Google?
Zeca (19:24:43h): Sim
Paula (19:24:50h): Sim

Até 0 momento os estudantes estavam analisando e propondo a partir do que havia sido
postado no quadro branco. O mediador perguntou entdo se as propostas poderiam ser testadas
na aba GeoGebra, e partindo disso os estudantes comegaram a discutir a possibilidade de migrar
a imagem com as trés cidades do quadro branco para 0 GeoGebra, e sobre a necessidade de se

fazer isso para solucionar a tarefa:

Pedro (19:27:02h): Tem como colocar figura no GeoGebra? Pensei em fazer “por cima” da foto
Pedro (19:27:20h): Pra ver nela onde vai ficar a estacdo de bombeamento.

Mediador (19:27:35h): Nao tem como colocar ela no GeoGebra.

Pedro (19:27:41h): Poxa!

Mediador (19:27:52h): Sera que precisamos da figura?

Mediador (19:28:01h): O que vocés acham?

Ana (19:28:17h): Podem ser pontos quaisquer, ndo?

Pedro (19:28:35h): Criar trés pontos quaisquer?

Ana (19:28:47h): Acho que sim.

Pedro (19:28:57h): Pensei nisso também.

Caco (19:29:05h): Acho que precisamos sim, pois temos que saber a localizagdo de cada cliente.

Nesse ponto € perceptivel uma tensdo nas discussdes entre a proposta de generalizar a
situacdo de Ana, que foi apoiada por Pedro, e o posicionamento contrério de Caco. As
explicacdes de Ana e Pedro sobre seus posicionamentos desencadearam o apoio de Zeca sobre
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0 que pontuou Caco, que por sua vez, desencadeou apoio de Paula a proposta de generalizacdo

de Ana e Pedro:

Mediador (19:29:47h): Pedro e Ana, por que acham que podem ser pontos quaisquer?

Pedro (19:30:13h): Acho que meu pensamento foi mais pro lado de generalizar a ideia do circuncentro.
Zeca (19:30:40h): Se for pontos quaisquer,

Zeca (19:30:46h): ndo vamos considerar as cidades

Zeca (19:30:50h): que é o foco.

Paula (19:31:44h): Mas criando pontos quaisquer no GeoGebra depois da pra “modelar” (ndo sei se é o
termo certo) pra localizacdo das cidades.

Zeca (19:32:06h): ai ja foge ao meu conhecimento rsrs

Ana (19:32:26h): Acho que a questao proposta foi um exemplo qualquer pra sabermos se conseguiriamos
realizar a atividade.

Paula (19:32:32h): ou teriamos que ter as coordenadas dos pontos das cidades.

Ana (19:32:53h): por isso acho que podemos generalizar.

O grupo ficou dividido, de um lado Ana, Pedro e Paula, que defendiam a generalizacao
das informagdes do problema, e do outro lado, Caco e Zeca, que defendiam o foco nas
informac@es da imagem do mapa, com a localizag&o das trés cidades. Nesse cenario o mediador
conseguiu convencer Caco e Zeca da generalizagdo, ao chamar a atenc¢ao dos estudantes para o

seguinte:
Mediador (19:33:08h): Aproveitando o que vocés colocaram pergunto: se funcionar para trés pontos
quaisquer, funcionaria para as trés cidades?
Zeca (19:33:22h): Ah!
Zeca (19:33:22h): Entéo sim.
Caco (19:33:31h): Sim.
Ana (19:33:38h): Sim.
Pedro (19:33:46h): A ideia sim.
Mediador (19:34:02h): Paula?
Paula (19:35:26h): Acredito que sim.

Na aba GeoGebra Ana tomou a lideranca e comecou a fazer as construcdes,
considerando trés pontos quaisquer para encontrar o circuncentro. Lembrando que no
GeoGebra do VMT apenas um participante por vez pode manusea-lo, os outros estudantes
Paula, Pedro, Caco e Zeca observavam o que Ana construia, como é possivel observar na Figura
11.
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Figura 11 — Construgdo do “circuncentro” de Ana
Fonte: VMTcG, 2018

Pedro foi o primeiro a confrontar Ana com uma pergunta sobre a construgdo do

circuncentro, desencadeando rea¢des do mediador e dos outros estudantes:
Pedro (19:42:40h): Uma davida: para marcar o circuncentro os segmentos que passam pelo ponto médio
nado deveriam ser perpendiculares aos lados do triangulo?
Ana (19:43:20h): Verdade, Pedro
Mediador (19:43:24h): O ponto g da figura é o circuncentro?
Paula (19:43:46h): N&o.
Pedro (19:43:52h): Néo.
Ana (19:43:53h): Acho que o ideal seria construir um outro tridangulo com os vértices A e C comuns.
Mediador (19:44:13h): por que Ana?
Ana (19:44:36h): na aula de construcfes geométricas aprendi isso ...rsrs
Mediador (19:44:41h): rsrs
Mediador (19:44:55h): Qual o conceito de circuncentro que vocés conhecem?
Ana (19:45:08h): Encontro das mediatrizes.
Zeca (19:45:17h): Encontro das mediatrizes.
Paula (19:45:19h): E o encontro das mediatrizes.
Pedro (19:45:38h): Intersecdo das mediatrizes.

Caco (19:45:37h): Isso encontro das mediatrizes.

Pedro constatou uma confusdo na construgdo de Ana, e a contrapds
perguntando/afirmando sobre retas perpendiculares tragadas nos pontos médios dos lados do
triangulo. Essa pergunta/afirmacgéo foi aceita por Ana e agucada pelo mediador que inquiriu
sobre o ponto “g” encontrado ser o circuncentro. Os estudantes Pedro e Paula, que propuseram
0 circuncentro, responderam que ndo. Ana ainda considerava acrescentar mais um triangulo
com vértices comuns em “A” ¢ “C”, referindo-se a aprendizados adquiridos na disciplina de
construcdo geométrica do curso de Matematica, mas ndo convenceu os outros estudantes, como

mostra a Figura 12.
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Figura 12 — Tentativa de Ana de construir o circuncentro
Fonte: VMTcG, 2018

Ana e 0s outros estudantes foram unanimes na resposta ao mediador sobre o
circuncentro ser determinado pelo encontro das mediatrizes. No entanto, a primeira construgéo
de Ana (Figura 11) remeteu a outro ponto notavel do tridngulo, o baricentro, determinado pela
interseccédo das medianas. A segunda construcéo (Figura 12), influenciada por suas lembrancas
de aulas da disciplina de construcdo geométrica ndo convenceu 0s outros estudantes e nem
mesmo a prépria Ana, que acabou pedindo ajuda do grupo.

Ana (19:47:10h): Deu ruim gente kk

Paula (19:47:56h): Posso tentar?

Mediador (19:47:57h): Tudo bem Ana!
Mediador (19:48:09h): Claro Paula!

Paula aproveitou a construcdo de Ana e tragcou as mediatrizes nos pontos medios dos

lados do triangulo, como apresentamos na Figura 13.

Figura 13 — Construcdo de Paula
Fonte: VMTcG, 2018
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O ponto “H” destacado na construcdo de Paula convenceu os outros de que esse ponto
era o circuncentro do tridangulo ABC, revelando que os estudantes buscaram outras fontes para

rememorar 0 conceito de circuncentro.

Pedro (19:49:44h): Arrasou, Paula!

Zeca (19:50:04h): Show!

Mediador (19:50:16h): Entdo esse ponto H é o circuncentro?
Paula (19:50:55h): Acredito que sim

Pedro (19:50:59h): Sim

Pedro (19:51:13h): Bom, que eu lembre acho que é isso mesmo rs
Ana (19:51:53h): Acho que é isso mesmo

Zeca (19:51:58h): Sim

Paula (19:52:27h): Eu ndo lembrava da definigdo do circuncentro, quando pensei em fazer, eu estava
pensando em marcar os pontos médios dos lados e depois tragar a perpendicular.

Mediador (19:52:27h): Entendi Paula! Entdo primeiro veio a construgéo e depois o conceito?!

Pedro (19:53:15h): Confesso que também tive que pesquisar a defini¢do do circuncentro pra confirmar a
ideia que eu estava tendo.

Pela segunda vez temos a mencdo de pesquisas paralelas durante a sesséo. Paula foi a
primeira a mencionar a pesquisa sobre “oleoduto”, seqguida de Pedro, que partilhou a pesquisa
sobre ““circuncentro” para confirmar seu entendimento. Paula também partilhou que auxiliada
pela construgdo no GeoGebra foi relembrando o conceito de circuncentro, especializando-se
auxiliada pelas ferramentas do VMTcG e de pesquisas no Google.

Com a construcdo do circuncentro feita por Paula, 0 mediador comecou a fazer
provocacdes sobre o ponto H responder a investigacdo da estacdo de bombeamento.

Mediador (19:53:57h): Mas e agora? Tarefa concluida?

Ana (19:54:45h): Tem como fazer alguma construgdo dessa no quadro branco?

Pedro (19:54:48h): Fizemos uma generalizacdo do problema.

Zeca (19:54:48h): O ponto H é equidistante dos pontos A B e C né?!

Mediador (19:55:27h): Ser4? N&o sei; Tem como mostrar isso?

Zeca (19:55:47h): Ele tem que ser o centro da circunferéncia.

Enquanto o mediador e Zeca interagiam no chat, Paula no GeoGebra testava com
alguma dificuldade o que estava sendo dito por Zeca, respondendo também ao mediador com

suas construcdes ligando o ponto H aos vértices do triangulo, como mostra o Quadro 10.
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Quadro 10 — Resposta de Paula e do Mediador no GeoGebra

Paula (19:59:03h): Esse GeoGebra daqui me engana muito, eu me enrolo as
vezes com ele

Pedro (19:59:19h): Eu também kkk
Paula (19:59:27h): Mas acho que assim da pra ver que a distancia é a mesma.
Zeca (19:59:35h): Sim.
Zeca (19:59:37h): Da pra ver?!
Zeca (19:59:39h): Ta show
Fonte: VMTcG, 2018

Como Paula estava com dificuldades de identificar as medidas dos segmentos que ela
construiu do ponto H até os vértices A, B e C, 0o mediador inseriu essas medidas e movimentou
a construcao provocando manifestaces dos estudantes, como podemos observar na sequéncia

de construcgdes da Figura 14.

Figura 14 — Manipulagdes do Mediador no GeoGebra
Fonte: VMTcG, 2018

Zeca (20:00:33h): Agora esta mais claro,

Zeca (20:00:34h): ainda,

Zeca (20:00:44h): sim.

Mediador (20:01:16h): Acabou?

Zeca (20:01:39h): Acabou.

Pedro (20:02:03h): Né&o sei, t& parecendo muito fécil kkkk

Pedro (20:02:19h): Geralmente quando eu sinto isso eu estou deixando passar algo kkk

Paula (20:02:24h): Acho que pra fazer mais alguma coisa irfamos precisar das coordenadas das cidades.
Pedro (20:02:34h): Sim, pensei nisso também.

Paula (20:02:50h): Toda vez que ele pergunta se tem certeza eu leio 0 enunciado em busca de outra coisa.
Ana (20:03:02h): Sim... rs

Pedro (20:03:04h): Eu, 0 mesmo.

Zeca (20:03:38h): Ué, falta mais alguma coisa?
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Ao chamar a atencdo sobre a conclusdo ou ndo da tarefa, o0 mediador provocou nos
estudantes incertezas sobre algum detalhe que possa ter sido esquecido. No entanto, eles
chegaram a uma resposta matematica para o problema, o que faltava na visdo do mediador era
retornar aquela resposta para a situacdo do problema, e o mediador questionou/direcionou
usando elementos do contexto da tarefa Estacdo de Bombeamento.

Mediador (20:03:54h): Ent&o, se o responsavel do projeto usar como estratégia o que voceés fizeram aqui,
ele encontra o ponto onde construir a estagdo?

Zeca (20:04:14h): Se ele tiver as coordenadas das cidades creio que sim.
Mediador (20:04:28h): Entendi.

Mediador (20:04:57h): E olhando o que vocés construiram e olhando a imagem com as trés cidades vocés
ndo chutam mais ou menos onde a estacdo pode ser construida?

Para responder o mediador Paula manipulou a construcdo no GeoGebra, colocando os
vértices do triangulo em posi¢Oes proximas aos pontos das cidades marcados no mapa, fazendo
com que os estudantes estimassem o local da construcdo da estacdo de bombeamento, como

exposto no Quadro 11.

Quadro 11 — Estimativas dos estudantes

Araguaina

KRAOLANDIA

es XERENTE

>Rrale
Paraisodo Palmas
Tocantins 2

Zeca (20:05:49h): Kraolandia
Zeca (20:05:51h): Meu chute
Ana (20:05:58h): Eu chutaria a Kraolandia

Pedro (20:06:12h): Eu acho que mais ou menos
préximo de Guarai

KRAOLANFIA Paula (20:06:35h): Acho que perto das Colinas do
s Tocantins

Pedro (20:06:41h): Isso, por ai
Pedro (20:07:12h): Acho que é ali entre Colinas do

SOBREPOSICAO . :
FEITA PELO Tocantins e Guarai

Paraiso do mas
focantins y AUTOR Caco (20:07:39h): Eu acho que entre Colinas do
Tocantins e Kraolandia

Fonte: VMTcG, 2018, e elaboracdo do autor da tese (2021).
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As respostas dos estudantes pontuaram cidades especificas ou regides entre cidades.
Zeca e Ana responderam Kraolandia, enquanto que Paula, Pedro e Caco responderam
localizages entre cidades ou proximo de alguma cidade. Com essas respostas, 0 mediador fez
outros questionamentos complementares, e mais uma vez Paula foi manipulando a construcéo

no GeoGebra, de acordo com 0s novos questionamentos, como mostra o0 Quadro 12.

Quadro 12 — Manipulac@es de Paula paralelas a interacfes no chat

Mediador (20:08:12h): Ficaria dentro do triangulo formado
pelas trés cidades?

Zeca (20:08:24h): Sim.

Pedro (20:08:26h): Sim.

Paula (20:08:27h): Sim.

Ana (20:08:33h): Sim.

Caco (20:08:39h): Sim.

Mediador (20:08:56h): Isso é regra ou funciona nesse contexto?
Pedro (20:09:09h): Funciona nesse caso.

Zeca (20:09:12h): Nao é regra néo.

Pedro (20:09:16h): Porque o ponto poderia ficar fora.

Ana (20:09:21h): Nesse caso.

Fonte: VMTcG, 2018

O mediador continuou com indagacOes diante das respostas dos estudantes, porém
mudou o foco, da construcdo do circuncentro no GeoGebra para informacbes dadas pela
situacdo-problema, fazendo-os pensar sobre variaveis que afetariam a solugdo encontrada na
construcdo do GeoGebra, e sobre informacdes presentes ou ndo no enunciado da situacéo-

problema.

Mediador (20:10:36h): Ainda sobre o contexto da tarefa, vocés acham que os proprietarios minimizariam
custos da construgdo da estacio?

Mediador (20:11:43h): Construindo ela a uma mesma distancia das cidades

Zeca (20:11:47h): Acho que sim.

Pedro (20:11:49h): Acho que sim.
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Ana (20:11:56h): Acho que sim.

Zeca (20:11:58h): Mas depende do trajeto também.

Pedro (20:12:02h): Otimizag&o ndo é muito minha praia ... kkk

Paula (20:12:04h): Acho que sim.

Mediador (20:12:16h): Como assim Zeca?

Zeca (20:15:10h): Sei ndo, foi s6 um palpite, ndo sei se existem variaveis contra.
Mediador (20:15:33h): O que os outros acham sobre essa possibilidade aberta pelo Zeca?
Pedro (20:16:16h): N&o entendi bem.

Mediador (20:17:08h): Zeca, explica melhor o0 que vocé pensou.

Paula (20:17:13h): Eu entendi o que ele disse como se fosse algo do tipo, a gente consegue encontrar um
ponto equidistante das cidades, porém estamos considerando retas e nem sempre pode ser possivel fazer
um caminho reto.

Pedro (20:17:27h): Hum...
Pedro (20:17:29h): Verdade.

Paula (20:18:20h): mas acredito que esse ponto esta sendo desconsiderado no enunciado. Pelo menos eu
entendi que tivesse desconsiderado.

Caco (20:18:47h): Como se trata de tubulacdes feitas para transportar petréleo, pode ser que em algum
ponto do trajeto essas tubulagdes ndo podem seguir em linha reta.

Caco (20:19:10h): Considerando o ambiente.

Zeca (20:19:34h): Isso Paula.

Zeca (20:19:40h): Mas no enunciado ndo comenta disso.

Zeca (20:19:46h): Por isso ndo da pra saber.

Paula (20:20:19h): Mas ele fala sobre a distancia ser a mesma.
Zeca (20:20:44h): Sim.

Zeca (20:21:13h): Mas o mediador disse

Zeca (20:21:17h): Sobre minimizar custo,

Zeca (20:21:19h): entdo

Mediador (20:22:00h): Porque entra na questao geografica
Mediador (20:22:07h): liberagcdes ambientais.

Mediador (20:22:26h): Quando estdvamos |4 no GeoGebra ndo tinha essas variaveis.
Pedro (20:22:36h): Verdade.

Ana (20:23:04h): Verdade.

Paula (20:23:06h): Sim, verdade.

Com as intervencBes do mediador os estudantes conscientizaram-se de elementos da
situacdo-problema, que foram simplificados quando analisadas as propostas no GeoGebra, que
reapareceram quando eles trouxeram a solugdo para o contexto da situagdo-problema. No
entanto, 0 mediador levantou incertezas sobre a solucdo encontrada, ponderando se ela garante
0 minimo de gastos almejado pelos proprietarios do oleoduto, e retomou a construgdo de Ana

no inicio da sessdo, ao confundir a construcdo do baricentro com a do circuncentro.
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Mediador (20:23:41h): Ana no inicio da construcdo encontrou um ponto determinado pelas medianas.
Se a tarefa ndo considerasse essa mesma distancia da estacdo para as trés cidades, o ponto encontrado
pela Ana economizaria custos?

Zeca (20:24:41h): Ela tinha encontrado o baricentro?

Zeca (20:24:49h): Néo lembro.

Pedro (20:24:51h): Acho que néo tanto,

Pedro (20:25:04h): ou sim, ndo sei...

Zeca (20:25:08h): Acho que néo.

Pedro (20:25:09h): Fiquei meio confuso.

Paula (20:25:26h): Eu ndo lembro também.

Paula (20:25:58h): Mas se fosse possivel fazer um caminho reto, acho que economizaria.
Mediador (20:26:49h): Ana, lembra do que vocé fez no inicio? Conseguiria fazer de novo?
Mediador (20:27:01h): pra tirarmos essa divida?

Ana (20:27:11h): Sim, s6 um instante.

Ana néo respondeu de imediato como fizeram os outros estudantes. A participante pediu
um momento do chat e foi para a construcédo feita por Paula na aba GeoGebra, desfez a
construcdo do circuncentro e retomou sua constru¢do do baricentro: Ponto J. Com essa
retomada a participante respondeu ao mediador e aos estudantes, trazendo para a discusséo
elementos conceituais das medianas e da distancia do baricentro até os vértices. Veja o Quadro
13.

Quadro 13 — Retomado do conceito de baricentro
Ana (20:29:55h): Pelo que eu me lembro, acho que a distancia do
vértice pro baricentro tem 2/3 da medida das medianas né?
Zeca (20:31:05h): N&o lembro, no.

Ana (20:31:05h): BJ tem 2/3 da medida de BE, por exemplo.

Ana (20:32:38h): E como ndo necessariamente a distancia das
cidades sdo iguais, entdo J ndo estaria equidistante dos vértices.

Mediador (20:33:13h): Mas entéo, considerando linhas retas e sem
considerar a mesma distancia como regra, o baricentro reduziria
mais gastos que o circuncentro?

Pf:dro (20:34:51h): Né&o sei, ndo consigo concluir que sim ou que
néo

Ana (20:35:08h): Também néo consigo concluir ... kkk

Paula (20:35:43h): N&o consigo chegar a uma concluséo.

Zeca (20:35:55h): Pra proposta

Zeca (20:35:58h): ndo serve, pois

Zeca (20:36:04h): distancias iguais.

Paula (20:36:18h): Pode marcar os dois no mesmo desenho pra
gente ter como comparar?

Caco (20:36:18h): Nao consigo chegar a essa conclusdo também.
Mediador (20:36:27h): Pode sim!
Fonte: VMTcG, 2018
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Paula, com o proposito de reconstruir o circuncentro na construcdo do baricentro de
Ana, para comparar as distancias desses pontos até os vértices, recebeu ajuda na manipulacdo

de ferramentas do GeoGebra, como percebemos no Quadro 14

Quadro 14 — Colaboracdo na manipulacdo do GeoGebra

Paula (20:37:19h): O ruim é que como nédo da pra esconder, fica
um pouco poluido.

Ana (20:37:37h): D& sim,

Ana (20:37:38h): alias

Ana (20:37:39h): acho que da.

Paula (20:38:08h): Eu ndo consegui achar.

Ana (20:39:05h): Prontinho

Paula (20:39:28h): Como vocé fez, Ana?

Ana (20:39:55h): Clica com o botéo direito no objeto
Ana (20:40:49h): e depois clica na op¢do show object.
Paula (20:40:59h): Ah, sim!

Mediador (20:41:15h): E agora para saber qual apresenta menores
medidas?

Mediador (20:41:28h): J baricentro ou K circuncentro?
Paula (20:42:37h): Baricentro,

Paula (20:42:40h): eu acho.

Paula (20:42:48h): K é o circuncentro.

Pedro (20:42:55h): Paula, os segmentos partindo de J nédo
deveriam ir até os vértices?

Paula (20:43:09h): Sim, eu me perdi. Desculpa.
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Ana (20:43:27h): Eu acho que quanto maior a distancia maior serd
0 custo né?

Paula (20:44:00h): Onde tem a ferramenta distancia?

Ana (20:44:09h): No caso, o circuncentro sempre estara a mesma
distancia, entdo o gasto seria proporcional a 3X, por exemplo.

Mediador (20:44:18h): Angle.

Mediador (20:44:31h): Distance or length.
Paula (20:44:49h): Ah, sim,

Paula (20:44:53h): obrigada!

Ana (20:44:55h): Mas o baricentro esté a 2/3 do valor da mediana
distante dos vértices.

Paula (20:45:35h): Eu acho que o baricentro gastaria menos, mas
sO serviria se considerassemos distancias diferentes.

Pedro (20:45:42h): Sim.

Ana (20:47:12h): O baricentro estd sempre dentro do triangulo
certo?

Zeca (20:47:33h): Sim.
Ana (20:47:34h): Entdo, as distancias nunca serdo muito absurdas,

Ana (20:47:48h): enquanto o circuncentro pode ser que seja.

Fonte: VMTcG, 2018.

Nos momentos finais dessa sessdo o mediador identificou as medidas das medianas e

das mediatrizes, possibilitando aos estudantes chegarem a conclusdes sobre a resolugéo da

tarefa, como mostra o Quadro 15.

Quadro 15 — Encaminhamentos finais da sessdo

Mediador (20:49:28h): Coloquei as medidas.

Mediador (20:50:20h): Entdo, se vocés fossem o0s responsaveis do
projeto e considerando 0 que vocés acabaram de constatar, 0 que
vocés falariam para os proprietarios?

Paula (20:51:41h): Dependendo das condi¢des do terreno, falaria
que era melhor a distancia J, pois economizaria mais.

Paula (20:51:46h): Eu acho...

Zeca (20:52:12h): E, considerando um terreno uniforme,
circuncentro.

Pedro (20:52:19h): Também acho. Usando o ponto J as distancias
sdo menores, logo se imagina que haverd um gasto menor.

Ana (20:52:40h): Sim...
Mediador (20:53:18h): Caco, como vocé argumentaria?

Ana (20:55:10h): No caso, eu acho que depende da distancia das
cidades pra sabermos qual usariamos.

Zeca (20:55:48h): Verdade.
Zeca (20:55:52h): Sim, mas no geral
Zeca (20:56:02): acho que o circuncentro seria mais certo

Fonte: VMTcG, 2018
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As respostas de Zeca mostram um apego as informag6es da situacdo-problema, ndo o

deixando perceber que ao desconsiderar a condicdo de ter distancias iguais das cidades até o

local de construcdo da estacdo de bombeamento o projeto ficaria mais barato. Enquanto que

Paula, Pedro e Ana entraram no consenso que o ponto J tornava a construgdo menos onerosa.

No entanto, nos momentos finais da sessdo Ana retomou a necessidade de se saber a distancia

real entre as cidades.

Mediador (20:56:19): Vocés acham que ter a distancia das cidades, ou as coordenadas, interfere no que
vocés falariam aos proprietarios?

Pedro (20:56:29): Acho que néo.
Mediador (20:56:34h): Por que?

Ana (20:56:50h): Acho que sim...
Pedro (20:56:57h): Ah ndo, perddo
Pedro (20:57:01h): li errado a pergunta.
Paula (20:57:19h): Acho que interferia.

Pedro (20:57:23h): Sim, porque ai poderia ser analisado qual método seria mais adequado e mais
econémico.

Mediador (20:58:01h): mas ndo saber a distancia ndo impediu vocés de analisarem. Impediria vocés de
argumentarem qual melhor opgao?

Paula (20:58:03h): E também o terreno.
Mediador (20:58:40h): Ou ndo, se tem melhor opcao ... rsrs
Zeca (20:58:58h): Circuncentro.

Mediador (21:02:20h): Ou na Matematica é uma coisa e quando vamos pro contexto as suas condicdes
acabam impedindo de ter certezas?

Pedro (21:03:27h): A gente pode ter até ideias de como seria a forma mais econémica, porém na prética
iSso estaria sujeito a um conjunto de variaveis, que estamos desconsiderando aqui.

As ideias discutidas na sessdo giraram em torno de objetivos pontuais, que

desenvolvidos de forma coletiva pelas interacdes dos estudantes, do mediador e dos contetudos

matematicos no ambiente VMTcG, configuraram episodios que mostraram o caminho

percorrido até a(s) resposta (s) para a situagdo-problema investigada, como sintetizamos no

Quadro 16.
Quadro 16 — Sintese das Fases 2 e 3 de analise do chat da sessdo 2
FASE 2
2.1 Edigdo Sessdo 2 do Grupo 5 realizada no dia 16/10/2018

2.2

Associagdo de contelidos matematicos com as informagdes da
situacdo-problema; simplificacéo e priorizacdo de informacdes
do contexto da situacdo-problema para o contexto matematico;
comparacdo dos conceitos de circuncentro e baricentro; ajuste
de resposta (s) matematica (s) encontrada (s) para o contexto da
situacdo-problema investigada.

Resumo das ideias discutidas,
identificando objetivos em carater
coletivo na abordagem da tarefa
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23 Numeracdo de intervencGes (mediador | Mediador (94); Paula (55); Ana (58); Caco (18); Pedro (59);
' e participantes) Zeca (63)
FASE 3
31 Escolha do(s) episodio(s) das Episodio 1: transicdo da aba quadro branco para a aba
' atividades GeoGebra; episddio 2: auséncias sobre o conceito de
Identificacao de blocos tematicos na circuncentro e o uso de pesquisas na internet; episddio 3: volta
3.2 - < - da solucéo encontrada para o contexto da situagéo-problema
discussao dos participantes
Encorajando os estudantes a se expressarem; convidando os
estudantes a opinarem; elogiando e se certificando se os
33 Identificacdo das intervengdes do estudantes entenderam a situacdo-problema; esclarecendo
' mediador impasses de ideias com perguntas; identificando confusfes
conceituais com perguntas; manipulando constru¢es no
GeoGebra estimulando respostas dos estudantes

Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)
5.3 Episodios do Grupo 5 no diagrama de analise de interacdes

Nesta secdo utilizamos o diagrama de analise de interacfes nos episodios frutos do
desenvolvimento da tarefa Estacdo de Bombeamento, pelos estudantes do Grupo 5 no VMTcG.
Dessa forma, buscamos identificar nas interacdes dos contetdos matematicos, dos estudantes e
do mediador de cada episddio os temas matematicos, 0s poderes matematicos e as estratégias

pedagdgicas que emergiram.
Episodio 1(EP1): transicdo da aba quadro branco para a aba GeoGebra

No convite feito pelo mediador (analisem e vamos comecar a propor formas de
solucionar o problema)?’: a palavra “vamos” indica inclusio dele na investigagdo, assumindo
0 papel de parceiro dos estudantes. A palavra “formas” indica que ele considerou diferentes
caminhos para solucionar o problema, mesmo o comando da situacdo-problema solicitando
apenas uma possibilidade. Feito o convite, 0 mediador aguardou. As interacGes iniciais do
mediador mostram estratégias como: parceria, chamar atencdo para mais de uma solucéo,
aguardar.

O estudante Pedro pensou em algo, mas ndo queria apresentar ao grupo com receio de
ndo ser a solucdo mais adequada. O mediador o motivou (exponha, ndo temos solucdes
adequadas) tentando deixa-lo confortavel, o que fez Pedro apresentar o que tinha pensado
(pensei em tratar as trés cidades como veértices de um triangulo e apds isso encontrar o
circuncentro, seria ele entdo o local onde seria instalada a estacdo de bombeamento). Da parte

de Pedro identificamos referéncias aos poderes imaginar e expressar o que tinha pensado. No

20 Trechos retirados do chat foram colocados entre parénteses e italico.
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entanto, para que ele expressasse, 0 mediador precisou garantir que o ambiente estava aberto a
propostas, indicando estratégias como: querer saber 0 que 0 participante estava pensando,
promover um espaco acolhedor de propostas.

Na proposta de Pedro identificamos o uso de outro par de poderes, o classificar e
organizar. Partindo das trés cidades-clientes da tarefa, o participante as fez sentido no contexto
matematico, entendendo-as como Vértices de um tridngulo e sugerindo encontrar o
circuncentro, que no contexto da situacdo-problema, Pedro julgava ser o local a ser construida
a estacdo de bombeamento. Para organizar o participante precisou classificar as informacdes da
situacdo-problema, priorizando umas em detrimento de outras.

Como o mediador ja tinha motivado Pedro a interagir expressando sua proposta de
solucdo, ele aproveitou a proposta de Pedro, para pedir a opinido dos outros estudantes. Caco,
Zeca e Ana afirmaram terem pensado em algo similar, enquanto que Paula apresentou sua
proposta (eu pensei em ligar os pontos formando um triangulo e depois marcar os pontos
médios de cada lado, dai tracar uma perpendicular a cada lado que passa pelos pontos
medios). A proposta de Paula conversa com a de Pedro, a medida que Paula sequenciou
matematicamente a proposta de Pedro, indicando como encontrar o circuncentro, e dessa forma,
Paula organizou e classificou.

Nas propostas de Pedro e de Paula temos transferéncias de sentidos das informacdes da
situacdo-problema para objetos matematicos, repercutindo na liberdade desses objetos. Os
vertices associados as cidades-clientes fixadas no mapa, ndo podendo ser movimentadas,
influenciou na liberdade de construcdo dos segmentos de retas dos lados da area triangular.
Estes, no contexto da situacdo-problema, foram associados as distancias entre as cidades-
clientes, que por sua vez limitaram as constru¢6es das mediatrizes, pois elas se intersectardo no
lugar geométrico circuncentro, que segundo a hipdtese dos estudantes € o lugar da construcédo
da estacdo de bombeamento. Observar as limitagdes impostas aos objetos matematicos pela
situagdo-problema mostra o potencial da tarefa em restringir a atencéo dos estudantes para 0s
conceitos de mediatrizes e de circuncentro.

As propostas de Pedro e Paula foram elogiadas pelo mediador, e antes de serem
aprofundadas pelo grupo, o mediador quis saber dos estudantes se havia alguma divida sobre
0 contexto da situagdo-problema. Os estudantes responderam que a entenderam, e Paula
acrescentou que no inicio nao sabia o significado da palavra “oleoduto”, fazendo-a pesquisar
no Google.

As interacbes do mediador mostram-se interessadas no entendimento da situacéo-

problema pelos estudantes, e Paula demonstrou estar confortavel a ponto de compartilhar de
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forma espontanea com o grupo que consultou a internet, para saber o significado de uma
palavra. Novamente percebemos o interesse do mediador em querer saber o que 0s estudantes
estavam pensando sobre o contexto da situagcdo-problema. J& a pesquisa de Paula mostrou seu
interesse em inteirar-se sobre a situacdo-problema, fazendo uso do poder particularizar/
especializar, fundamentando dessa forma seu entendimento sobre o contexto da situagéo-
problema, e potencializando uma posterior generalizacéo.

A situacdo-problema na aba quadro-branco limitava as construcdes dos estudantes, que
ficavam presos as cidades-clientes, marcadas no mapa. Neste cenario, 0 mediador questionou
0 grupo sobre a possibilidade de testar as propostas de Pedro e Paula na aba GeoGebra. O
mediador direcionou as investigacfes para 0 GeoGebra, visando ampliar as interacdes dos
alunos. Desse questionamento, que mascarava a intencdo do mediador de ir para o GeoGebra,
surgiu o primeiro impasse no grupo, usar pontos quaisquer no GeoGebra ou usar as localizagGes
das cidades-clientes do mapa.

O mediador quis saber dos motivos que levaram Pedro e Ana a defender o uso de pontos
quaisquer no GeoGebra. Pedro justificou, dizendo ter optado pela generalizacdo do
circuncentro, enquanto que Ana ponderou que a situacdo-problema era um exemplo qualquer,
com objetivo de verificar se os estudantes eram capazes de soluciona-la.

As justificativas ndo convenceram Caco e Zeca, que replicaram os argumentos. Para
Caco era necessario encontrar as localizacdes das cidades-clientes, e Zeca corroborando Caco,
argumentou que se considerassem pontos quaisquer, ndo estariam considerando as cidades-
clientes, que eram o foco da situacdo-problema. Paula tomou partido de Pedro e Ana e
argumentou que ao usar pontos quaisquer no GeoGebra, posteriormente seria possivel modelar
para a localizacdo das cidades, caso contrario, pelas propostas de Caco e Zeca, era necessario
saber as coordenadas referentes as marcacdes das cidade-clientes do mapa.

Nos argumentos de Pedro, Ana e Paula foi possivel identificar o uso do poder
particularizar/especializar, com potencial para o desenvolvimento do poder generalizar, pois 0S
estudantes mostraram dominio sobre elementos da situacdo-problema, que permitia transitar do
caso especifico para o geral. No entanto, eles faziam parte de um grupo e precisavam convencer
Caco e Zeca, que estavam irredutiveis no entendimento de que era necessario solucionar a
situacdo-problema, considerando apenas as informagdes dadas no mapa.

O mediador ja tinha um partido tomado, no entanto ndo podia dizer que um lado ou
outro estava errado, e dessa forma usando os argumentos de Pedro, Ana e Paula, questionou (se
funcionar para trés pontos quaisquer, funcionaria para as trés cidades do mapa). Assim

convenceu a todos sobre o uso de trés pontos quaisquer no GeoGebra. O mediador, com a
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intencdo de explorar outros espacos do VMTcG e de ampliar as liberdades possiveis para 0s
objetos matematicos — veértices de um triangulo, segmentos de seus lados, e o circuncentro —,
direcionou os estudantes com perguntas que convenceram Caco e Zeca.

De acordo com o diagrama de analise de interacfes da Figura 15, as estratégias
pedagdgicas adotadas pelo mediador desencadearam o uso de poderes matematicos dos/nos
estudantes. Os temas matematicos emergiram dos objetos matematicos, reconhecidos pelos
estudantes, sendo expressos nas suas interacées. O Google também figurou como suporte de
Paula, sendo a unica a compartilhar ter o consultado para descobrir o significado da palavra
“Oleoduto”.

analisar, imaginar, expressar o que vértices fixados no mapa; parceria, chamar a atencao para

tinha pensando quando se sentido construgdes de segmentos mais de uma solugdo, aguardar,

confortavel, apresentar, classificar, de retas, de mediatrizes, e motivar, querer saber o que o
organizar, priorizar, pensar parecido, do circuncentro participante est pensando,
fazer sentido do contexto da situagdo-
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Figura 15 — Diagrama de analise de interagdes do Grupo 5 na tarefa Estacdo de Bombeamento (EP1)
Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)

Episodio 2 (EP2): auséncias sobre o conceito de circuncentro e o uso de pesquisas na internet

No GeoGebra Ana assumiu o controle enquanto os outros estudantes e o mediador
observavam. As propostas de Pedro e Paula eram referentes a construgéo do circuncentro e Ana
defendia essa proposta, ja que pensou algo parecido (pensei também sobre o circuncentro). No
entanto, Ana ndo construiu o circuncentro, ao invés dele, construiu medianas que resultaram
em outro ponto notavel do triangulo, o baricentro. Nas interacdes de Ana, a participante testou
a proposta acordada pelo grupo no GeoGebra, e especializou-se enquanto construia, sendo esse
processo de construgdo, uma sintese do uso do poder generalizar.

A consciéncia imediata de Ana sobre o circuncentro remeteu a uma construcdo

equivocada, ja que aspectos que ela julgava ser do circuncentro, na verdade eram de outro ponto
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notavel, indicando assim, uma auséncia conceitual sobre aspectos do circuncentro. Johnston-
Wilder e Mason (2005), ao definirem consciéncias imediatas como sendo a consciéncia do
sujeito sobre algo, apontaram que em determinadas situacdes o que vai vir a mente do aluno
sobre algo, pode ndo ser apropriado, ou estar errado, e que pode ser desautorizado, j& que as
consciéncias nesses casos sao auséncias percebidas naquele momento.

Pedro desautorizou a construcao de Ana, no entanto, a forma como ele fez isso, tira todo
0 sentido pejorativo original dessa palavra. Pedro colocou em evidéncia a auséncia de Ana com
uma duvida/afirmacdo (Uma divida: para marcar o circuncentro os segmentos gque passam
pelo ponto médio ndo deveriam ser perpendiculares aos lados do triangulo?), que por sua vez,
convenceu Ana do seu equivoco (verdade, Pedro). Pedro, na forma como agiu, pareceu imitar
0 mediador, usando de questionamentos para expressar seu ponto de vista.

O mediador encerrou esse topico sobre a construcdo de Ana questionando se o Ponto G
encontrado remetia ao circuncentro, obtendo a reposta ndo dos estudantes Pedro e Paula. Ana,
consciente do seu equivoco, apresentou outra proposta de construcdo do circuncentro (acho que
o0 ideal seria construir um outro tridngulo com os vertices A e C comuns). O mediador a
questionou sobre o0 porqué dessa proposta, e Ana confessou ter aprendido na aula de construgcfes
geomeétricas.

A auséncia de Ana ndo foi algo ruim para o grupo, pelo contréario, foi usada pelos outros
estudantes e pelo mediador como pano de fundo para suas interacBes. Ajudou também a
evidenciar outros objetos matematicos, passiveis de serem considerados ou ndo, para a
resolucdo da situacao-problema, estendendo a possibilidade de encontrar outros pontos notaveis
no triangulo, variando de um caso especifico para outro caso especifico. O mediador, por outro
lado, nesse episodio ndo aproveitou a auséncia de Ana para discutir limitacGes do baricentro
no contexto da situagdo-problema com os estudantes. Talvez isso tenha ocorrido, por eles, o
grupo, estarem focados na construcdo e testagem do circuncentro para solucionar a situagao-
problema.

Como Ana apresentou essa auséncia ao construir o baricentro ao invés do circuncentro,
o mediador quis saber qual o conceito de circuncentro dos estudantes. O mesmo entendimento
repetiu-se em todas as respostas, (encontro/intersec¢ao das mediatrizes), incluindo a de Ana,
que tentou reproduzir o que aprendera em uma aula no curso de graduacéo, mas ndo conseguiu,
pedindo ajuda para o grupo. Paula ofereceu ajuda, assumiu o controle do GeoGebra, e construiu
0 circuncentro seguindo os passos delimitados por ela no inicio da sessdo. Paula pdde

experimentar sua proposta no GeoGebra, e partindo das limitagfes iniciais da construcdo de
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Ana (pontos médios de um tridngulo inscrito em uma circunferéncia qualquer), tragou as
mediatrizes, encontrando o circuncentro.

No momento em que Paula tragcou as mediatrizes nos pontos médios construidos por
Ana, o circuncentro estava localizado fora da &rea triangular. Assim, Paula marcou esse ponto
com a letra H, e passou a movimenté-lo e conforme ela movimentava o Ponto H, o didmetro da
circunferéncia alterava e em consequéncia o tridngulo inscrito nela, mostrando triangulos em
que o Ponto H ficava dentro, fora, em diferentes lugares da area interna e externa de diferentes
triangulos.

As interacOes de Ana e Paula no GeoGebra evidenciam constru¢des compartilhadas, ja
gue Ana comecou e Paula concluiu. Quando focamos no fazer de Paula, temos ela construindo
0 circuncentro a partir das limitacdes da construcdo de Ana, e em seguida a0 movimentar o
circuncentro (Ponto H), Paula mostrou uma variedade de tridngulos possiveis para o
circuncentro construido. Assim, a participante ao fazer encontrou o Ponto H, e ao movimenta-
lo, e desfazer a construcdo de Ana, apresentou uma classe de triangulos possiveis para aquele
circuncentro. No entanto, a consciéncia imediata do mediador ndo o permitiu desenvolver esses
temas matematicos expressos nas construcdes e manipulacdes de Paula.

A construcdo de Paula foi comemorada pelos estudantes Pedro (arrasou, Paula!) e Zeca
(show), e para concluir e validar essa constru¢cdo o mediador perguntou se o Ponto H era o
circuncentro, e os estudantes reconheceram que sim. Paula compartilhou que ndo lembrava da
definicdo do circuncentro (quando pensei em fazer, eu estava pensando em marcar 0s pontos
médios dos lados e depois tracar perpendiculares). E interessante como a participante
descreveu 0 processo, mas ndo o reconheceu como sendo a definicdo de circuncentro,
mostrando assim, uma auséncia que considerava ter, mas que na verdade, ela ndo tinha, pois ao
fazer, ela conseguiu construir o circuncentro, e essa construcdo era a definicdo que ela julgava
n&o saber.

Pedro também compartilhou que ndo lembrava da definicéo de circuncentro, levando-o
a pesquisar no Google para confirmar o que estava pensando. Pela segunda vez pesquisas no
Google foram mencionadas, no inicio da sessdo com Paula compartilhando que tinha
pesquisado sobre a palavra “oleoduto”, e agora Pedro. Essas interacfes em outros ambientes
mostram que 0s estudantes precisavam antes de propor ao grupo, convencer/confirmar a si
proprios das ideias que estavam tendo.

Como apontado no diagrama de analise de interacGes da Figura 16, no episodio 2 a
auséncia de Ana amplificou o uso de poderes pelos estudantes, a0 mesmo tempo em que as

estratégias do mediador, que também foram influenciadas por essa auséncia, diminuiram em
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relacdo ao episodio 1. Outro elemento do diagrama afetado foram os temas matematicos que,
apoiados no GeoGebra puderam expandir para além dos ja enfatizados no episddio 1. Nesse
episédio emergiram consciéncias de aulas de construcdo geométrica de Ana e pesquisas de

Pedro no Google, que serviram de apoio para suas interagdes no grupo.
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Figura 16 — Diagrama de analise de interagdes do Grupo 5 na tarefa Estacdo de Bombeamento (EP2)
Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)

Episddio 3 (EP3): retomada da solugdo encontrada para o contexto da situagdo-problema

Com a construcdo do circuncentro 0 mediador levantou questionamentos sobre essa
resposta para situacdo-problema (mas e agora? tarefa concluida). Pedro considerou ja terem
generalizado o problema e Zeca, corroborando a resposta de Pedro, afirmou que o ponto H era
equidistante dos vértices do tridngulo inscrito na circunferéncia. Mas o mediador ndo se
convenceu, e quis de Zeca a prova de que aquele ponto era realmente equidistante dos vértices
(sera? ndo sei? tem como mostrar isso?). As interacdes do mediador, provocando os estudantes
a provarem que a resposta era aquela, mesmo as distancias ndo estando identificadas na
construcdo, trouxe duvidas para o grupo. Com as interacGes de Paula tentaram provar para o
mediador que aquela era a resposta mais adequada para a situacdo-problema. Até entdo a
atencdo dos estudantes estava no circuncentro, um ponto notavel especifico do triangulo.

Paula ndo conseguiu identificar as medidas, e 0 mediador visando um objetivo maior,
ajudou a participante e identificou as distancias entre o Ponto H e os vértices. Nesse caso, saber
ou n&o saber usar ferramentas do GeoGebra ndo era o foco, fazendo o mediador considerar mais
importante para o grupo as conclusdes a serem tiradas da identificacdo das medidas. Além das
identificacbes 0 mediador movimentou o Ponto H apresentando ao grupo uma variedade de

tridngulos, permitindo observar a variagdo das medidas de distancia dos vértices ao ponto.
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Ao levantar questionamentos (acabou?), o0 mediador provocou incertezas nos estudantes
(Pedro: néo sei, ta parecendo muito facil kkkk, geralmente quando eu sinto isso eu estou
deixando passar algo kkk; Paula: toda vez que ele pergunta se tem certeza eu leio o enunciado
em busca de outra coisa; Ana: sim rsrs; Zeca: ué, falta mais alguma coisa?). No entanto, ele
foi mais diretivo e pediu que os estudantes, considerando a constru¢do no GeoGebra, inferissem
uma reposta para a possivel localizacdo da construcao da estacdo de bombeamento no mapa.

Paula posicionou os Vértices do triangulo o mais proximo possivel da posicdo das
localizagOes das cidades-clientes no mapa. A partir disso 0s estudantes responderam locais
especificos ou regides entre cidades. A construcdo do circuncentro pelo grupo e as respostas
derivadas dela eram coerentes com o que se pedia na situacdo-problema. Os estudantes
conseguiram fazer sentido matematico para generalizar, e com a generalizacdo sintetizada na
construcdo do circuncentro eles conseguiram retornar o objeto matematico para a situacao-
problema e fazer sentido, segundo aspectos da tarefa Estacdo de Bombeamento. Resultando,
assim, em hipdteses de locais possiveis para a construcdo da estacdo (Zeca: Kraolandia; Ana:
Kraolandia; Paula: perto das Colinas do Tocantins; Pedro: entre Colinas do Tocantins e
Guarai; Caco: entre Colinas do Tocantins e Kraolandia).

As respostas nao garantiram certezas, pois como bem Paula e Zeca pontuaram, para que
eles pudessem fazer mais era necessario saber as coordenadas da cidade. Mas isso nao era foco
da tarefa, que restringiu sua investigacdo a trabalhar os conceitos de mediatrizes e circuncentro,
e as defini¢Bes foram trabalhadas. O circuncentro na tarefa foi o modelo matematico encontrado
pelo grupo. Foi o produto da generalizagédo que eles fizeram dos aspectos da situacdo-problema,
que permitiu interpretar e propor solucdes. Johnston-Wilder e Mason (2005) apontam que
muitas situacbes do cotidiano envolvem relacBes geométricas e que o uso do desenho
geométrico ajuda a excluir elementos irrelevantes, para que as relacdes relevantes possam ser
representadas.

O mediador tomando como referéncia o que tinha acontecido até entdo na sesséo,
expandiu e problematizou os objetivos e 0 enunciado da situacdo-problema. A principio usando
caracteristicas do circuncentro do contexto matematico, para o contexto da situacdo-problema
(o circuncentro ficaria dentro do triangulo formado pelas trés cidades? é regra ou funciona
nesse contexto?). Em seguida, usando elementos que tinham sido desconsiderados pelos
estudantes na construcdo do modelo matematico (vocés acham que o0s proprietarios
minimizariam os custos da construcao da estacdo?), trazendo outros objetos matematicos para
serem avaliados pelo grupo (Ana no inicio da constru¢do encontrou um ponto determinando

pelas medianas).
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A movimentacdo anterior do mediador no circuncentro mostrou aos estudantes que as
medidas das distancias, quando o circuncentro era interno ao triangulo, eram menores que as
medidas das distancias quando era externo. Desta forma todos concordaram que para a estagdo
de bombeamento o circuncentro precisava ser interno, mas que isso ndo era uma regra do
circuncentro, funcionando apenas para aquele contexto (Pedro: funciona nesse caso; Zeca: ndo
é regra ndo; Pedro: porque o ponto poderia ficar fora; Ana: nesse caso). As movimentacoes
do circuncentro no GeoGebra convenceram 0s estudantes.

Sobre reduzir ou ndo os gastos, Zeca apontou que isso dependeria do trajeto. No entanto,
quando interpelado pelo mediador, Zeca ndo conseguiu explicar de forma clara. Paula auxiliou
Zeca, explicando que tinha entendido o que ele tinha apontado (eu entendi o que ele disse, como
se fosse algo do tipo, a gente consegue encontrar um ponto equidistante das cidades, porém
estamos considerando retas, e nem sempre pode ser possivel fazer um caminho reto). Caco
contextualizou o entendimento de Paula com elementos que ndo estavam diretamente no
comando da situacdo-problema, mas que o contexto sugeria a existéncia (como se trata de
tubulacdes feitas para transportar petroleo, pode ser que em algum ponto do trajeto essas
tubulacbes ndo poderdo seguir em linha reta). A situacdo-problema da estacdo de
bombeamento produziu uma generalizagdo justificada na construcdo do circuncentro pelo
grupo. Neste ponto da sessao os estudantes interagiram entre eles, de modo a um dar sentido ao
que era dito pelo outro.

Os questionamentos levantados pelo mediador ndo estavam no comando da situacéo-
problema, e os estudantes refor¢avam isso (Caco: considerando o ambiente; Zeca: isso Paula,
mas no enunciado ndo comenta disso, por isso ndo da pra saber), como se quisessem que 0
mediador entendesse que havia essas possibilidades de interpretacdo, mas que eles ndo tinham
sido cobrados na tarefa da construcéo da estacdo de bombeamento. Por outro lado, o mediador
queria que os estudantes questionassem o circuncentro no sentido dos custos, se estes realmente
seriam minimizados ao considerarem a estacdo de bombeamento a uma mesma distancia das
trés cidades.

As respostas dos estudantes deram conta de questionar o contexto da construcdo do
circuncentro, ao compararem um cenario ideal quando construido no Geogebra ao cenério da
situacdo-problema. O mediador reforcou essa comparagdo (Porque entra na questdo
geogréfica, liberacdes ambientais, quando estdvamos no GeoGebra ndo tinha essas variaveis),
mesmo ainda ndo alcangado o ponto que queria discutir, que era o circuncentro como redutor
de gastos. O mediador entdo direcionou ainda mais sobre o uso do circuncentro para minimizar

custos, e contextualizou seus questionamentos retomando a auséncia de circuncentro de Ana
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na construgdo do baricentro (se a tarefa ndo considerasse essa mesma distancia da estacéo
para as trés cidades, o ponto encontrado por Ana economizaria custos).

Ana, respondendo ao mediador, desfez a construcéo de Paula e refez sua construcao de
baricentro, Ponto J. A estudante justificou a limitacdo do baricentro em relacdo a condicdo da
situacdo-problema de localizar a estagdo a uma mesma distancia das cidades-clientes, usando
aspectos conceituais sobre as medianas, para mostrar ao mediador a impossibilidade de se usar
o baricentro (BJ tem 2/3 da medida de BE, por exemplo; e como necessariamente as distancias
das cidades sdo iguais, entdo J ndo estaria equidistante dos vértices). Mesmo trazendo aspectos
matematicos especificos sobre as medidas das medianas do baricentro, Ana ndo conseguiu
reconhecé-lo como opc¢éo para minorar 0s custos, atendo-se a condi¢do imposta pelo comando
da situacéo-problema.

Como os estudantes ndo conseguiam chegar a uma conclusao sobre os questionamentos
do mediador, Paula, para efeito de comparacdo, pediu para construir o circuncentro junto com
0 baricentro e, novamente auxiliada por Ana e também por Pedro, construiram o circuncentro
no mesmo triangulo que estava o baricentro. Com isso, Ana conseguiu justificar o baricentro
como sendo mais viavel para diminuir custos (eu acho que quanto maior a distancia maior sera
0 custo né?; o circuncentro sempre estara a mesma distancia, ento o gasto seria proporcional
a 3 vezes, por exemplo; mas o baricentro esta a 2/3 do valor da mediana distante dos vértices;
0 baricentro sempre esta dentro do tridngulo certo?; entdo as distancias nunca serdo muito
absurdas; enguanto o circuncentro pode ser que seja). Suas justificativas comecaram a
influenciar nas opinides dos outros estudantes, como identificado no posicionamento de Paula
(eu acho que o baricentro gastaria menos, mas sd serviria se considerassemos distancias
diferentes), caracterizando assim, o uso por Ana dos poderes conjecturar e convencer a Si € aos
outros.

A tarefa restringia a atencdo dos alunos aos conceitos de mediatrizes e circuncentro, e
dessa forma as interagOes entre os estudantes fez surgir a auséncia de Ana, estendendo a
possiblidade de solugdo da situacdo-problema para outro ponto notavel do tridngulo. Dessa
forma, as interacdes do mediador, subsidiadas por consciéncias imediatas surgidas na sessdo, o
embasou para discutir a auséncia de Ana, que por sua vez fez Ana justificar respostas usando
restricdes referentes a relagdes de comprimento entre as medianas do baricentro. Em meio a
restringir e estender caracteristicas do circuncentro e baricentro, estas puderam ser analisadas
segundo possibilidades de variagéo, e dessas sendo considerado as que podiam ser pautadas

pelas liberdades e limitagbes da situacdo-problema e das intervencdes do mediador.
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Percebido a inclinacdo de Paula mobilizada pelas justificativas de Ana, como fizera
antes, priorizando objetivos maiores e ndo a técnica, o mediador identificou as medidas das
distancias do baricentro e do circuncentro aos vertices. Com isso 0s estudantes discutiram sobre
possibilidades do baricentro, Ponto J, do circuncentro, Ponto K, segundo caracteristicas da
situagdo-problema. Paula, Pedro e Ana consideraram que dependendo da condicdo do terreno,
o Ponto J economizaria mais, ja que usando o Ponto J as distancias sao menores. Zeca também
considerou a uniformidade do terreno e avaliou o circuncentro mais viavel.

Por estar no campo das divagacOes, Ana entendia que para ter certeza de que ponto usar,
Jou K, somente sabendo as coordenadas das cidades. Mas, como as localizacgdes reais da cidade
ndo foram pensadas para esta tarefa, e como 0 mediador ja tinha conseguindo atingir objetivos
da tarefa e outros que surgiram durante a mediacéo, ele encaminhou a sessao para o seu final.

Esse episddio exigiu mais provocacdes do mediador, que as embasou segundo duas
fontes, dos seus constructos pedagdgicos e da auséncia de Ana, tendo consciéncia imediata que
subsidiaram suas estratégias pedagdgicas nas intervengdes, fazendo com que os estudantes
usassem poderes para questionar, replicar, justificar, convencer. Essas movimentacdes do
mediador e dos estudantes deflagraram mais temas matematicos pertinentes aos pontos notaveis
circuncentro e baricentro, e as caracteristicas da situacdo-problema da estacdo de
bombeamento. Tudo isso em meio a lembrancgas de aulas no curso de graduacéo e pesquisas no
Google, somados as possibilidades dos espacos de interacdo do VMTcG, como retratado no

diagrama de analise de interacdes da Figura 17.
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Figura 17 — Diagrama de analise de interagdes do Grupo 5 na tarefa Estacdo de Bombeamento (EP3)
Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)
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Considerando os trés episddios descritos e analisados do desenvolvimento da tarefa
Estacdo de Bombeamento foi possivel enxergar as caracteristicas da dinamica do processo de
Modelagem Matematica destacadas no Capitulo 2: o inicio do processo com situacOes-
problema, referenciados na matematica ou na realidade dos alunos; trabalho em grupo, alunos
e professores sendo parceiros no processo de ensino e aprendizagem; a generalizacdo de
informacdes da situacdo-problema investigada; e o0 modelo matematico como sintese das
escolhas e estratégias tracadas para alcanca-lo.

Incialmente os estudantes foram apresentados a tarefa Estacdo de Bombeamento que
apresentava uma situagdo-problema referenciada em uma semi-realidade na qual os estudantes
investigaram uma realidade construida, ou melhor, uma situacdo artificial que provocou
discussdes sobre a construcdo de uma estacdo de bombeamento considerando a localizacéo de
trés cidades reais pertencentes a trés estados brasileiros.

O trabalho em grupo € uma caracteristica comum de praticas de Modelagem Matematica
e de praticas de Educacdo Online, e na tarefa Estacdo de Bombeamento foi observado que os
estudantes juntamente com a mediacdo do professor conseguiram a partir de suas interacfes
propor, negociar, argumentar sobre 0s rumos da investigacao.

A passagem do contexto da situacdo-problema investigada para o contexto matematico
no GeoGebra configurou a generalizacdo de informag0es resultando em uma primeira solucgéo
matematica que atendia a situacao-problema proposta pela tarefa, pois foi encontrado o ponto
notavel circuncentro que era equidistante aos vértices do triangulo (cidades-clientes). No
entanto, a discussao trazida pelo mediador para que os estudantes observassem aspectos para
além do que estava proposto na situacdo-problema apresentada, ja que mesmo encontrando um
ponto equidistante as cidades, isso ndo garantiria economia para os clientes, por outro lado, o
encontro das medianas (baricentro) discutido no desenvolvimento da tarefa ndo era equidistante
as trés cidades, porém, apresentava menor custo, se somadas as distancias do baricentro as
cidades consideradas, e desta forma, maior economia para os clientes. Além dessas questdes,
outras envolvendo aspetos geograficos dos estados, questdes ambientais forma fomentadas.

Nesse contexto entendemos 0s pontos notaveis circuncentro e baricentro como modelos
matematicos pois permitiram aos estudantes responderem a situacdo-problema investigada por
dois caminhos, o circuncentro atendendo a condigdo de estar a uma mesma distancia das trés
cidades e isso ndo sendo indicio de economia para os clientes, e o baricentro com distancias
diferentes, mas, podendo atender a caracteristica de economizar gastos. Ambos 0s pontos
notaveis construidos refletem capturas dos estudantes das estruturas essenciais da situagao-

problema investigada.
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CAPITULO 6
A TAREFA POLIGONO ABCDE

Este capitulo é dedicado a apresentacdo e analise do Grupo 5, sO que dessa vez no
desenvolvimento da tarefa “poligono ABCDE”. Para isso, usei as Fases de Menezes e Bairral
(2020). As Fases 1, 2 e 3 ajudaram-me na organizacdo, descrigdo e selecdo de episddios, para
na Fase 4 usar o diagrama de analise de interacdes e encontrar estratégias, poderes e temas que

emergiram na investigacdo dessa tarefa.
6.1 Planejamento e objetivos da tarefa Poligono ABCDE

A tarefa “poligono ABCDE” foi adaptada de uma questdo do projeto nacional da
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). Na questéo original acdes
diretivas como “calcule”, “escreva as expressdes” e “esboce o grafico” foram requeridas, o que
respectivamente incidia em repostas para cada item pedido. O aspecto da questéo original que
me fez escolhé-la para o curso foi a necessidade de movimentacdo de um segmento sobre um
poligono. Contudo, para que essa movimentacdo acontecesse 0 aluno precisaria imaginar ou
desenhar dois ou mais desenhos, de acordo com a posi¢do do segmento sobre o poligono.

Nesse contexto, entendendo que a questdo original poderia ser trabalhada usando o
GeoGebra, a tarefa “poligono ABCDE” foi adaptada para que os licenciandos trabalhassem
com os conceitos de perimetro, teorema de Pitdgoras, semelhanca de triangulos, fungbes em
intervalos determinados, usando a aba GeoGebra do VMT. O objetivo dos grupos era encontrar
uma funcao f(x) que relacionasse os perimetros de dois poligonos formados pelo corte vertical
de um segmento de reta, como exposto no Quadro 17.

Quadro 17 — Tarefa Poligono ABCDE
Tarefa: a figura mostra um poligono ABCDE, em que todos os lados, exceto

AE, s8o horizontais ou verticais e ttm os comprimentos indicados na figura.
Considerem, agora, uma reta vertical distante x do vértice A, com 0 <x < 5.
Ela divide o poligono ABCDE em dois poligonos, um situado a direita da
reta e outro a esquerda. Considerem a funcéo f que associa a cada valor de x
0 perimetro do poligono situado a esquerda da reta. Por exemplo, f(3) é o

perimetro do triangulo AHE, enquanto f(5) é o perimetro do poligono

ABCDE. Analisem possibilidades de f(x) para 0 < x < 3 e para 3 < x <5.

Essas possibilidades poderiam ser representadas graficamente? Qual

representacdo vocés propdem?

Fonte: Curso “Interagdes e Estratégias de Modelagem no ambiente VMTcG”, 2018
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6.2 Episédios do Grupo 5 no desenvolvimento da tarefa Poligono ABCDE

A sessdo aconteceu no dia 23/10/2018, combinada para iniciar as 19:00 horas. Os
estudantes foram entrando na sala, primeiro Pedro (18:40:39h), seguido de Ana (18:41:23h),
Paula (18:52:05h), do mediador (18:56:25h), e do Zeca (19:10:36h). O participante Caco nao
continuou no curso. De maneira semelhante as sessdes anteriores o mediador iniciou a sessao
disponibilizando a tarefa na aba quadro branco, no entanto a tarefa proposta apresentava mais
guestionamentos que as anteriores, evidenciando um certo receio nos estudantes de proporem
solucdes:

Mediador (19:10:12h): Vocés acham que essa tarefa exige mais que a anterior??*

Pedro (19:10:26h): Um pouquinho... rs

Paula (19:10:35h): Eu acho que sim.

Zeca (19:10:36h): Néo sei fazer.

Ana (19:10:43h): Também acho que sim.

O mediador, diante da falta de interacdes dos estudantes provocou-os a compartilhar o
que estavam pensando, revelando ac¢des individuais fora do VMTcG, na abordagem da tarefa:

Mediador (19:12:56h): Quem sabe compartilhando ndo surja outras ideias capazes de ajudar.

Pedro (19:13:40h): Eu estou rabiscando um papel aqui pra ver se estala algo na mente.

Mediador (19:13:58h): Mas em que pensou?

S PRcL)

Pedro (19:14:33h): Pensei em tentar enxergar um possivel “padrdo” entre as areas dos poligonos.

Mediador (19:15:39h): Do poligono inteiro ou dos poligonos formados pela reta vertical Pedro?

Pedro (19:15:51h): Dos poligonos formados pela reta vertical.

No dialogo entre Pedro e o mediador evidencia-se um direcionamento do participante
para encontrar um padrdo que sugerisse uma funcgéo ou as funcdes, relacionando os perimetros
dos dois poligonos formados pelo segmento de reta vertical. No entanto, esse direcionamento
para um determinado contetdo pareceu ter camuflado as outras informacGes da situacéo-
problema, o que fez o mediador questionar aproximacdes dos estudantes com as ideias
apresentadas na tarefa.

Mediador (19:17:47h): A tarefa da muitas informag6es. Qual ideia vocés tém mais proximidade?

Ana (19:19:11h): Pensando: hoje ta dificil ...kk

Paula (19:20:03h): Estou tentando pensar em algo, quando corta em passando em EH forma um tridngulo
pitagorico e um retangulo, talvez seja por isso que ele quebre o intervalo ali, ndo sei.

Paula (19:20:23h): Hoje ta mais complicado.

21 Reproduzimos as interages com corregdes de Portugués, e expandindo contragdes propria de ambiente online

(“tbm” para também, “vc” para vocé, “s” para sim, “pq” para porqué, e assim por diante), por entender que essas
corregdes ndo afetaram a analise e o foco da investigagdo. Todos esses registros foram capturados pelo VMTcG.
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Pedro (19:21:03h): Estou pensando nesse lado também, Paula.
Pedro (19:21:14h): Algo de Semelhanca de Triangulos.

Enquanto isso, o participante Zeca ndo conseguiu encontrar-se nas discussoes, tendo
entrado por Gltimo na sessdo e encontrando a tarefa ja apresentada, o participante foi logo
avisando “ndo sei fazer (19:10:36h)”, seguido de algumas entradas como “estou aqui lendo e
relendo (19:14:31h)”, “tentando ...rs (19:14:36h)”. Até que em determinado momento no chat
ao interagir com Paula e com o mediador o participante Zeca comegou a contribuir mais nas
discussdes do grupo.

Zeca (19:21:28h): Eu néo entendi,

Zeca (19:21:46h): como assim f (3)?

Paula (19:22:10h): Quando o valor de x é igual a 3,

Paula (19:22:28h): o comprimento.

Zeca (19:22:50h): Pow,

Zeca (19:22:28h): entdo ta meio fora de proporgéo...?

Pelo desenho estatico do poligono ABCDE , o participante Zeca ndo entendeu que a
reta vertical era mdvel, variando entre os intervalos AH e AB. No entanto, para ele a reta estava
proporcionalmente errada, considerando que deveria estar no ponto H para que x fosse igual a
3. Diante dessa confusdo o mediador questionou Zeca:

Mediador (19:23:26h): A proporcéo influencia tendo os valores assinalados na figura?

Zeca (19:23:35h): Pra eu entender?

Zeca (19:23:37h): Sim.

Zeca (19:23:40h): Desculpa.

Mediador (19:23:40h): Néo precisa pedir desculpa.

Ana ndo havia se manifestado muito na sessdo sobre a resolucdo da tarefa até entdo.
Porém, diferente da abordagem de Pedro, que prop0s relacionar as areas dos dois poligonos
formados pela reta vertical e da abordagem de Paula, que propds investigar o triangulo
pitagdrico e o retangulo, formados quando a reta vertical estd no segmento EH, Ana sugeriu a
abordagem do poligono como um todo, para encontrar uma funcdo que expressasse seu

perimetro.
Ana (19:27:33h): Se o x for menor ou igual a trés, também pensei sobre semelhanca de tridngulos, mas
se x for maior que trés teremos que o perimetro seré os lados do tridngulo AHE + (2+2+6 + Y), certo?
Ana (19:28:05h): Sendo Y = X-3.
Pedro (19:30:31h): Eu tentei também encarar o segmento AE como um pedaco de uma funcéo,
Pedro (19:30:54h): s6 ndo tenho certeza se isso vai ajudar muito.

Ana (19:31:26h): No caso eu errei 14 em cima, 0 segmento DC ndo seria completo, a menos que x=5,
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Ana (19:31:46h): eu ndo entendi muito bem o que fazer, o que a questdo exige.

Diante do impasse dos estudantes o mediador apontou nas propostas de Ana caminhos

para a resolugéo da tarefa:

Mediador (19:31:59h): E esse perimetro ndo indica nada atil?

Pedro (19:34:03h): N&o consigo pensar em nada.

Mediador (19:34:39h): E o raciocinio de Ana sobre semelhanca de tridngulos?

Zeca (19:36:50h): O perimetro do tridngulo parece que vai crescer proporcionalmente a distancia da reta.

Mediador (19:38:05h): Mesmo a tarefa dizendo que de f (3) é perimetro do poligono AHE? e 0 mesmo
de f (5)?

Zeca (19:38:39h): Acho que s6 até x=3.

Paula (19:39:36h): Acho que a funcdo mudaria de comportamento em x=3, mas ndo sei qual mudanca.
Nem qual comportamento teria antes.

Paula (19:40:25h): Eu ndo entendi muito bem se tenho que relacionar o poligono da direita com a
esquerda ou cada um separado com o X.

Mediador (19:40:58h): A reta vertical se comporta de acordo com os intervalos?

Ana (19:41:02h): Em x=3 o perimetro vai ser justamente o perimetro do triangulo AHE, se x>3 0
perimetro vai ser o perimetro de AHE + alguma coisa.

Ana (19:41:56h): Acho que é sempre com o da esquerda, Paula
Paula (19:42:15h): Ah, sim.

Ana (19:42:24h): Eu acho ...rs

Paula (19:42:33h): Esse ta dificil.

Pedro (19:42:54h): Bastante kk

Zeca (19:43:05h): Com x>3 seréa o perimetro do triangulo AHE mais o perimetro do retangulo, que sera
12 +2x?

Ana (19:43:21h): Porque se x=5, o poligono da esquerda vai ser justamente 0 ABCDE e ndo serd nada a
direita.

Até entdo os estudantes ndo tinham investigado a situacao-problema na aba GeoGebra,
diante dos argumentos postos pelos estudantes, 0 mediador os incentivou a analisar a figura
com o GeoGebra:

Mediador (19:43:29h): Colocar a figura no GeoGebra nédo ajudaria a pensar?

Ana (19:43:55h): Da pra transferir a imagem para 1a?

Pedro (19:44:19h): Talvez.

Mediador (19:44:22h): Se temos as medidas ndo da de construir?

Pedro (19:44:30h): Acho que da pra construir.

Ana (19:44:41h): Vamos construir, entdo! rs

Zeca assumiu o controle do GeoGebra, mas ndo conseguindo tracar a figura ofereceu o
controle ao grupo, sendo assumido por Pedro, que conseguiu tracar o poligono ABCDE, como

exposto no Quadro 18.
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Quadro 18 — Construcdo do poligono ABCDE
Pedro (19:50:50h): Acho que é mais ou menos isso,
e Pedro (19:51:00h): a construgé&o.
Zeca (19:51:30h): Sim.
E Zeca (19:51:34h) Acho que é isso, também.
b Mediador (19:51:46h): A reta vertical fica solta na figura ou fixa?
Pedro (19:52:06h): Ta solta.
Zeca (19:52:08h): Tem q ficar solta.
Pedro (19:52:15h): D4 pra mover ela movendo o ponto G.
Fonte: VMTcG, 2018

Com o poligono ABCDE construido e com quase uma hora de duracdo da sessdo o
mediador assumiu uma postura mais diretiva em seus gquestionamentos, impondo dessa forma
um ritmo de perguntas e repostas que dinamizou as intera¢fes no chat entre os estudantes, Ana

e Zeca:
Mediador (19:55:14h): Saber que todas a retas do poligono ABCDE exceto AE sdo verticais ou
horizontais é importante para resolver o problema?
Pedro (19:56:19h): N&o consigo decidir se sim ou nao ...kk
Paula (19:57:05h): Néo sei dizer também. kk
Ana (19:57:17h): Acho que sim, porque no caso de x>3, saberemos a distancia de F pra X.
Zeca (19:57:55h): Sim,
Zeca (19:58:33h): porque quando a reta variar em x>3, 0 comprimento sera 0 mesmo.
Zeca (19:58:41h): Antes disso néo.

As indicacdes do mediador fizeram com que o0s estudantes percebessem que 0s
intervalos assinalados no poligono ABCDE correspondiam a uma sentenca da funcao f(x).
Paralelo a essas discussdes no chat, as estudantes Paula e Ana manipulavam a reta vertical

centrada no ponto G, conforme o Quadro 19.

Quadro 19 — Interacdes no chat e na aba GeoGebra
Mediador (20:02:02h): Vocés acham que sera uma funcéo? para os dois intervalos?

Zeca (20:02:52h): Néo.
Zeca (20:02:56h): E uma para cada.

Pedro (20:03:40h): Acho que se fizermos uma restrigdo de dominio e definirmos com mais de uma sentenca
conseguimos montar uma funcdo sim.

Zeca (20:04:16h): A verdade, d& pra ser uma com 2 sentencas.
Paula (20:04:31h): Sim, eu acho que vai ser com duas sentencas.
Fonte: VMTcG, 2018

Como os estudantes concordaram que a funcdo f(x) teria duas sentencas, com

subdominios determinados pelos intervalos indicados na situacdo-problema, o mediador
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direcionou as discussdes para encontrar a sentenca referente ao intervalo 0 < x < 3, usando a

abordagem de semelhangas de triangulos sugerida por Ana.
Mediador (20:10:22h): No intervalo de 0 a 3 penso que podemos seguir pela ideia de Ana sobre
semelhangas de tridngulo.
Paula (20:11:03h): Definir a sentenca da fungéo nesse intervalo?
Mediador (20:11:20h): Daria de fazer?
Paula (20:12:01h): Entdo, eu ndo consegui relacionar o valor de x com o perimetro néo.
Mediador (20:13:56h): O perimetro seria do triangulo menor, certo?
Zeca (20:14:31h): Como assim, triangulo menor?
Mediador (20:15:03h) A reta vertical forma q figura a esquerda?

Paula (20:15:07h): Eu teria que ter retornado o valor do perimetro de qualquer tridngulo que eu
construisse ali naquele intervalo, ndo?

Zeca (20:15:35h): Sim.

Paula (20:15:41h): Entdo pra qualquer distancia entre 0 e 3 a fungdo ia ter que retornar perimetro triangulo
formado,

Paula (20:15:58h): porém nao sei fazer essa relacao.
A participante Paula ndo considerou que havia um triangulo com lados identificados,

que poderia ser usado como semelhante a qualquer outro

formado pela reta vertical no intervalo 0 < x < 3, o triangulo AFE tinha os lados AF e FE
identificados com valores dados pela propria situacdo-problema, cabendo encontrar a medida
do lado AE. Para isso, Pedro sugeriu que usassem o Teorema de Pitagoras, no entanto essa ideia

confundiu mais ainda os outros estudantes.

Pedro (20:17:10h): Poderia usar o Teorema de Pitdgoras e também usar o segmento AE como
“pedacinho” de uma funcao.

Ana (20:19:23h): Que confuso.

Zeca (20:19:41h): Entendi mais ou menos.

Pedro (20:20:06h): Bastante. kk

Paula (20:21:39h): Sim.

Paula (20:22:18h): Tipo, eu ndo consigo relacionar a fun¢éo ao desenho.

O mediador direcionou ainda mais as discussdes, trocando questionamento por
afirmag0es, mesmo assim os estudantes ndo conseguiram encontrar a sentenca de f(x) quando
0 <x < 3. Talvez a forma como o mediador estava fazendo as abordagens acabou confundindo
os estudantes, reforcando a ideia de que ndo seria possivel aplicar semelhanga de triangulos, ja
que eles entendiam que x sempre variaria entre 0 e 3, no entanto, x poderia ser igual a 3. Pedro

parecia ter entendido isso, fixando sua atengédo no lado AE:

Mediador (20:23:57h): Bom, o x é o lado do tridngulo que ndo vamos descobrir, pois sempre vai variar
no intervalo.
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Mediador (20:24:02h): E os outros lados?

Pedro (20:24:48h): A altura eu tentaria encarar como imagem do ponto x através de uma funcéo que
passa pelo segmento AE.

Zeca (20:26:18h): Mas no caso do triangulo, todos os lados vao variar.

Paula (20:26:33h): Sim.

Paula (20:26:45h): Como ia resultar na soma depois?

Pedro (20:27:08h): Verdade.

Mediador (20:27:22h): Sim, mas pra achar os lados, temos que fixar a barra em algum momento, ndo?
Mediador (20:28:25h): N&o é igual ao perimetro do poligono formado a esquerda da barra?

Pedro (20:29:35h): Sim.

Ana (20:30:37h): Sim.

Mediador (20:31:14h): Se acharmos os lados, achamos f(x)?

Pedro (20:31:45h): Se somarmos os lados sim.

Os estudantes ndo estavam conseguindo concluir a tarefa, e acredito que a ideia de
funcdo trazida no enunciado, a tentativa dos estudantes de enxergar um padrdo, e O
posicionamento do mediador direcionando para a solucdo conhecida da situagdo-problema
original (ANEXO 00), acabaram minando opc¢des de resolucao da tarefa, como se evidencia nas

interaces finais no chat:

Paula (20:38:46h): Eu estou tentando fazer uma lista de pontos pra ver se encontro alguma coisa.
Mediador (20:40:20h): Como assim, Paula?

Paula (20:42:31h): Eu estava tentando colocar no GeoGebra os valores de x e 0s perimetros associados,
mas néo estou obtendo nenhuma concluséo.

Paula (20:42:59h): Ta se assemelhando com um comportamento exponencial.
Mediador (20:43:01h): Tipo querendo identificar um padréo?

Paula (20:43:11h): Acredito que ndo seja por esse caminho.

Paula (20:43:13h): Sim.

Mediador (20:43:49h): O g os outros acham sobre esse caminho da Paula?
Pedro (20:44:02h): Eu tinha tentado pensar dessa forma também,

Pedro (20:44:13h): mas também néo consegui concluir nada.

Ana (20:44:39h): Também néo consegui chegar a uma conclusao

Mediador (20:46:59h): Ana, como vocé pensou a semelhanca de tridngulos? VVocé tentou aplicar?
Mediador (20:47:09h): Independente de funcéo.

Ana (20:49:41h): AF/FE = AG/AH.

Ana (20:49:50h): Olhando para o GeoGebra.

Mediador (20:52:48h): ndo seria AF/AG=FE/GH?

Mediador (20:53:02h): E assim com o outro lado?

Ana (20:53:40h): Isso, isso!
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A sessdo pelo horario acabou sem ter uma resolucdo acordada entre os estudantes do
grupo. As ideias, os caminhos, as abordagens matematicas foram discutidas e avaliadas, no
entanto néo foi o suficiente para se chegar a um consenso. Nesta sesséo, foi evidenciado tensdes
entre a visdo do mediador e dos estudantes, em parte acreditamos que pelo direcionamento de
abordagem trazido pela propria tarefa, como apresentado no Quadro 20.

Quadro 20 — Sintese das Fases 2 e 3 de analise do chat da sessdo 3
FASE 2

2.1 | Edicédo Sessdo 3 do Grupo 5 realizada no dia 23/10/2018

Entender a relacdo entre o comprimento x com o perimetro dos poligonos
formados a esquerda da reta vertical, transferir o desenho da tarefa para ser
construida no GeoGebra, entender que os intervalos indicavam sentencas
da funcéo f (x); distinguir medidas do comprimento x, que variavam de
medidas fixas (x = 3 e x =5), procurar padrfes das medidas dos lados dos
poligonos e dos seus perimetros que indicassem o tipo funcédo

Resumo das ideias
discutidas, identificando
2.2 | objetivos em carater
coletivo na abordagem da
tarefa

Numeracdo de
2.3 | intervencGes (mediador e | Mediador (58); Paula (32); Ana (29); Pedro (38); Zeca (39)
participantes)

FASE 3

Escolha do(s) episddio(s)
das atividades Episodio 1: situacdo-problema fechada em conteldos especificos,
direcionando as abordagens; episédio 2: conflitos de interesses de
resolucédo entre os estudantes e 0 mediador

3.1

Identificagdo de blocos
3.2 | teméticos na discussdo dos
participantes

Identificacdo das
intervencdes do mediador

3.3 Direcionando os estudantes para resolucéo da situacdo-problema

Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)

6.3 Episddios do Grupo 5 no diagrama de andlise de interacoes

Nesta secdo, como feito no Capitulo 5, utilizamos o diagrama de anélise de interacbes
nos trés episodios selecionados do desenvolvimento da tarefa Poligono ABCDE pelo Grupo 5
no VMTcG.

Episodio 1 (EP1): situacdo-problema fechada em contetdos especificos direcionando as
abordagens

Diferente da tarefa Estacdo de Bombeamento, que era baseada em uma semi-realidade
e nado trazia no seu enunciado explicitamente objetos matematicos a ser utilizados, a tarefa
Poligono ABCDE trazia uma situacdao-problema referenciada na propria Matematica, com
indicacOes de resolucdo por meio dos objetos matematicos perimetro e funcdo. A tarefa foi
adaptada de uma questdo da OBMEP, em que a reta vertical poderia ser movimentada a partir

da sua construcdo no GeoGebra, admitindo que os estudantes pudessem inferir que ao
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movimentar essa reta a medida do comprimento X alterava, permitindo encontrar uma fungao
relacionando o perimetro dos poligonos formados para cada intervalo considerado. No entanto,
os estudantes encontraram dificuldades em entender a tarefa, gerando siléncios na sesséo.

O mediador comegou a chamar a atencdo dos estudantes para a tarefa (podemos analisar
e tentar entender para propor formas de resolver). Percebendo a pouca interacdo, questionou
se 0s estudantes estavam achando a tarefa dificil em relacdo a da sessdo anterior (vocés acham
que essa tarefa exige mais que a anterior?), sendo unanimidade entre eles que sim. O mediador
tentou criar uma atmosfera de conjecturas, na qual os estudantes ao compartilharem o que
estavam pensando pudessem juntos pensar em uma forma de abordar a situagéo-problema.

Pedro foi 0 primeiro a expressar o que estava pensando, mas antes compartilhou que
estava rabiscando no papel para ver se “estalava” algo na mente. A ideia de Pedro girava em
torno de enxergar um padrdo entre as areas dos poligonos. O mediador direcionando a atencédo
do estudante para a reta vertical questionou se ele estava considerando a area do poligono inteiro
ou dos poligonos formados pela reta vertical. Pedro confirmou que estava considerando os
poligonos formados pela reta vertical, 0 que mostrou ao mediador que a reta ndo estava sendo
deixada de lado.

Como a situagdo-problema apresentava muitas informagdes relacionando diferentes
objetos matematicos, 0 mediador restringiu o olhar dos estudantes para aspectos matematicos
do enunciado, que eles tinham maior aproximacao. Nesse momento Paula compartilhou o que
estava pensando sobre a posicao da reta vertical, quando estava no segmento EH, separando a
figura em dois poligonos, um triangulo pitagérico e um retangulo.

Pedro corroborando a ideia de Paula acrescentou estar pensando em algo nessa linha de
raciocinio, com algo de Semelhanca de Tridngulos. Mas como as interacdes estavam
basicamente acontecendo no chat, sem uso do quadro branco e nem do GeoGebra, as ideias ndo
eram aprofundadas, nem pelos estudantes e nem pelo mediador, sendo apenas lan¢adas como
possibilidades.

O estudante Zeca desde o inicio mostrou-se negativo sobre tentar solucionar a situacéo-
problema. Quando o mediador questionou se a tarefa exigia mais que a anterior, sua resposta
foi enfatica, em dizer que ndo sabia fazer. Com as interacGes entre o mediador com 0s outros
estudantes acontecendo, Zeca comegou a interagir sobre aspectos que ndo entendeu do
enunciado (eu ndo entendi, como assim f (3)), sendo auxiliado por Paula, que explicou que o f
(3) referia-se ao comprimento X, quando x era igual a 3. E Zeca ndo entendeu que a reta vertical,
que determinava o comprimento de x era mével, fazendo com que ele pensasse que houvesse

um erro de proporcao em relacdo a medida da base do poligono, que era 5.
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O mediador, por outro lado, poderia ter retomado essa caracteristica da reta vertical, no
entanto a pergunta sobre a influéncia da proporg¢éo, no entendimento da situacdo-problema, fez
com que Zeca a recebesse como critica, respondendo que a proporcao influenciava para seu
entendimento e pedindo desculpa por isso. O mediador tentou reconectar-se com o estudante,
dizendo que ndo precisava pedir desculpas, mas ndo houve naquele momento um retorno dele
para as ideias que estavam sendo apresentadas.

A estudante Ana foi a ultima a se manifestar sobre como poderia abordar a situagéo-
problema, nas interages do mediador ela sempre respondia que estava pensando, conseguindo
sistematizar as informacdes e gerar algumas expressdes relacionando o comprimento X no
intervalo de 0 a 3, e tentando construir uma expressdo que abarcasse o0 perimetro de todo o
poligono considerando outra variavel, o Y. (Se o x for menor ou igual a trés, também pensei
sobre semelhanca de tridngulos, mas se x for maior que trés teremos que o perimetro sera os
lados do triangulo AHE + (2+2+6 + Y), certo? sendo Y = X-3).

A proposta de Ana trazia mais forca para a proposta de Paula e de Pedro, mas as
dificuldades dos estudantes eram perceptiveis e ganham mais forca, do que aprofundar as ideias
que eles estavam tendo, algebrizar uma situacdo geometrica os deixava confusos, e 0 mediador
ndo conseguiu suprir as necessidades dos estudantes.

Na figura da situacdo-problema o x era o lado do poligono que variava dentro de dois
intervalos. Pedro mencionou que tentou encarar o segmento AE como um pedaco da funcéo,
ndo explicando muito bem como fez isso, mas concluiu que fazer isso poderia ndo ajudar muito.
Ana, mesmo apresentando duvidas, ainda era a que mais estava entendendo a dindmica da figura
e da movimentacao da reta vertical, que repercutia nos valores associados ao comprimento X
(no caso eu errei, 14 em cima, o segmento DC ndo seria completo, a menos que x=5). Ana em
suas inquietacdes acabou apontando o que estava faltando para que eles conseguissem propor
algo mais concreto para a situacéo, no caso um direcionamento (eu ndo entendi muito bem o
que fazer, o que a questdo exige). Essa sensacao de estar a deriva de Ana, que também pode ser
percebida nas interagdes dos outros estudantes, pode ter como motivo as muitas perguntas da
situacdo-problema e também aspectos da mediacao.

No diagrama de analise de interacfes da Figura 18 podemos observar como os siléncios
provocados nesse episodio, pelo enunciado da situagdo-problema da tarefa e pelas interaces

do mediador, afetaram as intera¢des dos estudantes.
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compartilhar, pensar com rabiscando no papel para ver se estalava algo na mente, compreensao e articulagdo de diferentes
papel, expressar no VMTcG objetos matematicos, padrdo entre areas dos poligonos formados pela reta vertical, encontrar
0 que pensou com o papel, variagdes para construir a fungdo, abordar triangulo com Semelhanga de Triangulos, dificuldade
migrar ideias do papel para de compreender o que estava sendo proposto pela situagdo-problema, situagdo-problema com
0 VMTcG, confirmar ideias muitas informagdes acerca de diferentes objetos matematicos, auséncias com relagio ao

de outro, propor mesmo entendimento da situagdo-problema, dificuldades em algebrizar uma situagdo geométrica

estando com dificuldades
de entender, obstaculos
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propor, esclarecer pontos
ndo entendidos da situagdo-
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informagdes e gerar / § eles estavam pensando, estimular o
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Figura 18 — Diagrama de anélise de intera¢cdes do Grupo 5 na tarefa Poligono ABCDE (EP1)
Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)

Episodio 2 (EP2): conflitos de interesses de resolucéo entre os estudantes e 0 mediador

O mediador, partindo das proposi¢es de Ana, chamou a atencdo dos estudantes para a
relagcdo que a situacdo-problema propunha, entre 0 comprimento X e o perimetro dos lados dos
poligonos formados a esquerda da reta vertical (e esse perimetro ndo indica nada Gtil?). Pedro,
que liderava as apresentacGes de proposicdes nas sessdes anteriores, expressou nao conseguir
pensar em nada. O mediador, tentando minorar o tempo sem interacdes, focou mais ainda na
proposta de Ana sobre o objeto matematico que poderia ser Gtil para encontrar os lados e
calcular o perimetro f (x) (e o raciocinio de Ana sobre semelhanca de triangulos?).

Nessa Ultima investida do mediador, Zeca, que ndo interagia desde a tensdo formada por
causa do entendimento equivocado de propor¢do do comprimento X, respondeu que o perimetro
do tridngulo cresceria proporcionalmente a distancia da reta. O mediador limitou a resposta de
Zeca de acordo com os intervalos considerados pelo enunciado (mesmo a tarefa dizendo que f
(3) € perimetro do poligono de AHE? e o mesmo de f (5)?), e o0 estudante entendeu que o
perimetro do triangulo teria seu valor maximo somente até x = 3.

Essas observacoes entre o0 mediador e Zeca fez Paula observar algo sobre f(x) quando o
comprimento x passa de 3. Segundo a estudante, o comportamento de f(x) mudaria, no entanto
ela ndo soube explicar qual mudanca e qual comportamento teria antes. A estudante ainda ndo
entendia que a funcdo f(x) era o perimetro do poligono a esquerda da reta vertical, e que as

medidas dos lados variavam em fungdo do comprimento x. Ao contrario de Ana, que mesmo
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em alguns momentos dizendo que a tarefa estava dificil, entendia que quando o comprimento
x era igual a 3 o perimetro seria do triangulo AHE, quando a reta vertical passava de 3 o
perimetro seria o perimetro de AHE + alguma coisa. E tirou uma das duvidas de Paula sobre
considerar o poligono a esquerda ou da direita em relacdo a reta vertical (acho que é sempre o
da esquerda, Paula; porque se x = 5, o poligono da esquerda vai ser justamente 0 ABCDE e
nao sera nada a direita).

A ideia de Ana fazia mais sentido, mesmo apresentando um equivoco na interpretacao
do perimetro do poligono quando x passasse de 3, pois a partir do momento que a reta vertical
estivesse no intervalo 3 < x <5 o lado do tridngulo HE, que se unia ao lado do retangulo ndo
seria mais considerado no perimetro do poligono inteiro contido no intervalo 0 <x <5, pois o
poligono formado ndo seria mais um triangulo, seria um hibrido dos lados do triangulo e do
retdngulo. Zeca, corroborando essa interpretacdo de Ana, também entendia que com o
comprimento de x maior que 3 o perimetro seria a soma dos lados do triangulo AHE mais o
perimetro do retangulo, e ainda complementou essa ideia com a expressdo 12 + 2X, ndo
explicando de onde e como ele chegou nessa generalizagao.

A generalizagdo de Zeca ratificava a possibilidade de os estudantes estarem usando
outros espagos para expressar seus pensamentos. Pedro ja tinha compartilhado que estava
rabiscando no papel. Mas como o mediador néo tinha certeza que isso estava acontecendo e
nem tinha como impedir que os estudantes buscassem testar conjecturas em seus lugares de
acesso, ele propds a construcao do poligono ABCDE no GeoGebra. Dessa forma, possibilitando
aprofundar as ideias apresentadas e assim chamar a atencdo dos estudantes, para interagirem
coletivamente no VMTcG com a movimentagéo da reta vertical, que evidenciava a variagao do
comprimento X. A construcdo foi feita por Pedro, e conforme enunciado, a reta vertical foi
deixada movel, para que pudesse ser movimentada conforme os intervalos previstos.

No poligono ABCDE o Unico lado que néo tinha medida conhecida era o que ficava na
posicdo obliqua, os outros estavam na posi¢do vertical e horizontal. Partindo disso o0 mediador
apontou essa caracteristica, para que os alunos encontrassem a medida até entdo desconhecida
(Saber que todas as retas do poligono ABCDE exceto AE sdo verticais ou horizontais €
importante para resolver o problema?). No entanto, a pergunta do mediador ndo teve o
resultado esperado, pelo contrario, evidenciou mais dividas dos estudantes.

O mediador tentou outra abordagem, perguntando aos alunos se eles consideravam que
seria apenas uma funcgéo para os dois intervalos. O participante Zeca disse que seria uma funcéo

para cada. Pedro foi mais detalhista na explicacdo, ao falar de restricdo de dominio e de duas
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sentencas para a funcéo f (x), o que acabou fazendo Zeca perceber que seria apenas uma fungéo,
mas com duas sentengas.

Com foco na sentenc¢a do intervalo 0 < x < 3 0 mediador mais uma vez retomou a ideia
de Ana, que também j& tinha sido mencionada por Pedro, de usar Semelhanca de Triangulos
para determinar os lados em funcdo do comprimento x, e definir o perimetro correspondente a
essa primeira sentenca de f (x). Paula ndo conseguia enxergar f (X) como perimetro a ser
determinado pelos lados dos triangulos, que variavam conforme o comprimento de X
considerado nesse intervalo.

Ja sobre a medida desconhecida do poligono ABCDE, o segmento de reta obliquo, Pedro
sugeriu encontrar usando o Teorema de Pitagoras, por considerar esse segmento parte da
funcdo. Ainda assim, as estudantes ndo conseguiam conectar-se a essa ideia. Zeca tinha
entendido mais ou menos a proposicdo de Pedro, Ana achou confuso e Paula ndo conseguia
relacionar uma funcdo com aquele desenho. O grupo ndo conseguia acordar um plano para
seguir, mesmo 0s objetos matematicos aparecendo em suas proposicdes, as ddvidas sobre a
tarefa eram maiores e sobrepujavam o uso desses objetos.

O mediador diante do tempo da sessdo que estava acabando direcionou ainda mais as
intervengdes, tentando ao menos encontrar a sentenca da funcdo f(x) correspondente ao
intervalo 0 < x < 3. Como Pedro ja tinha mencionado encontrar o segmento AE, que nesse
intervalo corresponde a hipotenusa do triangulo, o mediador apontou o x como o lado do
triangulo que variava conforme a movimentacéo da reta vertical e direcionou o foco para 0s
outros dois lados. Todavia, 0 mediador ndo conseguiu fazer com que o0s estudantes entendessem
que todos os lados iriam variar de acordo com o comprimento de X, sendo justamente essa
variacdo entendida pelos estudantes, como impeditivo para determinar o perimetro que na
situacdo correspondia a funcao f (x) (Zeca: Mas no caso do triangulo, todos os lados vao variar;
Paula: Sim, como ia resultar na soma depois? Pedro: verdade).

Nos momentos finais da sessdo Paula compartilhou estar fazendo uma lista de pontos,
na qual relacionava valores de x a perimetros resultantes desses valores, tentando partir de
numeros, da aritmética para a algebra, ao identificar um padrdo nos nimeros listados. Fazendo
IS0 a estudante observou um comportamento exponencial, no entanto Pedro compartilhou que
ja tinha tentado pensar por essa forma, mas que ndo tinha conseguido concluir nada. Em um
altimo momento o mediador tentou trazer Ana para sua ideia de semelhanca de tridngulos, se
ela tinha tentado esse caminho, mesmo que sozinha no seu local de acesso, mas ndo houve
retorno. A sessao foi encerrada sem encontrar uma solucdo para a situacdo-problema da tarefa
Poligono ABCDE.
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Como podemos observar na Figura 19, nesse episddio evidencia-se algumas
consequéncias resultantes da configuracdo da situacdo-problema da tarefa Poligono ABCDE e
da forma como o mediador conduziu a sessdo. Os siléncios e os espacos fora do VMTcG
fizeram com que ndo houvesse trabalho em grupo e as interagcdes dos estudantes acabaram
sendo na maioria das vezes individuais, resultando em compartilhamentos superficiais no

VMTCcG, que geraram mais duvidas e repercutiram na ndo finalizacdo da tarefa.
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Figura 19 — Diagrama de andlise de intera¢des do Grupo 5 na tarefa Poligono ABCDE (EP2)
Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)

Considerando os dois episodios descritos e analisados do desenvolvimento da tarefa
Poligono ABCDE também possivel enxergar as caracteristicas da dindmica do processo de
Modelagem Matematica destacadas no Capitulo 2: o inicio do processo com situacGes-
problema, referenciados na matematica ou na realidade dos alunos; trabalho em grupo, alunos
e professores sendo parceiros no processo de ensino e aprendizagem; a generalizacdo de
informacdes da situacdo-problema investigada; e o modelo matematico como sintese das
escolhas e estratégias tracadas para alcanca-lo.

Incialmente os estudantes foram apresentados a tarefa Poligono ABCDE que
apresentava uma situacdo-problema referenciada na matematica na qual os estudantes
investigaram uma situacdo-problema puramente matematica na qual foi investigada uma
relacdo algébrica entre a medida do comprimento x com o perimetro do poligono de acordo

com o intervalo considerado.



122

O trabalho em grupo aconteceu, mais em muitos momentos houve siléncios na sessao
que nos fez inferir que os estudantes estavam individualmente tentando encontrar uma solucao
para a situacdo-problema. Os estudantes deram indicios de generalizacbes com suposicOes de
funcdes que poderiam explicar a variacdo do comprimento x em relagdo ao perimetro do
poligono. Nesta sessdo os estudantes ndo conseguiram encontrar um modelo matematico para

a situacdo-problema investigada.
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CAPITULO 7

A TAREFA CAMINHANDO COM CAROL

Com este capitulo encerro a triade de tarefas descritas e discutidas neste trabalho. Aqui
apresento interacdes do Grupo 5 no desenvolvimento da tarefa Caminhando com Carol no
ambiente online VMTcG. Como ja falado nos Capitulos 5 e 6, as descri¢des e discussdes foram
delimitadas pelas Fases 1, 2 e 3 de analise de chats, com as quais foi possivel selecionar
episodios para na Fase 4 usar o diagrama de andlise de interagdes do mediador, dos estudantes
e dos contetidos matematicos que emergiram do desenvolvimento da tarefa Caminhando com

Carol.
7.1 Planejamento e objetivos da tarefa Caminhando com Carol

A tarefa Caminhando com Carol foi adaptada de uma atividade encontrada no trabalho
de Brito, Oliveira e Milani (2015). Nao foram feitas grandes modifica¢gdes no comando da
situacdo-problema, pois ela ja tinha caracteristicas de investigacdo, que ensejavam nos
estudantes discutir possibilidades de abordagem e de conteddos matematicos. As mudancas
foram no contexto, nos nomes dos vilarejos (de Ardale e Brushwood para Jacarei e Conceicao),
no termo escrito em inglés (de square clearing para clareira), e no nome da personagem da
situacdo-problema (de Kim para Carol), conforme apresentado no Quadro 21.

Quadro 21 — Tarefa Caminhando com Carol

Tarefa: Carol estd planejado fazer uma caminhada de Jacarei até Conceicdo. O itinerario em linha reta,
cuja distancia é de 14 km, a obrigaré a atravessar uma regido de relevo acidentado e cheia de arbustos.
Entretanto, hd um grande descampado quadrangular, cujo lado mede 7 km, localizado conforme ilustra a
figura a seguir. O canto C desse descampado € o ponto médio do itinerario em linha reta de modo que a
diagonal do descampado esta contida na mediatriz desse itinerario. Carol segue uma rota parecida com a
que mostrada da figura a seguir, atravessando o descampado de P até Q paralelamente ao itinerario em
linha reta.
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Fonte: Curso “Interagdes e Estratégias de Modelagem no ambiente VMTcG”, 2018
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O desenvolvimento da tarefa Caminhando com Carol foi planejado para que 0s
licenciandos trabalhassem com os conceitos de ponto medio, segmentos de retas paralelas,
mediatriz, distancia entre pontos, e velocidade. O objetivo dos grupos era encontrar um caminho

em que Carol fosse de Jacarei até Concei¢do no menor intervalo de tempo possivel.

7.2 Episddios do Grupo 5 no desenvolvimento da tarefa Caminhando com Carol

A sesséo aconteceu no dia 30/10/2018, por volta das 19:00 horas. Pedro entrou primeiro
na sala (18:48:52h), seguido de Ana (18:49:49h), Paula (18:51:45h), do mediador (18:56:30h),
e por ultimo, do estudante Zeca (19:04:54h). As interac¢des iniciais comegaram com o mediador
e 0 convencimento dos estudantes para expressarem 0s seus entendimentos acerca da situagéo-

problema da tarefa.
Mediador (19:11:29h): Ent3o, o que acharam da tarefa, como podemos resolver??2
Pedro (19:12:35h): Estou pensando, ainda “estou no escuro” kkkk

Mediador (19:13:03h): Seria interessante falar coisas que ndo foram entendidas e que deixam vocés no
escuro.

Pedro (19:13:32h): Estou pensando em tentar encontrar as medidas dos lados da figura.

Pedro (19:13:42h): Mas ndo sei se isso serd 100% (til.

Mediador (19:14:13h): Pensa em fazer isso aqui no quadro branco, ai no papel, ou no GeoGebra?
Pedro (19:14:53h): Inicialmente pensei em usar um papel e depois aplicar a ideia (se ela surgir) aqui.
Mediador (19:15:25h): Vocé ndo acha que sozinho pode ndo perceber coisas que talvez o grupo perceba?
Pedro (19:15:42h): Talvez.

Mediador (19:16:15h): A tarefa da condicGes de ser construida no GeoGebra?

Mediador (19:16:35h): Paula e Zeca, algo a acrescentar?

Pedro (19:17:09h): Pensei em tentar aplicar o desenho no GeoGebra.

Zeca (19:17:22h): Eu estou rabiscando.

Mediador (19:17:49h): Vamos la pro GeoGebra, entdo Pedro.

Paula (19:18:50h): Eu estou pensando. Pensei em achar as medidas também.

Zeca (19:19:09h): De Jacarei até o ponto ¢ mede 7km,

Zeca (19:19:50h): quando ela anda fora do quadrado, ela anda a 1km/h certo?

Zeca (19:20:02h): E dentro, 5km/h.

Os estudantes Pedro e Ana pensaram na identificacdo das medidas da figura. A sugestéo
do uso da aba GeoGebra foi aceita por Pedro, mas logo depois o estudante desistiu de fazer a
construcdo, assumindo o controle a estudante Paula. O estudante Zeca estava tentando entender

22 Reproduzimos as interagdes com corregdes de Portugués, e expandindo contragdes proprias de ambiente online
(“tbm” para também, “vc” para vocg, “s” para sim, “pq” para por que, e assim por diante), por entender que essas
corregdes ndo afetaram a analise e o foco da investigagdo. Todos esses registros foram capturados pelo VMTcG.
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a situacdo-problema, e Ana teve dificuldade com sua conex&o, o chat ndo atualizava, as

construcdes no GeoGebra demoravam a aparecer, afetando sua participacao na sesséo.

Pedro (19:20:02h): Desisto do GeoGebra, estava me embolando todo.
Mediador (19:20:25h): Por que se embolando, Pedro?

Paula (19:20:34h): Vou tentar fazer algo

Paula (19:20:40h): no GeoGebra.

Pedro (19:20:54h): Eu néo estava conseguindo fazer a figura kk

Zeca (19:22:14h): Acho que ela deve procurar andar ao maximo que puder no descampado, pois é mais
rapido por |4, mas de forma que ela ndo acabe extrapolando.

Zeca (19:22:39h): A menor distancia até P € uma linha reta.

Zeca (19:23:29h): Pra mim a forma que ela vai gastar menos tempo é de Jacarei até P, de P até Q, e de Q
até Conceigdo.

Mediador (19:25:05h): Vocé chegou a um valor Zeca?

Mediador (19:27:44h): O que vocés acharam desse caminho proposto pelo Zeca?

Zeca (19:27:52h): Na m&o ndo consigo.

Mediador (19:27:59h): Sera que existe s6 uma op¢do?

Pedro (19:28:09h): Se eu entendi bem é basicamente 0 que eu estava pensando também.

Zeca (19:28:37h): Esse caminho eu pensei, porque se o descampado é mais rapido, vocé vai tentar chegar
nele o mais rapido, por isso tem que pegar uma reta.

Zeca (19:28:45h): Mas assim.

Paula (19:28:55h): Sim, sim, eu fiquei em divida, porque ele pede pra gente achar o caminho, mas ai 0
caminho meio que ja esta tracado la.

Zeca (19:29:02h): Pelo GeoGebra talvez dé pra conseguir os valores das distancias.
Mediador (19:29:08h): Ok. Mas como podemos determinar o tempo mais curto?
Zeca (19:29:08h): E calcular assim o tempo.

Mediador (19:29:25h): Sim, podemos tentar.

Ana (19:29:40h): O segmento PQ é paralelo ao AB né?

Pedro (19:29:48h): Se a gente encontrar as distancias podemos usar a formula da velocidade pra encontrar
0 tempo.

Zeca (19:29:55h): Sim.

As observacBes dos estudantes sobre possiveis abordagens foram coadunando em
objetivos similares, a hipdtese de que quanto maior for o tempo de Carol no descampado mais
rapido sera o percurso, a intencdo de identificar as medidas para calcular o tempo, e a
compressdo de que a situagdo-problema apontou os caminhos possiveis, fora ou dentro do
descampado. Esses objetivos repercutiram na necessidade do GeoGebra para identificar essas
medidas, calcular o tempo, e decidir pelo percurso mais rapido.

Durante as interagcdes no chat, a estudante Paula estava construindo a figura no
GeoGebra e questdes sobre sua construgdo foram surgindo com os outros estudantes e com o

mediador.
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Paula (19:30:06h): O problema pra mim ta sendo essa distancia.

Figura 20 — Construgdo de Paula da figura da tarefa
Fonte: VMTcG, 2018

Paula (19:31:52h): Acho que seria ali no ponto G e H, porque parece angulos de 90 graus formado |4 na
figura.

Ana (19:33:12h): Tirei os eixos porque estava poluindo, ok gente?
Paula (19:33:35h): Tudo bem.

Paula mexendo na posi¢do do quadrado acabou excluindo a figura por completo da aba
GeoGebra, tendo que refazé-la. Nesse momento o mediador, considerando a observacdo da

estudante sobre o0 angulo formado ser de 90 graus, questionou-a sobre essa afirmacao:
Mediador (19:36:41h): O que nao entendi é por que Paula tu considera esse angulo de 90°, s porque
acha que é proximo?
Paula (19:37:19h): Néo sei se é 90 mesmo, mas parece.
Ana (19:37:54h): Que angulo?
Zeca (19:38:25h): ?
Paula (19:39:04h): O da imagem do problema, formado por
Paula (19:39:29h): Jacarei P C
Mediador (19:40:15h): No caso o dngulo P?
Paula (19:40:39h): Sim.

Em um determinado momento as atengfes dos estudantes e do mediador voltaram-se
para as dificuldades encontradas por Paula na reconstrucao da figura no GeoGebra, para deixa-
la com as exatas medidas propostas na tarefa.

Zeca (19:38:25h): O que vocé esta construindo Paula?

Paula (19:49:58h): Tipo, eu acho que aquela reta ali que ta passando pelo poligono, tem que passar no
meio dele, mas eu ndo consigo vincular o ponto C com a reta pra ficar certinho.

Paula (19:50:14h): Eu estou tentando construir o desenho aqui.
Zeca (19:50:38h): Ah boto fé!
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1 reta citada por
Paula
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Figura 21 — Reconstrucdo de Paula da figura da tarefa
Fonte: VMTcG, 2018

O mediador tentou convencer os estudantes de que as medidas poderiam variar,
minimizando a necessidade de serem as medidas exatas da imagem da tarefa. Mas suas
insercdes foram ignoradas por Paula, que continuou tentando ajustar a figura e pelos outros

estudantes que continuaram a ajuda-la.

Mediador (19:50:44h): Se ndo tem como determinar uma medida exata, por que ndo tentam medidas
aleatorias, de acordo com posicdo eventual das retas. Afinal o GeoGebra mostra os valores?

Zeca (19:51:02h): Se vocé jogar o desenho

Zeca (19:51:11h): com as medidas que a gente ja tem

Zeca (19:51:14h): que sdo 7 do lado

Zeca (19:51:23h): e 14 da reta,

Zeca (19:51:36h): mas o problema é na hora de fazer o trapézio né,
Zeca (19:53:03h): Paula?!

Paula (19:53:10h): Oi!

Zeca (19:53:19h): A reta PQ é paralela a reta JC,

Zeca (19:53:22h): certo?

Paula (19:53:34h): Péra ai!

Mediador (19:53:35h): A trajet6ria de Carol saindo de Jacarei pode tocar o lado do quadro em qualquer
parte e temos valores distintos dependendo da trajetoria, isso ndo permite ter uma nogédo, ou de certa
forma parece errado fazer isso de acordo com informag0es da tarefa?

Paula (19:53:46h): Eu tinha esquecido do segmento de 14.

Zeca auxiliando Paula na construgdo sugeriu algumas formas de tracar a figura no

GeoGebra, como mostra 0 Quadro 22:
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Quadro 22 — Interacdes entre Paula e Zeca

construcdes de Paula na aba GeoGebra

interacdes no chat entre Zeca e Paula

Zeca (19:53:58h): Se vocé
Zeca (19:54:08h): tracar as duas retas paralelas

Zeca (19:54:25h): e tracar a mediatriz de JC (o
estudante retomou a reta do caminho Jacarei até

Conceicdo nomeando-a por JC, mas na construcao o
segmento de reta AB)
o c F Zeca (19:54:30h): a construgdo sai

Zeca (19:54:39h): tendeu? (contracdo da palavra
‘entendeu’)

¢ palyt Paula (19:55):04h): Eu ndo estou achando onde tem a
mediatriz.
Zeca (19:55:23h): Na davida

- Zeca (19:55:25h): faz manual,
: ) ° ’ b b " " " Zeca (19:55:31h): traca duas circunferéncias
Zeca (19:55:40h): tlgd? (abreviagdo da expressdo ‘ta
ligado?’, que seria semelhante a ‘entendeu?’)
Paula (19:56:11h): Entendi.
A C

h polyl

T T T T T T T
2 4 [ 8 %W’q 16 18

Zeca (19:57:23h): Ali, 0 segmento de reta que separar
a mediatriz exatamente em duas partes iguais

Zeca (19:57:28h): vai ser nosso segmento PQ
(novamente retomando nomenclaturas para 0s
segmentos da figura original)

Zeca (19:57:33h): depois disso
Zeca (19:57:40h): ligar os pontos.

Fonte: VMTcG, 2018

A estudante Paula interagiu com Zeca no chat, mas suas construcdes ndo seguiram os

passos citados por ele. Os elementos foram aparecendo, como no caso da mediatriz, no entanto

foram usados e construidos no contexto do planejamento de Paula para a construcéo da figura.

No quadro, as figuras estaticas ndo permitem mostrar que a diagonal CE é movel, tendo

movimento de péndulo, por isso a dificuldade de Paula em fixar o ponto E na mediatriz que

corta o segmento AB.

O problema de conexdo de Ana, que afetou atualizacdes do chat e na aba GeoGebra,

resultou em tensdes entre o mediador e o estudante Zeca:

Ana (19:57:47h): Gente, SOS! (SOS usado pela estudante solicitando ajuda)

Ana (19:58:21h): Estou vendo varias coisas aqui no GeoGebra, mas entendendo nada! kkk
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Mediador (19:58:33h): Qual a urgéncia Ana?

Zeca (19:58:49h): kkk, também néo estou entendendo.

Mediador (19:59:43h): Zeca por tudo que tu ta falando e propondo tu ndo t4 entendendo?
Zeca (19:59:50h): Eu estou.

Mediador (19:59:52h): Serd?

Zeca (20:00:00h): S6 ndo estou entendendo o desenho do GeoGebra 14,

Zeca (20:00:02h): pow! (indicando indignacéo?)

Mediador (20:00:06h): Ah té!

Zeca (20:00:13h): Mas o que eu estou falando pra mim faz sentido...

Zeca (20:00:14h): rs

Mediador (20:00:35h): Ana, vocé so ndo esta entendendo o que eles estdo fazendo no GeoGebra ou outra
coisa?

Ana (20:01:49h): Minha internet estd ruim, ai ndo consigo acompanhar as mensagens, € a construgdo
também ta dificil de entender ...kk

Mediador (20:01:59h): Néo sei Zeca, vocé acha que tem coeréncia?
Zeca (20:02:16h): Acho...

Zeca (20:02:20h): ndo sei...

Zeca (20:02:25h): parece que sim.

As interacGes entre o mediador e Zeca mostraram algumas confusdes que surgiram entre
eles. O problema de Ana com a conexdo ficou em segundo plano, sendo o estopim para
discussdes que giraram em torno do que tinha acontecido antes entre 0 mediador, Zeca e Paula.
O néo entendimento de Zeca remetia ao que ele estava propondo que Paula fizesse para
construir a figura e ndo estava sendo realizado pela estudante. A provocacdo do mediador
aconteceu por ter sido deixado de lado por Zeca e Paula, quando tentou chamar a atengdo para
que eles se preocupassem com medidas genéricas, ao invés de investir tanto tempo na
construgédo exata da figura.

Essas interagGes culminaram na conclusao da construgédo da estudante Paula, que acabou
convencendo tanto o mediador, que defendia o uso de medidas genéricas, quanto os estudantes

que queriam medidas exatas para poder solucionar a situacdo-problema.
Paula (20:02:32h): Eu nem sei se entendi o problema, porque pelo o que eu entendi a construcao vai ser
mais ou menos assim, porém eu ndo estou sabendo como deixar o quadrado na posi¢do certa.

Mediador (20:03:32h): Vocés ndo acham que estdo preocupados muito mais em deixar a construcdo
perfeita do que tracar rotas possiveis para problema? Sera que teremos somente uma rota?

Zeca (20:04:07h): Eu acho que vou tentar

Zeca (20:04:10h): uma rota aqui.

Pedro (20:04:18h): E porque “pra mim” eu néio consigo imaginar outra solugio se eu ndo tiver as medidas.
Pedro (20:04:31h): E meu problema esta exatamente em conseguir as medidas.

Zeca (20:04:48h): Sim

Paula (20:07:27h): Acho que seria algo assim.
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e h -

Figura 22 — Movimentacéo das trajetorias na construgdo de Paula
Fonte: VMTcG, 2018

Paula construiu uma figura em que a reta paralela ao segmento AB contendo o segmento
KL, ao ser movimentada alterava as medidas das trajetdrias que passavam pelo descampado
quadrangular. O mediador percebendo que a construgdo remetia justamente ao que estava
defendendo até entdo, a analise de possibilidades de distintas trajetérias com medidas variando,
parabenizou a estudante e destacou na construcdo as medidas dos segmentos que variavam,

como mostra 0 Quadro 23:
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Quadro 23 — Manipulacg6es, insercOes e apontamentos do mediador e de Paula

Manipulacéo e inser¢cdo do mediador na construgéo

de Paula

Apontamentos de Paula sobre a
construcdo enquanto o mediador
manipula e acrescenta na sua
construcao

BL = 5.17

.93

Mediador (20:07:47h): Que legal Paula!
Zeca (20:07:57): Pode crer!

Mediador (20:08:02h): Dessa forma tu
passa por todas as possibilidades de rotas.

Paula deixou o controle e o mediador
assumiu

Paula (20:08:27h): Mas eu acho que a
posicdao do meu quadrado ta errada.

mediador tentou identificar os segmentos
Paula (20:09:05h): Ele diz que a diagonal

JL = 2.46

tem que ta na mediatriz, mas eu ndo
F consegui fazer isso.

mediador identificou 0s segmentos KA e BL
Paula (20:09:41h): Entdo ndo ta certinho.
mediador identificou os segmentos KJ e JL

E Paula (20:11:12h): Tanto, que t& dando
diferenca nos valores que deveriam ser
iguais, tipo AK e BL.

Fonte: VMTcG, 2018

Como em sessdes anteriores a estudante Ana apresentava um dominio do GeoGebra do
VMTcG, o mediador solicitou sua ajuda para centralizar a mediatriz na diagonal da area
quadrangular, mas ela ndo estava mais conectada na sessdo. Mesmo a construcao estando com
medidas diferentes nos lados opostos do descampado quadrangular, ja que a mediatriz ndo
estava centrada na diagonal, os estudantes focaram em encontrar o caminho em que Carol

gastasse 0 menor tempo usando a formula da velocidade.

Mediador (20:11:31h): Ana vocé ndo consegue tracar essa mediatriz?
Pedro (20:12:00h): Paula, vocé é um génio!

Mediador (20:14:50h): Partindo dessa construcéo da Paula, surge alguma ideia nova pra determinar esse
caminho mais curto?

Pedro (20:15:53h): N&o sei.

Pedro (20:16:27h): Acho que agora podemos aplicar a formula pra ver qual é o caminho mais réapido.
Zeca (20:16:37h): Ué?!!

Mediador (20:17:28h): Que formula é essa?

Pedro (20:17:47h): Pensei em usar a da velocidade

Pedro (20:18:00h): N&o sei se estou pensando no que deve ser feito na real.

Zeca (20:18:22h): A férmula vai ser 1km/h vezes o nimero de km vezes 2 mais 5km vezes o nimero de
km tipo isso?



132

Mediador (20:19:10h): Vai ser isso Ana, Pedro, Paula?

A proposta de resolucdo de Zeca referiu-se a soma das distancias percorridas fora do
descampado BL e KA com as distancias percorridas dentro do descampado JL e KJ,
multiplicado pelas respectivas velocidades fora (1km/h) e dentro (5km/h) do descampado, no

Caso:

BL = KA = X (medidas fora do descampado)

1km/h vezes X vezes 2 1)
JL = KL =Y (medidas dentro do descampado)

5km/h vezes Y 2
Logo:

(1 vezes X vezes 2) + (5 vezes Y) 3)

O questionamento do mediador fez surgir outros caminhos de resolucéo para a situagao-
problema. Pedro trouxe a formula da velocidade média e Paula focou no percurso que formava

90 graus ao adentrar a area quadrangular.
Pedro (20:19:44h): Para descobrir o tempo, teriamos que dividir o deslocamento pela velocidade média,
néo?
Paula (20:19:50h): Eu n&o entendi.

Paula posicionou o percurso na construcao

BEL =25

Figura 23 — Resposta de Paula
Fonte: VMTcG, 2018

Paula (20:22:12h): Acho que o menor tempo seria quando ela fizesse o caminho que ta agora.
Zeca (20:22:36h): Faz sentido.
Paula (20:22:45h): Tipo, 5km até a area, 6km la dentro e 5km depois de novo,

Paula (20:23:22h): que é quando os caminhos fora da area formam angulos de 90 graus com os lados do
poligono.

Zeca (20:25:11h): Era nesse ponto que eu imaginei que seria também.

Mediador (20:25:54h): Ana e Pedro estdo acompanhando o raciocinio de Zeca e Paula?
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Pedro (20:26:01h): Mais ou menos.
Pedro (20:26:18h): Estou tentando ver essa questdo de angulo de 90 graus ainda.
Zeca (20:28:39h): Sim, sim.

Paula (20:29:34h): N&o deu 90. Eu achei que era 90, mas ndo sei se ta dando errado pela a construcéo ta
mal feita ou se me enganei mesmo.

Figura 24 — Ajuste de Paula para encontrar angulo de 90 graus
Fonte: VMTcG, 2018

Paula (20:30:27h): Desisto, ndo sei marcar angulos.
Pedro (20:30:30h): Entendi.

2\
\& / .04

'KJ = 348
o h

Figura 25 — Reajuste de Paula para encontrar angulo de 90 graus
Fonte: VMTcG, 2018

A distor¢do causada nas medidas por conta da imperfeicdo da construgdo mostrou

variedades de aproximacdes do angulo defendido por Paula. Para a estudante, o percurso com

menor tempo é aquele que forma um angulo reto, ao tocar no lado do descampado quadrangular.

Nesse contexto, a estudante convenceu 0s outros estudantes dessa hipétese, mesmo néo

conseguindo representa-la na construgdo, porém, o mediador continuou a questionar essa

hipdtese, comecando pela afirmacao de Pedro, que ndo estava entendendo o porqué do angulo

de 90 graus e posteriormente as manipulacdes de Paula afirmou no chat que tinha entendido:

Mediador (20:31:15h): Sobre o que Pedro?
Pedro (20:31:55h): A explicacdo da Paula sobre a dedugdo de que fosse 90.
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Mediador (20:34:04h): Mas e sobre a duvida dela, é um erro de construcdo ou ndo existe esse angulo de
90?

Paula (20:35:00h): Eu ainda acho que é um de 90.

Zeca (20:35:03h): Pra mim seria um angulo de 90 também,

Zeca (20:35:18h): pode ser a angulacdo que ficou um pouco tortinha.
Paula (20:36:02h): Eu acho também.

Mediador (20:38:12h): O que na tarefa os fazem pensar g é 90° e considerando isso como contornaremos
iss0?

Pedro (20:39:11h): Acho que foi o apelo visual que levou a essa deducéo.

Paula (20:39:15h): Porque seria a menor distancia para ela chegar até a parte onde pode andar mais
rapido.

Zeca (20:39:37h) Porque a menor distancia é a reta perpendicular.

Pedro (20:39:52h): Sim, e a questdo da menor distancia também.

A justificativa de Zeca merecia mais atencdo, ja que ele afirmou que a menor distancia
seria uma perpendicular, porém néo foi pontuada pelos estudantes e nem pelo mediador naquele
momento. Por outro lado, as justificativas de Paula e Pedro fizeram sentido para o grupo, ja que
a menor distancia saindo de Jacarei até a area quadrangular era 5km. Quando se movimentava
a reta paralela que seccionava a area quadrangular em dois pontos, os valores ficavam acima de
5km, o que resultaria em mais tempo que Carol passaria fora daquela area a uma velocidade de
1 km/h. Desta forma, quando se tinha uma distancia de 5km o &ngulo formado com essa area
era proximo de 90 graus, o0 que ndo se pode ter certeza, mas que foi acordado como sendo 90

graus por todos, incluindo o mediador.

Mediador (20:41:15h): Ok! E diante da construc¢do que ja temos, como poderiamos calcular esse menor
percurso considerando esse angulo de 90°?

Pedro (20:42:06h): Relagbes métricas no triangulo retangulo?

Pedro (20:42:15h): Esquece.

Pedro (20:42:23h): Acho que falei besteira.

No questionamento do mediador nota-se um erro que sugestionou Pedro, ja que o
objetivo dos estudantes nao era encontrar 0 menor percurso, e sim o percurso que levaria menor
tempo indo de uma cidade a outra. Seguindo esse entendimento os estudantes propuseram e se
ajudaram para encontrar 0 menor tempo via regra de trés e usando as medidas da construgéo de

Paula:
Zeca (20:42:27h): Regra de trés.
Mediador (20:45:11h): Entdo, regra de trés ta funcionando?
Paula (20:45:45h): Eu acho que funciona.
Paula (20:46:00h): Calcula as partes de fora e depois a de dentro.
Zeca (20:46:13h): Isso!

Zeca (20:47:49h): Mil metros esta para 494 metros, assim como 60 min esta para x.
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Zeca (20:47:55h): Concordam?

Paula (20:49:07h): Seria 4940 metros, ndo?

Zeca (20:49:23h): SO se eu converti errado.

Zeca (20:49:29h): Séo 2 casas ou trés?

Zeca (20:49:47h): Se for 3 té certo.

Paula (20:49:48h): 3.

Zeca (20:49:53h): Isso ai, entdo.

Paula (20:50:13h): Eu pensei em fazer assim também, mas ndo fiz as contas.
Zeca (20:50:17h): Af depois faz com 4960,

Zeca (20:50:30h): a parte do quadrado

Zeca (20:50:42h): é 3,48 + 3,477

Zeca (20:51:51h): Aif depois, 5000 esta para 6950,
Zeca (20:51:58h): 60 esta para Xx.

Zeca (20:54:07h): Nos meus calculos

Zeca (20:54:21h): deu 677,4 minutos no total.

Zeca (20:54:33h): E acreditamos ser 0 melhor trajeto.

No processo de resolucdo de Zeca, o estudante aplicou regra de trés para descobrir 0s
tempos nas distancias percorridas fora do descampado quadrangular, em que Carol anda a uma
velocidade de 1km/h, e dentro do descampado quadrangular, em que Carol anda a uma
velocidade de 5 km/h. O estudante optou por converter para metros, evitando trabalhar com as
medidas decimais da construcdo de Paula. Partindo da construcdo de Paula e dos célculos de
Zeca é possivel tracar um paralelo, caso a construgdo estivesse do jeito que Paula queria

resultando medidas exatas, conforme apresentado no Quadro 24:

Quadro 24 — Comparando respostas obtidas pelo modelo construido e pelo modelo ideal
Fora do descampado: (1km/h)
AK = 4,94 km x 1000
AK = 4940 metros

1000 60

4940 x,
X1 = 296,4 minutos
BL = 4,96 km x 1000
BL = 4960 metros
1000 60
4960 x,
X2 = 297,6 minutos
Dentro do descampado: (5km/h)
KJ+JL = 3,48 + 3,47 = 6,95 km x 1000
. . . - | KL = 6950 metros

modelo construido

A

4
| [
AK = 4.04 K

®KJ = 348

5000 60

7 6950  xs

X3 = 83,4 minutos

tempo = X1 + X2 + X3

tempo = 296,4 + 297,6 + 83,4

tempo = 677, 4 minutos (11 horas e 29 minutos)
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Fora do descampado: (1km/h)
AK =5km
x1 =5 horas
BL =5 km
x2 =5 horas
Dentro do descampado: (5km/h)
KI+JL=35+35=7km
5 1

77X3

modelo ideal

x3 = 1,4 horas

tempo = x1 + x2 + x3

tempo=5+5+14

tempo = 11,4 horas ( 11 horas e 40 minutos)
Fonte: VMTcG, 2018

A construcdo de Paula tinha problemas na execugéo, mas ela permitiu, como assinalado
no Quadro 24, encontrar valores proximos aos que seriam gerados por modelo ideal. Ndo houve
tempo de fazer essa comparacao na sessao, e também néo foi discutido o percurso em linha reta
de Jacarei até Conceicdo, que de qualquer forma levaria mais tempo (14 horas) do que a reposta
encontrada pelos estudantes.

Mesmo Zeca apresentando a resposta como “nossa’’, referindo-se a agdo conjunta com
Paula, 0 mediador questionou se a resposta encontrada era um consenso do grupo. Assim, foi
possivel identificar que o estudante Pedro também teve problemas de conexao, o que dificultou
a sua compreensdo do que estava sendo feito, levando-o, dessa maneira, a questionar o uso da

regra de trés:

Mediador (20:55:38h): E um consenso Pedro e Paula?
Paula (20:56:05h): Eu acredito que sim.

Pedro (20:56:30h): Estou tentando entender a questdo da regra de trés ainda, porque a internet aqui esta
caindo muito, ai as mensagens estdo demorando pra carregar.

Pedro (20:56:39h): Mas pelo pouco que eu li creio ser o caminho.

Mediador (20:57:49h): Como garantir que esse € o caminho mais curto, € o que vocés encontraram?
Zeca (20:57:52h): A gente sabe

Zeca (20:58:05h): que em 1 hora ele corre 1km,

Zeca (20:58:34h): ai a gente faz pra 4,94 km

Zeca (20:58:38h): e vé& o tempo.

Zeca (20:58:41h): Entendeu?

Zeca (20:58:43h): Assim com todos.

Paula (20:59:31h): Eu acredito que seja, porque depois e antes desse ponto, se gastaria mais tempo fora
da zona onde pode andar mais rapido.

A justificativa de Paula mostrou um entendimento mais claro sobre encontrar um

percurso no qual Carol ficasse menos tempo fora do descampado quadrangular, do que sua
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justificativa sobre o angulo de 90 graus, que nado foi contextualizado segundo caracteristicas da
situacdo-problema.

Nos momentos finais da sessdo 0 mediador reportou-se a Pedro sobre seu entendimento,
e também aos estudantes sobre a tarefa, ja que na tarefa “poligono ABCDE” todos pareceram

frustrados, por ndo encontrarem uma solucao.

Mediador (21:00:18h): Pedro, ainda com problemas? Quer falar algo?
Pedro (21:00:29h): Oi,

Pedro (21:00:46h): estou demorando a aparecer por conta da internet.
Mediador (21:00:57h): Entendo.

Pedro (21:01:43h): Entendi a rota sugerida, a questdo de ela ser a mais rapida creio que possa ser
explicada também pela regra de trés.

Mediador (21:04:49h): Ok gente, acho que nosso encontro foi bastante produtivo hoje.
Mediador (21:04:53h): O que acharam?
Pedro (21:05:27h): Achei o problema interessante, porém de muita reflexdo.

Paula (21:06:17h): Eu achei um problema interessante e mais facil que o da Ultima sesséo.

O estudante Zeca ndo pdde responder por problemas com sua conexdo. A sessdo foi
encerrada com a situagdo-problema da tarefa Caminhando com Carol solucionada. Como
resposta a frustracao dos estudantes na tarefa “poligono ABCDE”, e para promover sua auto
avaliacdo no curso, o0 mediador enviou para os estudantes uma sintese das tarefas trabalhadas
até entdo, com resumos sobre objetivos pretendidos, com eles no desenvolvimento das tarefas.
Veja Quadro 25.

Quadro 25 — Sintese das Fases 2 e 3 de analise do chat da sessdo 4
FASE 2
2.1 | Edicdo Sessdo 4 do Grupo 5 realizada no dia 30/10/2018

Resumo das ideias e . . «
discutidas identificando Identificacdo das medidas da figura formada pelo percurso, construgéo e

2.2 reconstrugdo dos percursos da figura da tarefa, solugdo da situacdo-

objetivos em carater coletivo « ~
problema, argumentacdo sobre a solugéo encontrada.
na abordagem da tarefa

Numeracéao de intervencdes

2.3 (mediador e participantes) Mediador (71); Paula (57); Ana (15); Pedro (48); Zeca (96)
FASE 3
31 Escolha do(s) episédio(s)
"~ | das atividades Episddio 1: objetivos e necessidades acordadas pelos estudantes;
Identificacdo de blocos episodio 2: dois momentos da construgao na aba GeoGebra, com todas as

3.2 | teméticos na discussao dos possibilidades de percurso
participantes

Perguntando sobre ideias para resolugdo da situagdo-problema;
direcionando os encaminhamentos da sessdo; discordando da prioridade
dada a construcéo dos percursos da figura da tarefa; aceitando o caminho
escolhido pelos estudantes; requerendo feedbacks dos estudantes sobre a
tarefa investigada na sesséo.

Fonte: VMTcG, 2018

Identificacdo das

33 intervencgdes do mediador
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7.3 Episodios do Grupo 5 no diagrama de andlise de interaces

Foram dois os episddios selecionados para serem analisados, segundo o diagrama de
analise de interacOes. Nesta secdo apresentamos interagcdes do mediador, dos estudantes e dos
contetdos matematicos associados as estratégias pedagdgicas, aos poderes matematicos e aos

temas matematicos.

Episodio 1(EP1): objetivos e necessidades acordados pelos estudantes para abordagem da

tarefa

A sessdo comegou com o0s estudantes conhecendo a situacdo-problema da tarefa
Caminhando com Carol, no quadro branco. O mediador quis saber as ideias dos estudantes, ndo
dando margem para gue o interesse deles se voltasse para acdes individuais em seus locais de
acesso. Pedro disse estar pensando (ainda estou no escuro), mas logo em seguida apresentou
uma proposta de abordagem (encontrar as medidas dos lados da figura).

O mediador, considerando a experiéncia da sessdo da tarefa Poligono ABCDE, indagou
0 estudante sobre onde ele testaria sua abordagem, se no quadro branco, no papel, ou no
GeoGebra. Foi a primeira vez que o mediador considerou abertamente no grupo um espaco de
interacdo fora do VMTcG, e Pedro confirmou o uso desse espaco descrevendo que primeiro
tentaria no papel e depois aplicaria no VMTcG. Mas o mediador contra-argumentou,
guestionando se o trabalho em grupo ndo ajudaria o estudante a perceber coisas que talvez
sozinho ndo conseguisse. Nesse meio tempo Zeca ja estava rabiscando algo no papel, e Paula
dizia estar pensando e que tinha pensado parecido com Pedro, em primeiro achar as medidas
dos lados da figura.

Ir para 0 GeoGebra foi algo perguntado pelo mediador ao grupo e ndo houve restricdo
guanto a essa ideia. No GeoGebra Pedro tentou construir a figura. N&o conseguindo passou 0
comando para Paula. Nesse meio tempo Zeca estava informando no grupo o que estava
pensando ao rabiscar no papel sobre as informagdes dadas no enunciado da situagao-problema
(acho que ela deve procurar andar ao méximo que puder no descampado, pois é mais rapido
por 14, mas de forma que ela ndo acabe extrapolando). A interpretacdo de Zeca indicava que
Carol deveria ficar mais tempo no descampado do que fora dessa area. O mediador perguntou
aos outros estudantes o que acharam. Pedro respondeu estar pensado parecido e Paula achou
entranho o enunciado pedir que se encontre um caminho, sendo que a figura j& deixa isso
explicito.

Zeca com seus rabiscos ndo conseguiu chegar a valores numéricos e reconheceu a

necessidade do GeoGebra, para encontrar as medidas do percurso. O mediador quis garantir
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que os estudantes tinham entendido o enunciado da situacdo-problema, pois o foco ndo era
encontrar as medidas do caminho, e sim a partir dessas medidas encontrar o caminho mais curto
(ok, mas como podemos determinar o tempo mais curto?). Pedro, em resposta ao mediador,
tracou um caminho para solucionar a questdo (Se a gente encontrar as distancias podemos usar
a formula da velocidade pra encontrar o tempo). A estudante Ana, por causa de problemas na
conexdo ndo conseguiu colaborar, conseguindo questionar apenas se 0s segmentos de retas PQ
e AB da figura eram paralelas.

Desta forma, tivemos nos 30 minutos de sessdo desdobramentos que coadunaram em
hipdteses, objetivos, compreensdes e na necessidade de usar 0 GeoGebra para solucionar a
situacdo-problema. Como podemos observar nas interagbes do diagrama de analise de
interacOes da Figura 26.

pensando, elaborando possibilidades, encontrar medidas dos lados da figura, usar o perguntar sobre as primeiras
mesclar espagos de interagdo, pensar papel, aplicar no GeoGebra, condi¢des da impressdes dos estudantes e formas de
individual no papel, pensar em grupo figura ser construida no GeoGebra, aplicar o resolver, estar aberto a dividas que
no VMTcG, rabiscar, pensar e ter desenho no GeoGebra, distancia entre deixavam os estudantes no escuro,
ideias parecidas com as ideais de vilarejos e pontos dos caminhos na figura, chamar atengdo de espagos de
outro, repassar informagdes do velocidades diferentes no quadrado e fora interagdo no e fora do VMTcG,
enunciado da situagdo-problema, dele, menor distancia é uma linha reta, tempo | | argumentar, chamar para trabalhar em
dificuldade de construgdo no mais curto, férmula da velocidade para grupo, convencer, querer saber da
GeoGebra, tragar hipoteses de encontrar o tempo opinido e incluir outros estudantes

resolugdo, construir no GeoGebra,
expressar o que pensou em diferentes
momentos, reconhecer a ineficiéncia
do papel e a necessidade do
GeoGebra, perguntar sobre
informagdes do enunciado, elaborar e
propor um plano de abordagem

sobre a tarefa ser trabalhada no
GeoGebra, direcionar, querer saber das
dificuldades de construgdo no
GeoGebra, aberto ao que estava sendo
feito fora do VMTcG, chamar a
\ aten¢do para mais de uma resposta,
perguntar, incentivar

receios decorridos
da sessdo anterior

s

S
_{ consciéncia
{ imediata
- .

. externa, 1™
P

caracteristicas da dinamica
do processo de Modelagem
rabiscos de

~ P Matematica, e caracteristica
ideias no papel ~ — de interacdo em um AVA

Figura 26 — Diagrama de andlise de intera¢des do Grupo 5 na Caminhando com Carol (EP1)
Fonte: Elaboracgdo do autor da tese (2021)

Episodio 2 (EP2): dois momentos da construcéo na aba GeoGebra com todas as possibilidades

de percurso

Paula construiu a figura no GeoGebra e visualmente comegou a considerar que 0
percurso que tocava os lados da &rea quadrangular formava, ao tocé-la, &ngulos de 90 graus, o
que a estudante entendeu como sendo o0 menor percurso (porque parece angulos de 90 graus
formado 14 na figura). O mediador procurou entender o por qué de Paula achar isso, mas a

estudante ndo tinha certeza, s6 estava compartilhando o que pensava. Em meio a isso Ana
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retirou 0s eixos das coordenadas x e y do proprio GeoGebra, para deixar 0 ambiente menos
poluido.

A sessdo ficou dividida entre dois objetivos: o objetivo do mediador de néo focar tanto
na construcdo da figura no GeoGebra, que j& estava feita, e que a partir dela, na visdo do
mediador, os estudantes tinham como inferir respostas para a solugdo-problema; e o objetivo
de Paula, que queria refazer a figura para que ela ficasse com medidas exatas.

O objetivo do mediador justificava-se no receio de essa fixacdo na construcdo da figura
desgastasse a sessdo, de forma semelhante como aconteceu na sessdo anterior, e ao final o grupo
ndo conseguir concluir a tarefa. A opcao de Paula, de reconstruir a figura auxiliada por Zeca, e
ambos pararem de interagir com o mediador, fez com que o mediador assumisse uma postura
mais rispida frente as interacfes dos estudantes.

Em determinado momento, contudo, Paula passou a ignorar também as contribuic6es
de Zeca, que direcionava pelo chat como Paula poderia reconstruir a figura, enquanto ela testava
sua hipédtese de tracar uma mediatriz no percurso horizontal, que ligava os dois vilarejos, e nessa
mediatriz posicionar a area quadrangular da figura. Em um primeiro momento, visualmente
considerando a escala que ela estava trabalhando, parecia que a mediatriz cortava a area
quadrangular exatamente no meio, passando precisamente por uma das diagonais da figura. No
entanto, quando ampliava a figura e a escala diminuia, a mediatriz ndo estava centralizada na
diagonal da area quadrangular.

A explosdo do mediador aconteceu quando Ana pediu ajuda, pois as falhas na conexao
nédo estavam atualizando os espa¢cos no VMTcG. Entéo ela via uma coisa sendo conversada no
chat, e outra sendo feita no GeoGebra. Nesse momento, Zeca mencionou que também néo
estava entendendo nada, ja que ele falava um caminho e Paula seguia outro. O mediador
entendeu que as dificuldades dos estudantes eram no entendimento da situacdo-problema, s
que no caso de Ana as dificuldades estavam nas atualiza¢cdes do ambiente devido a conexao, e
no caso de Zeca era pela viséo de Paula de fazer do jeito dela.

Paula finalizou a construcdo, mas sua dificuldade em deixar a &rea quadrangular na
posicao certa fez 0 mediador novamente cogitar e alertar os estudantes no perigo de focar em
um unico percurso, ao replicar exatamente da figura da tarefa no GeoGebra, ao inves de
considerar outras rotas. Pedro reforgou a necessidade de eles saberem as medidas para poder
inferir resposta, sendo apoiado por Zeca.

A postura do mediador mudou quando Paula apresentou sua construcdo, na qual o
segmento de reta, que ficava na area quadrangular, podia ser movimentado e, dessa forma,

guando ela movimentava esse segmento as medidas do percurso variavam, mostrando todas as
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possibilidades vidveis de medidas, para determinar o tempo mais curto, considerando a area
quadrangular. Nesse momento o mediador percebeu que a construcdo da estudante Paula
remetia justamente ao que ele vinha falando sobre considerar outras rotas de percursos. O
mediador pensou que Paula estava fazendo uma réplica estatica da figura da tarefa, sendo
surpreendido pelas caracteristicas dindmicas da construcdo, que atendia ao que ele queria que
os estudantes fizessem desde o inicio.

O mediador perguntou se Ana ndo conseguia contribuir com a construcdo de Paula, e
centralizar a diagonal da aérea quadrangular na mediatriz, mas Ana ndo respondeu,
provavelmente por causa da conexdo. Mesmo a construcdo de Paula apresentando erros de
construcdo, o mediador perguntou aos estudantes se com ela era possivel determinar o caminho
mais curto. Pedro indiretamente corrigiu o mediador sobre o foco da situacdo-problema, que
ndo se tratava de caminho mais curto, sugerindo aplicar a férmula da velocidade para ver qual
0 caminho mais rapido, mesmo néo tendo certeza disso (ndo sei se estou pensando no que deve
ser feito na real).

Zeca prop6s uma forma de encontrar o caminho mais curto, multiplicando o espaco
percorrido fora do descampado por 1km/h, e o espacgo dentro do descampado por 5 km/h. O
mediador perguntou se Ana, Pedro e Paula concordavam. Ana néo respondeu, Pedro apontou
que para descobrir o tempo, o grupo teria que dividir o deslocamento pela velocidade média.
Paula, considerando medidas aproximadas das dadas por sua construcdo, apontou que O
caminho mais curto seria aquele no qual os segmentos do percurso formavam angulos de 90
graus com a area quadrangular. Assim resultando em duas medidas de 5 km correspondente a
parte do percurso fora da area quadrangular, e 6 km correspondente ao segmento interno a area
quadrangular.

As tentativas de Paula de posicionar os segmentos do percurso formando angulos de 90
graus com a area quadrangular mudou a medida do segmento interno a area quadrangular, que
de 6 km se aproximou mais de 7 km. Como a estudante ndo conseguia fixar, formando
exatamente esses angulos, o mediador comegou a questionar o grupo se o fato de ndo encontrar
os angulos se devia ao erro apresentado pela construgédo, ou eles ndo existiam. Zeca concordava
com Paula, que era erro da figura. Pedro entendia que o apelo visual acabou fazendo-os
perceberem que talvez ali se formava angulos de 90 graus e confirmando a hipotese de Paula
de que, quando os segmentos formavam esses angulos, ou se aproximavam, o caminho para
Carol chegar até a area quadrangular e andar mais rapido era menor.

Com as respostas dos estudantes o mediador mudou a tatica, resolveu considerar

também que os segmentos formavam com a &rea quadrangular 90 graus. Partindo dessa
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assertiva acordada pelo grupo, o mediador inqueriu como calcular o menor percurso. Pedro,
influenciado pelos angulos retos, sugeriu usar o Teorema de Pitagoras, percebendo logo apos
propor, que esse caminho nédo resultaria em nada, ja que as medidas foram identificadas usando
ferramentas do GeoGebra.

Zeca sugeriu usar Regra de trés e Paula concordou. O mediador perguntou se daria certo
por esse caminho, e Zeca foi explicando os célculos que ele tinha feito no papel, chegando ao
tempo de 677,4 minutos, considerando as medidas reais da figura. O que em horas € equivalente
a 11 horas e 29 minutos. O mediador perguntou se 0s outros estudantes concordavam com a
resposta encontrada por Zeca e eles confirmaram. Pedro teve mais dificuldade de acompanhar,
pois assim como Ana, comecou a ter problemas de conexdo, mas também concordou com a
resposta encontrada por Zeca.

O mediador, encaminhando para o encerramento da sessdo e mais uma vez confundindo
em trocar caminho curto com tempo mais rapido, perguntou como eles tinham certeza de que
aquela era a resposta certa. Zeca ensaiou uma resposta, mas Paula argumentou que quanto mais
tempo Carol ficasse no descampado, mais tempo ela gastaria, sendo o percurso escolhido por
eles o que Carol fica menos tempo fora do descampado.

Para concluir, o mediador quis saber sobre o que eles tinham achado da tarefa. Os Unicos
presentes e que responderam foram Paula e Pedro. Pedro achou interessante, mesmo exigindo
muita reflexdo, enquanto que Paula também achou a tarefa interessante e mais facil do que a
tarefa da sessdo anterior. Infelizmente a conexdo de Ana, Pedro e Zeca no VMTcG
comprometeu muito suas participacdes na sessdo, de Ana durante toda ela, e de Pedro e Zeca
nos momentos finais. Veja a Figura 27.
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. . construgdo da figura no GeoGebra, determinar as medidas entender o porqué de
construir no GeoGel{l'a, v151lﬂhﬂe}1_te do percurso, inferir medidas de angulos da figura considerar determinadas
inferir medlda\s para angulos, auxiliar visualmente, mediatriz, posi¢do do quadrado errada na caracteristicas na

na construgao de outro estudante, construgdo do GeoGebra, formula da velocidade, construgdo, mostrar
focar na ideia planejada, ignorar, possibilidades de abordagem, determinar o tempo a partir | | outros caminhos mesmo
contl"lbuu‘, conjecturar, apolar, ) da razdo do deslocamento e da velocidade média, angulo 0 grupo néo seguindo,
parabenizar, duvidar sobre o que esta | | ¢ relagdes métricas de um triangulo retangulo, regra de || ignorar, postura rispida,
pensa\ndo. PLOPOL, conjectlu\‘ar trés, problema interessante, muitas reflexdes, mais facil parabenizar, apoiar, pedir
solugdo a partir da ERRRECEE que o da sessdo anterior ajuda de outros
imaginar e expressar possiveis : estudantes, duvidar e
solugdes, insistir nas conjecturas, provocar reflexdes,
testar no papel e comunicar no chat, apoiar entendimentos e
concordar e apoiar a resolugdo do hipéteses do grupo,
outro, validar a resposta encontrada Tequerer respostas e

validacdo do grupo
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Figura 27 — Diagrama de andlise de intera¢des do Grupo 5 na Caminhando com Carol (EP2)
Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)

Considerando os dois episodios descritos e analisados do desenvolvimento da tarefa
Caminhando com Carol foi possivel enxergar as caracteristicas da dindmica do processo de
Modelagem Matematica destacadas no Capitulo 2: o inicio do processo com situacOes-
problema, referenciados na matematica ou na realidade dos alunos; trabalho em grupo, alunos
e professores sendo parceiros no processo de ensino e aprendizagem; a generalizacdo de
informacdes da situacdo-problema investigada; e o modelo matematico como sintese das
escolhas e estratégias tracadas para alcanca-lo.

Incialmente os estudantes foram apresentados a tarefa Caminhando com Carol que
apresentava uma situacéo-problema referenciada em uma semi-realidade na qual os estudantes
também investigaram uma realidade construida que provocou discussdes sobre possibilidades
de caminhos a serem percorridos em menor tempo por Carol de Jacarei até Conceicdo
considerando a passagem por um descampado quadrangular ou em linha reta alterando a
velocidade a depender do caminho escolhido.

Mesmo sendo uma sessdo afetada por problemas de conectividade os estudantes que
permaneciam na sessao trabalharam em grupo opinando na forma de proceder do outro,
argumentando em favor da ideia do outro, e na negociagdo de abordagens com o mediador.

A passagem do contexto da situacdo-problema investigada para o contexto matematico
no GeoGebra configurou a generalizacdo das informacgdes pois os estudantes conseguiram

construir uma figura geométrica dindmica que permitia observar todos os caminhos possiveis a
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serem percorridos por Carol de um vilarejo a outro e assim encontrar o caminho a ser percorrido
em menor tempo.

Nesse contexto entendemos essa construcdo como o modelo matematico encontrado
pelos estudantes pois a partir da movimentagéo da figura os estudantes conseguiram comparar
diferentes possibilidades de caminhos, encontrando o que eles consideram mais eficiente para
Carol percorrer em menor tempo. Assim, entendemos também essa construcdo como uma
captura de caracteristicas essenciais dos caminhos possiveis de serem percorridos na situacdo-

problema investigada.
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CAPITULO 8
DISCUSSAO E INTERPRETACAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos discussdes e interpretacdes dos resultados obtidos com o
diagrama de anélise das intera¢@es, produzidos no desenvolvimento das tarefas de Modelagem
Matemética no VMTcG: Estacdo de Bombeamento, Poligono ABCDE e Caminhando com

Carol.

8.1 Estratégias pedagogicas, poderes matematicos e temas matematicos emergidos da

tarefa Estacdo de Bombeamento

O desenvolvimento da tarefa Estacdo de Bombeamento no VMTcG possibilitou
interpretacdes sobre dados produzidos e sistematizados nos diagramas de anélise de interacfes
dos episodios 1, 2 e 3 do Capitulo 5. Dessa forma, nesta secdo articulamos estratégias
pedagdgicas para as interagdes do mediador, poderes matematicos para as interacfes dos
estudantes e temas matematicos para as interagdes dos topicos de Geometria Plana.

Interagdes do mediador como estratégias pedagogicas

O mediador apresentou maior frequéncia de interacBes no inicio da sessdo, como
apontado no episodio 1, e ao final, como apontado no episodio 3. Dessa forma foi possivel
tracar aproximacdes entre as interacfes do mediador, com estratégias pedagdgicas apresentadas

por Johnston-Wilder e Mason (2005), como apresenta a Figura 28.

episodio 3

questionar, duvidar das respostas
encontradas, provocar provas de que a

episodio 1 solugdo encontrada é a mais acertada,
parceria, chamar a atengao para mais fazer com que os estudantes o
de uma solugdo, aguardar, motivar, e conveng¢am, provocar provas que
querer saber o que o participante esta b isodio 2 corroborem respostas, trazer dividas,
pensando, promover um espago observar, concluir com ajudar, priorizar objetivos, fazer com
acolhedor de propostas, chamar para perguntas, querer saber o que os estudantes percebam respostas,
participar, pedir opinido, elogiar, conceito de objetos provocar incertezas, focar a atengio,
questionar, direcionar, mascarar uma matematicos dos estender a atengdo, problematizar,
inten¢do em um questionamento, estudantes, validar com intervir para gerar respostas, interpelar,
formular questionamentos a partir pergunta solicitar explicagdes, reforgar
das respostas do participantes, apontamento dos estudantes, se
convencer com perguntas, ampliar apropriar de acontecimentos na sessao
liberdades para direcionar discussdes, atingir
objetivos da tarefa e os surgidos com a
mediacgio

Figura 28 — Interacdes do mediador na tarefa Estacdo de Bombeamento
Fonte: Elaboracédo do autor da tese (2021)



146

Identificamos na estratégia diga o que vé aproximagdes com as intera¢Oes: querer saber
0 que os estudantes estavam pensando, promover um espaco acolhedor de propostas, querer
saber 0s conceitos de circuncentro dos estudantes, solicitar explicacdes. Nesse contexto, 0s
estudantes puderam contribuir expressando o que estavam pensando, e 0 mediador conseguiu
desenvolver estratégias que refor¢assem uma atmosfera de conjecturas. Além do que, ao pedir
gue os alunos expressassem seus pontos de vista, o mediador fortaleceu o controle dos
estudantes sobre suas imagens mentais e as descri¢des delas no chat.

O episddio 1 foi marcado por interagdes do mediador na forma de questionamentos:
questionar, mascarar uma inten¢cdo em um questionamento, formular questionamentos a partir
das respostas dos estudantes, convencer com perguntas, concluir com perguntas, validar com
perguntas, trazer davidas, provocar incertezas, problematizar. Esse modo de interagir foi
assimilado pelos estudantes, por exemplo, quando Pedro desautorizou a construcao de Ana, ou
quando os estudantes ndo tinham certeza sobre 0 que estavam propondo ou sobre o que o outro
participante propunha.

Essa assimilacdo das estratégias do mediador pelos estudantes mostrou que eles foram
se habituando e apropriando-se da forma como o mediador interagia. Assim, percebemos
aproximagcdes com a estratégia andaimes e enfraquecimento, pois o0s estudantes ao
compreenderem a dindmica de interagdes do mediador, passaram a intervir de forma similar e
por conta prépria, como se constatou na diminuicdo de interacdes do mediador no episddio 2.

A estratégia desviar a atencdo para automatizar esteve presente nas interacdes:
priorizar objetivos, focar a atengao, atingir objetivos da tarefa e os surgidos com a mediacéao.
No caso da tarefa Estacdo de Bombeamento, essa estratégia desenrolou-se em momentos em
que identificar medidas de segmentos de retas com ferramentas do GeoGebra ndo eram mais
importantes do que as respostas a serem alcancadas, com as medidas identificadas. Nesses
casos, 0 mediador tomava o controle do GeoGebra para si e identificava as medidas dos
segmentos de retas, visando o0 avanco das discussdes e chamando a atencéo dos estudantes para
aspectos da tarefa, que pudessem ajudé-los a solucionar a situagao-problema.

Outra estratégia identificada foi o ensino de técnicas nas seguintes interacbes do
mediador: chamar a atencdo para mais de uma solucdo, ampliar liberdades, duvidar das
respostas encontradas, provocar provas de que a solucao encontrada é a mais acertada, fazer
com que os estudantes o convengam, provocar provas que corroborem respostas, fazer com
que os estudantes percebam respostas, intervir para gerar respostas.

Compreendemos que essas interacfes estimularam as consciéncias dos estudantes, ao

perceberem a situacao-problema da tarefa como pertencentes a uma classe de problemas, sendo
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capacitados a escolher dentre 0s pontos notaveis existentes de um triangulo, a técnica mais
adequada para a abordagem da situacéo-problema, no caso o circuncentro ou o baricentro. Para
essa estratégia, a tarefa construida foi de suma importancia, pois permitiu ao mediador orientar
0s estudantes a construir métodos vidveis, em meio a discussdes, reflexdes e argumentacdes.

As interacdes do mediador no desenvolvimento da tarefa aproximam-se da forma como
a literatura descreve o papel do professor em atividades de Modelagem Matematica, e também
das indicacBes de interacdo em AVA de Souza e Bairral (2016). Sendo evidenciadas em
interacfes como: mostrar-se parceiro dos estudantes na investigacédo, aguardar propostas dos
estudantes antes de propor as suas, chamar para participar, observar, entre outras.

Essas associacOes reforcam o uso de consciéncias imediatas do mediador, que surgiram
das relacdes feitas entre o que estava acontecendo durante a sessdo, com o contato anterior do
mediador com os constructos pedagdgicos do processo de Modelagem Matematica. Estes,
sintetizados nas caracteristicas da dindmica desse processo, e com 0s constructos pedagdgicos
das interagGes em um AVA, com os quais foram potencializadas constantemente comunicagoes
interativas sincronas no quadro branco, no GeoGebra, no chat. Constituindo assim, um
ecossistema de ensino e aprendizagem no qual saberes criticos, criativos e autorais foram

construidos em meio a argumentacgdes, negociacdes e tomadas de decisdo.
Interagdes dos estudantes como poderes matematicos

Como as interacbes no VMTcG ndo eram independentes, as interacfes do mediador
repercutiram nas interagdes dos estudantes,. Assim sendo possivel relaciona-las a poderes
matematicos, descritos por Johnston-Wilder e Mason (2005). A partir dos diagramas de analises

utilizados nos trés episodios, podemos observar na Figura 29 as intera¢6es dos estudantes.

A
o episodio 3
episodio 2 -
generalizar, corroborar respostas um do
- . 5 construir, observar, defender, outro, afirmar limitagdes com o
analisar, imaginar, expressar o : S S :
; pensar algo parecido, testar, GeoGebra, inferir hipoteses a partir do
que tinha pensando quando se g - , i
: . especializar, generalizar, julgar, modelo construido, fazer sentido
sentido confortavel, apresentar, . i i ‘ -
. ) SN desautorizar, imitar o mediador, matematico, fazer sentido matematico e
classificar, organizar, priorizar, : . N . ; N
. ; evidenciar, mascarar afirmagédo fazer sentidono contexto da situagdo-
pensar parecido, fazer sentido do s . ‘
i N em um davida, convencer, problema e vice-versa, interpretar e
contexto da situagdo-problema i N ol
ot questionar, expressar, confessar, propor solugdes, apontarrestri¢des,
para o contexto matematico e g . ; -
' - reproduzir um aprendizado responder junto, auxiliar o pensar
vice-versa, sequenciar, inteirar-se ) : . }
y . 4T anterior, experimentar, tragar, junto, explicar de forma complementar,
ao particularizar/especializar por . . )
. i movimentar, construir em explicar a resposta do outro,
meio de pesquisas no Google, ) ) . g
N parceria, expressar ao construir, dificuldade de explicar o que pensou,
argumentar, justificar, convencer, y .
tacarBinfiosed expressar ao manipular, dar sentido ao pensamento do outro,
ragatiup Y reconhecer, compartilhar, contextualizar, justificar suas respostas,
particularizar/especializar i ;
. i descrever, convencer a si via confrontar o mediador, reforgar o que
visando generalizar ] e i
pesquisano Google, convencer foi solicitado, comparar para concluir,
construir juntos, mobilizar, discutir

Figura 29 — Interacdes dos estudantes na tarefa Estagdo de Bombeamento
Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)
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As estratégias adotadas pelo mediador repercutiram nas interagdes dos estudantes.
Sendo assim, ao pedir que eles descrevessem 0 que estavam pensando (diga o que Vvé), 0s
estudantes fizeram uso dos poderes imaginar e expressar 0 que € imaginado, como se percebe
nas interagdes: imaginar, expressar o que tinha pensando quando se sentido confortavel,
apresentar, pensar parecido ou algo parecido, confessar, expressar ao construir, expressar ao
manipular, descrever, auxiliar o pensar junto, explicar de forma complementar, explicar a
resposta do outro, dificuldade de explicar o que pensou.

Identificar o poder imaginar em um ambiente online foi possivel por meio das
descri¢bes dos alunos, que sempre aludiam a expressdes como “ndo sei se 0 que pensei é
adequado” ou “pensei em algo”, ou seja, 0s proprios estudantes falavam sobre o uso desse
poder. Era comum em alguns momentos as descri¢es das imagens mentais dos estudantes ndo
serem entendidas. Como quando Zeca falou algo sobre o trajeto influenciar nos gastos, € 0
mediador ndo conseguiu entender, pedindo que fosse mais claro. Também, quando Ana queria
construir outro tridangulo com vértices comuns a A e C para construir o circuncentro, e 0
mediador ndo entendendo, questionou-a do porqué de se fazer isso.

Entdo, nem sempre foi facil transportar o mediador para a situacdo que os estudantes
imaginaram. No entanto, na investigacao da tarefa Estacdo de Bombeamento com as interagdes
do mediador, os estudantes foram aprimorando suas descrigdes, constituindo um ambiente no
qual um participante conseguia explicar o0 que o outro estava pensando. Assim como, quando
Paula explicou para 0 mediador o que Zeca havia imaginado, porém, ndo estava conseguindo
expressar de forma mais clara. O uso dos poderes imaginar e expressar 0 que € imaginado
alicercou o uso de outros poderes matematicos pelos estudantes, no desenvolvimento da tarefa
Estacdo de Bombeamento.

Os poderes particularizar/especializar e generalizar foram identificados nas descricfes
dos estudantes, evidenciando um pensamento indutivo, que permitia a eles transitarem do
contexto da situagdo-problema, para possiveis generalizagcbes no GeoGebra. Como assinaladas
nos diagramas de analise de interacOes: fazer sentido do contexto da situacdo-problema para o
contexto matematico, inteirar-se ao particularizar/especializar por meio de pesquisas no
Google, particularizar/especializar visando generalizar, desautorizar, reproduzir um
aprendizado anterior, experimentar, fazer sentido matematico e fazer sentido no contexto da
situacdo-problema e vice versa, interpretar e propor solugées, explicar a resposta do outro,
dar sentido ao pensamento do outro, contextualizar.

A generalizagao das informac@es da situacao-problema foi uma das caracteristicas da

dindmica do processo de Modelagem Matematica que filtramos de diferentes concepgdes “do
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que €” e de “como faz” Modelagem Matematica. Dessa forma, o uso dos poderes
particularizar/especializar e generalizar sdo naturalmente estimulados nos alunos, quando do
desenvolvimento de uma atividade de Modelagem Matematica. Assim, as estratégias assumidas
pelo mediador convergiram para que os estudantes pudessem investigar a situagdo-problema
usando pontos notaveis de um tridngulo, e que a partir dessas constru¢fes dos pontos no
GeoGebra, fosse possivel elaborar solucdes que fizessem sentido no contexto inicial da
situacdo-problema investigada.

Uma estratégia adotada pelo mediador que pode ser tomada como exemplo, foi a desviar
a atencd@o para automatizar, j& que o mediador trabalhou com graus de especializacdo dos
estudantes. Privilegiando, deste modo, chamar a atencdo para aspectos da tarefa, que pudessem
oferecer resultados mais significativos para a resolugdo da situacdo-problema, em detrimento
de técnicas derivadas do uso de ferramenta no GeoGebra para identificar medidas.

Nesse contexto, as marcacGes no mapa, a disposicdo das localizacdes das cidades-
clientes, as construcdes no GeoGebra e as discussdes, argumentacOes, contestacoes,
desautorizacGes, possibilitaram a generalizacdo da situacdo, primeiro com o circuncentro, e
depois com o baricentro.

Para Johnston-Wilder e Mason (2005) muitas situacdes do cotidiano envolvem relagdes
geométricas. Assim, entendo que construcdes geométricas no GeoGebra ajudaram 0s
estudantes a excluir elementos irrelevantes (coordenadas das localiza¢Ges das cidades), para
que relacdes relevantes pudessem ser representadas (estruturas geométricas que permitissem
encontrar o local da construgéo da estagdo de bombeamento solicitado pela situagdo-problema).

Na tarefa Estacdo de Bombeamento as generalizagGes resultaram nos modelos
matematicos circuncentro e baricentro, que permitiram aos estudantes inferir compreensdes
para o local da construcdo da estagdo de bombeamento. O circuncentro quando considerado
exatamente o que estava sendo solicitado pelo comando da situacdo-problema e o baricentro,
quando os limites impostos foram removidos. Desta forma, reconhecer as construgdes do
circuncentro e do baricentro como captura da estrutura essencial da problematica, da tarefa
Estacdo de Bombeamento foi uma forma de generalizacéo.

Essa situacdo-problema produziu conjecturas justificadas, a partir da generalizacao da
estrutura que relacionava a localizagéo das trés cidades e a localizacdo da construcédo da estacéo
de bombeamento. Assim, reconhecer o circuncentro como a técnica possivel para soluciona-la
foi a primeira conjectura a ser contestada, testada, modificada, resultando no uso dos poderes
matematicos ja citados e no uso dos poderes conjecturar e convencer asi e aos outros. Também

como identificados nas interacGes: tragar hipoteses, construir, defender, testar, julgar,
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desautorizar, evidenciar, convencer, convencer a si via pesquisa no Google, corroborar
respostas um do outro, inferir hipotese a partir do modelo construido, interpretar e propor
solucdes, apontar restri¢des, confrontar o mediador, reforcar o que foi solicitado, discutir.

A conjectura do circuncentro descrita por Pedro e Paula, e apoiada pelos outros
estudantes, foi a forma encontrada pelo grupo para trabalhar a situagdo-problema. A partir dai
tudo que foi pensando, expresso, construido precisou ser testado, avaliado, considerado ou
descartado. Mas, isso nao foi possivel por causa de um ou dois estudantes, mas pela colaboracéo
de todos. Os estudantes ndo tinham certezas sobre o que propunham. Tanto que suas propostas
na maioria das vezes eram seguidas de um ponto de interrogacdo, mostrando a necessidade do
outro em corroborar, ao se convencer daquilo que estava sendo proposto, e fazer com que o
participante proponente se convencesse da propria proposta, trabalhando sua confianca.

Para que os estudantes pudessem expressar essas conjecturas de modo a oportunizar
serem avaliados pelo grupo, o mediador precisou fazer com que eles se sentissem confortaveis
para propor e para receber criticas. Criando assim, uma atmosfera de proposi¢6es, na qual o0s
estudantes em momento algum receberam como resposta do mediador ou de outros estudantes
afirmativas como “isso esta errado”, “ndo é assim que se faz”, “vocé ndo aprendeu isso”. De
maneira oposta a cada conjectura apresentada, a hipdtese era tomada como pano de fundo e
analisada pelo grupo, sendo adotada, ou rejeitada, mas de forma a ndo inibir novas proposicoes.

Exemplos de conjecturas que convenceram 0s estudantes aconteceu no episodio 1
quando Zeca e Caco ndo queriam considerar pontos quaisquer, sendo convencidos pelos
argumentos de Pedro, Ana, Paula e do mediador, que se a proposta do circuncentro valesse para
pontos quaisquer, poderia ser replicada no contexto da situagdo-problema. Essa tenséo entre
conjecturas podia ter sido encerrada de outra forma, sobre a alegagdo de que “éramos maioria,
e que fariamos daquele jeito”, e nessa hipotese o0s outros dois estudantes ndo teriam opcdes de
recusar. Mas acdes como essas nao sdo préprias de uma atmosfera de conjecturas, e assim,
funcionando como grupo, mesmo que um participante se oponha a algo, ele vai ser ouvido, sua
proposta vai ser avaliada, e a partir dai 0 grupo ou convencera ou sera convencido.

Outro exemplo de destaque no desenvolvimento da tarefa foi a auséncia de Ana,
pontuada nos episodios 2 e 3, que ao construir o baricentro no lugar do circuncentro oportunizou
outro pano de fundo para o raciocinio do grupo, além do circuncentro. Assim, o0s estudantes e
0 mediador discutiram, argumentaram, avaliaram, compararam, levando parte do grupo a
considerar que para economizar custos na construcdo da estagdo de bombeamento,
desconsiderando a condic¢éo das distancias iguais, o baricentro seria uma op¢do mais viavel do

gue o circuncentro.
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Além de convencer uns aos outros, pesquisas no Google também foram consideradas
por Paula e Pedro, para alicercarem suas propostas. Dessa maneira 0s estudantes
compartilharam que fizeram as pesquisas para confirmarem ideias que estavam pensando,
convencendo-0s a si primeiro, para poderem convencer aos outros. Pode ser que outros
estudantes também fizeram uso dessas pesquisas, mas 0s Unicos que compartilharam foram
Paula e Pedro.

Os ultimos poderes identificados foram os de organizar e classificar, exemplificados
nas interagOes: classificar, organizar, sequenciar, evidenciar, movimentar, reconhecer,
descrever, explicar. Para fazer propostas 0s estudantes precisaram organizar informagdes da
situacdo-problema mentalmente, e a partir disso classificar ao expressarem o que pensaram. Por
exemplo, Pedro e Paula consideraram a disposicao das marcagdes das cidades no mapa, e as
classificaram com vértices de um triangulo. As distancias das cidades foram consideradas como
os lados da é&rea triangular determinada pelos vértices, e nesse contexto a proposta do
circuncentro, poderia ser o local a ser construida a estacdo de bombeamento. Para poder fazer
essas relacOes, os estudantes precisaram considerar aspectos da situacdo-problema, que para
eles eram relevantes, pelas conexdes que estabeleceram com os ferramentais matematicos que

dispunham, em detrimento de outros aspectos que foram deixados de lado.
Interagdes dos tdpicos de Geometria Plana como temas matematicos

O elo que conectou mediador e estudantes na investigacdo no VMTcG foi a tarefa
Estacdo de Bombeamento. Dessa forma foi possivel observar temas matematicos intrinsecos a
tarefa e aos contedos matematicos, que foram aproveitados ou ndo pelo mediador e pelos
estudantes, na investigacdo da situacdo-problema. Considerar interacbes de topicos de
Geometria Plana pode parecer estranho, ja que sdo abstragcBes, mas entendemos que ao
provocarem interacBes nos outros, esses topicos estdo interagindo, sendo essas interacdes
expressas reciprocamente com o mediador e 0s estudantes.

Desse modo, consideramos interagOes estabelecidas entre: mediador e estudantes,
estudantes e estudantes, mediador e VMTcG, estudantes e VMTcG, mediador e circuncentro,
mediador e baricentro, estudantes e circuncentro, estudantes e baricentro. Isto, entre outras
configuracdes nas quais mediador, estudantes, VMTcG e os tdpicos de Geometria Plana
relacionaram-se na investigacdo da tarefa Estacdo de Bombeamento. Veja as interagOes

capturadas pelos diagramas de analise de intera¢@es na Figura 30.
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episodio 3
episodio 2 uma solugdo, circuncentroe o surgimento de
diferentes triangulos, o desenho ajudando
vértices fixados no mapa; circuncentro e baricentro. foco excluir elementos irrelevantes para que
construgdes de segmentos no circuncentro, movimentar o relagdes relevantes possam ser representadas,
de retas, de mediatrizes, e circuncentro, circuncentro e limitagdes e possibilidade de mudanga do
do circuncentro triangulos possiveis circuncentro, produzir generalizagdes,
baricentro como possivel solugédo,

especificidades das medianas do baricentro

Figura 30 — Interacdes das mediatrizes e do circuncentro na tarefa Estacdo de Bombeamento
Fonte: Elaboracédo do autor da tese (2021)

O mediador ao usar a estratégia de querer saber a proposta de Pedro, fez Pedro e Paula
expressarem e classificarem o que tinham imaginado e organizado em suas mentes.
Evidenciando, deste modo, liberdades e limitacdes dos objetos matematicos associados a
aspectos da situacdo-problema. Assim, as limitacbes das localizagcdes das cidades-clientes,
associados a vértices fixados no mapa repercutia na liberdade das construcdes de segmentos de
retas, mediatrizes e do circuncentro. Essas limitacbes também foram observadas nas
construcdes de Ana e Paula, pois Paula construiu as mediatrizes e marcou o circuncentro a partir
das construc@es de circunferéncia, pontos e tridngulo de Ana, de tal modo que as construcgdes
de Paula estavam limitadas as construgdes de Ana.

As limitagdes intrinsecas a tarefa evidenciaram o seu potencial em restringir a atencéo
dos estudantes para 0s objetos matematicos, para os quais a tarefa foi elaborada, mediatrizes e
circuncentro. O que ndo impediu os estudantes de expressarem liberdades desses objetos
matematicos, quando houve a migracdo dos pontos fixos do mapa para pontos quaisquer no
GeoGebra.

Essa mudanca de espaco permitiu, por exemplo, que Ana ao expressar sua auséncia,
estendesse 0s conceitos de pontos notaveis de um triangulo, do circuncentro para o baricentro.
Permitiu também a Paula ao fazer o circuncentro, limitada as construcdes de Ana, desfazer essas
construgdes ao movimentar o circuncentro construido, e dessa forma estender os conceitos do
especifico para o geral, ou seja, das mediatrizes e do circuncentro para uma variedade de
triangulos possiveis. Dessa forma, migrar do quadro branco para o GeoGebra oportunizou aos
estudantes experimentar liberdades de aspectos da tarefa e dos objetos matematicos usados.

Os temas matematicos liberdade e limitacdo, fazendo e desfazendo, estendendo e
restringindo, observados e expressos nas interacdes do mediador e dos estudantes, explicam
muitas das interacOes identificadas nos diagramas de analise de interagdes: uma solucéo ou
duas, circuncentro e o surgimento de diferentes tridngulos, o desenho ajudando excluir

elementos irrelevantes para que relacdes relevantes pudessem ser representadas, limitacdes e
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possibilidade de mudanca do circuncentro, produzir generalizagdes, baricentro como possivel
solucdo, especificidades das medianas do baricentro, entre outras.

Na tarefa Estacdo de Bombeamento a atitude indutiva dos estudantes ndo conflitou com
0 pensamento dedutivo caracteristico da visdo classica euclidiana. Pois os estudantes, nas
primeiras conjecturas j& consideraram uma estrutura, o circuncentro, baseados em suposicdes
acordadas entre eles, encontro das mediatrizes. O GeoGebra permitiu que os estudantes
experimentassem a estrutura de dependéncias de construgdo correspondente a estrutura de
cadeias de raciocinio. Assim, partindo da estrutura principal conjecturada, as deducGes
subsequentes corresponderam as limitagfes, em que a ideia de circuncentro como solugéo para
a situacao-problema dependia de resultados previamente deduzidos: construcdo do triangulo,
marcacdo dos pontos médios, marcacao das perpendiculares nos pontos médios, e marcagdo do

circuncentro como encontro das mediatrizes.

Que/Como poderes matematicos, estratégias pedagdgicas e temas matematicos apareceram
entre estudantes, mediador e contelidos matematicos, durante o desenvolvimento sincrono da

tarefa Estacdo de Bombeamento no ambiente online VMTcG?

O desenvolvimento da tarefa Estagcdo de Bombeamento no VMTcG figurou como uma
atividade formativa online e sincrona, na medida em que os estudantes aceitaram o convite de
investigar uma situacdo-problema, referenciada na semi-realidade da construcdo de uma
estacdo de bombeamento, a partir da localizacdo de trés cidades em uma determinada regido.

Em grupo, estudantes e mediador formaram uma parceria no uso de conteudos
matematicos, que resultaram nas generaliza¢des circuncentro e baricentro. Dessa maneira 0s
estudantes e o mediador conseguiram capturar a estrutura essencial de uma situagdo-problema,
resultando em modelos matematicos, que permitiram ao grupo inferir respostas de acordo com
caracteristicas do enunciado da situacdo-problema.

Observamos também que o trabalho colaborativo dos estudantes, do mediador, e dos
contetdos matematicos deflagrou poderes matematicos, estratégias pedagdgicas e temas

matematicos, apresentados na Figura 31.
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Figura 31 - Poderes matematicos, estratégias pedagadgicas e temas matematicos emergidos da

tarefa Estacdo de Bombeamento no VMTcG
Fonte: Elaboracéo do autor da tese (2021)

Reconhecemos, partindo das interacdes identificadas no desenvolvimento da tarefa de

Modelagem Matematica, que a manifestacdo dos poderes matematicos, estratégias pedagogicas

e temas matematicos aconteceu por causa de aspectos da tarefa Estacdo de Bombeamento,

elaborada e desenvolvida no VMTcG, como:

as mediatrizes e o circuncentro ndo foram indicados no comando da situagao-problema,
muito menos 0s outros contelidos que emergiram na sessao, o baricentro e as medianas;
ndo foi indicado como os estudantes deveriam conduzir a investigagdo, pois as
discussdes foram debatidas, avaliadas, negociadas, aceitas, recusadas pelo grupo;
houve possibilidade de desenvolver diferentes estratégias de resolucéo, como observado
na auséncia de Ana, que permitiu discutir o ponto notavel derivado dos encontros das
medianas de um triangulo inscrito em uma circunferéncia qualquer;

houve op¢des de estratégias, resolucédo e solucéo;

0 controle das interacbes comunicativas ndo esteve centrado no mediador,
oportunizando aos estudantes apresentarem e defenderem seus posicionamentos, bem
como contestarem argumentos do mediador, caracterizando dessa forma, uma
comunicacdo dialdgica entre mediador e estudantes.

Essa combinacéo repercutiu nas interac@es dos estudantes fazendo-os usar seus poderes

matematicos, que em consonancia com as estratégias pedagdgicas do mediador, expressaram

0s temas matematicos intrinsecos a tarefa Estacdo de Bombeamento. Isto porque estavam em
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poténcia e foram desenvolvidos em meio a essa combinacdo de poderes matematicos e
estratégias pedagdgicas nos espacos do VMTcG, revelando uma dependéncia entre as

interacOes dos estudantes, do mediador e dos conteddos matematicos.

8.2 - As estratégias pedagdgicas, os poderes matematicos, e 0s temas matematicos
emergidos da tarefa Poligono ABCDE

Como feito na secdo 8.1, o desenvolvimento da tarefa Poligono ABCDE no VMTcG
permitiu, com base nos conceitos de Johnston-Wilder e Mason (2005) sobre estratégias
pedagdgicas, poderes matematicos e temas matematicos, interpretar interacdes do mediador,
dos estudantes e dos topicos de Geometria Plana, sistematizadas nos diagramas de analise de

interacOes dos episodios 1 e 2 do Capitulo 6.
Interagdes do mediador como estratégias pedagdgicas

As interag0es do mediador no desenvolvimento da tarefa aconteceram de forma
repetitiva. Constantemente o mediador precisou mostrar-se presente/atuante no sentido de
evitar os siléncios, que desde o inicio da sessdo até seu término foram recorrentes. Na Figura

32 podemos perceber as interacdes do mediador na conducéo da tarefa.

episodio 1 episédio 2

chamar a ateng@o para aspectos da
situagdo-problema, fazer com que os
participantes se sentissem confortaveis
para compartilhar ideias, solicitar
formas de resolver, aberto a saber o que
eles estavam pensando, estimular o
compartilhamento de ideias ou davidas,
questionar, amenizar obstaculos para
estimular a proposi¢do de abordagens,
estimular intera¢des, perguntar,
esclarecer pontos ndo entendidos da
situagdo-problema com perguntas

chamar a atengdo dos
estudantes, focar em
ideias dos estudantes,
aprofundar ideias
apresentadas,
fomentar participagdo
do grupo e em grupo,
abordar via
perguntas, direcionar
as intervengdes, rever
ideias apresentadas e
ndo aproveitadas

Figura 32 — Interacdes do mediador na tarefa Poligono ABCDE
Fonte: Elaboracéo do autor da tese (2021)

Como as interacdes entre os estudantes ndo estavam acontecendo, o mediador interveio
para que eles compartilhassem propostas sobre como abordar a tarefa. Observamos a estratégia
diga o que V& nas seguintes interagOes do mediador: fazer com que os estudantes se sentissem
confortaveis para compartilhar ideias, solicitar formas de resolver, mostrar-se aberto a saber
0 que eles estavam pensando, estimular o compartilhamento de ideias ou davidas. Mesmo a
todo momento o mediador provocando para que os estudantes compartilhassem com o grupo o

que estavam pensando, eles sentiam-se inseguros na apresentacdo das suas ideias.
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O mediador ainda ndo tinha experimentado uma situa¢do parecida com esse grupo, ja
gue tanto na tarefa de ambientacdo, quanto na tarefa Estacdo de Bombeamento, a proatividade
coletiva em relacdo a abordagem das situacdes colocadas, era uma caracteristica forte do Grupo
5. O mediador nesse novo contexto, em relacdo a forma de trabalhar com um grupo que se
mostrava menos propositivo, assumiu como estratégia focar em elementos do enunciado da
situacdo-problema, que pudessem ajudar os estudantes a enxergar que o comprimento X era a
medida do poligono, que variava conforme o intervalo considerado, e que a fungéo f (x) era o
perimetro do poligono dependente da variavel x. Assim, identificamos aproximagdes com a
estratégia mesmo e diferente com as seguintes interacdes: chamar atencao dos estudantes para
aspectos da situacdo-problema, esclarecer pontos nédo entendidos da situacao-problema com
perguntas.

O mediador esforgou-se para que houvesse uma atmosfera de conjecturas, na qual 0s
estudantes se sentissem confortveis em compartilhar ideias, como percebemos nas interacdes:
questionar, amenizar obstaculos para estimular a proposicdo de abordagens, estimular
interacOes, perguntar, esclarecer pontos ndo entendidos da situacdo-problema com perguntas.
Essas interacdes geraram respostas, que na maioria das vezes era seguida de duvidas, e logo
eram abandonadas pelos estudantes, ndo sendo aprofundadas. Fato que novamente fazia o
mediador intervir para: aprofundar ideias apresentadas, fomentar participacéo do grupo e em
grupo, abordar via perguntas, direcionar as intervenc@es, rever ideias apresentadas e nédo

aproveitadas.
Interacdes dos estudantes como poderes matematicos

As interagdes dos estudantes durante a sessdo foram timidas, seguidas de ideias, mas
também de muitas davidas. A coletividade na busca por respostas que era presente nas tarefas
anteriores ndo aconteceu nesta sessdo. Os estudantes tinham dificuldades de desenvolver suas

ideias e de contribuir nas ideias do outro. Veja as interagcdes dos estudantes na Figura 33.



episodio 1

compartilhar, pensar com
papel, expressar no VMTcG
0 que pensou com o0 papel,
migrar ideias do papel para
0 VMTcG, confirmar ideias
de outro, propor mesmo
estando com dificuldades
de entender, obstaculos
como impeditivos de
propor, esclarecer pontos
ndo entendidos da situagao-
problema, sistematizar
mformacgdes e gerar
algumas expressdes

episodio 2

observar,
compartilhar o que
pensou, pensar,
particularizar,
generalizar, construir
no GeoGebra,
sugerir, compartilhar
o que estava fazendo
em outros espagos,
testar o que tinha
pensado em outros
espacos
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Figura 33 — Interacdes dos estudantes na tarefa Poligono ABCDE
Fonte: Elaboracéo do autor da tese (2021)

Incentivados pelo mediador os estudantes foram apresentando suas ideias, inicialmente
a partir do que estavam fazendo de maneira individual em seus locais de acesso. Pedro
rabiscando no papel para “estalar” algo na mente, depois Paula, seguida de Ana. Dessa forma,
identificamos aproximacdes com os pares de poderes imaginar e expressar nas seguintes
interacOes dos estudantes: compartilhar, pensa com papel, expressar no VMTcG o que pensou
com o papel, migrar ideias do papel para o VMTcG, propor mesmo estando com dificuldades
de entender, compartilhar o que pensou, compartilhar o que estava fazendo em outros espacos,
testar o que tinha pensado em outros espacos.

Nas interacOes dos estudantes era comum apresentarem ideias de abordagens seguidas
de duvidas e de confirmacdes negativas, que por aquele caminho nédo seria possivel concluir
nada, ou ndo resultaria em nada apropriado para a tarefa. Os siléncios combatidos pelo mediador
davam lugar a interacdes individuais dos estudantes em seus locais de acesso, como Pedro, que
confessou estar rabiscando no papel. Entdo tinhamos consciéncias emergindo em diferentes
momentos e espacos. Primeiro, com o enunciado da situacdo-problema, j& que eles conheciam
no inicio da sessdo. Segundo, interagindo de forma individual, como no caso de Pedro, a partir
de rabiscos no papel e que, provavelmente estava acontecendo 0 mesmo com 0S outros
estudantes. Terceiro, quando os estudantes compartilhavam para o grupo no chat do VMTcG o
gue tinham pensando, testado e concluido no papel. Assim, até as ideias serem expressas no
VMTcG, muito j& havia se perdido nesses momentos e espacos externos ao ambiente online
comum aos estudantes e ao mediador.

Houve também a situacdo do estudante Zeca, que ndo se sentiu confortavel em expressar

0 que tinha pensando, apds questionar a posicdo da reta vertical no poligono, fazendo-o crer
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que a posigéo que ela estava ndo configurava x naquele ponto igual a 3, em relagéo ao total do
lado do poligono que media 5. A forma como o mediador o interpelou, mesmo nédo sendo sua
intencdo, fez com que o estudante ficasse um bom tempo sem interagir com o grupo. Mesmo
nesse contexto, ainda percebemos o uso dos poderes conjecturar e convencer a si € aos outros
em algumas interacgdes, que configuraram uma atmosfera de conjeturas: confirmar ideias de
outro, esclarecer pontos ndo entendidos da situacéo-problema, sugerir.

Os estudantes apontavam caminhos de abordagem, que poderiam resultar em uma
generalizagdo da situacdo-problema investigada. No entanto, as ideias e o0s contetdos
matematicos apareciam seguidos de dividas e de confirmag@es individuais, que aquele caminho
ndo resultava em nada. Entdo, era comum um estudante compartilhar que estava inclinado a
fazer algo, e vir outro e dizer que ja tinha ido por aquele caminho e nédo tinha encontrado nada.
S6 que o fazer desses estudantes era individual e fora do VMTcG, ndo permitindo que o grupo
avaliasse até que ponto aquele caminho ndo era frutifero, ou o que poderia ser feito para que
aquele caminho resultasse em algo, configurando assim obstaculos como impeditivos de
propor, obstaculos principalmente relacionados a aspectos do enunciado da situacdo-problema
proposta.

Algumas tentativas de generalizacdo foram apresentadas por Ana, Zeca e Paula. As de
Ana e Zeca eram semelhantes, para Ana o perimetro do poligono era o perimetro do triangulo
mais alguma coisa. Ja para Zeca, além de comungar dessa interpretacdo de Ana, apresentou a
generalizacdo 12 + 2x, no entanto ndo explicou como chegou nessa expressdo. Em um caminho
diferente, a estudante Paula, tentando encontrar um padrdo que explicasse 0 comportamento
dos dados para poder inferir uma fungdo, mencionou estar tentando colocar no GeoGebra
valores numeéricos para diferentes posicdes da reta vertical, que alterassem o comprimento de x
e 0s receptivos perimetros. No entanto, essa ideia de generalizacdo da situacdo-problema ja
havia sido tentada por Pedro, que afirmou ndo ter conseguido concluir nada.

Nessas tentativas, nenhuma das conjecturas propostas pelos estudantes foi aprofundada,
muitas ideias surgiram, mas nem os estudantes e nem o mediador conseguiu aprofundar essas
ideias, transformando-as em pano de fundo de discussfes. Assim concluimos que em certos
pontos os estudantes usaram o poder de especializar/particularizar sobre aspectos do enunciado
da situacdo-problema, como apontadas nas seguintes interacdes: sistematizar informacoes e
gerar algumas expressOes, observar, particularizar, generalizar, construir no GeoGebra.
Contudo, ndo conseguiram compreender suficientemente aspectos que permitissem ultrapassar
0 caso particular anunciado na tarefa, para poderem usar o poder generalizar, que permitiria o

entendimento mais geral da situacdo-problema investigada.
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InteracGes dos topicos de Geometria Plana como temas matematicos

Os conteudos matematicos que foram foco da tarefa Poligono ABCDE foram:
Perimetro, Teorema de Pitagoras, Semelhanca de Triangulos e Funcdes. Esses conteddos foram
mencionados e testados pelos estudantes e pelo mediador para resolucéo da tarefa gerando as

interacOes apresentadas na Figura 34.

rabiscando no papel para ver se estalava algo na mente, compreensao e articulagio de diferentes
objetos matematicos, padrio entre areas dos poligonos formados pela reta vertical, encontrar
variagdes para construir a fungéo, abordar tridngulo com Semelhanga de Tridngulos, dificuldade
de compreender o que estava sendo proposto pela situacdo-problema, situagao-problema com
muitas informagdes acerca de diferentes objetos matematicos, auséncias com relagio ao
entendimento da situagdo-problema, dificuldades em algebrizar uma situagdo geométrica

comprimento X, perimetro, poligonos, reta vertical, f(x), calcular, intervalos,
medidas dos lados, triangulo AHE, perimetro de AHE + alguma coisa,
intervalo 3 <x <35, intervalo 0 < x < 5, expressio 12 + 2x, poligono ABCDE
no GeoGebra, posi¢do obliqua, posi¢do vertical e horizontal, fungio, restri¢do
de dominio, duas sentengas para a fungéo f (x), Teorema de Pitagoras, da
aritmética para algebra, padrao dos numeros, semelhanga de triangulos

Figura 34 — Interacdes dos conteddos matematicos na tarefa Poligono ABCDE
Fonte: Elaboracédo do autor da tese (2021)

O enunciado da situacdo-problema mencionava objetos matematicos a serem usados na
solucdo. Mas o objeto matematico que predominou foi a ideia de fungdo gerando dificuldades
em conseguir enxergar uma relagdo, que pudesse ser expressa na forma de fungdo. Essas
dificuldades estavam presentes em interagdes como: dificuldade de compreender o que estava
sendo proposto pela situagao-problema, situacéo-problema com muitas informacdes acerca de
diferentes objetos matematicos. A ideia do comprimento x variar conforme movimentacdo da
reta vertical, e dessa forma influenciar no perimetro do poligono ABCDE, envolvia muitos
objetos matematicos da Geometria. Necessitando, portanto, de compreensao e articulacéo de
diferentes objetos matematicos, levando os estudantes a buscar fora do VMTcG, rabiscando no
papel para ver se estalava algo na mente, formas de solucionar a situagdo-problema.

Entendemos que houve demora na passagem da figura do poligono do quadro-branco
para 0 GeoGebra. Isto considerando que o principal motivo de adaptar a tarefa do Poligono
ABCDE foi a possibilidade de movimentar a reta vertical no GeoGebra, 0 que acabou minando
muitas propostas que os estudantes compartilhavam, por elas ficarem no ar, sem poderem ser

testadas usando as ferramentas do GeoGebra. Somada a essa demora, a tarefa em si ja trazia
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uma problematica na sua esséncia, na qual os estudantes precisavam algebrizar uma situacao-
problema da area da Geometria.

Essa mudanca das discussdes do quadro branco para o0 GeoGebra poderia ter sido feita
pelo proprio mediador. Mas em uma abordagem diferente, ele preferiu ver até que ponto 0s
estudantes iriam com as discussGes no quadro branco, até perceberem a necessidade de usar o
GeoGebra, 0 que ndo aconteceu. Assim, da mesma forma coube ao mediador sugerir essa
mudanca de espaco.

Ao considerar trabalhar a construcéo do poligono no GeoGebra, 0 mediador poderia ter
chamado a atencdo para a variagdo do comprimento x e sua relacéo para determinar o perimetro
do poligono ABCDE. Deste modo pressupondo gque visualmente os estudantes conseguiriam
observar que a variagdo do comprimento X interferiria na medida dos lados do poligono, o que
permitiria tragar uma funcdo f (x).

Até certo ponto das discussdes no chat essas caracteristicas foram levantadas, mas ja
tinha passado algum tempo e todos estavam frustrados com o ndo avango no desenvolvimento
da tarefa. Ao ndo focar nas construcdes, o0 mediador perdeu a oportunidade de invocar os temas
matematicos invariancia e mudanca no GeoGebra, de modo a ajudar os estudantes a enxergar
essas relagdes entre 0 comprimento x e o perimetro do poligono ABCDE, fazendo-o apenas no
chat, e ndo conseguindo.

O mediador tinha uma visdo de solucdo para a situacao-problema da tarefa Poligono
ABCDE, e de certa forma essa visdo acabou inviabilizando que outras alternativas fossem
discutidas, analisadas, aceitas ou descartadas. Como, por exemplo, no inicio da sessdo quando
0 estudante Pedro prop0s relacionar areas dos poligonos formados pela reta vertical, na tentativa
de observar variacOes entre estas, e enxergar um padrdo para construir uma funcgéo.

O mediador encarou a proposi¢do de Pedro como uma auséncia na interpretacdo das
informac@es do enunciado, que em momento algum mencionou &reas e sim perimetro. Ainda
tentou saber mais sobre essa proposta, mas acabou direcionando as interagdes da sessdo para
outro rumo, mais proxima da ideia de resolucdo que ele tinha.

O mediador baseou-se na solucéo do problema original, que serviu de apoio/fundamento
para a adaptacdo da tarefa Poligono ABCDE, na qual os estudantes usariam o Teorema de
Pitagoras para encontrar a medida correspondente ao lado obliquo do poligono. Usariam, entéo,
Semelhanca de Tridngulos para encontrar a expressao de f (x) correspondente ao intervalo 0 <
x < 3, e depois encontraria a outra expressao de f (x) para o intervalo 3 < x<S5.

Esta linha de raciocinio fez com que o mediador se agarrasse a propostas proximas desse

caminho, ndo aceitando algo diferente, como no caso da ideia de Pedro, que merecia ser
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discutida, ter recebido opinides dos outros estudantes, que poderiam aceita-la para investigar a
situacdo-problema, ou recusa-la. Enfim, o grupo foi privado de refletir sobre essa possibilidade.
N&o queremos dizer que o caminho de Pedro resultaria em uma solugdo para a situacao-
problema, mas queremos pontuar que merecia ser melhor discutida, até mesmo em caso
negativo, para mostrar ao estudante o porqué dessa proposta ndo ser o caminho mais eficiente
para a investigacéo.

A proposta que mais se aproximou da linha de pensamento do mediador foi a da
estudante Ana, com a qual o mediador enfatizou para ser avaliada pelo grupo, e nos momentos
que se entendeu que seriam duas sentengas para a fungdo, considerando os dois intervalos.
Porém, quando Zeca apresentou uma generalizacdo para essa abordagem da situacdo-problema,
12 + 2x, esta ndo foi discutida, nem pelos outros estudantes e nem pelo mediador, para tentar
entender de onde e como Zeca tinha chegado a esta expresséo.

Com as propostas de Ana 0 grupo avangcou mais na abordagem da tarefa, no
entendimento de restricdo de dominio para as duas expressdes relacionadas aos dois intervalos.
Assim, aproveitando os temas matematicos estender e restringir, o mediador vendo o tempo da
sessao esgotar-se, focou na ideia de Ana para encontrar pelo menos a expressao correspondente
ao intervalo 0 < x < 3, restringindo o dominio de parte do poligono e, consequentemente da
funcéo f (x). No entanto, ndo conseguindo concluir o que planejou.

Ao final da sessdo outra possibilidade apareceu, a proposta de Paula de tentar observar
padrdes ao marcar valores para a posicéo da reta vertical no poligono, comprimento de X, e seus
respectivos perimetros. Todavia, ao ndo se atentar para as limitacdes do dominio contidas nos
intervalos considerados, a estudante percebeu um comportamento exponencial, 0 que a levou a
crer que esse ndo era 0 caminho. Pedro também compartilhou com o grupo, direcionando a
Paula gque tinha pensado parecido e que também ndo tinha concluido nada. O0 mediador trouxe
a ideia de Paula para as discussdes do grupo, no entanto com o tempo da sessao esgotando-se

ndo houve avangos.

Que/Como poderes matematicos, estratégias pedagdgicas e temas matematicos apareceram
entre estudantes, mediador e contetidos matematicos, durante o desenvolvimento sincrono da
tarefa Poligono ABCDE no ambiente online VMTcG?

No desenvolvimento da tarefa Poligono ABCDE, na qual foi investigada uma situacdo-
problema referenciada na propria matemaética, observamos e identificamos interagdes e
colaboracédo entre sujeitos (estudantes, mediador, contelldos matematicos) e entre 0s sujeitos

com os espagos do VMTcG e de fora desse ambiente online. Configurando assim uma atividade
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formativa desenvolvida de forma online e sincrona, resultando nas estratégias, poderes e temas

apontados na Figura 35.
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Figura 35 — Poderes matematicos, estratégias pedagogicas e temas matematicos emergidos da

tarefa Poligono ABCDE no VMTcG
Fonte: Elaboracédo do autor da tese (2021)

Zeca

A tarefa de Modelagem Matematica, a forma como o mediador conduziu a sesséo, e 0s
espacos de interacao adotados pelos estudantes, reverberaram no uso de estratégias pedagdgicas
e de poderes matematicos, e no aparecimento de temas matematicos, como percebemos em

aspectos da tarefa e da sua conducao, em que:

e foram indicados os conteudos matematicos a serem utilizados na investigacao;

e 0 enunciado e algumas intervencbes do mediador indicaram como 0s estudantes
deveriam conduzir a abordagem da situacdo-problema;

e surgiram outras possibilidades de resolucao, no entanto o mediador tentou conduzir para
uma unica estratégia;

e houve encaminhamentos para uma Unica solu¢do;

e houve uma conducdo mais forte do mediador, ja que apresentou um controle maior das
interagdes comunicativas, e mesmo nédo sendo sua intencdo, o mediador contribuiu para
que ndo houvesse uma comunicacao dialdgica entre ele e os estudantes, e entre 0s
estudantes.

Esses aspectos da tarefa Poligono ABCDE e da forma como foi conduzida e investigada

aproxima-se de tarefas de Modelagem Matematica fechadas. No entanto, entendemos que néo
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existiu um sistema de causa e efeito, no sentido de que usar uma tarefa de Modelagem
Matematica fechada repercutiu no ndo uso de poderes e estratégias e no ndo aparecimento de

temas, potencializando impeditivos como os apontados na Figura 36.

diga o que vé;
mesmo e diferente

perguntas que ndo ajudaram
na condugao, direcionamentos
em excesso. foco em muitas
caracteristicas da situagdo-
problema que confundiram
mais os estudantes, siléncios

Figura 36 — Impeditivos do uso de poderes e de estratégias, e no aparecimento de temas no
desenvolvimento da tarefa Poligono ABCDE no VMTcG
Fonte: Elaboracéo do autor da tese (2021)

Os estudantes foram surpreendidos com a tarefa Poligono ABCDE, mas essa surpresa
ndo foi suficiente para motiva-los durante a sessdo para soluciona-la em grupo. Os estudantes
ndo conseguiram exercer seus poderes sobre o contexto da situagdo-problema, pois ndo houve
identificacdo desse contexto com suas experiéncias. Desta forma, entendemos que a falta de
associacOes e ideias da parte dos estudantes foram minando o interesse inicial e o trabalho em
grupo, despertado pela surpresa de ndo conhecer a tarefa da sessdo, ocasionando siléncios no
VMTcG, e o uso individual de outros espacos de interacdo nos locais de acesso dos estudantes.

Essa falta de identificacdo com o contexto da tarefa por parte dos estudantes também
afetou as estratégias do mediador. As caracteristicas de mediacdo advindas da Modelagem
Matematica e das interagdes em um AVA comungam do papel do professor como orientador e
parceiro dos estudantes. Dessa forma, no inicio da sessdo temos o mediador deixando os
estudantes mais soltos para poderem apresentar ideias proprias, e nos momentos finais, ao
perceber que a tarefa ndo seria concluida, temos o mediador assumindo uma postura mais
diretiva, afastando-se das estratégias iniciais.

O ndo uso dos poderes matematicos e das estratégias pedagdgicas repercutiu no nao
aparecimento de temas matematicos. Nas analises reconhecemos 0s temas matematicos

liberdade e limitacdo, estender e restringir, invariancia e mudanca, em poténcia na tarefa
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Poligono ABCDE, que poderiam ter sido aproveitados nas estratégias pedagogicas do
mediador, favorecendo o uso de poderes matematicos dos estudantes e permitindo encontrar
uma solucdo ou solucdes para a tarefa. Todavia, entendemos que a tarefa era ambiciosa no
sentido de trazer muitos objetos matematicos e muitas perguntas para serem trabalhadas em
uma Uunica sessdo. Dessa forma, necessitando de mais uma sessdo, ou entdo de uma
restruturacdo do enunciado da situacdo-problema, ao invés de considerar dois intervalos, trazer
para 0s estudantes a investigacdo de apenas um.

Assim, concluimos que a ambicdo da tarefa repercutiu na motivacdo dos estudantes,
afetando o uso de poderes e o trabalho em grupo no VMTcG. Dessa maneira, fazendo com que
o mediador adotasse uma postura mais diretiva na conducdo da investigacdo da tarefa,
afastando-o das estratégias pedagdgicas fundadas na dindmica de atividades de Modelagem

Matematica e de interaces em um AVA, e ndo permitindo concluir a tarefa Poligono ABCDE.
8.3 As estratégias, os poderes e 0s temas emergidos da tarefa Caminhando com Carol

A sessdo 4 da tarefa Caminhando com Carol veio depois de uma sessdo na qual os
estudantes ndo conseguiram conectar-se com o contexto da tarefa Poligono ABCDE. Também
0 mediador ndo conseguiu amplificar estratégias pedagogicas para estimular 0 uso ou uma
maior frequéncia de uso, dos poderes matematicos dos estudantes, contribuindo para o ndo
aparecimento nas interagfes do mediador e dos estudantes, de temas matematicos. Esses
desdobramentos da sessdo anterior afetaram a conducdo do mediador, que consequentemente
influenciou a abordagem dos estudantes repercutindo na ndo concluséo da tarefa.

Com esta experiéncia percebemos mudancas no mediador, na sua condugdo da
investigacdo da tarefa Caminhando com Carol, afetando a abordagem dos estudantes e o uso de
contelldos matematicos, como percebemos nas interacBes capturadas pelos diagramas de

analise de interacOes dos episodios 1 e 2 do Capitulo 7.
Interacdes do mediador como estratégias pedagdgicas

O mediador assumiu uma postura para evitar siléncios diante das duvidas dos
estudantes. Dessa forma, foi sondando-os sobre formas de abordagem, equilibrando para néo
focar mais em uma proposta do que em outra, e pela primeira vez reconhecendo o uso por parte
dos estudantes de espacos de interacBes externos ao VMTcG. Na Figura 37 é possivel perceber

essa nova tonica na conducao da sesséo adotada pelo mediador.



episodio 1

perguntar sobre as primeiras
impressdes dos estudantes e formas de
resolver, estar aberto a duvidas que
deixavam os estudantes no escuro,

episodio 2

entender o porqué de
considerar determinadas
caracteristicas na
construg¢do, mostrar
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outros caminhos mesmo
o0 grupo ndo seguindo,

chamar atengio de espagos de
interagdo no e fora do VMTcG,
argumentar, chamar para trabalhar em ignorar, postura rispida,
grupo, convencer, querer saber da parabenizar, apoiar, pedir
opinido e incluir outros estudantes ajuda de outros
sobre a tarefa ser trabalhada no estudantes, duvidar e
GeoGebra, direcionar, querer saber das provocar reflexdes,
dificuldades de constru¢do no apoiar entendimentos e
GeoGebra, aberto ao que estava sendo hipéteses do grupo,
feito fora do VMTcG, chamar a requerer respostas e
atencdo para mais de uma resposta, validagdo do grupo
perguntar, incentivar

Figura 37 — Interacdes do mediador na tarefa Caminhando com Carol
Fonte: Elaboragéo do autor da tese (2021)

A estratégia diga o que vé foi usada pelo mediador para descobrir o que os estudantes
estavam pensando, e analisar como eles estavam se sentindo em relacdo a tarefa Caminhando
com Carol. Assim, o mediador perguntou o que eles acharam da tarefa, como seria possivel
resolver, pediu que o estudante Pedro falasse sobre o que ele pensou e sobre 0 que o0 estava
deixando no “escuro”. Pedro, como aconteceu nas duas sessdes anteriores, foi 0 primeiro a
propor. Ao contrario do que fez antes, o mediador ndo esperou os estudantes decidirem ir para
0 GeoGebra, questionou em que espacgo Pedro testaria sua conjectura, e ainda normalizou o uso
do papel, protagonista da tarefa Poligono ABCDE.

Sem deixar a discussao centrada em Pedro, 0 mediador chamou a atencdo dos outros
estudantes conectados no VMTcG, Zeca e Paula sobre a proposta de Pedro e sobre a
possibilidade de construgédo no GeoGebra. O mediador mostrou-se aberto para o uso de outros
espacos, porém deixou claro seu posicionamento sobre a construcao ser feita no GeoGebra, no
sentido de que permitiria que o grupo avaliasse o que estava sendo feito, podendo observar algo
que Pedro, por exemplo, ndo conseguiria sozinho rabiscando no papel. O mediador quis trazer
0 GeoGebra para ser 0 espago principal de testar ideias, tirando-o do espago secundéario que 0s
estudantes o colocaram de aplicar ideias testadas no papel.

Pedro convenceu-se e foi construir no GeoGebra, Zeca foi para o papel. Ambos tiveram
essa liberdade de testar suas propostas. Nesse sentido observamos que o mediador fez uso da
estratégia de quantas maneiras?, pois colocou seu ponto de vista, mas ndo invalidou outros
caminhos externos ao GeoGebra, que poderiam ser percorridos na abordagem da situagéo-

problema da tarefa.
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Nesta postura ficou evidenciada nas interagdes em que o mediador: chamou a atengéo
para espacos de interacdo do VMTcG e fora dele, argumentou, convenceu parte dos estudantes
sobre seu ponto de vista em favor do trabalho em grupo, incluiu outros estudantes, instigando
opinides sobre a proposta de Pedro, direcionou, quis saber ao certo o que estava acontecendo
fora do VMTcG. O uso dessa estratégia perdurou nas interacbes do GeoGebra em
guestionamentos do mediador que emergiram das dificuldades de Pedro na construcdo da figura
no GeoGebra, e das hipoteses de resolucdo apresentadas por Zeca, como observados nas
interacdes do episodio 1: querer saber das dificuldades de constru¢do no GeoGebra, chamar a
atencao para mais de uma resposta, perguntar, incentivar.

Em determinado momento da sessdo os estudantes Paula e Zeca resolveram seguir o que
estavam fazendo, ignorando os direcionamentos do mediador. O mediador entdo esperou para
ver aonde os estudantes chegariam. Mesmo de forma indireta e apostando mais na sua proposta,
observamos aproximacgdes das interacbes do mediador com a estratégia andaimes e
enfraquecimento, considerando que os estudantes seguiram o0 que pensaram por conta propria,
a revelia do que foi proposto pelo mediador. Interacdes do mediador que favoreceram essa
autonomia dos estudantes estiveram presentes quando ele buscou entender o porqué de
considerar determinadas caracteristicas na construgdo e ndo os privou de testar suas
conjecturas, mesmo ndo sendo o que ele tinha em mente. Mas nem todas as interagdes do
mediador foram nessa intencdo, o medo de um impasse e de acontecer com a tarefa Caminhando
com Carol 0 mesmo que aconteceu com a tarefa Poligono ABCDE, fez o mediador reagir a essa
autonomia dos estudantes em alguns momentos, de forma ndo tdo amistosa, assumindo uma
postura um pouco rispida.

O mediador ao favorecer essa autonomia, mesmo nédo sendo o que melhor o satisfizesse,
permitiu que os alunos construissem uma figura propria, ndo sendo apenas uma réplica da figura
que foi apresentada no quadro branco, mas uma construcao dindmica, permitindo e satisfazendo
0 que a principio queria/propunha o mediador, do olhar sobre como multiplicar possibilidades
de solugdes. Ao perceber isso 0 mediador parabenizou, incentivou, apoiou, pediu contribuicdes
de outros estudantes para aperfeicoar a construcédo realizada.

Enfim, a estratégia exemplos construidos pelos alunos foi usada na medida em que as
interacOes do mediador, nessa sessdo e em sessdes anteriores, possibilitaram aos estudantes
fazerem sentido global acerca de aspectos da tarefa. Assim néo os restringindo a reproduzir e
considerar apenas o que estava tracado na figura estatica, apresentada no quadro branco.

A contrariedade do mediador referente a construcdo de Paula esteve mais relacionada a

estratégia de desviar a atengdo para automatizar, assim em seu entendimento a constru¢ao ndo
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era mais importante do que comegar a pensar em como determinar o caminho mais rapido a ser
percorrido por Carol, por isso interagdes do mediador no sentido de: mostrar outros caminhos,
mesmo 0 grupo nao seguindo. No entanto, 0 mediador nédo tinha entendido a construcdo da
estudante, pois pensavam em algo estdtico, enquanto que ela o surpreendeu com uma
construcdo que fazia o que queria, que era mostrar todas as possibilidades de percurso possiveis,
permitindo inferir qual percurso mais rapido a ser percorrido por Carol.

A proposta da tarefa Caminhando com Carol é uma tarefa que ndo prima por exercitar
uma técnica em especifico, ou seja, 0 mediador no planejamento pensou em quais contetdos
poderiam ser trabalhados com a tarefa, mas em momento algum da condugéo da sesséo alguma
técnica foi privilegiada em relacdo a outra. Dessa forma temos a estratégia referente ao ensino
de técnicas, ja que os estudantes foram conduzidos pelas interacdes do mediador de duvidar e
provocar reflexdes, apoiar entendimentos e hipéteses do grupo, requerer respostas e validagao
do grupo; ajudando-os dessa forma por meio dessas discussoes e reflexdes na construcdo de
métodos viaveis e eficientes, para abordar e solucionar a situacdo-problema. Nesse prisma,
primeiro os estudantes reconheceram o contexto da tarefa, para depois aplicarem técnicas de

construcdo no GeoGebra e técnicas de conteidos matematicos.
Interagdes dos estudantes como poderes matematicos

A nova tonica adotada pelo mediador na condugdo da investigacdo da tarefa
Caminhando com Carol refletiu nas interagdes dos estudantes, retomando o uso em grupo de
espacos no VMTcG, e possibilitando o uso ou o aumento da frequéncia de utilizacdo dos
poderes matematicos dos estudantes. Veja na Figura 38 as interacdes dos estudantes capturadas
nos diagramas de andlise de interagdes dos episddios 1 e 2 do Capitulo 7.

episodio 1

pensando, elaborando possibilidades,

mesclar espacos de interagdo, pensar
individual no papel, pensar em grupo
no VMTcG, rabiscar, pensar e ter
ideias parecidas com as ideias de
outro, repassar informacdes do
enunciado da situagdo-problema,
dificuldade de construgio no
GeoGebra, tragar hipoteses de
resolugdo, construir no GeoGebra,
expressar o que pensou em diferentes
momentos, reconhecer a ineficiéncia
do papel e a necessidade do
GeoGebra, perguntar sobre
informagdes do enunciado, elaborar e
propor um plano de abordagem

episodio 2

construir no GeoGebra, visualmente
inferir medidas para angulos, auxiliar
na construgdo de outro estudante,
focar na ideia planejada, ignorar,
contribuir, conjecturar, apoiar,
parabenizar, duvidar sobre o que esta
pensando, propor, conjecturar
solugdo a partir da construgdo,
imaginar e expressar possiveis
solugdes, insistir nas conjecturas,
testar no papel e comunicar no chat,
concordar e apoiar a resolugdo do
outro, validar a resposta encontrada

Figura 38 — InteragOes dos estudantes na tarefa Caminhando com Carol

Fonte: Elaboracdo do autor da tese (2021)
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Pedro e Zeca foram os primeiros a expressar suas ideias para a abordagem da tarefa.
Respondendo as investidas do mediador, Pedro prop6s encontrar as medidas dos lados da
figura, primeiro queria fazer no papel sem aplicar no GeoGebra, convencido pelo mediador
optou por usar primeiro 0 GeoGebra. Paula, depois também disse estar pensando em algo
parecido com o que apresentou Pedro. Zeca, por outro lado, foi “falando em voz alta” no chat
informacdes do enunciado da situacdo-problema e decidiu testar suas ideias no papel, em seu
local de acesso.

Nesse contexto inicial temos os poderes imaginar e expressar 0 que é imaginado nas
interagOes: pensando, elaborando possibilidades, mesclar espagos de interacdo, pensar
individual no papel, pensar em grupo no VMTcG, rabiscar, pensar e ter ideias parecidas com
as de outro, repassar informacdes do enunciado da situacéo-problema.

Pedro trouxe como propds encontrar as medidas dos lados da figura que descrevia,
possiveis percursos para Carol, e Zeca, ap06s seus rabiscos inferiu a hipdtese de que Carol
precisa chegar o mais rapido até o descampado quadrangular. Mas ambos concordaram em
identificar as medidas e usando 0 GeoGebra, e quem assumiu a fungédo de construir a figura foi
a estudante Paula, que ajudou Pedro que estava com dificuldades. Paula construiu, apoiada por
Zeca uma estrutura que sintetizava todas as possibilidades de percurso do enunciado, em que
era possivel verificar a variacdo das medidas dos lados conforme se movimentava um dos
percursos dentro da area quadrangular, convencendo todos com isso, inclusive o mediador, da
importancia daquela construcao para analise de possibilidades de resolugédo da tarefa.

Assim, Paula ao conjecturar possibilidades e efetivar o que estava pensado, convenceu
a si e aos outros da necessidade da construgdo dos percursos para a investigacdo da situacgao-
problema. Os momentos antes da decisdo coletiva de construir a figura no GeoGebra até a
estudante Paula terminar sua construcdo e convencer a todos, demandaram discussdes na
investigacdo, promovendo reflexdes, posicionamentos, que refletiram no uso dos poderes de
conjecturar e convencer a si e aos outros, em varios momentos e vindo de diferentes estudantes.
Como na ideia de abordagem de Pedro, na hipdtese oriunda dos rabiscos de Zeca e na
construcdo dos percursos no GeoGebra de Paula. Onde puderam ser capturadas nas interacoes:
dificuldade de construcdo no GeoGebra, tracar hipoOteses de resolugdo, construir no
GeoGebra, expressar o que pensou em diferentes momentos, reconhecer a ineficiéncia do papel
e a necessidade do GeoGebra, perguntar sobre informagdes do enunciado, elaborar e propor
um plano de abordagem, construir no GeoGebra, visualmente inferir medidas para angulos,
auxiliar na construcdo de outro estudante, focar na ideia planejada, ignorar, contribuir,

conjecturar, apoiar, parabenizar.
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Entendemos a construcdo de Paula no GeoGebra como a generalizagdo da situagéo-
problema proposta pela tarefa. Sendo essa generalizacdo usada como pano de fundo para inferir
respostas para determinar o caminho mais curto de Carol. O grupo ter conseguido chegar nesse
nivel de sofisticagdo mostra o uso dos poderes particularizar/especializar, nos quais as
informagfes do enunciado, juntamente com a figura estatica que o acompanhava foram
absorvidos e entendidos. Isto, para que pudesse resultar em uma generalizacdo, que conseguiu
capturar a esséncia da estrutura, constituindo as possibilidades de percursos de Carol sair de um
vilarejo para outro em menor tempo.

Neste cenario a estudante Paula conseguiu visualizar o que poderia variar da figura e,
partindo dessa interpretacdo, conseguiu chegar em estrutura dindmica, que mesmo com erros
de construcdo, ndo abalou sua importancia nos rumos da investigacao.

A construcdo efetivada pela estudante Paula permitiu ao grupo identificar as medidas
dos lados do percurso, que era a proposta de Pedro, e avaliar a hipdtese de Zeca de que quanto
mais rapido Carol chegasse ao descampado quadrangular, mais rapido seria o0 percurso. A
construcdo virou pano de fundo para as discussdes e para encontrar solucdes, e mais uma vez
0s estudantes Paula, com a hip6tese do encontro do percurso com o descampado quadrangular
formar angulos de retos, e Zeca, com a proposta de usar regra de trés para calcular e encontrar
0 percurso com menor tempo a ser percorrido por Carol, puderam utilizar os poderes a seguir
relacionados. Conjecturar e convencer a si e aos outros, como percebemos nas interagdes:
duvidar sobre 0 que esta pensando, propor, conjecturar solucdo a partir da construcéo,
imaginar e expressar possiveis solucdes, insistir nas conjecturas, testar no papel e comunicar
no chat, concordar e apoiar a resolucéo do outro, validar a resposta encontrada.

Outros poderes que surgiram em diferentes momentos e foram usados pelos estudantes
de organizacao e classificagdo. Em varios momentos, para o avango ou abandono de uma ideia
os estudantes enfatizaram caracteristicas da construgdo. Por exemplo, Paula visual e
posteriormente manipulando a construcdo da figura no GeoGebra, inferiu que os angulos
formados pelo encontro e saida da area quadrangular formavam angulos retos, como seccionava
os lados daquela regido. Por outro lado, Daniel analisando e enfatizando esses angulos retos
considerou usar o Teorema de Pitdgoras, abandonando essa ideia logo em seguida, porque as
ferramentas do GeoGebra identificavam os lados dos triangulos retangulos formados pelos
percursos da figura. Assim, a cada ato de ordenacdo dos estudantes, eles precisaram enfatizar
caracteristicas relevantes (angulos retos) e ignorar outras (outras formagcbes em que néo se
encontrava angulos retos). O que exigiu deles a capacidade de discriminar qualidades

(propriedades, teoremas, generalidades), usadas para classificar.



170

Interagdes dos tdpicos de Geometria Plana como temas matematicos

Os conteudos matematicos pensados pelo mediador para serem discutidos com a tarefa
Caminhando com Carol foram ponto médio, segmentos de retas paralelas, mediatriz, distancia
entre ponto, velocidade. As estratégias pedagdgicas de conducao da sessdo do mediador e 0 uso
de poderes matematicos dos estudantes repercutiu no aparecimento de temas matematicos
relacionados a tarefa e aos contetidos matematicos mencionados. Como podemos observar nas

interacOes dos episodios 1 e 2 do Capitulo 7, apresentadas na Figura 39.

encontrar medidas dos lados da figura, usaro construcdo da figura no GeoGebra, determinar as medidas
papel, aplicar no GeoGebra, condi¢des da do percurso, inferir medidas de dngulos da figura
figura ser construida no GeoGebra, aplicar o visualmente, mediatriz, posi¢do do quadrado errada na
desenho no GeoGebra, distincia entre construgdo do GeoGebra, formula da velocidade,
vilarejos e pontos dos caminhos na figura, possibilidades de abordagem, determinar o tempo a partir
velocidades diferentes no quadrado e fora da razdo do deslocamento e da velocidade média, angulo
dele, menor distincia ¢ uma linha reta, tempo reto, relagdes métricas de um tridngulo retdngulo, regra de
mais curto, formula da velocidade para trés, problema interessante, muitas reflexdes, mais facil
encontrar o tempo que o da sessdo anterior

Figura 39 — Interacdes dos contetdos matematicos na tarefa Caminhando com Carol
Fonte: Elaboracéo do autor da tese (2021)

O objeto matematico apresentado na tarefa Caminhando com Carol foi a estrutura que
mostrava dois percursos, estando limitada inicialmente a esses dois percursos. Transpor essa
forma geométrica para o GeoGebra acrescentou uma liberdade de observar possibilidades de
percursos, que permitiram aos estudantes observar angulos, medidas, que antes ndo era possivel,
com a figura estatica postada no quadro branco. Nesses casos temos 0s temas matematicos
liberdade e limitacdo reconhecidos nas interagdes: construcdo da figura no GeoGebra,
determinar as medidas do percurso, inferir medidas de angulos da figura visualmente,
mediatriz, posi¢éo do quadrado errada na construcéo do GeoGebra.

Outros temas matematicos que percebemos na construcdo da figura no GeoGebra
referem-se ao fazer e desfazer da figura original, solicitando da estudante criatividade de
aproveitar elementos e conceitos matematicos, que ajudaram a tornar a construgdo dinamica e
possibilitar observar diferentes percursos. Assim, trazer conceitos como tragar uma mediatriz
no segmento de reta, que liga o vilarejo a Jacarei até Conceicdo, sem passar pelo descampado
quadrangular, e ainda deixando o segmento paralelo, que passa pelo descampado quadrangular
podendo ser movimentado, necessitou de Paula mais discernimento e engenhosidade, permitiu
que o grupo percebesse nesse caso particular uma estrutura comum subjacente (generalizagao).

Outros temas matematicos acessados pela movimentacdo do segmento paralelo, que
passa pelo descampado quadrangular sdo invariancia e mudanca. Em que foi possivel observar

as medidas dos percursos, variando e fortalecendo a hipdtese de que os pontos dos segmentos
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gue tocavam a area quadrangular e que formavam angulos de 90 graus produziam medidas de

segmentos mais curtos de entrada e saida do descampado quadrangular.

Este dinamismo e essas observagbes permitiram ao grupo tragar abordagens que
encaminharam para a conclusdo da tarefa. Assim percebidas nas interagfes: férmula da
velocidade, possibilidades de abordagem, determinar o tempo a partir da razdo do
deslocamento e da velocidade média, ngulo reto, relagcdes métricas de um triangulo retangulo,

regra de trés, problema interessante, muitas reflexdes, mais facil que o da sesséo anterior.

Que/Como poderes matematicos, estratégias pedagdgicas e temas matematicos apareceram
entre estudantes, mediador e conteldos matematicos durante o desenvolvimento sincrono da

tarefa Caminhando com Carol no ambiente online VMTcG?

No desenvolvimento da tarefa Caminhando com Carol, os estudantes orientados pelo
mediador investigaram o percurso mais curto a ser percorrido por Carol, de Jacarei até
Conceicdo. Nesse contexto emergiram interacdes do mediador como estratégias pedagogicas,
interacOes dos estudantes como poderes matematicos, e expressdes nas interacées do mediador
e dos estudantes emergiram interacOes da tarefa e dos conteddos matematicos, como temas

matematicos, conforme apresentado na Figura 40.
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Figura 40 — Poderes matematicos, estratégias pedagogicas e temas matematicos emergidos da

tarefa Caminhando com Carol no VMTcG
Fonte: Elaboracéo do autor da tese (2021)
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A tarefa de Modelagem Matematica Caminhando com Carol iniciou com uma situagao-

problema, que permitia investigar e comparar dois percursos, para descobrir qual deles Carol



172

podia realizar em menor tempo. A construcdo dos percursos de forma dindmica no GeoGebra

permitiu encontrar um modelo matematico, proporcionando ao grupo avaliar qual o percurso

mais rapido. Nesse contexto pontuamos aspectos da tarefa e da condugdo do mediador como:

ndo foram indicados os contetdos matematicos a serem utilizados na investigacao;
nédo foi indicado como os estudantes deveriam conduzir a investigacdo da situacao-
problema;

houve mais de uma possibilidade de resolucdo, sendo todas analisadas, negociadas,
aceitas ou descartadas pelo grupo;

com a construcdo da figura no GeoGebra e a possibilidade de movimentacdo dos
segmentos, foi possivel avaliar muitas possibilidades de percurso, sendo escolhido uma
Unica solucéo;

a forma de conducao da investigacdo pelo mediador oscilou entre um controle maior
nas interacdes comunicativas na investigacdo e uma maior liberdade, para que 0s
estudantes pudessem avaliar e tomar decisdes proprias, dessa forma a conducdo do
mediador em certos momentos limitou e em outros possibilitou a comunicagédo entre

ele e os estudantes.

Os aspectos identificados na tarefa e na conducdo do mediador caracterizam uma tarefa

de Modelagem Matematica semifechada, em que os estudantes investigaram uma situagéo-

problema ficticia e conseguiram construir uma estrutura, 0 modelo matematico, que permitiu

ao grupo avaliar qual a solugdo apropriada para responder a problemaética da tarefa Caminhando

com Carol.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesta secdo encaminhamos o texto para 0s momentos finais, retomando os trés objetivos
para que ao final possamos responder a questdo de investigagdo, que adotamos como norteadora
deste trabalho. O primeiro objetivo tratou de compreender, no plano tedrico (temas, poderes,
estratégias), interacdes que emergem do desenvolvimento de tarefas de Modelagem
Matematica de forma online e sincrona no VMTcG. O segundo objetivo tratou de explicar como
interacbes entre os contetdos matematicos, mediador e estudantes apareceram no
desenvolvimento online e sincrono de tarefas de Modelagem Matemética no VMTcG.

Para explanar sobre esses objetivos retomamos caracteristicas da dindmica do processo
de Modelagem Matematica, consideradas para a elaboracdo e desenvolvimento das tarefas de
Modelagem Matemaética de forma sincrona, no ambiente online VMTcG: o inicio do processo
com situagdes-problema, referenciados na matematica ou na realidade dos alunos; trabalho em
grupo, alunos e professores sendo parceiros no processo de ensino e aprendizagem; a
generalizacao de informacdes da situacdo-problema investigada; e 0 modelo matemaético como
sintese das escolhas e estratégias tragadas para alcanca-lo.

O inicio das sessbes foi marcado com os estudantes conhecendo as tarefas, duas
situagdes-problema ficticias, referenciadas na realidade (Estacdo de Bombeamento e
Caminhando com Carol) e uma referenciada na Matematica (Poligono ABCDE). O primeiro
impacto dos estudantes com as tarefas sempre abria caminho para 0 mediador usar a estratégia
diga 0 que vé e em resposta os estudantes usarem os poderes de expressar o que eles tinham
imaginado. Esses poderes e essa estratégia aconteciam mais nos momentos iniciais das sessoes,
no entanto perguntar aos estudantes o que eles tinham em mente era constante nas interacoes
do mediador, durante o desenvolvimento das tarefas.

A generalizacdo de informacdes da situagdo-problema investigada acontecia quando os
estudantes levavam as informagdes dos enunciados para construir objetos e formas no
GeoGebra. Na tarefa Estacdo de Bombeamento e na tarefa Caminhando com Carol, elementos
do contexto dos enunciados foram lidos no GeoGebra como objetos da Geometria Plana,
gerando ao final construgdes, que dentro do desenvolvimento das tarefas repercutiram como
modelos matematicos, possibilitando repostas para solucionar as situacdes-problema das
tarefas. Assim, vemos os usos dos poderes particularizar/especializar em momentos que 0s
estudantes estavam buscando entender e se apropriar dos contextos das situa¢des-problema e

conseguiram por meio das construgdes de objetos matematicos — circuncentro e baricentro na
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tarefa Estacdo de Bombeamento e os percursos na tarefa Caminhando com Carol — abstrair
compreensdes que os levaram a solucionar as situacfes-problema.

Os poderes de organizar e classificar também sdo percebidos nas construces do
GeoGebra, ja que os estudantes ao organizarem as informacdes dos enunciados das tarefas
Estacdo de Bombeamento e Caminhando com Carol, enfatizaram caracteristicas que
consideraram importantes para investigacdo e passaram a ignorar outras. Permitindo que eles
discriminassem propriedades usadas para classificar.

O modelo matemaético resultante desse processo, diferente do que comumente vemos
como produto de atividades de Modelagem Matematica, foram os objetos matematicos e a
formas construidas no GeoGebra, pois representaram a situacdo investigada. Isto, na medida
em que reconhecemos as construgfes dos pontos notaveis, circuncentro e baricentro, e dos
percursos com segmentos moveis, como sendo capturas dos estudantes das estruturas essenciais
da situacdo-problema, envolvendo o local da construcdo de uma estagédo de bombeamento e o
percurso a ser realizado em menor tempo por Carol, dessa forma revelando o poder dos
estudantes de generalizar.

A construgdo dos modelos matematicos permitiu 0 uso de outros poderes pelos
estudantes, como as compreensdes que a manipulacdo dos modelos construidos no GeoGebra
fez emergir conjecturas, e com isso a defesa dos estudantes de convencer uns aos outros sobre
possiveis solucBes para a conclusdo da tarefa, usando os poderes matematicos convencer a si e
aos outros.

Na tarefa Poligono ABCDE, contextualizada com elementos da prépria Matematica, 0s
estudantes mostraram em momentos das discussdes, entender a dindmica da situagéo-problema.
No entanto, as duvidas que acompanhavam esses momentos de clarezas acabavam minando a
possibilidade de avancar, ou seja, 0s estudantes ndo conseguiram migrar desses momentos de
particularizac@o/especializacdo sobre a tarefa para uma compreensdo geral dela, ndo
resultando em uma generaliza¢cdo. Assim, 0 grupo ndo conseguiu sistematizar um modelo
matematico, que explicasse ou permitisse que os estudantes tirassem conclusdes, que
conduzissem a investigacao da tarefa.

E pertinente ressaltar, que na relacio estabelecida entre estudantes e mediador nesses
momentos do desenvolvimento das tarefas, evidenciou-se uma parceria assumida entre eles, em
que os poderes usados pelos estudantes eram amplificados ou contraidos pelas estratégias
usadas pelo mediador.

Na tarefa Estacdo de Bombeamento o mediador identificou as medidas na construcao

dos pontos notaveis no GeoGebra, com o objetivo de os estudantes perceberem e compararem



175

a variacdo das medidas da construgédo do circuncentro e do baricentro. Neste momento, saber
usar as ferramentas do GeoGebra ndo era mais importante do que as interpretacfes decorrentes
dessa identificacdo. Assim entendemos o uso da estratégia desviar a aten¢do para automatizar,
ou seja, automatizar o uso de ferramentas na identificacdo das medidas, para desviar a atencéo
para caracteristicas que o mediador acreditou serem mais importantes. A forma como essa
mediacdo se deu, via discussoes e reflexdes, levou os estudantes a construir métodos que eles
consideraram eficientes para abordar o contexto da situacdo-problema. Dessa maneira, fazendo-
0s emergir consciéncias imediatas, focados nos contextos e ndo em técnicas, configurando a
partir dessa mediacdo, juntamente com caracteristicas intrinsecas da tarefa, o uso da estratégia
0 ensino de técnicas.

Por outro lado, na tarefa Poligono ABCDE o mediador ndo conseguiu avangar muito
nas discussdes e por isso foi necessario que ele fosse mais incisivo na mediagado, no sentido de
ndo deixar o foco e os direcionamentos na responsabilidade dos estudantes. E interessante
perceber como na tarefa da Estacdo de Bombeamento os estudantes conseguiram uma
autonomia que ndo se manteve nessa.

Neste contexto de mais duvidas do que certezas, o mediador ndo conseguiu fazer com
que os estudantes trabalhassem em grupo. A estratégia diga o que vé algumas vezes foi
interpretada como critica por alguns estudantes. Mesmo nos momentos finais da sessdo, em que
0 mediador assumindo posturas muito diretivas e usando a estratégia mesmo e diferente, ao
movimentar a reta vertical e mostrar a variacdo do comprimento X, 0s estudantes ja estavam
desgastados, ndo sendo produzido muito mais do que fazer com que eles expressassem suas
davidas.

Ao considerar/comparar as experiéncias nas sessdes anteriores 0 mediador conseguiu
ponderar na mediacdo da tarefa Caminhando com Carol, entre ter um certo controle e
direcionamento, principalmente no inicio da sessdo e, em alguns momentos, deixou 0s
estudantes livres para fazerem e efetivarem suas escolhas mostrando assim, o uso das estratégias
andaimes e enfraquecimento.

Os direcionamentos dados pelo mediador para a construcdo dos percursos no GeoGebra,
no qual ele usou a estratégia exemplos construidos pelos alunos, permitiu aos estudantes
perceberem o geral no especifico, conseguindo partir de caracteristicas do enunciado da
situacdo-problema para uma construgdo, que permitia observar todas as possibilidades de
percurso, que passava pelo descampado quadrangular. Favorecendo, ainda que o mediador e a
tarefa permitissem o0 uso da estratégia o ensino de técnica, em que o0s estudantes foram

conduzidos com discussoes e reflexdes, a construir métodos viaveis e eficientes. Desta forma
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ndo restringindo ao aprendizado isolado de técnicas especificas e privilegiando o contexto da
tarefa. A partir desse contexto os estudantes trouxeram a tona consciéncias imediatas sobre
objetos matematicos, que ajudaram nos encaminhamentos da investigagéo.

Na tarefa Caminhando com Carol, porém, nem todas as estratégias usadas pelo
mediador tiveram seus propositos alcangados, como na situacdo em que o mediador tentou
desviar a atencdo da construcdo dos percursos no GeoGebra, para que 0s estudantes pensassem
em possibilidades de resolucdo. Assim, considerando o foco que houve na construcdo do
Poligono ABCDE, o mediador tentou automatizar a construcdo dos percursos da tarefa
Caminhando com Carol no GeoGebra, para que o grupo focasse nas discussdes. O que fez o
mediador modificar sua postura foi perceber a movimentacdo dos segmentos na construcdo da
estudante Paula, e que com esse dinamismo era possivel discutir todas as possibilidades de
Percursos.

Os temas matematicos puderam ser percebidos expressos nos poderes matematicos dos
estudantes e nas estratégias pedagogicas do mediador, a partir de caracteristicas dos enunciados
das situacGes-problema das tarefas, e dos conteidos matematicos usados na investigacao. Os
temas liberdade e limitagdo foram percebidos nas construcdes das tarefas Estacdo de
Bombeamento e Caminhando com Carol, realizadas pelos estudantes.

Na primeira tarefa, os estudantes tiveram limitagdes de trabalhar com a imagem do mapa
e as marcacOes das trés cidades. A partir do momento que os estudantes transportaram
caracteristicas do mapa para 0 GeoGebra tiveram a liberdade de manipular e construir os pontos
notéveis circuncentro e baricentro.

Na segunda tarefa, os estudantes também tiveram a oportunidade de transferir uma
figura estatica, que indicava dois percursos, para 0 GeoGebra, que possibilitou a liberdade de
manipular o segmento que passava pelo descampado quadrangular, o que deu ao grupo
subsidios para analisar todas as possibilidades de percursos possiveis de serem percorridos em
menor tempo.

Os temas fazendo e desfazendo também estiveram presentes nas constru¢fes do
GeoGebra. Na tarefa Estacdo de Bombeamento Ana construiu o baricentro e posteriormente
Paula, em cima da construcdo de Ana, desfez o baricentro e construiu o circuncentro. As
movimentages que as estudantes fizeram com esses pontos notaveis, permitiu ao mediador
fazer questionamentos sobre o circuncentro e o baricentro ficarem dentro da regido triangular
ou fora. Se aquilo era uma regra ou era caracteristica da situacdo-problema da tarefa. Nessas
discussdes e movimentagdes foi percebido também o uso dos poderes estender e restringir, na

medida em que a partir da constru¢do do ponto notavel baricentro, os estudantes discutiram
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suas propriedades e em seguida, partindo para a discussdo de outro ponto notavel, o
circuncentro, e as discussdes de suas propriedades.

Ja na tarefa Poligono ABCDE observamos o0 uso dos temas estender e restringir nas
estratégias do mediador. Primeiro o mediador, chamando a atengdo para os poligonos formados
a esquerda da reta vertical, limitados entre dois intervalos de 0 < x <3 e 3 <x <5, ¢
posteriormente vendo a sessdo nao avangando, restringiu os intervalos, focando e chamando a
atencdo dos estudantes para o poligono a esquerda da reta vertical, compreendido no intervalo
0<x<3.

Na tarefa Caminhando com Carol a estudante Paula fez os percursos no GeoGebra, e as
caracteristicas de sua construcdo permitiam desfazer a posi¢do do segmento interno a regido
quadrangular. Dessa maneira oportunizando ao grupo discutir sobre o percurso e o toque dos
segmentos de entrada e saida da regido quadrangular, formando angulos retos.

Assim, quando os estudantes movimentavam o segmento interno a regido quadrangular,
0s segmentos de entrada e saida alteravam suas medidas. Quando essas medidas estavam
indicando 5, os angulos formados entre os segmentos de entrada e saida com a regido
quadrangular aproximavam-se de 90 graus. Permitindo, deste modo, que os alunos concluissem
essa posi¢ao como sendo a que indicava 0 menor tempo a ser percorrido por aquele percurso, e
essas interagdes com a construcdo revelam o aparecimento de outros temas a invariancia e
mudanca.

Acreditamos que nossas discussdes acerca das interacées do mediador como estratégias
pedagdgicas, das interacdes dos estudantes como poderes matematicos, e das interacdes dos
conteldos matematicos como temas matematicos, mostraram que compreendemos e
explicamos como as interacdes emergiram no desenvolvimento sincrono de tarefas de
Modelagem Matematica, no ambiente online VMTcG.

Assim, passamos para a discussdo do terceiro e ultimo objetivo elencado, que tratou de
caracterizar o papel do design de EO como uma prética online e sincrona de Modelagem
Matematica, que prima por fomentar interacfes entre os conteldos matematicos, o0 mediador
e 0s estudantes.

Para discutir sobre esse objetivo retomamos o conceito de design, que neste trabalho foi
entendido como um sistema amplo, vivo e articulado, um ecossistema de ensino e de
aprendizagem. Considerando esse ecossistema como um grupo formado por estudantes e o
mediador, que interagiram entre si e com o0 ambiente online VMTcG. Para esse ecossistema
foram planejadas tarefas de Modelagem Matematica, das quais analisamos trés neste texto:

Estacdo de Bombeamento, Poligono ABCDE e Caminhando com Carol. Tarefas de Modelagem
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Matematica pensadas como uma atividade formativa, na qual uma tarefa é apresentada como
proposto/convite de investigacdo de uma situacdo-problema, com potencial de deflagrar
interacOes e trabalho colaborativo. Assim, sob essas lentes discutimos caracteristicas dessas
tarefas incorporadas ao ecossistema de ensino e aprendizagem.

A tarefa Estacdo de Bombeamento apresentou uma situacdo-problema aberta, no sentido
de admitir mais de uma solucdo, referenciada na realidade dos estudantes, ndo indicando
conteddos matematicos e nem formas de abordagens, estratégias, resolucdes, solucbes. O
quadro branco serviu como apoio para postagem da tarefa, o chat colaborou nas discussoes,
reflexdes, negociacdes juntamente com o0 GeoGebra, no qual as construgbes em seu espaco
permitiram que os estudantes embasassem suas conjecturas.

A conducdo do mediador permitiu autonomia dos alunos na tomada de decisGes e nos
direcionamentos para a construcdo dos modelos matematicos e das respostas derivadas deles.
Configurando, dessa maneira, uma conducdo mais fraca do mediador, ndo centrando a
comunicacdo dialdgica nele e sim nos estudantes, e favorecendo o trabalho colaborativo. Neste
cenario, observamos que os estudantes aceitaram o convite de investigacdo da situacdo-
problema deflagrando poderes matematicos, estratégias pedagogicas e temas matematicos.

A tarefa/atividade Poligono ABCDE apresentou uma situagdo-problema fechada,
admitindo uma unica solucdo, com referéncia na propria Matematica, indicando conteddos
matematicos, o que influenciou as intervenc@es do mediador, que encaminhou os estudantes
para a resolugdo que ele conhecia. Os estudantes ficaram bastante tempo discutindo estratégias
e duvidas no chat e observando a figura no GeoGebra. Ficando desgastados quando o mediador
comegou a direciona-los na forma de resolver a questéo, a partir da constru¢do do GeoGebra.
Configurando assim, uma conducdo forte do mediador, ndo permitindo uma comunicacdo
dialdgica entre os estudantes, que passaram a usar espagos para testar suas conjecturas fora do
VMTcG, de forma individual, minando o trabalho colaborativo e a concluséo da tarefa.

Neste contexto, 0s poderes matematicos ndo foram amplificados pela complexidade da
tarefa, que ndo permitiu que os estudantes se conectassem com ela, e pela forma como o
mediador conduziu a sessao, com estratégias pedagogicas que ndo surtiram efeito nas interacoes
dos estudantes. Diante dos poucos poderes matematicos e das estratégias pedagogicas do
mediador, ndo foi possivel observar temas matematicos que poderiam ter ajudado o mediador
na conducgéo da sessao.

A tarefa Caminhando com Carol apresentou uma situacdo-problema semifechada.
Admitia uma Unica solucdo, referenciada na realidade dos estudantes, ndo indicando contetidos

matematicos a serem utilizados. Inicialmente os dois percursos apresentados permitiam
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descobrir qual poderia ser percorrido em menor tempo, no entanto isso mudou a construcao
dindmica realizada no GeoGebra, o que mudou o tom da investigacdo e das intervencgdes do
mediador, que teve uma mediacdo configurando uma conducdo, variando entre momentos mais
fortes e mais fracos. Deste modo, possibilitando uma comunicacdo dial6gica entre os estudantes
nas reflexdes, conjecturas, negociagdes, validagdes e o trabalho colaborativo.

Dessa forma, os estudantes puderam exercer seus poderes matematicos aceitando e
investigando a situacdo-problema da tarefa, e a partir das estratégias pedagogicas adotadas pelo
mediador, de ndo deixar os estudantes tdo livres como na tarefa Estacdo de Bombeamento e
nem tdo soltos como na do Poligono ABCDE, encontrando um meio termo na condugdo da
sesséo.

No desenvolvimento das trés tarefas no VMTcG, caracteristicas da tarefa de Modelagem
Matematica e a conducdo adotada pelo mediador repercutiram no uso de poderes matematicos
pelos estudantes e no aparecimento e uso de temas matematicos, ambos podendo ser ampliados
ou contraidos pelos espacos de interacdes do VMTcG.

Com esses trés objetivos conseguimos sintetizar uma tese para responder a questdo de
investigacdo: Que/Como interacdes apareceram entre estudantes, mediador e contetdos
matematicos durante o desenvolvimento sincrono de tarefas de Modelagem Matematica em um
ambiente virtual de aprendizagem online?

Tarefas de Modelagem Matematica desenvolvidas de forma sincrona em um ambiente
online constituem uma atividade formativa proficua para a manifestacdo de estratégias
pedagogicas, poderes matematicos e temas matematicos. No entanto, a manifestacdo dessas
interacdes esti condicionada a caracteristicas da situacdo-problema proposta na tarefa, as
possibilidades e ferramentas dos espacos de interacdo do ambiente online, e a conducéo
adotada pelo mediador. Assim, os trés condicionantes repercutirdo nas estratégias
pedagogicas adotadas pelo mediador, no uso de poderes matematicos pelos estudantes, e no
uso e desenvolvimento de temas matematicos intrinsecos a situagdo-problema investigada e
aos contelldos matematicos adotados.

A pesquisa que embasou esta tese foi desenvolvida durante o0 ano de 2018, antes do
periodo pandémico que estamos vivenciando desde 2020. Este trabalho apresenta contribuicdes
no sentido de permitir discutir uma proposta de Modelagem Matemaética articulada em uma
pratica de Educacdo Online que potencializou processos de ensino e de aprendizagem
colaborativo e critico, mostrando-se como mais uma opgdo a ser considerada quando

professores de matematica e alunos s@o privados de interagir presencialmente.
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