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Resumo

A instabilidade magnetohidrodindmica (MHD) em uma cuba de redu¢@o de aluminio
surge da interagcdo entre um fluido eletricamente condutor € um campo magnético ge-
rado por correntes elevadas que percorrem os barramentos do circuito de alimentagao
da cuba. Tal fendmeno gera oscilagdes neste fluido, comprometendo a eficiéncia do
processo de reducao do aluminio. As cubas de redugao consistem, em sua configuragao
usual, em um recipiente com paredes planas que acomodam o liquido. Neste tra-
balho € proposta uma nova geometria para o recipiente que acomoda o fluido base-
ada na inclusdo de estruturas perioddicas na base da cuba, com o objetivo de mitigar
tais oscilagdes. A andlise das oscilacdes do fluido € feita com um software desen-
volvido neste trabalho para simular numericamente o processo em duas dimensdes. A
formulacao numérica empregada é baseada no método de diferencas finitas no dominio
do tempo para resolver as equagdes de Navier-Stokes (N-S) através do método de
projecdes de Chorin. O volume e a superficie do fluido sdo mapeados usando o método
MAC, (marker and cell). O liquido é tratado como incompressivel e viscoso, além de
ser eletricamente condutor. As aceleragdes causadas pelo campo magnético e as cor-
rentes elétricas sdo acopladas a N-S pelo célculo da Forca de Lorentz. Os resultados
sdo analisados e comparados através da diferenca entre a variacao da altura do fluido
condutor em dois cendrios, considerando a base da cuba plana, configuragdo atual, e
com a inclusdo das estruturas periddicas na base da cuba.

Palavras-Chave: Magnetohidrodinadmica, Estruturas periddicas, Cuba de reducdo de
aluminio, Método das diferencas finitas no dominio do tempo (FDTD)



Abstract

Magnetohydrodynamic instability (MHD) in an aluminum reduction cell is due to the
interactions between the conductive liquid currents and the magnetic field generated
by very high currents flowing through current feeding circuit buses. Such phenomenon
creates oscillations in this fluid, compromising the efficiency of the process aluminum
reduction. The reduction cells consist, in their usual configuration, of a container with
flat walls that accommodates the liquid. In this work, a new geometry is proposed for
the container based on periodic structures, with the aim of to mitigate such oscillations.
The analysis of oscillations of fluid in both configurations is made with a software
developed in this work to numerically simulate the process in two dimensions. The
numerical formulation employed is based on the finite-difference time-domain method
to solve the Navier-Stokes equations (N-S) explicitly through the Chorin projections
method. The volume and surface of the fluid are mapped using the MAC method,
(marker and cell). The liquid is treated as incompressible and viscous, in addition
to being electrically conductive. The accelerations caused by magnetic field and the
electric currents are coupled to N-S by calculating the Lorentz Force. The results are
analyzed and comparisons through the difference between the variation of the height
of the conductive fluid in two scenarios, considering the flat bottom of the cell, current
configuration, and by applying periodic structures at the bottom of the cell.

Keyords: Aluminum Reduction, MHD, Finite-difference time-domain (FDTD), Peri-
odic Structure
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Capitulo 1

Introducao

magnetohidrodinamica € o estudo do comportamento de fluidos eletricamente
A condutores sob a influéncia de um campo magnético. Os efeitos magnetohi-
drodindmicos causados pela interagao de campos magnéticos com um fluido condutor
elétrico sdo estudados em muitos processos metalirgicos para aumentar o controle so-
bre o nivel de producao e reduzir custos [1]. O fato dos campos magnéticos poderem
influenciar no escoamento de fluidos eletricamente condutores de vdrios modos torna
este assunto de grande interesse. O conhecimento dos efeitos magnetohidrodinamicos
€ um assunto fundamental para o entendimento do processo de produ¢do do aluminio,
no qual o comportamento de metais liquidos é fortemente influenciado por um intenso

campo magnético e pela alta corrente que circula pelo fluido. [2]

Tendo em vista que o aluminio foi descoberto em 1825, a industria do aluminio
cresceu rapidamente. Desde 1886, a producdo de aluminio acumulou 1 bilhdo de tone-
ladas, sendo que, dois tercos deste aluminio ainda se encontra em uso. Atualmente sdao
produzidos diariamente cerca de 100.000 toneladas de aluminio e € esperado que a de-
manda para o aluminio continue crescendo, o International Aluminium Institute (IAI)
publicou um estudo que aponta um crescimento de 40% na demanda por aluminio
primadrio até o final de 2030, o que impulsionara a industria global a produzir mais 33,3
milhdes de toneladas de aluminio por ano [3]. Muito da popularidade do aluminio é
devido a sua alta condutividade elétrica e térmica, além da sua durabilidade e da ma-
leabilidade. O aluminio é usado em varias aplicagdes tais como: instalagdes elétricas,

aeronaves, fabricacdo de automdveis, entre muitas outras.

Em funcdo da imensa quantidade de energia usada no processo de reducdo do
aluminio, pequenas melhorias operacionais podem produzir economias bastante sig-
nificativas. Por exemplo, uma reducio na tensdao de 0,1 V em uma tunica cuba que

opera com 100 kA economizaria aproximadamente 90.000 kWh por ano [4]. A ener-

17



Capitulo,1 18

gia consumida no processo de produ¢do do aluminio gira em torno de 13- 14 kWh a
cada 1 kg de aluminio produzido [5]. Em uma industria altamente competitiva, como

a industria do aluminio, esta € uma quantidade significativa.

O processo industrial de producao do aluminio é constituido por um circuito, cha-
mado de Potline, formado por vérias cubas de eletrdlise (ou cubas de reducdo de
aluminio) eletricamente conectadas em série através de barramentos de aluminio, como
mostra a Figura 1.1. O aluminio é produzido dentro de cada cuba através da eletrdlise

do 6xido de aluminio (alumina) por um processo chamado Hall-Heroult.

Figura 1.1: Circuito formado por vdrias cubas de reducdo de aluminio conectadas eletrica-
mente - Potline. Adaptada de [6]

O processo de produgdo do aluminio € um processo complexo que envolve fortes
campos magnéticos, altas temperaturas e grandes correntes elétricas e sofre a influéncia
de véarios parametros operacionais. Uma forma de aprofundar os conhecimentos sobre
a influéncia dos parametros operacionais na cuba € a modelagem matemaética, pois
testes praticos sao dificeis de ser implantados, devido ao custo e a necessidade de se
interromper o processo de producdo. Modelos mateméaticos podem ser usados para
uma variedade de propdsitos, tais como, a determinacao das profundidades do metal e
do banho, da concentracao de alumina, da temperatura de operagdo, avaliar corrosdao do
anodo e avaliar alteracdes na estrutura das paredes da cuba [7], [8]. Outra possibilidade

¢ estudar a influéncia do potencial elétrico para aumentar a corrente operacional e,

UFPA



Capitulo,1 19

portanto, aumentar a producao, reduzindo as oscilacdes na superficie do metal. Estas
oscilagdes sdo chamadas instabilidades. O mecanismo de instabilidade em uma cuba
de aluminio € objeto de estudo hd varios anos, pois € uma das principais barreiras na

melhoria da eficiéncia energética na produgdo de aluminio.

Haijun Sun [9] estudou a estabilidade de uma cuba de reducdo Hall-Heroult usando
as equacoes fluidodinamicas baseadas no modelo two-dimensional shallow water e
aplicou o método das diferencas finitas para discretiza-las. J.F. Gerbeau [10] simulou
o movimento dos fluidos modelando as equacdes de Navier-stokes acopladas com as
equacgoes de Maxwell e utilizou a técnica dos elementos finitos. Estudos direcionados a
busca de alternativas que possibilitem um aumento na eficiéncia da cuba de reducgao de
aluminio continuam despertando grande interesse na comunidade cientifica [11] [12]
[13].

A finalidade deste trabalho é desenvolver, mediante a teoria magnetohidrodinamica
(MHD), um método capaz de atenuar oscilacdes do fluido existente na cuba de reducao
de aluminio através da modificac@o da base do recipiente que acomoda o fluido, substi-
tuindo a atual configuracdo da base que consiste em uma estrutura plana para um novo
formato com inclusdo de estruturas periddicas. O cdlculo da dimensdo da nova estru-
tura se baseou na teoria dos cristais fondnicos, estruturas periddicas projetadas artifici-
almente para manipular a propagacdo de ondas mecanicas, proporcionando atenuacdo
em determinadas frequéncias. Desta forma, foi necessdrio examinar, com auxilio da
transformada wavelet, as componentes de frequéncia da onda que governam o compor-

tamento do fluido para a escolha da geometria empregada na nova estrutura proposta.

Neste trabalho sao apresentados cédlculos numéricos em duas dimensdes aplicados
na magnetohidrodinamica dos metais liquidos. As equacdes que descrevem o com-
portamento hidrodindmico da cuba de redug@o sdo resolvidas numericamente e dis-
cretizadas pelo método das diferencgas finitas. Foi desenvolvido um software baseado
nas equacdes de Navier-Stokes na forma explicita para estudar fluxos magnetohidro-
dindmicos em duas dimensdes. O método MAC (marker and cell) [14] foi utilizado
para mapear a superficie livre. O software foi usado para estudar as oscilacdes do
fluido na presenca de estruturas periddicas nas paredes das cubas, que foram introdu-

zidas com objetivo de controlar esses movimentos.

O Capitulo 2 traz uma breve abordagem sobre o processo de produgao do aluminio,
desde a extracdo do minério até a obten¢do do aluminio primdrio. Naquele capitulo,
também sao apresentadas as equagdes fisicas, fluidodindmicas e eletromagnéticas, ne-
cessarias para simular o comportamento do fluido sob a influéncia dos fendmenos ele-

tromagnéticos, tais equacgdes sao o ponto de partida do estudo proposto neste trabalho.

UFPA



Capitulo,1 20

Ainda no Capitulo 2, foi introduzido o conceito de transformada wavelet, estrutura
periddica e contorno para superficies livres, indispensaveis na constru¢ao do método

proposto.

Em seguida, o Capitulo 3 descreve a modelagem da cuba de redugdo de aluminio,
onde sdo abordadas as solu¢cdes numéricas empregadas na discretizacdo das equacoes
fisicas, bem como as condicoes de contorno e os critérios de estabilidade da solugdo.
A validacdo do software mediante a comparagao dos resultados obtidos nas simulacdes
com trabalhos existentes e as simulagdes magnetohidrodinamicas que simulam o com-
portamento do fluido na cuba de reducdo de aluminio para efeito de comprovacgdo da
eficiéncia do método proposto sdo apresentados no capitulo 3. Por fim, no Capitulo 4
tém-se as conclusdes do estudo juntamente com as principais perspectivas para traba-

lhos futuros.

UFPA



Capitulo 2

Revisao Teorica

2.1 O Processo de Producao do Aluminio

O processo de producdo do aluminio € dividido em trés partes.

2.1.1 Extracao da Bauxita

A obten¢do do aluminio comeca pela extracdo de um minério chamado bauxita,
ilustrado na Figura 2.1, encontrado ao redor da Linha do Equador e que contém de 15
a 25% de aluminio. A bauxita, localizada alguns metros abaixo do solo, foi formada
pela decomposi¢do de rochas alcalinas através da penetracdo da dgua da chuva durante
milhdes de anos no solo formando uma argila. Nas reservas de bauxita conhecidas
existem cerca de 29 bilhdes de toneladas deste minério, suficientes para a producdo
do aluminio por mais 100 anos, porém, se também considerarmos as reservas ainda
nao descobertas este tempo aumenta para 250 a 340 anos [15]. A Figura 2.2 mostra a

extracdo da bauxita na regiao Norte do Brasil.

2.1.2 Refino da Alumina

A alumina, Al;O3, é obtida através da retirada das impurezas da bauxita, ou seja,
purificacio ou beneficiamento da bauxita, por meio, geralmente, do Processo de Bayer,
desenvolvido em 1887 por Karl Josef Bayer, na Austria. Este processo consiste em tri-
turar a bauxita com soda cdustica para produzir o aluminato de sédio solivel, deixando
as impurezas do residuo insoluveis. A solu¢do de aluminato € entdo decomposta pro-
duzindo o hidréxido de aluminio, Al(OH )3, que é calcinado para produzir a alumina,
Al;O3 [17]. Para um melhor entendimento do Processo de Bayer faz-se necessario

descrever suas etapas.

21



Capitulo 2 2.1. O Processo de Produgdo do Aluminio 22

© geology.com

Figura 2.1: Bauxita. Adaptada de [16]

: :'"! r.l-‘aaa:_;,ﬁ e
[ 5 Tﬂ‘ 1 ;

Figura 2.2: A fotografia mostra a extra¢do de bauxita na mineradora Hydro Alunorte (Foto:
Jodo Ramid/Norsk Hydro ASA 2013)
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Capitulo 2 2.1. O Processo de Produgdo do Aluminio 23

1. Moagem: A bauxita passa por britadores onde € fragmentada para adequagao
da granulometria, reduzindo as particulas e aumentando area da superficie dis-
ponivel para a digestdo. Em seguida, € adicionada soda cdustica e cal para ser

triturada junto com a bauxita e formar uma pasta.

2. Digestao: A pasta formada apds a mistura com soda caustica € submetida a tem-
peratura e pressdo controlada com o objetivo produzir o aluminato de sédio que
pode ser separado das impurezas que se mantém no estado s6lido. O processo
Bayer se baseia, principalmente, no fato da reacdo quimica gerada nesta fase ser
reversivel pois, desta forma, é possivel separar as impurezas e posteriormente
esfriar a solucao recuperando o hidréxido de aluminio. A reacdo quimica gerada

nesta fase é descrita por

Hidréxido de aluminio + Soda Caustica — Aluminato de Sédio

AOH )3,y + NaOH (o) — NaAl(OH)s, 2.1)

)
3. Sedimentacao ou Clarificacao: O objetivo deste processo € separar as impure-

zas, residuos insoluveis, do licor rico em alumina.

4. Precipitacao: O licor obtido na etapa de clarificacado € resfriado, e entdo, ocorre
areacdo inversa a etapa de digestdo, recuperando, assim, o hidréxido de aluminio,
também chamado de hidrato de aluminio. A reagdo quimica gerada nesta fase é

descrita por

NaAl(OH)y oy — Al(OH )3, + 2NaOH (aq). 2.2)

5. Calcificacdo: A alumina hidratada precisa perder o hidrato, ou seja, perder a
agua, para se transformar na matéria-prima da producdo do aluminio. E, para
iss0, a mistura vai para os calcinadores para ser aquecida a mais de 1000 graus
e se transformar na Alumina, ilustrada na Figura 2.3. A reacdo quimica gerada

nesta fase € descrita por

2.1.3 Reducao do Aluminio Primario

Todo o trabalho proposto nesta dissertacao se refere a esta parte do processo, a

obtencdo do aluminio. A alumina ou 6xido de aluminio € um composto quimico for-
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Figura 2.3: Alumina. Adaptada de [18]
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mado por dois dtomos de aluminio e trés atomos de oxigé€nio, Al>O3. Aqui, na etapa
de redu¢do do aluminio primdrio, a alumina refinada é convertida ao aluminio, tirando
o oxigénio que esta fortemente ligado a alumina através de um processo chamado pro-
cesso Hall-Heroult. O processo Hall-Héroult é o método usado hoje para a producdo
industrial de aluminio. Recebeu o nome de seus inventores, o americano Charles Hall
e o francés Paul Héroult. Eles descobriram que ao dissolver a alumina em um banho
quimico a base de criolita (NagAlFg), a temperatura do ponto da fusdo da alumina

diminui de aproximadamente 2000°C para cerca de 1000°C.

Basicamente, o processo Hall-Heroult consiste em dissolver a alumina em um ba-
nho quimico a base de fluoretos (criolita) dentro de um recipiente denominado cuba
de reducao de aluminio e aplicar uma corrente elétrica neste banho para que ocorra a
eletrélise da alumina fazendo com que o oxigénio seja liberado da alumina através de
mecanismos eletroquimicos para reduzir a alumina ao aluminio. Devido a alta tempe-
ratura, a solucao se mantém em estado liquido, permitindo o reabastecimento de alu-
mina a qualquer momento, o que torna o processo continuo. Apds a reacdo, o aluminio

puro liquido se deposita no fundo do forno e depois € aspirado através de sifoes.

A estrutura da cuba consiste em recipiente retangular de aco, revestida internamente
por uma protecdo de barro resistente ao calor, com carvao no interior. O 6xido de
aluminio [alumina] € dissolvido nessa criolita derretida, e, assim, conduz eletricidade.
Imersos no banho estdo anodos de carbono por onde a corrente elétrica é alimentada.
A representacdo esquemadtica da cuba de reducdo do aluminio € apresentada na Figura
2.5.

Molten Aluminium
(tapped out)

-
olten Eia__qprol_gr_gu

Refractory

Figura 2.5: Representacdo esquemdtica de uma cuba de reducdo de aluminio. Fonte: adaptado
de [19]
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Nas cubas, grandes correntes fluem do anodo para o catodo passando pelo ba-
nho eletrolitico que contém a alumina dissolvida. O processo € mantido a aproxi-
madamente 1000°C. Nestas condi¢des o oxigénio € liberado da alumina formando o
aluminio que é depositado sobre o catodo. O oxigénio combina com carbono do anodo
formando o gés carbonico que € liberado como gés. Assim, o anodo é consumido du-
rante o processo. O tempo de troca dos anodos estd na ordem de dias. O banho se
mantém sobre o aluminio liquido em virtude de uma pequena diferenca de densidade

entre os dois. A reacdo quimica gerada nesta fase é descrita por

2Al203(l) +3Cs — 3CO0yy) + 4Al(1). 2.4)

2.2 Equacoes Gerais da Magnetohidrodinamica

A magnetohidrodinamica (MHD) estuda a interagdo entre o eletromagnetismo e
a hidrodindmica, sendo também conhecida por: Magnetofluidodindmica, Magneto-

dindmica ou Hidromagnetismo.

As consequéncias da interacdo de um campo magnético aplicado b com um fluido
eletricamente condutor se movimentando com uma velocidade « aparece como resul-
tado das leis de Faraday, Ampere, e particularmente em fungdo da forca de Lorentz.
Para entender melhor os efeitos magnetohidrodindmicos, pode-se dividi-los em trés
partes [20]:

1. O movimento relativo de um fluido condutor € um campo magnético pode gerar
uma f.e.m (forca eletromotriz)(da ordem |@ X l;\) que se desenvolve de acordo
com a lei de Faraday da indu¢@o. Em geral, correntes elétricas apareceram, sendo

-,

a densidade de corrente da ordem de o (@ x b), onde o é condutividade elétrica.

2. Estas correntes induzidas tém, de acordo com a lei de Ampere, que dar origem a
um segundo campo magnético (induzido). Este se soma ao original e a mudanga

geralmente € tal que parece arrastar as linhas de campo magnético junto com ele.

3. O campo combinado (aplicado + induzido) interage com a densidade de corrente
induzida, j, dando origem a uma for¢a de Lorentz (por unidade de volume), jx b.
Esta age sobre o condutor inibindo o movimento relativo do campo magnético e

o fluido.

Note que estes dois ultimos efeitos t€ém consequéncias similares. Em ambos os
casos 0 movimento relativo entre o campo magnético e o fluido tendem a ser reduzi-
dos. Os fluidos podem arrastar linhas de campos magnéticos (efeito (2)) e campos

magnéticos podem puxar fluidos condutores (efeito (3)).
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A extensao da qual o campo de velocidade influencia um campo magnético aplicado

depende de:
* Velocidade tipica do movimento, ,
e Condutividade do fluido, o, e
* Escala de comprimento, x.

Se o fluido é ndo condutor ou a velocidade € insignificante ndo havera campo
magnético significativo. Do contrdrio, se ¢ ou u s@o relativamente elevados, entdo o
campo magnético induzido pode substancialmente alterar o campo aplicado. A razdo
da qual z, € importante € um pouco menos obvia, mas pode ser clareada pelo seguinte
argumento. A f.e.m gerada pelo movimento relativo entre o campo magnético aplicado
e o meio é da ordem de | x 5| , € desta forma, pela lei de Ohm, a densidade de corrente
induzida é da ordem de o|u X l;| Uma densidade de corrente propagando-se sobre
uma grande area pode produzir um grande campo magnético, porém esta mesma den-
sidade de corrente propagando-se sobre uma pequena darea induz somente um campo
magnético fraco. E portanto o produto oz, que determina a razdo entre o campo
magnético induzido e o campo magnético aplicado. No limite quando cuzry, — o0
(condutores ideais) o campo magnético induzido e o campo magnético aplicado sdo
de mesma ordem. Do contririo, quando oixy — 0, o campo magnético aplicado

permanece relativamente sem perturbagao.

Na MHD dos metais liquidos geralmente o segundo caso € mais encontrado. Com
@ ndo perturbando b. Entretanto deve-se enfatizar que o efeito(3) € mais forte nos
metais liquidos, de maneira que o campo magnético aplicado pode substancialmente
alterar o campo de velocidade. Apesar da alta condutividade dos metais, a velocidade
envolvida em processos industriais € pequena (=~ 10 cm/s). Uma das consequéncias €
que as densidades de corrente induzida sdao geralmente bem modestas. Assim, o campo
magnético induzido € insignificante comparado com o campo aplicado. Contudo, o
campo magnético aplicado é grande o suficiente para a forca de Lorentz, j’x b, dominar

o movimento do fluido.

2.2.1 Eletromagmetismo

As equagdes de Maxwell, que regem os fenomenos eletromagnéticos [21], podem

ser simplificadas para o caso estético por (2.5) e (2.6),

Vxe=0 (2.5)
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V X b= fim], (2.6)

nas quais € é o campo elétrico (V/m), béo campo magnético aplicado (T), u.,, é a
permeabilidade magnética (H/m) e ; é a densidade de corrente elétrica (A/m?).
Visto que V x € = 0, o campo irrotacional € pode ser expresso em termos de um

campo escalar ¢,
e€=—-Vo 2.7

onde ¢ €, por defini¢do, o potencial elétrico (V).

Observa-se em (2.6) que a lei da conservacao da carga é dada por:

V-j=0. (2.8)

A densidade de corrente elétrica j ¢ dada pela lei de Ohm

-,

j=o(€+1d xb) (2.9)

na qual o € a condutividade elétrica do liquido (S/m) e « é a velocidade do fluido. O
primeiro termo do lado direito de (2.9) representa a densidade de corrente dada pela
diferenca de potencial e o segundo € a densidade de corrente induzida. Devido a alta

condutividade do aluminio esse termo nao pode ser desprezado.

Substituindo € em (2.9) por (2.7) e utilizando (2.8), obtém-se a equacao de Poisson
para o potencial elétrico,
V2p =V - (i x b). (2.10)

2.2.2 Fluidodinamica

A dinamica dos Fluidos estuda os fluidos sujeitos a forcas resultantes externas dife-
rentes de zero. A compreensdo correta da fluidodindmica € extremamente importante
para o estudo do comportamento da cuba de redugdo. Nesta secao, sera feita uma breve

abordagem de algumas propriedades do escoamento de fluidos.

O escoamento de fluidos se classifica de acordo com o comportamento do fluido
em movimento, € importante notar que esse comportamento estabelece propriedades
que ndo sdo intrinsecas do fluido, mas um estado em que ele se encontra devido as

condi¢des do escoamento. O escoamento de fluidos se divide como:

* Escoamentos Laminares e Turbulentos: Os laminares sdo aqueles nos quais ca-
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madas muito finas (laminas) de fluido parecem deslizar umas sobre as outras,
ou seja, suas particulas ndo sofrem uma significativa mistura. Enquanto que os

turbulentos consistem em um movimento caotico ou desordenados de particulas
de fluidos individuais [22].

* Escoamentos Compressiveis e Incompressiveis: Um escoamento € dito incom-
pressivel quando sua densidade de massa ndo varia significativamente ao longo

do escoamento. Do contrério, o escoamento € considerado compressivel.

Os escoamentos citados sao modelados por um conjunto de equagdes ndo linea-
res conhecidas como equacgdo da conserva¢do do momento ou equacdes de Navier-
Stokes e obedecem a lei da conservacdo da massa. Porém, para cada tipo de escoa-
mento podem ser feitas algumas simplificagdes que facilitam a solucao das equacoes,
neste trabalho sdo consideradas as equagdes deduzidas para fluidos viscosos e incom-
pressiveis. As equacdes (2.11) e (2.12) representam a equacdo da conservacao do
momento e a equacdo da conservagdo da massa respectivamente, nas quais ¢ € o tempo
(8), @ = (u,v,w) é a velocidade de escoamento (m/s), p é a pressdo (Pa), p e v sdo
respectivamente a densidade (kg/m?) e a viscosidade cinemdtica (m?/s) do fluido e @
representa as aceleracdes externas, tais como a aceleragdo eletromagnética a,, e a gra-
vitacional d, (m/s?). Vale ressaltar que, neste trabalho, o termo @ € usado como fonte.

ou

EJF(@-VW:— Vp +vVii +a, (2.11)

DI

V.-u=0. (2.12)

£

A equagdo da conserva¢ao do momento € derivada da Segunda Lei de Newton que
afirma que a taxa de variacao da quantidade de movimento, em relacio ao tempo é pro-
porcional a for¢a nele exercida. Esta equacdo simplesmente descreve as possibilidades
de mudanca no momento de um fluido. Especificamente, as condi¢des nesta equacao
denotam as mudancas na velocidade relacionadas com a aceleracdo, ao gradiente de
pressdo e ao arraste devido a viscosidade cinemdtica, ou densidade do fluido. Isto &,
a massa do elemento vezes a aceleragdo € igual a for¢a devido a pressdao mais a forca

que surge do tensor viscosidade.

A equacgdo da continuidade para mecanica dos fluidos é baseada no principio da
conservacao da massa e afirma que a massa de um objeto nunca muda ao longo do

tempo. A massa ndo pode ser criada nem destruida.

As equagdes de Navier-Stokes juntamente com a equacgdo da conservacio da massa

podem ser usadas para simular fendmenos de fluidos com precisdo.
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2.2.3 Adimensionalizacao

O estudo do comportamento dos fluidos envolve varios parametros dimensionais
tais como velocidade do escoamento e tamanho da estrutura. Entretanto, os escoamen-
tos podem ser caracterizados por parametros adimensionais compostos por parametros
dimensionais especificos agrupados. Esses parametros adimensionais sdo niimeros pu-
ros obtidos através de uma combinac¢do adequada das grandezas que causam influéncia
no escoamento. Eles aparecem como coeficientes na equagdes adimensionalizadas e
sdo obtidos através da técnica da andlise dimensional, que é baseada na igualdade das
dimensdes de uma equacdo. Uma das grandezas envolvidas no escoamento na cuba de
reducdo é a escala de comprimento, x,. Na cuba de reducgao a distancia entre o topo € o
fundo do recipiente que contém o fluido € pequena, da ordem de centimetros. Portanto,
€ conveniente definir £, menor que um para que o ambiente de estudo seja ampliado

com o objetivo de melhorar as condi¢des de andlise.

Definindo-se os pardmetros

)? = .f/ﬂ?o, ﬁ = ’lI/UO, T = tUO/.fL'o, é = g/bo, V = .Tov,
gg = dyro/ug, ® = ¢/(uoboo),

P:p,Ezgef: J

(pug) upbg ougbo

€ possivel mostrar, por substituicdo, que (2.10), (2.7) e (2.9) em suas formas adi-

mensionais sdo dadas respectivamente por

V20 =V . (U x B), (2.13)
E=-Vo, (2.14)
J=E+Ux B, (2.15)
€
An,=JxB (2.16)

e (2.11) e (2.12) em suas formas adimensionais sdo dadas por

o L . . . 1oy o .
9T + (U -V)U =-VP+ EV U+ A;+NA, (2.17)
c
V-U=0, (2.18)

onde o parimetro adimensional Re = xguq/v é conhecido como o nimero de Rey-

nolds [20], N = ob2xo/(pug) é chamado de nimero de interagdo de Stuart [23] e /fg
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e A,, representam as aceleragOes gravitacional e magnética adimensionais, respectiva-

mente ( ver Apéndice I). O subscrito 0 indica valores de referéncia [24].

Dessa forma, o escoamento passa a ser caracterizado por apenas dois parametros

[23], Re e N, o que também evita problemas numéricos [24].

As equacodes (2.13)-(2.18), que compdem tal sistema para duas dimensodes sdao da-

das, respectivamente, por

e Potencial elétrico

0?0 0*0  O(VBz) O(UBy)

= — 2.1
oxXz "oy ox y (19
e Campo elétrico
0P
Ex=—— 2.20
0P
Ey = —— 2.21
* Densidade de corrente
Jx = Ex +V By, (2.22)
Jy = B, — UBy, (2.23)
» Aceleragdo magnética
Amx = Jy Bz, (2.24)
Apy = —Jx Bz, (2.25)

* Equacgdo da conservagdao do momento para fluidos incompressiveis

a_U—_ 8_U2+8U_V _a_P+i 82U_}_82_U + A + NA
or — \9X 9y ) 98X Re\9X2  9Y2 o m
(2.26)
ov ov: ouv\ oP 1 [(9*V  9*V
— ===+ = |—==+—= — |+Ayy+NA,y, (227
a7 (ay * ax) oy " Re (ax2+ay2)+ av +NAny, (227)
* Equacdo da continuidade para fluidos incompressiveis
ou oV
—+—==0. 2.2
ax Ty =0 (2.28)

2.3 Transformada Wavelet

O célculo das dimensdes das estruturas periddicas requer a andlise do perfil de

oscilacdo do fluido. Veremos no préximo capitulo que a relacdo entre o comprimento
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de onda intrinseco no movimento do fluido com as medidas da estrutura periddica
interfere na amortizacdo do movimento e consequentemente na estabilidade da célula

de reducdo de aluminio.

As oscilagdes de um fluxo magnetohidrodindmico tem um comportamento turbu-
lento, regido por inimeras variacdes e com grande grau de independéncia, ou seja, sao
oscilagdes com forte intermiténcia espacial localizadas em pequenos espacos. A tur-
buléncia € o regime de fluxos de fluido em que as particulas se misturam de forma nao
linear, imprevisivel e com movimentos rotacionais. A Figura 2.6 ilustra a turbuléncia

presente na cuba de reducao de aluminio.

Velocidade do Fluido

Figura 2.6: Turbuléncia em uma cuba de redugdo de aluminio

A transformada wavelet é uma ferramenta matematica apropriada para estudar o
comportamento de fluidos turbulentos, pois permite analisar as caracteristicas da oscilagao
do fluido em curta escala. A transformada wavelet supre limitacdes deixadas pela

transformada de Fourier.

A transformada de Fourier decompde uma funcdo em ondas senoidais, de forma
a elucidar quais frequéncias estdo presentes na fungdo original ou decomposta, en-
tretanto, devido ao dominio de uma senoide ser ilimitado, ndo € possivel realizar
uma andlise direcionada para uma determinada 4rea ou em vdrias escalas. A Fi-
gura 2.7 exemplifica o principio do conceito utilizado na transformada de Fourier, o
lado esquerdo representa ondas senoidais em frequéncias diferentes e o lado direito a

construcao do sinal através do somatorio das ondas senoidais.

A transformada wavelet € uma forma adaptada da transformada de Fourier que uti-
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liza como base fun¢des com dominio limitado, fazendo com que seja possivel analisar
uma pequena porcao da fungdo. A transformada wavelet, consiste na decomposi¢do de
uma fun¢@o em um conjunto de fungdes especificas chamadas wavelets, ¢)(x). As wa-
velets apresentam uma oscilagdo semelhante a uma onda curta, com caimento acentu-
ado e média zero. Ao contrario das senoides que se estendem ao infinito, uma wavelet
existe por uma duragdo finita. As wavelets apresentam diversas formas e sua escolha

depende da aplicacao, a Figura 2.7 apresenta a wavelet de Morlet.

Wavelet de Morlet

1 : : :
08 n
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Figura 2.8: Wavelet Morlet

A funcdo wavelet deve satisfazer dois requisitos:

A area total sob a curva da fung¢do ser igual a zero.

/ d(x)dr =0 (2.29)
A energia da fung¢do ser finita.
/ [Y(2)"dr < L,L €N (2.30)

As funcgdes wavelet podem assumir diversas formas. Neste trabalho foi utilizada a
wavelet morlet dada por
W(x) = ko cos(wz)e >/ (2.31)

onde kg, € a constante de normalizacdo e w a frequéncia.

A wavelet pode ser descrita a partir de dois parametros, o parametro que define a
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sua localizacdo no espacgo (k), uma vez que a funcdo ndo se estende ao infinito e um

parametro que explora a escala (S) e define a dilatagdo e compressao da funcao.

1 z—k
P(z) = m-t/}( S ) = Yrs() (2.32)

Assim, uma transformada wavelet, U (S, K') pode ser escrita, de maneira geral

como:

U(S, K)= /00 f(z)(x)dx (2.33)

2.4 Estruturas Periodicas

O estudo de cristais fondnicos e fotonicos tem sido extensivamente explorado nos
dltimos anos [25]. A conexao entre a fisica dos fonons e fotons e a dinimica de mate-
riais e estruturas periddicas impulsionou diversas pesquisas relacionadas a propagacao
de ondas mecanicas (eldsticas ou acusticas) e eletromagnéticas sob a influéncia de um
meio projetado artificialmente para alterar o comportamento das ondas ao incidirem

em estruturas periddicas.

De um modo geral, cristais fotdnicos sdo compostos da juncao dos seguintes con-
ceitos bésicos: cristal € um corpo sélido com estrutura ordenada, cujos atomos estao
dispostos de forma a criar um padrdo repetitivo. Fotonica € o ramo da ciéncia de-
dicado a compreender fendmenos Opticos, sua dualidade onda-particula (f6ton), sua
geracdo, emissdo, modulacdo, processamento, ampliagdo e detec¢do. De maneira
andloga, fonica diz respeito ao estudo dos sons. Portanto, cristais fondnicas e fotonicas,
sdo estruturas periddicas que bloqueiam a propagacdo de uma determinada faixa de
frequéncia. Esse fendmeno ocorre naturalmente na natureza, tal qual estid presente
nas asas de uma borboleta. No entanto, pesquisadores conseguiram projetar cristais,

artificialmente, para ajustar a faixa de frequéncias refletidas.

Para melhor entender a correlacdo entre cristais e ondas, vamos utilizar os con-
ceitos da fotonica. A luz é um tipo de onda eletromagnética visivel, formada pela
propagacdo de um campo elétrico e um campo magnético. As ondas de luz, bem como
quaisquer fendmenos ondulatérios propagam-se através de diversos meios e podem
sofrer reflexdo, refracdo, difracdo ou dispersao (espalhamento da onda) ao passar de
um meio de propagacdo para outro. A reflexdo ocorre quando uma onda incide sobre
um obsticulo e retorna com um angulo de reflexdo ao mesmo meio de propagagao,
mantendo as mesmas caracteristicas da onda incidente. A onda refletida manterd a ve-

locidade, frequéncia e comprimento de onda iguais aos da onda incidente. A refracdo
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ocorre quando a onda percorre dois meios de propagacdo com caracteristicas distin-
tas. Neste caso a onda tem a sua velocidade de propagacao alterada devido a mudanca
no comprimento de onda. A difracdo esta relacionada com a curvatura das ondas ao
contornar obstaculos e pode ser considerada uma circunstancia especial da dispersao.
A dispersdao ou espalhamento ocorre quando uma onda ao colidir com uma particula
se propaga em direcoes diversas. O tamanho da particula e o comprimento de onda
da luz interferem na intensidade da luz espalhada. A dispersdo da luz € inversamente
proporcional ao comprimento de onda, quanto menor o comprimento de onda, maior

serd a dispersao.

A luz quando entra em contato com um cristal pode ser refletida ou continuar a se
propagar através do cristal. Quando uma onda de luz atinge um objeto, a frequéncia de
suas ondas nem sempre correspondem a frequéncia natural de vibracdo do meio. Isso
faz com que parte da luz seja refletida, enquanto o restante € absorvido. Quando uma
onda incide em um cristal fotonico, determinadas frequéncias sao refletidas e o restante
se propaga através do cristal. Este fendmeno pode ser visto nas borboletas, suas asas
contém cristais fotdnicos microscopicos que fazem com que certas frequéncias refli-
tam, enquanto as demais sao absorvidas pelas asas, isso da as borboletas cores vibran-
tes porque as bandas s@o tdo pequenas que um tinico comprimento de onda € refletido.
Os cristais fotOnicos sdo compostos de estruturas periddicas extremamente pequenas,
alternadas com intervalos que podem ser ajustados para uma largura especifica de tal

forma a controlar o comportamento das ondas refletidas.

Os cristais fondnicos e fotonicos apresentam bandas proibidas, band gaps, onde a
propagacdo de ondas em uma determinada faixa de frequéncia € proibida. Esta ca-
racteristica exprime o conceito de diagrama de banda que representa a relacdo entre a
frequéncia e nimero de onda, ao longo de vérias dire¢des. A estrutura periddica dos
cristais exibe alguma forma de periodicidade, que pode estar nas fases constituintes
de materiais com diferentes propriedades vibracionais, na geometria interna ou nas
condi¢des de contorno. Como tal, meios com estas caracteristicas sao considerados
estruturas de banda de frequéncia. O perfil do bandgap surge da escolha das fases do
material constitutivo e das dimensdes da rede da estrutura periddica fornecendo flexi-

bilidade nas caracteristicas do bandgap.

Os primeiros registros de estudos relacionadas a vibragao e acustica sdo encontrados
nos trabalhos de Newton ao descrever a propagacdo do som no ar [26], e de estruturas
periddicas no estudo de Rayleigh [27] . O fisico, astronomo e matemético Isaac New-
ton (1643-1727) com um simples experimento percebeu que a dispersdo da luz branca
ao incidir em um prisma de vidro, totalmente polido, dava origem a inimeras outras

cores.
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A possibilidade de manipulacdo da propagacao de ondas eletromagnéticas e ondas
mecanicas estimulou o estudo de cristais fotonicos, fononicos [28] e metamateriais
acusticos [29] nos ultimos anos. A diferente dos cristais estudados recentemente e
estruturas periddicas estudadas anteriormente na engenharia estd relacionado com o
desenvolvimento do cédlculo das dimensdes das estruturas por meio de conceitos em-

prestados da cristalografia [30].

Apesar dos primeiros estudos terem como fundamento o eletromagnetismo, a evolu¢ao
no campo de ondas mecénicas tém avancado e conduzindo o desenvolvimento de es-
tudos em materiais de grandes dimensoes voltados para melhorias no meio industrial
[31]. Além disso, o aumento do emprego de métodos numéricos para a caracterizagao
de materiais e estruturas convencionais tornou o estudo sobre o tema mais acessiveis,
proporcionando uma quantidade maior de pesquisas e consequentemente uma melhor

compreensao da iteracao entre estruturas e ondas.
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Modelagem de cubas de reducao de

aluminio

Uma ampla variedade de fendmenos fisicos podem ser representados por meio de
Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs). Exemplos tipicos sdo as equagdes de Maxwell
e Navier-Stokes. Quando tais formulagdes envolvem nao-linearidade, raras sao as ve-
zes em que solucdes analiticas podem ser encontradas. Neste e em outros casos em que
ndo se tem solugdo analitica definida, os métodos numéricos oferecem uma poderosa

ferramenta na determinagdo de solugdes aproximadas.

O problema principal deste trabalho € resolver um sistema composto pela equacdo
da conservacao do momento incluindo a forca de Lorentz, a equagdo da conservagdo
da massa e as equagodes eletrodinamicas em duas dimensdes. Estas equacdes podem ser
resolvidas por uma variedade de técnicas numéricas tais como volumes finitos, elemen-
tos finitos e diferencgas finitas. Todas essas técnicas numéricas visam obter uma solugao
aproximada para o problema de tal forma que o sistema de equacgdes diferenciais ori-
ginal é simplificado transformando-se em um sistema de equagdes algébricas. Dentro
deste contexto, pode-se destacar o método das diferencas finitas como uma das princi-
pais técnicas para a solu¢@o de problemas em vdrias dreas, engenharia e ciéncias. Este
método pode ser aplicado em problemas envolvendo uma ou mais dimensdes, porém
devido a complexidade de problemas magnetohidrodindmicos que acoplam mais de
um processo fisico tem sido dada uma maior énfase em problemas utilizando apenas

duas dimensdes que € o objetivo deste trabalho.
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3.1 Método das Diferencas Finitas

Nesta secdo sao apresentados os conceitos bédsicos referentes ao Método das Diferencas
Finitas. Este foi desenvolvido por Thom em 1920 para resolver equagoes hidrodinamicas
ndo-lineares [32]. A ideia bésica do método é simples. As derivadas nas equagdes di-
ferenciais s@o escritas em termos de quantidades discretas em termos das varidveis de-
pendentes e independentes através de aproximagdes algébricas obtidas da expansdo de
uma funcdo em série de Taylor, resultando em equacdes algébricas chamadas equacdes
de diferencas finitas. A solu¢@o destas equagdes implica na obtencdo de valores para
as varidveis dependentes em pontos da regido de andlise. A solucdo de uma equacgdo
diferencial através do método das diferengas finitas € obtida através dos seguintes pas-
sos [32]:

* Discretizar a regido de andlise de forma a obter-se uma malha de pontos.

* Obter as equacdes de diferencas finitas em cada ponto da malha.

* Resolver as equacdes de diferencas finitas sujeitas as condi¢cdes de contorno e/ou
condicdes iniciais.

Visto que as aproximacdes de diferengas finitas t€ém como base a expansao em série

de Taylor de uma func@o. Considere a expansdo de u(x + A,) e u(z — A,) em série

de Taylor como segue.

B du(z)  (A)? Pu(z)  (A,)? dPu(x)
u(z + Ay) = u(z) + A, o + 5 722 + TR + - (3.1)

du(z)  (AL)? Pu(z)  (AL)? dPu(x) N

u@ = Aa) =ulr) = Aq dx * 21 de2 3 dxz3

(3.2)
De (3.1) pode-se obter a aproximagdo para a primeira derivada de u(z) utilizando

diferenca progressiva.

du(z)  w(z4+A;) —u(z) (A;)dPu(z) (A,)? dPu(z)
de A, 2 d2z 3l ded (3-3)

Esta aproximacao € feita através da consideracdo de um ntiimero finito de termos de
(3.3). Os termos ndo considerados equivalem a um erro, o qual € dado o nome de Erro
Local de Truncamento (ELT). A ordem do termo dominante deste erro define a ordem

de uma equacdo aproximada. Assim, considerando uma aproximacgdo por diferenca
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Figura 3.1: Pontos utilizados na discretizacdo das funcoes e suas derivadas

progressiva de primeira ordem para a primeira derivada de u(x) temos a equagdo de

diferencas finitas dada por

ou(x) _ u(z + A,) — u(x)
ox A,

+ELT (3.4)

A definicao diferenca progressiva ou aproximagdo avangada se refere ao fato de ser

utilizado um ponto adiante de = na discretizacdo, como mostra a Figura 3.1.

De forma anéloga, agora utilizando (3.2), € encontrada a discretizacao por diferenca
atrasada. Uma outra forma de aproximacgdo por diferencas finitas é encontrada sub-
traindo (3.2) de (3.1). Esta recebe o nome de diferenca centrada, pois o ponto de
discretizacdo = encontra-se no meio dos dois pontos utilizados na discretizagdo. As

notacdes utilizadas para tais discretizagdes sao:

 Diferenca progressiva

Ju(x) _ u(z + A,) — u(x)
ox A,

L O(A,) (3.5)

 Diferenca atrasada

ou(r)  u(x) —ulr +A,)
= A +O(A,) (3.6)

 Diferenca centrada

ou(r)  u(z+Ay) —u(r — Ay) 5
9 A + O(A,) (3.7)
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Para encontrar a segunda derivada no ponto z, (9%u(x)/dz?%), soma-se (3.2) a (3.1)

e obtém-se a aproximacao por diferenca centrada de segunda ordem dada por
Pu(x)  ulr+ Ay) —2u(x) +ulz — A,)

o NE + O(A,)2. (3.8)

3.2 Discretizacao das Equacoes Magnetohidrodinamicas

Apesar da complexidade de se encontrar a solucdo do sistema de equagdes dife-
renciais apresentado neste trabalho, € possivel resolve-lo numericamente através da

discretizagdo, temporal e espacial, das equagdes e do ambiente computacional.

3.2.1 Discretizacao Temporal das Equacoes Fluidodinamicas

O sistema de equagdes (2.26)-(2.28) envolve trés incognitas (U, V e P). Neste
sistema, a derivada temporal de Ué aproximada por diferencas finitas pela equagao

ou Ut —gn
N A (3.9)
orT Arp

na qual n € o nimero inteiro indexador do tempo e A7 o incremento temporal dis-
creto, de forma que 7' = nAy. Utilizando esta aproximacao, o sistema formado pelas

equacoes (2.26)-(2.28) transforma-se em

- 3.10
V"Un+120 ( )

{ (1 — 7)) Ap = (07 - )07 — VPr 4 L2004 A N A

Para solucionar este sistema no instante n + 1 supde-se que a solu¢do em n € co-
nhecida. Essa suposicao geralmente € aplicavel, pois a solucdo é sempre conhecida no
nivel temporal anterior. O campo inicial de U, V e P em n = 0 é dado pela condicao
inicial. A partir deste é determinado o campo de U, V' e P no instante n = 1 e assim
sucessivamente. Porém, a equagdo da continuidade nao possui um termo que repre-
sente a variacdo temporal da pressdao. A consequéncia da auséncia desse termo € que
a velocidade U™*! encontrada através do célculo da primeira equagao de (3.10), ge-
ralmente, ndo satisfaz a equagdo da continuidade (segunda equacdo de (3.10)) [33].
Portanto, o campo de pressio P! tem que ser atualizado a fim de que o campo de

velocidade satisfaca a equacao da continuidade. Esta restricdo da origem ao sistema
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implicito
(1 = 078 = (07 9)07 = TP+ RO B+ NAL
Y.t =, |

A metodologia MAC [14] (marker and cell) associada a discretizacdo por diferengas
finitas e ao esquema apresentado em [34] € aplicada para solucionar este sistema. Esta
metodologia consiste na determina¢do da pressdo no instante n + 1 (P"*1) a partir
da equacgao de Poisson para a pressdo. Esta equacdo faz a ligacdo entre a equagao da
conservacao do momento e da continuidade, transformando o sistema implicito em um
sistema explicito. Portanto, o método MAC [34] € um esquema explicito e sua ideia

bésica é desmembrar a velocidade U em duas componentes, da seguinte forma
Ut = Ux + 6U (3.12)

onde U* ¢ obtida retirando o gradiente de pressao da primeira equacao de (3.11) como

segue.
- — — . — 1 . — — —
U*=U"+Ar[(U"-V)U" + ﬁsz" + A+ NAZ). (3.13)

Observa-se entdo, a partir de (3.11) e (3.13), que o termo §U é dado por

oU = —ApV P, (3.14)

A expressdo para a pressao (F) no instante n + 1 pode ser encontrada substituindo
(3.14) em (3.12), aplicando o divergente em ambos os lados e considerando a restricao

dada por (3.11), o que fornece a equagao de Poisson para a pressao,

- V.U
2prtt = : 3.15
v A, (3.15)
Assim, U ¢ atualizado por (veja o algoritmo I)
In+l 77 > pn+1
U(i,j) =U;; —ArVP (3.16)

Dessa forma, tem-se um esquema de atualizag¢do explicito para a velocidade e um
esquema implicito para a pressdo. Alguns autores denominam esse método de semi-

explicito.

O primeiro algoritmo bésico pode ser sintetizado pelo processo iterativo descrito a
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Figura 3.2: Grade computacional bidimensional - Os quadrados mostram a localizacdo da
pressdo (P) e do campo magnético (Bz). Os circulos pretos mostram a localiza¢do da velo-
cidade (U ), da corrente (Ey ) e da densidade de corrente (Jy ). Os circulos brancos mostram
a localizacdo da velocidade (V'), da corrente (Ex) e da densidade de corrente (Jx). Os
tridngulos mostram a localizagdo do potencial elétrico (P).

seguir.
Algoritmo 1
e calcular A (ver o algoritmo II, a seguir);
« calcular a velocidade U* no instante n -+ 1 por (3.13);
* calcular a equacdo de Poisson para a pressao no instante n + 1 por (3.15);
* atualizar o campo de velocidade U em n + 1 utilizando (3.16);

* voltar ao primeiro passo enquanto nao houver convergéncia da solucao.

3.2.2 Discretizacao Espacial das Equacoes Fluidodinamicas

Para o cédlculo numérico das equacdes, a regido de andlise € discretizada usando
uma malha retangular fixa, alinhada com o sistema de coordenadas cartesianas, na
qual as varidveis dependentes sdo definidas em pontos diferentes. A célula compu-
tacional utilizada para representar espacialmente os campos de velocidade e pressao
segue [34]. Nesta célula € incluido o potencial elétrico ®, as componentes do vetor J
e a componente £ do vetor B.O posicionamento destas componentes € obtido através
da andlise das equacdes (2.7)-(2.10). Contudo, as componentes siao distribuidas na

malha da seguinte maneira (ver Figura 3.2):
* A pressdo (P) e o campo magnético (5By) sdo definidos no centro da célula

* A componente horizontal da velocidade (U) e a componente vertical da den-
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sidade de corrente (Jy) sdo definidas no ponto médio da margem vertical da

célula.

* A componente vertical da velocidade (V') e a componente horizontal da densi-
dade de corrente (Jx) sdo definidas no ponto médio da margem horizontal da

célula.

* O potencial magnético (P) é definido na interseccdo entre as margens vertical e

horizontal da célula.

Endereco dacélula

\\ Vi (i)

|—"1‘(i,j)
P(i,j) t‘}(i,i)
(ip)® —
Bz(i'j) U(i )
j-1
Y,
L x
i-1 i ‘
coordenadas

Figura 3.3: A célula computacional bidimensional

Na célula computacional (i, j), que ocupa a regido limitada por [(i—1.0) Ay, (i) Ax]x[j—
1.0)Ay, (j)Ay], a pressdo F; ;) e o campo magnético Bz ; ;) sdo definidos no cen-
tro da célula, a componente horizontal da velocidade Uj; ;) € a componente verti-
cal da densidade de corrente Jy(; ;) na margem direita e a componente vertical da
velocidade V/; ;) juntamente com a componente horizontal da densidade de corrente
Jx (i,j) na margem superior da célula. A Figura 3.3 ilustra a distribui¢do das com-
ponentes na célula (¢, j). A componente da pressdo F; ;) se localiza na coordenada
((i —0.5)Ax, (j — 0.5)Ay), a componente de velocidade Uy; ;) e de densidade de cor-
rente .Jy (; ;) na coordenada ((i)Ax, (j — 0.5)Ay) e a componente de velocidade V{; ;)

e da densidade de corrente Jx ; ;y na coordenada ((i — 0.5)Ax, (j)Ay).

A equagdo da continuidade é aproximada utilizando diferenca centrada. Portanto,

as aproximacoes dos termos de (2.28) sdo dados por

[aU - Vi) = Uii1y) (3.17)

aX} (i—0.5,9) Ax
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{W o Vi) = Visgon) (3.18)

8Y1 (4,j—0.5) Ay
onde:i=1,--- ,nxej=1,--- ny.

A equacdo da conservacdo do momento para as componentes U e V € aproxi-
mada no ponto médio das arestas de cada célula. As segundas derivadas 9*U/0X?
e ?U/JY? de (2.26) e 9*°V/0X? e 9*V/0Y? de (2.27) representam os termos difusi-

vos desta equagdo. Estas sdo aproximadas de acordo com (3.8).

Assim, de (2.26), tem-se

PU Uiy — 2Ua ) — Ui-ry)

~ A
0X? (Ax)? (3.19)
© 2
U _ Uig+y — 2UGg) — Ui (3.20)
Y2 (Ay)? '
e de (2.27), tem-se
?V Ve — 2V — Vi
- ~ (i,5+1) ( 7])2 (4,5—1) (321)
Y (Ay)
e
82‘/ ~ Wi+1:j) - 2‘/(173) - ‘/(i—l,j) (322)

ox2 "~ (Ax)?

Os termos de (2.26) e (2.27) que representam a variagdo da pressdao (OP/0X e
0P/0Y) sdo aproximados utilizando diferenga centrada. Desta maneira, a equagio da

conservacao do momento € influenciada diretamente pelo gradiente de pressao.

P Pusy) — Puy)
0X Ax

(3.23)

or _ Pigen — Py
oY Ay

(3.24)

A discretizagdo dos termos convectivos O(U?)/0X, O(UV)/0X, o(UV)/dY e
d(V?)/dY, apresenta algumas dificuldades em fung¢@o da necessidade de se obter va-
lores em lugares que nao estao definidos na malha, como mostra as equacdes discreti-
zadas (3.25)-(3.28).

o(U?) - (U?) (4055 — (U*) =05, (3.25)
0X (i.4) Ax .
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i+1,]

Figura 3.4: Valores definidos para discretizacdo da u-equagdo da conservagdo do momento

{8((]\/)} - (UV)jt05 — (UV)ij-05) (3.26)

Yl Ay

[3(‘/2)} ~ (UV)(i+0.5,j) - (UV)(Z‘*O-&J') (3.27)
0 s Ay

a(UV) ~ (UV)(z‘+O.5,j) - (UV)(¢_0,5,]‘) (3.28)
X |, Ax '

Por exemplo, para discretizar o termo convectivo da U - equagdo da conservacao do
momento, J(UV')/0Y, no ponto médio da margem direita da célula (i, j), utilizando
diferenca centrada, € necessarios valores de componentes de velocidade em pontos
adicionais, ndo definidos na malha, em duas dire¢cdes. Na direcdo vertical (x na Fi-
gura 3.4) e na direcdo horizontal (4 na Figura 3.4), conforme mostra a Figura 3.4. A
solucdo € obter esses valores através da interpolacdo de valores das velocidades, U e
V', adjacentes. O formato da expressao para os termos convectivos depende da técnicas

de interpolagdo utilizada. Por exemplo, utilizando diferenca centrada, obtém-se:

auv)]
oY Jauy
L (Vg + Vi) Weg + Uagen)  (Vay—n + Virg—n) Wag-1) + Uay)
_— (B.29)
Ay 2 2 2 2

Similarmente, para 9(U?)/0X, também utilizando diferenca centrada, tem-se
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o] 1 (Uip+Uerin\ _ (Ui-rp +Uis\ (3.30)
0X |, Ax 2 2 ‘

Na discretizacao dos termos convectivos € necessaria uma interpolacdo para de-
terminar alguns valores nao definidos na malha. Os termos convectivos da equagao
do momento tornam-se dominantes para nimero de Reynolds altos e velocidades al-
tas, portanto a adequada discretizagdo destes termos é de extrema importancia. A
discretizacdo destes termos se baseia na diferenca entre a velocidade de convecgdo U e
V', e a propriedade U e V' transportada. Para uma melhor compreensao desta diferenca

considere a forma ndo-conservativa da equagao geral da conveccao-difusao:

ov ov ov 0*v  9*v
r — 31
p8T+pU(’)X+’OV0Y <8X2+8Y2)+qu (3.31)
em que ¥ € a propriedade transportada, com velocidades de conveccdo U e V, e
difundida no dominio. A equacdo 3.31 determina a propriedade ¥ considerando U,
V' e p conhecidos. Quando a propriedade ¥ transportada € a velocidade U, tem-se a
forma nao conservativa da equacdo da conservacao do momento para a componente U

da velocidade,
oUu oUu oUu ’U  0*U
Por +pU8X +pVaY (8X2 6Y2> + Su, (3.32)

onde Sy = —0P/0X.

A discretizagdo do termo pU g—g de (3.32) utilizando diferenca centrada, em uma

dimensao, € dada por:

ou Utivos) — Ui—o.5)
— A » 3.33
[an } (i.9) A ( Ax (39

Note que a velocidade de convecgdo Uy, esta definida na malha enquanto que os
valores das propriedades, U;1o.5) € U(i—o.5), devem ser aproximados por uma fungdo

de interpolacdo, também conhecida como esquema convectivo.

Neste trabalho € considerada a forma conservativa adimensional da equacdo da

conservacao do momento, (2.26) e (2.27). Assim, ao discretizar o termo convectivo
oUu?)

~5x_ em (2.26) encontra-se:
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e Te
U (i-0.5) U (i+0.5)

. o - o—p -
U(i- 1) U(i+0.5) 0} U(i+ 0.5) U(i+ 1)

‘ Diregao positiva do escoamento>

Figura 3.5: Posi¢do das velocidades utilizadas no esquema donor-cell scheme

{8(UU)} _ UironUiros) — Ui-09Ui-05) (3.34)
(4.4)

0X Ax

onde U, (i4+0.5) € U(Z 0.5) 880 as velocidades de convecgdo e U;1q.5) € U(;—o.5) as pro-

priedades.

As velocidades de conveccao, U, (i+0.5) € U , sao consideradas conhecidas e sdo
determinadas através de uma média aritmética enquanto que as propriedades U(;;o.5)
e U(i—o.5) sdo aproximadas através de um esquema convectivo que utiliza um modelo
de interpolacio adequado. E importante notar que a separacio do termo convectivo
(UU) é uma forma de linearizar a equagdo de diferengas finitas, pois os termos que

representam as velocidades de conveccdo sao considerados conhecidos.

Neste trabalho € utilizado um esquema hibrido de discretizacao [35], composto por
dois esquemas, o esquema donor-cell scheme [36] e 0 esquema de Diferenca Centrada.
Os esquemas convectivos levam em conta a dire¢do local do escoamento para escolher
a funcao de interpolacdo adequada. Isso € necessario devido ao fato de que as proprie-

dades em questdo dependem das propriedades do escoamento a montante do ponto em
AOU)

5 €m uma dimensao

que sdo discretizadas. Considere a forma discreta do termo

dada por:

[6(UU)] ~ U(i+0.5)U(i+0.5) - U(i70.5)U(i*0~5) (3.35)
(4.5)

0X Ax

A discretizacao deste termo utilizando o esquema convectivo donor-cell scheme €
determinada de tal forma que U;1.5) € Ugi—o.5) s@o escolhidas conforme o sinal da
velocidade de conveccdo estimada pela média aritmética U €(i+0.5) € U €(i—0.5)- Assim,

conforme mostra a Figura 3.5, tem-se:
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Utivos) = (i-0.5) =

Uwy, Ue >0 Ui-1y, U0z >0
@ Uluros) Ui gs = 1 Vi U5 20 5 50
Uiy, Ufitos <0 Uw,  Uclzos <0

onde, U¢(;105) € U¢(;_o5) sdo dados respectivamente por:

- Ui—y + U - . Uiy + Ui
Ui—os = U = % Uflivos) = U =~ % (3.37)
Para concluir, encontra-se a discretizacao de (3.35) representada por:
o(Uv) L e e
{ B3% L’,j) ~ E((U r = U DUy
+(U + US| = U + |Uel|)U(i) + (=U% — |Uel|)U(i_1))
1
~ oo U U + Uiry) = US(Ui- + Uy
b's
+|Uer|(U(i) — U(i+1)) — |Uel|(U(i_1) — U(i))) (3.38)

Este esquema sempre considera a direc¢do local do escoamento.

Finalmente, (3.25)-(3.28) sdo discretizadas utilizando o esquema hibrido. Este es-
quema convectivo é uma mistura de diferenca centrada com donor-cell scheme. Desta
forma, as equacoes discretas para os termos convectivos da equacdo da conservagao do

momento siao dadas por:

* Termos convectivos da U - equagdo da conservacao do momento

{3((]2)] ~ 1 [(U(m’) + U(i+1,j))2 3 (U(i—Lj) +U<m’))2}
(4,5)

X Ax 2 2
]! [|U(i:j) + Ulirg)| (Uiig) — Uiitr))
Ax 2 2
U1 + Uil U1 + U(m))} (3.39)
2 2 '
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ouv)| L[ Viig) + Viirrg) Uiig) + Utigv
v ., Ay 2 2
~ (Vii—n + Vi1 U1 + Uiy ]
2 2
+7L[|V<m'> + Vii+ry)| (Uiig) — Uige)
Ay 2 2
W= + Visr—y | (Ugi-ny + U, (m)]
2 2

(3.40)

* Termos convectivos da V' - equagdo da conservacao do momento

0X - AX[ 2 2
~(Ui—1y) + U—1,5+0) Vi) + Vi) ]
2 2
. 1 [!Ua,j) + Uil Vg — Vi)
Ax 2 2
NU-15) + U140 V-1 + Vi)
2 2

[3(UV)1 1 (U(m') + Ui g+ Viig) + V(z’+1,j)>
(4,9)

] (3.41)

2 2
Ay 2 2
~ Wag-1 + Vil Viag-n + Vi)
2 2

{3(‘/2)] ~ L (V(i,j) + V(z’,j+1)>2 N (V(i,jl) + V(m)>2]
(4.9)

| (3.42)

O parametro real v tem que ser escolhido no intervalo [0,1]. Para v = 0 tem-se
a discretizagdo por diferenca centrada e para v = 1 tem-se a discretizagdo puramente

por donor-cell scheme. O parametro real v deve satisfazer a seguinte condi¢do [37]:

Ui nA Ui nA
Y = Max (| (A])X TH (A])Y T\). (3.43)

Assim, sem perda de generalidade, tem-se para o caso bidimensional em diferencas
finitas, para a componente X da velocidade, aplicando as metodologias apresentadas
neste trabalho, tem-se
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Uijy = Uligy +

1 . ouv  oU?
Ap | =—VU - ——— — n NA%, . . 3.44
g (Rev U=y ~ax "% XW)) ’ (344)
na qual
oU? n n
a_Xz[(Uij + Ulti1.0)-(UG gy + Uliay)
+7|U + U(H—l J) | (U(Zj (z+1 ]))
—(Ugi- 1J>+U<u) (Uli-1) + Ulip)
UG5 + UG - Uiz ) — UG )1/ (4Ax),
ouv
8—Y ~ [(v ) + vz—i—l])) ( (i,9) + Uz]—i—l))
+7|VY(Z 7) + Vv(i—‘rl ) | (U(z] zy—i—l))
(‘/(zg 1) +Vz+1_7 1)) (U(z] 1)+U ))
_”Y‘V(Zj—l) + ‘/(i—i-l,j—l)“(U(i,j—l) - U )]/(4AY)
e

V2U [U(H-l J) 2U + U(z 1,5) ]/A2
+(U(i,j+1 2Uz]) + U’Lj 1) )/AYv

onde o termo ~ é chamado de coeficiente upwind [24] [38] e U representa u na
forma adimensional. O procedimento para o calculo de V* € andlogo.

A equacdo de Poisson da pressao € calculada de forma similar a equagao de Poisson
do potencial, ou seja, as derivadas da equacdo de Poisson sdo aproximadas utilizando
diferenca centrada. Da mesma forma, essa aproximacao d4 origem a um sistema de
equacoes lineares que também sao resolvidas utilizando o método da sobrerrelaxagao

sucessiva descrito em [39]. Entdo, para (3.15), tem-se

Pijy = (1 —w) Py +
—Bl(Piis1j) + Pi-14))/ A% +
(Peijr1) + Paj-1))/ A% — ¥i.p), (3.45)
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j=ny+1

j=ny

Camada

Extra
U\.2—>
i=1 Uo'(:) Uiy » Uit »
X -
=/
=0 Uio 9
*
Condigo de i=0 i=1 i=ny i=ny+1
contorno imposta Condig&o de contorno
pelo tipo de parede calculada através da

técnica da reflexdo

Figura 3.6: Componentes da velocidade necessdrias para cdlculo do termo difusivo, %, de

[j*

na qual w € o coeficiente de relaxagio [39], B = —w[2(AY* + Ay?)] te

1 * *
Vi) = A_T[(U(i,j) - U(i—l,j))/AX +
(Vi — Vi j-1)/ Ayl (3.46)

As equacoes (3.45) e (3.46) sdo computadas diversas vezes até ser encontrada a

convergéncia para todos os valores F; j) da malha computacional. Os valores finais

encontrados sdo utilizados para calcular 6U. Esse passo garante que VU & 0.

3.2.3 Discretizacao Espacial das Equacoes Eletromagnéticas

A equacdo (2.19) é aproximada no ponto ® da Figura 3.7 utilizando diferenca cen-

trada. Desta forma, esta equagdo para uma célula (i, j) pode ser escrita como segue.

Pliv1y) — 2Pa 5 + Pa-1,) N Qg1 — 2P + Py

AX?2 AY?
Viiv1.) Bz (iv1.5+05) — Vii.j) Bz o) _ Ui+ Bzros,541) — U(i’j)BZ(i+0'5’j)3 47)
AX AY e

A Figura 3.7 mostra os pontos onde se localizam as componentes envolvidas na

aproximacao descrita por (3.47).

Essa aproximacao € aplicada em todos os pontos do dominio de analise que conte-

nham fluido e resulta em um sistema de equagdes lineares o qual pode ser resolvido por
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Célula(i,j)

Dy, je1)
& (B, j+1)
BMapn = BM,j

3
%_ 2 P P,

BV,

P

1,j-1)

Figura 3.7: Valores definidos para discretizacdo da equagdo de Poisson do potencial

uma variedade de técnicas de solu¢do numérica. Uma técnica bastante usada em pro-
blemas de DFC (Dinamica dos Fluidos Computacional) ¢ o método da sobrerrelaxacao

sucessiva descrito em [39]. Aplicando os conceitos deste método em (3.47), tem-se

Pujy = (1 —w)Ppy ) —
BU(P(it1) + Pa-1.5))/AX? +
((I)(i,j+l) ‘l— @(ijjfl))/AXQ — w(i,j)) (348)

na qual w € o coeficiente de relaxagdo [39], B = —w[2(A” + AV L e @) €

dado por

@(ig) = Vis1.5) Bz 1,105 — Vi) Bz jr05))/ AX —
(Utij+1)Bz(ivo5,4+1) — Uiy Bziv0s.5)) [ AY (3.49)

O célculo das equacdes (3.48) e (3.49) € repetido até que a convergéncia seja en-

contrada.

Apo6s o célculo de ¢ pode-se encontrar E através das equacdes (2.20) e (2.21).

Essas equagdes sao aproximadas utilizando diferenca centrada. Assim, para a compo-
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nente na dire¢cdo X e Y, respectivamente, tem-se

Exqj = (a5 — Pu-15))/AX (3.50)

Ey iy = —(@u5 — Puj-1)/AY. (3.51)

As componentes de J sdo encontradas utilizando E pelas equacgdes (2.22) e (2.23).
Essas equagdes também utilizam diferenca centrada para encontrar sua forma discreta.

Portanto, para as componentes de J nas direcdes X e Y, respectivamente, tem-se

Ixg) = Exig) + Vi Bzi,j+os) (3.52)

Iy gy = Evg) — UijBziros.j)- (3.53)

Finalmente, encontra-se a aceleracdao magnética nas direcoes X e Y, respectiva-
mente, através das equacdes discretizadas deduzidas a partir das equacgodes (2.24) e
(2.25) dadas por

Amxig) = Iy @.j)Bz(iros.) (3.54)

Amy (i) = —Ix(i.5) Bz i,j+0.5)- (3.55)

A evolugdo da aceleracdo magnética, A,,, no tempo € determinada através do campo

de velocidade utilizado no célculo da equacao de Poisson do potencial elétrico, ou seja,

A,, no instante n + 1 é encontrada utilizando o campo de velocidade no instante n.

Dessa forma, o algoritimo basico para atualizar a aceleracdo eletromagnética que

atua no liquido condutor pode ser sintetizado por:
Algoritmo Il
* especificar B
* calcular o potencial ¢ utilizando (3.47);
e encontrar E a partir de (3.50) e (3.51);
« atualizar J através de (3.52) e (3.53);
e calcular /Tm através de (3.54) e (3.55).
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3.2.4 Condicoes de Contorno para Contornos Rigidos

As equagdes diferenciais parciais requerem condi¢des que especifiquem certos va-
lores para as varidveis dependentes em funcdo de valores particulares das varidveis
independentes. Se a varidvel independente é o tempo, as condi¢des sao chamadas
condicoes iniciais; se a varidvel independente é uma coordenada espacial; as condi¢des
sdo condi¢des de contorno. O problema € chamado de condi¢des de contorno ou de
condicoes iniciais. A escolha de uma condi¢do de contorno adequada é extremamente
importante, pois essa condi¢do reflete o comportamento fisico do problema. Neste tra-
balho, o fluido é considerado inicialmente em repouso. Sdo considerados dois tipos
de contorno, o contorno rigido, na interface com as paredes sélidas e o contorno na
superficie livre, na interface entre dois fluidos, a qual tem seu formato variando no

tempo.

Condicoes de Contorno para Velocidade

Para definir as condi¢Oes de contorno para a velocidade, U, utilizadas neste traba-

lho, considere

—

U, - componente da velocidade normal ao contorno e
* U, - componente da velocidade tangencial ao contorno.

Para o presente problema, ilustrado pela Figura 3.20, as paredes sdlidas sdao con-
sideradas ndo-escorregadias (no-slip), ou seja, o fluido imediatamente adjacente a su-
perficie da parede se encontra em repouso em relagcdo a parede. Matematicamente, sig-
nifica dizer que, o valor da componente da velocidade tangencial a parede € igual a ve-
locidade da parede, se a parede estd em repouso U, = 0. Além de nao-escorregadias, as
paredes também sdo consideradas impermedveis. Esta caracteristica define a compo-
nente da velocidade normal a parede. As paredes impermeaveis impedem a penetragao

do fluido, assim U'n =0.

c

> ,

Figura 3.8: Componentes da velocidade no contorno

Contudo, as seguintes condi¢Oes de contorno, utilizadas nas interfaces com as pa-
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redes rigidas, sdo atribuidas ao problema (ver Figura 3.8):

Paredes verticais

U,=U=0 Uy =V = Voarede: (3.56)
Paredes horizontais
U, =V =0 Uy = U = Uparede (3.57)

As equagoes discretas que determinam U* e V*em ¢ € {1,nz} e j € {1,nx} sdo
submetidas as condicdes de contorno (3.56) e (3.57). Observando o termo difusivo
destas equacdes nos contornos, nota-se a exigéncia da especificagdao de valores para
as velocidades em pontos fora do dominio computacional, tais como Uj; ) para U*
e Vio,j) para V*, conforme mostra a Figura 3.6. Neste caso hd a necessidade de se
introduzir uma camada de células extra no dominio computacional. Essas células sdo
definidas como sélidas formando um contorno com parede sélida e as velocidades
nelas definidas sdo usadas para determinar as condi¢des de contorno necessarias para
o calculo do termo difusivo de U* e V*. Os valores de U g), V{0,i)> Uginy+1) € Vine+1,0)
sdo aproximados utilizando a técnica da reflexdo. Por exemplo, o valor de Uj; o) € dado

pela extrapolagdo da reta que passa por U, o.5) € U; 1) da seguinte forma:
Uio) = 2UG0.5 — Uiy, (3.58)

onde Uj; 0.5 € a componente da velocidade adjacente a parede. Quando essa parede €

fixa, ou seja, ndo se move tem-se U; o5y = 0, dai se pode deduzir que

Uio) = —Ug. (3.59)

Em resumo, as condi¢des de contorno usadas para a velocidades sao:

e Parede inferior:

U(i,0.5) = UPared67 i1=1,---,nw (3.60)
‘/(’L',O) = V*(i’g) = O, 1= 1, s, NI (361)
Ui,0) = 2Uparede — Ugi 1y, t=1,--- ,nr—1 (3.62)
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4
Vo.iy Jos. i Ve, j) E‘/mxw.s. )
U, f %‘ fv f V ;
V(i 0 (i, 1) V(i'ny) 1.j) (nx+1, j)
, —> —
U, } (i, ny+1) Uo . Uos.
N7/ 7 A A .'J % R
7 U(i , ny+0.5)
—» U, -
¢ Ui, ny)
7,
@ (b) © (d)

Figura 3.9: Componentes da velocidade no contorno da célula (i, j): (a) parede inferior (b)
parede superior (c) parede lateral esquerda (a) parede lateral direita

* Parede superior:

U(i,ny+0.5) = UPaTed67 L= ]-7 e, NI (363)
V(i’ny) = V*(i,ny) = 0, 1= 1, e, NI (3.64)
U(imy—l—l) - 2UPm"ede - U(i,ny); 1= 17 o, NI — 1 (365)

 Parede lateral esquerda:

‘/(0.5,3') = VParedea J= L. y Y (3.66)
Ung) = U0y =0, j=1,-,ny (3.67)
‘/(O,j) = 2VParede - ‘/(l,j)a j = 1, e Ny — 1 (368)

e Parede lateral direita:

Vv(ny+0.5,j) = VParedea ] = 17 Ny (369)
U(na:,j) - U*(nx,j) = 07 j - ]-7 LNy (370)
‘/(nerl,j) = 2Vparede — ‘/(nx,j)a J=1- ny—1 (3.71)
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Condicoes de Contorno para Pressao

Tais quais foram definidas as condi¢des de contorno para a velocidade, ha que se
descrever as condi¢des de contorno para a pressao, existem duas maneiras de soluci-
onar as condi¢des de contorno para a pressao. A primeira consiste em alterar a forma
das equacdes em cada contorno do ambiente computacional, o que dificulta a l6gica
do problema. J4 a segunda, utilizada neste trabalho, em vez de modificar a equacao de
Poisson para garantir o gradiente de pressao nulo ao longo dos contornos, é aplicado
diretamente 0P/0n = 0 nas paredes sélidas presentes no dominio. Essa condi¢ao
evita aceleracdes do fluido na dire¢do normal ao contorno rigido. Na superficie livre
as condicdo sdo atribuidas de acordo com (3.74). A equagao de Poisson € calculada

emi € {l,nz}ej € {1,nz}, para as seguintes condi¢des de contorno:

Pioy = Py, i=1,..,nx (3.72)

Py = Py, J=1..,ny (3.73)

Condicoes de Contorno para o Potencial Elétrico

Para obter a solu¢do da equagdo de Poisson, foram imposta a condi¢des de contorno
de Dirichlet para os contornos onde o valor do potencial elétrico € fixado e a condi¢c@o

de contorno de Neumann para os contornos onde a derivada da func¢do € conhecida
% =0

on

®=5V 7
Viiprpds 2z

X

Z
O =0V

d—(é:() 7,
on )

Figura 3.10: Condigcées de Contorno - Pressdo
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3.2.5 Condicoes de Contorno para Superficie Livre

Em uma cuba de reducdo de aluminio, o formato do dominio ocupado pelo fluido
varia com o tempo devido as oscilagdes superficiais do liquido condutor. Numerica-
mente, problemas com dominio varidvel sdo conhecidos como problemas de contorno
livre, ou de superficie livre (free boundary value problems). Eles sao aplicados, geral-
mente, quando se tem a interacao de dois ou mais fluidos (Two-phase ou multiphase).
E importante observar que o ar também é considerado fluido. Existe uma dificuldade
em resolver esses problemas numericamente devido ao fato dos contornos se move-
rem. O formato do dominio do fluido € conhecido somente no instante inicial. A partir

dai ele deve ser calculado a cada passo de tempo.

O contorno da superficie livre esta sujeito a acdo da tensao superficial. A tensao
superficial € uma propriedade que resulta de forcas atrativas devidas as fortes ligacdes
intermoleculares. Essas forcas se anulam no interior dos liquidos devido as interacdes
com as demais moléculas e se manifestam na camada interfacial fazendo com que a
superficie se comporte como uma membrana eldstica. Um exemplo do efeito da tensao

pode ser visto na Figura 3.11.

Figura 3.11: Moeda sobre a dgua em funcdo da tensdo superficial

E a tensdo superficial que permite que a moeda permaneca na superficie da dgua
sem afundar. A tensdo superficial, também denominada constante de capilaridade,
depende da natureza do fluido. Na modelagem matemadtica da cuba de redugdo simpli-
ficada, apresentada neste trabalho, a tensao superficial é desconsiderada. Neste caso,
as condi¢Oes de contorno na superficie livre, tanto para a pressdo quanto para a velo-

cidade, sdo descritas pelas equagdes [40],

2 oU ou oV oV
— P+ E nmnma—X + gy (W + a_X> + nynya—y] = Pcap (374)
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ou 8V) 2n, o 0, (3.75)

2 ou + ( + ) +

NgMy = + (Namy +nymy) | = + == My~ =
TTOX R A ) D¢ Yoy
considerando a pressdo capilar adimensional, p.,, = 0. Na equagdo, 7 = (n,,n,)
representa o vetor unitdrio normal exterior a superficie e 7 = (m,,m,) é o vetor

tangencial.

Neste trabalho, o dominio do fluido € mapeado ao estilo MAC [14]. O método
MAC consiste em monitorar o formato do dominio do fluido através da inclusiao de
particulas sem massa que se movem de acordo com a velocidade do fluido. Desta

forma, os contornos sdo delineados de acordo com a posi¢ao das particulas.

Para determinar a posi¢do das particulas, (X", Y1) no instante (n + 1)Ar =
nAr + Ar é necessdrio, primeiramente, encontrar as velocidades U", V" na posicao

(X™, Y™). E entdo calcular a nova posi¢ao das particulas através da equacao

=U. (3.76)

3%

Nela, U representa a velocidade no ponto em que se localiza a particula. Em diferencas

finitas, esta equacao de atualizacao da posi¢ao das particulas (3.76) é dada por

X = X4 AU Yyt =y 4 AV 3.77)

A posicdo das particulas, em muitos casos, ndo coincide com a posi¢dao do vetor
velocidade definido em apenas alguns pontos especificos da malha. Sendo assim, as
velocidades utilizadas para atualizar a posi¢cdo das particulas € obtida através de uma
interpolagdo por area de U [41], calculada para cada particula. A interpolacdo € feita
através da posicao da particula, (X, Y'), e das velocidades, definidas na malha, ao redor.
Observando a Figura 3.2, obtém-se as coordenadas das velocidades, U e V' definidas

na malha:
Uijy = U(iAx,(j —05)Ay) e Vi) = U((i—0.5)Ax,jAy). (3.78)

A velocidade, U, na posi¢do (X, V') é determinada através da constru¢do uma célula
em torno do ponto (X,Y). As coordenadas desta célula sdo dadas por (ver Figura
3.12):

Xi=0—-1DAx , Xy=1iAx, (3.79)
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Figura 3.12: Célula utilizada na interpolagcdo da velocidade U(X,Y) localizada no ponto
(X,Y)

Vi=((j—-1)—05)Ay e Yy=(j—05)Ay (3.80)
onde
- inteiro |25 ] 41 S 55) o 331
7 = 1INnteiro AX (] j—lIl €1ro Ay . .

Nos pontos mostrados na Figura 3.12 t€ém-se as seguintes velocidades:

Uy =Ug-1,-1)
Uz = Ugij-1)
Us = Uli-1)
Uy = Uy (3.82)

Contudo, calcula-se a velocidade Uy y) pela equagdo

Uxy) = [(X2 = X)(Y2 = Y)U,
+HX = X1) (Y2 - Y)Us
+(Xe = X)(Y —Y1)Us

+(X = X)) (Y = Y1)Us]/(AxAy) (3.83)

De forma andloga, se determina a componente, V', da velocidade na posi¢do (X, Y).

Assim, a constru¢@o da célula em torno do ponto (X,Y), para o cdlculo da compo-
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nente, V/, € obtida através das coordenadas,
Xi=((i—-1)—05Ax , Xy=(i—0.5)Ax, (3.84)
Yi=0U—-1Ay e Yy=jAy (3.85)
onde
A_X) Y
i = inteiro A—; +1 e j=inteiro {A—Y} + 1. (3.86)
Da mesma maneira, sdo encontradas as velocidades em torno de (X, Y):
Vi=WVi-1,-1
Va = V-1
Vs = Vii—1)
Vi = Vg (3.87)
Finalmente, a equag¢ao utilizada para calcular a velocidade V| x y €:
Vixy) = (X2 = X) (Y2 Y)W
HX - X)) (Y2 - V)V,
+(Xo = X)(Y = Y1)V3
HX = X)(Y = YI)Vil/(AxAy). (3.88)

De acordo com a metodologia do MAC, utilizado para tracar a superficie livre,

no instante inicial € incluido um ndmero determinado de particulas por célula. Essas

particulas sdo uniformemente distribuidas. Apenas as células que contem liquido re-

cebem as particulas. As particulas sdo usadas para classificar as células de maneira a

tracar a interface para a correta aplicacdo das condicdes de contorno. A cada passo

temporal, as células do dominio precisam ser reclassificadas. A classificacdo bésica

das células € feita da seguinte maneira:
* cheias (de fluido),
e vazias,
* superficiais,

e células de contorno sélido.

Se uma célula (7, ) contém uma ou mais particulas, e se todas as células ao redor

também contenham, entdo esta célula € classificada como cheia. Mas se alguma célula
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VIV|VIV|VIV|V|V|V|VIV|V|V|IV|VV|V V|V
VIVIVIVIVIVIVIV|VIVIV|V|V|IVIVIV V|V |V
VIVIVIVIVIVIVIV|VIVIV|V|V |V VIV |V |V|V
VIV|VIV|V|V|V|V|VIV|V|V|V|IVI|IV\V ||V
V| S .S{S|V|V|SIS|S|S|v|Vv|VIV|S|vI|V|V|V
V| S|IC[S|V|S|CIC|S|IS|V|V|S|S|S|S|S|V |v
V|is|ic|C|S|S|c|c|S|v|S /s ic|c|c|C|S|S|S
S|Ss|c|s|s|c|c|c|S|S|c|cic|c|c|c|c|c|C
clclc|clclc|clc|c|c|c|c|c|c|c|c|C|c|c
c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|Cic|c|c|C
C|Cc|Cc|c|c|Cc|c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|c
cic|ciCc|c|c|c|cic|jcjcic|c|cjcic|c|c|c
c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|c|C|c|c|c|c|C
c/cicicicjcjcicjcicijcijcjc|cicijcicjc|c

Figura 3.13: Exemplo de uma estrutura discreta ilustrando a classificagdo das células

ao redor for vazia, entdo a célula (i, j) é superficial. Se a célula (7, j) ndo contiver

particulas, ela é classificada como vazia.

A discretizacdo das condi¢des de contorno, descritas pelas equacdes (3.74)-(3.75)
para a superficie livre, sdo aplicadas na célula de superficie e dependem do tipo de
célula que se encontram ao redor desta. Em duas dimensdes pode-se encontrar até
cinco tipos de combina¢des em relacdo ao tipo de célula vizinha a célula de superficie.

Para cada uma utilizam-se condi¢des de contorno distintas, da seguinte forma:

* (a) Células de superficie que contenham apenas uma célula vazia vizinha - Os
valores das componentes dos vetores normal e tangencial nas equagdes (3.74)-
(3.75) s@o (ng,n,)=(0,1) e (m,, m,)=(1,0), (ng,n,)=(0,-1) e (m,, m,)=(1,0),
(ng, ny)=(-1,0) e (mg, m,)=(0,1), e , (ng,ny)=(-1,0) e (my, m,)=(0,1), para os
lados superior, inferior, direito e esquerdo em contato com a célula vazia, res-
pectivamente. Substituindo esses valores em (3.75), de acordo com a posi¢ao da
célula vazia (superior, inferior,...), obtém-se, para as quatro situacoes descritas, a
equacgao que estabelece a condi¢dao de contorno na interface para a componente

de velocidade:
ou oV

— + = =0. 3.89

aY — 0X (3.89)
A condi¢do de contorno para a pressao € obtida substituindo os valores dos veto-
res normal e tangencial em (3.74). Portanto, para a pressao tem-se as condi¢des

de contorno para o caso em que o lado vertical ou horizontal estdo em contato
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Figura 3.14: Tipos de células de superficie: (a)Células de superficie com apenas uma célula
vazia vizinha, (b)Células de superficie com duas células vazias vizinhas a lados adjacentes
da célula de superficie, (c)Células de superficie com duas células vazias vizinhas opostas,
(d)Células de superficie com trés células vazias vizinhas e (e)Célula de superficie com quatro
células vazias vizinha.
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com a cé€lula vazia, respectivamente, dadas por:

2 oU P 2 0V

Ugi-1j) Ui

Figura 3.15: Componentes da velocidade utilizadas no cdlculo das condigcées de contorno de
uma célula de superficie com somente uma célula vazia vizinha

Por exemplo, para a célula (i, j) apresentada na Figura 3.15, a condi¢go de con-
torno utilizada para encontrar a pressao da cé€lula de superficie, I; ;), € dada por

3.90 aplicada na interface. Desta forma, temos

2 Yy = Viig-1

Py =
UD T Re Ay

(3.91)
A velocidade V/; ;), definida na interface da célula de superficie com a c€lula
vazia, € determinada de tal forma que (2.28) aplicada no centro da célula de

superficie seja satisfeita. Assim,

Ay

Vi = Vis-v = 32

Wiy = Ui-1.9)); (3.92)
A equagdo (3.89) € utilizada para calcular a componente da velocidade, U1 j11),
caso a célula (i — 1,7 + 1) seja uma célula vazia. Esta componente é necessaria
para o calculo da equag@o da conservagdo do momento da componente U, j, ver
Figura 3.15. Observa-se na Figura 3.15 que a célula (i — 1,7 + 1) é uma célula
vazia. Neste caso, (3.89) aplicada na superficie, torna-se:

Ay
Ui-1,4+1) = Ugi-15) — A—X(V(m‘) — Vli-1,))- (3.93)
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* (b) Células de superficie com duas células vazias vizinhas a lados adjacentes da
célula de superficie - Os valores das componentes dos vetores normal e tangen-
cial s@o encontrados aproximando a interface da superfl’cie livre. Para esse caso
tem-se quatro possibilidades: (1) (ng, n,)= ( 55 ) € (Mg, my)= (— ——) para
os lados superlor e direito em contato com as c€lulas vazias; ou (2) (1, ny)=(— 2 5 )

€ (Mg, my)= ( 5505 ) para os lados superior e esquerdo em contato com as células

vazias; ou (3) (n, ny)=( ) e (Mg, my)=(— ‘[ ‘[) para os lados infe-

rior e direito em contato com as células vazias; ou (4) (ng, ny)=(— ) e

(Mg, my)=(— 2 .5 ) para os lados inferior e esquerdo em contato com as celulas

vazias.

Para todas essas possibilidades, as equagdes (3.74)-(3.75) tornam-se, respectiva-

mente:

1 /oU oV
P = :I:— (8_Y + 6_X> (3.94)
onde, o sinal positivo + € aplicado a (1) ou (4) e o sinal negativo € aplicado a (2)
ou(3),e 5 5
U \%4
X 9y - 0. (3.95)

Cada derivada espacial da velocidade (OU/0X e 0V/JY) deve se anular indi-
vidualmente. Essa condi¢do satisfaz tanto a equacdo da conservacao da massa
(2.28) aplicada no centro da célula quanto 3.75.

Para exemplificar estas condi¢cdes de contorno para a velocidade e para a pressao,
considere a célula (7, j) da Figura 3.16. As condi¢des de contorno para a veloci-

dade sdo dadas por:
Uiigy = UGi-1,) € Vi) = Viij-1)- (3.96)

Quandoacélula (i — 1,5+ 1)ou(i+ 1,7+ 1)ou(i+1,j — 1) naFigura 3.16

for uma célula vazia € preciso também calcular, respectivamente,

Ay
Ui—1,4+1) = UG—1,5) — A—X[(V(z‘,j) — Vii1.9)] (3.97)

ou

Ui j+1) = Ui ¢ Vi) = Vi) (3.98)
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Ui 1+ OV i+

X(i +1,j)
*Ugi)
°
Vi+,j-1)

®Ui1j-n ®U;

Figura 3.16: Componentes da velocidade utilizadas no cdlculo das condigcées de contorno de
uma célula de superficie com duas células vazias vizinhas

ou

Ax
Viit1,5-1) = Viij-1) — A—(U(i,j) — Ui j-1)- (3.99)

Y

Essas componentes da velocidade sdo necessarias ao cdlculo da equagdo da
conservagdo do momento da célula (7, j). Se todas essas células ((: — 1,7 + 1),
(t+1,j+1)e(i+1,j — 1)) forem células vazias € necessdrio aplicar todas as

condi¢des descritas.

Para a pressao P ;):

1 Uij +Ui-15) — Ugj—1) = Ui—1,5-1)

Pi' —
(7]) 2R€[ AY
Vi) + Viij-1) = V-1 — Vii-1-1)
2 > > ’ 3.100
+ Ay ] ( )

* (c) Células de superficie com duas c€lulas vazias vizinhas opostas - Neste caso
a pressao na célula de superficie é a mesma aplicada nas células vazias e as
componentes da velocidade devem ser ajustadas de acordo com a aceleracao

externa. Neste caso, tem-se dois tipos de situacdes: (1) quando as células ao

UFPA



Capitulo3  3.2. Discretizacio das Equagdes Magnetohidrodindmicas 68

Figura 3.17: Componentes da velocidade utilizadas no cdlculo das condig¢ées de contorno de
uma célula de superficie com trés células vazias vizinhas

norte e ao sul da célula de superficie sdo células vazias ou (2) quando as células
a direita e a esquerda da célula de superficie sdo células vazias. Tem-se para (1)
e (2), respectivamente:

vaustads — v 4 Ap Ay (3.101)

Uajustada =U + ATAX- (3102)

Considere o exemplo, apresentado na Figura 3.17, de uma célula de superficie
entre duas células vazias a direita e a esquerda. Para esse tipo de célula de

superficie sao atribuidas as seguintes condicdes de contorno:

Uj) = Utij) + ArAx i) (3.103)

U(z‘—Lj) = U(i—l,j) + ATAJZ(i7j) (3.104)

Quando as células (¢ — 1,5 — 1) ou (i + 1,7 — 1) forem células vazias as com-
ponentes da velocidade, V(;_; j_1) ou V(;41 ;_1), respectivamente, devem ser cal-

culadas por (3.89). As equagdes usadas para encontrar essas componentes, na
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(i-1,])

Figura 3.18: Componentes da velocidade utilizadas no cdlculo das condigcées de contorno de
uma célula de superficie com trés células vazias vizinhas

forma discreta, sdo:

A
Vii1,j-1) = Viij—1) + A—i(U(i—l,j) —Ui-1,5-1) (3.105)
¢ A
X
Viit,j-1) = Viaj—1) — E(U(m) —Uij-1))- (3.106)

* (d) Células de superficie que contenham trés células vazias vizinhas - As duas
componentes da velocidade nas interfaces das células vazias opostas entre si com
as células de superficie sentem os efeitos causados pela aceleracdo externa a
partir dos seus valores anteriores e a componente da velocidade na interface com
a outra cé€lula vazia, do lado oposto ao fluido, é calculada através da equacao da
conservacao da massa. A pressao na célula de superficie é a mesma atribuida as

células vazias.

Para ilustrar essas condi¢des de contorno, considere a Figura 3.18. As compo-

nentes de velocidade sdo calculadas através das seguintes equagdes discretas,
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derivadas das condi¢des de contorno apropriadas:

Ay
Viig) = Viig-1) — A_X(U(i,j) —Uli—1,5), (3.107)
Uig) = Uiy + ArAsg ), (3.108)
(3.109)
e
U(z‘—Lj) = U(i—l,j) + ATA.IZ(i7j) (3.110)

Quandoacélula (i —1,j—1)ou(i+1,j—1)ou(i—1,5+1)ou(i+1,j+1)
for uma célula vazia, pelos mesmos motivos apresentados nos casos anterio-
res, deve-se encontrar as componentes de velocidades V(;_; ;1) ou V(;41 ;1) ou

Vii—1,j+1) ou V(11 j41), Tespectivamente, pelas equacdes discretas, dadas por

Vii—1,j-1) = Viij-1) + (Ui—15) — Ui—1,j-1)) Ax /Ay (3.111)

ou
Viirrj-1) = Viig—1) — Wag) — U j—1)) Ax /Ay (3.112)

ou
Vii—15) = Vi) (3.113)
Ui-1,j+1) = Uii—1) (3.114)

ou
Viir1.) = Viig) (3.115)
Utij+1) = Ugy) (3.116)

(e) Células de superficie que contenham quatro células vazias vizinhas - As com-
ponentes da velocidade nas margens da célula de superficie sentem os efeitos
causados pela aceleragcdo externa a partir dos seus valores anteriores e as com-
ponentes das células vizinhas, no caso de serem vazias, levam valores iguais aos
das componentes que se encontram mais proximas. A pressao nesta célula de

superficie € igual a pressdo nas células vazias. As equagdes de atualizacdo das
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Ui 1+ OV i+

\:(i -1) Vii,j) ;’ (i+1,j)
@ L J @
Vi-1j-1) Vij-n | Vi

®Ui-rj-n ®Ug

Figura 3.19: Componentes da velocidade utilizadas no cdlculo das condigdes de contorno de
uma célula de superficie com quatro células vazias vizinhas

condi¢des de contorno sdo:

Vajustada =V + ATAY (3117)

Uajustada =U+ ATAX~ (3118)

Para esse tipo de célula de superficie, considere o exemplo da Figura 3.19. As

condi¢des de contorno sio dadas por:

Utij) = Utig) + Ar Az ) (3.119)
Uli-14) = Uti-1.5) + ArAagy) (3.120)
Vi) = Viig) + ArAy; ) (3.121)
Viij—1) = Viig—1) + Brdy ) (3.122)

Seacélula(i—1,j+1)ou(i+1,7+1)ou(i—1,7—1)ou(i+1,j—1)foruma

célula vazia é necessario encontrar os valores para as respectivas componentes
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de velocidade, dadas por:

Ui-1,+1) = Uii—1) (3.123)
‘/(i—l,j) = V(z‘,j) (3.124)

ou
U(z',j—i—l) = U(i,j) (3.125)
Vit = Vi) (3.126)

ou
Up-14-1) = Ugi-1) (3.127)
Vie1-1 = Vs (3.128)

ou
Ui,j—1) = Upy) (3.129)
Viesrg—1 = Vi1 (3.130)

Um detalhamento mais profundo sobre essas condi¢Oes de contorno € apresen-
tado em [40].

3.2.6 Precisao e estabilidade

A utilizagao de aproximacoes, em geral, exigem alguns cuidados quanto a estabili-
dade. Um método € dito estavel quando quaisquer erros ou perturbacdes ndo aumentam
excessivamente. Para que isso seja possivel € preciso adotar um ou mais critérios de
estabilidade. O critério de estabilidade garante a estabilidade do método através da
imposi¢ao de limites para alguns parametros (tais como Ap, Ax e Ay) presentes na
equacdo discreta. A técnica utilizada para encontrar os critérios de estabilidades para
o conjunto de equagdes utilizadas para descrever o sistema magnetohidrodinamico € a
da anélise de estabilidade de von Neumann. Aplicando os conceitos desta técnica nas

equagoes discretas obtém-se:

Ar < (3.131)

(AP + A?) + NRe’

como descrito detalhadamente em [42].
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3.3 Resultados

O presente trabalho tem como principal objetivo propor uma solugdo para reduzir
a instabilidade existente em uma cuba de reducao de aluminio através da alteracao do
formato da base do recipiente da cuba que acomoda o fluido, sendo que o novo formato
considera a insercao de estruturas periddicas capazes de amenizar o movimento. Esta
solucdo é fundamentada pela teoria dos cristais fotonicos, de forma a aplicar os efeitos
de band gap para amortecer o movimento do fluido em determinadas frequéncias e
como consequéncia atenuar as oscilacdes causadas pela interacdo do fluido condutor
com as forgas eletromagnéticas. A Figura 3.20 ilustra o modelo simplificado da cuba

de redugdo em seu formato tradicional, sem a inclusdo das estruturas propostas.

Catodo

&

Figura 3.20: Modelo simplificado da cuba de reducdo no formato tradicional

Em uma situagdo ideal, a corrente dentro da cuba seria uniformemente distribuida.
Praticamente isto ndo pode ser alcangado em razdo das caracteristicas elétricas e magnéticas
da cuba. As condutividades elétricas dos materiais sdo muito diferentes (Tabela 2-3),

o metal liquido € muito condutivo enquanto que o banho é pouco condutivo, assim sua

espessura determina em grande parte o comportamento elétrico e térmico da cuba.

As correntes que fluem nos barramentos e pela cuba geram fortes campos magnéticos.
Estes interagem com as altas correntes gerando uma for¢ca chamada de forca de Lorentz
que estabelece o movimento dos dois liquidos e deforma a interface entre o banho e o
metal. Portanto, a distincia entre a base do anodo e a interface (ACD ou anode-cathode
distance) varia, no tempo e no espago, em funcao da acao da forca de Lorentz sobre os

fluidos. Uma ACD menor em algum lugar na cuba puxa mais corrente nesta area con-
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sumindo o anodo mais rapido nesta regido. As forgas eletromagnéticas também podem
produzir oscilacdes na interface que se propagam com frequéncias determinadas pelo
tamanho da cavidade e pelas caracteristicas eletromagnéticas dos materiais. O periodo

tipico destas oscilagdes, chamadas de instabilidade, € de 40 a 60 segundos.

Uma grande quantidade de energia € perdida devido a baixa condutividade do banho
(efeito Joule). Um modo para restringir estas perdas € manter a ACD tdo pequena
quanto possivel. Infelizmente, torna-se muito dificil a diminui¢cdo da ACD, pois esta

implica em instabilidades na interface [43] [44].

Para a comprovacgdo da eficiéncia da solucdo proposta, foi elaborado um programa
que descreve o comportamento dos fluidos na cuba de reducdo baseado em equacdes
eletromagnéticas e fluidodinamicos. Tais equagdes foram reformuladas de modo a
transformar o problema continuo em um problema discreto usando o método das
diferencas finitas tomado sobre uma malha que contém um conjunto de pontos po-
sicionados dentro do recipiente da cuba que contém o fluido condutor e necessarios

para a obtenc¢ao dos resultados.

Primeiramente, € feita a simulagc@o considerando uma cuba tipica, cuja superficie
na base do recipiente que acomoda o fluido € plana. O objetivo desta etapa € calcular
os dados do perfil do campo de velocidade, pressdao e movimento do fluido e entdo
comparar com 0 novo cendrio proposto. A altura mdxima que o fluido alcanca € mo-
nitorada a cada instante de tempo, de forma a obter a méxima altura atingida pelo
fluido durante o periodo total de simulacdo. Vale ressaltar que uma maior altura no
fluido implica em uma menor espessura da camada do banho e consequentemente a
eficiéncia de corrente em relacao a reacao da eletrélise diminui, visto que a proximi-
dade entre o aluminio e o anodo favorece a reacdo de reoxidacdo. Por outro lado, o
aumento da espessura do banho implica na perda de calor devido ao efeito Joule em
func¢do da alta resistividade elétrica do banho, sendo assim, conclui-se que a busca pela
melhor eficiéncia da cuba estd diretamente relacionada com a procura de alternativas

que proporcionem uma menor oscilagdo entre a interface banho-aluminio.

As dimensdes tipicas da cuba sao apresentadas na Tabela 1 e as propriedades fisicas
tipicas dos materiais sdo apresentadas nas tabelas 2 e 3. Para determinar o campo
magnético € utilizada uma expressdo analitica que representa uma aproximag¢do da

7

distribuicao do campo magnético na cuba. Neste trabalho, € considerada somente a
componente vetorial do campo magnético na dire¢ao z, isto é, b= (0,0,b,), onde, b, =
—1.0z,, e z,, é a coordenada horizontal considerando a cuba alinhada com o sistema
de coordenadas cartesianas com sua origem no centro da cuba. Essa consideracdo

¢ feita somente para o calculo do campo magnético. Para determinar todas as outras
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Tabela 1 - Dimensdes da cuba de redu¢do de aluminio [m]

Largura da cuba 6,0
Profundidade do aluminio 0,2
Profundidade do banho 0,2
Escala de comprimento (aluminio) 0,5
Escala de comprimento (banho) 0,25

Tabela 2 - Propriedades do aluminio

Condutividade elétrica 41 x 10° [ ' m 1]
Densidade de massa 2300 [Kg/m?]
Viscosidade cinematica 5,14 x 10~7 [m?/s]

grandezas, a origem do sistema de coordenadas é considerada na interse¢ao da margem

direita com a margem inferior da cuba de reducdo, conforme Figura 3.20.

A equagdo de Poisson (2.10) € submetida as condi¢des de contorno do tipo Dirichlet
nas interfaces com o anodo e com o catodo, ja que os valores do potencial sdo conhe-
cidos nessa regido. No anodo ¢ = 5V e no catodo, ¢ = 0V. Nos contornos solidos se
utiliza condigdes de contorno do tipo Neumann, d¢ /07 = 0. Nas simulagdes realiza-
das foram considerados os seguintes parametros: nx=600, ny=50, Ax = Ay = 0,01m,
Re =1,923 x 10°e N = 891,3.

A Figura 3.21 exibe a simula¢do do programa para o cendrio sem as estruturas
periddicas e reproduz as oscilagdes contidas na cuba de reducdo de aluminio. A cuba
tem 6 metros de largura e o metal liquido € inicializado com altura de 0,2m. O campo
magnético Bz(X) utilizado é uma fung¢@o linear de X, de forma que, no centro x=3m,
Bz =0.

A Figura 3.22 mostra o perfil da velocidade na cuba para a situacdo apresentada
na Figura 3.21. A anélise do perfil da oscilacao do fluido na regido de aplicacao das
estruturas periddicas tomou como referéncia o campo de pressdo na base da cuba e sua
transformada wavelet. A Figura 3.23 apresenta o resultado da transformada wavelet
e evidencia as regides e os comprimentos de onda onde a amplitude da pressdo do

fluido na base da cuba € maior. Nota-se, claramente, que a componente do sinal com

Tabela 3 - Propriedades do Banho

Condutividade elétrica 220 [ ' m™']
Densidade de massa 2089 [Kg/m?]
Viscosidade cinematica 11,8 x 10~ [m?%/s]
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Capitulo 3

= 50.4875103

MHD ------- Tempo(s)

x(m)

Figura 3.21: Cubas sem estrutura periddicas (altura mdxima de 11,29cm)
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Figura 3.22: Perfil da velocidade para t = 50s
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comprimento de onda, A = 4 m tem maior intensidade. Esta informag¢ao € importante

para o projeto da estrutura periddica.

Analise wavelet n=40.2587 s

Comprimento de onda({m)

Figura 3.23: Transformada wavelet na base da cuba

As dimensoes da estrutura periodica aplicada na simulagdo deste trabalho teve como
referéncia os resultados apresentados no estudo de Zhao [25], onde foi constatado que
o comprimento de onda correspondente a frequéncia central do primeiro bandgap é
aproximadamente, o dobro da constante de rede, a. A Figura 3.24 ilustra o diagrama
esquemadtico da estrutura periddica. Visto que as oscilagdes do fluido na base da cuba
de reducdo se concentram com maior intensidade para comprimentos de onda com
dimensdo igual a 4 metros adotamos a estrutura periddica com a = A\/2 = 2 m,

satisfazendo a condi¢@o apresentada neste topico.

Em resumo, a primeira etapa de simulagdes consiste em realizar a simula¢do con-
siderando o formato tipico da cuba, utilizar os dados para encontrar a componente
do campo de pressdo de comprimento de onda com maior amplitude na transformada
wavelet, e entdo, calcular as dimensdes da estrutura periddica relacionada com este
comprimento de onda. Apds concluida esta primeira etapa, as estruturas periodicas
sdo adicionadas a estrutura original, na base do recipiente que acomoda o fluido. O
resultado da simulacdo com a inclusdo das estruturas periddicas pode ser visto na Fi-

gura 3.25. E importante observar que a diferenga entre a altura no inicio do processo,
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5( Elemento da estrutura periddica
- Espagamento entre elementos da estrutura periddica.
A
da=—=2m
2
L=2m
a H=0.03m
«—>
L Yy

Figura 3.24: Diagrama esquemdtico da estrutura periodica

onde a interface do aluminio € plana e a maior altura obtida durante todo o intervalo de
tempo da simulac¢do foi de 7,9 cm, enquanto que essa mesma diferenca para o primeiro
cenario das simulagdes, ou seja, sem estruturas periodicas foi de 11,29 cm. Também
€ notdria a diferenca do perfil da interface para as duas situagdes, hd uma melhora

significativa na estabilidade da célula de reducdo de aluminio para o modelo proposto.

MHD e Tempo(s)=  50.4875103
0.5 : y 1 ! ! ' ’ ’ ’

' "part. dat" =
"part3.dat”

x(m)

Figura 3.25: Cuba com estrutura periodicas (altura mdxima de 7,9cm)

3.4 Validacao do Modelo Hidrodinamico

Neste trabalho sao mostrados, para valida¢do do uso da metodologia, alguns resul-
tados para escoamentos incompressiveis com e sem superficies livres. Dois problemas

muito usados para testes de métodos numéricos para fluidodinamica sao o da Cavidade
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Programa MHD 12.6218776 s
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Figura 3.26: Perfil da velocidade na cuba com estrutura peridédica para t = 50s

Controlada apresentado na Figura 3.27 e o de uma gota de fluido caindo em um recipi-
ente contendo o mesmo fluido apresentado na Figura 3.28. Os resultados obtidos foram
comparados com trabalhos cldssicos. Nos dois casos os resultados apresentaram uma
6tima concordancia com os mostrados nos trabalhos de Krzeminski et al. [45], compa-
rado com o problema da cavidade controlada, e o de Foster et al. [41], comparado com
problema da superficie livre. Os parametros utilizados nas simulagdes sao 0os mesmos

dos artigos usados para validacao.

A Figura 3.27 representa a simulacdo de um fluido em uma cavidade controlada
para Re = 100. Nesta simula¢ao, foi utilizada uma malha estruturada-uniforme con-
tendo nx=20 células na direcdo x e ny=20 células na direcdo y com espacamento de
(Az = Ay = 0,05).

A Figura 3.28 representa a simulacdo de uma gota de fluido imergindo em um
recipiente que contém o mesmo fluido para Re = 1500, nx=50, ny=40 e Az = Ay =
0,02.
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Figura 3.27: Campo de velocidade para Re = 100. (a) Fonte: este trabalho. (b) Reproduzindo
grdfico de referéncia. Fonte: adaptado de [45]

0.4 T - . 0.4

"part.dat"

(b)

Figura 3.28: Gota em queda livre para Re = 1500, t = 0 e t = 0,4. (a) Fonte: este trabalho.
(b) Reproduzindo grdfico de referéncia. Fonte: adaptado de [41]

UFPA



Capitulo 4

Conclusoes e Propostas Para Novas

Pesquisas

Os resultados apresentados neste trabalho mostram que o modelo matematico em-
pregado € eficiente e pode ser utilizado para descrever o comportamento do aluminio
em uma cuba de reducdo. Através deste modelo foram efetuadas simula¢des que com-
provaram que a inclusdo de estruturas periddicas na base da cuba sdo capazes de re-
duzir as oscilacdes e consequentemente melhorar a eficiéncia da cuba de reducao de
aluminio. A altura do fluido condutor foi reduzida de 11,29 para 7,9 cm (redugao de

aproximadamente 30 %). Isso melhora a estabilidade do processo de redug@o.

Para realizar o projeto da estrutura periddica, simulacdes do problema magnetohi-
drodinamico foram realizadas através do método das diferencas finitas representando-
se a estrutura classica de redu¢do. Com a transformada wavelet do campo de pressao,
foi possivel determinar o comprimento de onda dominante no processo fisico. Esta

informacao foi usada para projetar a estrutura periddica empregada na simulacao.

Para trabalhos futuros, sugere-se o desenvolvimento de um modelo magnetohidro-
dindmico tridimensional para estudar outras alternativas para a reducdo das oscilacoes
e controle da instabilidade presente na cuba de reducdo de aluminio. Visto que os
resultados obtidos nas simula¢des com novo modelo proposto comprovaram uma me-
lhora significativa no controle das oscilagdes, um modelo experimental tal como o novo

modelo proposto neste trabalho € fortemente recomendado.
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Apéndice I

Adimensionalizacao das equacoes

A equacdo da conservacao do momento e a equagdo da conservagdo da massa, na

forma vetorial, sdo dadas por:

i 1
Y (@ V)i = LS Ve (L1)

ot
V-u=0. 1.2)
A forma adimensional das equagdes de Navier-Stokes € encontrada através da substituicao
das grandezas adimensionais, escolhidas de acordo com as caracteristicas do pro-
blema. Considerando, x(, a escala de comprimento e , ug, a escala de velocidade,

os parametros adimensionais (representados pela letra maitscula), sdo dados por:

U=— Vv=— x== y=2 (13)
U Ug Zo Lo
Assim,
U=(— 1)=2 (L4)
Up Uo U
: 0 0 0 0
— = —_ -_— = . I.5
V= (st ) = (v ) =7 )
A pressao e o tempo sdo dados de acordo com [46]:

1.6)

p=2L_ =
pug xg

Para problemas com superficie livre deve-se encontrar a forma adimensional da



Apéndice Adimensionalizacdo das equagdes 2

aceleracdo gravitacional.

- 61‘0
_ 9
Ag_ 2

Ug

@.7)

A aceleracdo magnética gerada pela for¢a de Lorentz, F' = J x B, também requer

a especificacdo de alguns parametros adimensionais, tais como [47],

J=_1 (L8)
OuObo
e —
L b
B=—. 1.9
by (L9)
Substituindo esses parametros na equagdes 1.1 e 1.2, obtém-se:
Uo oU - - pup? - VU ey~ WP = OUgby® -
— | =+ U - VU | =—- VP + VU+ —A, + A,,. (1.10)
xo/ug \ OT Top Zo2 T
Multiplicando os termos de 1.10 por u’”—(& tem-se:
ou . - e
OV =-VP+ LNV + A, + T2 (L11)
oT UpT PUo
Substituindo o nimero de Reynolds, Re = “2*, e o nimero de Stuart, N = "b;T?O
em I.11 encontra-se a forma adimensional estudada neste trabalho,
8—ﬁ+((7 VU | = P4 V2 + A+ NA. 1.12)
oT n Re g m '
Para as equagdes eletrodinamica, € necessario definir [47]:
b = 9 (1.13)
UQbol’o
e —
Jo— (L14)
U,Qbo

A equagdo de Poisson para o potencial elétrico na forma adimensional é deduzida
a partir da substitui¢do dos pardmetros 1.13 e 1.14 na forma vetorial da equagdo de

Poisson do potencial.
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UObOIO v2® . uobo v — —
5 = —V - (U x B). (1.15)
To Zo
Simplificando tem-se
V20 =V - (U x B). (1.16)
Da mesma maneira se encontra a equacao que calcula a corrente elétrica,
— UQboxg .
Zo
Simplificando tem-se
E=-Vo. (L18)
Substituindo os parametros 1.8, 1.9 e 1.14 descritos anteriormente em
J=o(@+ixb) (1.19)
tem-se
UUOZIiojz U[EUObO + (Uolj) X (boé)] (120)
Simplificando a equacdo 1.20, obtém-se sua forma adimensional,
J=E+U x B. (1.21)

Esta equacdo € entdo resolvida pelo método da sobre-relaxacdo [39].
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