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Resumo

Desenvolvemos a quantizagao do campo vetorial nao massivo no espago-tempo de
Minkowski e no espaco-tempo de Schwarzschild, e calculamos a poténcia irradiada
por uma carga elétrica em oOrbita circular em torno de um objeto com massa M
em ambos os espagos-tempos. Em Minkowski é encontrada a expressao analitica
da poténcia irradiada utilizando teoria quéntica de campos e assumindo gravi-
tagao newtoniana. O resultado obtido é equivalente ao resultado classico, dado
que o célculo é realizado em nivel de arvore. Dadas as dificuldades matematicas
encontradas ao se tentar obter solucoes expressas em termos de fungoes especiais
conhecidas, em Schwarzschild o problema é abordado de duas formas: solugao
analitica no limite de baixas frequéncias, e resolucao numérica. O primeiro caso
serviu como cheque de consisténcia para o método numérico. Em Schwarzschild
o cdlculo também é realizado utilizando teoria quéntica de campos em nivel de
arvore, e a expressao da poténcia é encontrada analiticamente na aproximagao
de baixas frequéncias e através de método numeérico. Apds a comparacao dos
resultados, concluimos que, para uma mesma velocidade angular de rotacao da
carga (medida por observadores estdticos assintdticos), a poténcia irradiada em

Minkowski é maior que a poténcia irradiada em Schwarzschild.

Palavras chave: Teoria quantica de campos, espacos-tempos curvos, buraco
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negro, radiacao eletromagnética.

Areas de conhecimento: 1.05.01.02-9, 1.05.01.03-7, 1.05.02.01-7, 1.05.03.01-3.



Abstract

We perform the quantization of the massless vector field in Minkowski and Schwarz-
schild spacetimes, and calculate the radiated power by an electric charge in a circu-
lar orbit around an object with mass M in both spacetimes. In the Minkowski case
we find the analytical expression for the radiated power using quantum field theory
and assuming Newtonian gravity. It coincides with classical Larmor’s result, since
the calculations are performed at the tree level. Since in the Schwarzschild case it
is not possible to express the solution of the radial equation in terms of well known
special functions, we adopt the following two approaches: analytical approxima-
tion in the low frequency limit and numerical computing. The first approach was
used as a consistency check for the numerical one. We also use quantum field
theory at tree level in the Schwarzschid case, and the radiated power is obtained
both in the low frequency limit as well as numerically. After comparing the re-
sults, we conclude that for the same angular velocity of the charge (as measured
by asymptotical static observers), the radiated power in Minkowski spacetime is
bigger than in Schwarzschild case.

Keywords: Quantum field theory, curved spacetimes, black hole, electromag-

netic radiation.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos grandes desafios da ciéncia no século XXI tem sua origem nos tempos de
Fuclides. Trata-se da compreensao da natureza do espaco. Como a geometria pode
contribuir para esclarecer a natureza do espaco e do tempo? Qual a geometria do

nosso universo?

Com a percepcao pelos mateméticos da nao necessidade do quinto postulado
de Euclides para a construcao de uma geometria coerente, novas possibilidades
surgiram para a descri¢ao do espago-tempo em que vivemos. Os fisicos passaram a
se questionar a respeito de qual seria a real geometria do nosso universo. Por meio
de experimentos como lentes gravitacionais, estrelas bindrias, medicao da dilatagao
Shapiro do tempo [1] e a comparacao da passagem do tempo em relégios atomicos
terrestres e em 6rbita da Terra (Gravity Probe A [2]), constatagoes inusitadas, se
comparadas com o que se esperaria pela geometria euclidiana, foram comprovadas.
Atualmente, através de experimentos em desenvolvimento como o LIGO (Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory) [3], Gravity Probe B [2] e men-

suracao da interagao gravitacional a distdncias submilimétricas, muitos esforgos
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vém sendo feitos para tentar extrair mais informacoes a respeito da geometria
espago-temporal do universo, assim como testar o dominio de validade da teoria

da relatividade geral de Einstein.

Uma das consequéncias da teoria da relatividade geral é a possibilidade de exis-
téncia de buracos negros. Uma das propriedades mais intrigantes destes objetos, é
sem divida o fato de levar a teoria da relatividade geral ao extremo, mostrando os
limites tedricos do nosso conhecimento acerca do espaco-tempo. Aqui abordaremos
o fendbmeno da irradiacao de energia eletromagnética por uma carga orbitando um
buraco negro de Schwarzschild seguindo os preceitos da teoria quantica de campos
em espagos curvos (TQCEC). Por TQCEC, entende-se uma teoria quantica de
campos utilizando-se o espaco-tempo fornecido pela relatividade geral como pano
de fundo para o desenrolar das interagoes quanticas. Mesmo tratando-se de uma
teoria quantica de campos efetiva, nao podendo ser aplicada para o regime extremo
da escala de Plank, a TQCEC tem em seu arcabougo importantes predi¢oes como a
criagdo de particulas em universos em expansao [4], a radiagao térmica mensurada
por observadores acelerados [5] (efeito Fulling-Davies-Unruh), e a evaporacao de

buracos negros ocasionada por efeito quantico [6].

A quantizagdao do campo eletromagnético em coordenadas polares esféricas no
espago-tempo de Minkowski é desenvolvida analiticamente. J& no espaco-tempo de
Schwarzshild, algumas dificuldades foram encontradas ao tentar determinar ana-
liticamente a expressao radial dos modos normais associados a este campo. Para
que fosse possivel dar continuidade no desenvolvimento do problema, utilizamos
duas estratégias de resolucao no caso em Schwarzschild. Primeiramente, encon-
tramos as solucoes dos modos nos limites assintéticos, nos quais a coordenada

radial r se encontra ou muito préxima do horizonte de eventos do buraco negro



ou muito distante deste, para em seguida encontrar a solu¢ao dos modos para o
caso de baixas frequéncias. A segunda estratégia foi a determinacao numérica dos
modos através do programa de computagao Mathematica versao 5.0. Apds termos
as solucoes das equacoes de campo nos respectivos espagos-tempos em questao, de-
senvolvemos o cdlculo da poténcia irradiada para cada um dos casos, assim como
medida por observadores estdticos assintéticos.

No capitulo 2 calcularemos as solugoes clédssicas do campo eletromagnético em
Minkowski, para em seguida encontrarmos as constantes de normalizacao e efe-
tuarmos a quantizagao, expandindo os modos em funcao de operadores criagao
e aniquilacao. No capitulo 3 seguiremos o mesmo procedimento do capitulo an-
tecedente, com a diferenca que estaremos lidando com o espago-tempo de Schwarz-
schild. Em seguida, no capitulo 4, calcularemos a poténcia irradiada pela carga
elétrica nos espacos-tempos estudados acima, para no capitulo 5 fazermos uma
andlise dos resultados obtidos. No capitulo 6 concluiremos o trabalho, e possiveis
desdobramentos serao apresentados.

Iremos adotar neste trabalho o sistema natural de unidades, no qual ¢ = G =

h =1, assim como a signatura (4, —, —, —).



Capitulo 2

Quantizacao do campo
eletromagnético no espaco-tempo
de Minkowski

Para que possamos efetivar a quantizacao do campo eletromagnético em Minkowski,
o primeiro passo serd a determinacgao das solugoes cldssicas das equacoes de Maxwell
neste espaco-tempo. Apds encontrarmos as solugoes cldssicas iremos normalizé-las
e assim estaremos aptos a quantizar o campo eletromagnético em Minkowski.

Os resultados aqui obtidos serao utilizados posteriormente para que possamos
encontrar a poténcia emitida pela carga elétrica girante no espago-tempo de Minko-

wski.
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2.1 Solucoes classicas em Minkowski

O elemento de linha do espago-tempo plano, também denominado elemento de

linha de Minkowski, é expresso em coordenadas polares esféricas pela forma

ds? = Nwda’ds” = dt? — dr® — r2d6* — r?sin? 0d¢?. (2.1)

De (2.1) obtemos que as componentes da métrica em questdo nas coordenadas

definidas acima sao dadas por

N = diag (1, —1,—7r?, —r? sin? 9) ) (2.2)

Consideremos nesta geometria um campo vetorial livre nao massivo, cuja agao

cléssica invariante ¢ dada por

S = /d4x£,

onde

¢

L= V75 |- - S (7 (23)

¢ a densidade de lagrangiana modificada ¢ la Fermi e g = det (g, ), de forma que
d*z+\/—g & o elemento de volume (quadridimensional) invariante do espago-tempo
de Minkowski. Vamos adotar a escolha de Feynman ( = 1 (também conhecida

como gauge de Feynman).

Aplicando & (2.3) a equac@o de Euler-Lagrange, temos que as equagoes de

campo serao V,F"* +VFVY A, = 0. Se usarmos a relacao F* = VFAY — VY A! e
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que no vacuo as equacoes de Einstein sdo R, = 0 [7], teremos que as equacoes de

campo assumirao a forma

vV, VYA = 0. (2.4)

Definindo i como sendo o indice das varidveis angulares na 2-esfera unitéria S
com métrica 7;; (d5? = —d#? — sin® 0d¢?), e tendo V; como derivada covariante

em S?, conclufmos que (2.4) tem como componentes as equagoes

1 1~
8314,5 — ﬁ@r (7“2@14,5) -+ ﬁv2At = 0, (25)
A, + 0, | =0, (A Lo2a, —a, (L) 9ia =0 2.6
_tr_‘_rﬁr(r T)_T_2 r_rﬁ i — Yy ()

20,A,

r

B2A; — OPA; + T% [ﬁj <?in - ﬁA,-) + aﬁJ‘Aj] + 0. (2.7)

Para resolvermos as equagoes acima, adotaremos a condi¢ao de Lorenz, a saber

VHA, = 0. (2.8)

As solugoes de (2.4) serao classificadas segundo suas polarizagoes €. Denominare-
mos de modos puro-gauge € = (7, as solugoes que satisfizerem a condigao de Lorenz
(2.8) e puderem ser escritas como Aff“’lm = V,A“™. Os modos fisicos e = I e 11,
serao aqueles que satisfizerem as equagoes (2.4) e a condicao (2.8) porém nao sendo

puro-gauge, enquanto que os modos nao fisicos € = N F' serao as solugoes que nao
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satisfizerem a condicao de gauge. Assim definido, podemos escrever os modos

como

Aletm — (0 RL (1) Vi, ﬁd% [* R, (1)] 06Yimm, (2.9)
Tt 1+ 0 di [r* R ()] gYim)e™",

Altetm — (0,0, RL) (r) Y™, RL) (r) V™) e7, (2.10)

ANFm — (RYF (1) Yim, 0,0,0) e, (2.11)

A = 7 A (2.12)

com w > 0, A¥m = éRﬁF (r) Yime™®t Y, sendo harmonicos esféricos escalares
definidos na 2-esfera com V2Yj,, = —I ({+1)Y,,, onde l =0,1,2,... e m assume
valores de —l al [8] e lem = €;;0"Yim/ \/m sao os harmonicos esféricos veto-
riais [9], que satisfazem V?V;™ (0, ¢) = 0, com [ > 1, onde ¢y, = —¢,9 = sen (6)
e €9 = €,, = 0. Note que os modos fisicos (2.9) e (2.10) sao tais que I > 1,
pois a condi¢ao de Lorenz dada em (2.8) nao é satisfeita para [ = 0. Definindo o

potencial em Minkowski

[(1+1)

72

Vir = , (2.13)

temos que R, (r) satisfaz a equagdo
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1 d?
(w? = Var) RL, (r) + g ["*RL, (r)] =0, (2.14)
R (r) satisfaz a equagdo
2 11 & L
(w - VM) Rwl (T) + WRwl (T) = 0’ (215)
e RNF (r) satisfaz a equagdo
(w® = Var) RO (r) + Ld (2 g (r)) =0 (2.16)
M) Sl r2dr dr v ' '

R (r) possui relagdes muito simples com RL, (r) e RN (r) expressas por

R (r) =r*Ry (),

Rg (r) =rRy" (r).
As solugoes R (r), assim como as de R, (r) e RNF (r), podem ser expressas
através das fungoes de Bessel esféricas j; e n; [8]. No caso de RII (r) temos
Ry (r) =rCy ji(wr) +rDgim (wr) .

Dado que a solugao 7; é nao normalizdvel por meio do produto interno de
Klein-Gordon generalizado a ser definido na préxima se¢ao, podemos descarté-la,

sobrando assim somente a contribuicao j;. Temos entao

RL (r) = %jl (wr), (2.17)
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Ry (r) = Ci v ji (wr), (2.18)
Ry (r) = Ca" i (wr), (2.19)

nas quais CI1, C! e CN¥sdo as constantes de normalizagao, que serdo obtidas a

partir do produto interno de Klein-Gordon mencionado anteriormente.

Com a defini¢ao das fungoes de R!, (r), R (r) e RYF (r) através das expressoes
(2.17)-(2.19), assim como de suas respectivas constantes de normalizacao, teremos
as solucoes cléssicas das equagoes modificadas de Maxwell homogéneas no espaco-

tempo de Minkowski completamente determinadas.

2.2 Normalizacao das solucoes classicas em Min-

kowski

Para executarmos a normalizagao dos modos, iremos langar mao do produto in-
terno de Klein-Gordon generalizado [10]. Antes de defini-lo, ¢ importante co-

nhecermos o momento generalizado associado ao campo, dado por

1 oL

I
V=99[V,A)

— — [P 4+ VA4, . (2.20)

Definiremos a corrente

W (AT AT = i [A_,gnj“” T Al (2.21)
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onde agora os indices 7 e j representam todo o conjunto de niimeros quanticos que
indexam os modos, e a barra superior denota o complexo conjugado. O produto

interno de Klein-Gordon generalizado é entao definido como

(A1 A7) = /E . dsPwr [A AT], (2.22)

onde de’) = dxn®) n,, sendo que d¥x®) ¢ o elemento de tri-volume invariante da
superficie de Cauchy X e n* é um vetor unitdrio normal a esta superficie dirigido
para o futuro.

Para o caso particular do espago-tempo de Minkowski em coordenadas polares
esféricas, manipulando (2.22) encontramos que para uma superficie ¢ = constante,

o produto interno de Klein-Gordon generalizado assume a forma [11]

[e) T 2 _
(AL A7) =i / dr / df / de 12 sin 0 n [A_LatA,{ — A9 ALl (2.23)
0 0 0

Para os modos satisfazendo a condigdo de Lorenz (V,A* = 0), teremos de

(2.20) que IT*"* = —F" e o produto (2.22) pode ser escrito como

mu

(A1 AT) =i /E Lz [A_gFW —Fwr A (2.24)

Podemos mostrar que o produto (2.24) é invariante por uma transformagao de

gauge. Fazendo A! — A’ = A" 4+ V,®', temos

(A/i7 A/j)im) o (Al? AJ) - (vq)z’ vqﬂ)inv + (AZ’ vcbj)in'u + (vq)l’ AJ) (225)

inv nv’
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o que nos leva a (A", A7), = (A" A7), . dada a nulidade dos termos do lado

inv inv?

direito de (2.25), que pode ser obtida usando

i A7) = ®) [T @i e
(v<b,A)m_z/E(3)d2u V. el

que assume a forma

(V! A7) = 2/ as, |V, (¥F) | <o, (2.26)

na qual realizamos uma integracao por partes, utilizamos que V,F** = 0, a

antisimetria de F*** e que os campos sao nulos na fronteira de ).

Sendo entdo (2.24) invariante por uma transformacao de gauge, mostraremos

abaixo que para quaisquer nimeros quanticos n,w, [, m obteremos

(A9 AT) = (A9, ATT) = (A%, A%) = 0. (2.27)

Novamente, dado que os modos fisicos e puro gauge acima satisfazem V# A, =
0, temos [1" = —F" e V,F" = ( para estes modos. Para o produto entre modos
puro-gauge, a propriedade acima é facilmente demonstrada, dado que F* = 0.

Para os produtos entre os modos fisicos e os modos puro-gauge, se usarmos Aff =

V,AeX=11II teremos

(AG, 4Y) = / d%, [(V,A ) F] =0, (2.28)

2
como pode ser visto em (2.26). Para mostrar a ortogonalidade entre os modos [ e

I1, partimos de (2.23), onde teremos para os modos fisicos
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o] s 2 - .
(AT, A1) = /0 dr /0 dé /U dip 12 sin 0 [A;atAﬁf —AilétAﬁ]. (2.29)

Dada a invaridncia por transformacao de gauge do produto interno de Klein-
Gordon generalizado para modos satisfazendo V,A* = 0 , podemos somar & (2.9)
uma quadridivergéncia da forma V#A, obtendo um novo modo A”7“'™ no qual as

duas iltimas componentes sao nulas. Dado que as duas primeiras componentes de

All@lm 30 nulas, obtemos assim que

" ALO ALl = v ATT9, Al = 0. (2.30)

Através de (2.29) e (2.30) temos entdao que

(AT, AMT) =0,

Desenvolvendo-se os demais produtos internos entre os modos pode-se mostrar

que

(Aswlm, Aglwll,m/) - Mealénn’(sll’(;mm’(s (w - w/) ) (2‘31)

. /
com a matriz M dada por

10 0 0
, 01 0 0

M= = : (2.32)
00 0 -1
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na qual linhas e colunas sao dispostas na ordem I ,II, G e NF.

A ortogonalidade entre os modos I e II, e 0 modo nao fisico pode ser facil-
mente visualizada, dado que os modos I e II s6 possuem componentes espaciais,
enquanto o modo NF possui apenas uma componente temporal, fazendo assim
v ANFO,AY = " A)9,ANF = 0 em (2.23), similarmente ao ocorrido em (2.30).
Aplicando o produto interno dado por (2.23) aos modos I, II, G e NF, obtemos
que as constantes de normalizagao CI,, CII CNF' e CS, a menos de uma fase

arbitrdria, possuem a forma

[(I+1)

W

cl =

wl —

wl —

e Ol = ONF = 0C = % (2.33)

2.3 Quantizacao de Gupta-Bleuler em Minkowski

Uma vez obtidos os modos normalizados, vamos agora quantizar o campo eletro-
magnético no espago-tempo de Minkowski utilizando o método de Gupta-Bleuler

[11] [12] [13]. Vamos impor as relagdes de comutagao a tempos iguais

[A# (x,1), A, <x',t)} - [ﬂm (x, 1), L, (X’,t)] —0, (2.34)
[AM (x, ), % (x, t)] - %53 (x— %), (2.35)

-1 0L
onde " = \/__ga[vufly]

Expandindo o campo quantizado Au em termos dos modos de frequéncia posi-

, X e X' representam todas as coordenadas espaciais.

tiva Afflm e negativa As~™ temos
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=00 m=+41

A= Z Z Z /O dw [d<ewlm)Ai“’lm+d2wdm)Afflm , (2.36)

e=I,I1,G,NF 1=0 m=—1

onde dz € Q(euim) S0 0s operadores de criacao e aniquilagao, respectivamente.

ewlm)

~ ~ A ~f .
Iremos agora encontrar as relagoes de comutagao entre (ewtm) € G- Uti-

lizando (2.22) e as relagoes (2.34)-(2.35), se denotarmos todos os indices discretos
(e,1,m) em Minkowski por x, podemos mostrar que
(e, 4), (A47)] = (a4, 4) = a¥s ),

com

/ /
M = M*== 5ll’5mm’~

Por outro lado, usando (2.22) e (2.36) temos

[(A"““,fl> : (AA”'“')} =y M [dww),diﬁ,,,w/) M (2.38)

Comparando (2.38) com (2.37) concluimos que

s | = (M), 6 (0 = ), (2.39)

4 . . / . ~
, € a matriz inversa de M"* . Assim temos que os comutadores nao

onde (M™1)

RK

nulos sao
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d([wlm)a dzlw’l'm’)} - |:d(Ilem)7 d](LIIm/l/w/)] = 5ll’5mm’5 (W - w,) ’ (240)
[d(Gwlm)a dIGm’l’w’)] - 511/5mm/5 ((.U — w/) s (241)
d(Gwlmwdszmwwq] = [&(NFWlmﬁ&Eer’l’w’)} = —Owbmmd (w0 —w').  (2.42)

Sendo a condicao de Lorenz para o operador Am V“Au = 0, e a quantizacao
canodnica incompativeis, dado que [VMA”,A”] # 0 por (2.35), precisamos entao
de uma formulacao mais fraca do vinculo de Lorenz, conhecida como condicao de

Gupta-Bleuler, dada por

VHAD |EF) =0, (2.43)

que restringe o espaco de Hilbert dos estados fisicos |EF'), onde Aff) é a parte de
frequéncia positiva do operador flu definido em (2.36). Uma vez que V“/Al,(f) s6 é

nao nula para Aﬁ[ Fulm " segue que a condigao (2.43) equivale a

AN Futm) | EF) = 0 (2.44)

Os estados do espaco de Hilbert sao obtidos pela aplicacao dos operadores de
criacdo no vacuo de Minkowski |0),,, que ¢ definido requerendo que o mesmo seja

aniquilado por todos os operadores a(c,m), ou seja,
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(et [0), = 0, (2.45)

com ¢ = [, II,G,NF. Aplicando-se ao vdcuo de Minkowski os operadores de

criagao &}, d}l, e d;VF, iremos obter os estados fisicos do sistema que satisfazem

(2.44). Observe que o operador dg nao foi mencionado acima, pois sua aplicacao a

um estado fisico |E'F'), ndo levard a outro estado fisico. Temos assim que dg leva

estados fisicos em estados nao fisicos do sistema, pois de (2.42) e (2.44) temos

) [y [EF)] = ~0Gmmd (0 — ') | EF) £0.

E importante ressaltar que dado
d(NFlmw); &J(TNFw/l/m/) = 0, (246)

concluimos que estados fisicos na forma djv r |EF) tém norma nula, ou seja,

(EF] d(NFlmw)dINFzmw) |[EF) = (EF]| CALINFzmw)CA‘(NI*“lmw) |[EF) =0, (2.47)

onde utilizamos (2.44) para obter a tltima igualdade acima. Além disso, de (2.39),

temos que

- N _ [ N _
[a(NFlmw)’a(lw’l’m’)] - |:CL(]lm W)’a(NFw’l’m’)i| - 0’

: N _ s N _
[a(NFlmW)7a(IIw/l/m’):| = [a(Hlmw)’a(NFw’l’m’)} =0.
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Conclufmos entfo que os estados fisicos na forma ', . | EF) sdo ortogonais a quais-
quer outros estados fisicos. Sendo assim, um estado fisico |EF}) pode ser conside-
rado equivalente & qualquer outro estado fisico na forma |EF,) + a\, , |[EF). Con-
sequentemente, os estados fisicos representativos sao aqueles obtidos aplicando-se
Almw

&I j» com A = I, 1] ao vcuo de Minkowski |0),,, definido acima.



Capitulo 3

Quantizacao do campo
eletromagnético no espaco-tempo

de Schwarzschild

Neste capitulo seguiremos os mesmos procedimentos bdsicos do capitulo ante-
rior. Encontraremos as solugoes clédssicas que definem o campo eletromagnético no
espago-tempo de Schwarzschild para em seguida normalizd-las e assim quantizar
este campo. A diferenca entre o caso de Minkowski e Schwarzschild é dada pela
forma da métrica, que, como veremos a diante, introduzira dificuldades adicionais
para o tultimo caso, nao nos possibilitando encontrar solugoes analiticas expressas
por funcoes especiais conhecidas para as equacoes que determinam os modos do

campo.

Nao dispondo das expressoes analiticas para a normalizagao, para que possamos
avancar neste caso, iremos utilizar duas alternativas de resolugao do problema em
Schwarzschild: resolveremos as equagoes de campo para o caso de baixas frequén-

cias, e por método numérico, com o auxilio do programa Mathematica.

18



3.1. SOLUCOES CLASSICAS EM SCHWARZSCHILD 19
3.1 Solucgoes classicas em Schwarzschild
O elemento de linha do espago-tempo de um buraco negro estético sem carga, tam-

bém denominado elemento de linha de Schwarzschild, é expresso em coordenadas

polares esféricas na forma

ds® = g datda” = f(r)dt* — f(r)”" dr? — rd6* — r?sin® 0dg?, (3.1)

onde f(r) = 1 —2M/r. De (3.1) obtemos que as componentes da métrica em

questao, nas coordenadas definidas acima, sao dadas por

G = diag (f,—f~, —r*, —r?sin®0) . (3.2)

Consideremos nesta geometria um campo vetorial livre nao massivo, cuja agao

cléssica invariante é

S = / d*zL, (3.3)

onde agora, para o caso de Schwarzschild, temos

1 1
L=+\—g {—ZFM,,F’“’ — QGZ] : (3.4)
L & a densidade de lagrangiana do campo eletromagnético no gauge de Feyn-
man modificado, g = det (g,,) de forma que d*z\/—g é o elemento de volume

(quadridimensional) invariante do espago-tempo de Schwarzschild e G = V*A4,, +

K*"A,, onde K* é um quadrivetor independente de A", definido por
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K“:( ZfOO)

Aplicando & (3.4) a equacao de Euler-Lagrange, temos que as equagoes de

campo sao

V, " 4+ VIG — K'G = 0. (3.5)

Separando em componentes as equagoes acima temos

1 f 1=
?afAt — r—28T (7"287“/4,5) -+ r—2V2At = 0, (36)
2
> I leny 1o (F)wia
faA +fa { - (r A)] VA, f& <T2)VAZ—O, (3.7)
2 A I (VA VA NI AL 2 i . —
fa o (f O A) + 5 [v (Vidi = Vi) + 007 4] + %0, (ﬂ) 9A, = 0,
(3.8)
Para resolvermos as equagoes acima, adotaremos a condi¢ao de gauge
G=0. (3.9)

Assim como no caso em Minkowski, as solugoes de (3.5) serao classificadas segundo

suas polarizagoes €. Denominaremos de modo puro-gauge ¢ = G, as solugoes que

satisfizerem a condicdo de gauge (3.9) e puderem ser escritas como Afw”lm =
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V, A¥"m . Os modos fisicos € = I, 11, serao aqueles que satisfizerem as equagoes
(3.5) e a condicdo (3.9) porém nao sendo puro-gauge, enquanto que os modos nao
fisicos ¢ = NF serao as solugoes que nao satisfizerem a condicao de gauge. O
indice n denota os dois modos possiveis em Schwarzschild, um deles proveniente
do infinito («+—) e o outro proveniente do horizonte de eventos do buraco negro

(—). Assim definido, podemos escrever os modos como

Alrtm — (07 Riz (7’) Yim, m% [TQR{UI (7”)} Yim, (3.10)

S d r5p1 —iwt
- v Ym " 9
Ty [ ()] 0Yim)e
AT = (0,0, RE" (r) Y™, RU™ () Y3™) e, (3:11)
ANErtm — (REF™ (1) Yy, 0,0,0) e, (3.12)

A/Cjnwlm _ v‘qunlm7 (313)

onde w > 0 e Aim = iRiylF " (1) Yime ™t Note que, assim como no caso de
w

Minkowski, os modos fisicos (3.10)-(3.11) s@o tais que [ > 1, pois a condi¢ao

de gauge dada em (3.9) nao é satisfeita para [ = 0. Definindo o potencial em

Schwarzschild

Vs = (1 - ﬂ) i+1 (3.14)
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temos que R!7 (r) satisfaz a equagao

d d
=V Ry o)+ L | i ]| <o (3.15
RI™ (r) satisfaz a equagao
(& = Vo) R () + 15 | £ (0] =0, (3.16)
e RNI™ (r) satisfaz a equagao
(w? = V) R (r )+f—2% { - —RNE™ (r )} =0. (3.17)

Desta forma, conseguimos obter, assim como para o caso anterior em Minkowski,

as equagoes que regem os modos.

3.2 Solucoes fisicas classicas em Schwarzschild
no limite assintético

Encontraremos agora as solugoes fisicas das equagoes obtidas na se¢ao anterior nos

limites de » — 2M (horizonte de eventos do buraco negro) e r — +oo. Utilizando
1

as transformagoes RU™ (r) = rgfi™ (r) e RIT (r) = ~¢'7 (r), a partir de (3.15) e
r

(3.16) obteremos que ¢\ satisfaz a equacio

(w? = Vi) razy (r) + f d% {f %mﬁ? (7“)} —0, (3.18)

onde \=171ell.

Através da coordenada de Wheeler x = r + 2M In (ﬁ - 1>, podemos rees-
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crever (3.18) como uma equacio tipo Schrodinger para ¢ na forma

(W~ Vo) radf () + g (el () =0 (3.19)

Para os limites assint6ticos (z — oo e portanto Vs — 0), a equagao acima assume

a forma

que possui solugoes

B (e + Ry emwr r << -—1),
ity =4 P o | (3.20)
BU)J‘Z_’TU:\l_’il“wa:hl(l) (wz) (x>>1),

A By T e (r << —1),
T4 (T) = 41 (1) D
B\~ ((—2) " (wx) + RAT i lwah, (wx)) (x >>1),
(3.21)

nas quais (3.20) é uma solugao proveniente do horizonte passado H~, e (3.21) é
uma solugao proveniente do infinito passado tipo luz I ~. Vale lembrar que hl(l) éa
fungao esférica de Hankel ou fungao esférica de Bessel do terceiro tipo [8], definido
como hl(l) () = ji () +im (z). Ressalte-se ainda que hl(l) (2) ~ (=)' e /2, para
|z| >> 1. B sao as constantes de normalizagio, e

(R e

(3.22)

sao os coeficientes de reflexao e transmissao, respectivamente.
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3.3 Solucoes fisicas classicas em Schwarzschild

no limite de baixas frequéncias

Fazendo a mudanca de coordenadas z = % — 1, na equagao (3.18), teremos que

Q" (2) satisfaz a equagao [11]

d dgy (2) (= +1)°
R E s G2 [ PV RS VEA GRS PP 0 g
Lla-2 LDy - 2w CE e <o,
que, para w — 0, assume a forma
4 (1—z2)dq—£7 + l(l+1)—i q ~ 0 (3.23)
dz dz z4 1] ’ '
e tem como solugoes independentes [14]
— 1) dQl (Z)
A— ~ CA*) . (Z 24
qwl (Z) wl Ql (Z) l<l+1) dZ (3 )
e
—1) dP (2)
A ~CN | P — (2 .
i~ e - T, (3.25)

nas quais [ > 1. P (z) e Q; (2) sao fungoes de Legendre de primeiro e segundo tipo
[15]-[16] e CX* as constantes de normalizacdo a serem determinadas na segio 3.4
através do produto interno de Klein-Gordon generalizado.

Sendo Py (z) ~ 2le@(z) ~ z'"lparaz>>1,eP(z)~1eQ(z)~

—log+/z — 1 para z ~ 1, obtemos de (3.24) e (3.25) que ¢~ diverge em H~ e
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permanece finita em I ~, enquanto que ¢~ diverge em I ~ e permanece finita em
H~. Esta é a razao pela qual associamos @Q); (z) e P, (z) com os modos movendo-se

para a direita e para a esquerda, respectivamente. Em seguida, usamos que [17]

T
P (2) oo & [(2D)121] / [21(1)%], € Q1 (2) o ~ (1 . W) /2=5L_ 1/k, na qual
1
r=M(z+1)+2MIn (% - 5) ¢ a coordenada de Wheeler, e obtemos de (3.24)
e (3.25) para w pequeno que
Ao ~ A— L
rd., (Z) ~ _Cwl 57 (326)
para z << —1, e
- _ L))t
rg (2) = C (20) (3.27)

Cwl i 29
(2M) (I+1) (1)

para x >> 1.

3.4 Normalizacao das solucoes fisicas classicas em
Schwarzschild no limite assintético

Assim como foi feito para o caso em Minkowski, para ortonormalizar as solugoes
(3.10)-(3.11) utilizaremos o produto interno de Klein-Gordon generalizado (2.22),
onde agora, o momento generalizado assumird a forma

1 oL

" = =TV Al [F™ + g" G . (3.28)

Analogamente a Minkowski, manipulando (2.22), teremos que para o caso par-

ticular do espago-tempo de Schwarzschild em coordenadas polares esféricas (para



26 CAPITULO 3. QUANTIZACAO EM SCHWARZSHILD

uma superficie ¢ = constante), o produto interno de Klein-Gordon generalizado

assume a forma

o) T 2 _
(AL A7) =i / dr / df / dp £~ r2sin6 g [AT@A,{ — A9, ALl (3.29)
0 0 0

Fazendo o produto (3.29) para os modos fisicos, utilizando (3.10)-(3.11), e

1
utilizando as relacoes RII" (r) = r¢lI" (r) e RI? (r) = ~¢!7 (r) chegamos a
wl wl wl wl
r

s / it(w—w') ,
(am s A ) T [ el () vl 0

~~
[Inn’
ww!

(3.30)

<Alln wlm 7Alln 'w 'l 'm! > = 5ll’5mm’ (w +w1) eit(w—w')/d,r f —1rq£{n* (T‘) Tq({;{ln/ (T‘)

.

~~
IIInn’
ww!

(3.31)

. . /
Tendo as integrais I2"" a forma

+o0o
/ dr f el (r) gy () = / dx (rg2y") (radi )

—00

1

=—— | (rg}) 4 (qu) — (rq’W) a (rad)") +°°
<w2 _ w/2) wl dr w'l w'l dx wl - 5

o0

na qual utilizamos (3.19). Usando }R;\J?|2+ !le”f =1eTN RN +TN Ry =0,

wl -
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alem de (3.20) e (3.21), obtemos

", =or ]Bﬁ;‘f §(w— W) Onr-

ww! T

Substituindo a integral acima nos produtos internos de Klein-Gordon (3.30) e

(3.31) temos

wW22r (W' + w) M=)
L(l+1)

2

(Aln wlm ’Aln 'w 'L 'm/ ) = 511’6mm’5 ((JJ - W,) 5nn’ |B"€7

wl

(AIIn wlm ,Alln Tw 'L 'm! ) = 5ll’5<w o w/) 5nn/5mm/e’it(w7w/) (w +w/) 27 ‘Blln|2

Impondo a condicao de normalizacao

(AI,A/I) = (AII,A,II) = 5(w _wl> 6nn’6ll/5mm’7

obteremos entao, a menos de uma fase multiplicativa arbitraria, que as constantes

de normalizacao dos modos assintéticos serao

: (3.32)

(3.33)
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3.5 Normalizacao das solucoes fisicas classicas em
Schwarzschild no limite de baixas frequén-

cias

Se expandirmos 7¢I~ (r) para z << —1, dado em (3.20), para |wz| << 1, obtemos

- 2w
ral (r) = :
4w
onde utilizamos que }R;\f o —1 4 O(w). Comparando com Tqﬂﬂ (r) =
- f,{_’g dado em (3.26) chegamos a
29w
Ca~ =——— 3.34
wl T ( )

[(l+1)

4w

I— ~

Utilizando o mesmo procedimento, temos rq.;” ~ (2iwz), e obtemos

—2i7/l (I +1
o & (3.35)
N
De forma semelhante para rq’;~ e r¢/!~ chegamos a
L+ 1) M) (L +1) (1) 2 (—iw)!

Varw? [(20)! (20 + 1)!!

e 1 @M (1+1) (1?2 (—iw)
C = Vi 1(20)! 20+ 1)1 (3.37)
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3.6 Quantizacao de Gupta-Bleuler em Schwarz-

schild

Assim como foi efetuado para o caso em Minkowski, para quantizarmos o campo

A,,, vamos impor as relagoes de comutagao a tempos iguais

[Ag (x,1), AS (x',t)} - [ﬂgt (x, ), 115, (x',t)] —0, (3.38)
[Ag (x, ), 15 (%, t)} - f_ig(sf’) (x —x). (3.39)

Se expandirmos o campo quantizado A% em termos dos modos de frequéncia

positiva Aff”lm e negativa Agm™ temos

=00 m=+I

CEEDSD S ID DY X L ek

e=I,I1I,G,NF n=«,— =0 m=—I
(3.40)

Iremos agora encontrar as relagoes de comutacao entre os operadores criagao
e aniquilagao. Utilizando (2.22) devidamente adaptada para o momento genera-
lizado dado em (3.28) e as relagoes de comutacao acima, se denotarmos os indices

discretos (e,n, I, m) em Schwarzschild por 7, podemos mostrar que

[(are, 49, (45, 47)] = (4, 4™) =0 50—, ()

com
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’ !
M™ = M= §nn/5ll’5mm/-

Onde M**' foi definido em (2.32). Usando (2.22) e (3.40) temos

[(are 4%), (A5, 47)] = 32 M g il | M7 (342)

Comparando (3.42) com (3.41) concluimos que

il | = (M), 0 (w0 =),

— 2 . . ! . ~
onde (M) _, é a matriz inversa de M7 . Assim temos que os comutadores nio

TT

nulos sao

Q(Iumim). dzlw’n’l’m’)} - [d(ffwnlm)a dgllw’n’l’m’)] = OO O 6 (w — '), (3.43)

[d(Gwnlm)u dIGw’n’l’m’)] = 6nn’5ll’5mm’5 (w — w/> s (344)

d(Gwnlm); &INFw’n’l’m’)] = |:&(NFwnlm)7 d](LGw’n’l’m’)] = _511’5mm’5 (W - w,) . (345)

Sendo a condicao de gauge G = 0 e a quantizacao candnica incompativeis para

o operador Ai , dado que [Vufl’é, Ag] # 0 em (3.39), precisamos uma vez mais de
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uma condi¢ao mais fraca do que um vinculo sobre os operadores, conhecida como

condicao de Gupta-Bleuler, na qual

GWH |EF) =0, (3.46)

que restringe o espaco de Hilbert dos estados fisicos |EF). Uma vez que G s6

, segue que a condigdo (3.46) equivale a

¢ nao nula para AJJ7nim

G Fontm) |EF) = 0. (3.47)

O véacuo de Boulware |0) 5 [18], é definido requerendo que o mesmo seja aniquilado

por todos os operadores d(.,nim), OU seja,

(zwnim) |0) g = 0, (3.48)

come = 1[,11,G, NF. Aplicando-se ao viacuo de Boulware os operadores de criagao
at, al,, e al,,, iremos obter os estados fisicos do sistema que satisfazem (3.47).
Observe que o operador &TG nao foi mencionado acima, pois sua aplicacao a um
estado |E'F), ndo levard a um estado fisico. Temos assim que dg leva estados

fisicos em estados nao fisicos do sistema, pois de (3.45) e (3.47) temos

CAL(NFL/.mlm) dIGw/n’l’m’) |EF> = _57m’(Sll’5mm’(S (w - w,) |EF> 7& 0.

E importante ressaltar que dado

d(NFwnlm)a &INFw’n’l’m’) =0, (349)
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concluimos que estados fisicos na forma djv 7 |EF) tém norma nula, ou seja,

<EF’ d(NFw”lm)&INFwnlm) ‘EF) = <EF| &J(rNFwnlm)d(NF"Jnlm) |EF> = O’

onde utilizamos (3.47) para obter a tltima igualdade acima. Além disso, de (3.49),

temos que

- o1 _ [ ot _
[G(NFwnlm)aa([w/n/l/m/)] = [a(lwnlm)7a(Nlen/llm/):| - 07

- . _ [~ . _
[a(NFw"lm)’a(llw’n’l’m’)] = [a(llwnlm)’a(NFw’n’l’m’):| =0.

Analogamente a Minkowski, conclufmos que os estados fisicos na forma d}f\, | EF)
sao ortogonais a quaisquer outros estados fisicos. Sendo assim, um estado fisico
|EF;) pode ser considerado equivalente a qualquer outro estado fisico na forma
|EFY) —i—d}r\, r |EFy). Consequentemente, os estados fisicos representativos sao aque-

les obtidos aplicando-se dz com A = I, I ao vicuo de Boulware |0) 5, definido

Awnlm)?

acima.



Capitulo 4

Radiacao eletromagnética emitida
por uma carga girando ao redor
de um objeto estelar

Agora que temos em maos os resultados dos campos quantizados e normalizados
para os casos em Minkowski e Schwarzschild, o préximo passo a ser desenvolvido
neste capitulo serd o calculo da poténcia irradiada pela carga elétrica girante, em
ambos 0s espacos-tempos em questao.

O célculo da poténcia emitida serd abordado em trés situagoes. No espago-
tempo de Minkowski, tanto usando teoria quéntica de campos cldssica de campos
quanto teoria quéntica de campos em nivel de drvore, assumindo gravitacao new-
toniana, e no espaco-tempo de Schwarzschild usando teoria quéntica de campos
e assuminto relatividade geral (sendo este tltimo célculo realizado tanto numeri-
camente quanto no limite de baixas frequéncias). Apds encontra-los, iremos fazer
a andlise dos resultados obtidos através de graficos, para que possamos entender

qual relagao se estabelecerd entre as poténcias de cada caso.

33
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4.1 Poténcia irradiada segundo teoria classica de
campos em Minkowski, assumindo gravitacao

newtoniana

Nesta secao iremos assumir os resultados ja estabelecidos na literatura para en-
contrarmos a férmula da poténcia irradiada em Minkowski assumindo gravitagao
newtoniana. No sistema de unidades aqui utilizado a poténcia emitida por uma

carga elétrica em movimento circular uniforme (M. C. U.) é dada por [19] [14]

onde |d| ¢ o m6dulo da aceleracao centripeta da carga e

0
_ A ! . (4.1)

dT 1 — (RM>2 QQ

Y™

Sendo para um corpo em M. C. U. o médulo da acelerecao centripeta fornecido
por |@| = Ry Q% onde Ry é o raio em Minkowski, temos para o caso em questao

que

2.4
q
We = GWMR?WQ‘*. (4.2)

Se utilizarmos a terceira lei de Kepler aplicada a uma trajetéria circular, teremos

que Rj; e () se relacionam pela expressao

M\ /3
m= ()
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que substituida em (4.2) leva a

2 72/3)8/34
W, =12 2 7
6m
Substituindo 7, dado por (4.1) na expressdo acima, temos para a poténcia
cléssica irradiada em funcao de €2 a expressao

272/3)8/3
We = —2 (4.3)

6 (1 - (MQ)Q/?’)T

4.2 Poténcia irradiada usando teoria quantica de
campos em Minkowski, assumindo gravitacao

newtoniana

Nesta secao iremos calcular a poténcia irradiada por uma carga elétrica em 6r-
bita circular em torno de um corpo massivo, sendo que a érbita é estabelecida
segundo a gravitacao newtoniana, e o calculo da poténcia é efetuado utilizando
teoria quantica de campos em nivel de drvore.

A corrente classica, normalizada, associada a uma fonte descrevendo uma tra-
jetéria circular no plano # = 7/2 com raio Ry e com velocidade angular £ > 0

(assim como medida por estéticos neste espago-tempo plano), e dado por

. v q

j* (@) = %5 (r—Ry) 6 (0 —m/2)6 (¢ — Q1) (1,0,0,9), (4.4)
onde ¢ determina a magnitude do acoplamento entre a fonte e o campo. Com

normalizada, queremos dizer que [ da,(f’) J*(1’) = q, onde daf’) ¢ o elemento de
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trivolume ortogonal & quadrivelocidade u* da carga que, nas coordenadas polares
esféricas definidas por (2.1), é dada por u* (2, Ryr) = (7,0, 0, Qyar).
A interagao entre a corrente j* () e o campo flu (z¥) serd dada pelo acopla-

mento minimo

S= [de V=g Al (4.5)

Sendo a amplitude de emissao

B = (1,e,w,1,m| iS; |0), (4.6)

substituindo (4.5) e (2.36) na equagao acima, e utilizando as propriedades da se¢ao

2.3 temos

Bt = / d*z /=g (@) A () (4.7)

Substituindo em (4.7) as expresoes de j* (z*) dada em (4.4), e A% (2*) dada

em (2.9) e (2.10), e resolvendo a integral, temos

ol —QOmgq d
plotm — T e [TQRil (T)}T:R Yim (7/2,0) 276 (w — m<) (4.8)
e
BN — —igQRIY™ (7/2,0) 276 (w — mg) . (4.9)

A poténcia total tem a forma
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[eS) +1

W= > W= Y > > /dew% [B=m)® ) (4.10)
e=I.II,NF,G e=III,NF,G 1=0 m=—1"0

onde

+oo
T = 276 (0) :/ dt

o0
é o tempo total medido por observadores estdticos. Para os modos puro-gauge G
a contribui¢ao para a amplitude de emissao se anula, pois temos a partir de (4.7)

que

/d4:c /=g j*V A = /d4az V=9V, (G"A) — /d4:1: V=g (V,j")A.

- S

A B
Utilizando o teorema de Gauss e a propriedade dos campos de se anularem no
infinito, teremos que a integral A é nula. J4 a integral B ¢é nula pela conservagao
da corrente.Os modos nao fisicos NF também nao contribuem para a amplitude
de emissdao por terem norma nula, ver (2.47). Note que a presenca do termo

J(w—m8) em (4.8) e (4.9) indica que somente serdo emitidas particulas com

frequéncia w = mf2, e que dado w > 0 e 2 > 0, teremos m > 0. Assim chegamos a

Wy= Y W= Y ZZ/O mdw% | Bt (4.11)

A=I,I1 A=IL,IT =1 m=1

A poténcia total irradiada W) serd a soma de Wi, e Wil dadas por
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I X o 27r(Qm)3q2 d 2 pI ? 2
WM:ZZ AR (72 Rigmy (Rar)] | [Yim (7/2,0)]

[e.o]

!
=3"N" 2rmg*Q? (Rl ( (Ran)]” Y™ (/2,00

I=1m
Substituindo as solugoes de R’ e R fornecidas em (2.17) e (2.18), e utilizando

as constantes de normalizagao (2.33) teremos que a poténcia total emitida serd

Wy = Z Z iQQmZQZ [dgM [Rar Ji (mQRM)]] Vi (7/2,0))* + (4.12)

2> {2 [m?gl E’?)RM] [t (mQRw)) [95Y"™ (/2,0) ‘2} |

E importante ressaltar que até o presente momento, nenhuma relagao foi feita
entre {2 e Ry, na expressao (4.12). Para obtermos esta relagao, iremos assumir a

gravitagao newtoniana, na qual temos

M 1/3

Desta forma (4.12) pode ser expressa em funcao de {2 como

2

d
|Yim (7/2,0)] +

dQ

Wi m2q? 9916/3
1(1+1)2M2/3

() amioan)

=1 m=1
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+§:zl:{ 2 (mS) 2lj_(gM)2/3 [jl< QM) 1/3)] |09y (7/2,0)| } (4.13)

4.3 Poténcia irradiada usando teoria quantica de
campos em Schwarzschild, assumindo rela-

tividade geral

4.3.1 A relacao entre Rg e (2, segundo a relatividade geral

Para que possamos comparar os resultados obtidos anteriormente com os que ire-
mos obter nesta secao, ¢ importante encontrar a relacao entre a coordenada radial
em Schwarzschild Rg e a velocidade angular €2 da carga girante, segundo a teoria

quantica de campos relatividade geral [14].

Iremos considerar uma carga elétrica em movimento circular no espago-tempo
de Schwarzschild, com elemento de linha (3.1), localizada em r = Rg com ve-
locidade angular © > 0 (quando medida por observadores estéticos assintéticos),

restrita ao plano § = 7/2, descrita por

@) = Zgd = R3O = /20 (p -, (414)

com g = det (g,,) € u a quadrivelocidade da carga dada por

1 Q

u* (2, Rg) = \/f ) = o2 ,0,0, \/f e R%QQ

(4.15)
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Considerando que a carga segue uma trajetéria do tipo tempo, teremos que
a equagao ufu, = 1 para o caso de um movimento equatorial na geometria de

Schwarzschild se expressa como

guwuru’ = (1 —2M/r) (%)2 —(1—2M/r)"" (Z—:Y —7? (j—f>2 =1. (4.16)

Assumindo que a carga estd seguindo uma geodésica, temos duas constantes
de movimento. Uma delas ¢ a energia total (incluindo a energia potencial gravi-
tacional) por unidade de massa de repouso da carga elétrica, com relagdo a um

observador estatico no infinito

e = gu&u’ = (1 - 2M/r) (3{) : (4.17)

na qual &* = (9/0t)" = (1,0,0,0) denota o campo de Killing estético tipo tempo.

A outra é o momento angular por unidade de massa de repouso da carga elétrica,

L= —gui'u” =r? (3—3) : (4.18)

na qual " = (9/9dp)" = (0,0,0,1) denota o campo de Killing rotacional tipo
espaco. Substituindo (4.18) e (4.17) em (4.16) e manipulando de forma devida,
obtemos a equagao da geodésica do tipo tempo, para a carga representada por ji

no espacgo-tempo de Schwarzschild, em movimento no plano equatorial, dada por

1 /dr\? 1 oM\ [ L? 1
— (= (1= ) (1) = =2 4.1
2<d7') +2< r)(r2+) 287 (4.19)

escrita em termos das constantes do movimento geodésico € e L. A equacao anterior
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nos mostra que o movimento radial da carga massiva seguindo uma geodésica em
Schwarzschild é o mesmo do de uma particula de massa unitdria, com energia £2/2,
submetida ao potencial efetivo

M I[? MIL?

1
V=
2 r 22 r3 "’

(4.20)

analisado segundo a mecéanica unidimensional nao relativistica usual. Um eventual
movimento radial da carga é determinado pelo potencial efetivo acima, enquanto
que o seu movimento angular e a mudanca na coordenada temporal ¢ sao obtidos

das equagoes (4.18) e (4.17) acima, respectivamente.

Os extremos do potencial efetivo (4.20) sao obtidos da equagao

vV (Mr®— L’r +3ML)
or ré

=0,

cujas raizes sao

| L*+VIT - 12007
— I .

Ry (4.21)

Se L? < 12M?, nao hd pontos extremos no potencial. Se L? = 12M?, h4
uma ponto de inflexao no potencial em R, = R_ = 6M, ao qual estd associada
uma 6rbita circular geodésica instdvel da carga. Finalmente, se L? > 12M?2, h4
um ponto de minimo de potencial V' em R, e um méximo em R_. Sendo assim
concluimos que, para a carga massiva com valores suficiente grandes do momento
angular L, existem érbitas circulares estaveis para Rg > 6M, e érbitas circulares
instaveis para 3M < Rg < 6M. Pode-se ainda mostrar que a luz pode permanecer

em uma orbita circular instavel em r = 3M.
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A corrente j%, que representa a carga em movimento circular uniforme, dada

pela equacdo (4.14) na geometria de Schwarzschild, emitird fétons com frequén-
: mL . - : N
cia w = m{) = ——, devido & interacdo com o campo vetorial quantico A (2*)
Rzu
sls

(na verdade, a carga também emite ondas gravitacionais, mas este efeito nao serd
levado em conta aqui). Devido a reacdo da radiagdo (cujos detalhes ndo serao
tratados aqui) a carga se desviard ligeiramente do movimento geodésico. Con-
siderando a carga representada por j§ como estando localizada originalmente em
Rg > 6M, com L? > 12M?, ela deverd espiralar lentamente até raios cada vez
menores, perdendo energia através da emissao de radiagao escalar, permanecendo
em Orbitas circulares, aproximadamente, até ela atingir o raio orbital Rg = 6.

Naquele ponto, a érbita se tornard instdvel e a carga deverd cair rapidamente na

singularidade localizada em r = 0.

Usamos entao (4.21) e que

dy dy dt
_ 2 (P _ 2 [a¥ A\ _ 20,0
L=r (dT) T(dt)(dT) reQu’,

com u° dado em (4.15), para obter, segundo a relatividade geral, que as érbitas

circulares estdveis sao tais que

ne (1) am

Como podemos notar, esta expressao é formalmente idéntica aquela obtida
para a coordenada radial da carga girante em Minkowski sob a acao da gravitagao

newtoniana.
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4.3.2 Calculo da poténcia irradiada no limite de baixas

frequéncias

Tendo calculado as constantes de normalizacao dos modos fisicos para o caso de
baixas frequéncias, assim como a relagao entre ) e R, podemos agora encontrar
a poténcia irradiada associada a esta situacao. O passos serao muito semelhantes

aos tomados na secao 4.2.

A corrente normalizada associada & carga serd dada por (4.14). Seguindo os
mesmos passos tomados em Minkowski, mostra-se que os modos fisicos sao os
tnicos a contribuirem. Teremos assim que a poténcia total irradiada no caso de

Schwarzschild, no limite de baixas frequéncias, serd

e w Awlm |2
/0 dw = | X (4.23)

=Y ey Y Yy

A=I,11 =11 n=«—,— [=1 m=1

onde

+oo
T = 225 (0) :/ dt

o0

é o tempo total medido por observadores estaticos assintéticos. As diferencas de

(4.23) para com (4.11) é que agora teremos que levar em consideracao a somatéria
em n, os fatores de f e que as fungoes R7 (r) em questdo serao as obtidas ana-
liticamente para baixas frequéncias em Schwarzschild por meio de (3.24)-(3.25),
e com o auxilio das relagoes RII™ (r) = rgll"(r) e RI? (r) = %qffl‘ (r). Para os
modos [ e I], respectivamente, teremos que, para baixas frequéncias, a poténcia

irradiada serd
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I > < _2M 227er(qu)2><
EEDIPHNCES S Toer (120

. [_S (Reqls <RS>]} Vi (7/2,0)

00 l

Wil = 3" 3N 2mme?Q [Rsqli™ (Rs)) |Yi™ (x/2,0). (4.25)

n=«,— =1 m=1

Substituindo as solugoes de r¢?), fornecidas em (3.24) e (3.25), e utilizando as

constantes de normalizacdo (3.34)-(3.37) teremos a poténcia total emitida como

Ws, = Wi +wil. (4.26)

Assim como em Minkowski, nenhuma relacao foi feita entre €2 e Rg até aqui.
Na subsecao anterior, temos a relacao entre Rg e ) na relatividade geral, para
uma c’n;bgita circular ao redor do buraco negro de Schwarzschild, dada por Rg =
(%) / . Assim, a poténcia total serd obtida usando esta relacao em (4.24)-(4.25).
Temos entao

: 2 21 (Qm)* ¢2
Ws, = R Y e
;mz_l L+

—3Q05/3 q [MYV3 ) 2 )
X {2M1/3 a0 [Qz/g @ (Ml/gQ 2/3)H Vi (7/2,0)|" +
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LSS (1 sy 2ROy g
Im \T )
=1 m=1 (l (l + 1))2
d [MY3 1<_ 1/300—2/3 ’
a0 | gz dw (M & ) +

oo l 1/ 2
+Y ) 2mmg?? [Aﬂé/g a (M1/3Q‘2/3)} yim (w/2,0)[" +

00 l
+3°3 2mm?Q? |V (n/2,0)] %

2

M1/3
{ P g (MYRQ3) | (4.27)

4.3.3 Calculo numérico da poténcia irradiada

Como vimos na subsecao anterior, a poténcia total Wy é dada pela soma das

poténcias WZ e Wil fornecidas por

. o (, 2M\?2rg® (Qm)®
Wi = >N (1 Rs) TS (4.28)

3 [ﬁ (R Rl umﬂ Yim (7/2,0)/
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0 (1/2,0)|
[+

o0 l
W — Z Z Z 27mQ | qQ [Rgm”J (Rs)]2

n=«,— =1 m=1

(4.29)

Para que possamos determinar Wy serd necessario conhecer as funges Rgyr, . Nao
podendo expressar Ré’]ml (r) em termos de fungbes analiticas conhecidas, iremos
partir para uma abordagem numérica para o problema.

Dado que as equagoes diferenciais de Ry, (r) (3.15) e (3.16) sdo equagdes
de segunda ordem em 7, para que possamos encontrar solugoes numéricas, serd
necessdrio conhecer condicoes iniciais para a funcao RQm ,(r). Para tal fim uti-
lizaremos as solugoes assintéticas encontratas na secao 3.2.

Para o caso em que A = I] e n =<, a partir de (3.21) temos como solu¢ao
assintdtica mais simples aquela que se encontra na regiao r << —1, que possui a

forma

11— Il —iwT
Rle( ) = Tdom, & € .

Definimos a fungao assintética transmitida com mdédulo unitdrio como sendo

11— WTE)

Xwl (‘TE) - 6(_ )

para rp << —1 e para um valor fixo de w. Em seguida podemos evoluir numerica-
mente esta fungao através da equacao diferencial (3.16). Por meio de (3.21) temos

que a solugao serd da forma

11— 11— fzwwD I+~ _iwxp
Xwl ( ) C +le € ’
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para zp >> 1, onde |C5|° — |D5;|> = 1. Calculando a derivada de xI (z) com

relacdo a x no ponto zp, obtemos

dXII<— )
dwl ('TD) _chlh— —iwxp _i_iwDonHezwxD.
X

Assim temos que

1 s 1 |dyI- 2\ 1
IT—|2 - HH . wl _
|C 4 (‘X xD)‘ + w? | dx (zp) + 2
e
1 dXII<— 2 1
Di—|? _ He 2 -
oy (»x (o)l + o | Pl ()| )~

Dado que a fungao xXI~ néao estd normalizada, vamos agora multiplicé-la por

uma constante de normalizagao K[~

Klleefiwx
ITe— IT+— _ wi
R xa™ = o e Il vz (4:30)
— — —’LUJJ? «— — LIWT
le C le le e
Para que possamos determinar K/~ vamor requerer que as condigoes de con-

torno assintéticas de (4.30) sejam compativeis com (3.21), que pode ser reescrita

COo1mo

e BN TN e~iwe (r << 1),
Ry (1) = | (4.31)
BY (e7™ + RY7e™)  (z>> 1),

Comparando as expressoes (4.30) e (4.31) temos
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IT— __ Ae—rmlI+—
le - Bwl Twl )

CII(— _ ]'
wl - TII<—7
wl

I1+—
IT— __ Rwl

wl Tiljhv

D

de onde concluimos que

11— _ Il—mll— Il
RQm,l (r) =B T, Xu -

Procedimentos anglogos sao efetuados para que possamos encontrar os R (1)
restantes. Apés encontrarmos numericamente todos os R (1) , podemos desco-
brir qual a poténcia total Ws. No apéndice A exibimos o algoritimo utilizado,
com o auxilio do programa Mathematica versao 5.0, para o cdlculo numérico. Os
resultados obtidos serao analisados no préximo capitulo.

E importante lembrar que sendo o erro numérico tanto menor quanto maiores
os moédulos de zg e xp, para os resultados aqui obtidos utilizamos xg e xp tais
que o potencial Vs (3.14) seja sempre menor ou igual a 1,5% de w?, de forma que

+iwz

as exponenciais e sejam de fato boas aproximagoes para rg " (z).



Capitulo 5

Analise e comparacao dos
resultados

Analisaremos aqui a poténcia irradiada pela carga girante em cada um dos casos
obtidos no capitulo 4. O fato de termos expressado as poténcias em funcao da
velocidade angular €2, nos permitird comparar os diferentes resultados, onde €2 é

medida segundo observadores estaticos assintéticos.

Primeiramente, comparando o resultado cldssico para a poténcia irradiada W¢
dada por (4.3) com o resultado obtido via teoria quantica de campos em Minkowski
Wy dado por (4.13), obtivemos numericamente que para | — oo, W), converge
para W, como pode-se observar na figura 5.1. Este resultado era esperado, tendo
em vista que W), foi calculado em nivel de drvore e portanto deve ser equivalente

ao calculo cléassico.

Na figura 5.2 fazemos a comparcao entre V3, e Vg para [ = 1. Na figura 5.3,
comparamos a expressao da poténcia irradiada obtida para baixas frequéncias em
Schwarzschild W, com a solu¢ao numérica Wg. Notamos que os valores das potén-
cias totais irradiadas, quando computadas por observadores estéticos assintéticos,

convergem na regiao 2 — 0, o que vem a confirmar a consisténcia dos resultados

49
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obtidos através do método numérico utilizado.

Na figura 5.4 comparamos a poténcia irradiada pela carga orbitando o objeto
massivo no espago-tempo de Minkowski W, dada por (4.13), com a poténcia
irradiada pela carga orbitando um buraco negro de Schwarzschild, tanto para o
caso de baixas frequéncias Wy, dada por (4.27), quanto para o resultado numeérico
W calculado na secao 4.3.3. Como era esperado, dado que a métrica de Minkowski
se reduz a métrica de Schwarzschild para r — oo (o espago-tempo de Schwarzschild
é assintoticamente plano), temos que em ambos os casos (numeérico e de baixas
frequéncias), para 2 — 0, a razao entre as poténcias tende a 1. J& para as regioes
préximas ao horizonte de eventos (Rg = 60 ), nossos cédlculos numéricos mostram
que a poténcia irradiada em Schwarzschild é aproximadamente 30% menor que a

poténcia em Minkowski.

Para calcularmos o quanto da poténcia irradiada é observada assintoticamente
em Schwarzschild, W, utilizaremos as expressoes das poténcias (4.28)-(4.29),
juntamente com os coeficientes de reflexao e transmissao adequados, dados em

(3.22). Teremos entao [20]

W =W§~ + Wi + Wi + Wik, (5.1)

onde

00 l 9 5 ,
2MN\ “ 2mq? (Qm) d
ST ;mz_l' “ ( Rs> (1(1+1)) dRS[ s Riamy (Rs)] | x
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Vi (7/2,0)/,

1|R < M)227rq2(9m)3{ I — .

I=1 m= Rs /) (1(1+1))* LdRs
(5.3)
Vi (/2,07
H—> 11— |2 2 I 2 |09Yim (7/2,0) ?
lzlmzl |Tl | 2mm$2 [¢€2] [RQm,l (RS)] W ,  (54)
II<— o =29 2 Il 2 |0pYim (7/2,0) ?
—;mzl |RI|" 2emQ (90 [Rby (Rs)] VI (5.5)

Assim, utilizando (5.1)-(5.5), a figura 5.5 mostra que no caso em que a carga estd
em o6rbita circular no espaco-tempo de Schwarzschild, a poténcia absorvida pelo
buraco negro ¢ muito pequena se comparada com a poténcia irradiada, sendo a
poténcia observada assintoticamente, Wg*, cerca de 97% da poténcia irradiada
Ws.

Similarmente ao célculo anterior, na aproximacao analitica de baixas frequén-

cias temos que a poténcia observada assintoticamente é

W = W + W+ WAL+ WL 50
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na qual utilizaremos em (5.2)-(5.5) os valores de R} nas aproximagoes de baixas
frequéncias. Para encontrarmos os coeficientes de transmissao ‘Tﬁl_’ i a baixas
frequéncias, iremos comparar a expressao (3.20) para valores de x >> 1, com a
expressao (3.24). Substituindo [14]

2! (I1)?
(&) 2771 para z >> 1,

R TIY

em (3.24) temos

)2 @ o
rqu (2) = Ca 1@I+1)! MU

Comparando a expressao acima com (3.20), usando que hl(l) (k) =~ n (k) ~

temos

S (2 Pl () M oy
“h T ML (D) (20 + 1) BA

Utilizando !Ri‘)f 2= !ij e ‘T A 2, determinamos o coeficiente restante.
O resultado obtido para ngjs dado por (5.6) pode ser observado na figura 5.5.

E importante ressaltar que os resultados obtidos confirmam a necessidade de
se levar em consideracao os efeitos de curvatura do espago-tempo quando se estd
trabalhando com fen6menos astrofisicos ocorrendo na vizinhanga de buracos ne-
gros envolvendo comprimentos de onda da ordem do raio de Schwarzschild, ou,
especificamente no caso abordado aqui, quando analisamos a radiacao emitida por
uma carga elétrica girando ao redor de um buraco negro, préximo de seu horizonte

de eventos.
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Figura 5.1: Mostramos a razao Wy, /We em fungdo de MQ (sendo Q2 medido
por observadores estdticos assintéticos), quando consideramos um nimero cada
vez maior de contribui¢oes do momento angular [, desde unicamente [ = 1, até
[ =1,2,3,4,5 e 6. W) é a poténcia total irradiada calculada segundo teoria
quantica de campos em Minkowski em nivel de drvore, dada por (4.13), enquanto
We é calculada a partir da eletrodindmica cldssica, dada por (4.3). A razdo tende
a 1 quando as contribuigoes de [ tendem a oo para qualquer valor de M.
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e V=M

Figura 5.2: Mostramos os potenciais Vs e Vj; dados em (3.14) e (2.13), respec-
tivamente, em fungao de /M, onde r é a coordenada radial em Schwarzschild e
em Minkowski e M a massa do objeto estelar. Note que assintoticamente ambos
os potenciais caem com 1/72. O potencial em Schwarzschild, devido ao horizonte
de eventos, é limitado a regiao r > 2M. Em Minkowski esta limitagao nao existe,
podendo assim 7 assumir quaisquer valores > 0. Tomamos aqui o caso [ = 1.
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Figura 5.3: Exibimos aqui a poténcia total irradiada para Schwarzschild quando
calculada numericamente, Wy, e quando calculada analiticamente para baixas fre-
quéncias, Ws_, em funcao de M, onde M ¢é a massa do buraco negro e 2 a
velocidade angular de rotacao da carga, assim como medida por observadores es-
taticos assintéticos. Consideramos a somatéria do momento angular até [ = 6, e
Q) até 0.068, por ser este o valor limite para para as Orbitas circulares estéveis,
segundo a relatividade geral.
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Figura 5.4: Na figura acima, exibimos as razoes Ws /Wy, e Wg, /W) em funcao
de M. Aqui consideramos contribuicoes até [ = 6 nas somatorias, e velocidade
angular maxima 2 = 0.068. Observamos que quanto maior {) menor a poténcia
irradiada em Schwarzschld com relagao a irradiada em Minkowski.
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Figura 5.5: Acima mostramos a razao entre a poténcia observada assintotica-
mente W dada na segdo 5.1 e a poténcia irradiada em Schwarzschild Ws dada
em (4.3.3), assim como a razao entre W& e Wy, fornecidas em (5.6) e (4.23),
respectivamente. Vemos que a razao para o caso numérico se encontra muito préx-
ima de 1, concluindo que mais de 97% da energia irradiada nao ¢ absorvida pelo
buraco negro.



Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho apresentamos a quantizacao do campo do féton nos espagos-tempos
de Schwarzschild e Minkowski, calculamos a poténcia irradiada por uma carga
elétrica em Orbita circular em torno de um objeto estelar de massa M nos dois
espacos-tempos em questao. Os passos principais para chegarmos a esses resulta-
dos foram encontrar as solucoes cldssicas das equagoes de campo em Minkowski
e Schwarzschild, quantizar o campo pelo método de Gupta-Bleuler e encontrar as
constantes de normalizacao utilizando o produto interno de Klein-Gordon gener-
alizado.

Em Minkowski as solugoes das equacgoes cldssicas foram encontradas analitica-
mente, e a forma analitica das constantes de normalizacao foi também determi-
nada. J& em Schwarzschild, dado que as solucoes das equacoes radiais de campo
nao podem ser expressas em termos de funcoes especiais conhecidas, para que
fosse possivel tratd-las, adotamos a aproximagao analitica de baixas frequéncias
e a resolucao numérica. Para as constantes de normalizagao, foi possivel encon-
trar sua forma analitica no limite de baixas frequéncias, bem como determing-las
através do método numeérico por nés utilizado. Com estas solucoes em maos foi

possivel o cédlculo da poténcia irradiada para cada um dos casos em questao.

o8
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Apés o cédlculo das poténcias, ao compararmos os resultados obtidos, mostramos
que ha diferencas significativas das poténcias irradiadas em Minkowski e Schwarz-
schild, quando medidas por observadores estdticos assintéticos, da ordem de até
30%, dependendo do valor da velocidade angular 2 da carga girante. Mostrou-se
também que é desprezivel a quantidade de radiacao que é absorvida pelo buraco
negro. Estes resultados confirmam a importancia dos efeitos da curvatura do
espaco-tempo nos fendmenos astrofisicos ocorrendo na vizinhanca de buracos ne-
gros, especialmente quando estamos lidando com particulas de comprimento de
onda da ordem do raio de Schwarzschild.

Uma possivel variacao deste trabalho seria o cédlculo da poténcia irradiada por
uma carga orbitando no espacgo-tempo ao redor de uma estrela relativistica, cujo
resultado poderia ser comparado com o da poténcia em Schwarzschild aqui obtido.
Outra forma de dar prosseguimento aos estudos aqui realizados seria a mudanga da
carga girante escolhida por uma corrente mais complexa que pudesse representar

melhor os discos de acrecao ao redor de buracos negros.
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Apéndice A

Exibiremos aqui como o calculo numéricoda
poténciairradiada em Schwarzschild foi efetivado
através do programa Mathematica verséo 5.0,

e mostraremos a construgio dos graficos exibidos
no corpo da tese.Definigao das notagdes

Como intuitode facilitaraleiturado algoritimo,
declaramos uma lista de simbolos a seremutilizados posteriormente.

<< Utilities Notation”
Off [Symbolize: :bsymbexs ]; (*desliga erro do Symbolizex)
Off [General::spelll ],

Symbolize[RL]; Symbolize[R]l]; Symbolize[RI']; Symbolize[RI'];
Symbolize[RTL]; Symbolize[RR!]; Symbolize[RTL']; Symbolize[RRIT];
symbolize[BL]; symbolize[Bl]; Symbolize[Bl']; symbolize[BI] ;
symbolize[Cl]; Symbolize[Cl]; Symbolize[CIl]; Symbolize[CI] ;
Symbolize[xi] ; Symbolize[xi] ; Symbolize[xil] ; Sy:nbolize[xf_I] ;
symbolize[PL]; Symbolize[Pl]; Symbolize[PL']; symbolize[PX] ;
Symbolize[P7,]; Symbolize[P3_]; Symbolize[Pil]; Symbolize[Pil ]

Symbolize[ql]; Symbolize[ql]; Symbolize[qi']; Symbolize[q ] ;
Symbolize[CL,]; Symbolize[CL_]; Symbolize[CLL]; Symbolize[CLr ]
Symbolize[P,]; Symbolize[P,_]; Symbolize[PL]; Symbolize[PLl]
Symbolize[R],]; Symbolize[R],_]; Symbolize[R.1]; Symbolize[RII];
Symbolize[Pg,,]; Symbolize[Ps,_]; Symbolize[Pf,,]; Symbolize[PEs ]

Symbolize[Py']; Symbolize[Pg]; Symbolize[Ry]; Symbolize[Ri']

Symbolize[Pg°*]; Symbolize [Pt ] ; Symbolize[D%*=="];
Symbolize[PI°]; Symbolize[PP*]; Symbolize[PSP*®] ;

Notatien[d3-f =D[f , {x ,n }]]:

Constantes efungdées comuns
rg =2.000001; rp =2000; Srg=1; M=1;Phi =0;1lmin=1;q=1;

w -1 w
DSrD[ftJ_] o= m ;DSrE[w_] o= ﬁ 7

e

1 e o 2] (A2 e o o 2]

L 21+1 (1-m)! (-1)™ 2 M2 i, 2 .01 .
Y[l_,m_]._\/ e T-m ! 2011 (1L -x%) 9, (x*-1) /.x-»Cos[8];
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Expressdes das Poténcias Numéricas em Schwarzschild

Modollindo parao o
1

Vire
xSw_, 1 ]:=R[r] /.
]-_T‘irst[N'JI)Sol\.v'e[{(cu2 -Vg[r, 1]) R[r] + £[r] & (f[r] & R[r]) =0, R[xp] =1,
R'[rp] =DSrp[w]l}, R, {r, re, rp}, MaxSteps » 1000000]] ;

Bll[w ] :=

(£[x])?

1
12 (Abs[@rxil[w,l]])2+EJ /.o rg;

e , 1] \/[% (Abs[x [w, 111)% +

R¥[w ,1 ]:=(C[w, 1])'1 B [w] x3 [w, 1]:

PiI[lmax_, Q]:=
1lmax
"
M 173
=)

BeY[1l, m]

1 2
Z 2xmg(qg)2(Abs[RiI[mQ,l]])z[Abs[ /.6—>7r/2]] ] /.
m=1

1(1+1)

-

lmax 1
Pii[lmax , Q@ ] := % [ % (2bs[ C[mQ, l]])_227er tqa)?
1 m=1

=1

8sY[1, m] /3

2
M
/.9—»7?/2]] /.r—»(—z)
A1 (1+1) Q
(#*Plot[PII[2,0],{Q,6°32 ry-3/2} PlotDivision—4,PlotPoints—15]//Timings)
(#*Plot[PEL[2,0],{Q,67%/2,, 3/} ,PlotDivision~4,PlotPoints—15] / /Timingx)

(abs[R¥[me, 11])° [Abs[

Modo llindo para o horizonte
1

Vidnmw ’
xlw .1 ]:=R[r] /.
First[NDSolve[{(w? - Vgz[r, 1]1) R[r] + £[r] 8; (E[r] 8:R[r]) =0, R[rg] =1,
R'[rg] =DS8Srg[w]}, R, {r, rg, rp}, MaxSteps - 1000000]] -

BT [w ]:=

1 2 (E£[x])?
Cfle_. 1] :=\/[Z (Abs [ [0, 111+ ———

(&bs [0, xI! [w, l]])2 + ;J /. Tr->1rp;
R [w , 1 ]:=(c%[w, 1]) 7 B (0] x[w, 1];

PiI[lmax_, Q ]:=

1lmax 1 2
Z Z 27mQ (q0)% (Abs[R¥[mo, 111)° Abs[m/.e—)ﬂ/Z]J /.
1=1 m=1 Y1 (1+1)
M 1/3
r—>(Q—2)
1lmax 1 2
Par[lmax , Q | =Z [Z (1- (abs[C'[m@, 1]]) ) 27xmQ (qQ)?

1=1 m=1



8,Y[1, m] 173

A1 (1+1)
{(#*Plot[PIT[2,0],{Q,rp3/%,673/2} ,PlotDivision—»4,PlotPoints—»15]+)
{(#Plot[PEI [2,Q],{Q,rp"3/2,6 %/2} DlotDivision-4,PlotPoints—»>15] %)

2
(2bs[RF [ma, 111)° |2bs| /. 8- :r/z]] ] /.o (Q_Ni)

Modolindo parao horizonte

L A1+
B‘_[w_, l_] = —_—;
VA4 w3
1 (£[x])? 1
cllw_, 1_]:= [— (Bbs[xH[w, 1]1)%+ ——— (2bs [ (xF[w, 11)]) %+ —] /.- Tn;
- = 4 4 w? 2
Ri[w_, 1 ]:=(Ci[w, 1]) 7 BX[w, 1] =2 x¥ [0, 1];
1lmax 1 2 2 3
Pl[lmax , Q ] :=Z [Z [1-2—MJ 2rnq ma)” (Abs [0 (r?RI[mQ, 1])])2
- = 1-1 ma1 R 12 (1+1)2
M 1/3 M 1/3
(Abs[Y[1, m] /.6 » n/2])2 /.R-»(Q—z) /.r—)(g)
lmax 1 _ oM 2 27Tq2 (mQ)3
I iz 1- (abs[CT 1 -2 222
PR(—[ maX_J Q_] Zl=1 [Zm=1( ( S[C(—[mgl ]]) ) ( R J 12 (l+l)2
2 M 1/3
(Abs[6; (r2RI[mQ, 11)])° (Abs[Y[1l, m] /.6 n/2])2| /. R~ (Q—z) /.o Q2

(#Plot[PL, [2,02],{Q,6%/2,r,~3/2} PlotDivision-4,PlotPoints-15,
PlotRange—{0,5 1073 }1//Timings+)

(#Plot[PL[2,Q],{Q,63/?,p 32} ,PlotDivision—4,
PlotPoints-15,PlotRange—»{0,5 1073 }1//Timing*)

Modolindo parao oo

. A1 (1+1)
Bilw ,1 ]:i= ——:
Vi
cl ) [1 :  (£[x])? 2 1] .
Slw , 1 ]:= — (Bbs[xI[w, 1]1])" + ——— (Bbs[O: (XL [w, 1]1)])"+ —| /. T~ rg;
- = 4 4 w2 2
Ri[w , 1 ]:=(C[w, 1])'1 Bllw, 1] 2 x ' [w, 1];
1lmax 1 2 2 3
Pl [lmax_, Q ] Z [Z (12—M) 27a WO)7 pps(o. (£ RE[ma, 11)])°
- 1-1 m=1 R 12 (1+1)2
M 1/3 M 1/3
(Abs[Y[1, m] /.8 n/2])2 /.R—»(Q—z) /.r—»(g)
Ilmax 1 2 2 3
Pi,[lmax , Q ]:=Z [Z {abs[CI[nQ, 1]])'2 [1-2—M) 2rng me)”
- = 1-1 m=1 R 12 (1+1)2
2 M 1/3
(Abs[0: (r2RI[mQ, 11)]) (Abs[Y[l, m] /. 6> n/2])%| /. R> (Q—z) /.- Q23

(*Plot[PE[1,0],{Q,67%/2 1,32} ,PlotDivision-4 ,PlotPoints—15] %)
(*Plot[Pi,[1,0],{Q,6 %% ,r,"3/2} PlotDivision-4,PlotPoints—15]+)
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Expressaodas poténcias totais em Schwarzschild,

quando calculada numericamente
P;**[lmax , Q ] :=PI[lmax, Q] + P}[lmax, Q] + P'[1lmax, Q] + P} [1max, Q]
P [lmax , Q ] :=P§_[lmax, Q] +Pf,[lmax, Q] + Pl [1max, Q] + P{L [1max, Q]
(#Plot[{PZ=[3,Q]/PI°t [3,0Q]},{@,0.001,6-3/2},
PlotDivision—4,PlotPoints—»15, Frame->True, ImageSize— {288,288},
PlotRange—{0.97,1},FrameLabel-»{Q, "WSP% (Q) /Wg (Q)"}]://Timings)
(#Plot [Pt [2,0],{RQ, (200)73/2,6.17%/2) ,PlotDivision~2,PlotPoints—»15] ; //Timings)

(+Plot[{PP® [2,Q]/P(°% [2,0] ,PE°° [2,Q] /BE°F [2,0] ),
{©,0.001,673/2} ,PlotDivision—4,PlotStyle-»{{Dashing[{0.02}]},{}},
PlotPoints—10,Frame->True, ImageSize—» {288,288},

ohs ohs
PlotRange—{0.985,1} ,FrameLabel—){"MQ" ,"W‘Si— e ‘:ﬂi"}] ;//Timings)
s S

Expressdes das poténcias em Minkowski
Yh = SphericalHarmonicY[1l, m, €, Phi];
1 (g2 M2/3 gB/3 Gam4)

Gam = : PGreen —

V1 - o)z

1(1+1)
—BesselJ[l+l/2 mQR];
Tmo 2mQR

mQ 7T
RII =, [ — R2bs[BesselJ[1+1/2, mQR]];
7T 2m QR

lmax 1 3 .3 2
PL[lmax ] := Z [Z m—qu (Abs [ (R2RE) 1) (Abs['rh])z];
l=1min m=1 12 (l + l)

lmax 1 2
PlIdI[lmax ] == g g 27rQ3mq2 (RIF,I)
- l=1min m=1

Poténciatotal em MinkowsKi

86 Y[1, m] ]2] _
NI+ '

M 1/3
PIot [Imax ] := (PL[lmax] +PL [lmax]) /. R (Q—z) /. 6oam/2;

(*Plot[{PTot [1] PTot [2] ’Paot[s] IPL\T'IOt[4] ’PGreen} ,
{Q, (200)'3"'2 1'3"2} Frame->True,PlotStyle->
{{Dashing[{0.01}]}, {Dashing[{0.01}]}, {Dashing[{0.01}]}, {Dashing[{0.01}]},{}}1*)

Expressdes das poténcias em Schwarzschild para baixo w
Modolindo parao o

-i24/1(1+1)

Coy[w .1 ]:=

Yrw
qi[w_l l_f Q_] - =
1 (z-1) Q-2/3
Cyoslw, 1] (LegendreQ[l, 0, 3, z] - m 8, LegendreQ[1l, 0, 3, z]| /. 2 > -
+

I 1
wolw_ 1 ,Q 1:= ; aq,[w, 1, Q)
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lmax 1 2 M 2 2na? (MmO 3
Pl [lmax ,Q ] := (1__) L
- = ; ; 2

1=1 m=1 R 12 (1 +1)

(2bs[8: (r?RI,[mQ, 1, o)1) (Abs[Y[l, m] /. 6o n/2])2| /. R502/3 /. rq2/3

lmax 1
P-}-”_,[lmax L, Q] == % % Abs[
- 1-1 m=1

cIm@, 1] Virx (mQ)* ]2 (1 ZM)Z 2rg? (me)?
A1 (1+1) R 12 (1+1)2

(mo)t 22! (1+1) (11)°
Mi-2-1) (21) 1 (1)L ((21+1) 1)

(Abs [0, (r?RI,[mQ, 1, o112 (Abs[Y[Ll, m] /. 6= n/2])2| /. R 023 /. r o g2

(#Plot[ PI,[1,0],{%,673/2,(200) %2} ,PlotDivision—4,PlotPoints—15]+)

(*Plot[{P%,,[3,Q],Pi,[3,01},
{Q,673/2 rp~3/2} PlotDivision—4,PlotPoints—15]//Timings)

Modolindo parao horizonte
V1I(1+1) @M @1+1) (11)2 2 (-wi)™t

Nrer 1((21)!) (21+1)1!
(z-1)
1 (1+1)

Cllw ,1 ]:=
r
q,I_[w_, 11 :=C,,I,<_[w, 1] (LegendreP[l, z] - 8; LegendreP[l, z]| /. 2> E -1;
I 1 .
Rw(—[w_r l_] i = ; qc[w, 117
lmax 1 2M227T2 ng
Pl [lmax ,Q ]:= % % (1-—) Lﬁ
-~ 1-1 n=1 R 12 (1 +1)

(Abs[6; (r?RL_[mQ, 11)]1)° (Abs[Y[1, m] /. 6 - 7?/2])2J /.RoQ33 y r 023

1lmax 1
PRo.[lmax , Q ] := Z [Z [1 - Abs|
1=1 m=1

I mo, 1] Van (m)? ]]2 (1 2M)2 2ng? (mQ)3
V1(+1) 12 (1+1)2

(mo)t 221 (1+1) (11)®
M(-1-1) (2 1)1 (_1'1)'“11 ((2L+1) 1)

R

(Abs [0, (r?RI_[mQ, 1P D? (Bbs[Y[L1, m] /. 6o x/2])2| /. Rs Q23 / p o023

(#Plot[{P§ [2,R]/PL[2,Q] PR, [1,Q] /P [1,Q]}, (R, 6732, rp=3/2},
PlotDivision—4,PlotPoints—»15,PlotRange—{0.999999985,1}]//Timings)
*Plot[{PRuc [1,Q] ,Puc [1,9]},{Q,67 o ,PlotDivision—4,PlotFPoints-
1 o [1 oIt 6372 3/2}  PlotDivision-4,Pl i 151//

Timings+)

Modollindo parao o

CHlu_]:= 22,
Vrw
Oilw_, 1 ]:=
cilw] (LegendreQ[l, 0, 3, z] - & 8, LegendreQ[l, 0, 3, z]) /.2 z -1;
1{(1+1) M

R5lw_, 1 ]:=rqif[w, 1];



P“I,f,[lmax_, Q]:=

Te¥Y[1, m]

lmax 1 2
27mQ (g@)? (Abs[RII[mQ, 11?2 [Abs — /.8 /2 ] /.
Zl=1 [Zm:l [‘\/l (L+1) ]

r o Q28
II .o
Prys[lmax_, Q ] :=

2

Lmax 1 1,421 3
Z [Z Abs[[ (m@) 277 (1+1) @) CHlm Q] ‘\,n‘AlJ'er]] 27m
1-1

n-1 ME-1-1) 21y ()M 121+ 1)

Be¥Y[1, m]

A1 (1+1)

{+Plot[PIZ[2,0],{0Q,673/2, (200) %2} ,PlotDivision~4,PlotPoints—15]+)
(+Plot[{Pg;,[2,2],Pi1[2,0]),

Tw-

{Q,673/2 rp~3/2} PlotDivision—4,PlotPoints—15]//Timings)

2
o (qo)? (abs[RE [me, 111)° [Abs[ /.6 n/z]] ] /. Q23

Modollindo para o horizonte
1 @Mt (L+1) (11)* 2 (-wd)'"

Coclw_] := ;
drw 1L{zn (21+1) 1!

(z-1)

Trw , 1 :=Cllw (Le endreP[l, 2] - ——
g [w_, 1] e (@] g [ 1 Ta-1)

r
8, LegendreP[1, z]] /fozo— -1
M

Rillw , 1 ]:=rqffe, 1];

P,,I,E[lmax_, Q]:=

lmax 1 2
Z [Z 27mQ (g@)? (Abs[RII[me, 1]])2[M>s[M /.6—»7(/2]] ]/.
1=1

m=1 Y1 (1+1)

r o Q28

Phge [lmax , @ ] :=

(mQ)t 221 (1+1) (11)?3

lmax 1 2
Z Z l—Abs[[ cIlmQ] ‘\/47er]] 2n
1-1 m=1 M- (21) 1 ()L ((21+1) 1)

Qs ¥ [1, m]

AL (L+1)

(+Plot [Pl [2,0],{Q, (200)%/?,673/2} PlotDivision—4,PlotPoints—»15]+)
(#Plot[{PiI _[2,0],PIl[2,0]},

Ro«

{Q,673/2 rp~3/2} PlotDivision—4,PlotPoints—15]//Timings)

2
mQ (qQ)? (Abs[R¥E[ma, 1]11)° [Abs[ /.85 7?/2]] ] /. rq28

Expressaodas poténcias totais em Schwarzschild para baixo w

Pg"t[lmax_, Q ] := P! [lmax, Q] + PL_[lmax, Q] + PLL[1lmax, Q] + PLI[1max, Q];

Pgbs[lmax_, Q_] :=P.]I:.w_,[lma:x:, Q] +P§m_[lmax, Q] +P.:1[.f,_,[lmax, Q] +P§fu_[lma:x:, Q-

(#Plot[{FJ°°[3,Q]/Fi°%[3,Q]},
{Q,673/2 ry-3/21 PlotDivision—4,PlotPoints—15]//Timings)
(#Plot[PI%t[3,Q],{Q, (200)~3/%,6-3/2} PlotDivision—4,PlotPoints—15]//Timing+)

65
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Plotagem dos graficos exibidos no corpodatese

Figura5.1

figM:i.nkGreen - PlOt[{P;I,;Ot[l] /PGreen’ P}Tﬂot[z] /PGreen’ P}T’!ot [3] /PGreen’ PIT'IOt[4] /PGreen’
plot[5] s poreen  plot[g] ypOTeen} 1o 0, 6.173/%}, Frame -»> True, PlotRange -+ {0.95, 1},
ImageSize —» {288, 288}, Framelabel » {"MQ", "Wy/Wz"}, Frame » True];

{(#Export["figMinkowskiGreen.bmp",
figMinkGreen, ImageResolution—»300, ImageSize—{370,300}]%)

0.98

0.97

0 0.01 0.0Z 0.03 0.04 0.05 0.06
MQ



67

Figura5.2

M=1;

Ve[r , 1 ]:= (1— ZTM) (l(]]':—:l)),
Vlr , 1 ]:= (1(1—2"1))

graficol =Plot[{Vg[xr, 1], Vu[r, 11}, {r, 0.01, 7}, Frame -» True,
FramelLabel » {"r/M", "VyM? e VyM2"}, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange —» {0, 1},
PlotStyle -»> {{}, {Dashing[{0.02}]}}, ImageSize —» {350, 350}]; // Timing
Export["graficol.bmp", graficeol, ImageResolution » 300, ImageSize —» {370, 300}];

L T
\
}
0.8} \ 7
!
& |
P 0.6 | 7
- \
N |
(]
= L Y _
>E0.4 \\
“
~
0.2t - _
0 1 2 3 4 . ; :

{0.016 Second, Null}
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Figura5.3
grafico? = Plot[{10° PT®t[6, a], 10° BE°t[6, 0]}, {Q, (200)73/2, 6.173/23,
ImageSize » {288, 288}, FrameLabel - {"MQ", "WgM’q 210° e W M?q210°"},
Frame - True, PlotStyle -» {{Dashing[{0.02}]}, {}}]; // Timing
Export["grafico2.bmp", grafico2, ImageResolution —» 300, ImageSize —» {370, 300}]; // Timing

{892.5 Second, Null}

{3.547 Second, Nully}
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Figura5.4
grafico3 =
P3°t[6, Q]
BiPt [6]
Frame —» True, PlotStyle -»> {{Dashing[{0.02}]1}, {}}, PlotDivision —» 3, PlotPoints - 10
Frame —» True, PlotRange - {{0, 0.065}, {0.35, 1}}, ImageSize —» {288, 288}] ; // Timing
Export["grafico3 b.bmp", grafico3, ImageResolution —» 300, ImageSize —» {370, 300}]: //

Plot[{P;°*[6, Q] /PE*[6], }. {2, 0.001, 673/?}, FrameLabel —» {"MQ", "Wg/Wy"}

Timing

{356.891 Second, Null}l

{4.781 Second, Null}
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Figura5.5

graficob = Plot[{PS"*[6, Q] /B{°*[6, @], Pg°[6, Q] / PE°*[6, Q]},
{Q, 0.001, 6-3/2}, PlotDivision —» 4, PlotStyle -> {{Dashing[{0.02}1}, {}}.
PlotPoints » 15, Frame -»> True, ImageSize —» {288, 288},

Ve e Egs"}]; // Timing

Wz Wso

Export["grafico5 b.bmp", grafico5, ImageResolution —» 300, ImageSize —» {370, 300}];: //

PlotRange —» {0.97, 1}, FrameLabel - {"MQ" ;"

Timing

1

0.955

55l 3 599
==

¥ 0.985
8,

gl 0.98

0.975

0 0.01 0.02 Q.03 0.04 0,05 0.06
MG

outf83j= {1221.88 Seccnd, Null}

outf84j= {4.718 Second, Null}
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