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Resumo

No presente trabalho noés consideramos um campo escalar real nao massivo
em um espaco-tempo bidimensional, satisfazendo a condicao de fronteira Di-
richlet ou Neumann na posicao instantanea de uma fronteira em movimento.
Para uma lei de movimento relativistica, nés mostramos que as condicoes de
fronteira Dirichlet e Neumann produzem a mesma forga de radiacao sobre um
espelho em movimento quando o estado inicial do campo é invariante sobre
translacoes temporais. Obtemos as férmulas exatas para a densidade de ener-
gia do campo e da forca de radiacao na fronteira para os estados de vacuo,
coerente e comprimido. No limite nao-relativistico, nossos resultados coinci-
dem com os encontrados na literatura. Nés também investigamos o campo
dentro de uma cavidade oscilante. Considerando as condigoes de fronteira
Neumann e Dirichlet, escrevemos a formulas exata para a densidade de ener-
gia dentro de uma cavidade nao-estatica, para um estado inicial arbitrario do
campo. Tomando como base a equacao de Moore, nés calculamos recursiva-
mente a densidade de energia e investigamos a evolugao temporal da densidade

de energia para o estado coerente do campo.
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Abstract

In this work we consider a real massless scalar field in a two-dimensional
spacetime, satisfying Dirichlet or Neumann boundary condition at the instan-
taneous position of a moving boundary. For a relativistic law of motion, we
show that Dirichlet and Neumann boundary conditions yield the same radia-
tion force on a moving mirror when the initial field state is invariant under
time translations. We obtain the exact formulas for the energy density of
the field and the radiation force on the boundary for vacuum, coherent and
squeezed state. In the nonrelativistic limit, our results coincide with those
found in the literature. We also investigate the field inside an oscillating ca-
vity. Considering Neumann and Dirichlet boundary conditions, we write the
exact formula for the energy density inside a non-static cavity for an arbitrary
initial field state. Taking as basis the Moore equation, we calculate recursively

the energy density and investigate its time evolution for the coherent state.
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Capitulo 1

Introducao

O conceito de vacuo, discutido desde a antigiiidade classica, ganhou um novo signifi-
cado a partir da hipdtese de Max Planck (1858-1947) sobre a radiagao do corpo negro que
culminou na criagao da mecanica quantica. Com a mecanica quantica surgem conceitos
como o de energia de ponto zero (energia decorrente de flutuagoes quanticas que nao po-
dem ser eliminadas por nenhum processo fisico), a criagao e aniquilagao de particulas, o
principio da incerteza de Heisenberg, entre outros. O estado de vdcuo quantico (conside-
rado como o estado de menor energia do sistema quantico) comporta-se como um meio
capaz de se polarizar, magnetizar ou mesmo se desestabilizar, emitindo particulas reais.

Diante desse novo significado do conceito de vacuo, em maio de 1948 Hendrik Brugt
Gehard Casimir (1909-2000) publicou o famoso artigo: On the attraction between two
perfectly conducting plates [1], onde mostrou que a mudanca na energia de ponto zero
do campo eletromagnético quantizado, induzida pela presenca de placas metalicas, fixas,
neutras, paralelas e perfeitamente condutoras estando no vacuo, da origem a uma forca
macroscépica entre as placas que decai rapidamente com distancia e é mensuravel quando
a distancia entre os objetos é extremamente pequena. Desde entao, a denominacao forcas
de Casimir tem sido empregada para descrever, de um modo genérico, as forgas entre
corpos macroscopicos, provocadas pelas distor¢oes nos modos do campo, causadas pela
presenca desses corpos, quando esse campo encontra-se no estado de vacuo.

A primeira verificacao experimental do efeito Casimir foi feita em 1958 por M. J.
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Sparnaay [2], porém o grau de incerteza na medida da separacao entre as placas metalicas
gerava uma incerteza muito grande a respeito dos resultados finais. Quase quarenta anos
depois, em janeiro de 1997, S. K. Lamoreaux publicou seus resultados obtidos através de
um experimento com uma geometria modificada [3], uma placa e uma lente esférica aco-
plados a um péndulo de torcao. Lamoreaux mediu a for¢a de Casimir com uma incerteza
de apenas 5%. Em 1998, U. Mohideen e A. Roy realizaram outro experimento [4], agora
com um microscépio de forga atomica, confirmando com alta precisao o efeito Casimir.
Recentemente houveram outros experimentos [5] que nao deixam qualquer divida sobre
a existéncia concreta do efeito descoberto por Casimir e que leva o seu nome.

As forcas dinamicas de Casimir sao aquelas exercidas pelas flutuagoes do vacuo do
campo considerado, sobre corpos macroscopicos em movimento. No caso do campo ele-
tromagnético, sao forgas de reacao da radiacao sobre fronteiras em movimento. Um dos
efeitos relacionados com essa forca é a possivel dissipacao da energia desses corpos, le-
vando a criacao de quanta reais do campo em questao. Tal criacao de particulas reais
pode ser entendida em termos do principio da conservacao da energia: forcas dissipativas
de Casimir retiram energia dos corpos em movimento, sendo que esta energia é convertida
em quanta reais do campo (fétons no caso do campo eletromagnético).

Uma diferenca basica entre as forgas de Casimir estaticas e dinamicas é que as ultimas
aparecem mesmo no caso onde existe somente um corpo em movimento (uma placa
metalica ou espelho, por exemplo).

Na década de 70, os primeiros trabalhos investigando o problema quantico da radiacao
emitida por espelhos se movendo no vacuo foram publicados, motivados pela investigagao
de criagao de particulas em um universo nao estaciondario (ver Refs. [6, 7, 8,9, 10, 11, 12]).

Moore [6] investigou a radia¢ao gerada em uma cavidade com uma fronteira em mo-
vimento, no contexto de um campo escalar real nao massivo em espaco - tempo bi-
dimensional. Impondo a condigao de fronteira Dirichlet para o campo e também uma
lei prescrita para o movimento da fronteira, Moore obteve uma férmula exata para o
valor do tensor energia-momentum, assumindo o estado inicial do campo como sendo o

vacuo. A solucao do campo obtida por Moore é dada em termos de uma equacao funcio-
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nal, usualmente chamada de equacao de Moore, para a qual nao ha uma técnica geral de
solugao analitica.

Fullling e Davies [8] estudaram o problema da radiacao de um espelho se movendo,
também no contexto de um campo escalar real em um espaco - tempo bidimensional. Eles
obtiveram uma féormula exata para a parte fisica finita do valor esperado do tensor energia-
momentum, assumindo o estado inicial do campo como sendo o vacuo. Seus resultados
revelaram que a radiacao ¢ originada no espelho e propagada para além dele.

Law [13] obteve uma solugao analitica exata para a equagao de Moore, para um par-
ticular movimento ressonante da fronteira (veja também a Refs. [14]). Cole e Schieve
[15] propuseram um método numérico para resolver exatamente a equagao de Moore,
para uma lei de movimento geral da fronteira. Solugoes analiticas aproximadas para a
equacao de Moore foram também obtidas, por exemplo, por Dodonov-Klimov-Nikonov
[16] e Dalvit-Mazzitelli [17].

Com abordagens diferentes daquelas adotadas por Moore [6] e Fulling-Davies [8],
métodos pertubativos foram desenvolvidos para resolver o problema de um campo quantico
na presenga de uma unica fronteira em movimento [18, 19] e também em cavidades osci-
lantes [20, 21].

Ford e Vilenkin [18] desenvolveram um método perturbativo que pode ser aplicado
a espelhos que se deslocam com pequenas amplitudes e velocidades nao relativisticas.
Nesta aproximagao, eles obtiveram para um campo escalar real em um espaco - tempo
bidimensional que a forca de radiacao é proporcional a terceira derivada temporal da
lei de movimento do espelho, que é o limite nao relativistico do resultado obtido na
Ref. [8]. Ford e Vilenkin também aplicaram seu método a um campo escalar em quatro
dimensoes no espaco - tempo, obtendo uma forga proporcional a quinta derivada temporal
do deslocamento do espelho.

Os primeiros trabalhos investigando o problema da criacao de particulas por espelhos
em movimento, com estados iniciais diferentes do vacuo, também foram publicados ha
trinta anos atras, mostrando que a presenca de particulas reais no estado inicial ampli-

fica o fenomeno de criacao de particulas. Como exemplo, temos o trabalho de Davies e
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Fulling [10] (veja também a Ref. [22]), onde eles encontraram uma classe de trajetérias
hiperbdlicas de um espelho que se desloca num espago - tempo de Minkowski em 1 + 1
dimensoes, para o qual a radiacao emitida corresponde a um espectro térmico, que pode-
ria ser registrado por um detector inercial. Para o banho térmico como o estado “in” do
campo, ao invés do vacuo, Jaekel e Reynaud [23] obtiveram para o campo escalar em 1+ 1
dimensoes, a contribuicao térmica para a forga dissipativa proporcional a velocidade do
espelho, valida no limite nao relativistico.

O efeito Casimir dinamico tem sido investigado, ainda considerando o banho térmico,
para o caso de um tnico espelho [23, 24, 25, 26], e também para uma cavidade oscilante
[16, 25, 27]. O estado coerente como estado inicial do campo foi considerado para uma
fronteira em movimento nas Refs. [26, 28, 29, 30|, assim como, a superposi¢ao de estados
coerentes em conexao com a investigagao de descoeréncia via efeito Casimir dinamico [31].
Os estados comprimidos também foram considerados [26].

Recentemente, vérios trabalhos tém investigado a influéncia de diferentes condigoes
de fronteira no efeito Casimir dinamico [28, 32]. No efeito Casimir estatico, diferentes
condigbes de fronteira podem alterar o sinal da forga de Casimir [33]. Aplica¢oes desta
mudanga, por exemplo, na construcao de sistemas nano-eletromecanicos foram discutidos
na Refs. [34]. O papel das condiges de Dirichlet e Neumann na forga de Casimir estética
foi investigado na Refs. [35] no contexto do campo escalar. Neste contexto, Alves, Farina
e Maia Neto [28] mostraram que as condicoes de fronteira Dirichlet e Neumann produ-
zem a mesma forca em um espelho em movimento, quando o estado inicial do campo
é simétrico sobre translagoes temporais [28]. No entanto, a validade desta conclusao,
obtida no contexto da aproximacao de Ford-Vilenkin [18], foi restrita a aproximacoes
nao-relativisticas e de pequenas amplitudes.

O método exato de Fulling-Davies [8] ¢ freqiientemente considerado menos flexivel do
que os métodos perturbativos, porque é baseado em transformacoes conformes e aplicavel
apenas para o espaco - tempo bidimensional [36, 37], enquanto que a abordagem per-
turbativa pode ser extendida as dimensoes superiores. Por outro lado, o método de

Fulling-Davies permite a obtencao de resultados exatos para o campo escalar no espaco -
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tempo bidimensional.

No presente trabalho (Capitulo 2), em vez de seguir a abordagem aproximada consi-
derada, por exemplo, na Ref. [28], usamos a abordagem exata proposta por Fulling e
Davies [8] e calculamos, para um campo escalar real ndo massivo em um espago - tempo
bidimensional, as formulas (relativisticas) exatas para a densidade de energia do campo e
para a forca de radiagao em um espelho, sendo que o estado inicial do campo é um estado
arbitrario, mostrando que, também para leis de movimento relativisticas, as condig¢oes de
fronteira Dirichlet e Neumann produzem a mesma forca de radiacao em um espelho em
movimento, quando o estado inicial do campo ¢é simétrico sobre translacoes temporais. No
limite nao relativistico, comparamos essas féormulas exatas com os resultados aproximados
encontrados nas Refs. [23, 28]. Aplicamos nossas férmulas exatas para o estado inicial
do campo sendo coerente, que ¢ um exemplo de estado nao invariante sobre translagoes
temporais. No capitulo 3, no contexto do método de Cole-Schieve [15] para solucionar
recursivamente a equacao de Moore, nos estendemos, para um estado inicial do campo
arbitrario, a relacdo de recorréncia para a densidade de energia encontrada na Ref. [38].
Com esta generalizacao, obtemos recursivamente a densidade de energia dentro da cavi-
dade, para um ponto arbitrario do espaco - tempo, em termos dos valores conhecidos da
densidade de energia, calculada nas “regices estaticas”, onde o estado inicial do campo
nao foi afetado pela pertubacao causada pelo movimento da fronteira. Nés investigamos
a evolucao temporal da densidade de energia dentro de uma cavidade com uma fronteira
moével, considerando as condi¢oes de fronteira Dirichlet e Neumann e também um estado
inicial do campo arbitrario. Também aplicamos as formulas obtidas para o campo em
um estado inicial coerente. No capitulo 4, apresentamos algumas perspectivas, como a
particularizacao das expressoes exatas da densidade de energia do campo e da forca de
radiacao, para o estado inicial do campo sendo o estado comprimido. Concluimos este

capitulo sumarizando nossos resultados mais importantes e comentando-os.
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Capitulo 2

Uma fronteira maovel

Neste capitulo consideramos um campo escalar real nao massivo em um espago-tempo
bidimensional, satisfazendo a condi¢ao de fronteira Dirichlet ou Neumann na posicao
instantanea de uma fronteira em movimento. Para uma lei de movimento relativistica,
nos mostramos que as condigoes de fronteira Dirichlet e Neumann produzem a mesma
forca de radiacao sobre um espelho em movimento, quando o estado inicial do campo é
invariante sob translagoes temporais. Obtemos as formulas exatas para a densidade de
energia do campo e para a forca de radiacao na fronteira, para um estado inicial do campo
arbitrario e, posteriormente, aplicamos estes resultados a um estado inicial coerente. No

limite nao-relativistico, nossos resultados coincidem com os encontrados na literatura'.

2.1 Densidade de energia e forca de radiacao: féormulas
exatas

Comecamos revendo a solucao exata para o campo escalar nao massivo que estd em

um espaco - tempo plano, com condicoes de fronteira dinamica de Dirichlet ou Neumann

'Este capitulo compde parte do artigo “Quantum radiation force on a moving mirror with Dirichlet
and Neumann boundary conditions at vacuum, finite temperature and coherent state”, publicado na

revista Physical Review D 77, 125001 (2008).
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Figura 2.1: Trajetéria do espelho em movimento. As linhas tracejadas sao linhas-nulas

separando a regiao I da regiao II, e regiao III da regiao IV.

[7, 8, 9]. Vamos considerar o campo nao massivo ¢ (¢, z) que satisfaga a equacao de Klein

- Gordon (nés assumimos ao longo do presente texto h = ¢ = 1):
(67— ) 6 (t.) = 0 (2.1

e obedeca a condicao de Dirichlet (¢' (', )| fronteira = 0) ou Neumann (0@’ (¢, 2')| tronteira =
0 ), tomadas no referencial de Lorentz instantaneamente co-mével, na posicao x = z(t)
da fronteira em movimento. Nos examinamos um conjunto particular de trajetérias do
espelho para o qual z(t < 0) = 0, como mostrado na Fig. 2.1.

Usando a transformacao de Lorentz, as condicoes de Dirichlet e Neumann podem ser
escritas em termos de quantidades no referencial inercial de laboratorio, respectivamente,

como segue?:

o[t 2(t)] = 0, (2.2)
{[Z(t)at + 8&:] ¢ (t’ x)}|m:2(t) = 0. (23)

A solucao do campo pode ser obtida através da exploracao da invariancia conforme da

20f. a demonstracdo da condicio de Neumann no referencial de laboratério, mostrada no Apéndice A
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equagao Klein - Gordon [6, 8]. Considerando as transformagoes conformes de coordenadas
t—z=fw—s) e t+x=g(w+s), (2.4)

a equacao da onda escalar em 1 + 1 dimensoes permanece invariante®:
(07 = 07) ¢ (t,2) = 0 — (9, — 05) & (w, 5) = 0. (2.5)

As funcoes f e g podem ser definidas, para uma grande classe de leis de movimento
z(t) (ver Ref. [8]), de modo que a curva s = 0 coincide com a trajetéria da fronteira
x = z(t): [t,2(t)] — (w,0) [8]*. Entao, podemos fazer o seguinte mapeamento conforme

das condicoes de fronteira’:
¢t,z(t)] =0 — ¢(w,0) =0, (2.6)

{00+ 0, 6 (1,2}, = 0 — [0,6(w, 5)] o0 = 0. (2.7)

Os modos normais solu¢ao da equacao da onda no espago (w,s), com condigdes de
fronteira estatica de Dirichlet ou Neumann, sao bem conhecidos, de modo que, voltando

as coordenadas (t, ), obtemos o operador campo na descri¢cao de Heisenberg dado por:

ot z) = /0 0o [auty + a167] (2.8)

onde

6, (t,2) = (4mw) "2 [ye 7l 4 yeior)] (29)

forma um conjunto completo de solucoes com freqiiéncias positivas, e, ao longo de todo o

presente trabalho, adotamos a notagao:
u=t—xr e v=t+ux. (2.10)

Na Eq. (2.9), introduzimos uma notagao que nos permite por em uma tnica férmula,

as solugoes para as condicoes de fronteira de Dirichlet e Neumann, bem como as solugoes

3Cf. o Apéndice B.
4Cf. o Apéndice C.
5Cf. o Apéndice D.
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do campo para o lado direito (regides I e II, na Fig. 2.1), e lado esquerdo (regices 111
e IV na Fig. 2.1) do espelho. Neste sentido, para v = 1, a Eq.(2.9) da a solugao para
a condicao de fronteira de Neumann, enquanto que, para v = ¢, temos a solucao para a
condicao de fronteira Dirichlet.

Para as regioes I e IT mostradas na Fig. 2.1: 7 (v) =v e 27(u) —u = f~' (u) = p(u),
onde 7(u) pode ser obtido de 7(u) — z[7(u)] = w; para as regioes III and IV: p(u) = u
e 27(v) —v =g ' (u) = r(v), onde 7(v) + z[7(v)] = v. Como exigéncia da causalidade,
o campo nas regioes | e IV, representado por ¢(t,z), nao é afetado pelo movimento da
fronteira [8], de modo que as fungoes p e r sdo igualmente escolhidas para serem as fungoes
identidade nestas regioes estaticas. Neste capitulo, consideramos as médias (...) tomadas
sobre um estado inicial arbitrdrio do campo (regides I e IV na Fig. 2.1) assumido aqui,
por simplicidade, como sendo o mesmo estado para ambos os lados do espelho.

Continuamos a nossa andlise escrevendo a fungao de correlagao C = (¢, (t, x)p,(t', 2')),

dividida da seguinte forma:

C= Cvac + Cnon—vac’ (211>
Ccom
Cnonfvac = C(@T@> + C(d&)v (212>
onde’
Cvac - / del(wa wl7 ’7‘77)|w:w’7 (213>
0
C(am> = / / dwdw' <dL,dw> Fi(w, o, 7], 7) + c.c., (2.14)
0 0
C<&d> = / / dew/ <dwdw’> Fl ((U, _wlv e |7|) +c.c. (215>
0 0
€
—i(wt—w't") ) L,
fl (W, W/, P >\) = ‘ p2€*l(wsz =)
4y ww'
+)\26—i(wx+w’$') T C.C.] ' (216)

5Cf. o Apéndice E.
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A partir das Egs. (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16) verificamos que, na presenca de fronteiras,
Coac, C (ata) e Ciaq) nao sao simétricos sob translagoes espaciais. O termo Cyq. ¢ simétrico
sob translagoes temporais, enquanto que C (ata) é simétrico se <&L'&w> x §(w — w). Por
outro lado Ca4), se for nao nulo, nao é simétrico sob translagoes temporais.

No contexto da abordagem perturbativa de Ford-Vilenkin [18], de acordo com as re-
feréncias [18, 28] a for¢a de radiacao pode ser dada em termos das fungoes de correlagao, as
quais sao dependentes do operador campo nao perturbado ¢g: [0:0C,_,_o € [Cl, .o
para as condicoes de fronteira Dirichlet e Neumann respectivamente. Conforme mostrado
na Ref. [28], as partes da forca relacionadas com C,q. € C (ata) sa0 as mesmas para as
condicoes de fronteira Dirichlet e Neumann. Contudo, a parte relacionada com Cyaay €
diferente por um sinal. Em outras palavras, na Ref. [28] é mostrado que a diferenga
entre a forca agindo nos casos Dirichlet e Neumann emerge, no contexto do movimento
nao relativistico com pequena amplitude do espelho, na parte Ci4, que é a parte nao
invariante sob translagoes temporais.

Agora vamos investigar este problema da forca de radiagdo sobre a fronteira, no
contexto de uma abordagem exata, iniciando a partir da solugao do campo (Eq. (2.9))
e obtendo as féormulas exatas para o valor esperado do operador densidade de energia
T = (Tyo(t,x)), bem como a forca resultante F (t) que atua sobre a fronteira em movi-

mento, a qual é definida por (visto que Ty = T1; neste modelo):

F@)=TItz0)]7 =Tt 2(6))", (2.17)

W

onde o sobrescrito “+” indica as regioes I e II, enquanto que indica as regioes I1I e IV

na Fig. 2.1.

Vamos separar 7, escrevendo:
T = Z)ac + %on—vam (218>

co1m

,];wnfvac = 7-<&T&> + 72&&)7 (219>

"Para visualizar esses calculos com maiores detalhes cf. o Apéndice F.
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onde:

1 [ee]

Z}ac = 5/ du)fg(w7wl’ |’y|7 |7|>|w:w’7 (220)

0

1 o0 (o]
Ty = 5/ / dud (& ) Fo (w0, o, 1, 1)) + cec, (2.21)

0 0

1 [o.¢] o

72&&) = _5/0‘ /0 dew/<&wdw’>f2(_w7w/>’Y?’y*) +c.c (222)
€
ww'’ ) /
Falw,olipN) = T2 () e

X[ () eflemr ) (2.23)

O termo 7,,. é a densidade local de energia relacionada com o estado de vacuo, que
é divergente. Apés a regularizagao e renormalizagdo (veja a Ref. [8]), 7y pode ser

redefinido como a densidade local de energia renormalizada:

Toae = —In*/247 [p" (u) /' (u) = (3/2)p" (w)’ /¥ (u)’]

+p(u) — r(v), (2.24)

onde o objeto aparecendo nos colchetes é conhecido como a derivada Schwarziana. Nos
observamos que, de acordo com a nossa notacao, para o lado direito do espelho temos
r(v) = v, de modo que a Eq. (2.24) d4 a férmula encontrada na Ref. [8] para a condi¢ao de
fronteira Dirichlet. Além disso, verificamos que a mesma formula é valida para a condic¢ao
de fronteira Neumann (|| = 1 em ambos os casos).

A forca de radiacao resultante F' que age sobre o espelho em movimento pode ser
escrita como:

F = Fvac + Fnon—va07 (225)

co1m

Fron—vac = F<&’r&> + F(dd)v (226>
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onde:

Foae = |'7|2 (1 + 22)
x [(222/27r) J(1=22) (2 /6m) /(1 - 22)3} , (2.27)

F<@m> = 2/ / dwdw'’ <dL,dw> Fz(w, ' 7], 7)) + cc. (2.28)
o Jo

Flaay = —/0 /0 dwdw' {G,a.) Fz(w,w',v*,v) + c.c. | (2.29)

fi’)(wa w/> P, )‘)

N2
Viww' _p? (1+2) i@ plt—2(1)]
4 (1—2)°

_'_p2 efi(wfw’)[tfz(t)]

- [(Z,Z,p, p) - (_Za _27T7 )‘)]} : (23())

Vemos que F,,. e F (ata) dependem de |y|?, que tem o mesmo valor para as condigoes
Dirichlet e Neumann. Por outro lado, Fiza depende de v*2 ( ou 7?) que se distinguem
por um sinal nos casos Dirichlet e Neumann. Notando que o termo Cqy ((aa@) # 0) nao
é simétrico sob translagoes temporais, podemos generalizar o resultado encontrado na
Ref. [28], concluindo que, para uma lei de movimento geral (relativistica), as condigoes
de fronteira Dirichlet e Neumann produzem a mesma forca de radiacao sobre um espelho
em movimento, quando o estado inicial campo é simétrico sob translagoes temporais.
Desse modo, temos uma generalizagao do resultado encontrado na Ref. [28], vélido para
movimentos nao relativisticos, oscilatérios e de pequenas amplitudes.

Assumindo o limite nao relativistico (sem usar a condigdo de movimento de pequena

amplitude), recuperamos a férmula:
Foe (1) = |y? % /6, (2.31)

encontrada na Ref. [18] para a condigao de Dirichlet e, na Ref. [28] para a condicao de
Neumann. Vale mencionar que, nessas referéncias, a obtencao da férmula aproximada
dada pela Eq. (2.31) também envolveu a consideracao de que o movimento da fronteira é

de pequena amplitude.
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2.2 Estado inicial do campo: estado coerente

Vamos analisar a forca de radiacao em um espelho em movimento, quando hé particulas
reais no estado inicial do campo. Para isso, consideramos o estado inicial como sendo o
estado coerente, que é um exemplo de um estado nao invariante sob translagoes tempo-
rais. O estado coerente de amplitude a é definido como um auto-estado do operador
aniquilagio: a,|a) = ad (w —wp)|a), onde a = |ale? e wy é a freqiiéncia do modo
excitado. Para este caso, temos que T<@f@> e Tiaay sao renomeados como 72(;)@ e Téf;;,

respectivamente, e dados por:

@ o a2
T(am> " (2m) {l | [ ()" +p (u) ]}a (2.32)
T = —2{a? [P @) e

+y* 2 [p (u)]” e_mop(“)} + c.c.} : (2.33)

As forgas exatas F(am) e Flaay, renomeadas como as forgas coerentes F <(jf)a> e F<(;;)),

respectivamente, sao dadas por:

o Ay[Pwo | o, (1+27)
i) = laf? 22— 2 (2.34)
(ata) ™ (1 — 22)
€
() _ _ﬂ|a|26—2i(wot—9)

(aa)

. 1—2\?2 ‘
% {72 [62zwoz(t) (1 - Z) _ G—szoz(t)]

N\ 2
(1 + 2) o= 2iw0z(t) _ p2iwoz(t) } + c.c.. (2.35)
— Z

*2

Se considerarmos simultaneamente velocidades nao relativisticas e pequenas amplitudes
de deslocamento (no sentido considerado na Ref. [28]), de acordo com o que é requerido
pela abordagem de Ford-Vilenkin [18], a forga coerente exata ,E?,,)L_wc = F é:3a> + Fg%

pode ser aproximada como:

FO x =200 (23R4 (1) — (47 +77%)
X [cos (2wot — 20) G (t) — sin (2wt — 20) woq (t)]} . (2.36)
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O resultado acima estd em acordo com o obtido com o obtido na Ref. [28], a menos de
um sinal, que acreditamos estar equivocado em [28].

Na Fig. 2.2 plotamos a for¢a coerente exata como uma funcao do tempo, para a
condicao de fronteira Dirichlet e diferentes valores da velocidade do espelho. Assumindo
que o espelho se movimenta com velocidade uniforme, em dire¢ao ao sentido negativo do

,(Lf,})b_mc e o grafico deslocado para a regiao

eixo - x, a Fig. 2.2 mostra a forca oscilante
positiva do eixo vertical, conforme a velocidade do espelho aumenta, tornando a forca

mais intensa e oposta ao movimento.

2
1.5¢
1
0.5}

Coherent force
\

-0.5¢

Figura 2.2: Forca coerente exata ,E‘j,{,mc como funcgao do tempo, para o caso Dirichlet.

Consideramos a = e/ w, = 10 e os seguintes valores da velocidade: —10~% (linha
pontilhada), —1072 (linha tracejada) e —8 x 107! (linha sélida). As linhas pontilhada e

sélida exibem a forca coerente multiplicadas pelos fatores 5 x 10° e 1/125 respectivamente.

Para a condicao de fronteira Neumann, Fig. 2.3, a forca oscila de uma maneira dife-

rente, mas exibe deslocamento analogo para velocidades relativisticas.
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Figura 2.3: Forga coerente exata Fég,)l_wc como funcao do tempo, para o caso Neumann.
Consideramos a = (™2 wy = 10 e os seguintes valores da velocidade: —107% (linha
pontilhada), —1072 (linha tracejada) e —8 x 107! (linha sélida). As linhas pontilhada e

solida exibem a forga coerente multiplicadas pelos fatores 5 x 10° e 1/125 respectivamente.
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Capitulo 3

Cavidade com uma fronteira movel

Neste capitulo, investigamos a evolucao temporal da densidade de energia, para um
campo escalar real nao massivo em um espaco - tempo bidimensional, dentro de uma
cavidade nao estatica. Considerando as possiveis combinagoes das condigoes de fronteira
Neumann e Dirichlet, escrevemos a férmula exata para a densidade de energia dentro
de uma cavidade, para um estado inicial do campo arbitrario. Tomando como base a
equagao de Moore (vista a seguir na Eq. (3.5)), calculamos recursivamente a densidade
de energia e investigamos a sua evolucao temporal para o estado inicial do campo como

sendo o estado coerente.

3.1 Densidade de energia: férmulas exatas

Assim como no capitulo 2, comegamos considerando o campo ¢ (¢, ) que satisfaz a
equacao de Klein - Gordon (2.1). Mas, agora, o campo obedece a duas condigdes de
fronteira: a condicao imposta na fronteira estatica em x = 0, e também a condicao
imposta na posicao da fronteira em movimento em x = L(t), onde x = L(t) é uma lei
prescrita para a fronteira em movimento e L(t < 0) = Ly, com Ly sendo o comprimento
da cavidade na situacao estatica.

Noés investigamos quatro tipos de condigoes de fronteira. A condicao de fronteira

Dirichlet-Neumann (DN) impoe a condigdo de Dirichlet na fronteira estatica, enquanto
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a derivada espacial do campo, tomada no referencial de Lorentz instantaneamente co-
movel a fronteira dinamica, se anula (condigdo de Neumann) na posigao da fronteira em
movimento (vide capitulo anteiror). Usando a transformagao de Lorentz, conforme ja
mencionado, esta condigao de fronteira pode ser escrita em termos de quantidades no re-

ferencial inercial de laboratério como segue': 9,.¢' (t',2) = {(L(t)@t + 896) o (t, :c)} ‘ =

x=L(t)
0. A condi¢ao de fronteira Neumann-Neumann (NN) impde: (020 (£, )],y = 0 €
{(L(t)@t + &E) o (t, x)} ‘ o 0. A condicao de fronteira Neumann-Dirichlet (ND) impde:

[0:¢ (t,x)]|,.—y = 0 e ¢(¢t,L(t)) = 0, enquanto a condi¢ao de fronteira Dirichlet-Dirichlet
(DD) impoe: ¢ (t,0) =0 e ¢ (¢, L(t)) = 0.

Considerando o procedimento adotado nas Refs. [6, 8], o campo na cavidade pode ser
obtido pela exploracao da invariancia conforme da equacao de Klein-Gordon?. O operador

campo, solugado da equacdo de onda (2.1), para uma cavidade é dado por:

o0

o(t,x) = NA+ BV (t,2)] + > [aud, (t.2) + Heel, (3.1)
n=1-2
onde
0O(t,x) = [R(v) + R(u)] /2, (3-2)
e os modos do campo ¢,,(t, x) sdo dados por:
) = e [0+ ], (33
com
¢£Lﬁ)(2) = ¢ UnHAITR(z) (3.4)
sendo u e v dados pela Eq. (2.10), e R satisfazendo a equagao funcional
Rt + L(t)] — R[t — L(t)] = 2, (3.5)

que é a equacao de Moore?.

LCf. a demonstracao da condicio de Neumann no referencial de laboratério no Apéndice A.
2Cf. o Apéndice B.
3Cf. o Apéndice C.
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Nas Egs. (3.1) e (3.3), nés introduzimos uma notac¢ao que nos permite colocar dentro
de uma tunica férmula, as solugoes para as quatro condicoes de fronteira mencionadas
acima. Neste sentido, para A =~y =1e =0, as Egs. (3.1) e (3.3) dao a solu¢ao NN,
onde A e B sdo operadores que satisfazem as regras de comutagao [/1, B} =1, [A, &n] =
[B,dn} = 0. As outras trés possiveis situacgoes sao recuperadas se nds considerarmos
A=0,8=0e~vy=1iparaocaso DD; 3 =1/2e~y=1iparaocaso DN; 5=1/2e~v=1
para o caso ND.

Daqui em diante, investigaremos as médias (...) tomadas sobre um estado inicial arb-
tirario do campo, desde que aniquilado pelo operador B. Neste contexto, nés escreveremos
as fomulas exatas para o valor esperado do operador densidade de energia T = (Tpo(t, z)).

Nos podemos separar 7, da mesma forma como foi feito no capitulo 2, escrevendo:

T = Tyac + Tnon-vac, (3.6)
onde: N
=7 Z n+ B)l* [R”(v) + R”(u) (3.7)
. n=1—
Thon-vac = T@T&) + Taay- (3.8)
Definimos, em seguida:
Tiaray = 02(0) + :(w), (39
Tiaa) = 92(v) + g2(u), (3.10)
sendo
n(z) = %7'2 > VarHWh
nn'=(1-25)
« Re {26“" )TRG) (R (2)]? <a;an,>} (3.11)
e

9(z) = —% > VurB W)

=(1-28)
% R6{26 i(n+n'+28)TR(z [R/< )] <Andn’>} (312>
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A densidade de energia local relacionada ao estado de vacuo Zyae € divergente. Se-
guindo a Ref. [8], nés adotamos o método de regularizacao “point-splitting” (o mesmo
método usado no capitulo 2) e obtemos * Tyac (agora redefinida) como a densidade local

de energia renormalizada:

Tyac = = [(v) = f(u), (3.13)

2 1 i\ 2
R 1 R LS T

Na equagao acima, as derivadas sao tomadas com respeito ao argumento da funcao R.

onde

No6s podemos escrever a parte nao-vacuo da densidade de energia em uma notagao
analoga:

Thon-vac = _g(v) - g(u)a (3'15>

onde g = —(¢1 + ¢2). Note que Tyac € T(afa> dependem de |v|?, que tem o mesmo valor
para as quatro combinagoes de condicoes de fronteira consideradas. Por outro lado, 744
depende de v2, que pode diferir por um sinal, dependendo da situacao considerada. Para

andlises posteriores é conveniente também escrever a densidade de energia como:
T = —h(v) — h(u), (3.16)

onde h = f+g.

3.2 Situacao estatica

Vamos primeiro examinar as férmulas obtidas na secao anterior para a situacao estatica
(t <0), quando a equagao de Moore é reduzida a R(t + Lg) — R(t — Ly) = 2 . Para este
caso, a funcao R é dada por R(z) = z/Lg [6] e as fungdes f, g, g1 e g2, renomeadas,

respectivamente, por £, ¢(), g%s) e gés) , sao dadas por:

FO = Pr/(24L8) [1/2 = 3(6 - 5%)] | (3.17)

4C.f. Apéndice F.
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g = —gi — g8, (3.18)

||
AL2

d(z) =

Y Vn+8)(n+8)

n,n'=(1-23)

<Re {2 in=m(:/10) (gt dn/>} (3.19)

] ™ ,
a)(z) = i S VB W+ )

n,n'=(1-203)

< Re {26—i(n+n/+2ﬁ)7r(Z/Lo) (%%/)} ‘ (3.20)

Observe que f®) é uma constante e, neste caso, o termo Tyac é a densidade de energia

de Casimir e pode ser renomeado como 7Z¢as, de modo que:

TP = 15N = —n/(2413), (3.21)
TN = 730 = 7/(48L3), (3.22)

onde os sobrescritos DD, NN, DN e ND significam os tipos de condigoes de fronteira
considerados nos calculos. Os resultados mostrados nas Egs. (3.21) e (3.22), podem ser
encontrados na literatura [40, 41]. Note que, para condigoes de fronteira mistas (neste caso
ND ou DN), a energia de Casimir é positiva, originando uma forga de Casimir repulsiva
(veja a Ref. [42]).

Por outro lado, em geral, ¢'® é dependente do espaco - tempo, implicando que T(afa>

(@a) sejam, em geral, fungoes

e T(aa), nesta situagao estatica renomeados como T<(33 ) e TV
a'a
das variaveis do espago - tempo.
Para um estado inicial arbitrario do campo, nés temos:

Lo 00
T<(;)&> dv=Y " wlN, (3.23)

0 n=(1-28)

Lo
7) dv =0, (3.24)
0
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onde w, = m(n+ 3)/Lo e N,, = <€L,T1dn> ¢ a média do numero inicial de particulas no
n-ésimo modo do campo. Portanto, para uma cavidade estatica, a funcao ’Téjl)) pode
contribuir para o comportamento no espaco e no tempo da densidade de energia 7, mas
nio para a energia total armazenada na cavidade. A energia estética total £ pode ser

escrita (como esperado) como:
5(8) - gcas + anNn, (325)

onde

Lo
Scas = / Tcas dﬂ: (326)
0

Concluimos que, para uma cavidade estatica, para qualquer estado inicial do campo ani-

quilado pelo operador B , temos que, nessa cavidade:
) (3.27)

EEDD — gNN, (3.28)

Consideremos, agora, estados iniciais do campo “diagonais”, ou seja, cuja matriz den-

sidade seja diagonal na base de Fock, de modo que:
(anap) =0 e {(ahay) = Ny (3.29)

Para estes estados, temos que:

957 (2) =0, (3.30)
az[g(s)(z)] =0, (3.31)
g9 (2) >0, (3.32)

ou seja, ¢ nao depende das varidveis do espaco-tempo, conduzindo & uma densidade
de energia uniforme na situagao estatica. Para estados iniciais “nao diagonais”, para os
quais
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Figura 3.1: Trajetéria das fronteiras (linhas sélidas). As linhas tracejadas sao linhas nulas

separando as regioes I de II, e IT de III.

a funcdo ¢, ou mais especificamente gés) , tem uma dependéncia das coordenadas do

espaco-tempo:

0.9 (2)] # 0. (3.34)

Estados térmicos e coerentes sao, respectivamente, exemplos de estados diagonal e nao-

diagonal.

3.3 Situacao nao-estatica

Agora, vamos examinar a cavidade na situagdo nao-estatica (¢ > 0). Os modos do
campo na Eq. (3.1) sdo formados por partes que se propagam para a esquerda (fungoes

de v) e para a direita (fungdes de u). Como requer a causalidade, o campo na regiao I (Fig
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3.1) nao é afetado pelo movimento da fronteira, de modo que esta regiao é considerada
como uma “zona estatica”. Na regidao Il (v > Ly e u < Lyg), as partes dos modos do
campo (Eq.(3.3)) que se propagam para a direita, permanecem nao sendo afetadas pelo
movimento da fronteira; logo, a regiao II também é uma zona estatica para estes termos.
Por outro lado, as partes dos modos do campo que se propagam para a esquerda na regiao
IT sdo, em geral, afetadas pelo movimento da fronteira. Na regiao III (u > L), tanto as
partes dos modos do campo que se propagam para a esquerda, quanto as que se propagam
para a direita, sao afetadas. Em suma, as funcoes correspondentes as partes dos modos
do campo que se propagam para a esquerda e para a direita sao consideradas na zona
estética, se o argumento z dessas fungoes (z simbolizando v ou u) é tal que z < Lg. Na
zona estética R(z) = z/Ly.

Para um certo ponto (#, Z) no espaco-tempo, o operador campo ¢(¢, Z) é conhecido se as
partes que se propagam para a esquerda e para a direita, tomadas sobre, respectivamente,
as linhas nulas v = z; e u = 25 (onde z; = t+Fez =1 — ), sao conhecidas; ou, em outras
palavras, ¢(t, %) é conhecido se R(v)|y=, € R(t)|u=-, s30 conhecidos. Cole e Schieve [15]
propuseram um método recursivo para obter a funcao R para um lei de movimento geral
da fronteira, tracando reversamente uma sequéncia de linhas nulas, até que uma linha nula
entre na zona estatica, onde R é uma fungao conhecida. Para uma breve discussao desse
método, vamos assumir que (%, Z) pertence a regido I1I, e que a linha nula v = 2; intercepta
linha de mundo da fronteira em movimento no ponto [t1, L(t1)] (veja a Ref. [15]). Assim,
nés temos que R(v)|,=., = R[t; + L(t1)]. Usando a equacao de Moore (3.5), obtemos
R(v)|v=2, = R(w)|u=t,~ () + 2. Disto concluimos que a parte do campo propagada para
a esquerda, tomada sobre a linha nula v = z;, pode ser escrita em termos da parte
propagada para a direita, tomada sobre a linha nula v = t; — L(t1). Se t; — L(t;) < Lo,
entdo a linha nula u = t; — L(t;) estd na zona estética, de modo que podemos escrever
R(u)|y=t,~(t,) = [t1—L(t1)]/ Lo, e também R(v)|y—., = [t —L(t1)]/Lo+2. Por outro lado,
se t; — L(t;) > Ly, podemos tragar outra linha nula v = ¢; — L(t;), interceptando a linha
de mundo da fronteira estética no ponto [t; — L(t1),0]. Entao obtemos R(w)|y=¢,—r(t) =

R(V)|v=t,~L(t,), 0 que quer dizer que a parte de um dado modo do campo propagando-se
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para a direita, tomada sobre a linha nula v = t; — L(t1), tem o mesmo valor da parte
propagando-se para a esquerda, tomada sobre a linha nula v = ¢; — L(¢;), ou, em outras
palavras, a reflexao da radiacao do campo na fronteira estatica nao muda seu valor. Em
seguida, nés podemos escrever R(v)|y—., = R(v)|v=t,~1t,)+2. Assumindo que a linha nula
v = t; — L(t;) intercepta a linha de mundo da fronteira em movimento no ponto (ts, L(ts)),
temos to + L(ta) =t — L(t1), e também: R(v)|,—,, = R[ta + L(t2)] + 2. Da mesma forma,
considerando a equacao de Moore, nés podemos escrever R(v)|y—., = R(U)|u=to—rs) +4, €
assim por diante, até uma linha nula considerada nesse processo entrar na zona estatica,
onde a fungdo R ¢é conhecida. Em resumo, de acordo com a Ref. [15], nds podemos
escrever: R(z) = 2n + [z — 2> 1" | L(t;)]/Lo, onde n é o nimero de reflexdes sobre a
fronteira em movimento, necessarias para conectar uma linha nula v = z (ou u = 2) a
uma linha nula na zona estatica.

Vamos agora examinar o comportamento das partes dos modos do campo que se propa-
gam na cavidade. Levando em consideragao a analise acima, para o comportamento fungao

R, para os casos DD e NN (para ambos 3 = 0), temos: o (V) |vmzy= o ()| u=t, —L(t1)>

0 0 0 0 ,
O (W) umty L) =P% () o=ts L1y © P2 ()]omtr— 1) =0% (W) umts—12).  NGs podemos

ver que os valores de goflo) nao se alteram sob uma reflexao nas fronteiras estatica ou
dinamica. Ressaltamos, portanto, que o fato relevante aqui é a seqiiéncia de pontos do
espago-tempo onde as reflexoes ocorrem, porque ela é que ird mapear uma linha nula inicial
em uma zona nao estatica, em uma certa linha nula na zona estatica onde o valor de 90510)

é entao determinado. Esta ultima conclusao também é valida para o caso de condigoes mis-

tas (8 = 1/2), mas, para esse caso, temos: o (v)|v:zlz—g0,(11/2) () u=t, —L(t1)> QO%I/Q)(UMu:tl—L(tl) =
gpgg(vﬂv:tl,ml), e gpg/?)(v)|U:t1,L(t1):—gpﬁll/2)(u)|u:t2,L(t2). Nos observamos que o valor

1/2) - . " .
de 30;/ ) ndo se altera sob uma reflexdo na fronteira estatica, mas muda por um sinal ao
refletir na fronteira dinamica.
O comportamento da densidade de energia na cavidade, no caso do estado inicial sendo

o vacuo, é descrito pelo comportamento da fungao f, a qual obedece a equacao a seguir,
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obtida por Cole-Schieve [38]:

flt+ L) = flt—L@)]A®F) + B(t), (3.35)
onde
1—L'(t)]°
A(t) = {m} : (3.36)
B B 1 L/// (t)
B S TR rern- v o)
R C YN .

A - L 0P
que nos permite obter f(z), e conseqlientemente Zy,c, recursivamente, em termos do valor
de f = f©) na zona estatica (veja a Ref. [38]).

Para um estado inicial arbitrario, o comportamento da densidade de energia na ca-
vidade é descrito tanto pelo comportamento da fungao f (relacionada com a parte de
vacuo), quanto pelo comportamento da funcao g (relacionada com a parte nao-vicuo).

Para esta tltima, obtemos a seguinte equacao °:
glt+L(t)] =glt — L(t)] A1), (3.38)

que nos permite obter a fungao “nao-vacuo” g(z), e conseqiientemente 7pon-vac, recursi-
vamente a partir dos valores calculados na zona estética, onde g = ¢®. Agora, para uma
analise completa envolvendo simultaneamente as partes vacuo e nao-vacuo, escrevemos a

seguinte equagao que define o comportamento da funcao h:
hit+ L(t)] = hlt—L()]A(t)+ B(t). (3.39)

O processo para resolver a Eq. (3.39) inicia tracando-se a linha nula v = t; + L (¢;), de
forma que nés fazemos z = t;+L (t1). Da Eq. (3.39), apds a primeira reflexao na fronteira
dinamica, obtemos:

h(z) = h[t, — L (t)] A(t1) + B(t)). (3.40)

5(C.f Apéndice F.
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Seguindo conforme o procedimento ja descrito, nds igualamos t; — L (t1) = to + L (t2), e,

apos a segunda reflexao na fronteira dinamica, obtemos:
h(z) = hltz = L(t2)] A(t2) A(tr) + B(t2) A(t1) + B(th).

Este processo segue, até que uma linha nula entre na zona estética, onde: h = h(®) =

) 4+ ¢ é conhecido. Ao fim do processo, temos:

h(z) = h9(2)A(2) + B(z) (3.41)

onde:
W) (z) = fO + gW[E(2)], (3.42)
A(z) = T A(t), (3.43)

B(2) = Bt A(t) + Blt, )2 A()
Fo Bt Aty) + B(t). (3.44)

Enfatizamos que o ntimero n de reflexoes e a sequiéncia de instantes t1, ...t, dependem de

z. Neste sentido, na Eq. (3.42) nés definimos:
Z(z) =t, — L(t,). (3.45)

Deste processo, nds observamos que o valor de h nao se altera sob reflexdes na fronteira
estatica, mas se altera quando h reflete na fronteira dinamica, o que é esperado. Nos
também observamos que, da Eq. (3.39), a fungao h, apés uma reflexdo na fronteira
dinamica, muda da mesma forma para todas as condi¢oes de fronteira consideradas no
presente trabalho (para uma mesma lei de movimento da fronteira).

Uma observacao fundamental para as andlises seguintes é que, na Eq. (3.41), as
funcoes A e B somente dependem da lei de movimento da fronteira, enquanto que toda
a dependéncia das condigoes de fronteira e do estado incial do campo estao armazenadas

na funcio da zona estética h®(2).
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A densidade de energia 7 novamente é escrita como na Eq. (3.6), 7 = Tyac + Znon-vac,

mas agora com as partes Zyac € Tnon-vac reescritas como:

Tvac = _f(s)“i(u) - B(u) +tu—v, (3.46)

Thonvac = —g [F(w)) A(u) +u — v. (3.47)

Para uma lei de movimento genérica para a fronteira, A e BB sdo funcgoes diferentes entre

si. Elas também possuem as seguintes propriedades:

A(z) >0V z, (3.48)
Az < Ly) =1, (3.49)
B(z < Ly) = 0. (3.50)

Verificamos, ainda, que a dinamica da evolucao da densidade de energia na cavidade é

regida, de forma geral, pelas funcdes A(z), B(z) e g [(2)].

3.3.1 Estados diagonais

Para estados diagonais (Eq. (3.29)), temos as conclusoes descritas nas Eqgs. (3.30)-(3.32),
as quais implicam que:

d.[h(2)] =0, (3.51)

onde h®®) estd definido na Eq. (3.42). Temos, entdo, que dada uma cavidade com um
certo estado inicial diagonal, a evolucao temporal da densidade de energia nessa cavidade
é definida apenas pelas funcées A(z) e B(z) que, para um movimento genérico da fronteira,
sao em distintas entre si (conforme ja comentado). Disto concluimos que, de um modo
geral, a dependéncia espacial, bem como a evolucao temporal de Zyac, Thon-vac € 7 sao
distintos entre si. Podemos, entretanto, encontrar leis de movimento da fronteira, para
as quais Tyac, Tnonvac € 7 apresentem aproximadamente uma estrutura similar, o que
significa, por exemplo, que se houverem picos e vales em cada um desses termos, eles

estariam localizados aproximadamente na mesma posicao na cavidade. Isto pode ser
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possivel para leis de movimento que proporcionem uma dependéncia linear entre B(z) e
A(z), ou seja:

B(2) =~ ki A(2) + k, (3.52)

onde k; e ko sao constantes. Usando as condigoes dadas nas Eqgs. (3.49) e (3.50), obtemos
que ki &= —ko, 0 que resulta:

B(z) ~ k[A(z) — 1]. (3.53)

Substituindo a Eq. (3.53) em (3.46) e (3.47), obtemos:

Toac = —(f© + k) [A(u) + A(v)] + 2k, (3.54)
Tnon-vac = —g[A(u) + A(v)], (3.55)
T = —(f9 4 ¢ + k) [A(u) + A(w)] + 2k;. (3.56)

As densidades de energia dadas nas Eqgs. (3.54)-(3.56) que apresentarem os fatores mul-
tiplicativos do termo A(u) 4+ A(v) com o mesmo sinal, terdo estruturas similares entre si,
no sentido comentado acima.

Um exemplo de uma lei de movimento para a qual a aproximagao (3.53) pode ser

valida, é a seguinte:

t
L(t) = Lo [1 tesin (leN Clel<<le p=1,2,.. (3.57)
0

Considerando em (3.57) os parametros Ly = 1 e p = 2, e na Eq. (3.53) a constante
ky = —mp?/(48L3), mostramos nas Figs. 3.2, 3.3 e 3.4 uma comparagao entre os graficos
das funcoes B(z) e ki[A(z) — 1], sendo ambas calculadas de forma exata, com base nas
férmulas (3.43) e (3.44). Nestas figuras, consideramos, respectivamente, ¢ = 0.01, € = 0.05
e € = 0.1. Obervamos que quanto menor o valor de €, ou seja, quanto menor a amplitude
do movimento, maior é a validade da aproximagao (3.53). Observamos ainda que, para
este caso, e ainda para qualquer uma das condicoes de contorno consideradas no presente
trabalho, temos:

O 4k <0 e ¢g® <o. (3.58)
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Figura 3.2: Comparacéo entre os graficos das funcoes B(z) (linha pontilhada) e k; [A(z)—1]

(linha continua), para € = 0.01.

No contexto desta lei de movimento com pequenas amplitudes de oscilagao, a Eq. (3.58)
considerada em (3.54 - 3.56), resulta que a estrutura da densidade de energia (no sentido
da posigao de picos e vales) é, em boa aproximagao, a mesma para Zyac, Tnon-vac € 7 .
Esta conclusao, neste contexto aproximado, esta de acordo com a obtida por Andreata e
Dodonov na Ref. [30].
Finalizando esta secao, concluimos ainda que, para um mesmo estado inicial diagonal
do campo:
TPP (¢, 2) = TNN(¢, 2), (3.59)
TP (¢, 2) = TPN(¢, 2), (3.60)
As Egs. (3.59) e (3.60) significam que, qualquer que seja o movimento da fronteira,
para um mesmo estado inicial do campo, desde que diagonal, a densidade de energia na
cavidade DD sera igual a densidade NN a todo instante, sendo que o mesmo ocorrera

entre os casos ND e DN. A Eq. (3.60) generaliza, para um estado diagonal arbitrario, a

conclusdo encontrada na Ref. [39], onde a igualdade TNP(t,2) = TPN(¢, z) apenas foi
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Figura 3.3: Comparacao entre os graficos das funcoes B(z) (linha pontilhada) e k; [A(z)—1]

(linha continua), para ¢ = 0.05.
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Figura 3.4: Comparacao entre os graficos das funcoes B(z) (linha pontilhada) e k; [A(z)—1]

(linha continua), para € = 0.1.
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apontada para o caso de vacuo.

3.3.2 Estados nao diagonais: aplicacao ao estado coerente

Para os estados diagonais, os valores das funcoes f®) e ¢(*), tomados sobre linhas
nulas na zona estatica, sao constantes e independem da linha nula na zona estatica em
que estao sendo consideradas. Aqui, para estados nao-diagonais, ha uma alteracao: a
funcdo g = ¢ (u)|uzr, -1,y (vide Eq. (3.45)), ou seja, g passa a depender de sobre
qual linha nula na zona estatica ela é considerada. Tomemos um estado coerente, tal que
n |Q) = QOpp, |@), onde a = |ale?; e ng estd relacionado a freqiiéncia do modo excitado

[43]. Para este caso, o termo gf) é constante na zona estatica, enquanto que o termo

gés) nao o é, sendo este tultimo o gerador da alteracao mencionada acima. Em fungao

desse comportamento distinto entre g%s) e gés), vamos subdvidir o termo 7hon-vac do modo
feito na Eq. (3.8): Thon-vac = ’T<&T&> + Tiaay- Assim sendo, para facilicitar a visualizacao,

reescreveremos as Eqs. (3.46) e (3.47) da seguinte forma:

Toac = —fPA(u) — Blu) +u — v, (3.61)
Tiaray = 0 Alu) +u = v. (3.62)
Taay = 95 B (W) A(u) +u — v. (3.63)

Temos, entao, que dada uma cavidade com um estado inicial coerente, a evolugao temporal
da densidade de energia nessa cavidade é definida pelas funcoes A(z), B(z) e gés) [Z2(2)],
as quais, para um movimento genérico da fronteira, sao, em geral, distintas entre si.
Enfatizamos, entao, que a dependéncia espacial, bem como a evolucao temporal de Tyac,
Thon-vac € 7 sao distintos entre si.

Da mesma forma que na secao anterior, vamos enfocar o caso de leis de movimento da

fronteira, tais que a aproximagao (3.53) seja vélida. Assim sendo, teremos:

Toac = —(f + k1) [A(u) + A(v)] + 2k, (3.64)

Tiatay = 91" [Aw) + AW)), (3.65)

ata
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Tiaay = 95" [E(w)] A(u) + g8 [Z(v)]A(v), (3.66)

T = —(f¥ — g + k) [A(u) + A)] + 657 [F(w) A(u) + g8 [Z(0)A(v) + 21, (3.67)

As densidades de energia dadas nas Egs. (3.64) e (3.65) que apresentarem os fatores
multiplicativos constantes do termo A(u) + A(v) com o mesmo sinal, terdo estruturas
similares entre si, no sentido comentado na secao anterior. Novamente, considerando a lei
de movimento especifica mostrada na Eq. (3.57), com os mesmos parametros e também
o valor da constante k; adotados na secao anterior, obtemos que, para o caso coerente, e

ainda qualquer uma das condigoes de contorno consideradas no presente trabalho, temos:
—(f9 4+ k) >0 e ¢V >0 (3.68)

Entao, no contexto dessa lei de movimento e com pequenas amplitudes de oscilacao, temos
que a estrutura da densidade de energia é, em boa aproximagao, a mesma para os termos
Tvac © 7@1@)-

O termo Tyon-vac da densidade de energia coerente (agora renomeado como ’]}fg%-vac)

¢é dado por:

o T
7;1(01)1-V&C = §(n0+5)|a|2

X {R’2 (v) — V2R (v) cos [27(no + B)R(v) — 20] + v — u} . (3.69)

Observamos que, com a mudanca de fase § — 0’ = 0 + 5, Nos temos que:

«) DD a) NN

TI(IO)I’I-V&C 0 — Tr(lo)n—vac 0+3 (3'70)
a) DN ) ND

Tno)n—vac’H = Téo)n—vac‘eJrg- (3'71>

A Eq. (3.69) pode ser escrita em termos das fungoes A, da seguinte forma:

Qzl(oar)l—vac = 72(;)@ + Téf;%, (3.72)
onde
Ty = pz ot B hPlel® [A(w + A@)] (373)
(wa) = (@L)) |
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(@) _ 7T

T = ")
X {cos 2 (no + B) 7 (2 (u) / Lo) — 26] x A (u)
+u — v}. (3.74)

7 [al* (no + )

Um grafico correspondente a Eq. (3.73), gerado com uso da Eq. (3.43), pode ser visuali-
zado na Fig. 3.5. Vé-se que a parte correspondente a (3.73), que tem a mesma estrutura
da parte de vacuo, esta relacionada com a formacao de “picos”. Além disso, observa-se
apenas duas linhas, em virtude do fator |y|> em (3.73), que torna o caso NN idéntico a
DD, e ND idéntico a DN.

Um grafico correspondente a Eq. (3.74), também gerado com uso da Eq. (3.43), pode
ser visualizado na Fig. 3.6. Vé-se que a parte correspondente a (3.74) pode assumir
valores negativos, apresentando gréaficos diferentes para cada uma das quatro condicoes
de contorno consideradas, em virtude dos fatores 72 e £3.

O grafico resultante, soma dos graficos mostrados nas Figs. 3.5 e 3.6, mostra a inter-
feréncia de (3.74) em (3.73), produzindo uma distorgao nos picos de (3.73), que na Ref.

[30] foi chamada de “estrutura fina”.
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Figura 3.5: Densidade de energia 72(;)&> (eixo vertical), em funcdo de x = x/Lgy (eixo
horizonal), para |a] = 1, t = 50.3Lg, Ly = 1, € = 0.01 e a lei de movimento dada na
Eq. (3.57). A linha tracejada corresponde a ambos casos DD e NN. A linha continua

corresponde a ambos os casos DN e ND.
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Figura 3.6: Densidade de energia ’Tég% (eixo vertical), em funcao de x = x/Ly (eixo

horizonal), para |a] = 1, t = 50.3Lg, Ly = 1, € = 0.01 e a lei de movimento dada na
Eq. (3.57). A linha pontilhada corresponde a ambos: ’]zgzg PD om0 =0, e Tégi NN com

(o) NN

aa)

0 = m/2. A linha tipo trago-ponto corresponde a ambos: T< com 0 =0, e (aa)

com 0 = /2. A linha continua corresponde a ambos: T(ii)) DN om 6 = 0, e T(SZ% ND om

ND

0 = m/2. A linha tipo espago-ponto corresponde a ambos: Tr(l%)n e 74 DN

vac com 0 = 0, non-vac

com 6 = /2.

46



1600 -

1400

1200

1000

800+

600

400

200

0 0.14 016 018 02 022 024 0.26

Figura 3.7: Densidade de energia ’]}fg%-vac (eixo vertical), em funcao de x = x/Lq (eixo

horizonal), para || = 1, t = 50.3Lg, Lo = 1, € = 0.01 e a lei de movimento dada na Eq.

(3.57). A linha pontilhada corresponde a ambos: 7T- I(I%)IREC com 0 =0, e Tﬁlﬁ)ﬂvgc com
0 = /2. A linha tipo traco-ponto corresponde a ambos: 7- ffg{}ilic com # =0, e Tﬁ%)n]?v]gc
com # = /2. A linha continua corresponde a ambos: 7 gzﬁ?gc com f =0, e Tﬁ%ﬂﬁc

com # = w/2. A linha tipo espago-ponto corresponde a ambos: Tr(fglf_\lvlgc com # =0, e

«) DN
Tr(lo)n—vac com 0 = 7T/ 2.
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Capitulo 4

Comentarios finais

Finalizamos esta dissertacao, apresentando uma perspectiva imediata da aplicacao dos
resultados obtidos para um estado inicial arbitrario, para um estado comprimido (no caso
de uma fronteira). Além disso, sumarizamos e comentamos os resultados mais relevantes,
mostrando quais sao as generalizagoes ou extensoes naturais que fizemos aqui, apontando,

quando for o caso, as perspectivas de trabalhos futuros.

4.1 Perspectiva: aplicacao ao estado comprimido

Um outro exemplo de um estado nao invariante sob translagoes temporais é o estado

comprimido puro de modo tunico, gerado pela acao do operador de compressao

i a2 — & (af,)’
S (&) = exp (£ =0 ;( L) ) (4.1)

no estado de véacuo: |€) = S (€)]0), onde & = re’® (veja a Ref. [44]).
As forcas exatas F (ata) © Flaa)y, neste caso, serao renomeadas como F<(2G> e F <(§2L>,
respectivamente. Nés encontramos que as formulas para F 8@ e F <(§5)L> exibem a mesma

estrutura encontrada para o caso coerente, no sentido que F' (gid
pela mudanga do coeficiente |a|?> — sinh(r)? em F' <(22Q>, enquanto que F <(§2L> pode ser escrito

) pode ser escrito apenas

pela mudanca |a|?e*?? — — sinh(r) cosh(r)e®™ em F<(;&)>.
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Calculos para cavidades estao em andamento. No6s também estamos considerando o
estado de gato de Schrodinger como estado inicial. Finalmente, correcoes térmicas para

a densidade de energia também estao sendo investigadas.

4.2 Comentarios finais

Em sintese, centrando-se sobre as vantagens da abordagem de Fulling-Davies, para
o caso de um campo escalar nao massivo em 1 + 1 dimensoes, nesta dissertacao calcula-
mos a forga de Casimir dinamica exata que atua sobre um espelho em movimento sob as
condicoes de fronteira Neumann ou Dirichlet, para um estado inicial arbitrario do campo
(Egs. (2.25-2.30)). Estes resultados compoe parte do artigo “Quantum radiation force on
a moving mirror with Dirichlet and Neumann boundary conditions at vacuum, finite tem-
perature and coherent state”, publicado na revista Physical Review D 77, 125001 (2008).
Vale mencionar que Fulling e Daves também obtiveram a for¢a de Casimir dinamica exata
8], porém eles consideram apenas a condi¢ao de fronteira Dirichlet e o estado inicial do
campo como sendo o vacuo.

Para o caso em que o estado inicial do campo € o vacuo, obtivemos a forca de Casimir
dindmica aproximada (Eq. (2.31)), generalizando o resultado nao relativistico encontrado
na Ref. [18] para a condi¢ao de Dirichlet e, na Ref. [28] para a condigdo de Neumann.
Para o estado inicial do campo sendo coerente, encontramos as férmulas exatas para a
forga de radiagdo (Eqs. (2.34 e 2.35)), que sao diferentes, se considerarmos a condigao
Dirichlet ou Neumann, generalizando as formulas perturbativas encontradas na Ref. [28].
Posteriormente, estendemos para uma lei de movimento geral (relativistica) da fronteira a
conclusao encontrada na literatura [28], que as condigdes de fronteira Dirichlet e Neumann
produzem a mesma forca de radiacao sobre um espelho em movimento, quando o estado
inicial do campo é invariante sob translacoes temporais.

Nos propusemos expressoes gerais exatas para a densidade de energia dentro de uma
cavidade unidimensional que contenham as condigoes de fronteira DD, NN, DN ou ND

e um campo escalar real nao massivo, com um estado inicial arbitrario (Egs. (3.6 -
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3.16)). Neste sentido, generalizamos a férmula para a densidade de energia encontrada
na literatura [6, 8] (que é valida somente para a condi¢ao de fronteira Dirichlet e o vacuo
como o estado inicial do campo).

No contexto do método de Cole-Schieve [15] para solucionar recursivamente a equagao
de Moore, nés estendemos, para um estado inicial arbitrario do campo, a relacao de re-
corréncia para a densidade de energia encontrada na Ref. [38] (Eq. (3.39)). Esta extensao
nos permite obter recursivamente a densidade de energia dentro da cavidade, para um
ponto arbitrario do espaco - tempo, em termos dos valores conhecidos da densidade de
energia calculada nas “regioes estaticas”, onde o estado inicial do campo nao foi afetado
pela pertubagao causada pelo movimento da fronteira (Eqs. (3.46 e 3.47)).

Finalmente, como um exemplo da efetividade destas equacoes e da abordagem numérica
de Cole e Schieve, nés descrevemos o comportamento da densidade de energia para es-
tados diagonais e nao diagonais, onde concluimos que para um mesmo estado inicial do
campo, qualquer que seja o movimento da fronteira ou o instante considerado, temos que:

i) Para um estado diagonal, a densidade de energia na cavidade DD serd igual a
densidade NN. O mesmo ocorrerd para as condigoes de fronteira mistas ND e DN (Egs.
(3.59 € 3.60)), sendo que o resultado obtido para as condi¢oes mistas generaliza a conclusao
encontrada na Ref. [39], vélida apenas para o estado de vacuo.

i1) Para um estado inicial coerente (exemplo de um estado nao diagonal), a densidade
de energia na cavidade DD, calculada em uma certa fase 6, sera igual a densidade NN
calculada em ' = 0 + 5. O mesmo ocorrerd para as condigoes de fronteira mistas ND e
DN (Egs. (3.70 e 3.71)).

APENDICES
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Apeéendice A

A condicao de Neumann para um

referencial de laboratorio

Neste apéndice, deduzimos a condi¢ao de fronteira Neumann para o caso de um espelho
em movimento, nos baseando na Ref. [20].

Considerando um espelho (fronteira) movendo-se em um espago-tempo bidimensional
(t,x), de acordo com z = z (t), podemos associar uma estrutura de Lorentz S’ (#) a este

espelho, cujo a trajetoria vista no referencial de laboratorio S é dada por

de modo que S’ (ty) representa um referencial inercial instantaneamente co-mével ao es-
pelho no instante t5. As quantidades tomadas em S’ (¢y) serao denotadas por primo.

As coordenadas espago-temporais em S’ (ty) estao relacionadas aquelas em S por
x =7 ((t)) (2" + 2 (to) t') + 2 (to) , (A.2)

t=7(2(t)) (t' + 2 (to) 2') + to, (A.3)

onde v (2 (tp)) = [1— 2 (tO)Q} 2 No referencial de laboratério S, a posigao do espelho
no espago - tempo (g, z (tg)) corresponde a posigao (0,0) no referencial S’ () .

O campo ¢’ (', z') irradiado no espelho no instante ¢y obedece a condi¢ao de Neumann
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para o referencial S'(ty):
(0,0 (t,azl)”(zlzo,t’:o) =0, (A.4)

mas do ponto de vista do referencial S, a condicao de Neumann nao é percebida desta
forma, pois, ao contrario do referencial S’ (¢y), no instante o o espelho estd em movimento
com relacao ao referencial S. Por outro lado, podemos escrever o lado esquerdo da Eq.
(A.4) em termos das quantidades sem primo do referencial S, usando as Eqs. (A.2) e

(A.3) como segue:

o  dxd It 0
or ~ 0wor oot
() (2”@0)2) (A5)
Ox ot )’

logo,

=0. (A6)

(I:Z(to),t:to)

006 (0, Mgy = 200 { | -+ 2015 0.}

Podemos, ainda, fazer ty — t na expressao acima. Portanto, a condi¢ao de Neumann para

um espelho em movimento no referencial de laboratorio S sera:

{ L% + z‘(t)%] ¢ (t,:c)} = 0. (A.7)

(z=2(t))
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Apeéendice B

Invariancia conforme da equacao de

Klein - Gordon

A teoria quantica dos sistemas tratados nesta dissertacdo, tanto para uma fronteira (es-
pelho), quanto para uma cavidade é mais facilmente construida, com a ajuda de um
conjunto completo de modos normais solugoes da equagao de Klein - Gordon (2.1) e das
condicoes de contorno impostas aos espelhos. Estas solugoes podem ser obtidas pela
exploracao da invariancia conforme da Eq. (2.1).

Podemos escrever o campo ¢ (¢, z) como ® (w, s), pois 0 mesmo é um campo escalar e
¢ invariante por transformacao conforme, de forma que as primeiras derivadas em relagao

ate x serao:

0 0 0D ow O s

E(b(t»iﬂ) = aq’ (w(t,z),s(t,x)) = wor T osar (B.1)
0 0 00w 0P Os

Portanto, para mostrar que a equacao de Klein - Gordon ¢ invariante sobre transformacao

conforme ¢é necessario realizar uma mudanca de operadores na Eq. (2.1):

(9,5 = (9t883+@tw8w (BB)
0, = 0,50 + Doy (B.4)
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A partir das transformagoes conformes (2.4), obtemos as varidveis conformes w e s:

w =

N | —

[g_l(t—i—x)qu_l(t—x)} es=

N | —

g (t+a) = [ (t—2)],

(B.5)

onde as funcgoes f e g sao arbitrarias. Calculando as derivadas de w e s com relacao a t e

x, vira:

O0s
ot

ot

ox

ow
oz

HOEOEF R

{89‘1 (t+x) of! (t—x)]
d(t+x) ot —=z) |’

0
ot
1
2

Gl ara e

dgt(t+z) Of '(t—ux)
[ oi+z) a@—x)]

0
ot
1
2

- g {ilreen e a)
1
2

1 [8g_1 (t+z) Of ' (t— x)}
i+ ot—2) |’

= o §[gl(t+x)—|—fl(t—x)}}

0
1 l(‘?gl (t+z) of! (t—x)]
2 ot ot—a) |

Substituindo as expressoes (B.6) e (B.7) em (B.3), temos que

0 1 [ag_l (t+z) of! (t—x)] 9 1 {aga—(lt(iz)x)

ot 2| O(t+ux) d(t—z) |0s 2
of t(t—=x)] 0
i au—x)}éa

o4

(B.6)

(B.10)



e entao,

9 1[82 gt t+:c P —:c)} 0
ot? 2 t+ x)? 8(t — :z;) Js
1 [ (t + T) (t—=x ]
3 o (t+x) t— x) 8
1 (t+ x) -
21 0(t+ux) t — ) 832
0" (t+z)
{5 [ d(t+x) t—x 8w2 (B.11)
De maneira andloga, substituimos as expressoes (B.8) e (B.9) em (B.4) e obtemos
0 1[dg ' (t4x) Of'(t—=x)] 9 [ 1[dg7'(t+ux)
or 2| O(t+x) ot—=x) | 0s 2| O(t+ux)
of t(t—x)] 0
R YT (B.12)
logo, temos que
0 1[2_1t+x azf—l(t—x)]ng
dx? 2 d(t+2) ot —ux)* | 0s
1{ t+a: 82f1(t—x)} 0 N
2 d(t+ux) 0 (t —z)? dw
1 89‘1 t+ ) (t — ) 8_2
2 0(t+x) d(t—ux) 8 2
dg~ ' (t+x) 2 92
+{§ [ ot+z) t—m dw?’ (B.13)
Finalmente, substituindo as Eqs. (B.11) e (B.13) na Eq. (2.1), obtemos:
0* 0 gt (t+x)oft(t—ax) (O* O B
(@ N @) e Y P S T s <aw2 N @) @ (w,5) =0 (B.14)

Para nao carregar a notacao, vamos escrever o campo ® (w, s) como ¢ (w, s). Portanto,

sendo as funcoes f e g analiticas e suas derivadas inversiveis, temos:

82

o2
(w - @) ¢<w78) =0,

(B.15)

que é a equacao de Klein - Gordon no sistema de coordenadas (w, s), como queriamos

demonstrar.
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Apeéendice C

Mapeamento conforme das

coordenadas do sistema

Neste apéndice, descrevemos o mapeamento conforme de coordenadas utilizado por Moore
[6] e Fulling e Davies [8], que usamos nesta dissertacao para tratar tanto o caso de uma
fronteira (ou espelho) quanto para uma cavidade unidimensional.

O mapeamento conforme de duas curvas quaisquer de uma geometria para outra pre-
servard o angulo entre estas curvas, por isso, este é um mapeamento restrito a duas
dimensoes. As situagoes analisadas nesta dissertagdo envolvem um campo escalar nao
massivo em 1+ 1 dimensdes, com um espelho (ou um dos espelhos, para o caso da cavidade
nao-estatica) em movimento sob as condigoes de contorno de Dirichlet e/ou Neumann.
Em 1 + 1 dimensoes, esta fronteira se torna um ponto no espaco, movendo-se, em geral,
de acordo com x = z (t) com |2 (t)| < 1. Além disso, o campo nao massivo ¢ (¢, x) satisfaz
a equagao de Klein - Gordon Eq. (2.1) na regiao a direita [x > z (¢)] do espelho.

Moore [6] demonstrou que considerar o movimento do espelho sobre certas condigoes,
em modelos bidimensionais ndo massivos, é sempre equivalente (classicamente), sobre
uma transformacgao conforme, aos modelos com espelhos estacionarios, simplificando o
problema. Com esse intuito, construimos um sistema de coordenadas conformes retarda-

das (w, s) que se relaciona com o sistema de coordenadas (t,z). Assim, uma geometria
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espago-temporal é substituida por outra, mas os pontos das duas geometrias sao identifi-
cados através das transformagoes conformes de coordenadas, dada pela Eq. (2.4).

Um conjunto de trajetérias do espelho de interesse particular sao aquelas em que a
velocidade inicial é uniforme [8]. Uma escolha apropriada da origem do sistema e estrutura
de Lorentz, nos permite assumir que z (¢) = 0 para t < 0. A partir das transformagoes

conformes (2.4) podemos isolar as coordenadas t e x:

t=—[fw—s)+g(w+s)] e v==[g(w+s)—f(w—s). (C.1)

DN | —
DN | —

Para o caso de uma tnica fronteira, as funcoes f e g sao escolhidas de modo que a curva
s = 0 coincida com trajetéria do espelho x = z (t). Logo, fazendo uso da Eq. (C.1) temos:

o)~ ] = = (51w g ). (©2)

1

2
Existem solugoes globais dessa equagao para movimentos razoaveis de z (t). Desconside-
ramos os casos em que a trajetéria do espelho aproxima-se de uma assintota como t — oo.
A Eq. (C.2) satizfaz a condigao de velocidade inicial uniforme, se f (w) = g (w) = w para
w < 0. Portanto, z (w) = z (t) = 0 para w e t < 0.

Para o caso de uma cavidade, as fungoes f e g sao escolhidas de modo que o espelho
em repouso na origem (x = 0) seja mapeado pela curva s = 0, enquanto que o espelho
em movimemto (x = L (1)) seja mapeado pela curva s = 1. Agora, substituindo o ma-
peamento conforme realizado no espelho em repouso (r = 0 — s = 0) nas transformacoes
conformes (2.4), teremos que: t = f (w) = g (w),V t. A partir da relacdo anterior, intro-
duzimos uma fungao real R que estd relacionada com f e g por meio de sua inversa [6]:
fw)=g(w)=R"(w).

As transformagoes conformes inversas serao:
w—s=f1{t—z) e wts=g'(t+2). (C.3)

Entao, substituindo o mapeamento conforme realizado no espelho em movimento (z =
L (t) — s = 1) na expressao anterior, juntamente com a funcao real R, temos que w—1 =

R(t—L(t)) e w+l=R(t+ L(t)). Fazendo a diferenca de (w—1) e (w+1) encontramos
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a equagao funcional Eq. (3.5), conhecida como equacao de Moore. Ela é de grande
relevancia na analise das recorréncias da radiacao na cavidade, assim como na evolugao

do comportamento da densidade de energia na cavidade.
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Apeéendice D

Mapeamento conforme das condicoes

de fronteira

Neste apéndice, mapeamos as condicoes de fronteira Dirichlet e Neumann das coordenadas
(t,x) para as coordenadas (w, s), através das transformacgoes conformes (2.4), tanto para

o problema com uma fronteira quanto para a cavidade nao-estacionaria.

D.1 Para uma fronteira

Como visto no Apéndice C, podemos escolher as fungoes f e g, a fim de obter o seguinte
mapeamento para uma fronteira: [t, z(t)] — (w,0) [8]. De imediato, obtemos a condi¢ao
de Dirichlet conforme: ¢ (w, s)|,_, = 0.

A condi¢do de Neumann nas coordenadas (t,z) é dada pela Eq. (A.7). A partir
das transformagoes conformes inversas (C.3), obtemos as variaveis conformes w e s como
estao na Eq. (B.5). Os operadores diferenciais 0; e 0, nas coordenadas (w, s) sdo dados,
respectivamente, pelas Eqgs. (B.10) e (B.12).

Aplicando o mapeamento [t, z(t)] — (w,0) na Eq. (C.3) obtemos que g~ (¢t + 2 (1)) =
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f7Y(t - z(t)) = w, cuja a relacio entre as derivadas dos operandos sera:

Og ' (t+2(t) _ of ' (t—2(t)ot—=())

ot O(t—z(t)) ot
_orti—zt),

A derivada do lado esquerdo da expressao (D.1) acima é:

gt (t+=z(@t) 997 ' (t+=z(1)0(t+=z(t))

ot d(t+ 2 (t)) ot
07 (t+ 2 (1) ‘
R IEI0) 1+ 2 ()], (D.2)

igualando as Egs. (D.1) e (D.2) obtemos, finalmente, a seguinte relacdo entre as derivadas:

dg ' (t+=z2(t) of ' (t—=z(@) [L—2()
Ot+=z() — dt—=z(t) [1+z(t)]' (D-3)
Sabemos que x = z (t), entao, podemos escrever com o auxilio da Eq. (2.4) que
. (1 .
z(t)—z(§[f(w—s)—|—g(w+s)]> _O:z(w). (D.4)

Portanto, substituindo as Egs. (B.10), (B.12) e (D.4) no lado esquerdo da Eq. (A.7), com

a substituicao de varidveis dada pela Eq. (2.10), temos que

XY B C) (2 _ i) -z (w)]} 6 (w, s)

2 Ou ds Ow =0, (D-5)

s=0

agora substituindo a Eq. (D.3) na expressao anterior e manipulando de forma algébrica,

{[1 ~ 2 (w)] afa—u(“)%} olws) =0 (D.6)

Finalmente, podemos escrever a condigao de Neumann mapeada nas coordenadas (w, s)

COIMoO:

9 4w, s)

o = 0. (D.7)

s=0

D.2 Para uma cavidade

Vamos analisar o mapemanto conforme feito no Apéndice C para cada fronteira.
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D.2.1 Fronteira em repouso

A fronteira em repouso estd na origem e é mapeda pela curva s = 0: [¢t,0] —
(w,0). Se a fronteira em repouso odecer a condi¢gao de Dirichlet, esta serd dada por
¢ (w,s)|,_, = 0. Por outro lado, se a fronteira em repouso obedecer a condigao de Neu-
mann [0,¢ (t,x)]|,_, = 0, escrevemos o operador diferencial d, nas coordenadas (w, s)
como na Eq. (B.12), onde as varidveis conformes sao dadas pela Eq. (B.5).

Fazendo uso das mudangas de varidveis (2.10), obtemos que

sl = 325 (o4 o) +
%af;—lu(u) (% - a%)} ¢ (w,s) = 0. (D.8)

Substituindo a fungao real R (introduzida no Apéndice C) na expressao anterior, vird:

(200, 080 01 (000 RN D) o o

Manipulando as transformagoes conformes inversas (C.3), juntamente com a fungao real

R, obtemos:

ow 1., , 85_1 , /
8_x:§[R (t+z)— R (t—x) e 8_x_§[R (t+z)+ R (t—2)], (D.10)

com isso, a expressao (D.9) se torna
0Os
Ox

Portanto, a condi¢ao de Neumann para a fronteira em repouso, dada em termos das

o, o
e 05 Ox

0

=0

6w

coordenadas (w, s) serd: 0,¢ (w,s)|,_, = 0.

D.2.2 Fronteira em movimento

A fronteira estd em movimento de acordo com x = L (t), sendo mapeda pela curva
s =1: [t,L(t)] — (w,1). Se a fronteira em movimento odecer a condi¢ao de Dirichlet,

esta sera dada por ¢ (w, s)|,_, = 0.
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Se a fronteira em movimento obedecer a condicao de Neumann, usamos o mesmo
procedimento empregado no item anterior, para calcular a condicao de Neumann para
uma fronteira e obtemos uma expressao que difere da Eq. (D.7), apenas pelo valor em

que s é tomado:

—¢ (w, s) = 0. (D.12)
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Apeéendice E
A funcao de correlacao C

Neste apéndice, obtemos a funcao de correlacao, que nos permite concluir se o campo
considerado é ou nao invariante sobre translagoes temporais, tanto para uma fronteira

quanto para uma cavidade.

E.1 Para uma fronteira

Vamos calcular o correlator (¢(t, z)p(t', x')), para isso, utilizamos as Eqs. (2.8) e (2.9)

e escrevemos o correlator em termos das médias dos operadores a,, e a :

00 poo
1

t,x)op(t', o :/ / dwdw' ——=— (A+B+C + D), E.1
(p(t, z)p(t', ') ) o ) (E.1)

onde
A= <&w&w/> (’}/6 iwr(v) + ’7*6 zwp(u)) <,ye—7,w’r(v’) + '7*6 iw'p(u )> (E 2)
B— <&M&L/> (")/6 iwr(v) + ")/*6 iwp(u)) <’}/*62w r(v’) + fyezw p(u )) (E 3)
¢ = <dLCALw/> (’7*610”(””) + ,Yezwz)(u)> (76 iw'r(v) 4 N p(u )) (E.4)

€

D— <&Ldll> (7*62'0.)7“(1)) + ,_yeiwp(u)) <7*€iw’r(v’) + ,.yeiw’p(u’)> ) (E5)

Note que A ¢é igual ao Hermitiano conjugado de D.
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A partir do comutador [dw, &L,} =0 (w — '), temos que a média <dw&l,> =0 (w—w)+
<dL,dw>, que substituida em B e, posteriormente, na Eq. (E.1) nos d& (ap6s certa mani-

pulagao algébrica):

(e e [e.e] 1
t, )t 2")) = / / dwdw ———
(o(t, z)o(t', z')) ] oo
v {5 (w =) [!7I2 (e—i[wrw)—w’r(v')} I e—i[wp(u)—w’p(u')})

+'Y2 —twr(v)—w'p(u’)] +'Y*2 —i[wp(u) w’r(v’)]i| +

+Re{2C} + Re {24}}. (E.6)

Para o campo nao pertubado (regides I e IV na Fig. 2.1), temos que: p(u) = u e

r(v) = v. Logo a funcdo de correlacdo para uma fronteira C = (¢ (t, z)d,(t', '), sera:

C = / dw zw(tt |:|’7|2 —iw(x— a:)_|_,yezw(x+:c)_|_cci|

/ / dod T w—

{[<(IT,(I >6 i(wt—w't") [|'7|2 i(wz— wz)+,72€—i(w$+w’z’):| —I—C.C.] +

+ [<dwdw’> e*i(thrw’t/) [726 i(wz+w'z") + h/|2 —i(wz—w'z") + C.C.] + C.C.] } ) (E7)

Observando a expressao anterior podemos distinguir os termos C,q4., C (ata) © Claay, dados

pelas Eqgs. (2.13), (2.14) e (2.15), respectivamente.
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Apeéndice F

Densidade de energia e forca de

radiacao

Neste apéndice, mostramos os célculos da densidade de energia e da forca de radiacao

com maiores detalhes.

F.1 Para uma fronteira

F.1.1 Densidade de energia: formulas gerais

O operador densidade de energia em um espaco - tempo plano é dado por

. 1
TOO (t, I‘) = 5 [(@qﬁ (t, I))Q + (81(25 (t, ZL’))2:| s (Fl)
onde o operador campo ¢ (¢, x), juntamente com os modos normais desse campo, sao dados

pelas Eqgs. (2.8) e (2.9), respectivamente. Sendo [dw, al } =d(w—uw)ed a, = (dzjdw/)T,

escrevemos o operador densidade de energia como

o 1 [
fuoltr) = 5 [ do [0l + oul] +
0

1 o0 o0
4= / / dwdw’
2Jo Jo

X {CALLCALWI [(%qb:)@tgzﬁw/ + (‘ngﬁzaxgzﬁw/] + c.c.
+ Gy (040,010, + 0pd,0ud | + c.c.} . (F.2)
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Utilizando a mudanga de variaveis dada pela Eq. (2.10), escrevemos as derivadas dos

modos normais do campo como segue:

8t¢w — — 4i [’}/T/ (t + $> e—iwr(t—i—x) +’Y*p, (t . ZL') e—iwp(t—a:)] (F3)
\/ m
e
. w / —iwr(t+z) *, ! —iwp(t—x)
Opb, =i E(—yr (t+z)e +y ' (t—x) e ). (F.4)
Logo, temos que
. 1
at¢wat¢wl = s ww/
47

X {|7|2 [[r’ (t+ x)]2 gilw—er(t+z) 4 Ip' (t — x)]z ei(“_”,)p(t_””)]
+7", (t + J}) p/ (t - (L’) |:,y2ei[wp(t—m)—w/r(t+z)} + 7*26i[wr(t+m)—w'p(t—x)]i| } 7

(F.5)

1
00,000 =~V
« {‘7‘2 P (¢4 2)p (t — ) [efi[wr(t+x)+w’p(t7x)] X e*'i[wp(tfx)+w’r(t+x)]:|
R (@) I 2 (¢ P et L (1)
N 1
0:0.0:0, = —Vww
47
{1 [ (¢4 ) o)y [ (¢ — ) ot
. T‘, (t + fL’) p/(t . ZL‘) |:726i[wp(t—m)—w’r(t+a:)] + 7*2 ei[wr(t-l—:c)—w’p(t—:c)]]}

(F.7)

1 —
ax¢wax¢w’ - _E ww'
« {—|’7|2’I"/ (t + ZL‘) p/(t . 37) [6—i[wr(t+x)+w’p(t—x)] + e—i[wp(t—z)—l-w’r(t-l-m)]]

_i_,YQ [7,/ (t + .Z‘)]Z 6—i(w+w’)r(t+r) + 7*2 [p/ (t o I)]Z e—i(w—i-w’)p(t—x)} ' (F8>
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Portanto, substituindo esses produtos de derivadas na Eq. (F.2) e tomando o valor es-
perado sobre um estado arbitrario, escrevemos a densidade de energia na forma geral

COo1mo:

~ 1 o0
T = <T00 (t,.flf)> = 5/ dw U&«/QMZ + \(9z<;5w|2] +
0

1 oo 0
+—/ / dwdw' vV ww'

dr J, 0
 { (@) P [I (¢ )P om0 Lt (¢ = )P e e0) e
(i) P (4 @) e )] e )

(F.9)

De modo que 7 pode ser separado como: 7 = Tyue + Trnon—vac (€OM Tpopn—pae = T(afa> +
Tiaay), onde seus termos sao dados, respectivamente, pelas Eq. (2.20), (2.21) e (2.22), com
o auxilio da Eq. (2.23).

Regularizacao do termo de vacuo

O termo 7, é divergente:

1 o0
Zm=§/cw@%@%+@%@%k (F.10)
0

Por isso, é necessario realizar a regularizacao e renormalizacao deste termo. Neste sentido,
escolhemos a técnica de regularizacao point-splitting (veja a Ref. [8]) que consiste em
considerar os modos normais do campo conjugado, como sendo ¢, (t,x) = ¢., (t + €, ) na
Eq. (2.9), onde € é uma quatidade infinitesimal com a parte imaginaria positiva. Sendo

assim, temos que

w . .
atgbwatﬁb:) — o {|’7|2 [7“/ (U) r (U + 5) e~ wlr(v)=r(v+e)] +p/ (u) o (u + 5) e—zw[p(u)—p(u+€)]:| +
+’Y27’/ (U) p/ (u + 6) efiw[r(v)fp(qus)} + ’7*2]7/ (u) r (U + 8) efiw[p(u)fr(ers)]}

(F.11)
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w . ,
0:0,0:0, = yym (VP [r' () " (v + &) e @@=+l () pf (u 4 ¢) e P Pral]
. ,YZT/ (U) pl (U + 5) e—iw[r(v)—p(u-‘re)] . ,Y*Qp/ (U) r (’U + E) e—iw[p(u)—r(v—i—a)]} )

(F.12)
Logo,
1 2 / / - —iw(r(v)—r(v+e)]
Tue = P @r@te) [ wle ] duo
4m 0
+p' () p' (u+ 5)/ w [l =plutel] dw} : (F.13)
0

Deste modo, para eliminarmos os termos espurios da expressao anterior, realizamos
uma expansao em torno do parametro £ e tomamos o limite quando ¢ — 0, obtendo o

termo 7,,. renormalizado como estd na Eq. (2.24).

F.1.2 Forca de radiacao: férmulas gerais

Agora vamos calcular a forga resultante sobre a fronteira, dada por: F(t) = T
t, 2 ()] = T [t,2(5)]", onde “+” indica a regido a direita da fronteira, enquanto

W

que indica a regiao a esquerda da fronteira.

Para isso, precisamos das 3 primeiras derivadas das fungoes p(u) e r(v) em relagao aos
seus argumentos, tomadas nos instantes 7 (u) e 7 (v), respectivamente (7 corresponde a
coordenada temporal da intercegdo da trajetéria do espelho, com as linhas nulas u e v).

Definindo 2 = dz (1) /dr, temos que essas derivadas serao:

dp (u 142
dgt - 1—2 (F.14)
d*p (u) 27
d>  (1- 2 (F.15)
d®p (u) 622 2%
= F.1
dr (v 1—-2
dE}) T 142 (F.17)
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d*r(v) 27

Tr = 0t 2)3 (F.18)
¢ 3 2
d>r (v 6z 27
dv(?’ ) - 1+2)° (1+2)" (F.19)
Se fazemos:

() r(v) = v e p(u) = 27(u) — u, onde 7(u) — z (7 (u)) = u, temos o resultado a direita

da fronteira. Portanto,

1 ..2 . 1 “ee
T =~ BLIT (F.20)
A (1—2)" (1+ 2) 2r(1-2)"(1+32)
e os termos de 7;(;;)—7;@ serao dados por:
1 oo o0
T(ﬁ = —/ / dwdw' vV ww'
<a a> 41 0 0
oo 14277
X <&de/> Iy |7 et@=ev |1 4 L * Z] + c.c. (F.21)
—Z
e
1 oo o0
72((;; = ——/ / dwdw'vVww'
A Jo  Jo
oo 1+ 2]
X (A iy e i(wtw ) 72 —i—”y*Q [;] + c.c. (F.22)
—z
Se fazemos:

(IT) r(v) = 27(v) —v e p(u) = u, onde 7(v)+2z (7(v)) = v, temos o resultado a esquerda

da fronteira. Portanto,

1 522 1 3
() —
=— + F.23
dr(1+2)'(1-2)° 121 (1+2)°(1-2) (F.23)

e os termos de T serao dados por:

non—uvac

_ 1 eo oo
’T(AT)A = —/ / dwdw' vV ww'
<a a> 41 0 0

x (alau ) |y]? et +c.c. (F.24)
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T..) = / / dwdw' V!

1—2]?

, i(wtw)u 2 *2 c.. F.2

X (Al ) € [7 {1+Z} +7? | +ce (F.25)
Finalmente temos que
Foae = TS =TS, (F.26)
_ 7= g
F(d’fd) - /]‘<de> 7d<?ﬂd> (F27)
e

Flaay = Ta) = Ti): (F.28)

cujo os resultados sao dados, respectivamente, pelas Eqs. (2.27), (2.28) e (2.29).

F.1.3 Aplicacao ao estado coerente

Quando tomamos as médias sobre um estado coerente (a, |o) = ad (w — wp) |a)),

200 || 12 1+ 277
T = e {ra| [1+[1_Z.] } (F.20)

| 1o 212
q)H) _ Y0 2 —2iwo(t+2(1)) {72 + ~*2 { i Z} } +c.c., (F.30)

1—2z
} (F.31)

1—2]°
T( ZWO 2 1
(ata > |’Y| |l 112 +

72
W0 9 90wy (t—2(t) ) 2 11—z 2
@) = e 0 ik +7 ) +cc. (F.32)

Substituindo o = |« e(ie), temos que as forcas coerentes exatas

obtemos que:

(@)  _ g(a) (o) (+)
F(cﬂd) o 7—<a7a> 77<aTa> (F33>

_ 700 g (F.34)



sao dadas pelas Eqs. (2.34) e (2.35), respectivemente.
Agora vamos obter as expressoes dos termos coerentes da forca de radiacao para velo-
cidades nao relativisticas e pequenas amplitudes, para isso, substituimos z (t) = ¢ (t) e

expandimos as expressoes (2.34) e (2.35) em torno de epsilon, obtendo assim:

o dw .
i) = Fty ~ =1 la* 4 (1) (F.35)
e
FH(t) — @ o % |a|2 ( 2 *2)
- (aa) ~ T Y Y
X [cos (2wot — 20) ¢ (t) — sin (2wot — 20) woq (1)] . (F.36)

Portanto, a forca coerente aproximada
F@ = Lty + FH(t) (F.37)

¢ dada pela Eq. (2.36).

F.2 Para uma cavidade

F.2.1 Densidade de energia: formulas gerais

O operador densidade de energia em um espaco - tempo plano é dado pela Eq. (F.1).
Para a cavidade, o operador campo ¢ (¢, z) e os modos normais desse campo, sao dados
pelas Egs. (3.1) e (3.3), respectivamente. Sabendo que [dn,di/} = Opps, €SCrevemos o

operador densidade de energia como

Too (t,x) = % Z [|at¢n|2+|a$¢n|2j|+

n=1-28

]- AT A * *
+5 > A{alaw (016,000, + 0:63 000 + c.c.

nn'=1-23

-+ dndn/ [(9tgbn8t¢n, + axgbn(?xgbn,] + C.C.} . (F38)
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Utilizando a mudanga de variaveis dada pela Eq. (2.10), escrevemos as derivadas dos

modos normais do campo como segue:

at¢n (t, $) - —4 (n +4ﬁ) m [fyefi(nJrﬁ)wR(Hx)R/ (t + LL’) + ,y*efi(n%»ﬁ)wR(tfw)R/ (t . I):|
(F.39)
€
. (n + ﬁ) m —i(n+B)mR(t+x) ! * —i(n+pB)TR(t—x) !
e, (t,x) = —i The R (t+z)—~7"e R (t—x)].
(F.40)

Utilizando as 2 equacoes acima, obtemos:

GO0 + 00,00, = 53/ B) (0 + B) {|of? [T (R (14 )
R (R (1 — )]} (F.41)

0D, 0u55y + 06,005 = 5+ B) (W + B) {|pf? e R (R (1 4 )

+ efi(nfn )nR(t—x) (R/ ( ))2i| } 7 (F42>
010,010, + 006,00, = _f\/(n T 5) (n/ + ﬁ) {72efi(n+n/+25)7rR(t+x) (R' (t + x))2
+ 7*2 i(n+n'+28)7R(t—x) (R/ (t _ x))2i| } (F43)
(§
0,005 + 080ty = — 2/t B) (0 + B) {2 IR (R (14 )
+ 726i(n+n’+2,@)7rR(t—$) (R/ (t o x))2i| } ' (F44)

Substituindo os termos obtidos acima, na expressao do operador densidade de energia

(F.38) e tomando o valor esperado da mesma, escrevemos a densidade de energia na
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forma geral como:

T - <Too<t x>>:§ > (B P (R @+ )+ (R (¢ — )] +

=1-28

Z Vn+B) (' + B)

() +C.C.} (F.45)

A partir da expressao acima, podemos escrever 7 como estd na Eq. (3.6), onde a parte
relacionada a densidade de energia do estado de vacuo 7,,. é dada pela Eq. (3.7) e as

partes do estado nao-vacuo:

Ty = 1 o VO+BW+0)

n,n'=1-243

X {{’7’2 [ei(n n')mR(t+x) (R (t +x)) 4 eiln—n")wR(t—2) (R (t - x))z}}

x (@l an ) + c.c.} (F.46)
(S
s
Ty = —3 >, Vn+8) 0 +5)
n,n'=1-23
% {{726—2(n+n +28)7R(t+x) (R/ (t + l’)) + 7*26 i(nt+n/4+28)TR(t—x) (R/ (t o $))2}
X (Qp Q) + c.c.}, (F.47)

sdo expressas em termos de fungoes dadas pelas Eq. (3.11) e (3.12).

Regularizagao do termo de vacuo

A densidade local de energia do estado de vacuo, dada pela Eq. (3.7) é divergente.

Entao, realizaremos a regularizacao e renormalizacao deste termo, através do método
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point-splitting descrito na secao anterior. Neste sentido, partimos da seguinte expressao

para densidade de energia do estado de vacuo:

1
T =75 D (010,00}, + 020,007
n=1-248
de modo que
0,0y = 7+ B) {1l [ ot ARREEITROIR (0) R (v +€) +

+ ez("Jrﬁ)”[R(Wra IR (u) R (u +¢€)] +
ﬂzei(mmwm(we)%(v)l R (0) R (u+2) +

+")/ ez(n—i—ﬁ)w[R(v—i—s R/( )R/ (U + 5)}

€
00,007, = 7 (n+ ) {pf* O OECIROIR () R (0 4-0) +
+ ez(n—l—ﬁ)w[R(u—i—a R/( )R/ (U,—|— E):| +
_726i(n+ﬁ)ﬂ'[R(u+6)—R(v)}R/ (’U) R/ (u + 8) +
2t OTIRO+) RO B () B (1 + €)}
Logo,
1 = :
Toe = {hPR @R @+e) 3 (04 f) et nol
n=1-248

+v — u.
Utilizando a seguinte substituicao:
R(v+e)—R(v)=p,

Tyae sera dado por:

(e 9]

1 .
Toae = 1 v R (v) R (v +¢) Z (n + B) melm+ATe |
n=1-28
+v — u.
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(F.50)

(F.51)

(F.52)

(F.53)



Este somatério pode ser expresso como:

Z (n 4 B) me'HoIme = —z— Z elnthme, (F.54)
n=1-208 n 1-23

A série geométrica (infinita) que estd no segundo termo da equagao acima é semelhante a
uma PG que possui infinitos elementos, com razao ¢ = ¢, sendo que o primeiro termo
sera denotado por aq, entao:
oo
. 0 iBmp inmTp _ . 0 ai
—Za— e & = —Za— 1
P ne1_28 P q

ei(l_ﬁ)ﬂ—p

1 — eimr

I
3

{(1 )+ %} . (F5)

Portanto, a densidade de energia no vacuo sera:

T, 9., ) et(1=B)m[R(v+e)—R(v)] in[R(v+e)—R(v)]
Toae = 1 V"R (0) B (v + €) { 1 — ginlR(v+e)—R(v)] [<1 —B) + (1— em[R(v-&-a)—R(v)])} } +

+v — u.

(F.56)

Expandindo a expressao acima em torno do parametro € e, posteriormente, tomando

o limite quando € — 0, obtemos o termo 7,,. (agora sem quantidades espurias) como na

Eq. (3.13).

Relagao de recorréncia para o termo nao-vacuo

Com a intencao de obter uma relagao de recorréncia para a densidade de energia rela-
cionada ao estado nao-vacuo, vamos separar o termo 7,,,,,—vee €m funcao das coordenadas

[t+ L(t)] e [t — L(t)], da seguinte forma:

gt+L®] = = Y. VP +5)

nn’ 1-203
y {’7’2 R (t+L (t))]Q |:ei(n7n/)7rR(t+L(t)) X efi(nfn’)ﬂ-R(t+L(t)):| <d;rl&n’> 4
(R (4 L)) |32 (andpe) e 0t H2OmROELO)

e <d* il > 6i(n+n’+2ﬁ)7rR(t+L(t))} } (F.57)
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gli-20) = 7 Y. VorH@+p)

n,n'=1-20

> {’7’2 [R/ (t L (t))]2 |:€i(n—n’)7rR(t—L(t)) + e—i(n—n’)wR(t—L(t)):| <dj—bdn’> +
— R (t = L) |77 (i) e F2ImROLO)

42 <&L&L/> ei(n+n/+2ﬂ)7rR(t—L(t))] } ' (F.58)

A partir da equagao de Moore Eq. (3.5), temos:

R (t+L(t) = %R’ (t—L(t)) (F.59)

que substituido na expressao (F.57), juntamente com a prépria equagao de Moore, provem:

ELOV - rw)p Y JarH @ h)

t+L (t) n,n'=1-243
% {|7|2 [ei(n—n’)wR(t—L(t))e2z‘(n—n’)7r +e—i(n—n/)wR(t—L(t))6—2i(n—n’)7r] <&Ibdn'> +

e

glt+L()] = 2

_ [72 (Gt it/ F2B)TR(L—L(1)) , ~2i(n+n'+28)7

42 <&L&L/> ei(n+n’+2ﬁ)ﬂ'R(th(t))62i(n+n’+25)7r:| } _ (F.60)

Como n e n’ sdo numeros inteiros e 3 é 0 ou 1/2, obtemos que

pt2i(n—n)m _ E2i(ntn/+28)m _ | (F.61)

Portanto, a funcao que ralaciona as recorréncias da radiacao nas linhas nulas u e v, para

0 termo 7,,0n—vac SEra:

2

glt+ L] =7

t—L(t)

ik t—L(t). (F.62)
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