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Resumo

Na presente dissertacao calculamos a secao de choque de absorcao de buracos negros
de Schwarzschild para os campos escalar nao massivo e eletromagnético. Também calcula-
mos a secao de choque de absor¢ao de buracos acusticos canonicos. Utilizamos um método
numérico para obter os resultados em freqiiéncias arbitrarias. Obtemos também expressoes
analiticas para as secoes de choque de absorcao nos limites de baixas e altas freqiiéncias.
Os resultados numéricos estao em excelente concordancia com os valores das secoes de cho-
que de absorcao em baixas e altas freqiiéncias obtidos analiticamente. No limite em que a
freqiiéncia tende a zero, a secao de choque de absorcao tende ao valor da drea do horizonte
de eventos tanto para o caso do campo escalar nao massivo em Schwarzschild quanto para
o buraco acustico canonico. Entretanto, a medida que a freqiiéncia aumenta, estes resul-
tados se tornam bastante distintos. Isto mostra que, apesar de a forma do espaco-tempo
nao exercer influéncia sobre a secao de choque escalar no limite em que a freqiiéncia tende a
zero, ela é determinante fora desse limite. Observamos também que os valores das secoes de
choque de absorcao escalar e eletromagnética em Schwarzschild coincidem para freqiiéncias
e momentos angulares suficientemente grandes. O spin da particula espalhada, neste caso,
apesar de ter grande influéncia a baixas energias, é menos importante para o valor da secao
de choque de absorcao quanto maiores forem a freqiiéncia e o momento angular da onda

incidente.

Palavras-chave: Teoria de Campos em espacos curvos, secao de choque de absorcao, bu-

racos negros de Schwarzschild, buracos acisticos canonicos.

Areas de Conhecimento: 1.05.01.03-7, 1.05.03.01-3.



Abstract

In this dissertation we compute the absorption cross section of Schwarzschild black holes
for the massless scalar and electromagnetic fields. We also compute the absorption cross
section of canonical acoustic holes for sound waves. We use a numerical method to obtain
the results in arbitrary frequencies. We also obtain analytic expressions for the low- and
high-frequency absorption cross sections. The numerical results are in excellent agreement
with the low- and high-frequency absorption cross section values obtained analytically. In
the zero-frequency limit the absorption cross section tends to the event horizon area value
for both the massless scalar field in Schwarzschild spacetime and the canonical acoustic hole
cases. However, as the frequency increases, these two results become very different. This
shows that, although the spacetime geometry does not influence the absorption cross section
in the zero-frequency limit, it is important for arbitrary frequencies. We also see that massless
scalar and electromagnetic absorption cross section values for the Schwarzschild black hole
coincide for high enough frequencies and angular momenta. The spin of the scattered particle,
in this case, although being very important for low frequencies, becomes less relevant to the
absorption cross section value as the frequency and the angular momentum of the incident

particle increase.

Keywords: Field theory in curved spaces, absorption cross section, Schwarzschild black

holes, canonical acoustic holes.

Knowledge areas: 1.05.01.03-7, 1.05.03.01-3.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas, o estudo intenso da gravitacao produziu resultados importantes. Entre
a previsao de novos fenomenos, o surgimento de novas teorias e até mesmo de idéias contro-
versas, a Relatividade Geral se manteve como a principal teoria para se descrever a interacao
gravitacional em escalas maiores que a escala de Planck.

Apresentada por Albert Einstein em 1915, a Relatividade Geral possui grandes vantagens
com relagao as outras teorias que tentam explicar a interacao gravitacional. A mais impor-
tante destas vantagens esta baseada na comprovagao observacional de fendmenos prescritos
pela Relatividade Geral. Exemplos disto sao a concordancia com os ntmeros referentes ao
avanco do periélio de Mercurio, o desvio de raios luminosos na presenca de campos gravi-
tacionais intensos e a variagao do periodo de pulsares em sistemas binarios por emissao de
ondas gravitacionais.

A Relatividade Geral e as teorias que se baseiam na interacao por ela descrita tém tido
seus avancos bastante restritos ao contexto da fisica tedrica. Um dos maiores exemplos disto
é a pesquisa sobre buracos negros que sao objetos cuja fenomenologia, em grande parte, nao
foi ainda comprovada.

Os buracos negros hoje parecem essenciais para o estudo da gravitacao, tanto no contexto
classico quanto no quantico. Na verdade, desde que Karl Schwarzschild encontrou, a partir
das equacoes de Einstein, a descricao para o exterior de objetos descarregados, estaticos
e esfericamente simétricos, que se trata de uma das solucoes exatas mais importantes das

equacoes de Einstein, a geometria de buracos negros tem sido utilizada para descrever muitos



fenomenos gravitacionais.

No que tange ao estudo de fenomenos intrinsecos aos buracos negros, a evaporacao destes
objetos, prevista por Stephen W. Hawking em 1974 [1], ¢ um marco na gravitagao. A radiacao
Hawking, como ficou conhecida a radiagao emitida por buracos negros, reforca o fato de que
as conclusoes fisicas baseadas em conceitos quanticos devem mudar drasticamente em relacao
as conclusoes com base na fisica classica.

A importancia de pesquisas que tratam a radiacao Hawking tem sido evidente desde a
previsao deste fenomeno. Esta relevancia pode ser medida até mesmo no surgimento de
novas teorias de gravitacao, cuja comprovagao depende de terem a evaporacao de buracos
negros entre suas previsoes. Outro fato marcante pelo qual observamos a importancia da
radiacao Hawking é o surgimento de um novo ramo da fisica baseado na tentativa de se obter
este fenomeno experimentalmente: o estudo de andlogos gravitacionais.

Proposto por William G. Unruh em 1981 [2], o estudo de andlogos gravitacionais, assim
como o estudo da radiacao Hawking, tem sido intensamente realizado, nao so atrelado a
idéia inicial de Unruh, mas buscando a analogia com outros fenomenos gravitacionais, como
a absorgao de ondas [3] e o efeito da superradiancia [4].

Ao seguir o caminho das pesquisas citadas acima, esta dissertacao trata da secao de
choque de absorcao de buracos negros. O espalhamento de ondas por buracos negros tem
chamado muita atencao dos fisicos tedricos, principalmente depois da descoberta da radiacao
Hawking. Apesar disto, apenas recentemente importantes andalises de secoes de choque de
buracos negros foram realizadas. Exemplos destas andlises sao os calculos para qualquer
freqiiéncia das segoes de choque de absorgao eletromagnética [5] e de férmions [6] de buracos
negros de Schwarzschild.

O calculo da secao de choque de absorcao de buracos negros tem envolvido tratamentos
analiticos e numéricos. A dificuldade em obter solucoes completas das equacoes de campos
nos leva a fazer uso de um método numérico para calcular a secdo de choque de absorcao
de buracos negros de Schwarzschild e de buracos acisticos candnicos para freqiiéncias ar-
bitrarias.

Métodos numéricos, além de serem amplamente utilizados, ha muito sao aplicados na

Fisica. No caso da se¢ao de choque de absor¢ao, a primeira utilizagao de solugoes numéricas



foi feita por Norma Sanchez que obteve a secao de choque de absorcao de buracos negros
de Schwarzschild para o campo escalar ndo massivo para qualquer freqiiéncia [7]. Antes
disto, Don N. Page desenvolveu numericamente equagoes de campo no espago-tempo de
Schwarzschild para obter o espectro de emissao destes buracos negros para particulas de spin
0, 1/2, 1 e 2 [8]. Mais recentemente, podemos citar como exemplos os trabalhos realizados
por Luis C. B. Crispino et al. que abrangem as abordagens semi-classicas da emissao de
radiagao por particulas que orbitam buracos negros [9, 10, 11]. Com base nisto, ressaltamos
a relevancia da abordagem numérica para o desenvolvimento dos resultados mostrados aqui.

Ressaltamos também a importancia das investigagoes analiticas, utilizando aproximagoes,
das equacoes de campos usadas como confirmagao dos resultados encontrados numerica-
mente. Neste sentido, veremos neste texto que todos os resultados para as secoes de choque
de absorcao em freqiiéncias arbitréarias, obtidos numericamente, concordam com os resultados
analiticos para baixas e altas freqiiéncias.

Como dissemos antes, a pesquisa desenvolvida nesta dissertacao se baseia nas solugoes das
equagcoes para os campos analisados. Neste sentido, desenvolvemos os tratamentos analiticos
para o campo escalar nao massivo, para o som e para o campo eletromagnético nos capitulos
2, 3 e 4, respectivamente. No capitulo 5 utilizamos os tratamentos mostrados nos capitulos
2, 3 e 4 para calcularmos as se¢oes de choque de absor¢cao no regime de baixas energias.
Naquele capitulo mostramos também o método numérico utilizado para a obtencao das
secoes de choque de absorcao em freqiiéncias arbitrarias. Ainda no mesmo capitulo faremos
comparagoes entre os resultados obtidos para termos uma melhor compreensao fisica dos
calculos realizados. No capitulo 6 apresentamos nossas conclusoes. A obtencao da se¢ao de
choque de absorcao em altas freqiiéncias, necessaria como uma confirmacao dos resultados
numéricos, é apresentada no Apéndice A. No Apéndice B mostramos a rotina computacional
que usamos a fim de fazermos as abordagens numéricas das equagoes dos campos em questao.

Ao longo deste trabalho adotamos o sistema natural de unidades, no qual c = G = h =
kg = 1. No caso de buracos actsticos canonicos, faremos ¢ = 1, sendo ¢ a velocidade do
som. Tanto para os buracos negros como para os buracos acusticos canonicos, adotamos a

signatura (+, —, —, —).



Capitulo 2

O campo escalar nao massivo no

espaco-tempo de Schwarzschild

No presente capitulo, analisamos o campo escalar nao massivo no espago-tempo ao redor
de um buraco negro de Schwarzschild. Vamos considerar o acoplamento minimo [12] do
campo escalar nao massivo com o espaco-tempo curvo em questao considerando a equacao
de Klein-Gordon, cujas solugoes descrevem a dinamica deste campo.

A andlise das equagoes de campo no espago-tempo de Schwarzschild revela que a maior
dificuldade para chegarmos aos nossos objetivos se resume em determinar as propriedades
da parte radial das solugoes [13]. Portanto, faremos o tratamento analitico destas equagoes
somente em determinados limites, nos quais as equacgoes consideradas podem ser reduzi-
das a equagoes de fungoes especiais com propriedades bem conhecidas. Sendo assim, neste
capitulo nos limitaremos a determinar solugoes assintéticas para qualquer freqiiéncia e no
regime de baixas freqiiéncias em todo exterior do buraco negro. Para determinar a secao de
choque de absorcao em freqiiéncias arbitrarias, as solugoes completas sao abordadas apenas

numericamente.



2.1 Equacao de Klein-Gordon na geometria de Schwar-

zschild

A densidade de lagrangeana para o campo escalar nao massivo livre é

5

£ =22 (V") (V). (2.1)

na qual g é o determinante da métrica de espago-tempo em questao. Utilizando a equacao
de Euler-Lagrange podemos obter a equacao que rege o comportamento do campo escalar

nao massivo em um espaco-tempo curvo:
VIV o = 0. (2.2)

Através das propriedades de densidades tensoriais [14] é possivel mostrar que [15]:
1 0
v —g Ozt

O espago-tempo de Schwarzschild é descrito pelo intervalo

0
VIV, = {\/ —gg’”a—;] = 0. (2.3)

ds? = (1 - E) dt* — (1 - E>_1 dr? + r2dQ?, (2.4)

r r
onde r, = 2M é o raio do buraco negro de massa M e dQ? representa o intervalo na superficie
da esfera unitaria S?, com signatura negativa, dQ? = —df#* — sen?0d¢>.

Utilizando a métrica (2.4), podemos encontrar a equacao diferencial que rege o com-
portamento do campo escalar nao massivo no espaco-tempo de Schwarzschild. Levando em
consideracao que o campo pode ser expandido em termos de seus modos normais, temos a

seguinte equagao para os modos de freqiiéncia positiva Ug,:

1 0? 10 (, 0 1=
—— e — < — —V?| Ui = 0, 2.5
f(ryot2  r20r <T f(r)ﬁr) i r2 } ol (25)
sendo f(r) =1—"=e @u a derivada covariante no sub-espaco S?, de modo que
002 00  sen?f O¢?
Para encontrar as solugoes da equagao (2.5), separamos as varidveis da seguinte maneira:
et = Py 0, 0) (2.6



Para escrever g, o e~ ! levamos em consideracao que o espaco-tempo de Schwarzschild
possui um campo de Killing global tipo tempo, dado por £&* = (9;)* = (1,0,0,0). Além
disto, os termos Y}, (0, ®) sdo os harmonicos esféricos escalares que satisfazem a equagao
Vi (0,0) = 11 + 1)V (6, ¢). A partir de (2.5) e (2.6), concluimos que a funcio radial,

(1), satisfaz a seguinte equacao diferencial:

d | ,dy,
o |12 o = () vt =0 2.7
sendo o potencial efetivo dado por
Vs(r)=f {:—3 + l(l; ﬂ (2.8)

e que esta plotado na figura 2.1.

1f .
=2
08 | _
06 | i
4 :
N
04 [ ! 7
02 | ',' ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 1
=0 T
0 [\
0 1 2 3 4 5

Figura 2.1: O potencial efetivo (2.8) estd plotado para os valores de [ iguais a 0, 1 e 2. Podemos
ver nesta figura que o potencial vai a zero no horizonte de eventos. Uma inspecao na equacao
(2.8) pode comprovar isto e também que o potencial vai a zero para r — oo. Observando a figura

também fica claro que o potencial é maior em todos os pontos quanto maior for /.

2.2 Solucoes assintéticas

As propriedades das solugoes da equacao radial (2.7) nao sdo faceis de ser encontradas

analiticamente [13]. Portanto, a abordagem analitica mostrada neste texto é feita em certos
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limites nos quais a equacao diferencial radial pode ser transformada na equacao de uma
funcao especial conhecida. Com isto, veremos que as propriedades das solugoes nestes limites
podem ser utilizadas para nos levar aos resultados da secao de choque em baixas freqiiéncias.
Lembramos que estes resultados serao teis para confirmar nossos cdlculos numéricos da secao
de choque para freqiiéncias arbitrarias nos limites apropriados.

Nesta secao estudaremos solugbes da equagao (2.7) para regides muito proximas ao ho-
rizonte de eventos e regioes muito distantes do buraco negro. Para o estudo assintotico,
usamos a coordenada de Wheeler a fim de obter a forma do campo no horizonte de eventos

do buraco negro. Esta coordenada é definida como:

x:r+2Mln(ﬁ—1>. (2.9)

Com a coordenada de Wheeler, a equagao radial pode ser escrita na seguinte forma:

dzwwl

da?

+ (w® = Vg) Y = 0. (2.10)

Para r = r,, o potencial efetivo é zero. Assim, em regioes extremamente proximas ao

horizonte, a fun¢ao radial dos modos provenientes do infinito tem a seguinte forma:
Vi) = Ay Te™ ™", (2.11)

. ~ 2 . . ~
sendo A,; uma constante de normalizacao e |T,,|” o coeficiente de transmissao.

Para r >> r,, a contribui¢io dominante do potencial dado em (2.8) é (I + 1)/r?. Neste
caso, é possivel escrever a equagao (2.7) como:

wr? — <l + %)2 } (\;%) = 0. (2.12)

Esta equagao é a equagao de Bessel [16] de ordem [ + % Assim, para r > r, a funcao radial

pode ser escrita como:
D7) = Aor [(—z’)l“hl(l)*(wr) + il“Rwlh;”(w)} . (2.13)

. 1 - - - - - .
Acima, hz( )(wr) sao as fungoes de Hankel esféricas ou funcgoes de Bessel esféricas de terceira

ordem [17]. Estas fun¢oes sao definidas como:
hl(l)(wr) = Ji(wr) +iny(wr), (2.14)

10



sendo jj(wr) e ny(wr) as funcoes de Bessel e Neumann esféricas, respectivamente. Além
disto, |R,|* sao os coeficientes de reflexdo. A relagdo entre os coeficientes de reflexdo e de
transmissao, definido anteriormente em (2.11), é |R|* + |T,|* = 1.

Para wr > (1 + 1)/2, as fungoes de Hankel esféricas tém o seguinte comportamento:

O (wr) ~ (=) 2.15
P wr) = (=) — (2.15)

Sendo assim, a forma de 1), para wr > (I +1)/2 é
ba(r) = Au (67" + Rue™") | (2.16)

Note ainda que para r > rg, © & r. Neste caso, a fun¢ao 1,,(r) pode ser transformada para
i (x) apenas substituindo r por « nas expressoes (2.13) e (2.16).

Para analises futuras, sera util escrevermos a forma completa dos modos de freqiiéncia
positiva quando r — oo. Neste caso, substituindo v, obtido em (2.16) na expressao (2.6),
obtemos que os modos de freqiiéncia positiva no infinito sao

(efiwr + Rwleiwr>
r

Yim (0, ¢)e™ ™ (wr > 1(1+1)/2). (2.17)

Uyim ~ Awl

2.3 Solucgoes em baixas freqiiéncias

Nesta dissertacao mostraremos a abordagem analitica para a secao de choque de absorcao
do campo escalar nao massivo em baixas freqiiéncias. Portanto, é necessaria uma anélise do
comportamento deste campo em Schwarzschild neste limite. Desta maneira, fazendo w = 0

na equagao (2.7) é possivel escrever

(1-2% %—%%H(Hl)} {W} =0, (2.18)
sendo
— r 1

A equagao (2.18) é a equagao de Legendre para a funcao 21, /(z+1). Consequentemente,

uma solucao geral para esta equacao é dada por

2l _ op) + clfQue) (219

11



Aqui, as fungoes P;(z) e Q,(2) sdo as fungoes de Legendre de primeira e segunda espécie,
respectivamente [16].

Uma andlise das propriedades das fungdes de Legendre mostra-nos que Q,(1) — oo e
P;(1) = 1, ou seja, enquanto Q,(z) diverge no horizonte de eventos (z = 1), P;(z) é finita neste
mesmo limite. Por outro lado, devemos esperar que modos com energias muito proximas de
zero devam ser refletidos quase por completo pelo potencial efetivo de espalhamento (2.8)
(ver figura 2.1). Sendo assim, modos de baixa energia provenientes do infinito devem ter
muita contribui¢ao no infinito e pouca no horizonte de eventos do buraco negro. Para modos
de baixas freqiiéncias provenientes do horizonte passado, o oposto ocorre. Logo, solugoes em
baixas freqiiéncias escritas em termos de Q,;(z) representam modos com baixas freqiiéncias
provenientes do horizonte passado. Modos de baixas freqiiéncias provenientes do infinito sao
representados por solugoes dadas em termos das fungoes P;(z).

No caso da secao de choque de absorcao, os modos em questao sao aqueles provenientes

do infinito. Sendo assim, as solugoes para os modos com o quais lidaremos sao

z+1
le(Z) = Cé{)l 2

Pi(2). (2.20)

As solugoes (2.20) sdo completamente determinadas quando as constantes C?!, sdo conhe-
cidas. Sendo assim, vamos determinar estas constantes. Para isto, compararemos as solugoes
em baixas freqiiéncias com as solugoes assintoticas obtidas anteriormente.

Iniciamos escrevendo a expressao (2.13) da seguinte maneira:
Vo1 = Agwr {ji(wr) [(—z’)”rl + z'l“Rwl} — iny(wr) [(—i)“rl — z'l“Rwl} }, (2.21)

onde usamos a definigao de hl(l) dada por (2.14).
Escrevamos (2.21) para w =~ 0 a fim de comparé-la com a solu¢ao em baixas freqiiéncias.
Para isto vamos usar que

jz(wr)%( 21 (wr)! (2.22)

20+ 1)

ny(wl) ~ —%(wr)_l_l (2.23)

para wr < 1 [18]. Sendo assim, a equagao (2.21), em baixas freqiiéncias, pode ser escrita

12



CO1mo:

I
Vo1 & Al { [(_Z')Hl + ilHsz] (2[27“1)!@”)[“
!
+i [(=i)F =" R, %(w)—l} : (2.24)

Tomemos agora a equacao (2.20) quando r > ry. Para isto, vamos utilizar a seguinte

forma dos polinomios de Legendre:

Pi(z) ~ 2D 1 (2.25)

véalida quando z > 1 (r > ry). Com isto, a equagao (2.20) para r > rg pode ser escrita

CO1mo:

(21)! 7o\t

Comparando (2.24) com (2.26) concluimos que R,; ~ (—1)"! + O(w) no regime de
baixas frequiéncias. Isto mostra que modos com freqiiéncias proximas de zero sao quase que
totalmente refletidos pelo potencial de espalhamento. Também através desta comparacao

obtemos que:
22H—2(“)3
(20120 + 1)!

Com (2.27) e (2.20) podemos escrever as solugoes em baixas freqiiéncias como:

CL = (=)t A, (Mw)H. (2.27)

a9 GG ). e

Note que para determinar completamente as solucoes obtidas assintoticamente e em bai-

(1) & Ay (=i)™

xas freqiiéncias é necessario o conhecimento da constante de normalizacao A,;. No entanto,
mostramos no capitulo 5 desta dissertagao que a secao de choque de absor¢cao nao depende
de constantes de normalizagao globais. De fato, a secao de choque de absorcao depende so-
mente da freqiiéncia do campo incidente e da massa do buraco negro. Em termos quanticos,
podemos dizer que a secao de choque de absorcao nao depende do niimero de particulas in-
cidentes. Em termos de campos concluimos que a secao de choque de absorcao nao depende

da amplitude da onda incidente.
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Capitulo 3

Ondas sonoras ao redor de um buraco

acustico canonico

Em 1981, William G. Unruh provou que em fluidos com fluxo irrotacional e onde a pressao
¢ funcao apenas da densidade, o potencial da velocidade que descreve uma onda sonora
se comporta exatamente como o campo escalar nao massivo minimamente acoplado a um
espago-tempo curvo [2]. A motivagao de Unruh foi basicamente a de encontrar uma maneira
de obter experimentalmente a radiacao Hawking. A partir deste momento, surgiu um novo
ramo na fisica que estuda fenomenos andlogos a gravitagdo e que possam, em principio,
ser reproduzidos em laboratério. Além disto, através do estudo de analogos gravitacionais
nasceu uma possivel forma de conhecer a fisica em escalas inferiores a de Planck.

Neste capitulo descreveremos as ondas sonoras ao redor de um buraco acustico canonico.
Estes objetos sao formados por um fluxo esfericamente simétrico em um fluido incompressivel
[19]. Neste caso, o espago-tempo efetivo para ondas sonoras é estético e esfericamente
simétrico e se comporta de forma semelhante ao espaco-tempo ao redor de um buraco negro

de Schwarzschild.
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3.1 Equacao de Klein-Gordon no espaco-tempo efetivo
de um buraco actustico candnico

Para encontrarmos a forma do som ao redor de um buraco acistico candnico, iniciamos

escrevendo a métrica do espago-tempo efetivo destes objetos [19]:
rd P4\ 71
ds® = (1 — —Z) dt* — <1 — —Z> dr® + r?dQ?, (3.1)
r r

sendo 7. o raio do buraco actstico canonico. Além disto, no elemento de linha (3.1) fizemos
¢ =1, sendo ¢ a velocidade do som. Este é o espaco-tempo efetivo para ondas sonoras que
se propagam no fluido. E valido ressaltar que as equagoes para o fluido que nos conduzem a
conclusao de que ondas sonoras podem ser consideradas em um espago-tempo curvo efetivo
sdo equagoes da mecanica classica [19].

A equacao para a onda sonora ao redor de um buraco acustico canonico é a equacao de
Klein-Gordon no espago-tempo efetivo dado por (3.1). Utilizando as mesmas ferramentas que
utilizamos para o campo escalar nao massivo em Schwarzschild, podemos obter, a partir de
(2.3), a equagao para a onda sonora. Fazendo isto encontramos a seguinte equagao diferencial

parcial para os modos de freqiiéncia positiva:

2 ~
Lo 19 (h(r)rQﬁ) + %W] Voim = 0, (3.2)

h(r) ot  r2or or T
com
4
TC
Separando as variaveis como
o Xwl (T) Y —iwt
Volm — —r lm(07 925)6 s (33)

com Y}, (0, ¢) sendo os harmonicos esféricos escalares, nos resta a seguinte equacao radial a

ser resolvida:

hd% {thZ—;(r)} + [w® = Ve(r)] xu(r) =0, (3.4)

na qual o potencial efetivo de espalhamento é dado por

Vo(r) = h [4—7: G 1)}

r 72
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Figura 3.1: Nesta figura temos o potencial para o som ao redor de um buraco actstico candnico.
Da mesma forma que no caso escalar nao massivo em Schwarzschild, este potencial vai a zero no

horizonte de eventos do buraco actstico e no infinito.

e estd plotado na figura 3.1.
Como no capitulo anterior, a equagao (3.4) é dificil de ser analisada analiticamente. Por
este motivo, nas proximas segoes tomaremos os limites assintéticos e em baixas freqiiéncias

onde abordagens analiticas podem ser feitas em termos de fungoes especiais bem conhecidas.

3.2 Solucoes assintoéticas

Préximo ao horizonte de eventos do buraco actstico encontraremos a forma de () em
funcao de uma nova coordenada, andloga a coordenada de Wheeler usada no capitulo ante-

rior, definida como:

d d
— = h—. 3.6
dx dr (36)
Usando (3.6), a equagao (3.4) pode ser escrita como:
dZle(x)
dz [w2 - VC] Xet(7) = 0. (3.7)

Como Vi — 0 para pontos suficientemente proximos ao horizonte de eventos, entao, nesta
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regiao obtemos que

Xot ~ By Te ™", (3.8)

para modos provenientes do infinito. Nesta expressao, B,; ¢ uma constante de normalizacao
e |T.i|* é o coeficiente de transmissio.

Para r > r., a contribui¢do dominante para o potencial efetivo Vi (r) serd proveniente
do termo [(I+1)/r*. Neste caso, (3.4) fica idéntica a (2.12), de modo que sua solugao é dada
por

Yot & Buwr [(—z’)l“hl(l)*(wr) + z’l“Rwlhl(l)(wr)] , (3.9)
com |R.|? sendo o coeficiente de reflexdo. A relagdo entre o coeficiente de reflexdo e trans-
missao é |Ru|” + |Zo|* = 1.

Quando wr > (I + 1)/2, hl(l)(wr) ¢ dado pela expressao (2.15). Entao, a solugao da

equacgao (3.4) neste limite pode ser escrita como:
Xt (1) & Buy (67" 4+ Rue™”) . (3.10)

Com base em (3.10), no infinito os modos se tornam

(efiwr + Rwleiwr)
r

Yin (0, ¢)e ™" (3.11)

Vwlm = Bwl

3.3 Solucoes em baixas frequiéncias

Com w = 0, escrevemos (3.4) da seguinte maneira:

1o ® [X“l(r)} + }L (1-52) 2L {X“(T)] Lty [X“’l(r)} —0, (3.12)

dz? r dz r 16 r
sendo que z = r/rl. A equacio (3.12) é uma equagao hipergeométrica cujas solugoes sao as
fungoes hipergeométricas. Sendo assim, em baixas freqiiéncias, x.;(r) poderia ser dada por

Yot (1) ~ (;) CloFy (L +1)/4, —1/4, 1/4, r*/r}) +

C?, <T—>42F1 ((4+0/4, 3=1)/4,7/4,r* /1)), (3.13)

&
em que »F) sao as fungoes hipergeométricas [18]. No entanto, dependendo de seus indices,

as fungoes hipergeométricas nao sdo bem comportadas para |z| > 1, ou seja, (3.13) nao

17



¢ uma solucao valida no exterior do buraco acustico canonico. Desta maneira, buscamos
outra alternativa para obter a secao de choque de absorcao em baixas freqiiéncias. Veremos
no capitulo 5 que para isto é necessario apenas que encontremos as solucoes em baixas
freqiiéncias para modos com [ = 0. Neste caso, vamos inicialmente tomar a forma de (3.9)

quando w ~ 0 e [ = 0. Assim temos:
Xwo(r) & Buowr [(—i + iRuo) + i (—i — iRyo) (wr) '], (3.14)
na qual usamos que h;l)(x) = ji(x) + iny(z), (2.22) e (2.23). Por outro lado, (3.13) para

BN 3 PO e e R

¢ n=0

Aqui, (1), sao os simbolos de Pochhammer [18]. Para chegar a esta equagao, usamos que
2F1(a,0,¢,2) =1, o que é valido para qualquer valor de |z|. Comparando (3.15) com (3.14),

concluimos que R0 ~ —1 + O(w), C%, =0 e que
Cio = 2Buorew, (3.16)
a menos de uma fase arbitraria. Sendo assim, em baixas freqiiéncias temos
Xwo () & 2B owr- (3.17)

Da mesma forma que no capitulo anterior, chegamos a forma das solugoes assintoticas
e em baixas freqiiéncias determinadas a menos de uma constante de normalizagao. Assim
como para o campo escalar nao massivo, a constante de normalizagao para o som também

nao é necessaria no calculo da se¢ao de choque de absorcao de buracos actsticos canonicos.
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Capitulo 4

O campo eletromagnético no

espaco-tempo de Schwarzschild

Neste capitulo analisamos o comportamento do campo eletromagnético ao redor de um
buraco negro de Schwarzschild. Pudemos concluir que, no caso escalar, o problema se resume
em determinar as solugoes das equacoes radiais. Para o campo eletromagnético, além de
ser dificil encontrarmos solucoes analiticas para as equagoes radiais, temos que encontrar
condicoes de gauge que tornem a andlise matematica do campo mais facil. Neste sentido,
lidaremos aqui com duas condicoes de gauge diferentes: o gauge de Coulomb esférico e o
gauge de Feynman modificado. Como veremos, o gauge de Coulomb esférico torna a andlise
do campo mais simples. Depois de obter estas solucoes, por meio de uma transformacao de

gauge encontraremos a forma do campo no gauge de Feynman modificado.

4.1 Equacoes de Maxwell na geometria de Schwarzs-

child

A densidade de lagrangeana para o campo eletromagnético livre é

-9 v
Lo = = F, P, (4.1)
sendo
F;w = V}LAV - VVA}M (42)
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onde A" é o 4-potencial eletromagnético.
No espaco-tempo de Schwarzschild R, = 0. Entao, a partir da densidade de lagrangeana
(4.1), encontramos que as equagoes de movimento de Euler-Lagrange para o vetor A, sdo

9 (v,4m =0, (4.3)

A
VuViA, ox”

Na geometria de Schwarzschild os simbolos de Christoffel nao nulos sao

3 Iy =1ff" Iy, = —3%;
I = —1f; e = —r fsen?0; %, =19 =

1
T
ngqb = —senf cos 0; Ff(ﬁ = Fir =1 Fﬁd) = F¢9 = cot 0,

=1L
sendo que f' = df /dr.

Utilizando a métrica de Schwarzschild, implicita em (2.4), junto com as componentes nao
nulas da conexao, dadas em (4.4), a partir de (4.3) obtemos as seguintes equagdes para o

4-potencial eletromagnético:

1A, L PA 10 (o N L 0A  2f0A,

S =S5 Y e T (V) et e =0 (45)
19%4, 0%A, f 10 (o .

Bedr =550t T 02 (f + 7“) 5~ ragy (ViA) =0 (4.6)

12 P 0 204, 1oy, 1. 0 . o
(Fom 1o 7o) A TG0+ T A s G (T =0 )

Nas equacoes acima, os indices latinos representam varidveis na esfera de raio unitdrio S>
com signatura negativa no elemento de linha, ja adotado nos capitulos anteriores. Desta

maneira temos:

- 0Ay 1 04y
A = — — — cot Ay,
v 00  sen?6 0¢ corve
- V2A9 + 2cot Hsen29 8(%"’ +cot?0Ay parai=10

A . :

V2A4 — 2cot (ﬁ - d—(;’) — A, parai=2¢

Nas expressoes acima, o indice “e”’é usado para representar os operadores escalares que sao
)

dados por:

1

He = \/_ Oz

5 (793
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G2 _ 1 0 ( =iy O
Ve= o V9 9z )

com g;; sendo a métrica na superficie S%. Podemos ainda escrever:

102 0? 2f
O, = e w—(f—i— >E+ —V? (4.9)
e
~ 0? 0 1 02
2_ _ = _ - __- 4.1
Ve= g 55~ enzi 002 (4.10)
Além disto, temos que
10A 0A, 1~ .
V, Al = ?—mt — I, (f + f> A+ T—2V1Az- (4.11)

Com as equacoes acima temos tudo que necessitamos para encontrar o comportamento
classico do campo eletromagnético no espago-tempo de Schwarzschild. Vale ressaltar que
uma escolha de gauge adequada pode fazer com que dificuldades para encontrar solugoes das

equacoes de campo sejam amenizadas.

4.2 Solucoes no gauge de Coulomb esférico

Nesta secao encontraremos as formas para o 4-potencial eletromagnético no gauge de Cou-
lomb esférico. Como veremos, este gauge torna o tratamento das equacoes da se¢ao anterior
mais facill.

A condigao para o gauge de Coulomb esférico é
VA" = 0. (4.12)

Com esta condicao, as equagoes para o 4-potencial eletromagnético (4.5), (4.6) e (4.7) se

tornam
1024, .0°A.  0A, 2f0A,
_ = — 4.1
S = 5% o T T Y (4.13)
LPA, A, (. 2f\ 04,
A~ 55+ 5 (f +7> =0, (4.14)

! Apesar de ser necessario provar que esta condicio de gauge é legitima, ndo provaremos aqui. Uma prova

pode ser encontrada em [20].
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Para encontrar as solucoes das equacgoes acima, vamos agora considerar as diferentes
polarizacoes do campo eletromagnético. Estas polarizacoes sao dadas pelos modos de puro
gauge, modos fisicos, com duas polarizagoes diferentes que simbolizaremos com o indice A = [
e I, e os modos nao fisicos. Neste trabalho, entretanto, s6 sera necessaria a abordagem dos
modos fisicos e o conhecimento da forma geral dos modos de puro gauge?.

Os modos de puro gauge sao modos que satisfazem a condigao (4.12) e que podem ser

escritos como como:

A =V,0. (4.16)

Desta definicao, podemos concluir que F, ,Sf) = VuA(VG) — V,,ALG) = 0. Neste caso, concluimos
que os modos de puro gauge nao contribuem para a secao de choque de absor¢ao. Apesar
disto, como veremos no futuro, sera 1til determinar sua forma. Neste caso, da aplicacao da

condigao de gauge (4.12) em (4.16), concluimos que
V20 = 0. (4.17)

Desta equagao podemos concluir que ¢ nao possui dependéncia angular. Logo, os modos de

puro gauge podem ser escritos como:
AEP = (0,®(t,7), 0,®(t,7), 0, 0). (4.18)

Devido ao fato de o espaco-tempo de Schwarzschild ser dotado de um campo de Killing
global tipo tempo &* = (Jy)* = (1,0,0,0), os modos fisicos podem ser escritos da seguinte

maneira:

A(Awlm) _ C(Awlm)e—iwt (419)

1 % )
para w > 0. Quanto aos indices superiores do 4-potencial em (4.19), A = [ e I se referem

a polarizacao, w é a freqiiéncia dos modos e [ e m sao os numeros quanticos relacionados

20s modos nao fisicos sio aqueles que satisfazem as equagdes (4.13), (4.14) e (4.15) mas nao satisfazem a
condicao (4.12) [20]. Estes modos sdo importantes na quantizagdo do campo eletromagnético. No entanto,

nesta dissertagao nao lidaremos com quantizacao, por isso nao necessitamos analisar os modos nao fisicos.
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ao momento angular destes modos. Deve ser ressaltado que até aqui nossa analise pode ser
usada para modos provenientes tanto do horizonte passado (horizonte de buraco branco)
quanto do infinito. Na separacao destes modos ¢ necessaria a utilizacao de mais um indice
referente a esta diferenca. Entretanto, para o calculo da secao de choque de absorcao,
lidaremos apenas com modos provenientes do infinito. Sendo assim, nao ha necessidade de
carregar mais um indice em nossa nomenclatura. Por isso, todos os resultados mostrados
aqui devem ser entendidos como sendo restritos a modos provenientes do infinito.

Para os modos fisicos com A = [ vamos escolher inicialmente
ALlem) _ (Agfwlm)7 Aglwlm)j 07 O) ) (42())

Neste caso A,(fwzm) satisfaz a condi¢ao de gauge (4.12) de maneira direta. Fazendo a separacao
de varidveis como Cffwm) = RLIWZ)(T)QSm)(H,qb), substituindo em (4.19) e o resultado em

(4.15) conclufmos que 4™ (0, ¢) = Q'™ (6, ¢) e que
f d
ROy _ A1 421
o) == [JRV ()] (4.21)

Com estes resultados e (4.14) obtemos que lem)(ﬁ, o) = ng)(e, ®) = Yim(0,0) e que

d d
fom 3 fo [FRED ()] ¢+ [P = Ve(r)] fRED(r) = 0, (4.22)
dr dr
onde o potencial de espalhamento é
l(l+1
Ve =f ( g ) (4.23)
que mostramos na Figura 4.1. Assim, temos
of d .
At — (%5 [fRUD(r)], RED(r), 0, 0) Yim (6, ¢)e ™. (4.24)

Para [ = 0, (4.24) pode ser escrita como:

1

— et 4.25
= (4.25)

Iw00) __ Zf d TwO Iw0
agew = (L2 [180) 790, 0,0)

Substituindo (4.25) em (4.13) obtemos que

. dR,EIWO) (r)

7
w dr

R{“O(r) =
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Figura 4.1: Aqui plotamos o potencial efetivo de espalhamento para o campo eletromagnético,
dado pela equagao (4.23). Podemos ver que este potencial vai a zero no horizonte de eventos do

buraco negro e que quanto maior o valor de [, maior é o valor do potencial em todos os pontos.

Desta maneira ¢ possivel escrever AL = V,® com ® = (i/v47w?)R“? (r)e=!. Logo,
para [ = 0 nao existem modos com A = [ que nao sejam de puro gauge e, por isso, trataremos
de modos fisicos com \ = [ apenas para [ > 1.

Para os modos com \ = I vamos fazer

IIwlm (ITwlm) (ITwlm)
AUTtm) (0, 0, AU AL ) . (4.26)
Note que escolhemos A,(f“)lm) e A,S”‘”lm) separadamente de forma conveniente. Isto pode ser

feito desde que estes modos satisfacam as equacgoes para o 4-potencial, as condicoes de gauge
e que eles sejam ortogonais. Neste sentido, ao final desta se¢ao provamos que A{;"lm e Aff‘“lm
escolhidos como (4.20) e (4.26) sdo ortogonais.

Os modos (4.26) devem satisfazer a condicao de gauge (4.12). No entanto, sabemos que
VY9, ¢) = 0, com Y™ (6, ¢) sendo os harménicos esféricos vetoriais definidos da seguinte

maneira [21]:

L v,
Y0, ) = €ij— (6.9) (1>0), (4.27)
S0 7 om,
onde €y = —€gp = senf e egg = €455 = 0. Com isto, concluimos que os modos Al tm)
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possuem a seguite forma:

Afetm) = RI () (0, 0, Yi™(0, ), Yi™(0,¢)) e, (4.28)

m

Ressaltamos que os modos (4.28) sao validos apenas para [ > 0.

Substituindo (4.28) em (4.15) e usando

VA0, ¢) = [I(1 + 1) = 1]Y™"(0,9) (4.29)
concluimos que
fd% {fd% {R(le)(r)]} + [wz _ VE(T)} R(”WZ)(T) =0, (4_3())

sendo que Vg(r) é dado em (4.23).
Notemos agora que ngIWI) (r) e RU“D(r) satisfazem a mesma equacdo. Portanto, defi-
nimos duas novas funcdes como r¢L (r) = fRY“Y(r) e roll(r) = RU“D(r) de modo que as

(Iwlm) o A‘&Ilwlm)

funcoes radiais de A, possam ser tratadas de maneira bastante semelhante.

Sendo assim temos:

Twlm) __ Zf d I ’I“QOL{)Z(T) —iw
AEL ) = <;% [Tgpwl@”)] y T, 0, 0 }/lm<9’(b)e t (431)
e
AIm) — o) (0, 0, Y30, ¢), Y70, ) e (4.32)
com TgDi‘,l(T) satisfazendo a seguinte equacao:
d d
P {13 O]+ o2 = Vo)) ety =0 (4.83

Com o que obtemos até aqui ja podemos encontrar as formas dos potenciais no gauge
de Feynman modificado. Entretanto, nos resta mostrar que realmente Aff““”) e AL”“’“”)
representam polarizagoes ortogonais. Para isto, utilizaremos o produto interno de Klein-

Gordon generalizado, definido como [20]:

oxg (AD, AD) = / N dL®n, W [AD A0, (4.34)
-

sendo i usado para o conjunto de indices (Awlm). Aqui, dX®) é o elemento invariante do
3-volume da superficie de Cauchy > e n* é o vetor unitario ortogonal a ¥ apontando para o

futuro e dado por n* = f~1/ 26k, Além disto, temos a corrente conservada definida como:
WH [A(i)7A(j)] = [A(Vi)*H(j)/w _ HiuV*Agj)] 7 (4.35)
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sendo que ITW# é o momento conjugado associado aos modos Aﬁ), definido como:

, 1 oL
I = _ (4.36)
vV —3g 0 (VMAV) AH:ALj)
Utilizando (4.1) em (4.36) obtemos que
OO = —[F™], 4o (4.37)

Substituindo (4.37) em (4.35), o resultado em (4.34) quando Aff) = Aff“’lm) e Aﬁf) =

AT com os modos dados em (4.20) e (4.26), e usando que VFAY™™ = 0, obtemos
orq (AT AUTIm)) — / ax®n, v, U, (4.38)
»®)

sendo U = AUwlmvs gf(Llwlm)p _ A(Twlm)v gAUwlm)px - [Jtilizando o teorema de Gauss, con-
cluimos que ox¢ (AT AUIM)) — 0. Logo, Aff“lm) e A,S”“’lm) sao ortogonais.

E possivel provar que o produto interno de Klein-Gordon generalizado é invariante sob
transformagoes de gauge [20]. Sendo assim, quaisquer modos obtidos a partir de Aff“”m) e

Il ~ , )
A,S wim) por uma transformacao de gauge devem ser também ortogonais.

4.3 Solucoes no gauge de Feynman modificado

Para o calculo da secao de choque de absorcao ¢ melhor analisarmos o 4-potencial eletro-
magnético no gauge de Feynman modificado. Nesta se¢ao abordamos entao o 4-potencial
quando tomado neste gauge. Para isto, partiremos da estrutura do 4-potencial obtido na

secao anterior. Isto é feito através de uma transformacao de gauge dada por

AD A1 = AO _ v, g0, (4.39)

i

sendo A:Ei) a representagao do 4-potencial no novo gauge. Usando a transformagao acima,
(4.20) e (4.26), podemos escrever o 4-potencial no gauge de Feynman modificado da seguinte

forma:

y(ttm) _ ( AU g gl AUeim) _ g gl g _a¢\y1) (4.40)

i r

Agllwlm) _ (—&\IIH, —6T\IIH, Aé[[wlm) . 89\1/[[7 Afwalm) . 8(;5\1/[]) ) (441>
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A condigao para o gauge de Feynman modificado é
VHA/(Z‘)# + K#A’(i)“ =0, (4.42)

onde K* = (0, f’, 0, 0). Aplicando a condigao (4.42) a (4.40), encontramos que ¥/ deve

satisfazer a seguinte equacao:

1020 920! 2fou! 1

e + f +————@§\Iﬂ+(i

f

Podemos separar as varidveis desta equacao fazendo W' = ¢(r)Y},,e~**. Com isto obtemos

d*q(r) N 2f dq(r)
dr? rodr

—2) ol (rY, TwWh—0. (44
AN L ) AL Yinf0. e =0, (083

S

/
- ve) W (L 2) b =0,
de onde concluimos que

vl = —wii [rgof,l(r)] Yim (6, ¢)e ™" (4.45)

Twlm)

Substituindo (4.45) em (4.40) concluimos que os modos AL( sao dados por

I
Altutm) % (07 11+ 1)@)/”%(&,@5), fi [reLi(r)] 09Yim (0, 9),

F o [ehr)) 030,09 ) (1.46)

Para W!! a equacdo que obtemos é

12wl 2wl ofowll
—= ——— - S V2U = 0. 4.47
fot? +r or? r o or r? © (4.47)
Notando que W/7 = 0 satisfaz trivialmente (4.47), concluimos que A}/ = ATeim),
Assim, a forma de A™"™ ¢
A'PEH“’””) = (0, 0, rgoﬁ(r)ng(G, o), T(pﬁ(T)Yém(ﬁ, gzﬁ)) et (4.48)

Com (4.46) e (4.48) nos basta apenas encontrar a forma da fungio radial ¢, (r) dada
pela solucao da equagao (4.33) para termos as forma completa do 4-potencial.
E importante notar, por meio das equacoes (4.46) e (4.48), que para | = 0 nao existem

modos fisicos.
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4.3.1 Solucoes assintoticas

Vamos agora encontrar solugoes analiticas para a equagao radial (4.33). Para pontos proxi-
mos ao horizonte eventos do buraco negro, usamos a coordenada de Wheeler, ja definida no
capitulo 2 em (2.9). Com a coordenada de Wheeler a equagao (4.33) é escrita como:
d’ A 2 A

2 [reli(r)] + [w? = VE(r)] rel,(r) = 0. (4.49)

Para pontos extremamente proximos ao horizonte de eventos do buraco negro, r =~ r, o
potencial efetivo vai a zero, como é mostrado na figura 4.1. Neste caso, a forma de ¢?, para
modos provenientes do infinito, quando muito proximos ao horizonte de eventos do buraco
negro, ¢

rol ~ By Te ™", (4.50)

onde B}, é uma constante de normalizagao e }Toj\l|2 ¢ o coeficiente de transmissao.

Para r > r,, a equagao (4.33) pode ser escrita de forma idéntica a equagao radial para
o campo escalar nao massivo no mesmo limite, (2.12), uma vez que Vg =~ (I + 1)/r? neste
limite. Sendo assim, concluimos que a solugao para r¢?,(r) possui a mesma forma que v,,(r)

para r > 1, dado pela expressao (2.13). Logo, obtemos que
rok & Blr | (=) R (wr) + R )] | (451)

para r > r,. Na expressao (4.51) ’Rj]lf é o coeficiente de reflexao, cuja relacao com o
coeficiente de transmissao é }R;\,l‘z + |T3l‘2 = 1.
No caso em que wr > (4 1)/2, usando a forma assintética da func¢ao de Hankel esférica
(2.15), obtemos que
rol ~ B [e7™" + R ™). (4.52)

4.3.2 Solucgoes em baixas freqiiéncias

Para encontrarmos solugoes de (4.33) em baixas freqiiéncias, vamos escrevé-la como:

[0

2 z+1)°

sendo que

z — 1.

r
M
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Para modos provenientes do infinito, a solugao de (4.53) em baixas freqiiéncias, ou seja,
fazendo w = 0 nesta equacao, ¢

(z —1) dPy(2)
(l+1) dz

Pu(2) = G [Pu(z) — =0, (4.54)

para [ > 0, com P;(2) sendo as fungoes de Legendre de primeiro tipo e C?, sendo constantes
de normalizagao que determinaremos a seguir.
Para encontrarmos C?,, vamos utilizar basicamente o mesmo processo da segao 2.3. Nesse

caso lembremos que

Py(z) ~ 2(1?;!))!2 2,

quando z > 1. Com isto, (4.54) pode ser escrita como
1(20)! r\!
A A

r)~ 0 ————— (—) , 4.55
¢wl< ) wl2l(l+1)(l|)2 ( )

em baixas freqiiéncias e para r > r,.
Por outro lado, a solugao assintética (4.51) em baixas freqiiéncias pode ser escrita da

seguinte maneira:

!

A~ DA AL J4+1 pA l
b Bl { (=07 + R s o)
o _ @y
i [(=i) =R Sir (@r) e (4.56)

onde usamos que as formas das fungoes de Bessel e Neumann esféricas sao dadas por (2.22)
e (2.23), quando wr < 1.
Comparando (4.56) com (4.55), concluimos que R}, ~ (—1)"! + O(w) e que

O ~ (—i)+ B 2 I+ 1)(IY* I+1
wI “E12n(20 4 1)!

(4.57)
Substituindo (4.57) em (4.54) obtemos a seguinte forma para as solugdes ¢, em baixas

freqliéncias:

g 22N+ DA L | Py () — (z —1) dPy(z)
“Cln)(20+ 1) : (l+1) dz

Paulz) = (1) (4.58)

Note que para encontrarmos a forma completa das solucoes assintoticas e em baixas

freqiiéneias é necessdrio que conhecamos B),. Entretanto, assim como no caso do campo
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escalar nao massivo, a se¢ao de choque de absorcao eletromagnética nao deve depender
do nimero de particulas incidentes, mas somente da freqiiéncia destas particulas, do seu
momento angular e da massa do buraco negro. Por isso, neste trabalho nao ¢ necessario que

encontremos as constantes de normalizagao globais.
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Capitulo 5

Secoes de choque de absorcao

No presente capitulo encontramos a secao de choque de absorcao de buracos negros de
Schwarzschild para os campos escalar nao massivo e eletromagnético e a secao de choque
de absor¢ao de buracos acusticos canonicos. Antes de encontrarmos estes resultados em
freqiiéncias arbitrarias, faremos a abordagem analitica para a secao de choque de absor¢ao
em baixas freqiiéncias. Utilizaremos os resultados em baixas e altas energias como com-
provacao da secao de choque de absorcao obtida em freqiiéncias arbitrarias que é calculada
numericamente.

Apesar de usarmos os resultados em baixas e altas freqiiéncias para a secao de choque
de absorcao, neste capitulo abordaremos de forma analitica apenas o calculo da secao de
choque de absorcao em baixas freqiiéncias. As abordagens, neste caso, sao feitas utilizando
as solucoes dos campos em baixas freqiiéncias que encontramos nos capitulos anteriores.

Quanto ao calculo da secao de choque de absorcao de buracos negros de Schwarzschild em
altas frequiéncias, além de ser um resultado relativamente facil de ser determinado, pode ser
encontrado em livros texto [22]. Portanto, optamos por mostrar uma forma de determinar

o valor da secao de choque de absorcao em altas freqiiéncias apenas no Apéndice Al

'No caso de buracos actsticos candnicos, o valor da secdo de choque de absorcao em altas freqiiéncias
pode ser visto em [23]. Sua determinacao é bastante semelhante & determinacao da segdo de choque de

absorcao em altas freqiiéncias para buracos negros de Schwarzschild.
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5.1 Forma da secao de choque de absorcao para solu-
coes de Klein-Gordon

Nesta secao mostraremos qual é a forma da secao de choque para o campo escalar nao massivo
e para o som de acordo com a matematica mostrada nos capitulos 2 e 3. Uma abordagem
unica para estes dois casos é possivel porque em ambos os casos o tratamento matematico
se resume em encontrar solucoes da equagao de Klein-Gordon em espacos-tempos que sao
estaticos, esfericamente simétricos e assintoticamente planos.

A secao de choque de absorcao é definida como:
f
Jr’

na qual F é o fluxo total da onda espalhada e .J; é a corrente incidente.

(5.1)

g =

Consideremos que inicialmente a onda espalhada seja plana e proveniente do infinito.
Nestas especificagoes, a onda incidente deve ser solucao da equacao de Klein-Gordon no
espaco-tempo plano, ja que estes espacos-tempos sao assintoticamente planos. Neste caso,

buscamos solugoes para a equagao
o’ 0% 0% 9%
otz 0z Oy2 022

Restringindo a dire¢ao do movimento da onda no eixo z, a solugao para (5.2) que descrevera

0. (5.2)

uma onda plana sera

I(t,z) = Ayt (5.3)

onde A, é uma constante de normalizacao.

A corrente para o campo escalar nao massivo é definida da seguinte maneira:
J, =1 [0V, 0 -9V, 0. (5.4)
Substituindo entao (5.3) em (5.4), encontramos que a corrente incidente é
Jr=2w|Au”. (5.5)

Vamos agora calcular o fluxo total da onda espalhada. Para isto, vamos expandir (5.3)

em termos dos polinomios de Legendre como [16]:

V= A e = A, Z i' (20 4 1), (wr)Py(cos 0)e ™", (5.6)

=0
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sendo j;(wr) as fungoes de Bessel esféricas. Para wr > [(I+1)/2 as fungoes de Bessel esféricas

podem ser escritas da seguinte maneira:
Jilwr) & — [e7™" = (=1)'e™"]. (5.7)

Com esta forma das fungoes de Bessel, podemos concluir que para wr > [(I + 1)/2 a onda
plana é dada por

2[ + 1) |: —twr __ (_1)l€iwr
r

I(t,r,0) = iA, Z ] P;(cos f)e ™", (5.8)
1=0

A equagao (5.8) é valida quando o campo nao é espalhado nem absorvido. Devemos,
portanto, encontrar uma forma de generalizar este resultado para as solucoes que encontra-
mos nos capitulos 2 e 3. Isto é feito ao analisarmos a parte radial de (5.8). Notamos entao

que esta parte radial, a menos da constante de normalizacao, é dada por

—iwr b wr
R(r) = [ae :— e ]7

coma=1eb=—(—1)". Observe que |a|* = |b|?, ou seja, os modos incidentes sio totalmente
refletidos. Neste caso, |a|” estd associado & magnitude da onda incidente e [b|* / |a|” é o coefi-
ciente de reflexao. Sendo assim, fica evidente que em um espalhamento com absorcao teremos
|b/a] = |R.|. Neste sentido, podemos escrever uma onda espalhada, havendo absorgao, para

wr > (14 1)/2 como:

i 2l 4 1) [ —iwr i Rwleiwr]

Uy(t,r,0) P;(cosf)e ™", (5.9)

r
=0

sendo que usamos o indice b para indicar que a onda foi espalhada em um buraco negro
ou acustico. Notamos ainda que os modos (5.9) s@o idénticos aos modos (2.17) e (3.11)
quando m = 0, com as relagoes entre as constantes de normalizagao a serem determinadas.
Isto mostra que (5.9) é solugao da equacdo de Klein-Gordon em ambos os espagos-tempos
de Schwarzschild e do buraco actistico canonico quando r — oo. De outra forma, podemos
concluir que as expressoes (2.6) e (3.3) podem ser usadas para descrever modos espalhados
pelos buracos desde que ug 0 = vg0 = 0, e que as constantes de normalizacao estejam

corretamente relacionadas com A,. Note que isto fica evidente quando lembramos que

Pi(cos ) o Yio(0).
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Para encontramos o fluxo da onda espalhada, vamos tomar uma superficie esférica de
raio infinito de modo que possamos usar a expressao (5.9). Neste caso, o fluxo pode ser

escrito como:

F = J'r2ds, (5.10)

r—00

com df2 sendo o elemento de angulo sélido. Substituindo entao (5.9) na defini¢ao da corrente

(5.4) e depois em (5.10), concluimos que o fluxo é dado por

2m 2 - 2
F—_2" _ .
— 1Al > (20 +1) [Tl (5.11)
1=0
Para chegarmos a equacao acima, usamos ainda que |Twl|2 + |sz|2 =1eque
/ Pi(cos @)Py(cos @) sin 0do =

0

2
20+1

(5”1

Substituindo (5.5) e (5.11) em (5.1), concluimos que a se¢ao choque do campo escalar
nao massivo para buracos negros de Schwarzschild e do som para o buraco actstico canonico

pode ser dada por

[e.9] [e.9]

m
s =Y ol = = > 2+ 1) Tl (5.12)

1=0 1=0
Nesta expressao podemos usar tanto 7;,; presente na expressao (2.11) como 7., que figura em

(3.8). Notamos ainda, que a expressao (5.12) independe da constante de normalizagao A,.
Como j4 citado antes, isto reflete o fato de que a se¢ao de choque de absor¢ao nao depende

do ntmero de particulas incidentes, ou, de outra forma, da amplitude da onda incidente.

5.2 Método numérico para o calculo da secao de cho-
que em frequéncias arbitrarias

O método que empregamos para a obtencao da secao de choque de absorcao em freqiiéncias
arbitrarias resume-se em desenvolver numericamente as equagoes (2.7), (3.4) e (4.33) no
intervalo [r = r,, r — o], com 7, sendo o raio do buraco negro ou actstico, e aplicarmos
o resultado a secao de choque de absorcao. Este método ¢é utilizado tanto para os calculos
da secao de choque escalar e eletromagnética em Schwarzschild como para o buraco actstico

canonico.

34



Iniciemos entao escrevendo as solugoes nao normalizadas das equagoes (2.7), (3.4) e (4.33)

em pontos muito préximos ao horizonte de eventos. Neste caso temos:
n(xp) ~ e ", (5.13)

com zp, — —oo (r & ry). Note que (5.13) é idéntica a (2.11), (3.8) e (4.50) a menos das

constantes de normalizacao e dos coeficientes de transmissao. Para r — oo podemos escrever:
n(r;) ~ Ege " + F e, (5.14)

com 1; — 0o. Analogamente a (5.13), (5.14) é idéntica a (2.16), (3.10) e (4.52) a menos das
constantes. Notemos que |R?,|> + [T%|° = 1 (com o indice g sendo usado para representar

uma expressao geral vélida para os trés casos abordados aqui) implica que devemos ter
|Eul” = |Fl* + 1. (5.15)
Normalizando (5.13) e (5.14), é possivel escrever

D e~ "n (xp, — —o0, T A1)
na(z) = " . . (5.16)
D (E e ™% 4+ F e™™) (x; = 1r; — 00).

As solugoes assintéticas das equagoes para o campo escalar nao massivo e eletromagnético em
Schwarzschild e para o som ao redor de um buraco actustico canonico podem ser sintetizadas

na expressao geral:

A9 T e (r — —o0, r=ryp)
() ~ , : (5.17)
Al (e79% 4+ RY jet?) (z =71 — o0).

Comparando (5.16) com (5.17), concluimos que 7% = 1/E,;. Além disto, tomando o médulo

de (5.14) e da sua derivada e usando a rela¢ao (5.15), podemos mostrar que

5|

-1
1 1

2 2
T2," = 1 12 (rs)] +u7

RO (5.18)

dr 2

O coeficiente de transmissao fica completamente determinado quando desenvolvemos nu-
mericamente as equagoes radiais (2.7), (3.4) e (4.33) desde o horizonte de eventos do buraco
negro ou acustico até o infinito e aplicamos o resultado em (5.18). O desenvolvimento

numérico destas equacgoes é mostrado no Apéndice B.
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5.3 Secao de choque de absorcao para o campo escalar
nao massivo em Schwarzschild

Tendo a mao a expressao (5.12), resta-nos agora encontrar a forma do coeficiente de trans-
missao |7 wl|2 para determinar a secao de choque de absorcao. Para o caso do campo escalar
nao massivo em baixas freqiiéncias ao redor de um buraco negro estatico e descarregado,
utilizaremos as solugoes analiticas que obtivemos no capitulo 2.

Iniciamos com a expressao (2.11) quando w ~ 0. Neste caso temos:
wwl ~ AwlTwl (1 + O(w)) ) (519)

que é vélida para r ~ ry e wx ~ 0. Por outro lado, a solugdo em baixas freqiiéncias (2.28)
pode ser escrita como

22l+2 !3
Vot = A (—i) @) H(Mw)'™, (5.20)

(21 4+ 1)1(20)
quando r ~ 5. Comparando (5.19) com (5.20), obtemos que para w = 0,

’T l‘ N 22l+2(l!)3
B

20+ 1)!(21)! (M) (5.21)

Substituindo (5.21) em (5.12) e mantendo apenas o termo de menor ordem em w, que é
o termo para [ = 0, obtemos:

oy~ 4. (5.22)

Assim, concluimos que a secao de choque de absorcao de buracos negros de Schwarzschild
para o campo escalar nao massivo em baixas freqiiéncias é igual a area do horizonte de
eventos do buraco negro. Este resultado estda de acordo com o resultado obtido por Das et
al. [24] que provou que a baixas freqiiéncias a segdo de choque de absorc¢ao para o campo
escalar nao massivo de um buraco negro estatico, esfericamente simétrico e cujo espago-
tempo ao seu redor seja assintoticamente plano é igual a area da superficie delimitada pelo
seu horizonte de eventos.

Para o calculo da secao de choque de absorcao do buraco negro de Schwarzschild para
o campo escalar nao massivo em freqiiéncias arbitrarias resolvemos a equacao radial (2.7)

numericamente. Para tanto, utilizamos o método numérico descrito na se¢ao 5.2. Resolvendo
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Figura 5.1: Nesta figura mostramos a se¢ao de choque de absor¢ao de buracos negros de Schwarzs-

child para o campo escalar nao massivo para os valores de [ = 0 até 6. Podemos perceber que a§l>°)

é zero para w? < Vénéx(r) e tende a zero para w? > Vénéx(r). Além disto, podemos ver que o valor
do méaximo da secao de choque de absor¢ao parcial diminui a medida que [ aumenta e a freqiiéncia

associada a este méximo aumenta.

entdo a equagao (2.7) numericamente e aplicando a solucao em (5.18) e depois em (5.12),
obtemos os resultados mostrados nas Figuras 5.1 e 5.2 [7].

Na Figura 5.1 plotamos a se¢cao de choque de absor¢ao parcial o de buracos negros de
Schwarzschild para o campo escalar nao massivo. A secao de choque de absorcao parcial
é a secao de choque para modos com valores de [ fixos. Podemos ver na Figura 5.1 que
estas sec¢oes de choque de absorcao partem de um valor finito, nulo para [ > 0, atingem um
maximo e caem para zero. Entendemos isto observando o potencial efetivo de espalhamento
(2.8) plotado na Figura 2.1. Neste caso, quando w? < V&4(r), sendo V&"¥(r) o méximo do
potencial Vg(r), a se¢do de choque de absorc¢ao parcial para [ > 0 é zero. Ela cai também a
zero quando w? > VI (r). Além disto, podemos ver que para w = 0, a tinica contribuicio
para a secao de choque de absor¢ao vem dos modos para quais [ = 0, o que esta de acordo
com o resultado obtido analiticamente, dado pela expressao (5.22). Notemos ainda que o
valor méaximo da secao de choque de absor¢ao parcial diminui na medida em que [ cresce,

enquanto que o valor da freqiiéncia relacionada a este maximo aumenta. Isto esta de acordo
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Figura 5.2: Aqui plotamos a se¢ao de choque de absorgao total de buracos negros de Schwarzschild
para o campo escalar nao massivo. Esta secao de choque de absorcao para w = 0 é agf = 4772,
como esperado do resultado analitico para baixas freqiiéncias. Podemos ver que a medida que
a freqiiéncia cresce, este resultado oscila em torno do valor classico o8 = (27/4)7r2, com uma
pequena diminuicao na amplitude de oscilagao. E possivel concluir ainda, comparando esta figura
com a Figura 5.1, que cada méximo aqui é correspondente a um maximo da secao de choque de

absorc¢ao parcial como esperado.

com o fato de que o maximo do potencial Vg(r) cresce com o aumento de I.

Na Figura 5.2, plotamos a secao de choque de absorcao total de buracos negros de
Schwarzschild para o campo escalar ndao massivo. A secao de choque de absorcao total,
0s, ¢ a soma em todos os valores de [ das secoes de choque de absorcao parcial agl). Po-
demos ver que a secao de choque de absorcao total inicia seu valor no resultado obtido
analiticamente para baixas freqiiéncias, o, ~ 4mr?, e oscila de forma amortecida em torno
do resultado cldssico, 0% = (27/4)7r? [22, 25]. (Mostramos uma das formas de obter a
secao de choque de absorcao para particulas nao massivas no contexto classico no Apéndice
A.) Uma vez que o’ =0 quando w? > VI¥(r) e que a secdo de choque de absor¢ao deve
ser 0% = (27/4)7r? para w — oo, devemos esperar que as contribuicoes neste limite dos

!

ag para a secao de choque de absorcao total devam vir dos modos em que [ — oo. Neste

sentido, concluimos que o resultado classico deva ser recuperado para energia e momento
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angular muito altos. Podemos ver também que a secao de choque de absorcao total possui

maximos locais correspondentes aos maximos da secao de choque de absorcao parcial.

5.4 Secao de choque de absorcao de buracos actusticos
canonicos

Iniciaremos o calculo da secao de choque de absorcao de buracos actusticos canonicos tratando
do resultado em baixas freqiiéncias obtido de forma analitica. Grande parte deste trabalho
foi desenvolvido na secao 5.1 de forma que necessitamos apenas encontrar o coeficiente de
transmissao |’];,l\2 para obtermos os resultados que procuramos. Para encontrar 7_,;, vamos
utilizar as solugoes analiticas em baixas freqiiéncias obtidas no capitulo 3.

Lembremos que obtivemos a solu¢ao em baixas freqiiéncias de (3.4) apenas quando [ = 0.
Entretanto, observando o calculo da secao de choque em baixas freqiiéncias para o campo
escalar nao massivo em Schwarzschild, vemos que a contribuicao para este resultado vem
quase completamente do modo para [ = 0. Nesse sentido, devemos esperar que a se¢ao de
choque de absorcao de buracos acusticos canonicos em baixas freqiiencias deve também ter
uma contribuicao dominante dos modos em que [ = 0. Isto se deve ao fato de o buraco
acustico canonico, apesar de nao ser idéntico, ter seu espaco-tempo efetivo muito semelhante
ao espaco-tempo de Schwarzschild. Muito mais que isto, este espaco-tempo tem as mesmas
propriedades dos buracos negros que por sua vez devem ter a secao de choque de absorcao
para o campo escalar nao massivo em baixas freqiiéncias igual a area do horizonte de eventos,
segundo Das et al. [24]. Desta maneira, além de esperar que a segdo de choque em baixas
freqiiéncias de buracos actsticos canonicos deva ter contribuicao muito maior dos modos
com [ = 0, este resultado deve ser o mesmo do buraco negro de Schwarzschild para o campo
escalar nao massivo em termos do raio do horizonte de cada caso.

Escrevamos entao (3.8) quando wz ~ 0. Temos:
Xwi(2) = ByT, (14 O(w)), (5.23)

véalida para r ~ r. e w — 0. Agora, fazendo r ~ r. em (3.17), que é uma expressao valida
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em baixas freqiiéncias, obtemos que
Xwo(T) A 2B owre. (5.24)

As expressoes (5.23) e (5.24) foram encontradas para os mesmos limites, 7 ~ r. ¢ w — 0.
Sendo assim, comparando estas duas expressoes, obtemos que o coeficiente de transmissao
paral =10 ¢é

1 To0|” ~ dw?r2. (5.25)

1,2
et

(9

Figura 5.3: Nesta figura é mostrada a se¢ao de choque de absor¢ao parcial de buracos actsticos
canonicos para os valores de [ = 0 a 6. Da mesma forma que no caso escalar em Schwarzschild,

>0) , 4 4 . , .. ~
a(g ) 6 zero quando w? < Vi (r) e para w? > V& (r). Aqui, também, o maximo de cada se¢ao

de choque de absorcao parcial tem um valor menor e uma freqiiéncia correspondente maior para

valores maiores de .

Substituindo (5.25) em (5.12), obtemos entao a contribuigdo da segao de choque de

absorcao parcial para [ = 0 em baixas freqiiéncias, que é
o0 ~ 4mr?. (5.26)

Como esperavamos, este resultado é analogo ao resultado obtido para Schwarzschild e esta

de acordo com o resultado de Das et al. [24].
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Para freqiiéncias arbitrarias, a equagao (3.4) é abordada numericamente. Usando entao

o método da se¢ao 5.2, obtemos os resultados plotados nas figuras 5.3 e 5.4 [3].

13 T T T T T
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Figura 5.4: Aqui plotamos a se¢ao de choque de absor¢ao total de buracos acusticos candnicos.
Podemos perceber a concordancia desta secao de choque de absorcao com os resultados obtidos

para baixas e altas freqiiéncias, oo/ = 47r2 ¢ 02/ = (3v/3/2)7r2, respectivamente.

Na Figura 5.3 plotamos a secao de choque de absorcao parcial de buracos acusticos
canonicos o). Da mesma forma que no caso escalar em Schwarzschild, estas secoes de
choque de absorcao partem de valores finitos, zero para os casos em que [ > 0, alcancam
uma maximo e depois caem a zero. Temos também que, a menos do termo em que [ = 0,
a secao de choque de absor¢ao parcial é zero quando w? < V™&(r) e w? > Vmx(y),
Notamos também que a secao de choque de absorcao para [ =0 e w — 0 estd em completa
concordancia com o resultado (5.26) obtido analiticamente. Além disto, podemos ver que
para w — 0, " 0. Isto mostra que, como esperavamos, a contribuicao da secao de
choque de absorcao em baixas freqiiéncias ¢ significativa apenas para os modos com [ = 0.

Na Figura 5.4 mostramos a se¢ao de choque de absorcao total de buracos acusticos

canonicos. Podemos perceber que este resultado inicia com o valor obtido analiticamente

2

c)

para baixas freqiiéncias, 0% a 4772, e tende com uma pequena oscilagido ao valor cldssico,

o = (3v/3/2)mr? [23].
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5.5 Secao de choque de absorcao eletromagnética em

Schwarzschild

A secao de choque de absorcao eletromagnética, assim como o caso escalar, também é en-
contrada usando (5.1). Iniciemos o célculo da se¢ao de choque de absorgao escolhendo
os modos incidentes como sendo provenientes do infinito, ondas planas, com polarizacao
circular e se movendo na dire¢do definida pelo eixo z. Desta maneira temos A,(t,z) =
(0, A,(t, 2), Ay(t, 2),0), sendo

A, = @D (5.27)

A, =i, (5.28)

que sao solucoes no espaco-tempo de Minkowski para o 4-potencial eletromagnético que

satisfazem a condi¢ao de Lorenz [26]
vV, A" = 0. (5.29)

Usando a definigao de corrente para o campo eletromagnético (4.35) e as expressoes (5.27)

e (5.28), obtemos que a corrente incidente é
Wy = dw. (5.30)

Para encontramos o fluxo do 4-potencial depois de a onda ter sido espalhada, vamos
primeiramente fazer uma expansao em termos dos polinomios de Legendre das expressoes

(5.27) e (5.28). Nesse caso temos,

Ay = e = Z it (20 4 1) i (wr) Py (cos 0) e~ (5.31)
1=0
e
A, =i = Z (21 + 1)y (wr) Py (cos 0)e (5.32)

1=0
A partir de (5.31) e (5.32) encontramos que as componentes em coordenadas polares

esféricas do campo incidente sao:

i BN {'lfy)lf’l (cos e, (5.33)
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Ap = Z it (21 + 1) [ri(wr)] Pi(cos B) cos Bt @~ (5.34)
1=0

[M]#

Ay =) "N (20+ 1) [rji(wr)] Pi(cos f)senfe’ @D (5.35)

l

Il
=)

Nas expressoes acima, P}"(cosf) sao as fungoes associadas de Legendre. Para encontrarmos
(5.33) a partir de (5.27) e (5.28), usamos as seguintes propriedades das fungdes associadas

de Legendre e das fungoes de Bessel esféricas [16]:
(20 + 1)V1 — 22P]" H(x) = P[4 (z) — PJL, (), (5.36)

e [18]

jl+1(33) + jl_l(x) = <2l + 1)]l;$) (537)

Notemos agora que as componentes A;(Mm) dos modos do 4-potencial eletromagnético

em Schwarzschild, dadas por (4.46) e (4.48), podem ser escritas como

A{(Awlm) _ 8iT(>\wlm) + eijajE(AWZm)7 (538)
com YU Iwim) — =(wim) — ()
Twlm f d I —iw
T( ) = E% [T’QDWZO’)] Yim(ev ¢>e ' <539>
€
1 ,
S lwlm) _ ro (1) Y (6, d)e . 5.40
T Pt (1) Yim (0, 9) (5.40)

Sendo assim, para encontrarmos a relagao entre o 4-potencial incidente, dado por (5.33),
(5.34) e (5.35), e o 4-potencial em Schwarzschild no gauge de Feynman modificado, vamos

escrever as componentes (5.34) e (5.35) do 4-potencial eletromagnético da seguinte maneira:
Ai = 81(1) + eij(‘?j\lf, (541)

onde ® e ¥ necessitam ser determinados.
Para a determinagao de ® e ¥, vamos inicialmente considerar a condigao de gauge (5.29).

Neste caso, usando que

04, 10 Lo
V, Al = T (r*A,) + T—VZ-A = (5.42)



no espago-tempo plano, podemos concluir que

2 9 2
Ve = o (P4, (5.43)

onde foi necessério considerar que ¢;; ¢ um tensor anti-simétrico e que Vi€ = 0. Aplicando
(5.33) em (5.43), além de usarmos o método de separacio de varidveis e que P (cos#)e’®
Yi1(0, ¢), obtemos que

i 20+1 d L :
. i(p—wt)
o = E RIS [ Ji(wr)] Py (cosf)e . (5.44)

Para encontrarmos W, notemos que €/V;A; = €70, A;, uma vez que a conexao ¢ simétrica.

Desta maneira, usando a relagao (5.41) entre A; e ¥, obtemos a seguinte equagao para W:

-~ 1 [0Ay 0A
2y = -—=t). 4
v send < 0o 06 ) (5.45)

Tomando (5.34) e (5.35) e substituindo em (5.45), usando a relagdo entre as fungoes associ-

adas de Legendre e os harmonicos esféricos escalares e [16]

m/2 dP;(z)
Pm —(—=1)" (1 — 2 /2 l
() = (~1)m (1 a?)"? S,
concluimos que
i1 P =wt), 4
Z l+1 [rj1(wr)] Pj (cos @)e’ (5.46)

Vamos agora tomar (5.44) e (5.46) quando wr > [(l 4+ 1)/2. Neste caso, usamos a

expressao (5.7), que é a forma da funcao de Bessel esférica neste limite, para escrevermos ¢

e U como:
(-DF @i+ d L X o
O~ _ wro_ (] wr] p i(dp—wt) 4
lz:; 2w? l([ + 1) dr [6 ( ) € ] l(COS@)e (5 7)
e
D @ .
\Ij ~ wr _1 wr P ¢ wt) 4
; 2w 1(l+1) le (=1)'e™"] Py (cos f)e’ (5.48)

As expressoes (5.47) e (5.48) s@o expressoes validas no infinito quando a onda inicial
dada por (5.27) e (5.28) nao sofre nenhum tipo de espalhamento. Para generalizarmos este
resultado para o caso do espalhamento em Schwarzschild, temos que comparar (5.47) e (5.48)

com (5.39) e (5.40) no mesmo limite. Neste sentido, lembrando que
rom = By [e7 + Rye]
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quando wr > (I + 1)/2, podemos concluir que no caso da onda incidente dada por (5.27)
e (5.28), espalhada por um buraco negro de Schwarzschild, os potenciais escalares ® e U se

comportam da seguinte maneira:

l+1 2l + ]') d —iwr wr w
OIS E 2 — (e7™" + RI,e™") P} (cos 0)e' ™D (5.49)
2w + 1) dr
e
(20+1) , _ T
Uy, & “r+ RLe™) Pl (cos 0)e'? 70 5.50
o Y Ty 7 Rl P o o

onde o indice “bn”é usado para descrever os potenciais da onda espalhada no buraco negro.
Note que as expressoes (5.49) e (5.50) sao idénticas as expressoes (5.39) e (5.40) quando r¢?,
é dada por (4.52), m = 1 e as constantes de normaliza¢ao sao devidamente relacionadas.
Notemos ainda que embora (5.39) e (5.40) sejam funcoes escalares relacionadas a solugoes
obtidas no gauge de Feynmann modificado, no infinito este gauge se reduz ao gauge de
Lorenz (f' — 0) e por isso é possivel fazer a relagdo destas expressdes com (5.49) e (5.50).

O fluxo em uma superficie esférica de raio infinito pode ser escrito como:

F = Wrr2ds). (5.51)

Subtituindo (5.49) e (5.50) em (5.41) e substituindo o resultado em (4.35), obtemos que

o fan o (o) g () ¢ (90) G () )

(5.52)

Para chegarmos a esta expressao, usamos ainda integracdo por partes, o teorema de Gauss
e que A, cai com 1/r? para r — oo.

Substituindo (5.49) e (5.50) em (5.52) e usando que [16]

2 !

/P (cos 0)P}' (cos 0)senfdf = (L+m) O
20+ 1 (1 —m)!

0

obtemos que o fluxo é

f:—%” (20 +1 (\ \2+|Tj{2>. (5.53)
=1

Substituindo (5.30) e (5.53) em (5.1), obtemos que a segao de choque de absorgao eletro-

magnética em Schwarzschild tem a seguinte forma:

[e.e] e}

oo =Y 00 = oS @+ 1) (T8 + T ). (5.54)

=1 =1
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Com a expressao (5.54), podemos perceber que resta-nos apenas conhecer os coeficientes
de transmissao para determinar a secao de choque de absor¢ao. Fagamos isto inicialmente
no contexto de baixas energias. Para isto, usaremos entao as solugoes que obtivemos da
equagao (4.33) neste limite.

Para a determinacao do coeficiente de transmissao | l’ em baixas freqliéncias, escreve-

mos a expressao (4.50) quando wz ~ 0. Neste caso temos
A Loox
Pt = T_BwlTwl (1 + O(w)) ’ (555)
desde que r ~ r, e wr &~ 0. A mesma solucao nos mesmos limites pode ser obtida quando
fazemos r &~ ry em (4.58). Sendo assim obtemos que

gpi\;l — (_Z-)lJrlB/\ 22l+1(l + 1)(“)3 I, 141

AR+ 1) (5.56)

Desde que (5.55) e (5.56) sao expressoes que descrevem a mesma solugao nos mesmos limites,
podemos compara-las para obter o coeficiente de transmissao. Fazendo isto, concluimos que
em baixas freqiiéncias

| | _ ’ H’ _ 221+ 1)(11)°

120)1(20 + 1)! (Muw)™. (5:57)

Substituindo este resultado em (5.54) e mantendo apenas o termo de menor ordem em w,
que ¢é o termo no qual [ = 1, obtemos que a secao de choque de absor¢ao eletromagnética

em baixas freqiiéncias de buracos negros de Schwarzschild é [8, 27]
o ~ —mriu?, (5.58)

Sendo assim concluimos que a secao de choque de absorcao eletromagnética em Schwarzschild
vai a zero quando a freqiiéncia tende a zero, diferentemente da secao de choque de absorcao
para o campo escalar nao massivo.

O célculo da secao de choque de absorcao em freqiiéncias arbitrarias ¢é feito através do
método numérico que demonstramos na secao 5.2. Os resultados assim obtidos sao mostrados
nas figuras 5.5 e 5.6 [5].

A Figura 5.5 mostra a se¢ao de choque de absorgao eletromagnética parcial. Como no

caso escalar e para o som para [ > 0, esta secao de choque de absor¢ao tende a zero quando
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Figura 5.5: Aqui temos a secao de choque de absor¢ao eletromagnética parcial de buracos negros
de Schwarzschild plotada para os valores de [ = 1 até 6. Como no caso escalar e para o som para
[ > 0, esta secdo de choque de absorcio tende a zero para w? < V;‘éx(r) e para w? > Vénéx(r).
Ainda mais, o valor maximo da se¢ao de choque de absor¢ao diminui e tem o valor correspondente

da freqiiéncia cada vez maior a medida que [ cresce.

w? K VR (r) e w? > VmaX(r). (V,(r) estd plotado na Figura 4.1.) Podemos perceber ainda
que quanto maior o valor de [, maior é a freqiiéncia correspondente ao valor maximo da secao
de choque de absor¢ao parcial, aé”mé“‘, além de menor ser este maximo.

Na figura 5.6 plotamos a se¢ao de choque de absorcao eletromagnética total para buracos
negros de Schwarzschild. Plotamos também o resultado que obtivemos analiticamente no li-
mite de baixas energias, dado por (5.58), de modo que podemos perceber a concordancia dos
resultados nos limites em questao. Desta forma, podemos ver claramente que a secao de cho-
que de absorc¢ao eletromagnética, assim como a secao de choque escalar, parte do valor obtido
analiticamente para baixas freqiiéncias e oscila em torno do limite ético, 0%/ = (27/4)mr?,

quando w cresce. Ainda como no caso escalar, aqui os maximos locais correspondem aos

maximos das secoes de choque de absorgao parciais.
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Figura 5.6: Aqui plotamos a se¢ao de choque de absor¢ao eletromagnética total de buracos negros
de Schwarzschild junto com os resultados em baixas e altas energias. Desta maneira, podemos
perceber a concordancia do resultado numérico com os resultados obtidos analiticamente nestes
limites. Como na se¢do de choque de absorgao escalar, esta secao de choque de absor¢ao tem
maximos locais que correspondem aos maximos de cada secao de choque de absorcao parcial que

compoem a secao de choque de absorgao total.
5.6 Comparacao dos resultados

Nesta secao fazemos algumas comparagoes entre os resultados que obtivemos neste capitulo.
Na Figura 5.7 mostramos a comparacao entre a secao de choque de absorcao escalar de bura-
cos negros de Schwarzschild e a secao de choque de absor¢ao de buracos actusticos canonicos.
Podemos perceber que estes resultados s6 coincidem quando w = 0. Assim, concluimos que
em baixas freqiiéncias a secao de choque de absorcao nao depende da forma do espaco-tempo
ao redor do buraco, mas apenas do seu tamanho [24]. J4 para freqiiéncias maiores que zero,
o espaco-tempo tem grande influéncia sobre a secao de choque de absorcao.

Na Figura 5.8 sao mostrados os resultados para a secao de choque de absorcao de buracos
negros de Schwarzschild para os campos escalar nao massivo e eletromagnético. Observando
esta figura, podemos perceber que a medida que w cresce estes resultados ficam cada vez mais

parecidos e tendem a coincidir. Podemos assim perceber que o spin das particulas espalhadas
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Figura 5.7: Comparacao entre a secao de choque de absorgao total de buracos negros de Schwarzs-
child para o campo escalar ndao massivo e a secao de choque de absorcao de buracos actsticos
canonicos. Apesar de as relacoes entre os valores das se¢oes de choque de absorcdo e os raios dos
horizontes serem as mesmas para wry = 0, elas sdo bastante diferentes para freqiiéncias maiores

que zero.

tem influéncia sobre a secao de choque de absorcao apenas para freqiiéncias pequenas.
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Figura 5.8: Comparacao entre a se¢ao de choque de absorgao de buracos negros de Schwarzschild
para os campos escalar nao massivo e eletromagnético. Percebe-se que estes resultados tendem aos

mesmos valores quando w for suficientemente grande.
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Capitulo 6

Conclusao

Vimos nesta dissertacao o cdlculo da secao de choque de absorcao de buracos negros de
Schwarzschild para os campos escalar nao massivo e eletromagnético e de buracos actsticos
canonicos.

A respeito da matematica necessaria para a obtencao dos resultados mostrados aqui,
usamos métodos numéricos para encontrar as solucoes das equagoes de campo. Isto se deveu
ao fato de tais solucoes nao poderem ser escritas em termos de funcoes especiais conhecidas.
Com isto, tratamentos analiticos s6 foram possiveis nos limites assintoticos ou em baixas
freqiiéncias. Desta maneira, obtivemos de forma analitica as se¢oes de choque de absorcao
em baixas e altas freqiiéncias. Da comparacao de nossos resultados numéricos com os obtidos
analiticamente concluimos que eles estao em excelente concordancia.

Fizemos ainda comparacoes entre as secoes choque de absorcao de buracos negros de
Schwarzschild para o campo escalar nao massivo e eletromagnético e entre a secao de choque
escalar em Schwarzschild e de buracos acusticos canonicos. No primeiro caso, concluimos
que a secao de choque de absor¢ao depende do spin das particulas principalmente no regime
de energias pequenas. Neste caso, na medida em que a freqiiéncia e o nimero quantico [ au-
mentam, os valores destas secoes de choque de absorcao coincidem. Na comparacao da secao
de choque escalar de buracos negros de Schwarzschild com a se¢ao de choque de absorcao
de buracos acusticos canonicos, vimos que no limite w = 0 elas tém a mesma expressao
em termos dos raios dos horizontes de eventos. Isso estd de acordo com as conclusoes de

Das et al. mostradas em [24]. Para freqiiéncias diferentes de zero, entretanto, pudemos ver
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que os resultados sao bastante diferentes. Sendo assim, percebemos que no limite w = 0 a
forma do espaco-tempo nao influencia na expressao da secao de choque de absorgao escalar,
mas para espalhamentos nos quais a freqiiéncia tem valores significativos, a geometria do

espaco-tempo € determinante.
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Apeéendice A

Secao de choque de absorcao em altas

o A L

frequeéncias

Neste apéndice reproduzimos o calculo da secao de choque de absorcao de buracos negros
de Schwarzschild para particulas ndo massivas no contexto da Relatividade Geral [22]. Uma
vez que o conceito de spin nao esta presente neste contexto, concluimos que o resultado
obtido aqui deve ser valido tanto para o campo escalar nao massivo quanto para o campo
eletromagnético.

Iniciemos com a descricao de uma geodésica tipo luz, que é a curva do movimento de
qualquer particula nao massiva livre. Como o espaco-tempo de Schwarzschild é esfericamente
simétrico, é possivel considerar, por simplicidade, uma geodésica tipo luz no plano definido

por § = 7/2. Neste caso, a partir da métrica de Schwarzschild (2.4) podemos escrever:
52 — ftQ o f*l,r',2 o T2¢2 _ O, (A1>

sendo que o ponto denota derivagao com relacao a um parametro afim.

Agora, vamos usar que a contracao entre os vetores de Killing e as 4-velocidades de
geodésicas definem constantes de movimento ao longo destas geodésicas. No caso do vetor
de Killing estatico tipo tempo do espago-tempo de Schwarzschild, £&# = (9,)* = (1,0,0,0),

temos:
dz?
dr

com 7 sendo o parametro afim. No caso em que r — oo, pode ser mostrado que E é a

= ft, (A.2)

dxt
E= gu? - guugu
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energia por unidade de massa de repouso da particula cujo movimento esta sendo considerado
[28]. Outra constante de movimento é obtida quando usamos o vetor de Killing rotacional
do espago-tempo de Schwarzschild, ¢* = (9,)* = (0,0,0,1). A constante de movimento
relacionada a este campo de Killing ¢ o momento angular da particula por unidade de massa

e é dado por:

dzt dz” :
L=—(— = —q,,"—— =1r2p. A.
Substituindo (A.2) e (A.3) em (A.1) obtemos a seguinte equagao:
1 1.2 1
—FE? = —f= 4+ =2 A4
E =l Yy (A.4)

A equacgio (A.4), devido ao termo (1/2)72, pode ser considerada como uma equagiao que
descreve o movimento unidimensional de uma particula com energia total por unidade de
massa (1/2)E? sujeita ao seguinte potencial efetivo:

112
27 27

V(r) (A.5)

O potencial V(r) estd plotado na Figua A.1. Analisando a equacao (A.4), podemos
concluir que a particula, uma vez ultrapassando o méaximo deste potencial, caird no buraco
negro. O caso limite é dado entao por (1/2)E? = V™ sendo V™% o maximo do potencial.
Pode ser encontrado que o maximo do potencial fica em r = 3M. Neste caso, a situacao
limite que divide as condig¢oes nas quais a particula sera ou nao absorvida pelo buraco negro
¢é dada por

1 L*M

S =V(r=3M) = 2EA (A.6)

No contexto relativistico, a secao de choque de absorcao é dada por
o = 7?2, (A7)

onde b, é o parametro de impacto critico aparente. O parametro de impacto aparente é dado
por

b= (A.8)

Do caso limite (A.6) concluimos que o parametro de impacto critico é

- L

e =5 = 27M?. (A.9)
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Figura A.1: Potencial para um espalhamento cldssico no espago-tempo de Schwarzschild. Este
potencial é semelhante aos potenciais de espalhamento para os campos escalar nao massivo e ele-

tromagnético estudados nesta dissertacao.

Substituindo este resultado em (A.7), concluimos que a segao de choque de absor¢ao no

limite classico é

o = 2T M?* = (27/4)7r?. (A.10)

O método utilizado aqui para encontrar o valor da secao de choque de absor¢ao de buracos
negros de Schwarzschild em altas freqiiéncias pode ser usado também para o cédlculo da secao
de choque de absor¢cao em altas freqiiéncias de buracos actsticos canonicos. Neste caso, o
valor que obtemos é [23]

3V3
O_af \/_ 2

= ——7r

¢ 5T (A.11)
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Apéendice B
Método numérico utilizado

O método numérico explicado na secao 5.2 se resume em desenvolvermos numericamente as
equagoes radias, para os trés casos abordados nesta dissertacao, do horizonte de eventos ao
infinito e aplicar o resultado a expressao (5.18) para obtermos o coeficiente de transmissao
para qualquer freqiiéncia. Para obter os resultados mostrados aqui, usamos o programa
computacional Mathematica 5.0.

Para o desenvolvimento numérico das equagoes radiais, é necessaria a escolha das condi-

¢oes iniciais das solugoes. Neste caso faremos

sendo x, — —oo (r = ry). Usando (5.13), a outra condigao inicial fica:

dn(r)
dr

—w

vy 0)

Aqui, f(r) =1 —rs/r no caso de um buraco negro de Schwarzschild e f(r) =1 —r?/r* no

(B.2)

TRTH

caso do buraco acustico canonico.
Na Figura B.1 mostramos a rotina desenvolvida para o software Mathematica 5.0 para

o calculo da secao de choque de absorcao eletromagnética em Schwarzschild.
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r«s=1,r , =1.00001r ; r; =1000r g;

I +1)
—

r
f[r_]:=(l——rs—);DSrh[w_]:= T :i cVEer, L ]:=( )f[r];

I'h

Ylw ,l_ 1:=
R[r] /. First [NDSolve [{(w? - Ve[r,| 1) R[r1+f[r]18 (FIr18R[r]) =0 R[rn] =1,
R'[rp] =DSrh[w]}, R, {r,r nr i} MaxSteps - 107]];

1 , 1 ) 1yt

Tlw_, ]Z=(— ((Abs[zl/[w,l 11)°+ — (Abs[6, ¥[w, | 1]) )+—) /.1 >7r;;
4 w? 2

olw_, |_ ]:=_7r_(2| +1) Tlw, | 1;
w2

opf [w_]:= g 7 w?

6
Plot [Zo[w,l 1. {,0.001,25 1}, PlotRange - Al ]
| =1

20
15
10
5
0.5 1 1.5 2 2.5
- Graphics -

Figura B.1: Aqui temos a rotina usada no software Mathetmatica 5.0 para o célculo da segao de
choque de absorc¢ao eletromagnética em Schwarzschild. Nesta rotina, DSry, é a condigao inicial para
a derivada da solucao, v [w_, 1] :=R[r] representa a funcao radial rgp:\)l, solucao da equagao (4.33)
e olw_, 1] é a segao de choque de absorgao parcial. Além disto, T[w_,[_| ndo representa T317 mas

2 ) ‘ ~ ~
|T:)‘l} e Abs é usado para o médulo de uma fun¢do. Os comandos sao NDSolve, para resolver a

equacao diferencial numericamente e Plot para plotar uma funcao.
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