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RESUMO

O estudo do comportamento dinamico da juncdo que se forma ao se unir uma fibra
nervosa a um semicondutor € objeto de muitas pesquisas ultimamente em grandes
centros de pesquisas. Estes estudos levam basicamente a dois modelos matematicos de
modelagem da juncéo: o modelo de contacto de ponta e 0 modelo de contacto de area.
Utilizando o modelo de contacto de area, resolve-se a equacao diferencial que descreve
0 comportamento dindmico da juncdo neurbnio-semicondutor, através de dois métodos
analiticos.

No primeiro método a solucdo da equacéo diferencial é obtida através da soma de duas
equacOes: da solucdo da equacdo homogénea mais a da equagdo particular, obtendo
dessa forma, o resultado que consta na literatura. J& o segundo método é o que descreve
a solucdo usando as funcdes de Green, cujo resultado, embora ndo coincidente com o da
literatura, é totalmente coincidente na regido de interesse dentro da juncao.

A vantagem do uso da fungdo de Green na determinacdo da solucdo de uma equagéo
diferencial, é que, uma vez determinada essa funcdo, a solucdo dessa equacao
diferencial é obtida de forma imediata, bastando para tal, fazer um processo de
integracdo do produto entre a funcdo de Green e a funcdo de excitacdo ou fonte.

Por altimo, mostra-se a completa equivaléncia entre os dois métodos de solucGes da

equacéo diferencial.

PALAVRAS-CHAVE: Juncao neurdnio-semicondutor, modelo contacto de area,

solucédo analitica, funcdo de Green.



ABSTRACT

The study of de dynamic behavior of the neuron transistor junction has been the aim of
several great research centers lately. These studies basically give rise to two
mathematical models that describes the neuron transistor junctions: the point contact
model and the area contact model.

Through the area contact model, this work shows how to obtain solutions of the
differential equation that describe the dynamic behavior of the neuron transistor
junction using two different analytical methods.

In the first method chosen the solution of the differential equation give rise from
summation between the solutions of the homogeneous equation and the particular
equation. The second choice uses de Green’s functions to obtain the solution of the
equation.

At last, is proved that the two methods are fully equivalent between each other.

KEYWORDS: Neuron semiconductor junction, area contact model, analytical

solution, Green’s function.



INTRODUCAO

Sé&o dois os fatores motivadores deste estudo:
1) Em um futuro préximo, chegar-se-4 em algum tipo de interface que permitira uma

interacdo homem-méaquina, como o esquematizado na figura 1 [2].

(a)

|

o
Tl

Fig. 1. Desenho representando interface homem-maquina. (Adaptado de [2]).

Na figura 1-a tem-se a interface tradicional, homem-maquina, em que a interacéo
depende da visualizacdo do conteddo que se apresenta na tela do computador e, esse
conteddo, por sua vez, é processado no cérebro humano e posteriormente realimentado ao
computador, por meio de uma codificacdo de impulsos nervosos, através de uma unidade
periférica de entrada, que neste caso da ilustracéo € o teclado do computador.

Esse € um processo relativamente lento.



Na figura 1-b tem-se a interface futurista, que para torné-la uma realidade, diversas
pesquisas estdo sendo desenvolvidas no campo da neurociéncia. Basicamente 0 processo € o
mesmo do anterior, apenas divergindo quanto a realimentacdo, que ocorre de forma direta
entre o cérebro humano e a maquina, tornando assim, a interacdo homem-maquina bem
superior em desempenho, quando comparada com a interface tradicional; e

2) O tecido nervoso é um tecido que uma vez danificado, ndo sofre processo de
recuperacdo. Atualmente existem diversas pesquisas sobre a recuperacdo do tecido nervoso,
bem como de outros tecidos e até mesmo de érgdos inteiros, baseados no uso de células
tronco.

Outro enfoque, também bastante promissor, € o de se fazer uma ponte eletrdnica em

torno do tecido danificado, conforme mostra a figura 2.

Fig. 2. llustrac8o de uma ponte em torno de tecido lesionado [2].

Nessa figura, capturam-se os impulsos nervosos através de um sensor, processa-se
essa informacdo, que esta codificada e, reintroduz-se esse sinal no tecido sdo depois da lesao.

Mas recentemente, com o0 avango da tecnologia, cientistas americanos desenvolveram
uma camera de tamanho bastante reduzido que instalada nos éculos do paciente, envia o sinal
capturado pela camara, diretamente ao nervo Optico, através de micro-sensores que foram
instalados previamente. Esse processo foi testado em um paciente cego de nascenga, mas cujo
nervo optico estava em perfeito estado. Esse procedimento permitiu ao paciente distinguir
formas de objetos e as varias nuancem da luz, conforme foi divulgado nos noticiarios
nacionais e internacionais.

Em ambos os casos, 1) e 2), ha o surgimento de uma juncéo, entre a membrana celular
e o0 sensor, devido ao acoplamento entre a célula nervosa e o semicondutor. Nessa juncéo,
chamada de neurdnio-silicio, surge uma tensdo, que pode ser medida [2] e que traduz o

comportamento dindmico dessa juncdo descrita por meio de uma equacdo diferencial parcial.



Assim, torna-se de fundamental importancia o estudo da dindmica dessa juncéo,
através de métodos alternativos de solucdo da equacdo diferencial, que descreve o modelo
matematico representativo da juncéo neurdnio-semicondutor.

Neste estudo, as solucdes analiticas sdo preferidas a solugdo numérica, pois essas
solugdes fornecem meios de se fazer uma analise potencial, simples e rapida das variaveis
envolvidas no processo sem a necessidade do uso de programas computacionais, que envolve
calculos numeéricos trabalhosos para cada simulacéo, além é claro, dos erros de truncamento
que faz com que muitas das vezes, a solucdo ndo convirja.

Dessa forma, resolve-se a equacdo diferencial representativa da juncdo neurdnio-
semicondutor, através da utilizacdo de dois métodos analiticos: o primeiro deles utiliza o
método da superposicdo, cuja solucdo é a soma entre a solucdo da equacdo homogénea mais a
solucdo da equacéo particular. O segundo método faz uso das funcGes de Green.

Esses métodos analiticos sdo bastante diferentes entre si. No primeiro método sempre
que se mudar a excitacdo ou fonte, deve-se resolver a equacdo como um todo, ao passo que
pelo método que utiliza a funcdo de Green, uma vez que se tenha determinada tal funcéo, a
solucdo fica independente da fonte, dependendo apenas de uma integracdo do produto entre a
fungéo de Green e a excitacao.

Por dltimo, faz-se uma comparacdo entre as solucBes desses métodos analiticos em

gue se mostra a total equivaléncia entre ambos.



CAPITULO 1

UMA INTRODUGCAO AOS NEURONIOS [1]
1.1 — Os principais componentes do sistema nervoso humano

De modo simplificado, o sistema nervoso se divide em sistema nervoso central e
sistema nervoso periférico. O sistema nervoso central é constituido pelo encéfalo e pela
medula espinhal.

O encéfalo é a principal regido integrativa do sistema nervoso, o qual é dividido em
muitos componentes funcionais, pois 0 mesmo é o responsavel por controlar funcdes que
estdo relacionadas ao psiquismo e ao controle de acdes complexas do corpo humano ao passo
gue a medula espinhal desempenha duas funcbes. A primeira funciona como condutor de
muitas vias nervosas que saem ou que chegam ao encéfalo. A segunda age como regido
integrativa para coordenacdo de muitas atividades neurais subconscientes, como a reagao a
um estimulo doloroso e até mesmo movimentos grosseiros, como os de marcha.

O sistema nervoso periférico é composto de malha muito ramificada de nervos e

também muito extensa, que cobre cada parte, por menor que seja do corpo humano.
1.2 — O tecido nervoso

O tecido nervoso contém dois tipos basicos de células que sdo os neurdnios, que
conduzem os impulsos nervosos por todo o sistema nervoso e as células de suporte e
isolamento, chamadas de neuroglia, que mantém os neurénios em suas posi¢des relativas e
impedem que os impulsos nervosos permanecam concentrados em cada neurénio, ou seja, que
ndo se dispersem pelos neurdnios, fato esse que é extremamente indesejavel.

A figura 1.1 mostra todos os elementos de um neur6nio do encéfalo ou da medula
espinhal, que sdo:

1) Corpo celular — é a partir dele que se originam todas as outras partes do neurdnio;

2) Dendritos — sdo expansdes, muito ramificadas e multiplas do corpo celular,
responsaveis pelo recebimento dos impulsos nervosos que serdo transmitidos, de milhares de

outros neurénios;
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3) Ax6nio — é a parte do neurbnio conhecida como fibra nervosa. Possuem
comprimentos variados, podendo ser de apenas alguns milimetros a até um metro. Os axdnios

s80 0s responsaveis em conduzir os impulsos nervosos até o proximo neurdnio; e
4) TerminacOes axOnicas e sinapses — proximo ao seu término, o axdnio forma
milhares de ramificacOes e em cujas extremidades de cada uma delas, existem terminacoes
especializadas, chamadas de terminacdes pré-sinapticas. Essas termina¢des formam um ponto
de contacto, chamado sinapse, através do qual os impulsos nervosos sao transmitidos de um

neurdnio para o outro. Quando estimulado, o terminal pré-sindptico libera um horménio
conhecido como substéancia transmissora.

Encéfalo <

_» Sinapses
. 7
Me:

Fig. 1.1. Estrutura de um neurénio do encéfalo.

1.3 — Potenciais de membrana

Existem potenciais elétricos entre a parte externa e interna da membrana celular de
praticamente todas as células do corpo humano, como as células musculares e as nervosas,



por exemplo, que sdo excitaveis. Esses potenciais elétricos, neste tipo de tecido, s&o devidos,
principalmente, as a¢bes de dois ions: 0 S6dio e o0 Potassio.

(a)

Fibra nervosa

Anions) = +{= (Anions)
(Anio pRs

//'H- \\\
Kc ——'—* K"‘
wh H= s
R +l'///
+|-
(~94 mV)

+—

FH++++++++++++

i G

(b)
Fibra nervosa

-

(Anions) _ G' (Amons)
> il

+4)

++tttrt et
CES CRETN S )

_|.|.. N
Na’ .:;-}-Na’

~ 7

-» -
e

(+61 mV)
-+

i

Fig. 1.2. Potenciais de difuséo através da membrana celular.

A figura 1.2-a apresenta, esquematicamente, o desenvolvimento de potencial de
difuséo através da membrana celular, causado pela difuséo devido & alta concentracdo de ions
de potassio no interior da célula nervosa, do interior para o exterior da célula. A membrana,
nesse caso, é seletivamente permeavel apenas ao potassio. Dessa forma, os ions potassio
difundem-se para fora da célula. Isso faz com que a face externa da célula fique com cargas

positivas e o interior da célula com cargas negativas. Todo esse movimento i6nico é muito



rapido, com duracdo de aproximadamente de 1 ms. Essa nova diferenca de potencial repele os
ions potassio de volta para o interior da célula, criando um bloqueio de qualquer movimento
efetivo de potéssio para o exterior. Essa diferenca de potencial, que bloqueia a corrente iénica
de potéssio, é da ordem de 94 mV, com a negatividade no interior da fibra nervosa.

Na figura 1.2-b, representa 0 mesmo fenbmeno que ocorre para 0s ions potassio, so
que agora, para os ions de sodio. Desta vez a membrana apresenta-se permeavel aos ions
sodio, que também sdo positivos, sO que sua concentracdo ocorre no exterior da membrana e 0
movimento desses ions é para o interior da membrana. Esse movimento i6nico de sddio
ocorre até atingir o potencial de bloqueio, que também dura cerca de 1 ms, sendo que o
potencial necessario € de cerca de 60 mV, sendo positivo no interior celular.

O que mantém esse gradiente de concentracdo de ions de sddio e potassio na
membrana plasmatica é a bomba de sddio e potéssio, que o faz a custa de energia obtida

através da respiracdo celular.

1.4 — Medidas do potencial de membrana

A figura 1.3, mostra esquematicamente 0 método para a medida do potencial de

membrana.

Eletrodio de
prata-cloreto
de prata

O —————— (%0 - — — - >

++++++mV) T + + + + F

Fig. 1.3. Medida do potencial de membrana celular.

O metodo consiste na inser¢cdo de uma diminuta pipeta, cheia de solucdo eletrolitica,
na membrana celular. Outro eletrodo é colocado no exterior da fibra nervosa e, com a ajuda
de um voltimetro eletrénico ou de um osciloscépio, registra-se a diferenca de potencial entre o

interior e o exterior da fibra nervosa.



Este método é simples, mas de dificil execucdo, devido as dimensdes diminutas das

fibras nervosas envolvidas.

1.5 — Principio da neutralidade elétrica

Este principio afirma que para cada ion positivo, existe perto desse ion, outro ion
negativo, de tal forma que o neutraliza. Se tal fato ndo ocorresse, seriam gerados nos liquidos
intra e extracelular, potenciais elétricos de cerca de bilhdes de volts.

A figura 1.4 mostra a distribuicdo de ions com cargas negativas e positivas no liquido

intersticial que banha o exterior de uma fibra nervosa.

Fibra nervosa

Potencial elétrico
(milivolts)

©
o

Fig. 1.4. Distribui¢éo de ions no liquido intersticial da fibra nervosa.

A figura 1.4 mostra que a distribuicdo de cargas € nula, exceto proximo a membrana
celular, que atua como um capacitor, pois ha acumulo de um tipo de cargas em um lado da
membrana e acumulo da mesma quantidade de cargas, s que com sinal oposto, no outro lado
da membrana celular.

O grafico da figura 1.4 mostra a distribuicdo do potencial elétrico em torno e na
membrana da fibra nervosa. Enquanto o sensor estiver fora da membrana neural, o potencial
registrado é zero volt. Quando o sensor atravessa a membrana celular, o valor do potencial
registrado ¢ de —90 mV, ficando nesse valor estavel & medida que o sensor atravessa o
interior da fibra nervosa e, voltando a zero volt, no instante em que 0 mesmo atravessa 0 outro

lado da membrana.



O fato da membrana nervosa se comportar como um capacitor é de capital
importancia. Isso faz com que, para ser gerado o potencial negativo no interior da fibra, seja
necessario o transporte de apenas alguns poucos ions, cerca de 1/5.000.000 a
1/100.000.000 das cargas totais positivas € que precisa ser transportado do interior da fibra.
Numero igualmente pequeno de ions positivos, sendo transportado para o interior da fibra, €
suficiente para inverter o potencial de —90 mV a até +35 mV dentro de menos de 1/10.000
de segundo. Esse deslocamento rapido de ions € que produz o sinal neural que se propaga ao

longo da fibra nervosa.

1.6 — Bomba de sodio-potassio

Todas as membranas celulares do corpo humano possuem uma potente bomba de
sodio-potassio que, continuamente, bombeia sédio para fora e potassio para o interior da fibra.
Essa bomba é eletro génico, pois um maior nimero de céations, trés fons Na* para o exterior e
dois fons K" para o interior, sd0 bombeados para fora do que para dentro da fibra. Isso
equivale a gerar cargas negativas na face interna da membrana.

Essa bomba de sddio-potassio é a grande responsavel pela formacdo dos imensos
gradientes de concentracdo de sédio e de potassio entre as faces da membrana neural em

repouso.

3Na*® 2K*

ATP ADP

Fig. 1.5 - Bomba de Na*-K*.

Na figura 1.5 esta representada esquematicamente a bomba de Na*-K*, onde se
observa o transporte de 3 fons Na* para o exterior da célula e de 2 fons K* para o interior da
célula. Esse transporte gasta energia. Essa energia é obtida através da transformacdo de ATP

(adenosina trifosfato) em ADP (adenosina difosfato) [3].
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1.7 — Permeabilidade da membrana neural

A membrana neural ndo é completamente impermeavel. Ao contrério, ela apresenta
alguns vazamentos preferenciais para determinados ions [3]. Esses vazamentos sdo devido a
presenca de determinados tipos de proteinas presentes na membrana celular. A esses
vazamentos da-se 0 nome de canais de vazamento. Existem varias proteinas distintas desse
tipo, com diferentes propriedades de vazamento, porém o foco é sobre o vazamento de
potéssio, haja vista que, na média, esses canais sd80 muito mais permeaveis ao potassio que ao
sodio, por cerca de 100 vezes, em condi¢Bes normais.

A figura 1.6 mostra um exemplo de como ocorre 0 vazamento através da membrana

celular.
Na® K"
\ 4
el E O
/A !,‘ : V(7
W
f\
7 %
o
Na“ K+

Fig. 1.6 — Canais de vazamento Na*-K* [1].

1.8 — Origem do potencial de membrana normal em repouso

Séo trés os fatores com importancia para o estabelecimento do potencial de membrana
normal em repouso de —90 mV.

1) Contribuicdo do potencial de difusdo do potéssio — Devido a alta concentracéao
de ions de potassio no interior da membrana, havera um fluxo desses ions no sentido de
dentro para fora. A propor¢do dessa concentracdo interna e externa é de 35 para 1. O
potencial de Nernst relacionado a essa concentracdo é de —94 mV. Dessa forma, se o
potencial de repouso fosse devido unicamente aos ions potassio, esse potencial de repouso
deveria ser de —94 mV, conforme a figura 1.7, que mostra o potencial resultante devido o

fluxo de ions potassio para fora, através dos canais abertos na membrana.
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Fig. 1.7 — Contribui¢do do potencial de difuséo do potéssio.

2) Contribuicdo do potencial de difusdo de sodio — A figura 1.8 mostra um
potencial de membrana de +61 mV devido a pequena difusdo de ions soédio pelos canais de
vazamentos. A concentracdo interna e externa do ion sodio € de 0,1. O potencial de +61 mV
seria 0 potencial de membrana, devido unicamente a difusdo do ion de sodio. Na figura 1.8,
observa-se também a contribui¢do de difusdo dos ions de potassio. Para se calcular o potencial
de repouso da membrana levando em consideracdo a contribuicdo da difusdo dos ions de
potéassio e sodio, usa-se a equacdo de Goldman e ndo mais a de Nernst, resultando um

potencial de repouso de membrana de —86 mV, na face interna da membrana.

Na* K+
142 mEq/l

ql

Fig. 1.8 — Contribuicao do potencial de difusdo do sédio.

3) Contribuicdo da bomba de Na*-K* - Essa bomba é responsavel pelo envio de
forma continua de trés ions de sodio para o exterior e de dois ions de potassio para o interior
da fibra [3]. Isso ocasiona uma negatividade adicional de cerca de —4 mV na parte interna da
membrana, resultando em um potencial de membrana de —90 mV, levando em consideracéo

todos os fatores que contribuem para a formacéo desse potencial.
1.9 — Potencial de ag&o neural
Os sinais neurais sao transmitidos pelas variacdes rapidas do potencial de membrana

ao longo da fibra nervosa. Essas variagdes rapidas do potencial de membrana séo conhecidas

como potenciais de acdo. Cada potencial de acdo tem seu inicio através de uma variacdo
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muito rapida no potencial de repouso, que é negativo, para um potencial positivo, e

retornando, quase que com a mesma rapidez, para o potencial de repouso.

A figura 1.9 mostra, esquematicamente, as variagdes do potencial de membrana,

ressaltando o inicio bastante violento do potencial de acdo, bem como, a sua recuperacdo, que
€ apenas um pouco mais lenta.

Eletrodio de

prata-cloreto de prata
e 00O o .
= L D R R S
Q 34 Y j
25

Ultrapassagem
o P g

Milivolts

o)
s
(54
<
-]
s
Q
[=3
Q
o«

Repouso

0 0,1020,30,4050,60,7
Milissegundos

Fig. 1.9 — Exemplo de um tipico potencial de acéo.
A figura 1.9 mostra as trés etapas do potencial de acdo:

Repouso — Nesta fase, a membrana é dita polarizada, devido ao seu grande potencial
negativo presente no interior da fibra nervosa. Esse potencial negativo, em torno de —90 mV

corresponde ao potencial de repouso da membrana, pois é o potencial antes do comeco do
potencial de agéo;

Despolarizacdo — Nesta fase, o potencial varia muito rapidamente em direcdo a um
potencial mais positivo. Essa variacdo é devida principalmente a permeabilidade da

membrana aos ions de sédio, permitindo um fluxo muito grande desses ions para o interior da
membrana; e

Repolarizagdo — Nesta fase, é restabelecido muito rapidamente, o potencial da
membrana de repouso. No inicio desse ciclo, a membrana que antes era permeavel aos ions
sodio, passa a ser impermeavel a esses ions, cessando dessa forma o fluxo de ions sodio.

Agora a membrana torna-se permeavel aos ions potassio, criando um fluxo, a exemplo do
ocorrido aos ions sodio, SO que agora, para o exterior da fibra.
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1.10 — Comeco de um potencial de a¢éo

Enquanto a membrana da célula nervosa permanecer em seu potencial de repouso, que
é em torno de —90 mV, sem nenhuma perturbacdo, nenhum potencial de acdo é disparado.
Porém, se uma perturbagdo qualquer for suficiente para produzir um aumento do potencial de
repouso da membrana em dire¢cdo a um potencial menos negativo, ocorrerd um processo de
feedback positivo, pois o potencial crescente ira abrir os canais de sdédio voltagem-
dependente, ocorrendo assim, um forte fluxo de ions sodio para o interior da membrana,
tornando mais positivo, ainda, o potencial da membrana. Esse aumento de tensdo faz com que
mais canais de sédio voltagem-dependente se abram, implicando em mais fluxo de ions sddio
para o interior da membrana e assim, aumentando mais ainda o potencial da membrana. Esse
é um ciclo vicioso, que ira ocorrer até que o Ultimo canal de sodio voltagem-dependente se
abra. Logo apds a abertura dos Gltimos canais de sédio voltagem-dependente, em fracdes de
milissegundos, o proprio aumento na tensdo do potencial de acdo, que atingindo o seu nivel
maximo, faz com que os canais de sodio voltagem-dependente fiquem inativos e ativem 0s
canais de potassio voltagem-dependente, fazendo com que ocorra agora um fluxo de ions
potassio para fora da fibra nervosa, ocasionando assim, o rapido retorno do potencial de acdo
ao nivel de repouso da membrana da fibra nervosa, encerrando-se assim, rapidamente o
potencial de acdo.

Em geral, para que ocorra o potencial de acdo, é necessario um aumento subito, de
aproximadamente 15 mV a 30 mV, no potencial de repouso da membrana da fibra nervosa.
Os niveis de tensdo anteriores sdo conhecidos como limiar para o desencadeamento do

potencial de acdo.

1.11 — Propagacéo do potencial de acdo ao longo da fibra nervosa

A propagacéo do potencial de ag&o é, na maioria das vezes, devido a capacidade dos
pontos adjacentes da membrana da fibra nervosa ser excitada devido a ocorréncia de um
potencial de agdo em um ponto qualquer dessa fibra.

A figura 1.10 mostra 0 mecanismo desse processo de propagacao do potencial de agdo

por toda a fibra nervosa.
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Fig. 1.10 — Propagagédo do potencial de acdo.

A figura 1.10-A mostra a condicdo de repouso da fibra nervosa, pois existe alta
concentracdo de ions positivos no exterior da fibra e de ions negativos no interior da mesma,
dando como resultado, um valor negativo em torno de —90 mV, no interior da fibra,
considerando-se o exterior como a referéncia.

A figura 1.10-B mostra uma fibra que foi excitada em seu ponto médio. Vé-se a
reversdo de polaridade no ponto excitado. Nesse ponto, houve um fluxo muito forte de ions
sodio para o interior da fibra, através da abertura dos canais de sodio voltagem-dependente,
dando, assim, o inicio de um potencial de ac&o.

O intenso fluxo de ions de sodio para o interior da fibra faz com que esses ions fluiam
por varios milimetros, ao longo do interior da fibra nervosa, conforme mostram as setas.
Essas cargas positivas aumentam a voltagem nas adjacéncias, acima do valor de limiar de
voltagem, ocorrendo dessa forma, a despolarizacéo dessas areas e, como consequéncia, novos
potenciais de ac¢Ges e, como resultado final, a propagacédo do estimulo inicial ao longo da fibra
nervosa, em conformidade com o que mostra as figuras 1.10-C e 1.10-D.

A transmissdo do processo de despolarizacdo, ao longo da fibra nervosa ou muscular,
¢ chamada de impulso nervoso ou muscular.

Quando um potencial de acdo tem inicio em qualquer ponto da membrana, e havendo
condi¢Bes adequadas, o processo de despolarizacdo ir4 se propagar, ao longo de toda

membrana neural. Isso é o chamado principio do tudo-ou-nada, e se aplica a todos o0s tecidos
excitaveis normais.



15

O fator de seguranca, que garante a propagacdo do estimulo ao longo da fibra, é a
proporcao entre o potencial de acdo e o limiar de excitagdo e deve ser sempre maior que 1.

1.12 — Exemplo da acéo dos potenciais de a¢édo

Na figura 1.11, temos um exemplo dos potenciais de a¢do agindo no sistema olfativo.

Olfactory sensory neuron

Cilia
CCe— Soma __~Trigger zone Axon
E @T

(a) Receptor (or synaptic) (b) Trigger action (c) Action potential (d) Output signal
potential = itter re
20

Synaptic
terminal

&

lease)

Stimulus -20 |- 1 Spike |
- o = |
(odorants) a0 | o 1l  threshold ‘ |
| Concentration -60 |- i i . SR Il
8oL — — ~— —

Duration

Spike
\ | \ threshold

Membrane potential (mV)

A b A

-40
-60
-80

Time (s)

Fig. 1.11 — Exemplo da acéo do potencial de acdo para o sistema olfativo [2].

Na figura 1.11, vé-se claramente, que o estimulo, que nesse exemplo é o odor, que
chega a cilia é convertido em um pulso elétrico, cuja amplitude e duracdo correspondem a
intensidade e a duragé@o do estimulo, respectivamente.

Existe também uma &rea chamada de zona de disparo. O potencial de acdo so se
propaga através do axdnio, se o seu nivel ultrapassar o limiar de disparo. Isso inibe a
propagacéo de falsos estimulos.

Na linha superior da figura 1.11, observa-se que o pulso que é processado no soma
tem pouca amplitude, pois ultrapassa muito pouco o nivel de limiar. Isso faz com que se
desencadeie todo o processo de geracgdo dos pulsos de agéo de potencial, que irdo se propagar
ao longo do axdnio até o terminal sinaptico. Observa-se que devido a pouca amplitude do
pulso elétrico, os potenciais de a¢des gerados, sdo relativamente poucos, quando comparados

0s gerados na linha do meio, pois nesse exemplo, a amplitude do pulso € bem maior.



16

Na ultima linha da figura 1.11, tem-se um pulso de amplitude elevada em seu inicio e
que decresce ao longo do tempo. Observa-se, assim, uma concentragcdo grande de potenciais
de acdo sendo propagados ao longo da fibra nervosa e que ao longo do tempo, devido ao
decréscimo da amplitude, ocorre também um maior espacamento dos pulsos de potenciais de
acao.

Por ultimo, vé-se que o formato dos pulsos dos potenciais de acdo tem sempre o

mesmo formato. O que muda é a freqiiéncia e o tempo com que sdo gerados.
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CAPITULO 2
JUNGAO NEURONIO-SEMICONDUTOR

2.1 — A estrutura da juncao neurbénio-semicondutor

Os impulsos nervosos propagando-se em um axénio neuronal podem ser medidos
através de técnicas invasivas ou ndo-invasivas. O objetivo aqui é obter o registro dos impulsos
nervosos utilizando-se técnicas ndao-invasivas por meio do contacto direto entre o substrato de
um semicondutor e o neurdnio, formando assim, uma juncdo neurdnio-semicondutor [2]. A

figura 2.1 [2] mostra a formacdo da juncéo.

Fig. 2.1. Célula nervosa de um rato sobre um substrato de silicio.

O arranjo da figura anterior é de uma Unica célula nervosa do cérebro de um rato sobre
um chip de silicio. A escala da barra é de 10 um. A superficie do chip, em verde e, a porta da
rede de transistores de efeito de campo, sdo os quadrados escuros. O neurdnio, em azul, é
cultivado sobre o substrato por varios dias em um eletrélito.

A escolha do substrato de silicio deve-se principalmente a trés fatores [2]: 1) O
substrato de silicio coberto com uma fina camada de didxido de silicio mostra-se um perfeito
substrato para cultura de células nervosas; 2) O didxido de silicio faz com que ndo haja
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passagem de elétrons para o substrato e, dessa forma, ndo ocorre 0 processo corrosivo do
substrato, que iria danificar as células nervosas; e 3) A tecnologia atual de fabricagdo de
componentes permite a construcdo de dispositivos, em escala microscopica, que sdo postos
diretamente em contacto com as células, formando, dessa forma, a juncdo neurdnio-
semicondutor.

No processo de formagao da juncdo neurdnio-semicondutor, como mostrado na figura
2.1, o contacto entre o neur6nio e o semicondutor nao € perfeito [2]. Isto acontece devido a
adesdo das células nervosas com o substrato acontecerem através de moléculas de proteinas
que se destacam da membrana celular, formando pequenas protuberancias e que, quando
depositadas sobre o substrato, essas formagdes manterdo a membrana celular afastada do
substrato, originando assim, uma fenda, entre a membrana celular e o dioxido de silicio

depositado sobre o semicondutor, cheia de eletrdlito, conforme mostra a figura 2.2 [13].

Eletrélito

Neurdnio

Porta

Membrana

Celular
Substrato

Fig. 2.2. Indicacdo da formacéo da fenda na juncéo.

A estrutura acima forma um condutor planar, cujo nucleo é composto pelo eletrolito da
fenda e um dos lados é formado pela membrana celular e, o outro, pelo dioxido de silicio. O
eletrolito permanece isolado do substrato de silicio e do citoplasma celular, devido a
membrana celular e o dioxido de silicio serem isolantes.

Qualquer atividade neuronal ird gerar correntes idnicas e de deslocamentos através da
membrana celular. Como conseqiiéncia dessas correntes, aparecera uma corrente, que se
espalha ao longo da fenda, originando assim, uma tensdo entre a membrana celular e o
substrato, chamada de Potencial Extracelular Transcondutivo (PET), V;, que pode ser
mensurada com o uso de um transistor de efeito de campo. O inverso também é verdadeiro,

ou seja, um sinal aplicado aos terminais do transistor de efeito de campo ird gerar uma
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corrente de deslocamento através da camada de dioxido de silicio que, em conseqliéncia dessa
corrente, surge uma corrente ao longo da fenda, dando origem assim, entre a membrana e 0
substrato, a tensdo ¥}, que por sua vez, ira abrir os canais idnicos apropriados na membrana
celular, que ird desencadear os potenciais de acdo, excitando, assim, a fibra nervosa [2]. A

figura 2.3 [2] ilustra o processo.

a b
nevron neuron
membrane membrane ' ’ ‘ h i:': ' . ' '
silicon dioxide ‘ } { ‘ ‘ ‘ ' ‘ ‘ ‘ ‘ ; silicon dioxide
\_ﬁ:—_‘i-_/
silicon silicon

Fig. 2.3. Indicagdo da formagdo da tensdo V; na jungdo entre neurénio-substrato.

A altura da fenda, que é a separacdo entre a membrana celular e o substrato, € um

parametro fundamental da juncéo e é determinado experimentalmente [2].

2.2 — Dindmica da juncdo neurdnio-substrato

Quando uma célula nervosa esta firmemente acoplada a um transistor, é formada uma
juncéo entre a membrana celular e a porta desse transistor, na qual se desenvolve uma tensao
V;, como conseqléncia da excitagdo celular por meio de estimulos nervosos [4]. O estimulo
nervoso ocasiona disparos de acGes de potenciais que se propagam ao longo da fibra nervosa
originando um fluxo de corrente elétrica através da membrana celular para a juncdo. Essa
corrente se espalha na fenda que é formada na jungdo resultando, em consequéncia, 0
surgimento da tensdao V;, que depende das coordenadas espaciais x, y, do tempo t, do
estimulo neuronal, da geometria e das propriedades elétricas da jun¢éo neurénio-substrato [4].
Essa tensdo V; nada mais € que o Potencial Extracelular Transcondutivo (PET). Essa voltagem
excita o terminal de porta, que por sua vez, modula os terminais fonte-dreno do transistor
presente no substrato de silicio, podendo, assim, ser medida toda e qualquer atividade
neuronal de forma ndo-invasiva [2].

O conjunto de transistores empregados para captura dos impulsos nervosos sdo um
pouco diferentes do transistor (MOS) metal-oxide-semiconductor (FET) field-effect-

transistor. Esses transistores sdo chamados de (EOS) electrolyte-oxide-semiconductor (FET)
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field-effect-transistor em que o terminal metalico da porta é substituido por um eletrolito
condutivo. S&o os chamados transistores imidos [2].

A figura 2.4 [4] mostra 0 modelo matematico da jungdo neurdnio-substrato, com
elementos diferenciais, usado para a deducdo da equacao representativa do comportamento

dinamico da tenséo V;. Esse modelo € conhecido como sandwich cable [4].

| | | Viixy,t

VR
g.lM c.IM
Membrana -1 -1
Celular
I ey N R —"
 EE—
v, (xyt)
__c-'G —te. Didxido de Silicio L

Fig. 2.4. Modelo matematico representativo da dindmica da jungdo-substrato [4].

O significado dos parametros do modelo acima é: Vj, € a tensdo interna da membrana
celular, em unidade de tensdo; V; € a tensdo na juncdo, entre a membrana celular e o dioxido
de silicio, também em unidade de tensdo; ¢,y € a capacitancia especifica da membrana
celular, em unidade de capacitancia por unidade de area; c;; € a capacitancia especifica do
dioxido de silicio, em unidade de capacitancia por unidade de area; g, € a condutancia
especifica total da membrana, em unidade de condutancia por unidade de area; 1; € a
resisténcia laminar da fenda entre a membrana e o dioxido de silicio, em unidade de
resisténcia e V€ a tensdo de repouso da membrana, em unidade de tensao.

De acordo com [4], g;u , 77 € Vg sdo conforme abaixo:

g = Zg]iM' (2.1)

_ x g]iM Voi
9gm ’

Vi (2.2)
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= (2.3)

em que g}M representa a condutancia especifica para os ions do tipo i, isto é, ions de potassio,

célcio etc. V{ representa a tensdo de repouso da membrana celular de cada on i, p; representa
a condutividade laminar da juncédo e d é a distancia entre a membrana celular e o didxido de
silicio.

A equacdo diferencial que dita o comportamento dinamico da juncdo neurdnio-

semicondutor, cujo modelo matematico é representado pela figura 2.4, ¢, de acordo com [4]:

v 1 Wy
(C]M + C]G)W +guV) — V. ;VV} =M FrS + gu (Vi — V). (2.4)

Na figura 2.4 a regido em estudo € uma area. Logo, V; € funcdo de duas coordenadas

espaciais e uma temporal, x, y e t e que Vy € funcdo apenas do tempo possuindo

comportamento oscilante, (2.4) fica:

Vv (x,y,t) 1
(c]M + C]G)T +guV(x,y,t) — V. T—VV] (x,y,t)
! (2.5)
dVy (t)
=9mM T g; + guVu (D),

em que V; sendo constante, foi incorporado a Vy,(t), ou seja, Vy (t) = Vi — Vi.

Na juncdo, entre a membrana neuronal e a porta do transistor, toma-se uma area
circular de raio a, homogénea. Essa area sendo homogénea implica que gy, ¢, ¢ € 7
sejam constantes, pois ficam independentes das coordenadas espaciais [4]. Logo, (2.5) se

transforma em:

WV (x,y,t) 1_, dVy (t)
(em +cg) ————+guV; (x,y,t) —=VV(x,y,t) = cy + guVu(@®). (2.6)
Jt 7 dt
Em (2.6):
Cy = C]M;

Im = 9jm;
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e
Cc = C]G'
Multiplicando (2.6) por 1/gM, vem:
1 (CM + CG) OV} (x, v, t) Cu dVM(t)
——— V2V, (x,y,t) + +V(x,y,t) = — + V(). (2.7
gty 7 g ot Al armarTaalii
Sao definidos os seguintes parametros [4]:
1
2 _ .
r= gun’ (2.8)
cy +¢ce
T= ;
9m (2.9)
e
M
Ty — —.
M= (2.10)

O parametro A representa a constante de propagacao, em nimero de comprimento de
onda, T a constante de tempo da estrutura do modelo matematico da figura 2.4 e 7 a
constante de tempo de membrana celular.

Substituindo (2.8), (2.9) e (2.10) em (2.7):

v (x,y,t) dVy (t)
b AT AR _ M
5t +V o,y t) =1y It

-2V (x,y,t) + 1 + Vy (). (2.11)

A solucdo de (2.11) sera tratada no sistema de coordenadas cilindricas, pois a regido
na juncdo considerada é de uma area circular homogénea, de raio a. Assim, o operador

laplaciano, fica:

w=10(:0), L2 212
“ro\ar) T2 o0 (2.12)
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Devido a homogeneidade da area circular de raio a, implica que 352

v2_16< 6)
T rd Tar'

emque 0 <r<a.

Desenvolvendo (2.13), obtém-se:

V2=—|r—+—
r r6r2+6r

[ o2 @ _02+1a
S or?  ror
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= 0e (2.12) fica:

(2.13)

(2.14)

Em coordenadas cilindricas, a dependéncia espacial, neste caso, passa a ser apenas em

r [4]. Entdo:
Vi (x,y,t) =V, (r,t).
Substituindo (2.15) e (2.14) em (2.11), tém-se:

92 10V;(r,t) N vy (r,t) dvy (t)
T

2| — =
Gl A/ AU ar T =m—g

A equacdo (2.16) sera objeto de estudo nos capitulos subsequentes.

No Apéndice A, demonstra-se 0s passos para chegar-se a equagdo (2.11).

+ V().

(2.15)

(2.16)
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CAPITULO 3

SOLUCOES ANALITICAS NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Neste capitulo, a equacdo (2.16) serd resolvida analiticamente, através de dois
métodos, no dominio da freqiiéncia, usando a transformada de Fourier. A transformada de
Fourier, converte uma equacdo diferencial parcial linear com coeficientes constantes em uma
equacao diferencial ordinaria [5].

O primeiro método faz uso da linearidade da equacdo diferencial. Sua solucdo é obtida
através da soma entre as solucGes da equacdo homogénea e da equacdo particular. Usa-se 0
método dos coeficientes a determinar para a obtencdo da solucdo da equacéo particular.

O segundo método utiliza as funcdes de Green, que se constitui em uma ferramenta
bastante poderosa na solucdo de problemas fisicos descritos através de equacdes diferenciais
ndo homogéneas, pois, a partir da funcdo de Green, sujeitas a determinadas condigdes de
contorno, a solucéo do problema é imediata.

Para obterem-se as funcGes de Green, ha basicamente dois métodos: o método do
operador [11] em que as solucBes sdo construidas para regifes a esquerda e a direita da
localizagéo da fonte, resultando em duas fungbes de Green, uma para cada regido. A fungéo
de Green completa é o resultado da composicao das funcBes de Green de cada regido. O outro
método faz uso da expansdo modal, que expressa a funcdo de Green em termos de uma soma,
usando a superposicdo de autofuncbes validas para toda a regido de interesse [6]. O método
do operado ¢ o que sera empregado para a solucdo da equacdo (2.16).

No Apéndice B, é feita uma breve apresentacdo dos métodos de obtencdo das funcGes

de Green.
3.1 — Solucéo analitica no dominio da freqiiéncia — Metodo da superposicédo

Para obter-se a solucdo de (2.16), reproduzida aqui por conveniéncia, no dominio da

freqiéncia, aplica-se a transformada de Fourier em ambos os membros da referida equacé&o.

92 10V, (r,t) N v, (r,t) vy (t)
T

2=Vt +- V,(r,t) =
](r’)+r or Jt V) =1y dt

p +Ve().  (3.1)

A equacéo (3.1) satisfaz as seguintes condic¢Ges de contorno:



lim|V; (r, )] < oo;

V(a,t) = 0.

(3.2)

(3.3)
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A equacdo (3.2) representa a condicdo de que, no centro da juncéo, V; (r, t) possui um

valor finito, ja a equacéo (3.3), que na periferia da juncdo, o valor de V; (r, t) deve ser nulo.

Se V; (1, w) e Vi (w) forem, respectivamente, as transformadas de Fourier de V; (r,t) e

Vy (), aequacio (3.1) , fica, dividindo por —A2:

d*V,(r,w) 1dV(r,®) [jot+1 joty + 1
&z 7 ar _( A2 >V](r,w)——< A2 )VM(w)'

resultando em:

d*V, (r, ) N 1dV;(r, w)

dTZ T dT - )/(12)[/] (T, (l)) = _)/(AZ)M VM ((U),

em que:
)2 = 1+ jwr
w ).2 4
e
, _1t+jwty
oM 22 !

A equacdo (3.5) obedece as seguintes condigdes de contorno:

liiréh/}(r, a))| < 0;

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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V(a,w) = 0. (3.9)

A equacdo (3.5) é uma equacdo diferencial ordinéria de segunda ordem, cuja solucéo,
de acordo com a teoria das equagdes diferenciais, é dada pela soma entre a solucdo da
equacdo homogénea e a solucao da equacéo particular, ou seja:

Vi(rw) =V,(rw)+ V0 w). (3.10)

A equacao homogénea de (3.5) é:

v, (r,w) N 1dVy(r,w)
dr? r dr

Y2V, (r,w) = 0. (3.11)

A equacdo de Bessel modificada de ordem m tem a forma [5]:

ar? ' rdr

2 2
ﬂ+1df+<-ﬁ-’f—>f=o. (312)

Quando se compara (3.11) com (3.12), verifica-se que (3.11) € a equacdo de Bessel

modificada de ordem zero, cuja solucdo é da forma [5]:
Vh (T', (1)) = CIIO (Ya) T') + CZKO ()/a)r)' (313)
em que I, (y, 1) é a funcdo de Bessel modificada de primeira espécie e ordem zero e Ky (y,,1)

é a funcdo de Bessel modificada de segunda espécie e ordem zero.

Fazendo uso da equacéo (3.8), resulta que c, = 0. Assim, a equacdo (3.13), fica:
Vi (r, ) = ¢11p (¥, 7). (3.14)

A solucdo da particular é da forma:
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W (w) = KVy(w). (3.15)
Entdo:
V5K = ~V5, (3.16)
resultando para K:
K= @ (3.17)
Yo

Fazendo as substitui¢des, obtém-se:

2
Yo
Vi (r,w) = c1lo(yu 1) + —yé" Vi (). (3.18)

Aplicando a condicdo de contorno V; (a, w) = 0 em (3.18):

2
Y.
Vi(a,w) = c1lh(y,a) + %VM((‘)) =0,

w
resultando para c;:
2
VwM

€1 = —me(w)- (3.19)

Substituindo (3.19) em (3.18), resulta para V; (r, w):

2
Yo

V(r,w) = —

] v2

w

Il IO()/a)r

1l a)l Vi (@) (3.20)

A equacdo (3.20) é a solucdo da equacdo (3.5), no dominio da freqiiéncia, que é
idéntica a equacdo que consta na referéncia [4].
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3.2 — Solucéo analitica no dominio da freqliéncia — Método do operador

A equacdo a ser resolvida no dominio da freqliéncia no sistema de coordenadas

cilindricas, pelo método do operador, é a equacéo (3.5), reproduzida aqui por conveniéncia:

d*V; (r, w) N 14y (r, )

2 — 2
1+jwt 1tjwt
emque Y5 = —5—€ ¥4, =~

A equacdo 3.21 obedece as mesmas condi¢fes de contorno, representadas pelas
equacoes (3.8) e (3.9).

Reescrevendo (3.21) em outra formatacdo, conforme abaixo, obtém-se:

1Id < dV; (r, )
a7

1= — 2 _ 2
T dT‘ dr >l y{l) [/] (rﬂ (1)) )/a)M VM ((l)), (3'22)

em que:

)

é o operador de Sturm-Liouville.

De acordo com as diversas literaturas técnicas e em especial as [5] e [6], (3.22)
representa um problema de Sturm-Liouville de terceiro tipo, pois apesar do intervalo de
interesse ser finito, em r = 0, a equagéo (3.23) apresenta uma singularidade, sendo chamado,
portanto, de operador singular de Sturm-Liouville.

A solugéo de (3.22), no dominio do tempo € [6]:

v (r,t)
5 9(t/p,t) (3.24)

0,0 = [ £G.090e/p,t)0@dr + 0]
0

ag(r,t/p,ts) . a

)
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Aplicando a condi¢do de contorno (3.9) associado ao fato que p(r),—o = 0 e que

g(a, t/p,t,) = 0, aequacdo (3.24) se reduz a:

V(ot) = f Fr0g(rt/p, t)w()dr. (3.25)
0

Como se quer a resposta em freqliéncia, em termos de funcdo de transferéncia, toma-

se a transformada temporal de Fourier da equacéo (3.25), obtendo-se:

a

V(p,w) = j F(r, 0)G(r w/p, o )rdr, (3.26)
0

em que F(r,w) é a transformada de Fourier de f(r,t) e G(r,w/p,w,) € a transformada de

Fourier da funcéo de Green g(r,t/p, t,). F(r, w) é dada por:
F(r,w) = v, Vu (). (3.27)

Portanto, para se ter a solucdo da equacdo 3.21, basta achar a funcdo de Green
correspondente.

Na busca da funcdo de Green, deve-se resolver (3.22), de acordo com a equagdo
abaixo [5] e [6]:

0 —p)

! l d <r AUl — (3.28)

= — 42 —
r|dr dr )l YoV (r w)

No intervalo finito (0, a), p(r) = 0 em r = 0. Neste caso existe uma singularidade em
r = 0, pois neste ponto, p(r) se anula. Em r = a, € um ponto regular.

Devem-se classificar as singularidades considerando a equagdo homogénea associada
com (3.28) [6], ou seja:

1 d( av;(r, w)
r—

= _ 2 _
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comr # p.
Para tal classificacdo, faz-se uso do teorema de Weyl [6], que efetivamente divide as
singularidades em duas mutuamente excludentes, ou seja:
1. Circulo limite: todas as solugdes V; estdo em L, (a, b) paratodo y,; €
2. Ponto limite: A existéncia das solucdes estarem em £, (a, b) depende de:
a. SeIm(y,) # 0, existe exatamente uma solugao V; em L, (a, b); e
b. Se Im(y,) = 0, ambas ou nenhuma solugéo V; esta em L, (a, b).
A equacdo (3.29) aceita duas solucbes linearmente independente, quando y, = 0.

Essas solucdes séo:

Va(ro) = 1; (3.30)

Vi2(r,w) =Inr. (3.31)

Apesar de (3.31) ser singular em r = 0, tanto (3.30) como (3.31) sdo absolutamente
integraveis quadraticamente sobre o intervalo (0,a) o que implica que quaisquer outras
solugbes, V;1(r,w) e V;,(r,w), quando y, # 0, estejam em L,(a,b). Assim, no caso de
(3.29), a singularidade envolvida é do tipo circulo limite.

A equacdo (3.29) € a equacdo de Bessel modificada de ordem zero. Tal equacdo
admite como solucdo a combinagéo linear das funcdes de Bessel modificada de primeira

espécie e ordem zero, I, (y,, 1), com a de segunda espécie e ordem zero, K, (y,, 7). Entdo:

AIO(er) + BKO(er) r<p
G(r, w/p, Wy) = ) (3.32)
CIO()/wr) + DKO(Vwr) r>p

em que A,B,CeD em (3.32) sdo constantes a determinar em funcdo das condices de
contorno no intervalo 0 < r < a e das condic¢des de continuidade e salto, em r = p [6].

As duas condigdes de contorno séo dadas por:

lim|G (r, w/p, wa)| < o0; (3.33)



31

G(a,w/p,w,) = 0. (3.34)

A aplicacdo de (3.33) em (3.32) implica necessariamente que B = 0. Fazendo uso de

(3.34) também em (3.32), obtém-se a seguinte expressdo para D, dada abaixo:

IO (yw a)
= — _ (3.35)
KO (yw Cl)
Substituindo (3.35) juntamente com B = 0 em (3.32), tém-se:
AIO(er) r<p
G(r,w / D, ) = - _ (3.36)
Clly(yor) — mKo()’wT)] r>p

Aplicando as condigdes de continuidade e salto em r = p em (3.36), obtém-se o

seguinte sistema de equagdes:

i
Aly(y,p) = C IIO(Vw,D) - K?o (();“’C;)) KO(pr)] = 0; (3.37)
e
~YoAly(up) +7, Cll'(y p)—M Ko(y p)l — 3.38
w (VAN 4] w (VAN 4] KO(ywa) (VAN £7) ,0' ( )

em que Iy(y,p) e Ky(v,p) representam as derivadas primeiras de I(y,7) e Ky(y,7r) em
r = p respectivamente.

Resolvendo (3.37) e (3.38), simultaneamente e fazendo uso da identidade [7]:

, , 1
Iy Vo P)Ko Vo p) — lo (Yo P) Ko (Y p) = s (3.39)
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obtém-se para A e C:

4 = DK op) = L (op)Ko (o ®

ly(voa) ’ (3.40)
€
C=— IO(VwP)KO(ywa)
- (o) (341)

A equacdo (3.39) representa o wronskiano das solucgdes I(y,7) e Ky(y,7). Como
(3.39) é diferente de zero, significa dizer que as solugdes sdo linearmente independentes,
constituindo, dessa forma, duas solucdes para (3.36).

Substituindo as equacgdes (3.40) e (3.41) na equacdo (3.36), obtém-se assim, para a

funcdo de Green:

Io(yow @)Ko (Yo p)—Io(Vwp)Ko(Yw @)

[ IO(Vwa) ] IO (Yw r) r < p (3 42)
6(r,0 [ pw) = N

ToWe A)KoWer)—Io Ve r)Ko(Ywa)

[ Io(Yw @) ]IO(VQ),D) r >,D

Fazendo-se a permuta entre r e p, mostra-se que G (r, w/p, w,) é simétrica, pois:
G(p,w/1,05) = G(r,w/p, wy). (3.43)
Substituindo (3.42) e (3.27) em (3.26):
Vi (p, w)

p
_ (.2 10 (Yo DKo (Vo P) — To (Vo P) Ko (Ve
Of V@) | P

a)
b

+ f VaZ)M VM (w) _IO (Vw a)KO (ler;))(; 2))(]/(» r)KO ()/w a)
p | w

] Iy(yo,p)rdr.
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Como a funcéo de transferéncia de (3.44) é dada por:

Vi (p, w)
Vu(w) '’

Hg(p, w) = (3.45)

entdo, fazendo-se a troca de variaveis entre p e r em (3.44) e (3.45) e colocando (3.44) no

formato da equacdo (3.45), tem-se que:

r

2
Yo
Ho (1, 0) = s o (ra Ko (o) = o1 )Ko (o)) | lorop)pdp
@ 0
a (3.46)
+ (Yo Do (Vo) f Ko(vop)pdp
- Koru@o ) [ lo(ropdpdp)
De [7], tém-se as seguintes relaces:
d a
(E) 271, (2)] = 2" 1, _(2); (3.47)
(5]
d \* ~
() K@ = (D™ 2" (). (348)
zdz
Seem (3.47) e (3.48) « = 1 e m = 1, obtém-se para as integrais em (3.46):
A I
[ toraprpdp =" 1or), (3.49)
/ Yo
: I I
f (v p)pdp == 1](2/“’“) - - liy“r); (3.50)

r



a

f Ko(yo,p)pdp =

r

rKi(vor)  aKi(r,a) (3.51)
Yo Yo .

Substituindo (3.49), (3.50) e (3.51) em (3.46), resulta:

2

Hg (rw) = [TIO(V(,U a) [IO(ya)r)Kl (ya)r) + KO(ywr)Il(ywr)]

Yolo(Vwa) (3.52)
- aIO(ywr) [IO(V(» a)Kl (ya) a) + KO (ya) a)ll (ya) a)]] .

A equacdo (3.52) representa a solucdo de (3.21), no dominio da frequéncia.

34
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CAPITULO 4
RESULTADOQOS OBTIDOS

Neste capitulo, faz-se a andlise das solucdes da equacdo diferencial (2.16), obtida no
capitulo 3.

4.1 — Comparacdo entre os dois métodos

As solugdes apresentadas para a equacéo diferencial (2.16) séo:

H(r,w) =

2
You ll Iy (Voﬂ”)l ; 4.1)

2 |7 Ih(rea)

w

2

He(r,w) = [ 710 (Ve @) [To Vo K1 (Vo) + Ko o) (V)]

Yolo(Voa) (4.2)
- aIO(ywr) [IO(ya) a)Kl (ya) a) + KO (ya) a)Il (ya) a)]] '

A funcdo de transferéncia é dada por:

Vi (r, w)
Vu(w) '

H(r,w) = H;(r,w) = (4.3)

Apesar das equagOes (4.1) e (4.2) aparentemente ndo serem semelhantes, elas séo
equivalentes entre si, como sera mostrado a segulir.

Para (4.1) e (4.2) serem equivalentes, elas devem apresentar os mesmos resultados,
tanto em amplitude quanto em deslocamento de fase, dentro da jungédo de raio a, em estudo,
para toda e qualquer frequéncia do espectro de interesse. Dessa forma, estuda-se o
comportamento dessas equacdes para freqliéncias tendendo ao infinito, tendendo a zero e para

as demais freqiiéncias, faz-se uso da andlise gréfica.

4.1.1 — Andlise quando a frequéncia tende a zero
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No limite da freqiiéncia tendendo a zero, y2 e yf,M converge para:

) 1
Yoy = ﬁi 4.9
e
2 1
Yo =52 (4.5)

que quando substituidas em (4.1), resulta em [4]:

hh(3)

Hr w)jp-0 =|1— . (%) . (4.6)
Fazendo a substituicdo de (4.4) e (4.5) em (4.2):
Ao = 10 () () 160 (51 ()
4.7

_all(3) (Ve (D a ke (B (8
Bl G )

Na equacdo (4.7), o termo %[10 (%)Kl (%)+KO (%)11 (%)]zl bem como a

expressao %[10 G) K, G) + K, G) I G)] = 1, para todo valor de 0 < r < a. Dessa forma,

(4.7) reduz-se a:

v(3)
o @) -

H(;(T', w)la)—»O =1-

0 que resulta na igualdade entre (4.8) e (4.6), para frequiéncias bem préximas de zero.
As equacdes (4.6) e (4.8) sdo reais, pois seus modulos dependem unicamente dos

valores resistivos, tanto da membrana celular quanto da resisténcia laminar, conforme modelo



37

apresentado na fig. 2.4, e ndo apresentam defasagem. Isto significa que, para baixas
frequéncias, a membrana celular apresenta comportamento puramente resistivo, haja vista
que, o efeito capacitivo da membrana é desprezivel.

A figura a seguir, mostra o comportamento da funcdo de transferéncia para baixas

freqUéncias, para posic¢Oes dentro da juncdo, variando desde o centro até a periferia.

Figura 5.1 - M6dulo de H(jW) versus frequéncia

0.025
4 um
0.02
0.015
= 7 um
2
Rl
T
0011 g um
0.005 2 MM
10 um
0 n
10" 10°

f (Hz)

Fig. 5.1.a— Modulo da funcéo de transferéncia para baixas frequéncias.
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Figura 5.1 - Fase de H(jW) versus frequéncia

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002
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-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01*- .
10 10
f (Hz)

Fig. 5.1.b — Fase da funcéo de transferéncia para baixas freqiiéncias.
4.1.2 — Anélise quando a freqliéncia tende ao infinito
No estudo das equacdes (4.1) e (4.2) no limite da fregiiéncia tendendo ao infinito, faz-

se uso das formulas assintdticas das fungBes de Bessel modificada de primeira e segunda

espécie, dadas por [9]:

1
I,(x) = \/z_ﬂex; (4.9)

K,(x) = J;lxe_x. (4.10)

Substituindo (4.9) em (4.1), obtém-se:
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2
Y. a .
H(T, 0) o0 = — [1 —\/;eyw(r “)l. (4.11)

12

Como r, no limite, € sempre menor que a, mais tdo préximo de a quanto se queira

fazer, entfio e’ "~ = 0, pois y,, é muito grande. Assim, (4.11) se transforma em:

_yaz,M_l‘l'](l)TM

H S0 = = - ;
ADM 2 = Tt (4.12)
que quando w — oo, resulta para (4.12):
Cu
H ) S0 — A A

Substituindo (4.9) e (4.10) em (4.2), obtém-se:

Y5 a?
Ho (1, 0) o = —ar |1 = |—etoT=a)|) (4.14)
12 r

resultando para (4.14):

_Cu (4.15)
Cu +C;

He (1, 0))ps0 =
gue como ja esperado, mostra a igualdade entre (4.15) e (4.13).

O resultado acima mostra que, tanto 0 médulo de (4.13) quanto de (4.15) independem
da posicdo dentro da jungdo, bem como o seu valor depende apenas dos valores das
capacitancias especificas da membrana celular e da do didxido de silicio [4]. O efeito da
resisténcia especifica da membrana celular e da resisténcia laminar, sdo despreziveis em altas
frequiéncias.

Substituindo os valores de C,; e C; em (4.13) ou (4.15), obtém-se:

Hg (1, ) |w = 0,9434, (4.16)
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que € o valor para onde H (7, ®)|,-w € Hg (1, @)|»-0 CONVergirdo para altas freqiéncias.

4.1.3 — Anélise em medias frequéncias

Fazer analise em médias freqliéncias das equacfes (4.1) e (4.2) é muito complicado.
Assim, a analise feita seré gréfica.

Pode-se ver na figura 5.2, que quando a freqiéncia tende ao infinito, tanto
H(r, w)|»-0 quanto H; (7, w)|, e, CONVergem para (4.15) ratificando o fato que os modulos
de (4.13) e (4.15) independem da posicao dentro da juncdo, mas apresentam defasagens, que
aumentam, a medida que se vai afastando do centro em direcdo a periferia da juncdo, onde
ocorre a maxima defasagem, com um valor em torno de 45°.

A figura 5.2 mostra o grafico de (4.1), obtida no capitulo 3.

Médulo de H(jW) versus frequéncia

1.2

0 um

0.8

0.6

[HGW)I

0.4

0.2

10 pm

10° 10° 10" 10°
f (Hz)

Fig. 5.2.a — M6dulo da funcdo de transferéncia de (4.1).
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Fase de H(jW) versus frequéncia

90
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¢ H({W) em graus

Fig. 5.2.b — Fase da funcéo de transferéncia de (4.1).

Na figura 5.2, também se observa o comportamento em baixas frequéncias,
confirmando, da mesma forma, a conclusdao anterior de que seus modulos dependem
unicamente dos valores resistivos do modelo matematico da juncdo, e ndo apresentando,
portanto, defasagens.

Observa-se, também, nessa figura, a presenca de um efeito ressonante, cuja freqiiéncia
de ressonancia é funcdo da posicao dentro da juncdo. Essa frequéncia de ressonancia é menor
no centro da jungdo e méxima na periferia da mesma. Em compensacdo, as amplitudes nas
freqiiéncias de ressonancias sdo maximas no centro da jungdo e vdo diminuindo a medida que
se caminha em direcéo da periferia.

Os graficos de (4.2), objeto de estudo no capitulo 3, sdo exatamente 0s mesmos, para
baixa, média e alta freqliéncia, dos apresentados na figura 5.2, motivo pelo qual ndo séo

reproduzidos aqui.



42

CONCLUSAO

Com base no exposto, pode-se afirmar que a juncdo formada entre a célula nervosa e o
semicondutor forma um condutor planar com nucleo e dupla capa [10]. O ndcleo é formado
pelo liquido extracelular, sendo uma das capas composta pela membrana celular e a outra,
pelo didxido de silicio do transistor de efeito de campo. Essas capas isolam o nucleo do
liquido intracelular e do canal do transistor.

A atividade neuronal, representada por V), origina uma corrente através da membrana
celular, gque é composta por uma corrente iénica e outra de deslocamento. Essa corrente ao se
deslocar pelo nlcleo do condutor planar causa o aparecimento de uma tenséo perfilar V; [10],
que pode ser medida nos terminais do transistor de efeito de campo. Essa tensdo depende de
caracteristicas tais como, do estimulo neuronal, da geometria e das propriedades elétricas da
juncéo [1].

No estudo do comportamento dindmico da juncdo, foi utilizado como modelo
matematico na representacdo de tal comportamento, 0 modelo de contacto de area, cuja
representacdo matematica € através de uma equacdo diferencial linear parcial de segunda
ordem e coeficientes constantes.

Essa equagdo foi solucionada em coordenadas cilindricas usando-se para tal, a solugdo
analitica através do método da superposicdo e das funcdes de Green. As solucBes sdo em
forma de funcgdes de transferéncias.

Em baixas e altas freqiéncias o estudo foi analitico, usando-se para isso, as
aproximacdes assintoticas. JA& em médias frequéncias, optou-se pelo estudo grafico ao
analitico, devido a sua simplicidade.

Comparando-se os resultados obtidos pelos dois métodos, para baixas, médias e altas
frequéncias, verificou-se perfeita compatibilidade entre os dois, apesar de, aparentemente, as
equac0es resultantes serem completamente diferentes.

Na andlise das solu¢gdes no dominio do tempo da equagdo 2.16 também se obteve
resultados semelhantes, conforme se pode verificar em [12].

A solucdo obtida pelo método da superposicdo d& um resultado analitico bem mais
simples que o método que utiliza as fungdes de Green. Porem, a grande vantagem do altimo
método € que, uma vez encontrada a funcdo de Green, a solucdo € imediata, 0 que ja ndo
ocorre pelo primeiro método, pois depende do tipo da excitacdo para se achar a solucdo

particular, o que as vezes é uma tarefa bastante dificil.
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SUGESTOES PARA ESTUDOS FUTUROS

Para o futuro, pretende-se realizar estudos sobre a influéncia das dimensdes do canal
do transistor de efeito de campo. O comprimento e a largura desse canal sdo fatores
determinantes no tipo de sinal medido entre os terminais de fonte e dreno do transistor.

Outro fator importante de estudo sdo as influéncias das nao linearidades dos canais de
sodio e potéssio, bem como da membrana celular, no modelo matematico representativo da
juncéo neurdnio-semicondutor.
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APENDICE A

Neste apéndice, faz-se a seguir, a deducdo matematica da equacao (2.16).

H4, basicamente, dois modelos para o estudo da juncdo formada entre a membrana
celular e os semicondutores de silicio: 0 modelo contacto de ponta e 0 modelo contacto de
area [2]. Neste estudo, considera-se 0 modelo contacto de area [8]. Neste modelo, considera-
se que os contactos sdo formados por pequenas superficies circulares. Dessa forma, os valores
dos componentes de circuitos sdo dados em termos de valores especificos.

Na figura A.1, é redesenhada uma parte da figura 2.4, que representa um elemento do

modelo contacto de area para um modelo alternado.

Membrana Celular

_I_ Diéxido de Silicio ™ |
VG CG

Fig. A1 — Modelo contacto de &rea.

Na figura acima, tém-se que:
e () representa a capacitancia especifica da membrana celular, em unidades de
F/cm?;
e R, representa a resisténcia especifica da membrana celular, em unidades de

Q/cm?;
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e R, representa a resisténcia laminar formada entre a membrana celular e o
semicondutor, em unidades de resisténcia ( );

e (. representa a capacitancia especifica do dioxido de silicio do semicondutor,
em unidades de F /cm?;

e 1/, representa a tensdo no interior da membrana celular em relagdo a Vg, em
unidades de tensao (V). V, incorporou Vp;

e I, representa a tensdo na juncdo formada entre a membrana celular e o
semicondutor, em unidades de tenséo (V);

e V. representa a tensdo do substrato de silicio em relagdo a V;, em unidades de
tensdo (V); e

eV representa a tensdo do liquido extracelular, em unidades de tensdo (V).

Na figura A1, aplica-se no né V; a lei nodal de Kirchhoff resultando:

a(V, =V a(v, =V, vV, =V, vV, =V,
- (]atM)+CG (]at G)_I_]r M_I_]TE:
M ]

0. (A1)

Em (A.1), c), representa a capacitdncia da membrana celular, ¢, a capacitancia do
diéxido de silicio, r,; a resisténcia da membrana celular e demais grandezas, conforme
definido acima.

Desenvolvendo (A.1) e levando em consideracao que Vy; = V; = 0, tém-se:

aV] V] V] aVy Vy
(CM+Cg)¥+a+E—CMW a

(A2)
O modelo contacto de area descreve a corrente em cada elemento de area na juncao
[8]. Entdo, se na equacdo acima dividir-se ambos os membros pela area de cada elemento,

representada aqui por a,,, = wa?, onde a é o raio da area de cada elemento, (A.2) fica:

7 Vi

oy
(Cu + CG)E +guV; +

] Aelem
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Em (A.3), os valores de Cy, C; e gy estdo em termos de valores especificos de

capacitancia e condutancia.

Sabe-se que —— = —V? %V]. Entéo:
]

QAelem

vy,

av; 12
(Cy + CG)W"’ gnV; —r—]V Vi =Cu— -+ guVu, (A.4)

Pois a.., € suficientemente pequeno para ser considerado homogeéneo, 7; deixa, desse modo,
de fazer parte do laplaciano.

Dividindo-se (A.4) por gy, obtém-se a equagdo 2.11. A equacdo 2.16 é a equagéo 2.11

em coordenadas cilindricas.
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APENDICE B

A sequir, breve descricdo dos métodos de obtencdo das fungdes de Green, para 0 caso
em que o operador de Sturm-Liouville [6] é regular.

B1 — Método do operador

Esse método sera descrito através da solucdo de um problema para uma regiao finita,
0 < x < a, e com condig¢des de contorno homogéneas, y(0) = y(a) = 0.

Seja a seguinte equacgdo diferencial ndo-homogénea com condi¢Ges de contorno
y(0) = y(a) = 0.

dZ
d_x}zl + k?y = —f(x). (B.1)

O primeiro passo na solucdo do problema é a obtencdo da funcéo de Green, conforme
procedimento abaixo:

1) Resolve-se a equacdo diferencial homogénea, B.2, parax < éex > & emque & é

a posicdo da fonte. O resultado contém quatro coeficientes que devem ser

determinados;

dZ
—i’l(;/ D 4 k2g(xse) =0, (82)

2) Aplicam-se as duas condi¢des de contorno que resulta na determinacédo de dois dos
quatro coeficientes; e
3) Aplica-se a condigdo de continuidade e salto para a determinacdo dos outros dois

coeficientes.

g(%)=g<§>; (B.3a)
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dg(§*/§) dg€ /9 _ 1 (B.3b)

dx dx  p()

As equacdes B.3a e B.3b representam as condi¢des de continuidade e salto
respectivamente.
O segundo passo é a obtengdo da solucdo geral da equacdo ndo-homogénea, que é

obtida pela equacéo abaixo:

a

() = f FG)g(/)dx. (B.4)

0

Os passos descritos acima serdo exemplificados através do seguinte problema: Seja a

seguinte equacéo diferencial no intervalo x € (0, a):

d®y(x)

S+ k() = —f (), (B:5)

com as seguintes condicGes de contorno:

y(0) =y(a) = 0. (B.6)
Reescrevendo a equacdo (B.5) em termos do operador de Sturm-Liouville [5],

encontram-se os valores para p(x) =1, q(x) =0, r(x) =1 e 2 = k%. A equacio (B.5) se

transforma em;

d [d
T [d—z] + Ay = —f(x). (B.7)

Para a determinacdo da funcdo de Green, reescreve-se (B.7) substituindo y(x) e f(x)

por g(x/&) e pela funcéo impulso, § (x — &), respectivamente. Dessa forma:



%[dg((;/f)] t g (g) = —8(x — ).

(B.8)

49

A equacdo (B.8) deve satisfazer as mesmas condic¢bes de contorno, ou seja: g(0/¢) =

g(a/§) =0.

Resolvendo para a equacdo homogénea, (B.8) fica:

d’g(x/$)
T'F Ag(x/&) = 0.
cuja solucdo é da forma:
X Acoskx + Bsenkx , x<é&
g (E) = { .
Ccosk(a — x) + Dsenk(a — x), x> ¢

e salto:

Aplicando as condigdes de contorno em (B.10), encontra-se A = C = 0.

Entao:

{Bsenkx , x<é&

¢ Dsenk(a — x), x> &

Em seguida aplica-se na equacéo (B.11), a condic¢ao de continuidade,

Bsenké = Dsenk(a — &)

—Dkcosk(a — &) — Bkcosk(a — &) = —1.
Das duas equacdes acima, obtém-se para B e D, 0s seguintes resultados:

_senk(a—§)
~ ksenka

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)
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senké

= B.15
ksenka’ (B.15)
Resultando para a funcéo de Green:
k —
(seria=s) (@=2) senkx x<é&
x ksenka
g <_) _ ! . (B.16)
§ | senké k( S
kksenka senk(a — x), x>
A equacéo (B.16) é simétrica, pois g(x/¢&) = g(&/x).
Resultando como solucéo final para (B.5):
: X
y© = [ reon(§)x ®.17)
0

Na equacdo (B.17) aparece h(x /&) que é a funcdo adjunta de Green [5]. Essa funcdo é
obtida diretamente da funcdo de Green, equacédo (B.16), bastando substituir x por & e & por x
[5]. Entéo:

hGe/E) = 9 /0) = g (3) (8.1

Substituindo (B.18) na equacdo (B.17), tem-se:

y(§) = Of fx)g (g) dx ; (B.19)



o1

£
y(&) = ff(x)w
0

kxd +f()senkSc k(a —x)d B.20
senka senkxdx fx ksenkasen a—x)dx. (B.20)

Fazendo o intercambio entre & e x, tem-se a solucdo final para o problema apresentado
a titulo de exemplo:

k —
y(x) = j f(f)M

—a senk&ds + jf(f) senk(a —§)d¢. (B.21)

Na figura B.1, tem-se o grafico da funcdo de Green em funcéo de x/a e de ¢/a, com
ka = 10.

Funcéo de Green

g(x/csi)

0.4
csila 0 o

x/a

Fig. B.1 — Funcdo de Green como fungdo de x e €

Na figura B.1, pode-se observar que as condi¢fes de contorno estdo atendidas, bem
como a condicdo de salto ou descontinuidade das derivadas a esquerda e a direita quando

x =¢.
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B.2 — Método da expansdo modal [4] [5]

Esse método serd descrito através da solucdo da equacdo (B.1), repetida aqui por

conveniéncia:

dy
T3 HKy =—f(), (B.22)
e mesmas condicdes de contorno: y(0) = y(a) = 0.

A funcéo de Green correspondente, g(x/¢), deve satisfazer a equacédo (B.23):

d?g(x/§) Xy
+k2g (g) = —6(x—9), (8.23)

dx?

que também obedecem as mesmas condicdes de contorno g(0/¢) = g(a/¢é) = 0.

A diferenca desse método em relacdo ao anterior, é que ao invés de resolver (B.23) em
relacdo a homogénea, elege-se uma solugdo em forma de uma série em termos de
autofuncdes. Essas autofuncdes, ¢,,, devem satisfazer a seguinte equacdo que esta associada
ao problema regular de Sturm-Liouville [5,6], ou seja:

d [ d"’"] + A =0 B.24
Devido as condicBes de contorno homogéneas, expande-se tanto g(x/&) como

6 (x — &) da equacdo (B.23) em série de Fourier de senos. Assim, tem-se para g(x/¢):

g @ = Z Yo (E)sen (?) (B.25)
n=1
eparad(x — &)
S(x—§&) = i a, (&)sen (%) (B.26)

n=1



Nas equacoes (B.25) e (B.26), as autofuncdes séo representadas por:

¢ (x) = sen(4,x), (B.27)

e os autovalores por.

1, == (B.28)

pois (B.25) e (B.26) satisfazem (B.24), comn =1,2,3, ...
Substituindo as equacdes (B.25) e (B.26) na equacéo (B.23), tem-se:

[ee]

- ;%2 T+ 12 Z (@lsen(52) = = ) au@sen(=—).  (B29)

n=1
De (B.26), encontra-se:

@, (§) = —sen (mf> (B.30)

Substituindo (B.30) em (B.29), tem-se:

[0¢]

[z(—)zyn(€)+k22n(€) Isen (=) i; n()sen (25). - @31

n_

A equacdo (B.31) é valida para qualquer x e n, podendo-se fazer a seguinte
simplificacéo, conforme abaixo:

2
@) + k3 @) = —2sen (") (.32

Resultando para y,, (¢):

2 sen(P%)
() = E(%”)z—ilkz' (B.33)
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A funcdo de Green ¢, portanto:

o né nmx
2 <o sen(t> 7)sen ( )
g(x/8) =~ Z (_)2 (B.34)
n=1
Como g(x/&) é simétrica, tem-se como solucdo da equagao (B.22):
2 en(—%se (—)
Y@= [ ro— o (8.35)
0
ou
psen() b
y(x) == (”_”)2—_k2 Of £(€) sen (T) de. (B.36)
a

Na figura B.2, tem-se o gréfico da funcdo de Green, obtida através da

solucdo modal, em funcédo de x/a e de ¢/a, com ka = 10.
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Funcao de Green - Modal

0.2,
0.1-]
8 o.
2
(2]
0.1+
0.2 -
1
1
0.4
csila 0 o0 x/a
Fig. B.2 — Funcéo de Green-Modal como fungéo de x e €.
Abaixo, um resumo do método:
Deseja-se resolver a equacéo diferencial:
Ly(x) = —f(x), (B.37)

com condicBes de contorno By(x) = 0 ao longo do contorno. L é o operador diferencial regular

de Sturm-Liouville:

_ d d
L=— ||+ la@ + 1, (8.38)

e B € o operador da condi¢éo de contorno, dado por:

d
a1+a2a, emx=a

B= , (B.39)

d
kﬁl-i-ﬁza, emx=>b
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Procura-se uma funcédo de Green g(x/¢), que satisfaca:

Lg(x/§) = =6(x=&) e Bg(x/§) =0. (B.40)

Para achar a fungé@o de Green, usa-se o conjunto de autofungdes ¢,, (x) associado com

o0 problema de Sturm-Liouville:

d de,
a[p(x) d(i ] + [q(x) + Ar(x)]¢, =0, (B.41)

em que ¢, (x) satisfaz as mesmas condi¢Bes de contorno que y(x). Se a funcdo de Green
existir e se 0 conjunto {¢,,} for completo, entdo se pode representar g(x/¢) por uma serie, na

forma:

9/ = ) 1O (B842)
n=1

Aplicando o operado L na equacéo (B.42), obtém-se:

LG/ = ) @Len() = ) m@A =100, () = =8 =9.  (B4I)
n=1 n=1

Na equacdo (B.43), A1 é diferente do autovalor A,. Resolvendo a equagdo (B.43),

obtém-se para y,, (x):

() = Zln(_%' (B.44)

que resulta para g(x/¢):

oG/ =y 28 o, (8.45)
n=1 "
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A equacdo (B.45) permite que se escreva a funcdo de Green, de forma imediata, se 0s

autovalores e consequientemente as autofuncdes sdo conhecidas.
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APENDICE C

A seguir apresentam-se 0s coOdigos dos programas utilizados para fornecer 0s
resultados descritos neste trabalho.
Utiliza-se da linguagem de programacéo

simulacdes.
(i) Programa que retorna o grafico da fig. B.1 do Apéndice B:

clear all

clc

disp(‘Inicio de execucdo...")

a=1;

k =10;

k1 =Kl/a;

%Passo do incremento

inc = 1/100;

%Incrementa as linhas das matrizes do meshgrid

x =0:inc:1;

%Incrementa as colunas das matrizes do meshgrid

ksi=0:inc:1;

[X,Ksi]=meshgrid(x,ksi);

for lin=1:length(x)

for col=1:length(ksi)
if X(lin,col)<=Ksi(lin,col)
g(lin,col)=sin(k*X(lin,col)/a)*sin(k*(1-Ksi(lin,col)/a))/(k1*sin(k));
end
if X(lin,col)>Ksi(lin,col)
g(lin,col)=(sin(k*(Ksi(lin,col)/a)))*sin(k*(1-X(lin,col)/a))/(k1*sin(Kk));
end
end
end

% Grafico
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figure(1);
surf(X,Ksi,g);
mesh(X,Ksi,g);
colormap('default’);
title('Funcao de Green')
xlabel('x/a")
ylabel(‘csi/a’)
zlabel('g(x/csi)")

(if) Programa que retorna o grafico da fig. B.2 do Apéndice B:

clear all

clc

%ATENCAO: Este processamento é bastante demorado devido ao loop que implementa a
somatoria.

disp(‘Inicio de execucdo...")

%Definindo a resolugéo

a=1;
%Definindo o incremento
inc = 1/100;

%Incremento das linhas das matrizes do meshgrid
x=0:inc:1;
%Incremento das colunas das matrizes do meshgrid
ksi=0:inc:1;
X,Ksi]=meshgrid(x,ksi);
%Valor méximo de n
nmax=150;
for lin=1:length(x)
for col=1:length(ksi)
%Implementa os termos do somatorio
for n=1:nmax;
%k*a =10
k = 10/a;
s(1,n)=(sin(n*pi*Ksi(lin,col)/a)*sin((n*pi*X(lin,col))/a))/(((n*pi/a)"2)-k"2);
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end

%Implementa os termos do somatdrio gerados para cada X e Ksi
g(lin,col)=(2/a)*sum(s);

end

end

%Gréfico de "g" como uma soma de autofungdes

figure(1);

surf(X,Ksi,g);

mesh(X,Ksi,g);

colormap('default’);

title('Funcéo de Green - Modal')

xlabel('x/a")

ylabel('csi/a’)

zlabel('g(x/csi)")

(iii) Programa que retorna o gréafico da figura 5.1 — equacéo (5.8):

%Plotagem do grafico da funcédo de transferéncia para baixas freqiiéncias
%- capitulo 5 - figura 5.1.
clear all

clc

%Entrada valores dos parametros.

a = 10*1e-6; %Unidade em metros.

CJM = 5e-6; %Unidade em Farads/centimetro quadrado.
gJM = 0.1e-3; %Unidade em Siemens/centimetro quadrado.
CJG =0.3e-6; %Unidade em Farads/centimetro quadrado.
rJ = 1e9; %Unidade em Ohms.

%Calculo parametros auxiliares.
tau = (CIM + CJG)/gIM; %Constante de tempo da juncé@o. Unidade em segundos.
taum = CIM/gJM; %Constante de tempo da membrana. Unidade em segundos.

lambda2 = 1/(gJM*rJ)*1e-4; %N0umero de onda ao quadrado. Unidade em 1/metros quadrado.



%Escala logaritmica no eixo da freqtiéncia
K1 =200;
f = logspace(-1,0,K1);

%Criacédo do vetor R
R=1e-6*[01234567899.9999];

forr=1:1:11
fork =1:1:K1

format long

ION = besseli(0,R(r)/(sgrt(lambda2)));
IOD = besseli(0,a/(sqrt(lambda2)));

%0Dbtencédo da funcao de transferéncia H
H = (1-ION/IOD);
%Obtencdo da parte real e imaginaria de H
RH = real(H);
IH = imag(H);
%Obtencdo do modulo e fase de H
MH(r,k) = sqrt(RH"2 + IH"2);
FH(r,k) = atan(IH/RH)*180/pi;

end

end

%Plotagem do médulo

figure(1)

semilogx(f,MH, LineWidth',1.5),grid

title(Figura 5.1 - Modulo de H(jW) versus frequéncia’);
xlabel('f (Hz));

ylabel([H(GW)[);

ylim([-0.001 0.025]);

xlim([0.1 1]);
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%Plotagem da fase

figure(2)

semilogx(f,FH, LineWidth',1.5),grid

title(Figura 5.1 - Fase de H(jW) versus frequéncia’);
xlabel('f (Hz)");

ylabel("\phi H(jW) em graus");

ylim([-0.01 0.01]);

xlim([0.1 1]);

(iv) Programa que retorna o grafico da equacdo obtida no capitulo 3 — equacéo (3.20):

%Plotagem do grafico da solucdo da equacdo diferencial obtida analiticamente - capitulo 3 -
equacéo 3.20.

%A solucdo esta sob a forma de uma funcéo de transferéncia - Hj(r,w).

clear all
clc

%Entrada valores dos parametros.

a = 10*1e-6; %Unidade em metros.

CJM = 5e-6; %Unidade em Farads/centimetro quadrado.
gJM = 0.1e-3; %Unidade em Siemens/centimetro quadrado.
CJG =0.3e-6; %Unidade em Farads/centimetro quadrado.
rJ = 1e9; %Unidade em Ohms.

%Calculo parametros auxiliares.

tau = (CIJM + CJG)/gIM; %Constante de tempo da juncao. Unidade em segundos.
taum = CIM/gJM; %Constante de tempo da membrana. Unidade em segundos.
lambda2 = 1/(gJM*rJ)*1e-4; %Numero de onda ao quadrado. Unidade em 1/metros

%quadrado.

%Escala logaritmica no eixo da freqtiéncia
K1 =200;
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f = logspace(-1,6,K1);

%Criacao do vetor R
R=1e-6*[01234567899.9999];
forr=1:1:11

fork =1:1:K1

%A equacdo a ser calculada é:H = (gamam2/gama2)*(1-10N/IOD).
%ION e 10D séo as fungdes de bessel modificada de ordem zero e primeira espécie.
%gamam?2 = 1 + j*2*pi*f*taum e gama2 = 1 + j*2*pi*f*tau.

format long
gama2 = (1 + j*2*pi*f(k)*tau)/lambda2;
gama = sgrt(gamaz2);
gamam2 = (1 + j*2*pi*f(k)*taum)/lambda2;
ION = besseli(0,gama*R(r));
10D = besseli(0,gama*a);
%0Obtencdo da funcéo de transferéncia H
H = (gamam2/gama2)*(1-ION/IOD);
%0Obtencao da parte real e imaginaria de H
RH = real(H);
IH = imag(H);
%0Obtencdo do mddulo e da fase de H
MH(r,k) = sqrt(RH"2 + IH"2);
FH(r,k) = atan(IH/RH)*180/pi;
end
end

%Plotagem do modulo

figure(1)
semilogx(f,MH,'LineWidth',1.5),grid
title('Mddulo de H(jW) versus frequéncia');
xlabel('f (Hz)");

ylabel([H(GW)[);
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ylim([-0.02 1.3]);
xlim([0.1 1000000]);

%Plotagem da fase

figure(2)

semilogx(f,FH, LineWidth',1.5),grid
title('Fase de H(jW) versus frequéncia’);
xlabel('f (Hz)";

ylabel("\phi H(jW) em graus");
ylim([-10 90]);

xlim([0.1 1000000]);

(v) Programa que retorna o grafico da equacdo obtida no capitulo 4 — equacdo (4.34):

%Plotagem do grafico da solucdo da equacao diferencial obtida atraves da funcdo de Green -

capitulo 4 - equacao 4.20.

%A solugdo esta sob a forma de uma fungéo de transferéncia - Hj(r,w).

clear all

clc

%Entrada valores dos parametros.

a = 10*1e-6; %Unidade em metros.

CJM = 5e-6; %Unidade em Farads/centimetro quadrado.
gJM = 0.1e-3; %Unidade em Siemens/centimetro quadrado.
CJG =0.3e-6; %Unidade em Farads/centimetro quadrado.
rJ = 1e9; %Unidade em Ohms.

%Calculo parametros auxiliares.

tau = (CIM + CJG)/gIM; %Constante de tempo da juncé@o. Unidade em segundos.
taum = CIM/gJM; %Constante de tempo da membrana. Unidade em segundos.
%lambda2 = 1/(gJM*rJ)*1e-4; %Numero de onda ao quadrado. Unidade em 1/metros

%quadrado.
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lambda2 = 1/(gJM*1J)*1e-4;

%Escala logaritmica no eixo da freqiiéncia
K1 = 200;
f = logspace(-1,6,K1);

%Criacéo do vetor R
R = 1e-6*[0.00001 1234567 899.9999];

forr=1:1:11
fork =1:1:K1
%A equacdo a ser calculada é a equacéo (4.34) obtida através do método de Green.

%gamam2 =1 + j*2*pi*f*taum e gama2 = 1 + j*2*pi*f*tau.

format long

gama2 = (1 + j*2*pi*f(k)*tau)/lambda2;
gama = sgrt(gamaz2);

gamam2 = (1 + j*2*pi*f(k)*taum)/lambda2;

I0a = besseli(0,gama*a);
KOr = besselk(0,gama*R(r));
I1r = besseli(1,gama*R(r));
10r = besseli(0,gama*R(r));
K1r = besselk(1,gama*R(r));
K1la = besselk(1,gama*a);
K0a = besselk(0,gama*a);
I1a = besseli(1,gama*a);

%0Dbtencédo da funcao de transferéncia HG
HG = (gamam?2/(gama*10a))*(R(r)*10a*(KOr*11r+I0r*K1r)-a*10r*(10a*K1a+K0a*11a));

%0Obtencao da parte real e imaginaria de HG
HGR = real(HG);
HGI = imag(HG);



%0Obtencao do mddulo e fase de HG

MHG(r,k) = sqrt(HGR”2 + HGI"2);

FHG(r,k) = atan(HGI/HGR)*180/pi;
end

end

%Plotagem do médulo
figure(1)
semilogx(f, MHG, 'LineWidth',1.5),grid

title('Mddulo de HG(jW) versus frequéncia’;

xlabel('f (Hz)");
ylabel(|HG(W)]):;
ylim([-0.02 1.3]);
xlim([0.1 1000000]);

%Plotagem da fase

figure(2)

semilogx(f,FHG, LineWidth',1.5),grid
title('Fase de HG(jW) versus frequéncia’);
xlabel('f (Hz)");

ylabel("\phi HG(jJW) em graus');
ylim([-10 90]);

xlim([0.1 1000000]);
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