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RESUMO

Este trabalho consiste na solucdo hibrida da Equacdo de Adveccao-dispersdo de solutos
unidimensional em meios porosos homogéneos ou heterogéneos, para um Gnico componente,
com coeficientes de retardo, dispersao, velocidade média, decaimento e producdo dependentes
da disténcia percorrida pelo soluto. Serdo estudados os casos de dispersédo-advecc¢ao em que 0
retardamento, disperséo, velocidade do fluxo, decaimento e producdo variem de forma linear
enquanto a dispersividade assuma os modelos linear, parabdlico ou exponencial. Para a
solucdo da equacdo foi aplicada a Técnica da Transformada Integral Generalizada. Os
resultados obtidos nesta dissertacdo demonstram boa concordéncia entre os problemas-
exemplo e suas solugdes numéricas ou analiticas contidas na literatura e apontam uma melhor
adequacdo no uso de modelos parabolico no estudo da advecgdo-dispersdo em curto intervalo
de tempo, enquanto que o modelo linear converge mais rapidamente em tempos prolongados
de simulacdo. A convergéncia da série mostrou-se ter dependéncia direta quanto ao
comprimento do dominio, ao modelo de disperséo e da dispersividade adotada, convergindo
com até 60 termos, podendo chegar a NT = 170, para os casos heterogéneos, utilizando o
modelo de dispersdo exponencial, respeitando o critério adotado de 10™.

Palavras-chave: Adveccao-dispersdo; GITT; Heterogéneos; Meios porosos; Soluto.



ABSTRACT

This work consists of the hybrid solution of one-dimensional Advection-dispersion Equation
for solute in porous media heterogeneous or homogeneous, single component, with
coefficients of retardation, dispersion, average speed, production and decay depend on
distance traveled by the solute. We will study the cases where dispersion-advection
retardation, dispersion, flow rate, production and decay vary linearly as dispersivity assume
linear, parabolic or exponential. For the solution of the equation was applied to Generalized
Integral Transform Technique. The results obtained in this work show good agreement
between the sample problems and their analytical or numerical solutions in the literature and
indicate a better match in the use of models in the study of parabolic advection-dispersion in
short time, while the linear model converges faster in times of prolonged simulation. The
convergence of the series proved to have direct dependence on the length of the field, the
dispersion model and dispersivity adopted, converging with terms up to 60, reaching NT =
170, for the heterogeneous cases, using the model of exponential dispersion respecting the
criterion adopted 10™.

Keywords: Advection-dispersion; GITT, Heterogeneous, porous media; Solute.
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CAPITULO 1

1 INTRODUGCAO

Determinar o comportamento do escoamento de solutos em meios porosos tem sido
um problema que vem despertando o interesse de diversos pesquisadores da hidrodinamica,
em todo o mundo. A escassez de recursos hidricos é uma das principais motivacfes na busca
em melhorar a utilizacdo, preservacdo e aproveitamento destes. Enquanto muitos produtos
quimicos agricolas sdo geralmente benéficos em solos superficiais, sua lixiviacdo para as
profundezas da zona ndo saturada e para dguas subterraneas pode causar problemas graves.
Assim, 0s processos de gestdo estdo sendo procurados para manter fertilizantes e pesticidas na
zona de raiz e evitar 0 seu transporte para recursos hidricos subjacentes ou para baixo-
gradiente (SIMUNEK e van GENUCHTEN, 2006). A zona n&o saturada é conhecida como a
zona vadosa, definida como uma camada entre a superficie do solo e o lencol freatico
permanente. Enquanto que os poros entre os grdos solidos sdo totalmente cheio com agua na
zona saturada (aguas subterraneas), 0s poros na zona vadosa sdo apenas parcialmente cheio de
agua, com a parte restante do espaco ocupado pelos poros da fase gasosa.

Tipicamente a agua entra na zona vadosa, sob a forma de chuva ou irrigacao,
despejados pelas industrias ou nucleos urbanos. As aguas das chuvas ou de irrigacdo podem
ser interceptadas pelas folhas da vegetacdo. Se a precipitacdo ou a intensidade de irrigacao é
maior do que a capacidade de infiltracdo do solo, a dgua ser4 removida pelo escoamento
superficial, ou se acumulam na superficie do solo até que se evapore para a atmosfera ou
infiltre no solo. Uma parte desta agua é retornada para a atmosfera por evaporacdo, a outra
parte infiltra-se no perfil do solo, que pode ser absorvida pelas raizes das plantas e
eventualmente retornar para a atmosfera pela transpiracdo das plantas. Os processos de
evaporacgdo e transpiracdo sdo muitas vezes combinados num (nico processo chamado de
evapotranspiracdo. A agua que ndo € devolvida a atmosfera por evapotranspiracéo,
possivelmente ird atingir o lencol freatico. Se o nivel da &gua é suficientemente perto da
superficie do solo, num processo de ascensao capilar ela pode mover-se a partir de 4gua do
lencol freatico atraves da franja capilar em direcdo a zona da raiz e da superficie do solo,

conforme mostra a Figura (1).
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Figura 1-Esquema dos fluxos da dgua e componentes hidrol6gicos na zona vadosa

Os modelos matematicos devem ser componentes essenciais de qualquer esforco
para entender e quantificar de forma otimizada o fluxo de &gua subterrdnea e processos de
transporte de soluto. Por exemplo, os modelos podem ser ferramentas Uteis para projetar,
testar e implementar solo, 4gua e praticas de manejo que minimizem a polui¢do do solo e da
agua. Sdo também necessarios para a concepcao ou remediar lixdes e aterros industriais,
eliminacdo ou a administracdo de dep6sitos de residuos nucleares, a longo prazo.

Grande parte dos trabalhos hoje desenvolvidos esta focada no estudo da zona de
vadosa, onde a maioria dos contaminantes do subsolo € originada, ultrapassa ou é eliminada
antes de atingir os recursos hidricos superficiais e subterraneos. Fontes de contaminacéo,
muitas vezes podem ser mais facilmente remediadas na zona vadosa, antes de alcangar as
aguas subterraneas.

Trabalhos como o de Richards (1931), Brenner (1962), Gardner (1965), Kay e Elrick
(1967), McLaren (1969), Cho (1971), Reddy et al. (1976), Misra e Mishra (1977), van
Genuchten e Wiereng (1974), Pickens e Grisak (1981), van Genuchten e Alves (1982) e Yates
(1990) estdo entre os pioneiros neste ramo de pesquisa, servindo de base para o que se daria
nas décadas seguintes. Por este motivo 0s grupos de pesquisa multiplicam-se continuamente
na busca por solucGes que viabilizem, acompanhem e entendam como se da estes fendbmenos

de forma mais realistica possivel. Solugbes analiticas que reflitam a realidade ainda séo
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escassas na literatura, mas o avanco das técnicas numeéricas e de abordagens hibridas ou semi-
analiticas, bem como dos recursos computacionais, mais acentuado a partir da década de 90,
possibilitou a obtencao de resultados que puderam fornecer uma referéncia para o que seria o
desafio de pesquisadores emergentes no século seguinte.

Simular matematicamente o transporte de solutos em meios porosos inclui a
necessidade de modelar a adveccdo, dispersdo, sor¢do e reacdes no solo. Muitas solugdes
analiticas e semi-analiticas sdo desenvolvidas para simular o transporte de soluto em meios
porosos, no intuito de aferir a precisdo das abordagens numéricas. As abordagens analiticas e
hibridas ainda séo limitadas a meios porosos com condi¢Bes simplificadas e bastante
especificas, o que limita os resultados a solugdes aquém daquilo que seria a realidade
afirmada experimentalmente.

Os meios porosos raramente sdo homogéneos e suas propriedades sdo espacialmente
e/ou temporalmente variaveis. Na hidrologia do subsolo, problemas de transporte de solutos
com propriedades mais complexas, ndo sdo admitidos pelos métodos tradicionalmente usados
na determinacdo de solucdes analiticas ou semi-analiticas, tais como transformadas de
Laplace ou Fourier, para os quais as dificuldades podem ser associadas com 0 processo de
inversdo desta transformada.

A maioria dos trabalhos existentes na literatura aborda dominios semi-infinito ou
infinito, dos quais destacamos van Genuchten (1985) para a Equacéo de Advecgéo-Disperséo
(EAD) com coeficientes constantes e van Genuchten e Wiereng (1986) no estudo dos
coeficientes de dispersdo e do fator de retardo. Contudo, estes podem néo ser adequados para
0 transporte em meios heterogéneos, em que os coeficientes de transporte podem variar no
espaco e/ou com o tempo. Na verdade, poucos resultados analiticos estdo disponiveis para 0
caso de coeficientes variaveis, principalmente para meios finitos. Por esse motivo, as
abordagens numéricas tém sido mais amplamente aplicadas para simular estes casos, embora

sua aplicagéo esteja limitada a problemas com limites de fronteiras finitos.

1.1 MOTIVACAO E OBJETIVOS

Primeiramente, o principal interesse neste tipo de pesquisa estd em preservar a
qualidade da agua existente em nossos vastos e abundantes lengois freaticos, que vem
sofrendo desde a década de 1960 com o avanco das técnicas de controle de pragas, insetos e
fungos. O problema é que a préatica do uso discriminado destes produtos acarretou numa série

de impactos ambientais em todos 0s paises que faziam uso destas teécnicas e seus efeitos foram



12

rapidamente percebidos no reflexo da sociedade. No que diz respeito ao avanco da
agricultura, entre os processos degenerativos profundos da natureza destacam-se a erosdo e a
perda da fertilidade dos solos; a destruicdo florestal e do patrimbnio genético da
biodiversidade; a contaminacdo dos solos, da agua, dos animais silvestres, do homem do
campo e dos alimentos (BALSAN, apud EHLERS 2006).

O objetivo deste trabalho é obter solugbes para problemas unidimensionais de
transporte de soluto em meios heterogéneos finitos, na zona saturada, com sorcdo de
equilibrio linear, decaimento, producdo e com condi¢Bes que permitam o fluxo variando
espacialmente com a profundidade, bem como condicGes de contorno variando em fungéo do
tempo e da velocidade de entrada. Neste trabalho, assumimos que a velocidade de fluxo,
retardamento e decaimento sdo funcgdes lineares arbitrarias do espaco. No entanto, na
dispersdo mecéanica serdo assumidos trés modelos de dispersividade: linear, parabdlico ou
exponencial, conforme sugere Pickens e Grisak (1981), Yates (1990) e Pérez Guerrero e
Skaggs (2010).

A solucdo aqui apresentada sera obtida através da Técnica de Transformada Integral
Generalizada (GITT-Generalized Integral Transform Technique), que é uma técnica hibrida
numeérica-analitica, conforme estabelecida por Cotta (1993). O sistema de EDOs resultante da
transformacéo seré resolvido através da sub-rotina DIVPAG da biblioteca IMSL (1994).

A GITT pode ser utilizada na obtencdo de solugdes analiticas para os problemas de
transporte de soluto em meios porosos com fluxo espacialmente e temporalmente variavel e
coeficiente de dispersdo com sorcdo e decaimento lineares e semi-analitica quando a sor¢édo
e/ou decaimento é ndo linear, conforme ja demonstrado por Almeida e Cotta (1995). Como
objetivo especifico do trabalho, estudaremos o comportamento deste processo variando 0s
parametros que regem o fenébmeno e verificando em que faixa eles podem interferir
diretamente nos resultados obtidos, especificamente quanto a convergéncia, tais como faixa
de dispersividade e coeficientes de difusdo e dispersividades aceitaveis, no intuito de ampliar
0 campo de aplicacdo da técnica e de verificar sua viabilidade para cada situacdo problema no

campo de pesquisa proposto.
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1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O seguinte trabalho esta organizado a partir do Capitulo 1, com uma introducéo que
descreve a area de estudo e sua importancia na preservacdo do meio ambiente e sustento do
ecossistema, como motivagéo, citando os objetivos especificos e gerais.

O Capitulo 2 contempla os fundamentos tedricos para a formulacdo matematica da
equacdo governante e faz uma revisao da literatura, citando os principais trabalhos existentes
na area de estudo. Na fundamentacdo tedrica, que embasa este trabalho, sdo descritas as
técnicas empregadas para o desenvolvimento do trabalho, tais como, GITT e MOL, o que
servird no decorrer do trabalho como fonte para os passos a serem adotados no capitulo
imediatamente posterior.

O Capitulo 3 consta da formulacdo matematica descrita de maneira geral, sendo
posteriormente estendida a uma forma mais restrita aos propdsitos do trabalho. Quanto a
solucdo, serdo abordadas cinco situages-problema diferentes e ainda suas solugdes numéricas
obtidas pelo Método das Linhas.

No Capitulo 4 serd feita a andlise dos resultados obtidos apds a implementacéo
computacional. Sera exposta a andlise de convergéncia e as saidas, descritas através das
figuras e gréficos, indicando os resultados e uma breve anélise destes.

Por fim, teremos no Capitulo 5 a concluséo de todo o estudo, fazendo as observacdes
pertinentes, destacando as vantagens e desvantagens de cada abordagem e as propostas para

trabalhos posteriores.



CAPITULO 2

2 FUNDAMENTACAO TEORICA E REVISAO DA LITERATURA

2.1 FUNDAMENTOS TEORICOS

14

Os fendmenos de transporte em solos podem ser definidos como sendo 0 movimento

de determinado soluto (poluente) que se move com o solvente (dgua) nos intersticios de um

meio poroso (solo), tanto na zona de vadosa quanto na zona saturada. A migracdo destes

compostos € influenciada por uma série de fatores, os quais determinam uma maior, menor ou

nenhuma movimentagdo do composto no solo.

Segundo Radcliffe e Simiinek (2010), o transporte de solutos talvez seja um dos mais

complexos estudos da fisica dos solos, envolvendo o movimento de aguas, as reacdes

qguimicas que envolvem este processo e a transformacdo microbiana. Na Figura (2) abaixo

podemos ver 0 esquema que descreve 0s principais mecanismos associados ao transporte de

contaminantes no solo.

Mecanismos Associados a Migragio de Contaminantes no solo

Processos Fisicos Processos
Bio-Fisico-Quimicos
Advecgio
Retardamento ou Degradacio ou
Aceleracio Decaimento

Dispersio: 1 }

N Sorgio/Dessorgio O-{Cid?-{’edugéo
Difusao Molecular + Precipitacio/dissolugio Hidy 9£m.s: )

. . . Troca ibnica, Oxido-reducio Metabolizacio
Dispersao Hidrodindmica Co-solvéncia Volatizacio

Complexacio, Ionizacio

Sorgio biologica
Filtragio

Figura 2— Esquema do mecanismo de migracdo de contaminantes no solo.
Fonte: Adaptado de Moncada (2004)

O objetivo em determinar as concentragfes dos compostos quimicos transportados

pela &gua tais como nitrato, pesticidas ou metais pesados, estd na determinacdo da sua

concentra¢do em unidade de massa do soluto por volume de 4gua no solo.
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2.1.1 Equag0es da conservacao

A equacdo da concentracao de solutos é obtida a partir dos principios de conservacgéo
da massa numa direcéo vertical x;, positiva para cima, para um fluxo descendente. A equagéo
geral da continuidade que descreve a conservacdo de massa de um soluto, submetido a uma
degradacdo com cinética de primeira ordem em um perfil isotropico de solo é dada por:

oC, 2J;
—_ T _ 2.1
ot X ¢ 21)

em que:

C, éaconcentragdo de massa total de produtos quimicos ou do soluto [ML™],

J; adensidade quimica total do fluxo de massa [ML*T™],
¢ ataxa de variacdo da massa por unidade de volume por reacdes ou outras fontes [ML>T™].
A densidade quimica total do fluxo JTi pode também ser compreendida pelo fluxo

de massa por unidade de area por unidade de tempo. A taxa de variacdo da massa ¢, ou termo

de reacdo é negativo quando referir-se a um termo fonte ou producédo e positivo no caso de
sumidouros, como por exemplo, a absorcdo pelas plantas. Na sua interpretacdo mais geral, a
Eqg. (2.1) permite que o produto quimico a residir em todas as trés fases do solo, isto ¢, gasoso,
liguido e solido, permita uma ampla gama de mecanismos de transporte (incluindo o
transporte advectivo, difusivo e dispersdo hidrodinamica em ambos as fases liquida e gasosa),
e facilita qualquer tipo de reacdo quimica que conduz a perda ou ganho da concentragéo total
(SIMUNEK e VAN GENUCHTEN, 2006).

Na zona vadosa sdo transportados, principalmente por agua, a maioria dos produtos
qguimicos que esta presente apenas nas fases liquida e sélida, e, como tal, alguns produtos
guimicos tais como muitos contaminantes organicos e de todos os fumigantes, podem ter uma
porcéo significativa da sua massa em fase gasosa e sdo, portanto, sujeitos a transporte tambem

na fase gasosa. A concentracdo quimica total pode ser entdo definida como segue:

C; =pC,+6C, +6C, (2.2)
em que:

P é amassa especifica [ML™],

6 é o conteido volumétrico de agua do solo [L3L7],
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0 é o contetdo volumétrico de ar [L*L™],
C, é a concentracdo da fase s6lida [MM™],
C, é a concentracéo da fase liquida [ML™],

C, € a concentracdo da fase gasosa [M L.

O termo de reacdo da Equacdo (2.1) ¢ pode representar diversas reacdes quimicas ou

bioldgicas que conduzem a uma perda ou ganho quimico no sistema de solo, tais como
decaimento de radionuclideo, a degradacgdo bioldgica ou a dissolugdo. As reagdes de oxidacdo
e reducdo consistem em processos de degradacdo ou decaimento, que resultam na mudanca da
valéncia dos elementos envolvidos através de ganho (reducdo) ou perda de elétrons
(oxidacdo) que acontece de forma concomitante. Essas reacdes sdo catalisadas pela presenca

de microorganismos (MONCADA, 2002). Abaixo sdo apresentadas as equagdes que

determinam os termos P, @ e 0 .
=2 (2.3-5)

sendo M, € a massa de solidos, V, o volume de liquidos e V, € o volume de gase v € 0

volume total.
2.1.2 Processos de transporte

Iremos agora determinar os tipos de transporte que compreendem a densidade
quimica total do fluxo de massa JTi da Equacédo (2.1). Os trés principais processos que podem

estar ativos tanto na fase liquida quanto gasosa sdo: fluxo advectivos, também chamado fluxo

convectivo, fluxo difusivo e o fluxo dispersivo hidrodinamico. Desta forma fica entdo

definido o fluxo total do soluto unidimensional JTi , através do meio.
Jr=J,+J, (2.6)
Sendo:

J, o fluxo de soluto na fase liquida [ML?*T"]

J, o fluxo de soluto na fase gasosa [ML?TH].
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Os fluxos de soluto nas duas fases sdo, entdo, a soma dos fluxos devido aos trés

processos diferentes:
Ji=Jdi+dg +Jy, (2.6.9)
Jy=dgtdy + g (2.6.b)
O fluxo de soluto na fase liquida e gasosa consiste de trés componentes que representam as

trés fases do processo de transporte, sendo cada um conforme a seguir:

Jice Jg sdo os fluxos advectivos na fase liquida e gasosa[M LT,
Jge J 4 sdo a difusdo molecular na fase liquida e gasosa[ML'zT'l] e

Jine Jg, os fluxos dispersivo hidrodindmico na fase liquida e gasosa[ML?T™].

2.1.2.1 Adveccao

Adveccdo é o processo pelo qual o soluto é carregado pela &gua em movimento,
mantendo-se constante a concentracdo da solucdo. Na advecgdo ou conveccao, o transporte da
substancia se da através do fluxo do fluido no qual a mesma estd dissolvida. Se esta
substancia for inerte, ou seja, ndo reage, o transporte dar-se-a a velocidade média do solvente
e na direcdo das linhas de fluxo. O primeiro termo da Eq. (2.6) é o fluxo convectivo, que

representa o fluxo de massa do soluto a uma taxa média, causada pela densidade do fluxo de
agua Q,,, da lei de Darcy,

AH dH
=-k —=—k — 2.7
qW S L S dZ ( )
em que AH é a diferenga entre as cargas hidraulicas e k é a condutividade hidraulica

saturada. O transporte advectivo refere-se ao soluto a ser transportado com o fluido em

movimento, na fase liquida J,, ou gasosa ch , It €,

Je =0,G (2.8.2)
Jge =0,C, (2.8.b)
Em que:

0, ¢ a densidade do fluxo de 4gua [LT™];

0, éadensidade do fluxo de gas [LT™].
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O transporte advectivo na fase gasosa é muitas vezes negligenciado, pois na pratica e
para fins de simplificag&o é insignificante em comparagdo com a difusdo gasosa.

O fluxo de Darcy ¢ uma velocidade macroscopica, ou seja, um volume d’agua
atravessando uma secao transversal num dado tempo. A area de secdo transversal é de solo
granular e inclui, além de &gua, a area que é ocupada pelas particulas sélidas e ar. Desde que a
agua flua somente na &rea de secdo transversal mais Umida, a velocidade média da dgua nos
poros, v, em escala microscopica é dada pela funcéo da area de secéo transversal imida que é
maior ou igual a velocidade de Darcy:

g
= 2.9
! 0 29

pois o contetido de &4gua no solo varia no intervalo 0<6<1.
2.1.2.2 Dispersédo
A dispersdo mecéanica ou simplesmente dispersdo é formada por dois processos

distintos de transporte: a difusdo molecular e a dispersao hidrodinamica. A combinacéo destes

dois processos pode ser representada pela Figura (3), a seguir.

Figura 3 — Representacdo grafica do processo de dispersao.
Fonte: Dyminski (2006).

2.1.2.2.1 Difusdo molecular

O fluxo difusivo € o movimento das moléculas do soluto em funcgéo da diferenca na

concentragdo. A substancia tende a migrar das regibes de maior concentracdo para as de
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menor concentragdo, independendo da velocidade do fluido, porém pode ser influenciado pela
turbuléncia (mistura mecénica), podendo ser representada pela primeira lei de Fick da difuséo,

nas duas fases distintas, conforme abaixo:

*ﬁc
3, =-D 2 2.10.a
Id | Of,z ( )
. oc
Jy =D, (2.10.b)

em que:
D|* é o coeficiente de difusdo do soluto na dgua [LZT‘l],

D, ¢ o coeficiente de difusdo do soluto no gas [L°T™].

Observemos que a primeira lei de Fick da difusdo toma a mesma forma da lei de
Darcy para o fluxo de fluidos ou de Fourier para o fluxo de calor. No solo, a area de se¢do
transversal reduzida e comprimentos de caminhos mais tortuosos, devido a presenca das fases
solida e ar devem ser considerados, em comparacdo com a difusdo de uma solucdo granular.
Isto ira retardar a difuséo no solo e o coeficiente de difusdo também devera ser reduzido. Para

representar esta tortuosidade, nas duas fases, o coeficiente de difusdo molecular na fase

liquida DI* é multiplicado pelo fator de tortuosidade na fase liquida & (€) e D; pelo
coeficiente de tortuosidade na fase gasosa &, () .

O coeficiente de tortuosidade & (€) é um parametro empirico menor que a unidade,

para expressar a razdo do comprimento de uma linha reta em uma amostra de solo
aproximado ao comprimento do caminho de poros cheios de agua para um ion ou molécula
difusivel (JANKOSZ, 2008). Pode também ser entendido como a relagdo entre o coeficiente
de difusdo do poluente no solo e o coeficiente de difusdo do poluente na dgua. Esse fator foi

idealizado para depender tanto do volume da fracdo so6lida, como de sua configuracdo

geométrica da fase liquida, portanto a tortuosidade aumenta com o aumento de #. Muitos
modelos empiricos tém sido sugeridos na literatura para a tortuosidade, por exemplo,
(MOLDRURP et al., 1998). Entre estes, 0 modelo mais utilizado para o fator de tortuosidade &,

provavelmente, a equacgéo proposta por Millington e Quirk, (1961):

E(0) =2 (2.11.3)

£06)="+ (2.11.b)
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Para que as equagdes (2.10) levem em conta a tortuosidade na area de segdo
transversal, D, é multiplicado por 8¢ (6) e D; por &, (5) resultando o fluxo difusivo no

solo nas duas fases:

. &C, €,

Jy =—0£0)D —L =-9D, —* 2.12.
1d é().aZ ' (2.12.a)
. 0C oC
J g =—0£(6)D, — =-6D, —* (2.12.b)
01 01

sendo

D, é o coeficiente de difusividade efetiva no solo, na fase liquida [L*T™] e

D, é o coeficiente difusividade efetiva no solo, na fase gasosa [L2T.

2.1.2.2.2 Dispersao hidrodinamica

O transporte dispersivo de solutos resulta da distribuicdo desigual da velocidade do
fluxo de agua dentro e entre os poros diferentes do solo. A diferenca de velocidade do fluxo
nos canais (vazios) do solo faz com que a solucdo se disperse. Nem todos os poros tém o
mesmo tamanho, Fig. (4.a), e nem todas as linhas de corrente sdo paralelas a dire¢do do fluxo
médio de agua e as causas desta diferenca estdo no comprimento do caminho e na velocidade
do fluxo nestes, conforme mostra as Fig. (4.b) e Fig. (4.c). Os solutos no meio de um poro
irdo fluir mais rapidamente do que os solutos que estdo mais distantes do centro podendo ser
obtida da lei de Newton da viscosidade, que afirma que as velocidades dentro de um Unico
tubo capilar seguem uma distribuicdo parabdlica, com a maior velocidade no meio dos poros e
velocidades nula nas paredes (SIMUNEK e VAN GENUCHTEN, 2006). Como solos
consistem de poros de diferentes raios, os fluxos de soluto em diferentes raios de poros serdo
significativamente diferentes, com alguns solutos fluindo mais rapidamente do que outros, por

conta de suas propriedades, conforme mostra a Figura (4) abaixo.
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(a) - Tamanho-do-poro (b)Comprimentodo-caminho (¢) -Fricgdomno-porec

Figura 4 — Fontes de dispersdo hidrodindmicas: (a) Diferenca no tamanho do poro; (b)
Diferenca no comprimento do caminho do fluxo e mistura entre poros; (c) Diferenca
na velocidade dentro dos poros.

Os processos de dispersao acima descritos conduzem ao conceito geral de disperséo
hidrodinamica nos poros (macroscopico), que diferente da difusdo, ocorre somente durante o
movimento da dgua, processo que pode ser descrito matematicamente usando a primeira lei de
Fick da difusdo da mesma maneira como na difusdo molecular, isto é,

oC
I =00, —~ (2.13)

em que Dy, é o coeficiente de dispersdo hidrodinamica [L°T™]. O coeficiente de disperséo

em sistemas unidimensionais deve ser aproximadamente proporcional a velocidade média da
agua no poro, com a constante de proporcionalidade, geralmente referida como a
dispersividade (longitudinal), (BIGGAR e NIELSEN, 1967). A discussdo anterior é vélida
apenas para transporte unidimensional, aplicagdes multidimensionais requerem um tensor
dispersdo mais complexo, envolvendo dispersividades longitudinais e transversais, como
descrito por Bear (1972 e 2007).

Segundo Siminek e van Genuchten (2006) a dispersividade é uma propriedade de
transporte, que é relativamente dificil de medir experimentalmente. As estimativas sdo
normalmente obtidas pelo ajuste de curvas de ruptura medido com a solucdo da equacédo de
adveccao-dispersdo. A dispersdo frequentemente varia com a distancia sobre a qual viaja o
soluto, sendo a dispersividade longitudinal significativamente maior.

A densidade de fluxo total de soluto em ambas as fases liquida e gasosa é obtida
incorporando as contribuicdes a partir dos diferentes processos de transporte nas Egs. (2.6)
para obter

oC oC oC
J =0C -0D —-¢9D, —=q C,—-9D. —* 2.14.a
= 4,4 | 55 h 5, Q.Y e 5y ( )
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o,
‘]g = _5Dg E (214b)
em que D, =Dy, +D, é o coeficiente de dispersdo efetivo [L°T™], que é a soma dos

coeficientes de disperséo hidrodindmica e a difusdo efetiva no solo, nesta ordem. No processo
de dispersdo em problemas de transporte mais subsuperficiais predomina a difusdo molecular
na fase liquida, exceto quando a velocidade do fluido torna-se relativamente pequena ou
insignificante. Em fluxos a altas velocidades de percolagdo, o processo predominante de
transporte de contaminantes é a dispersao hidrodindmica. Segundo Dyminski (2006), em
baixas velocidades (v << 1), o contaminante migra através da difusdo molecular e que a
substancia se espalha por difusdo mesmo em condic¢des hidrostaticas (v = 0). Note que a

Equacéo (2.14.b) negligencia o transporte advectivo e dispersivo na fase gasosa.
2.1.3 Equacéo de Adveccdo-Dispersao
2.1.3.1 Equacdo de transporte

A equacdo geral que regula o transporte de solutos dissolvidos na zona de vadosa é
obtida combinando as equacdes (2.1), (2.2) e (2.14), o que resulta em

(pC, +6C, +6C,) 5 ( o0 ac,}+ 0 ( 5D éCgJ_a(qic,)_

ot X X, ox, X

]

28

¢ (2.15)

A Equacao (2.15) é descrita aqui na sua forma multidimensional, na qual DS sd0 0S

componentes dos tensores da dispersdo efetiva na fase liquida e Di? 0s componentes dos
tensores da difusdo na fase gasosa.

O termo de reacdo ¢ da Eq. (2.15) pode representar diversas reagcdes quimicas ou
biologicas que conduzem a uma perda ou ganho no sistema do solo, tais como decaimento de
radionuclideo, a degradacdo bioldgica e/ou dissolugdo. Em modelos analiticos e numéricos
destas reag0es sdo mais comumente expressas utilizando as taxas de reacdo de ordem zero e
de primeira ordem (SIMUNEK e VAN GENUCHTEN, 2006), COMO0 segue:

¢=pu,C, +0uC, + o, Cy — py, — 6y, — 5, (2.16)
Sendo:

U a constante de degradacéo de primeira ordem, na fase s6lida[T™],
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L, constante de degradacao de primeira ordem, nas fase liquida[T™] e
My constante de degradagdo de primeira ordem, na fase gasosa [T
7, a constante de producéo de ordem zero, na fase sélida [T™],

7, constante de producéo de ordem zero, na fase liquida [ML™T?] e

74 constante de producéo de ordem zero, na fase gasosa[M L3T7.

Para que a solugdo da Equacgdo (2.15) seja possivel, € necessario definir as relacdes

de recorréncia da concentracdo do soluto na fase liquida C, com as demais concentracdes
C.e Cg. Simiinek e van Genuchten (2006) apresentam algumas formulas de recorréncias

para as concentragdes C, e C,, conforme podemos observar na Tabela 1. A mais simples

delas é baseada nas isotermas de adsorcdo linear, fundamentada na hipdtese de sorcdo
imediata usando as isotermas de adsorcdo para relacionar as concentracdes de liquido e

adsorvido.
C, =k,C (2.17.9)
em que K, é o coeficiente de distribuicao[L>M™].
Para relacionarem-se as concentracdes na fase liquida C, e a concentracfo na fase
gasosa C, utilizamos a lei de Henry
C, =k,C, (2.17.b)

em que K,, é a constante de Henry (adimensional).

A equacdo geral de transporte dada pela Eq. (2.15) pode ser simplificada
consideravelmente quando assumida a adsorcdo de equilibrio linear e a volatilizacdo, de tal

modo que as concentragdes adsorvida (Cs) e gasosa (Cg) estéo relacionadas linearmente com a

concentracao da solugdo (C;) por meio dos coeficientes de distribuicdo K, e pela constante de

Henry Ky . Se, além de adsorcdo de equilibrio linearizada é assumido que £, 0 e 6 sdo

constantes no tempo e no espaco, substituindo as equacdes (2.17.a) e (2.17.b) na Equacéo
(2.15) temos que,

I(pk,C +5K,C +6C) O [GDS é’C,J o [5Dung oG, J_ 2(aC) —¢  (2.18)

I +_
ot X OX. OX. OX OX

i i i i
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rearranjando a equacgéo (2.18), obteremos

RS- g 2 [EC.]—w(C.) (2.19)
ot ox ox; | Ix\ 6
sendo:
R :1+@ Fator de retardamento [Adimensional] (2.19.9)
* e 5Dl?kH .- . . 2—-1
D =D;+—— Coeficiente de dispersao efetiva [L°T ] (2.19.b)
Q= g Termo de reagdo [ML>T™] (2.19.c)

No lado direito da Equacgdo (2.19), o primeiro termo é o termo de dispersdo, o
segundo é o termo de adveccdo, que varia em fungdo dos tipos de fluxo: uniforme ou

preferencial. O terceiro termo representa 0s processos tais como a degradacdo de primeira
ordem e/ou producdo de ordem zero. Pelo fato de assumir-se ©, 0 e & constantes, a Eq.

(2.19) € uma equacdo de transporte genérico de solutos com coeficientes constantes.

A Tabela 1 a seguir, mostra os principais modelos de sor¢éo de equilibrio disponiveis
na literatura. Ndo se tem ainda solugBes analiticas que contemplem todos os casos e
dependendo do nivel de ndo linearidade do modelo, sua solucéo estara sempre condicionada a
uma solucdo numérica. O termo de retardamento € quem representa maior complexidade ao
ser considerado varidvel na equacdo de adveccdo-dispersdo, sendo de dificil transformacéo
pelas técnicas tradicionais. Geralmente, solucGes que envolvam modelos de sor¢do nao

lineares exigem inversdes por metodos numéricos.
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Tabela 1 — Equaco de adsorcio de equilibrio. Adaptado por van Genuchten e Siminek (1996).

Equacdes Modelo Referéncia
C, =kC, +k, Linear Lapidus e Amundson (1952)
kCk Freundlich—-Langmuir ~ Sips (1950)
__fv
S ks
1+k,C,
k1C| kBCI Langmuir Duplo Shapiro e Fried (1959)
S =
1+k,C, 1+k,C
Cs _ klclc,kz/k3 Freundlich Estendido  Sibbesen (1981)
k1C| Gunary Gunary (1970)
1+k,C + ks\/a
C, =kCk —k, Fitter—Sutton Fitter e Sutton (1975)
C, =k fl-[1+k,C" —k,]4} Barry Barry (1992)
RT Temkin Bache e Williams (1971)
C,=-—In(kC)
kl
C, =k,C,Exp(-2k,C,) Lindstrom et al. (1971)
C% C, Kielland Modificado  Lai e Jurinak (1971)

C, =
G +k(C, -C)Expik, (C, -2C))}

Fonte: Siminek e van Genuchten (2006).

O retardamento é maior em solos mais ativos e diminui com o aumento da
velocidade de percolacdo (tempo disponivel para reacdes € menor). Embora existam muitos
modelos de sorcdo de equilibrio disponiveis na literatura, o processo de adveccdo-dispersao
de solutos em meios porosos tem seus coeficientes de retardamento, dispersao efetiva e
velocidade do fluxo variando em funcdo da profundidade em que esta ocorrendo a lixiviacéo
do soluto, por conta da ndo homogeneidade do solo. Os modelos convencionais, conforme
visto acima, ndo levam em conta esta variagdo. Buscando incluir tais consideracdes,
pesquisadores como Pickens e Grisak (1981), Yates (1990); Chrysikopoulos, Kitanidis e
Roberts (1990); Yates (1992); Huang, van Genuchten e Zhang (1996); Logan (1996); Zoppou
e Knight (1997); Hunt (1998; 1999 e 2002); Pang e Hunt (2001); Al-Humoud e Chamkha
(2007); Liu e Si (2008); Chen et al. (2008a, b), Kumar et al. (2010) e Pérez Guerrero e Skaggs
(2010) incluiram considerar o fato de que os coeficientes de disperséo, retardo e velocidade
sejam dependentes da distancia percorrida pelo soluto na solugdo da EAD.

Conforme é a proposta desta dissertacdo, também serdo estudados os casos em que a

dispersividade varie de forma linear, parabdlica e exponencial, de acordo com os modelos
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propostos por Pickens e Grisak (1981), Kumar et al. (2009) e Pérez Guerrero e Skaggs (2010)

o0 coeficiente de dispersdo hidrodindmica pode variar em funcéo da profundidade conforme a
Tabela 2.

Tabela 2 — Formas funcionais de dispersividade dimensional @(X) e adimensional a(X).

Tipo a(X) a(x) Coeficiente

Linear ax ax

Parabolico BX" BX" B=BL

Exponencial | 51— Exp(—kX )] | S[1—Exp(—kX )] s=oL"

k =kL

Assintotico _ B _ Al

A5 A(1—i A=AL
X+B x+B B=BL"

Be Ksdo constantes adimensionais.z, f, 0 e Asdo as dispersividades adimensionais

para cada modelo considerado, sendo L o comprimento dimensional do dominio.
Fonte: Pérez Guerrero e Skaggs (2010)

Na zona saturada € desprezada a existéncia do ar, ou seja, 0s poros estdo todos
ocupados por agua, ndo existindo a fase gasosa, entdo a equacdo que descreve 0s processos de
dispersdo-adveccdo, com sorcdo de equilibrio linear, com reacdo, fator de retardamento
variando em funcdo da profundidade, para um fluxo volumétrico de soluto uniforme, de
acordo com Pérez Guerrero e Skaggs (2010), pode ser traduzido na forma a seguir:

<, OC" O v, » OC" v, o OCT e a s . .
R™(x —=——| D(x — |-V (X —— 7 (X)C +7,(X), 0<x <L, t >0(2.20
()0,)t o”x[ ()a”xj ()o”x 7 (X)) 70 (X)) (2.20)

Os coeficientes da Equacéo (2.20) serdo adotados conforme o modelo utilizado por Liu et al.
(2000):

R(X)=r +5x Fator de retardamento [Adimensional] (2.20.a)
V(X)=v, -V, X Velocidade linear da agua [LT™] (2.20.b)
7 (X)) =70 + 7 X Taxa de decaimento de 12 ordem [T™] (2.20.)
Yo (X)) =Yoo + 70X Taxa de producdo de ordem zero [ML>T™] (2.20.d)
D/ (X)=d, +d,;x Dispersao efetiva Linear [LT] (2.20.e)
D.(X)=d; +a X Dispersao efetiva Parabélica [L*T™] (2.20.f)

De(X)=dy + S (1-Exp[-k'x]) Dispersdo efetiva Exponencial [L’T"]  (2.20.g)
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em que dl* , a e 8" sdo as dispersividades linear, parabélica e exponencial respectivamente.

2.1.3.2 Condicdes de contorno e inicial

Para a solucao das equacdes (2.18) e (2.20) é necessario estabelecer uma condigéo
inicial para o problema, bem como suas condic¢des de fronteira. De maneira geral, a condicdo

inicial é estabelecida como segue:

C'(x,0)=F (x), 0<x <L, (2.20.a)

sendo F*(X*) uma fungé@o que pode variar em funcdo do espaco x, tendo um valor constante

ou na forma de uma funcdo exponencialmente crescente ou decrescente com a distancia, ou
ainda uma distribuicdo estaciondria para a producdo ou decomposicao. Na maioria dos casos
esta funcdo é considerada nula, especificando que ndo ha uma concentracéo inicial.

Na entrada, em x=0 podem ser aplicadas duas condigdes de contorno: de primeiro
tipo ou terceiro tipo, sendo a concentracdo na entrada do primeiro e terceiro tipo, dadas

respectivamente na forma a seguir.

C’(0,t)= (1)),

ot t'>0 200,
V*(O)C*(O,t*) - D*(O)% _ V*(O) f*(t*), > (2.20.b, c)

A funcdo f (t")[ML®] também pode assumir vérias distribuicdes, tendo valor

constante no tempo, que representa uma solucdo de alimentacdo continua, uma distribui¢do do
tipo impulso ou uma funcdo exponencialmente crescente ou decrescente com o tempo (CHEN
e LIU, 2011).

De acordo com van Genuchten e Alves (1982), a equagdo (2.20.b) conduz a
conservagao da massa no interior de uma coluna de solo, enquanto que (2.20.c) pode conduzir
a erros de balanco de massa, quando aplicada a experiéncias de deslocamento em que a
solucgéo seja injetada a uma velocidade prescrita, sendo estes erros acentuados para valores

relativamente grandes quanto a relagcdo D(x)/v(x), ou seja, para uma velocidade do fluxo
muito menor que sua dispersdao D(x)>>V(x). No limite inferior, temos as condi¢cBes como

segue:
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AC (o0,1) 0

o t'>0 (2.20.d, €)
(L) _,

ox ’

A condicdo expressa pela Equacdo (2.20.d) considera a presenca de uma coluna de
solo semi-infinita. Quando solucbes analiticas sdo baseadas nesta condi¢do de contorno sao
utilizados para calcular curvas de efluentes a partir de colunas finitas e por isso alguns erros
podem ser introduzidos. Uma condicdo de fronteira alternativa é utilizada frequentemente
para estudos de deslocamento, que representa o gradiente de concentracdo nulo na
extremidade inferior da coluna, conforme expresso pela equacdo (2.20.e), onde L é o
comprimento da coluna. Nesta condicdo, que leva a uma distribuicdo da concentracédo
continua em x = L, tem sido amplamente discutido na literatura por Wehner e Wilhelm
(1956), Pearson (1959), van Genuchten, Davidson e Wiereng (1974) e Bear (1979).

Van Genuchten e Alves (1982) estabelecem uma tabela que relaciona as condigdes
de contorno e inicial para cada situacdo problema, variando-a de acordo com a insercdo do
termo de reacdo de primeira ordem e de ordem zero, divididas em categorias, para uma
condicdo inicial do tipo exponencial. Como o estudo decorrente é baseado no transporte de
solutos em meio finito, fica entdo definida as condi¢bes de contorno e inicial do problema, de

acordo com as equagdes (2.20.a), (2.20.c) e (2.20.e).

C'(x',0)=F"(x), 0<x <L, (2.20.f)

v'(0)C™(0,t")-D"(0) &3’” =v"(0) f"(t"), t">0 (2.20.9)

ACT(L,t) \

——=0, t >0 .20.
. > (2.20.h)

em que:
F'(X)=F, +F'x=0 0<x <L, (2.20.i)
f'(t)=C,+C,e ", 0<t’ (2.20)

Para a condicio de entrada, a funcio f (t') pode ser considerada constante ou

variando de forma exponencial. As constantes C, e C, sédo os coeficientes da funcdo que

determina se esta concentracdo é constante ou varia exponencialmente com o tempo.
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2.1.4 Técnica da Transformada Integral Generalizada

A Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) € um método hibrido ou
semi-analitico, com base na Técnica da Transformada Integral Classica (CITT), que é uma
extensdo do método da separacdo de varidveis. A CITT possui relativa flexibilidade no
sentido de facilitar a construcdo de um par de transformada integral e como este pode ser
matematicamente invertido. Esta técnica foi desenvolvida e descrita visando obter solugdes
analiticas unificadas para a transferéncia de calor e problemas de difusdo linear de massa
(MIKHAILOV e OZISIK ,1984), e sido posteriormente estendida para incluir problemas néo-
lineares de transferéncia de calor e escoamento de fluidos, o que deu origem a Técnica da
Transformada Integral Generalizada (COTTA, 1993).

A Técnica da Transformada Integral Generalizada consiste na transformacdo da
equacdo diferencial parcial que modela a situacdo-problema em um sistema infinito de
equacOes diferenciais acopladas, que para ter solucdo deve ser truncado em uma ordem
suficientemente grande, dependendo do erro requerido e do grau de ndo-linearidade da
equacdo. Feito isto, utiliza-se uma formula de inversdo apropriada para obter-se o potencial
original.

Além do controle e estimativa de erro bem simples, outro aspecto notavel desse
método é a extensdo direta para situacdes multidimensionais, com apenas um moderado
aumento do esforco computacional. Sua natureza hibrida é responsavel por esse
comportamento, uma vez que a parte analitica do procedimento de solucéo é empregada sobre
todas, exceto uma variavel independente, e a tarefa numérica fica sempre reduzida a
integracdo de um sistema diferencial ordinério nessa Unica variavel independente restante.

OZISIK e MURRAY (1974) foram pioneiros na utilizagdo da GITT, que consistia
em tratar coeficientes de contorno variaveis. Muitas ideias foram surgindo com o objetivo de
estender esse procedimento para problemas mais complexos. Segundo (COTTA, 1993) a
GITT ja inclui problemas das seguintes classes:

- Problemas envolvendo equagGes com coeficientes variaveis;

- Problemas envolvendo condigdes de contorno com coeficientes variaveis;

- Problemas com fronteiras moveis;

- Problemas em que a complexidade esta associada ao problema auxiliar;

- Problemas ndo lineares.
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Em sintese, a aplicacdo da GITT envolve uma sequéncia de procedimentos que pode

ser sistematizada nas seguintes etapas:

1- Escolher um problema auxiliar de autovalor, que dettm o0 maximo de
informacdes do problema original relativo a geometria e aos operadores;

2- Desenvolver a férmula de transformada e sua férmula de inversao;

3- Transformar a equacao diferencial parcial original, através do uso de operadores
apropriados, em um sistema de EDOs infinito e ndo linear, que pode ou nao ser
acoplado;

4- Truncar e resolver o sistema de EDOs, segundo a precisdo preestabelecida;

5- Construir os potenciais originais, através do uso das férmulas de inversao.

A seguir, apresentam-se os fundamentos tedricos relativos a GITT.

2.1.4.1 Metodologia

Segundo Cotta (1993), de maneira geral, a metodologia de aplicacdo da GITT ¢é
descrita sobre um problema difusivo-convectivo linear, unidimensional, transiente e com
termo fonte linear, e condicdo de contorno ndo homogénea, definido em uma regido V da

superficie de contorno I:

=V.[KX)VT(x,t)]-u()VT (x,) =d ()T (x,t) + P(x,t), {xeV,t>0} (2.21)

com w(x )>0 e condigdes inicial e de contorno dadas por:
T(x,0)=1f(x), {xeV} (2.21.a)

a(x)T(x,t)+ b(x)K(x)% =J(xt), {xel,t>0} (2.21.b)
n

em que n € a componente normal & superficie I e K(x) > 0.

Quando o coeficiente do termo convectivo U(X) é nulo a Equacdo (2.21) é puramente
difusiva, diferente disso este termo ndo pode ser transformado utilizando a técnica de
transformacdo integral cléssica (CITT). Para estabelecer o par transformada-inversa, o
potencial T (X, t) é escrito em termos de uma base ortogonal de autofuncdes obtidas a partir
do seguinte problema auxiliar de autovalor:

V.K(X)VW, (X)+[ 2 W(x) —d (X)]¥; (x) =0, {xeV} (2.22)

d¥,(x) _

a(x)'¥; () + b(X)K(X)W

0, {xel} (2.22.3)
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Problemas representados pela Equacgdo (2.22) sdo conhecidos como problemas de Sturm-
Liouville, onde as autofuncdes ‘V;(X)e os autovalores yiz correspondentes podem ser

conhecidos através de solucGes puramente analiticas ou contagem de sinal, conforme descrito
na secdo anterior. Com isso, a partir da solugédo do problema (2.22) define-se o seguinte par

transformada-inversa:

Ti(t) = jw(x)\i’i ()T (x,1)dQ, Transformada (2.23)

T(xt) = i‘i’i ()Ti(t) Inversa (2.24)
sendo que

¥ (x) = 1) (2.24.1)

Com sua férmula de normalizacao

N, = [w()¥7 (v, i=123,., (2.25)

Agora, operando a equacdo (2.21) com I‘i’i(x)dv , obtém-se
\%

d-:j 10 +J“P ()[u(x).VT(x,t) ]dv +,u,2T (t)=0:(), i=123,. (2.26)
em que
g, (t) = j P (x)P(x,t)dV + j K (X) {‘P (x) ma(;‘ .Y —T(x,1) dq’n(x)} (2.26.1)

Para o célculo da integral

T (x,t) d¥. ((X)
K Y. —T(x,t
j (x){ (0= =T == }

dn
é suficiente multiplicar a equacdo (2.22a) por l'I“’i(x) e (2.21b) por T(X,t). Apods isso,
subtraindo uma da outra, temos

TN 1y d‘i’i(X)} _ L)W (0 (2.26.2)
5T

K(X){‘i’i () an b(X)

Para condicOes de contorno de primeiro tipo, ou seja, b(x) =0, basta fazer uso da férmula

(2.22a), o que leva a
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K(x){‘i’i(x)M—T(x,t) d¥, (X)} _ SR ¥, (x) (2.26.3)
on dr a(x) dr
Ou a sua combinagéo
- d¥. (x)
7 Wi (%) = K(x)—
K(x){‘i’i(x) T (%Y —T(x,t) lei(X)} = (x,1) i (2.26.4)
dn a(x)+b(x)
portanto
IK(X)[T ) aT(x t) Tx) d¥, (X)}dr =I§(X,t) [P, (x) - K(X)d¥,(x)/d7] dT
dn r a(x) +b(x)

0 que significa que para problemas com condi¢bes de contorno homogéneas, ou seja

{(X,t) ZO,

K(x){\?i(x)ﬂﬁ(; D 1« t)d‘z (X)} 0 (2.26.5.2)
n
[ K(x){‘l’ (x)é’Té(]7 0 T(x,t)a\g’;X)}drzo (2.26 5.0)

e o termos §(t) fica reduzido a
g,(t) = [ ¥, (OP(x,t)aV (2.26.6)
\Y

Fazendo uso da férmula de inversdo, Equacao (2.24), o termo ndo transforméavel da Equacéo
(2.26) € reduzido a,

j P, ()[u(x).VT (x,t) JdV = ZaUTJ(t) (2.26.7)

sendo

= [F,00[u().VE (%) Jav (2.26.8)

e a Eq. (2.26) fica reduzida ao seguinte sistema de EDOs

dTi(t)

- +3BTO=50, i=123... (2.27)

enquanto
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a;l—l_lulz aIZ 3:3 a;N
ay ay + /U: Ays Ay
bij =& +6ijlui2 = Ay a3 A3 "'/”32 Ay (2.27.9)
L a;:ll a:u aL3 ar:N"'/Uri_
0, i#]
5, :{ 7] (2.27.b)
1 i=]

A solucédo da Equacdo (2.27) depende de sua condicao inicial para cada termo i do somatério.

Para isso é suficiente transformar também sua condicdo inicial original, Equagdo (2.21a), com

0 uso do operador IW(X)‘f’i (x)dV , conforme a seguir
\%

TO)=F

W00 (v (2.27.c)

A Equacéo (2.27) representa um sistema infinito de equacdes diferenciais ordinarias,
acoplado e linear para os potenciais transformados 'ITi(t). Para obtencdo de solucdo numérica,

a expansdo do potencial T (X,t) é truncada para uma dada ordem N suficientemente alta a fim

de garantir uma acurécia desejada. Apds o calculo dos potenciais transformados'lri(t) , aplica-

se a formula de inversdo para a reconstrucédo do potencial T (X,t) que é a base de célculo dos

diversos parametros fisicos de interesse do problema original. Na sua forma matricial, o
sistema truncado de ordem N pode ser reescrito:

y'®+AMbyt=g), {t>0} (2.28)

y@)=*f, {t=0} (2.28.a)
para

y'() ={TO, T, T, e Ty OF (2.28.b)

A) ={b; Y (2.28.0)

9(t) ={8, (1), &, 1), G (), G OF (2.28.d)

f={f, T, fn T F (2.28.)

Na literatura existem varios métodos de solugdo para problemas de valor inicial

conforme descritos pela Equacdo (2.28). Em particular, o integrador numérico DIVPAG da
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Biblioteca IMSL (1994), desenvolvido a partir do método de Gear e/ou Adans-Moulton, tem
demonstrado ser uma ferramenta computacional poderosa para a obtencdo de resultados

numeéricos de sistemas stiff com esta estrutura.

2.1.5 Método das linhas

O Método das Linhas (MOL - Method of Lines) é um procedimento geral para a
solugdo de equagdes diferenciais parciais (EDP’s). Segundo Hamdi (2009) a ideia bésica do
MOL é substituir na EDP a derivada espacial por aproximacdes algébricas. Uma vez que isto
é feito, as derivadas espaciais ndo sao mais explicitamente declaradas em termos das variaveis
independentes. Deste modo, s6 uma variavel, normalmente a temporal, em um problema
fisico, permanece. Em outras palavras, restando somente uma variavel independente, temos
um sistema de EDOs aproximado da EDP original. O desafio, entdo, é formular esse sistema
aproximado de EDOs. Feito isto, podemos aplicar qualquer algoritmo de integracdo para o
PVI (problema de valor inicial) e computar uma solugdo numérica aproximada para a EDP.

Na eliminagdo da variavel espacial, podemos utilizar vérios métodos de
diferenciacdo, tais como diferencas finitas, volumes finitos ou elementos finitos, para
transformar as derivadas espaciais numa equacao algébrica. Para solucdo do sistema de EDOs
que resultante pode ser utilizado qualquer método de integracdo numérico. Neste trabalho,
serd utilizada a rotina DIVPAG da biblioteca IMSL, para a solucéo destas EDOs.

Quanto a uma descricdo mais apurada da técnica, aconselha-se os trabalhos de
Schiesser e Griffiths (2008) e Hamdi (2009), que demonstram sua aplicacdo a EquacGes

diferenciais parciais implementados em pacotes computacionais.

2.2 REVISAO DA LITERATURA

As abordagens analiticas, semi-analiticas e numéricas sdo frequentemente usadas em
hidrologia subterrdnea para resolver problemas de adveccdo-dispersdo. Muitas solucGes
analiticas e semi-analiticas tém sido desenvolvidos para simular o transporte de soluto em
meios porosos, conforme apresentados por Bear (1972) e van Genuchten e Alves (1982), no
intuito de verificar a precisdo e testar as abordagens numéricas, conforme adotadas por van

Genuchten, Davidson e Wiereng (1974), para condi¢Ges simplificadas, dentre as quais
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elegemos as condicGes que incluem meios porosos homogéneos ou especificamente definidos
como camadas médias, fluxo em estado estacionario e coeficientes de dispersdo constante.

As primeiras abordagens no intuito de solucionar este tipo de problema foram através
das transformadas integrais, tais como de transformada de Laplace e Fourier adotadas por
Brenner (1962), Cho (1971), van Genuchten e Wiereng (1976), van Genuchten e Alves
(1982), Jury, Spencer e Farme (1983), Mohsen e Baluch (1983), van Genuchten (1985) e Bear
(2007), por exemplo. Com o advento da tecnologia, problemas mais complexos puderam se
resolvidos por conta dos recursos computacionais disponiveis, 0 que da maior viabilidade as
pesquisas através de métodos numéricos computacionais, destacando Simtinek et al. (2005) e
Radcliffe e Simtnek (2010). Estes Gltimos aplicaram métodos de elementos finitos a
problemas de adveccdo-dispersdo, implementados no HYDRUS. A maioria dos trabalhos
citados até o momento é baseada em geometrias onde o dominio é semi-infinito ou infinito,
exceto, por exemplo, Mohsen e Baluch (1983).

Cho (1971) utilizou transformadas de Laplace para obter uma solugdo analitica para
a conveccdo dispersiva de transporte de azoto envolvendo uma cadeia de trés espécies de
nitrificacdo. Van Genuchten (1985), também utilizando transforma de Laplace, obteve
solucdo para uma cadeia de decaimento estendida para quatro espécies, implementando no
CHAIN problemas relacionados com nitrificacdo-desnitrificacdo e cadeias de desintegracao
de radionuclideos. Leij, Skaggs e van Genuchten (1991) obtiveram a solucéo para o problema
tridimensional de transporte de soluto em meios semi-infinito, com condicdes de contorno
variavel de primeiro e segundo tipo e decaimento de primeira ordem utilizando transformadas
de Laplace e Fourier para coordenadas retangulares e Hankel pra coordenadas cilindricas.

Almeida e Cotta (1995) usaram transformadas integrais generalizadas (GITT) sobre
problemas de transporte em meios porosos bidimensionais, de dominio finito, aplicados a
estudo de reservatdrios de petréleos com condi¢des de contorno homogéneas do segundo tipo,
para diferentes nimeros de Peclet. Lunn et al (1996) apresentaram solucdes analiticas obtidas
por transformadas de Fourier, utilizando uma metodologia que permitiu uma maior
flexibilidade no que diz respeito as condic@es iniciais, obtendo resultados similares aqueles
obtidos por Cho (1971), para trés espécies de contaminantes com decaimento.

Yates (1990) incluiu aos problemas de adveccéo-dispersdo os coeficientes variaveis
em funcdo da profundidade do solo e Huang, van Genuchten e Zhang (1996) obtiveram
resultados por transformadas de Laplace, com coeficiente de dispersdo variando com a

distancia, em fungdo da velocidade meédia do fluxo, condi¢cdes de contorno de Dirichlet e
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Cauchy, aplicados a dominio semi-infinitos e finitos, assumindo a dispersividade tanto
constante quanto variando com a profundidade, conforme adotado por Yates (1990).

Liu, Ball e Ellis (1998), aos moldes de Almeida e Cotta (1995), aplicaram GITT para
obter uma solucdo analitica para o transporte de solutos em meios porosos heterogéneos
unidimensionais em multicamadas. Na solucdo das autofungfes, os autores calcularam os
autovalores aplicados aos limites de cada camada do solo heterogéneo, utilizando o método da
contagem de sinal, fazendo das interfaces das camadas internas do solo os limites inferior e
superior do dominio das autofungdes. Embora tenham aplicado apenas para trés camadas, esta
abordagem permite que o dominio seja fracionado em n-camadas distintas, possibilitando
maior aplicabilidade.

Sun, Petersen e Clement (1999) e Sun e Clement (1999), transformaram o problema
de decaimento multidimensional de primeira ordem sequencial com qualquer nimero de
espécies, dentro de um conjunto de equacGes de transporte dissociado para espécies
individuais. Eles resolveram as equacfes dissociadas utilizando solugdes analiticas existentes
para uma unica espécie de transporte e decaimento de primeira ordem. No entanto, esta
substituicdo somente pode ser usada quando os coeficientes de retardo sdo comuns a todas as
espécies.

Posteriormente Liu et al. (2000) aplicou a GITT a um problema de advecgéo-
dispersdo de solutos para um dominio finito, com condi¢des de contorno variavel, coeficiente
de dispersdo efetiva, velocidade do fluxo e coeficientes de retardo variavel em funcdo da
distancia e da propria concentracao, variando no espaco e no tempo. Esta abordagem reflete a
capacidade desta técnica hibrida em lidar com problemas ndo lineares e ndo homogéneos,
permitindo muita flexibilidade na escolha dos pardmetros de entrada e nos coeficientes
reguladores do transporte.

Bauer, Attinger e Kinzelbach (2001) apresentaram um método para a resolucdo do
problema de transportes reativos uni, bi e tridimensionais sequencialmente acoplados com
coeficientes de retardo distintos. Sua solucdo foi expressa em termos de uma combinagédo
linear das solugBes fundamentais no dominio de Laplace, com coeficientes definidos por uma
formula recursiva. Em alguns casos, foi possivel transformar a solu¢do para o dominio do
tempo analiticamente. No entanto, a maioria dos problemas de transporte necessita de uma
abordagem numeérica para a obtencao da transformada inversa.

Clement (2001) escreveu as equacdes para transporte acoplado de espécies usando a
notacdo de matriz e depois usou um procedimento de diagonalizacdo da matriz para

desacoplar as equacOes. Para este método de solucéo é necessario que se tenham coeficientes
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de retardo idénticos, para as diferentes espécies, do mesmo modo que a estratégia utilizada
por Sun, Petersen e Clement (1999). Posteriormente, Quezada et al. (2004) ampliariam o
procedimento de Clemente (2001), generalizando um método que resolveria as equacdes de
transporte acoplados multidimensionais, multiespécies reativas e com diferentes fatores de
retardamento. O método consiste em trés etapas que envolvem transformadas de Laplace e
diagonalizagdo da matriz no dominio de Laplace, apresentando ainda dificuldades no processo
de inversdo das transformadas, necessitando de inversdo numeérica para 0s casos mais gerais.

Simtnek et al. (2005) modelaram e resolveram problemas de adveccao-disperséo
com transporte bifasicos de solutos nas fases liquida e gasosa, utilizando diferengas finitas
para os caso de sor¢do ndo linear aplicadas ao HYDRUS. Siminek e van Genuchten (2006),
resolveram problemas de sor¢do de equilibrio linear por transformadas de Laplace e Fourier e
diferencas finitas para os casos de sorcdo ndo linear e problemas multidimensionais
implementados em STANMOD.

Srinivasan e Clement (2008a, b) desenvolveram solucGes analiticas fechadas para
problemas de decaimento sequenciais que envolvam um numero arbitrario de espécies,
sujeitas a condicdes iniciais espacialmente diferentes e um termo fonte com decaindo,
exponencialmente genérico do tipo-Bateman, condicdo de contorno conforme utilizado
anteriormente por van Genuchten (1985). O sistema de equagdes unidimensional acoplado foi
resolvido por condic¢bes de contorno tanto Dirichlet quanto Cauchy usando uma combinacgéo
de transformada de Laplace com a técnica de matriz de diagonalizacdo de Clement (2001).

Kumar et al. (2009) resolveram problemas de EAD para meios finitos heterogéneos
com dispersao linear dependendo do tempo ou quadréatica dependendo da velocidade do fluxo
variando em funcgéo do espago, utilizando transformadas de Laplace. Os autores neste trabalho
desconsideraram a existéncia de reacéao.

Cassol et al. (2009) combinaram as técnicas GITT e CITT com transforma de
Laplace e métodos de diagonalizacdo de matrizes para desenvolver uma solucdo analitica para
dispersdo de poluente atmosférico transiente, bidimensional em um dominio espacial semi-
infinito.

Pérez Guerrero et al. (2009), utilizaram GITT na obtencdo da solucdo da equagéo
adveccdo-dispersdo linear de modo geral, para uma Unica espécie de transporte de
contaminantes, no intuito de desenvolver a solugdo analitica para a equacdo de transporte
multiespécies de adveccdo-dispersdo, compreendendo reagdes de decaimento sequenciais de
primeira ordem, fator de retardamento distintos para cada espécie, um dominio espacial finito

e as condicOes de contorno em estado estacionario. Posteriormente, Pérez Guerrero et al.
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(2010) estenderam a solucdo do problema de multiespécies para condi¢cdes de contorno
variavel.

Pérez Guerrero e Skaggs (2010) resolveram a EAD com decaimento de primeira
ordem para uma Unica espécie em meio heterogéneo e finito, utilizando um fator integrante
para reduzir a equagdo de advecgdo-dispersdo a uma equacao puramente difusiva, eliminando
0 termo advectivo e resolvendo-a atraves da GITT. Eles demonstraram que para um
determinado nimero de formulacGes para transporte de importancia pratica existe sempre uma
expressao analitica para o fator integrante. O caso particular de um coeficiente de
dispersividade linearmente crescente foi desenvolvido em detalhes e sua solugcdo comparada
aos resultados obtidos por Yates (1990).

Chen e Liu (2011) apresentaram uma solucdo analitica para o transporte
unidimensional de soluto num dominio espacial finito para condicdo de contorno arbitraria
dependentes do tempo. Eles obtiveram resultados que simulassem problemas que incluissem
condigdes de entrada que pudessem ser constantes, que variassem de forma exponencial ou
senoidal. A equacdo governante do problema incluiu os termos de adveccgdo, dispersao
hidrodinamica, a sorcdo de equilibrio linear e processos de decaimento de primeira ordem. A
solugdo analitica generalizada foi obtida utilizando a transformada de Laplace para a variavel
temporal e a técnica de transformada integral generalizada no que diz respeito a coordenada
espacial. Os autores obtiveram uma excelente concordancia entre as solugcfes analitica e
numérica. Esta solucdo generalizada oferece uma ferramenta conveniente para o
desenvolvimento da solucdo analitica para condicdes de contorno dependente do tempo
especificado ou para a avaliagdo numérica do campo de concentracdo em problemas que a
fronteira dependa arbitrariamente do tempo de entrada. Da mesa forma que os demais

trabalhos, o processo de inversdo das transformadas teve de ser obtido de maneira numeérica.

Recentemente, Chen et al. (2012) resolveram o problema transiente de dispersdo-
adveccdo sequencialmente acopladas para multiplas espécies, com condi¢6es de contorno do
terceiro tipo ndo-homogénea e decaimento de primeira ordem, utilizando transformada de
Laplace no dominio do tempo e transformada integral generalizada no dominio espacial. Na
homogeneizacdo das condi¢Ges de contorno, para a solugdo do sistema de EDOs, eles
utilizaram uma formula de substituicdo, conforme utilizada por Chen e Liu (2011), no intuito
de homogeneizar o sistema de EDOs, resultante da transformacao via GITT. Esta abordagem
permitiu a transformacao da equacdo governante num sistema algébrico de autofungdes, que

apos ser resolvido é feita a transformacdo inversa de Laplace e em seguida utilizando a
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formula de inversdo da transformacdo integral generalizada para a obtencdo das
concentragfes. Este procedimento foi adotado separadamente para cada espécie, 0 que
aumenta seu grau de dificuldade na transformacéo inversa de Laplace, dependendo do numero
de espeécies a serem consideradas. Os autores estudaram o comportamento da solucdo na saida
do sistema para um dominio finito, comparando-as a solugdo em dominio semi-infinito,
obtida por van Genuchten (1985). Eles notaram que este tipo de abordagem requer, para a
convergéncia da série, dependendo do nimero de Peclet e do comprimento adotado, um maior

numero de termos no somatério, impactando diretamente na solucéo préxima a fronteira.



40

CAPITULO 3
3 FORMULACAO MATEMATICA E METODOLOGIA DE SOLUCAO

3.1 FORMULAGCAO MATEMATICA

A formulagdo matematica para o problema de Adveccao-dispersao em meios porosos
heterogéneos, consiste na adimensionalizacdo da Equacdo (2.20) conforme descrita no

Capitulo 2 e para tal serdo utilizados os seguintes grupos adimensionais, conforme abaixo:

* *, K

L Lt LR A
L A A v,
70(X)=7°éXV2L, 71(X)=71(X*)L, f(t)= ( ) EJVEL, (3.1-11)
F'(x) _F'(x) _C(X,t) K
F(x)= Fo C. , C(x,t)_—Cn , K = X

emque C,=C, +C,.

Substituindo os grupos adimensionais (3.1-11) na Equacdo (2.20), obteremos a

oC 0 oC
R(x )— =— (D( )—j v(x)g—yl(x)c +7,(X), 0<x<1t>0 (3.12)
C(x,00=F,(x) 0<x<1 (3.12.a)
c©,t)-p(0) =Y aC(o Y_t@), t>0 (3.12.b)
M=O, t>0 (3.12.c)
OX
Os coeficientes adimensionalizados da Equacéo (3.12) podem ser dados na forma:
R(X) = ri + 1r— X =T, +T,X Fator de retardamento (3.12.d)
0 0
D, (x)=—+—2+x=d,+dx Dispersdo Linear (3.12.¢)
Lv0 V,
D, (X) = d—°+ L x> =d, +ax’ Disperséo Parabolica (3.12.1)
VO VO



D.(X) = o + . @-e™)=d,+ ﬁ(l— e ) Disperséo Exponencial

Lv, Ly,
v, VL : .
V(X) =+ ———X=V, —V,X Velocidade linear nos poros
VO VO
7 (X) = 7okl Yo +7uX  Taxade decaimento de 12 ordem
0 0
Vo(X) = Yol 701" X=yu+7uX  Taxade producdo de ordem zero
Cnv0 C.v,
C
f(t)==2+=2Exp(- ph- )_ ft, + ft,e™™ Concentragdo na entrada
n Cn VO
F(x)= R RL,_ F, +FXx Concentragao inicial

n n

Note que, para todos 0s casos, v(0) = R(0) =v, =r, =1.

3.2 METODOLOGIA DE SOLUCAO

3.2.1 Solucdo hibrida
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(3.12.9)

(3.12.h)

(3.12.)

(3.12.j)

(3.12.1)

(3.12.m)

Para a solugdo da equacdo de adveccdo-dispersao EAD, Eq. (3.12), sujeita as

condiges (3.12a)-(3.12c), o primeiro passo consiste na escolha de um filtro que seja capaz de
simplificar e homogeneizar a condicdo de entrada da EDP, Eq.(3.12b), (COTTA, 1993,

ALMEIDA e COTTA, 1995). Aqui o filtro proposto sera do tipo:
C(x,t)=Cy(x)+C,(x)e™" +C, (x,t)
Introduzindo a Equacdo (3.13) nas equacdes (3.12) e (3.12.a) - (3.12.b), teremos

o[-0t 0] 8080, 8 (o8, 2 (0]
ot dx dx dx dx OX OX

V(X) (& + e_)“t d& + %] —
dx dx  ox

7 ()] Cy+C e ™ +C, |+ 7, (%),

C,(X)+C,(x)+C,(x,0) =F(x), 0<x<1

(3.13)

(3.14)

(3.14.9)
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_ dC, dC, _ oC _
C,(0)+C,(0)e . +Ch(0,t)—D(O)( dXO + dxl e M+ 8xhjx_0 = ft, + fte™, (3.14.b)
dCy (1) + dc, @) g™ +—§C“ (LY) =0, t>0 (3.14.c)
dx dx OX

Das Equacdes (3.14) e (3.14.a)-(3.14.b) obtemos trés equacdes distintas com suas respectivas
condicdes de contorno e inicial:

1-Problema auxiliar para C,(X):

(D( 4G (X’j w800 0sxst @iy

dC 0@ _ g (3.15.)

4G _y (3.15.b)
dx

2-Problema auxiliar para C, (X)

(D( x 3€. ) (X)j v(x )dcéx(x) “[(9)-ARM]C,()=0, 0<x<1 (3.16)
c,(0)-Dp() &2 dC O _ (3.16.a)
dC,@ _q, (3.16.b)

dx

3-Problema homogéneo para C, (Xt):

R(x)ﬂChT(X’t) i( p(x) 2t (Xt)j ()%(;’t)—yl(x)ch(x,t), 0<x<1,t>0

(3.17)
C,(x,0)=F(x)-C,(x)-C,(x) 0<x<1 (3.17.a)
Ch(o,t)—D(O)&(f’t)zo, t>0 (3.17.b)
M — 01 t>0

3.17.c
ox (3.17.c)
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Para que seja possivel a solucéo do sistema de EDOs resultante da transformacéo da
Equacéo (3.17) sera necessério, antes de tudo, obtermos a solugéo das equagdes-filtro: C,(X),

Eq. (3.15) e C,(X), Eq. (3.16), para cinco casos distintos.

3.2.1.1 Solucéo das equacdes filtro
3.2.1.1.1 Primeiro caso

O primeiro caso proposto neste trabalho consiste em desprezar o coeficiente de

dispersdo hidrodinamica do coeficiente de dispersdo efetivo, ou seja, D(x):do; com
velocidade linear constante ou V(X) =V,; concentracio na entrada constante, ou seja, 4 =0
ou f(t)=ft,+ ft,=C,, fator de retardamento constante R(X)=r,, sem concentracio inicial,
ou C(x,0)=0 e finalmente, sem termo de reacéo, ou J,(X)=7,(X) =0. Com isso ficam entéo

as Equacdes (3.15) e (3.16) definidas para C,(X) e C,(X) respectivamente como segue:

d°Cy(x)  dC,(x) _

d 0, 0<x<1 .

O dx? dx (3.18)
C,(0)—d, a5, (0) _ ft,, (3.18.3)
4G _ 0, (3.18.b)

dx

d*C,(x) dC,(x)
d AT AV 2, 0<x<1 1
C,(0)—d, 4c,0 _ ft,, (3.19.a)
dc,M _q (3.19.b)

dx

Cujas solucges sdo dadas por Boyce e DiPrima (2000) conforme a seguir, (Ver apéndice B)

C,(x) = ft, (3.18.1)
C,(x) = ft, (3.19.1)
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3.2.1.1.2 Segundo caso

No caso 2, atendemos as consideragdes feitas no Caso 1. Contudo agora se leva em

conta a ocorréncia de uma reagdo constante, cuja taxa de decaimento é 7/1(X) =70, COM taxa
de producdo de ordem zero ¥,(X) =7, . Na entrada, considera-se a concentragdo variando

com o tempo f(t) = ft, + ftle"“. Com isso a Equacéo (3.15) assume a forma:

d°Cy(x) _ dCy(x)

dy dx dx = 710Co (X)=—%0, 0<x<1 (3.20)

c,(0)-d, 9@ _ ¢ (3.20.3)

dC@) _g (3.20.b)
dx

A solucédo da Equacéo (3.20) é dada por Bronson e Costa (2008), conforme a seguir,
(Ver apéndice B)

X

Co(X)= Yoo | 2( ft, - Yoo j {2dOCD cosh[®(1L—x)]+sinh [D(L- x)]} 020

= 3.20.1
Y10 Yo ) {0+ (2d,®)?)sinh () +4d,d cosh ()} (320
em que
D= A e A=1+4dyy, >0
2d,
Do mesmo modo, a Equacao (3.16), reduz-se a:
d’C,(x) dC,(x)
d—gz g~ T~ AC(x)=0 0<x<1 (3.21)
C,(0)—d, ac, () = ft, (3.21.a)
LSAC) =0, (3.21.b)
dx
que tem como solucéo geral
(1‘*'\ﬁ+4d0 (}’10—1)))( (1—\ﬁ+4do(}’1o_l))x
C,(x)=Be +Be (3.21.1)

A Eq.(3.21.1) pode ter trés solucBes que dependem do valor de A=1+4d,(y,—4),
atendendo a trés condicGes de existéncia. Segundo Bronson e Costa (2008),



45

1- Quando A<O:

o A o A
C,(x)=Be’® cos ﬂx +B,e* sin ﬂx

(3.21.2)
0 0
2- Quando A=0:
C,(x)=Be’ +B,xe?® (3.21.3)
3- Quando A>0:
C,(x)= BleE cosh £ X |+ Bzeﬁ sinh ﬂ X (3.21.4)
2d, 2d,

A solucdo da Equacdo (3.21) para as trés situacdes é dada conforme a seguir (a

descricdo detalhada da solugéo esta contida no Apéndice B)

1-Para A=1+4d,(y,, - 1) <0

X

CA(X)=2ﬁ1{Zdomos[zga._X)]jLSin[Q(l_X)]}e - Q= a (3.21.1.1)
{[1-(2d,©)? Jsin () + 4d,Qcos ()} 2d,
2-Para A=1+4d,(y,,—4)=0
_ 2ft el
C,(\)= ey +1{(2@o +1)e* —xe } (3.21.1.2)
3-Para A=1+4d,(y,, —4) >0
C,(0)= 21 {2000 COS?[(%_X)]JFSinh[w(l_ Oer , @ = A (3.21.1.3)
{[1+(2dy@)* Jsinh (a) + 4dya cosh (a7 )| 2d,

3.2.1.1.3 Terceiro caso

O terceiro caso consiste em considerar que todos os coeficientes variem em fungéo

da profundidade do soluto num solo heterogéneo num meio finito e para tal serdo adotados:

velocidade linear V(X) =V, —V,X, concentracdo na entrada variando com o tempo de forma
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exponencial, f(t)= ft,+ fte™, em que A #0; fator de retardamento, R(X) =r, + X, termo
de decaimento de primeira ordem linear, 7;(X) =7, +7,;X, termo de producéo de ordem zero,

7o(X) = %4 + 70X e auséncia de concentragéo inicial, C(x,0)=0. Deste modo, as equagdes

(3.15) e (3.16) permanecem dadas na sua forma original:

1-problema auxiliar para C,(X):

[mﬂ“ﬂ W em=nt0.  0sxst @22
c,(0)—D(0) L) dC 0O _ g (3.22.3)
dC@® _ g, (3.22.b)

dx

2-problema auxiliar para C,(X):

(D( x) 3¢ (X)j V(X )%-[%(x)—m(x)]cﬂ(xpo, 0<x<1 (3.23)
C,0)-D© =2 - 1, (3.232)
M=O, (3.23.b)

dx

Quanto aos coeficientes de dispersao efetivo serdo considerados trés situacdes-problema
em que o coeficiente de dispersao possa ser considerado: linear, parabolico ou exponencial, de
acordo com a Tabela 3 abaixo.

Tabela 3 — Modelos de coeficientes de dispersdo heterogéneos (Adimensionais)

Caso 3 D, (x)=d, +d,x Linear
Caso 3.1 De (x) =d, +ax’ Parabdlica,
Caso 3.2 D (x) =d, +B@1—e ™) | Exponencial

As Equacdes (3.22)-(3.23) séo classificadas como EDOs de segunda ordem lineares,
ndo-homogéneas e com coeficientes varidveis. Este tipo de problema ndo possui solucéo
puramente analitica, por este motivo suas solugdes serdo obtidas de maneira aproximada,
utilizando a subrotina DBVPFD, contida na biblioteca IMSL (1994).
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3.2.1.2 Solucéo da EDP homogénea

Para a solucdo do problema homogéneo, EQ.(3.17), serd adotada a Técnica da
Transformada Integral Generalizada, conforme anteriormente descrita. Por conta do
formalismo proéprio da técnica, para a solucédo da EDP serd tomado um problema de autovalor
simplificado, baseado no termo advectivo da EDP. A solucdo deste problema de autovalor é
puramente analitica, contudo do processo de transformacao integral resultara numa matriz de
coeficientes para o potencial transformado do sistema de EDOs variando no tempo, que
devera ser calculado através da subrotina DIVPAG da biblioteca IMSL (1994), necessitando
da inversdo dessa matriz de coeficientes na solucdo do problema rigido, para o qual serad
utilizado o método de Gear, (GEAR, 1969).

O sistema de EDO resultante da transformacéo tera sua condicdo inicial dependente
das fungdes C,(X) e C,(X), conforme discutidas na Secéo (3.2.2.1).

Adotaremos da Equacéo (3.17) a escolha de um problema de autovalor simplificado,
através da aplicacdo do método de separacdo de variaveis (COTTA, 1993), prescrito pelo

formalismo proprio da técnica, conforme a seguir:

2

‘ l//iz(X) + 1y, () =0, (3.24)
dx

v, ©-d, 2O g (3.24.)

dx

i@ _ (3.24.b)
dx
A solucdo do problema de autovalor (3.24) é dada por Cotta (1993) conforme a

sequir
w,(X) = Cos[ﬂi - X)]’ (3.29)

em que os autovalores 4 correspondentes as autofungdes ¥, (X) séo calculados através da

equacdo transcendental (3.26), que de maneira geral serdo obtidos pelo método da contagem
de sinal, pois desta forma a solucdo possibilitara maior flexibilidade para o problema de

autovalor.

1 sin(u) :%(”) i=1,2,3,.... (3. 26)

0

Pela propriedade de ortogonalidade da Equacéo (3.25), temos que
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j“//i(x)l//j(X)dXZ{ol\; : f j , i=123,.., (3.27)

em que N, é a norma da autofuncdo, dada como adiante

d, ]
: (3.28)

1 1 1
2 2
N, = [y 00 = [os” [ (1 o :E(“ dipl +1

Para a solucdo do problema homogéneo resultante da separacdo, propomos o

seguinte par transformada-inversa:

1
Ci(t) = I 7, (X)C, (x, t)dx, Transformada (3.29)
0

C,(xt)= izpi (x)C, (1) Inversa (3.30)

em que ¥, (X) é a autofuncéo normalizada, dada conforme a seguir

7,9 =A%) (3:31)

i
1

Aplicando o operador jy}i (x)dx sobre a EDP, Eq.(3.17) e sua condicdo inicial, Eq. (3.17.a).
0

1

I X)(R( )&C (X, t)j I (X)_(D( )ac (X, t)jdx ~

0

T T

Ji 0o Z o (3.32)

Ty

v, (X)y, (X)C, (x,t)dx,

o t—pr

j.l/7i (X)C, (x,0)dx = —j. 7, (O[C, (X) +C, (x)]dx = , (3.32.b)

A solucdo de cada integral acima € dada conforme a seguir:
1

iﬂ

dC (t)

T,

7,000+ 22 )dD‘X)} C 1 (1),
dx dx

j=1
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T,+T, j w.(x)v(x)z LG, (o + J w.(x)yl(x)zw,(x)c (t)dx,

Deste modo, o resultado da transformacéo € o seguinte sistema infinito de equacdes
diferenciais e sua condicao inicial transformada (ver Apéndice A),

i A 450 (f;t(t) =3'B,C, (1), (3.33)
j=1 j=1
Ci(0="f, (3.33.9)
em que:
= [ RO, (057 (x)dx (3:33.1)

B, = | DO, + 1% PO L[ {V(X)w. v,

dx S+ () }dx (3.33.2)

T, = —j(,/;j ()[C, (x) +C, (x)]dx (3.33.3)

Para o célculo do potencial transformado C;(t) é necessaria a obtencdo dos

coeficientes AiJ e B,], que podem ser obtidos facilmente utilizando os recursos de integragéo

do Wolfram Mathematica (WOLFRAM, 1991), evitando assim um esforco mondtono que é

tipico deste tipo de manipulacdo. Abaixo serd exposta a solucdo para o caso generalizado dos

coeficientes A; e By, que poderéo ser estendidos a todos 0s casos.

= 1, [ 47, 007, 0 dx+ 1, [ 37, (7 (x)dlx

Conforme dito anteriormente, a integral acima poder ser obtida analiticamente através

do Wolfram Mathematica e expressa na forma:

A =T AL +1,A2, (3.34)
em que:
AL = [, 007, (¥)dx (3.34.1)
A2, =[x, (X7, (x)lx (3.34.2)

Para calcular B,J, teremos de levar em conta as trés formas de dispersdo, por este

motivo serdo considerados:
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1- Para a disperséo linear:

D, (x)=d,+d,x ) _ . (3.35.a-h)
dx
Substituindo as equagdes (3.35.a) e (3.35.b) na equacéo (3.33.2) teremos
1 1 1 ~
o~ ~ Vi -
B; =_dOIUiZJ.‘//il//jdX_dl[ﬂizj.)(‘//il//] '([d_ Xj_v J.l//l —dX+
X dy
v [ %7, — o= nofz//.wjdx hJXV/.l//JdX
0
B, =—d,BL, —d, (B2, - B3;)-V,B4, +Vv,B5; —,,B6, —»,B7, (3.35)
em que:
BL, = 1 Al (3.35.1)
B2, = 4 A2, (3.35.2)
B3, = [w, (x)mdx (3.35.3)
o dx
B4, = [, (x )L(X)d (3.35.4)
BS, = j 7 (0 2, (X) (3.35.5)
B6, = Al (3.35.6)
B7, = A2, (3.35.7)

Nota-se que para o calculo dos coeficientes B, compreendendo os casos 3.1 e 3.2

ij1
seguintes, apenas os coeficientes BZije BBij sofrerdo modificacdes dependendo do modelo

adotado:

2- Para uma disperséo parabdlica:

dD, (x)

D,(x)=d, +ax?
p(X)=dy+a dx

= 20X (3.36.a-h)

Da mesma forma podemos aplicar as equacdes (3.36.a) e (3.36.b) na equacdo (3.33.2), que

resulta em:



51

1 1
B, =—d,BL, —a[#izszwiwjdx+ 2[ x—"”y/jdxj—vomij +V,B5, — 74,86, —71,B7,
0 0

dx
B; =—d,Bl; — (B2 —2B3})-V,B4; +Vv,B5; —7,,B6, —,,B7, (3.36)
em que:

1

B2, = i j X2, ()7 (x)dx (3.36.1)
0

A
B3; = [ x ‘/;)f )1//j(x)dx (3.36.2)

0

3- Para uma disperséo exponencial:
D:(x)=d,+p@1-€e7) .. % =pe* (3.37.a-b)
X

Finalmente, aplicando as equagdes (3.37.a) e (3.37.b) na equacdo (3.33.2), resultando em:

1 1 -
Bij = _(ﬂ+d0)B]1j +ﬁ(ﬂizj.e !//il//jdx—l_J-e d_l/)/(!//jdxj_VOBllij +V185ij _71086ij _71lB7ij
0 0

B, =—(B+d,)Bl, + B(B2; +B3;)—V,B4, +V,B5, —,,B6, —7,,B7; (3.37)
1
B2; = u1f [e™77,dx (3.37.1)
0
1 dl/?-
B3, = ! e g 7o (3.37.2)

Por ndo se ter solucdo analitica disponivel para todos os casos, a condicdo inicial
transformada ?i seré obtida analiticamente apenas para o0 Caso 1le numericamente, utilizando
as subrotinas DQDAGS e DCSINT da biblioteca IMSL (1994), para os casos 2 e 3
respectivamente.

Diante do exposto, fazendo uso da férmula de inversdo (3.19), fica entdo definida a
solugéo geral da equacdo de adveccdo-dispersdo de soluto em meios porosos heterogéneos,
com sorgdo de equilibrio linear, decaimento e compreendendo trés modelos de dispersividade,
em funcgdo da concentracdo transformada para cada autovalor ;.

C(x,) =C,(x)+C, (e + 37 (Ci (1) (3.38)

i=1
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3.2.2 Solugdo numérica

No intuito de testar as solugdes semi-analiticas, serd agora discorrida a sua solucao
numerica através do método das linhas, conforme descrito por Schiesser e Griffiths (2008) e
Hamdi (2009).

3.2.2.1 Equacéo governante

Para proceder com a solucdo numérica do problema da EAD tomamos a equagéo

geral (3.12) na sua forma estendida

5 C oC oC
R(x)— D'(X)E—V(X)E—%(X)C +7,(x), 0=<x<1t>0 (3.39
C(x,0)0=0 0<x<1 (3.39.3)
c(0.)-D(0) oY C(O Y _t@), t>0 (3.39.b)
LY o ts0 (3.39.¢)
OX

Para a discretizacdo das variacGes espaciais sera utilizado o Método das Diferencas
Finitas (VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995).

3.2.2.2 Discretizacao das derivadas espaciais

x=0 ' x=1
* | | | |
=0 re1 P Vo kM2 k=M-1 k=M

Sendo:
M 0 nUmero de intervalos

M+1 0S pontos nodais
MAX=%X,-%, k=012..... M (3.40.a)
Como o processo de difusdo independe da velocidade e da dire¢do do fluxo, para a

discretizacdo dos termos difusivos serd utilizado o esquema de diferengas centrais

apresentados conforme adiante:
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1 — Termo difusivo de segunda ordem

0°C C._,—-2C +C
D(x)y = D(x) =< AX; kel (3.40.1)

2 — Termo difusivo de primeira ordem
D '(x)‘z—i =D '(x)% (3.40.2)

Uma das importantes insuficiéncias do esquema de diferencas centrais € sua
incapacidade em identificar a direcdo de fluxo (VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995).
Para isso a discretizacdo do termo convectivo sera feita utilizando o esquema de discretizacao
upwind de primeira ordem. Este esquema faz com que o valor da fungdo na regido em questao
seja igual ao valor da funcdo na regido a montante desta, igualando os valores no interior das
células aos valores obtidos nas suas faces. Nesta metodologia, o valor na face € obtido a partir
das quantidades armazenadas nos volumes de controle a montante relativamente a direcao
normal da velocidade v(x) na equacdo (3.39). O esquema upwind busca evitar o aparecimento
de coeficientes negativos ocorrentes do esquema de diferencas centrais e € calculado

conforme abaixo.

oC C.-C.,
V(X) — =Vv(Xx) ———= 3.40.3
() =v0) = (3403)
Portanto, para os pontos nodais internos (1< k <M —1) temos que:
de — D(Xk) |:Ck1 — 2Ck +Ck+l } + D '(Xk) |:Ck+l _Ck—l } _
dt  R(x,) AX? R(X,) 2AX (3.41)
v(x) | C -Ciy _71(Xk)C +7/o(xk)
R(x)L  Ax R(X) * R(X)
C.(0)=0 (3.41.a)

Para o célculo das variagcdes no ponto X,, sera aplicada diferenca progressiva com

trés pontos:

C,+ D) =48t Gy, ¢ 22T (HAX+DIX)(AC, =C;) (3.42.1)
2AX 2A%+3D(x,)
e no ponto Xy, , serd aplicada diferenca regressiva com trés pontos, portanto:
Cu4uatCus g, g, =% Cue (3.42.2)

2AX 3
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Para obtenc¢do das concentra¢fes nos pontos nodais é necessaria a solucao do sistema
de equagBes diferenciais ordinarias variando no tempo, em X <X <X, descrito pela

Equacdo (3.41), que sera resolvido utilizando a DIVPAG da biblioteca IMSL.
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CAPITULO 4

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Agora serdo mostrados os resultados obtidos nesta dissertacdo aplicados a cinco
problemas-exemplo. Para isto serdo utilizados os valores dos coeficientes de retardamento,
coeficientes de dispersdo, velocidade, concentracdo na entrada e concentracdo inicial,
conforme adotados por Brenner (1962) e Liu et al. (2000), para o primeiro e terceiro caso.
Quanto ao Caso 2, serdo utilizados valores segundo especificados na literatura por van
Genuchten e Alves (1982).

O primeiro caso descreve a variagdo da concentracdo em meios pPOrosos

homogéneos, com concentracio inicial zero, ou seja, C (x,0)=0, condicdo de entrada
constante, f'(t)=C,+C, =C,, neste caso ser4 adotado C,=0,4 e C,=0,6; sem nenhuma
reacdo, ou 7, (X)) =,(X ) =0, em um comprimento médio L=30 cm. Os pardmetros a serem
utilizados neste exemplo s@o: R'(X)=r =4,25, velocidade V (X)=V,=10cm/d,
coeficiente de dispersdo igual a difusdo D(x") =d, =4 cm?/d.

O segundo caso estudado simula a variacdo da concentracdo em um meio poroso
homogéneo, onde ocorre uma reacio especificada pelo termo fonte 7 (C) =(0,5-0,25C") d'*;
sem concentragéo inicial, F*(x*):O, e condigdo de entrada variando exponencialmente em
funcéo do tempo, f'(t")=C, +Cbe’°'25t*, em que C =4 e C =6, ocorrendo num dominio de
comprimento médio L=100 cm. Os pardmetros utilizados sdo: Fator de retardamento
R'(X)=r, =3, velocidade V' (X)=V,=25cm/d e com coeficiente de dispersdo efetivo,
D"(x") =d; =37,5 cm%d, (VAN GENUCHTEN e ALVES, 1982).

Para o terceiro caso sera considerada a varia¢do da concentracdo numa Unica camada,
sem concentracdo inicial C'(x,0)=0, condicdo de entrada variando exponencialmente com o
tempo, f*(t*)=Ca+Cbe‘t*, com C,=0,4e C,=0,6. O termo de reagdo variando com a
profundidade 7 (C",x") =[0,01+0,001x" —(0,1+0,01x')C] d; fator de retardamento
R'(X") =2,4+0,04X"; velocidade do fluxo V' (X')=14-0,2X cm/d e coeficiente de dispersio

efetiva com difusdo molecular constante e disperséo hidrodinamica variavel D"(X):
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-Caso3: D/ (X)=10+0,1X cm%d:;
- Cas0 3.1; Dy (X)) =10+0,01x" ¢

- Caso3.2: D;(X)=10+0,001(1-€ ) .

num comprimento médio L=20 cm. Para maior entendimento, a seguir serd disposta uma
tabela contendo os parametros de entrada adimensionais dos cinco casos discutidos nesta

dissertacdo.

Tabela 4 — Parametros de entrada (Adimensionais).

Parametro | Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 3.1 Caso 3.2
r, 1 1 1 1 1
1 0 0 0,3333 0,3333 0,3333
d, 1,3.10° | 1,5.10° | 3,57. 107 - -
d, 0 0 d; /v, - -
a - - - a’Llv -
p : : : : B 1*L)
Y, 1 1 1 1 1
v, 0 0 0,2857 0,2857 0,2857
Y10 0 1 0,1428 0,1428 0,1428
Yu 0 0 0,2857 0,2857 0,2857
Yoo 0 0,2 0,01428 0,01428 0,01428
You 0 0 0,02857 0,02857 0,02857
ft, 0,4 4 0,4 0,4 0,4
ft1 0,6 6 0,6 0,6 0,6
A 0 3 3,4286 3,4286 3,4286
F=F 0 0 0 0 0
L [cm] 30 100 20 20 20

Quanto a convergéncia da série, os trabalhos existentes na literatura apontam um
valor em torno de 30 termos através das abordagens de Liu et al. (2000) e van Genuchten e
Alves (1982). As Tabelas de 5 a 9 e as Figuras (5) a (7) seguintes apresentam as analises de
convergéncia, dos cinco problemas-exemplo e do caso proposto por Liu et al. (2000),

discutidos nesta dissertagéo.



Tabela 5 — Analise de convergéncia do Caso 1-L=30 cm:

10 2 -0,00080653| -0,00097097 6 0,85874 |0,0546443| 10 0,826682 | 0,116824
20 2 0,00113351| -0,00000152| 6 0,864914 [0,0517546| 10 0,827231 | 0,121081
30 2 0,00108883 | -0,00000029( 6 0,865696 |0,0512767| 10 0,827475 | 0,121639
40 2 0,00107028 | -0,00000032| 6 0,865904 (0,0511412| 10 0,827778 | 0,120947
50 2 0,00106378 | 0,00000009[ 6 0,865982 |0,0510895| 10 0,82784 | 0,12073
60 2 0,00106062 | 0,00000015| 6 0,866017 |0,0510658| 10 0,827831 | 0,120819
70 2 0,00105838 | 0,00000000f 6 0,866035 |0,0510535| 10 0,827838 | 0,120858
80 2 0,00105695 | -0,00000004f 6 0,866045 |0,0510465| 10 0,827852 | 0,120821
90 2 0,00105626 | 0,00000001f 6 0,866051 |0,0510422| 10 0,827857 | 10,1208
10 2 0,0E+00 0,0E+00 6 0,0E+00 | 0,0E+00 10 0,0E+00 | 0,0E+00
20 2 1,9E-03 9,7E-04 6 6,2E-03 | 29E-03 10 55E-04 | 4,3E-03
30 2 4,5E-05 1,2E-06 6 7,8E-04 | 4,8E-04 10 2,4E-04 5,6E-04
40 2 1,9E-05 3,6E-08 6 2,1E-04 | 14E-04 10 3,0E-04 6,9E-04
50 2 6,5E-06 4,1E-07 6 7,8E-05 | 5,2E-05 10 6,2E-05 2,2E-04
60 2 3,2E-06 5,9E-08 6 3,5E-05 | 24E-05 10 9,0E-06 8,9E-05
70 2 2,2E-06 1,5E-07 6 1,8E-05 | 1,2E-05 10 7,0E-06 3,9E-05
80 2 1,4E-06 4,5E-08 6 10E-05 | 7,0E-06 10 1,4E-05 3,7E-05
90 2 6,9E-07 5,2E-08 6 6,0E-06 | 4,3E-06 10 5,0E-06 2,1E-05

Tabela 6 — Andlise de convergéncia do Caso 2-L.=100 cm:

Cixt) | C(xt) Cixt) | C(xt) Cixt) | C(xt)
NT [t*[dias]] x=0.15 | x=0.95 |t*[dias]| »=0.65 | x=0.95 |t*[dias]| x=0.75 | x=0.95
10 | 25 |0,614111(0,048092( 7.5 0,3188 |0,084491| 125 [ 0,411304 |0,346515
20 [ 25 |0,62642110,064835| 7.5 | 0,305607 [0,096756( 12.5 | 0,404569 |0,346986
30| 25 |0,625792]0,065013| 7.5 | 0,304365|0,097991| 12.5 [ 0,403563 |0,346912
40 | 25 |[0,625174(0,064436( 7.5 | 0,304378(0,097347| 12.5 | 0,403209 | 0,346324
50 | 2.5 |0,624993|0,064243| 7.5 | 0,304338|0,097158| 12.5 [ 0,403132|0,346162
60 | 25 | 062502 [0,064253| 7.5 | 0,304289 |0,097269| 12,5 | 0,403138 |0,346225

DIFERENCA Ci - Ci-1

NT [t*[dias] C(xt) C(xt) |t*[dias] C(xt) C(xt) |[t*[dias]| C(xt) C(xt)
10| 25 | 0,0E+00 | O,0E+00 [ 7.5 [ O,0E+00 | O,0E+00 | 125 | O,0E+00 | 0,0E+00
20| 25 12E-02 | 1,7E-02 | 7.5 1,3E-02 | 1,2E-02 | 125 6,7E-03 | 4,7E-04
30| 25 6,3E-04 | 1,8E-04 [ 75 1,2E-03 | 1,2E-03 | 125 1,0E-03 | 7,4E-05
40 25 6,2E-04 | 58E-04 [ 75 1,3E-05 | 6,4E-04 | 125 3,5E-04 | 59E-04
50| 25 | 1,8E-04 | 19E-04 | 75 | 40E-05 | 1,95-04 [ 125 | 7,7E-05 | 1,6E-04
60 | 25 2,7E-05 [ 1,0E-05 [ 7.5 49E-05 | 1,1E-04 | 125 6,0E-06 | 6,3E-05
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Tabela 7 — Andlise de convergéncia-Liu et al. (2000):

10 2 0,988038| -0,512528( 0,00E+00 0,00E+00
20 2 0,582227| -0,034536( 4,06E-01 4,78E-01
30 2 0,561288| 0,0171062f 2,09E-02 5,16E-02
40 2 0,558102| 0,015047( 3,19E-03 2,06E-03
50 2 0,557241| 0,0138032| 8,61E-04 1,24E-03
60 2 0,556889| 0,0153051f 3,52E-04 1,50E-03
70 2 0,556727| 0,0157942| 1,62E-04 4,89E-04
80 2 0,556707| 0,0150834( ?2,00E-05 7,11E-04
90 2 0,556778| 0,0144862( 7,10E-05 5,97E-04

Disperséo efetiva linear, D*(x*) =10-0,1x .

De acordo com a Tabela 5 acima, e a Fig. (5) abaixo, as solugdes conforme
apresentadas, convergiram para o primeiro caso em torno de 30 termos. Foram necessarios
NT= 40 para se alcancar a convergéncia do Caso 2 e do caso proposto por Liu et al. (2000),

NT= 50, na entrada e NT= 70 na fronteira, adotando um critério de 10 Tabelas 6 e 7.

1 - Convergéncia Caso2
Convergéncia - Caso1 0.9 = GITT Nt=10
i GITT Nt=10 - GITT Nt=20
I _ 0.8 - GITT Nt=30
% ITT Ni=20 | — GITTNt=40
————— GITTNt=30 .
. —— GITTNt=40 079

0.6 -

C(x,t)/Co
1

0.4 0.4 4

0.2 0.2 =1

LJ LJ LJ LJ L} LJ L} LJ L} L} 0 Ll Ll Ll Ll Ll Ll Ll Ll Ll 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x [Adimensional] x[Adimensional]

Figura 5 - Andlise de convergéncia dos Casos 1 e 2.



Tabela 8 — Andlise de convergéncia dos Casos 3; 3.1 e 3.2 - L=20 cm:

10 0,8790390| -0,5803180 0,9005740| -0,5862830| 0,8412560| -0,5024510
20 0,5485120| -0,0425965| 0,5506120| -0,0430604 0,5519930| -0,0347034
30 0,5335350| 0,0150676 0,5353590| 0,0145239| 0,5384130| 0,0154064
40 0,5297000| 0,0158675| 0,5314160| 0,0160179| 0,5349540| 0,0150477
50 0,5281400( 0,0153807| 0,5297260| 0,0156928| 0,5336080| 0,0143428
60 0,5273690( 0,0163682| 0,5287940| 0,0162547| 0,5330220| 0,0155138
70 0,5269620( 0,0157638| 0,5282700| 0,0148599| 0,5327460| 0,0155283
80 0,5270570 0,0138131 0,5283900 0,0120224| 0,5328290 0,0144045
90 0,5276060( 0,0122203| 0,5290850| 0,0097383| 0,5332360| 0,0134738
100 0,5281760( 0,0115788| 0,5297940| 0,0087290| 0,5336580| 0,0131713
110 0,5284920( 0,0114233| 0,5301820| 0,0084477| 0,5338950| 0,0131269
120 0,5285930( 0,0113614 0,5303030| 0,0083691| 0,5339710| 0,0130832
130 0,5286050( 0,0113560( 0,5303160| 0,0083713| 0,5339800| 0,0130720
140 0,0114107| 0,5303170| 0,0084294| 0,5339840| 0,0131185
150 0,0114777| 0,5303710| 0,0084984 0,0131746
160 0,0140806 0,0123875 0,0145835
170 0,0167212 0,0161812 0,0161024
180 0,0167938 0,0162479 0,0161601
190 0,0168303 0,0162852 0,0161886
200 0,5283770( 0,0168437| 0,5300860| 0,0163009| 0,5337540| 0,0161970

10 0,0E+00 0,0E+00 0,0E+00 0,0E+00 0,0E+00 0,0E+00
20 3,3E-01 5,4E-01 3,5E-01 5,4E-01 2,9E-01 4,7E-01
30 1,5E-02 5,8E-02 1,5E-02 5,8E-02 1,4E-02 5,0E-02
40 3,8E-03 8,0E-04 3,9E-03 1,5E-03 3,5E-03 3,6E-04
50 1,6E-03 4,9E-04 1,7E-03 3,3E-04 1,3E-03 7,0E-04
60 7,7E-04 9,9E-04 9,3E-04 5,6E-04 5,9E-04 1,2E-03
70 4,1E-04 6,0E-04 5,2E-04 1,4E-03 2,8E-04 1,5E-05
80 9,5E-05 2,0E-03 1,2E-04 2,8E-03 8,3E-05 1,1E-03
90 5,5E-04 1,6E-03 7,0E-04 2,3E-03 4,1E-04 9,3E-04
100 5,7E-04 6,4E-04 7,1E-04 1,0E-03 4,2E-04 3,0E-04
110 3,2E-04 1,6E-04 3,9E-04 2,8E-04 2,4E-04 4,4E-05
120 1,0E-04 6,2E-05 1,2E-04 7,9E-05 7,6E-05 4,4E-05
130 1,2E-05 5,4E-06 1,3E-05 2,1E-06 9,0E-06 1,1E-05
140 5,5E-05 1,0E-06 5,8E-05 4,0E-06 4,6E-05
150 6,7E-05 5,4E-05 6,9E-05 5,3E-01 5,6E-05
160 2,6E-03 3,9E-03 0,0E+00 1,4E-03
170 2,6E-03 3,8E-03 0,0E+00 1,5E-03
180 7,3E-05 6,7E-05 0,0E+00 5,8E-05
190 3,6E-05 3,7E-05 0,0E+00 2,9E-05
200 1,3E-05 1,6E-05 5,3E-01 8,4E-06
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A Tabela 8 monstra a anlise de convergéncia dos Casos 3, 3.1 e 3.2. Estes exigiram

maior nimero de termos para atingir uma convergéncia satisfatoria, estando numa faixa entre

NT= 60, na entrada, para 0 Caso 3 e NT= 170 na saida, Caso 3.2, conforme mostra as Figuras

(6) e (7).

o
n
| I T T T N TN TN T N Y I TN N N T N N )

Convergéncia Caso3 - d,=0.1
Nt=10
Nt=20
Nt=40
Nt=60

S——O N0

e

0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7
Distincia adimensional X

Convergéncia $=0.001

4 | —— NT=10
0.2 = ——— NT=20
NT=50

G—o—Onmw

0.1 0.2

0.3

Distincia adimensional X

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

Convergéncia Caso 3.1- a=0.01
NT=10
NT=20
NT=50

——O T

0.2

0.1

[ T TR TN TN T TN TN Y WD TN TN NN NN N N N N N BN |

0.4 0.5 0.6
Disténcia adimensional X

0.4 0.5 0.6

Figura 7 - Andlise de convergéncia do Caso 3.2 para L=20 cm.

Nesta dissertacdo foram utilizados dois problemas-exemplo conforme Liu et al.

(2000), sendo um homogéneo e 0 outro heterogéneo, como mostram as Figs. (8) e (10),

respectivamente, obtendo boa concordancia entre as abordagens.
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1 gO-KO-00=Q 0K O- -0
S swsﬁ Casol (Liu et al. 2000)xGITTxMOL
S GITT t=2dias

. — GITT t=6dias

V GITT t=10dias
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Figura 8- Variacdo da concentragdo em um meio poroso homogéneo, sem
reacdo: C'(x,0)=0; ' (C)=0 d%; f(t)=1; R (X)=4,25;
vV (x)=10cm/d; D(x") =4 cm?d e L=30 cm.

Pelo fato de o primeiro problema ser linear, suas condi¢bes de contorno, inicial,
coeficientes de retardo, velocidade e disperséo serem constantes, podemos verificar que todas
as técnicas empregadas estdo de acordo com o método numérico, sendo este problema-
exemplo utilizado no intuito de testar e validar a técnica em um caso mais simples.

O Caso 2 descreve a mudanca na concentracdo sob condices semelhantes ao Caso 1.
Contudo, agora consideramos a existéncia de uma reacdo e condic¢des de fronteira variando
com o tempo, de acordo com os parametros determinados por van Genuchten e Alves (1982).

Conforme mostra a Fig. (9), a concentracao do soluto no meio, tende a concentragéo constante

da entrada, C,, a medida que avangamos no tempo e que os termos de reagdo provocam altos

gradientes de concentracdo no inicio do estudo ou podem reduzi-los drasticamente, quando o
termo de consumo supera a producdo ou o inverso, fazendo com que estes se estendam para as
regibes mais profundas. Como pode ser visto, 0 método proposto € capaz de descrever com
acuracia o fendmeno decorrente, em casos lineares e com coeficientes constantes, sem muita
dificuldade.
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Caso2-GITTxMOL
GITT t=2.5dias
0.9 = ——————— GITT t=5.0dias
e GITT t=7.5dias
GITT t=10.0dias
GITT t=12.5dias
(3 - MoL t=2.5dias
(3 = MoL t=5.0dias
MOL t=7.5dias
(3 = ™oL t=10.0dias
(3 =) MoL t=125dias

C(x,t)/Cn
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0 0.2 0.4 0.6 0.8
Distancia adimensional x

Figura 9 — Variagdo da concentracdo em um meio poroso homogéneo com
concentragdo na entrada variando exponencialmente com o

tempo e com reagdo y'(C)=(0,5-0,25C")d"; C*(x*,O) =0;
ft)=4+66"" R (x)=3:v(X)=25cm/d e D (x)=37,5 cm/d.
Para uma profundidade média L=100 cm.
A Fig. (10) mostra o resultado obtido de forma hibrida e através do método numérico
MOL, desenvolvido neste trabalho, em detrimento da solucdo obtida por Liu et al. (2000),
para o caso de solo heterogéneo em uma Unica camada, estando os resultados condizentes aos

encontrados na literatura e atestados pela solu¢do numérica.

0.6 =
05 =

0.4

C(x,t)/Cn
e
b

0.2

GITTXMOLXLiu et al. (2000)
e G|TT t=2dias
O O O moLt=2dias
& = — Liuetal 2000 - t = 2dias
0 LI} LI} ) LI} LI} LI} ) LI} LI} LI}

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Distéincia adimenional X

0.1

Figura 10 — Comparagédo entre os resultados obtidos neste trabalho por GITT
e com 0 método numéricos MOL aos de Liu et al.(2000).
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A Fig. (11) descreve o comportamento do fluxo de soluto num solo heterogéneo,
com reacdo. Por conta da variagdo de suas propriedades com a profundidade e da existéncia
de um termo fonte variavel, contendo taxa de reacdo e retardamento aumentando na direcéo
positiva do eixo de x verifica-se uma maior variacdo de sua concentragdo, na regido mais

profunda do solo. Isto fez com que as curvas variando no espaco tendessem mais rapidamente

a concentragéo constante, C,, considerando um tempo de estudo prolongado, o que contribui

para a convergéncia.

Caso3_GITTxMOL

GITT t=2dias
| = GITT t=4dias
GITT t=6dias
02 = ——————— GITT t=8dias
GITT t=10dias
MOL t=2dias
MOL t=4dias

-0-©
-0-©
- (® = ©) MoL t=6dias
-0-©
-G0-©

C(x,t)/Cn

MOL t=8dias
MOL t=10dias

 KOI0]0I0]0)

T T 1 T 1T 1T Irrrrrrrrrra
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Distancia adimenional x

Figura 11 - Variagdo da concentracdo em um meio poroso heterogéneo, com condi¢do de entrada
variando exponencialmente com o tempo, admitindo que todos os coeficientes sejam

variaveis com a profundidade: f*(t")=0,4+0,6et"; com taxas de consumo de primeira
ordem % (X)C =(0,1+0,01x)C'd™ e producdo de ordem zero ;(X’)=0,01+0,001x ;

R*(x)=2,4+0,04x ; v/(x')=14-0,2x cm/d e Df(X)=10+0,1x" cm?/d, para L=20 cm.

A seguir apresentamos o0s resultados obtidos quando se variam as taxas de consumo,
producdo, coeficiente de difusdo e dispersividade, no intuito de verificar as influéncias nas
respectivas taxas de convergéncia. Iniciamos com o0s termos de reacdo e variando-0s
verificamos que 0s mesmos sdo de extrema importancia neste processo, visto que ocasionam
uma maior ou menor reducdo da concentragdo na entrada, refletindo bruscamente na

concentracédo, conforme poderemos constatar na Fig. (12).
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Figura 12- Variagdo das taxas de consumo e produgdo na EAD-Caso 3. A Figura (12a) mostra o resultado da
variagdo da taxa de consumo para uma mesma taxa de produgdo }4 =01 75, -0,01, sendo

(@l): 70=01 ,-0,0L (a2): y5-=1 =01 e (@3): =3 7.-0,5. A Figura (12b)
demonstra o resultado variacdo da taxa de produgdo para uma taxa de consumo fixa
70-01 75:-0,01, sendo (b.1): 75-0,25 75,=-0,05; (b.2): 75-0L 75-0,01le (b.3):

76=0,0% 75, =0,001.

Estas mudancas afetam diretamente as taxas de convergéncia das solugdes. Por
exemplo, 0 amento na taxa de consumo y; , Fig. (12.a), fez com que a convergéncia do Caso

3 (a.1), fosse reduzida de NT= 160 para um numero maximo de termos em torno NT= 6, no

Caso 3 (a.3), conforme mostra a Tabela 9, a seguir.

Tabela 9 — Anélise de convergéncia do Caso 3 (a.3):

0,22234 | 0,0024419

1 1 0,0E+00 0,0E+00
2 0,221448 | 0,0022965 | 2 8,9E-04 1,5E-04
4 0,221345 | 0,0023675| 4 1,0E-04 7,1E-05
6 0,221834 | 0,0023622 | 6 4,9E-04 5,2E-06
10 0,221912 | 0,0023614 | 10 | 7,8E-05 8,4E-07
20 0,221929 | 0,0023587 ( 20 | 1,7E-05 2,7E-06
160 0,221933 | 0,0023583 | 160 | 4,0E-06 3,2E-07




0.6 ==

0.5

e
w

65

C(x,t)/(Ca+Cb)

S
N

Caso 3- variagdo de d*, - t"=2dias
O - € -(Od=s5-M0L

S = - O dE15-MOL
+ - 4+ —+ ¢=20-m0L

ot — d'=5 - GITT
d'=15 - GITT

7 ;=20 - GITT -t

’ L DRLE L DL L DL L L L L

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Distancia adimensional x

Figura 13- Resultado do estudo da variacdo do coeficiente de difuséo d; .

A Figura (13) mostra o estudo da variagdo do coeficiente de dispersividade linear.

Bem como a reacdo, este termo é fator preponderante nesse processo e de dificil definicéo,

estando eles limitados a val

ores especificos dentro de cada intervalo.

As dispersividades, Fig. (14) foram variadas dentro dos intervalos admissiveis para

cada um dos trés modelos e verificado que o modelo exponencial possuir pouca flexibilidade

na variacdo deste pardmetro, sendo o modelo linear o mais flexivel destes.
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Figura 14 — Resultado do estudo da variagdo dos coeficientes de disperséo df Lo e B

Variando-se os modelos de disperséo, a convergéncia das solucdes para cada modelo

fica dependente do valor atribuido a cada coeficiente, conforme descreve as Tabelas 7 e 8. Ao

se variar os respectivos coeficientes de dispersdo, verificamos um aumento da taxa de

convergéncia a medida que também seja elevado seus valores, respeitando os limites de
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aceitacdo impostos pela técnica ou pelo préprio modelo matematico. Neste trabalho foram
estudadas as variagdes dos pardmetros de entrada nos intervalos d, =[0, 2]; @"=[0, 1[ e §"

=[0, 5x10®]. O modelo exponencial é o que apresenta maior dificuldade para convergir e
também maior sensibilidade em sua variacdo. No entanto, os modelos linear e parabolico tem
maior flexibilidade para a inser¢do de novos parametros a serem estudados, considerando um
tempo de simulagdo maior que t*= 2 dias.

Pelo fato de a convergéncia ter maior dificuldade em ser alcangada proxima a
fronteira, foi verificado, Figs. (15) e (16), que num tempo menor que t*= 2 dias, em x= L 0
modelo parabdlico foi quem melhor se adequou, atingindo uma taxa de convergéncia

satisfatoria mais rapidamente, convergindo em torno de NT= 200.
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Figura 15 — Convergéncia proxima a fronteira x=L, concentracdo variando no tempo.
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Figura 16 — Comparagdo entre os modelos linear, parabolico e
exponencial variando no tempo, proximo a
fronteira x=L, num tempo menor que t*= 2 dias.
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Os tempos computacionais requeridos nos cinco casos estudados, a partir de suas
convergéncias, encontram-se dentro de um valor limite de [0,37 s; 2,39 s], utilizando um

processador Intel Core i7, memdria Ram de 8 GB.
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CAPITULO 5

5 CONCLUSOES E SUGESTOES

Neste trabalho foi aplicada a técnica da transformada integral generalizada a trés
casos que medem o campo de concentracdo de solutos em meios porosos, sendo dois
homogéneos e um heterogéneo, com sorcdo linear e condigdes de contorno constantes ou
variando no tempo, incluindo ou ndo o termo de reacdo. Os resultados demonstram que a
técnica hibrida, numérico-analitica, utilizada nesta dissertacdo consegue rapidamente
convergir para um resultado satisfatorio, estando entre um valor minimo de 30 termos, no
Caso 1 e um méximo de 170 termos, na fronteira, utilizando o modelo exponencial, Caso 3.2,
aplicado a uma dimensdo média L=20 cm, considerando um tempo maior que t*= 2 dias.

Os resultados também mostram que na fronteira, num tempo menor que t*= 2 dias, 0
modelo parabolico foi o Unico que concordou com sua solugdo numérica, a uma taxa de
convergéncia satisfatoria, em torno de NT = 200, enquanto um nimero de termos préximo de
NT = 800, nos dois outros modelos, ainda nao foi capaz de fazé-los concordar com suas
solugdes numeéricas, dentro deste intervalo de tempo.

Dos modelos analisados, 0 modelo linear é o que apresenta maior flexibilidade na
variacdo do seu coeficiente de dispersdo, podendo ser o mais abrangente e representativo
deles. Contudo, ao considera-se um tempo de estudo muito curto, este pode ndo ser o mais
adequado.

A técnica empregada nesta dissertacdo possui relativa facilidade em estender sua

aplicacdo a outros modelos de coeficientes que se queiram variar, implicando apenas no
acréscimo de novas integrais analiticas que modificam apenas os coeficientes AJ- e Bij no

sistema de EDOs. Isto possibilita relativa flexibilidade em considerar que os coeficientes de
retardamento, velocidade de fluxo e o termo de reacdo também possuam mais de um modelo
existente. Desta forma, conseguimos facilmente englobar outros modelos em um Unico
codigo, desde que consideremos a sorcéo de equilibrio linear.

Pelo fato de ndo existirem solucdes analiticas para todos os problemas-filtro,
contamos com um cddigo proprio para este fim, no intuito de que este absorva parte da rigidez
do sistema de EDOs, resultante da transformacdo. Quando o meio é muito heterogéneo ou o
termo de reacdo muito significativo, ficam restritas as abordagens analiticas, sendo

indispensaveis as técnicas numericas.
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A escolha de um filtro apropriado e de um problema de autovalor adequado é um
fator preponderante neste processo, pois em consequéncia, estes conseguem absorver parte da
ndo linearidade da equacdo, reduzindo o custo na solucdo do sistema de EDOs, através da
DIVPAG. A técnica aqui empregada permite que sejam feitas estas consideracGes e ainda
suas devidas adequac@es a cada caso. Isto demonstra que a GITT é uma poderosa ferramenta
no emprego a problemas de transporte em meios porosos homogéneos ou heterogéneos,
podendo ter grande aplicabilidade neste tipo de simulacgéo.

Diante dos fatos, ja podemos adiantar as propostas para trabalhos futuros, em que

podemos aplicar as abordagens feitas nesta dissertacdo, salvo algumas modificacdes.

1-Modelos de sorcao de equilibrio ndo lineares;

2-Solos heterogéneos composto de multicamadas;

3-Variagdo no nimero de compostos;

4-Coeficientes de retardo, dispersao e velocidade ndo lineares;

5-Condicao inicial variando espacialmente.
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APENDICES

1 APENDICE A

1.1 TRANSFORMACAO DO PROBLEMA HOMOGENEQO (3.17)

R(x) 2G4 _ 5( ()é’c n (% t)j v(x)5C2,(:’t)—yl(x)ch(x,t), 0<x<Lt>0 (3.17)

ot

Par transformada —inversa:

C.()= .1[1/7“ (X)C, (X, t)dx, Transformada (3.29)
C,(xt) = i% (0, Inversa (3.30)
W (X) (3.31)

¥y (X) =
\é Nl,i
Obs.: A fim de simplificar, serdo omitidas, em alguns casos, as variaveis x e t das funcdes

reais a seguir.
Aplicando o produto interno da equacéo (3.25) pela equacdo (3.17)

[ x)[R( 9 o) t)] M(x)j(o( mpasea ‘“)j

7 ovo 28l (x 0 g,

(3.32)

o'—.r—\

T

v, (X)7,(X)C; (x, )dx,

O e

T,

A transformacdo do lado esquerdo da equacdo (3.32) é dada com a substituicdo da

concentracdo C, (X,t) pela sua férmula de inverséo (3.30).

1 1 Sl dC t) &, dC(t
- fon G foaSe, Gl S oS - Sa S0
o iA' “ (t) (3.32.1)

Integrando por parte o primeiro membro do lado direito da equacéo (3.32), T, facamos
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u, =7, du1:%dx; dvl:i(DﬁCh]dx, vlzDach
dx oX OX OX

uzzD%, du, = dVg'D dy, dD dx; dvzzﬁCh dx, v,=C,
dx dx dx dx OX

O que resulta em

o_..a

~ 1
(D—)d { p% 7 DCJ j 4V, WD gy
Ox  dx 0 dx? dx dx

0

Para atender as condi¢fes de contorno em x=1, (3.17c) e (3.24b), temos que
7D 2 _py dv, C,(Lt)=0
OX dx

portanto

T2=¢i(0)D(0)ﬁC;(f’t) D(O)d”"(o)C(Ot) j{ Viby O:j—'/;?j—[; (% )dx

Atendendo as condic¢des de em x=0, para as Egs. (3.17b) e (3.24a)

C,(0,t)—d, %(O’t) =0, (3.17b)
7.(0)—d, WO _ (3.24a)

dx
Multiplicando a Equacéo (3.17b) por ¥;(0) e a Equacéo (3.24a) porC, (0,t)

C.(0,t)—d, oC,(0,t)

+ l/7i (O)Ch (0, t) =0

T 20 X 70) = ~dg, O

70-6,"%9 =0 x ¢,00= -4, L0 c E+,0)0, 0. =0

subtraindo agora uma da outra, temos que

( ©% (0 t) dz/(/j, )50)

cAaoj=o

portanto

X“)dx:i_l[{ > 1//J(x)D(x)+—~1//J(x)—}dxC (1), (3.32.2)

1%

ilﬁ( )—(

oC (x t) l//,

j V() =2 = j z//,(x)v(x)z C, (t)dx

T, = [ 1,007 (9C, (.0 = [ 7,007, (937, (OC (e,
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® % dy. - © 1 _
=X [ x)v(x)%dij(t) 2 [17,009, 007 dC; 1), (3.32.3)
i=lo 10

Subtraindo as equaces (3.32.2) de (3.32.3) obteremos
SHERZA dD(x) d, - dy,

TZ—U3+T4)=;£[OI w;D(x)+ o o i VW, —— ™ — 777, [XC, (t)

Como:

d%y,
v (%) = _/uizl//i(x)

dx?

dD(x) dy; .

o 1 77 _
T,—(T,+T,) =Zj{ o D)+ = 2= 7 =i ‘—l//it//,-n}dxC,-(t) (3.32.4)

=1lp

A partir deste resultado podemos obter o seguinte sistema infinito de EDOs, conforme a

sequir
dC;
>A dt(t) Z B,C (1) (3.33)
Ci(0)=f; (3.33a)
em que:
= [ROO%, (007, () (3.33.1)
B, = _:'L.|:/ui2l//il/7j D(x)— dD(x) %1/7,- +17,V(X) v, + l/7il/7,-71(x)}dx (3.33.2)
0 dx dx dx

f_i :_jWi [CO(X)+C/1 (x)]dx (3'33'3)
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2 APENDICE B

2.1 PRIMEIRO CASO

2.1.1 Problema para C,(X)

d°Cy(x)  dCy(x) _

d 0, 0<x<1 .

0 ™ (3.18)
c,(0)-d, 9@ _ ¢ (3.18)
40 (3.18b)

dx
2.1.2 Problema para C, (X)
d’C,(x) dC,(x)
d, —4—-—2—==0, 0<x<1 _
c,(0)-d, 3O _ g (3.19)
€l _ 0, (3.19b)
dx

Segundo Boyce e DiPrima (2000) a solucdo da equacdo (3.18) €

C,(x)=Ce" +C,
Aplicando a condic¢do de contorno em x=1:

dC, @) _ & el/do
dx d,

=0—C, =0 ouainda Cy(X)=C,
Aplicando a condicédo de contorno em x=0:
C,=ft,>C,(x)=ft,=0,4
Como a equagéo (3.18) tem a mesma forma da (3.19) suas solugdes séo idénticas, logo
C,(x)="ft,;=0,4 (3.18.1)
C,(x)=1f,=06 (3.19.1)

2.2 SEGUNDO CASO
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2.2.1 Solucéo da equagdo filtro C;(X)
d’Cy(x)  dCy(x)

dg A dx = 710Co (X) =750, 0<x<1 (3.20)

C,(0)—d, dc(j)fo) = ft,, (3.20a)

L, (3.200)
dx

De acordo com Bronson e Costa (2008) a solucdo do problema acima é dada pela soma da
solugéo do problema homogéneo mais um problema particular, conforme adiante

Co(x):@+e2d°{A&cosh(ﬂx]+@sinh(£xﬂ (3.20.1.1)
10 2d, 2d,
dC,(x) _e™ JA (A
—=— AA))cosh| —X A sinh| —x 3.20.1.2
o) (A +VAA,) 20, +(JAA +A) 2 ( )
Aplicando a condicédo de contorno em x=0:
dC,(0
CA(@‘%% = fto’
A +10 ﬁ+£A2 = ft, — ﬁ—ﬂAz: ft, - 20
Y10 2 2 | 2 2 Y10
A:x/ZA2+2{fto—@ (3.20.1.3)
Y10
Aplicando a condigéo de contorno em x=1:
dC, (@) _o,
dx
A |:cosh ( \/Zj+ JA sinh (ﬂﬂ +A {sinh (ﬁj ++JA cosh (ﬂﬂ =0 (3.20.1.4)
2d, 2d, 2d, 2d,

Fazendo /A / 2d, =@, para A=1+4dyy, >0 e substituindo (3.20.1.3) em (3.20.1.4), e
colocando a constante arbitraria A, em evidéncia, obtemos

2(fty =750 / 720 )| 2d,@sinh (D) +cosh (@) | (3.20.L5)
- [@+(2d,@)?)sinh (@) +4d,® cosh ()] T

Agora substituindo (3.20.1.5) na Equacdo (3.20.1.3)

_of . _ Yo 2(fto—yoo/le)ZdOd)[Zdod)sinh(cI))+cosh(d>)]
A ( 0__]_ [ @+ (2d,®)?)sin (@) +4d,® cos (D) |

710
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 2(fty= 00/ 720 )[ SIN (@) +2d, D cos(D) |

- (3.20.1.6)
[ @+ (2d,®)?)sinh (@) +4d,® cosh (D) |

Da mesma maneira, substituido (3.20.1.6) e (3.20.1.5) em (3.20.1.1) obteremos a solucdo da
equacdo (3.20), que sera mostrada como segue

c.00=T +2(ﬂ0_ Tw j{ZdOCDcosh[?(1-—x)]+sinh[(b(l—x)]}ez"" (3:20.)
V1o Y10 ) {({L+(2d,®)?)sinh (@) +4d,Dcosh (D)}
2.2.2 Solucéo da equacdo filtro C, (X)
d*C,(x) dC,(x
d, d)iz( )_ JX( )—()/10— 2)C,(x)=0, 0<x<1 (3.21)
CA(O)—dom= ft,, (3.21a)
aC,@ _q (3.21b)
dx

De acordo com Bronson e Costa (2008) a solucdo da Equacéo (3.21) pode ser dada conforme
abaixo
(i ady (0=2)) (i 4dy (m0-2))
C,(x)=Be +Be (3.21.1)

Para A =1+4d(,, —A), que atende a trés condicdes:

Supomos A<O0:

s A A
C,(x)=e**|B, co{g x]+ stin[% x} (3.21.2)

0 0

Supomos A=0:
C,(x)=Be’ +B,xe™* (3.21.3)
Supomos A>0:
C, (x):ez"O[B1 cosh (ﬂ XJ+ B, sinh[£ XH (3.21.4)
2d, 2d,

2.2.2.1 Solugdo para A<O0:

X A A
C,(x)=e**|B, cos[g x]+ stin{% XJ (3.21.2)

0 0
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H (3.21.2.1)

2d0
dC(jX(x) Zd [(Bl+\/_B )cos{\/_x}t(B \/_B )smL
Aplicando a condicéo de contorno em x=0:

dc,(0)

C,(0)—d, = ft,,

A A
_%_@Bﬁslzfg LB \/|2_|B2 ft, — B=\[AB,+2ft, (3.21.2.2)

Aplicando a condigéo de contorno em x=1:

dc, (1)
dx

[o ) (] ] o

Substituindo (3.21.2.2) em (3.21.2.3), obtemos e colocando a constante arbitraria B, em

=0,

evidéncia, obtemos

el ) )
]k ]

E substituindo (3.21.2.4) em (3.21.2.2) obteremos a constante arbitraria B

el el
e ]t ]

Fazendo fA[/2d, =, em que A=1+4d,(y,,~4)<0, fica entdo definida a Equagio

B, = (3.21.2.4)

(3.21.2) conforme abaixo

Cl(x)zer""[Bl cos (Qx) + B, sin (Qx) | (3.21.2.5)
em que:

2ft, [ sin(Q) +2d,Qcos(Q) ]

- (3.21.2.6)
[ @-(2d,©)*)sin (Q) +4d,Qcos(Q) |




5 _ 2 ft, [ 2d,Qsin (Q)—cos(2) |
* [ - (20,9)?)sin(Q) +4d,Qcos () |
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(3.21.2.7)

Substituido (3.21.2.6) e (3.21.2.7) em (3.16.2) obteremos a solucdo da equacéo (3.21.1) para

A <0, como segue

X

2 ft, {2d,Qcos[Q—x)] +sin[QL-x)]} e** 0 Jal

€100 {[1- (2d,Q)* ]sin (@) +4d,Qcos ()} " 2d,

2.2.2.2 Solugéo para A=0:
1 1
C,(x)=Bge*® +B,xe’®
1 1
dCZ.(X) :ieZdo + BZ(1+L)e2dO
dx 2d, 2d,
Aplicando a condicédo de contorno em x=0:

dc, (0)

_do +C/1(O) = ﬁ11

—do(%+82]+31= ft, .. %—doBzz ft, > B =2(ft,+d,B,)

0
Aplicando a condic¢do de contorno em x=1:

dc, () _

01
dx
B, EY 1
—L g2 1B (1+—)e* =0 — B =-B,(2d,+1
2d, o ( ZOIO) A ,(2d, +1)

Igualando (3.21.3.3) e (3.21.3.2)

2(ﬁ1 +doBz) = _Bz (Zdo +1)

24,8, +B,(2d, + )= 2ft, . B,(4d,+1)=-2ft, — B,=— 210
4d, +1

Substituindo (3.21.3.4) em (3.21.3.3)
2ft(2d, +1)
B =" "~
4d, +1

Com isso fica entdo definida a solucdo da equaco (9.1) para A =0, como segue

N .
C, (0= 4(21 ﬂil{(ZdO +1)e?% — ye?% }
0

2.2.2.3 Solugéo para A>0:

(3.21.1.1)

(3.21.3)

(3.21.3.1)

(3.21.3.2)

(3.21.3.3)

(3.21.3.4)

(3.21.3.5)

(9.1.2)
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C,(x)= g2% [Bl cosh [ﬂ XJ + B, sinh [ﬁ xﬂ (3.21.4)
2d, 2d,
dc,(x) _e™ JA (JA
= B, ++vAB,)cosh| —x |+ (VAB, + B,)sinh| —Xx 32141
dx  2d, (B, +VAR,) 2d, (VAB, +B;) 2d, ( )
Aplicando a condig¢éo de contorno em x=0:
_d, dC (O) +C,(0)= ft,

{%Jrggz}r[gl]: ft %_%B = ft, > B=JAB,+2ft,  (3.214.2)

Aplicando a condic¢do de contorno em x=1:

dc, (1)
dx

B l:cosh(;/_J+\Fsmh(;/d_}:l l:smh(;/dZJ Acosh[%ﬂzo (3.21.4.3)

0 0 0

-0,

Fazendo </A/2d,=w&, em que A=1+4d,(y,—1)>0 e substituindo (3.21.4.2) em

(3.21.4.3), e colocando a constante arbitraria B, em evidéncia, obtemos

~2ft,[ 2d,@ sinh (@) +cosh (@) ]

(3.21.4.4)
[(1+(2d @)*)sinh (@) +4d,w cosh () |

Agora substituindo (3.21.4.4) na equacédo (3.21.4.2), obtemos

_ 2 ftl[sin(w) +2d,@ COS(ZD‘)] (3.21.4.5)
[ @+ (2dy)?)sinh(@) +4dyw cosh (@) |

Da mesma maneira, substituido (3.21.4.5) e (3.21.4.4) em (3.21.4) obteremos a solu¢do da
equacdo (3.21.1) para A >0, como segue

c.00=2 ft, {2d,@ cosh[@ (1~ x)]+sinh[@(L-x)]} e** A (32113)
’ ([1+(2d,@)* Jsinh () +4d,@ cosh (@)} 2d, o




