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Resumo

Neste trabalho determinamos, utilizando Teoria Quantica de Campos em nivel de arvore, a
radiacao escalar emitida por uma fonte em movimento circular uniforme no espago-tempo
plano de Minkowski, assumindo Gravitacao Newtoniana, e no espaco-tempo curvo de um
buraco negro sem carga e com momento angular nulo, assumindo Relatividade Geral.
Efetuamos este cédlculo analiticamente para o caso de Minkowski e numericamente no
ambito do espaco-tempo de Schwarzschild, sendo que neste espaco-tempo curvo obtivemos
a forma analitica e a normalizacao dos modos nas regioes assintéticas. Verificamos que,
para as orbitas circulares estaveis de acordo com a Relatividade Geral, a poténcia irradiada
no caso de um buraco negro de Schwarzschild é menor do que a obtida no espago-tempo
de Minkowski assumindo a Gravitacao Newtoniana. Obtemos também que apenas uma
pequena parcela da radiacao emitida é absorvida pelo buraco negro. Verificamos que a
diferenga entre as poténcias irradiadas em Schwarzschild e Minkowski diminui na medida
em que aumentamos o valor da massa do campo. Em Schwarzschild, uma parcela cada vez
maior da radiacao emitida é absorvida pelo buraco negro na medida em que aumentamos
o valor da massa do campo.

Palavras chave: Teoria Quantica de Campos, espacos-tempos curvos, buraco negro,

radiacao escalar.



Abstract

In this work we determine, using Quantum Field Theory in tree level, the scalar radiation
emitted by a source in uniform circular motion in Minkowski spacetime, assuming Newto-
nian gravitation, and in the curved spacetime of a chargeless black hole with null angular
momentum, assuming General Relativity. We perform this calculation analitically for the
case of Minkowski spacetime and numerically for Schwarzschild spacetime. In the black
hole case we obtain the analytic form and the normalization of the modes in the asymp-
totic regions. We verify, for stable circular orbits acording to general relativity, that the
emitted power in Schwarzschild spacetime is lower than the one obtained in Minkowski
spacetime assuming Newtonian gravitation. We obtain that only a little amount of the
emitted radiation is absorbed by black hole. We also verify that the difference between
the emitted powers in Schwarzschild and Minkowski cases decreases if the mass of field
is increased. In Schwarzschild spacetime, the amount of radiation absorbed by the black
hole increases for higher values of the mass of the scalar field.

Keywords: Quantum field theory, curved spacetimes, black hole, scalar radiation.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria Quantica de Campos em Espacos Curvos (TQCEC) empenha-se em elaborar
um formalismo capaz de investigar as conseqiiéncias de se definir uma teoria quantica
de campos para a matéria e suas interagdes sobre um espago-tempo curvo subjacente.
Nao obstante a TQCEC se apresentar como teoria efetiva e portanto ser inapta para
abordar determinados fenomenos quanticos na escala de Planck, esta vem promovendo
predigoes releventes acerca de determinados efeitos tais como a radiagao térmica medida
por observadores acelerados (efeito Fulling-Davies-Unruh), a evaporacao de buracos negros
provocada por efeitos quanticos (radiacao Hawking) e a criagao de particulas em universos
em expansao [1, 2, 3]. Em virtude disso optamos por uma teoria capaz de relacionar
coerentemente os ingredientes da Relatividade Geral, que prevéem a existéncia de buracos
negros, com os ingredientes da Teoria Quantica de Campos, que descrevem interacoes entre
fonte e campo.

E particularmente importante e desafiador para astroffsica confirmar por meio de
evidéncias diretas a existéncia de buracos negros, uma vez que existem varias evidéncias
observacionais indiretas destes objetos [4]. Tais evidéncias deverao ser obtidas por meio
de andlises minuciosas da radiagao proveniente dos discos de acrecao de buracos negros.
Com efeito, a observacao de fenomenos relativisticos acontecendo nas proximidades do
horizonte de eventos de buracos negros e as alteracoes no processo de emissao de radiagao

devido aos efeitos gerados pela curvatura nao-trivial dos mesmos sao altamente relevantes
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[5]. Neste sentido, é relevante investigar tedrica e experimentalmente efeitos relacionados
a presenca de fontes em movimento circular uniforme, tais como fonte escalar e carga
elétrica orbitando um buraco negro e interagindo na regiao proxima do horizonte de
eventos do mesmo.

Tem sido investigado na literatura o problema da radiacao emitida por uma fonte
escalar interagindo com um campo escalar nao-massivo e por uma carga elétrica inte-
ragindo com um campo eletromagnético, ambos considerando espagos-tempos plano e
curvo [16, 22]. Neste trabalho, nos dedicamos a analisar o problema da radia¢ao emi-
tida por uma fonte escalar interagindo com um campo escalar massivo, considerando os
espagos-tempos de Minkowski e Schwarzschild.

A quantizacao do campo escalar massivo no espago-tempo plano de Minkowski sera
revisitada no capitulo 2. No capitulo 3 reproduziremos a quantizacao do campo escalar
massivo no espaco-tempo de um buraco negro sem carga e com momento angular nulo.
No capitulo 4 calcularemos a taxa de emissao e a poténcia irradiada por uma fonte acele-
rada no espaco-tempo de Minkowski e em seguida determinaremos as mesmas grandezas
para uma fonte orbitando um buraco negro de Schwarzschild. Serao apresentadas no
capitulo 5 a analise e comparacao dos resultados obtidos por tratamento analitico e via
método numérico [6]. No capitulo 6 faremos os comentdrios finais e exibiremos as nossas
conclusoes.

Adotaremos neste trabalho o sistema natural de unidades, no qual c = G =h =1,

bem como a signatura (+,-,-,-).
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Capitulo 2

Quantizacao do campo de

Klein-Gordon no espaco-tempo de

Minkowski

Neste capitulo sera reproduzido o procedimento de quantizacao do campo de Klein-Gordon
no espaco-tempo de Minkowski. Para tanto, partiremos de uma formulagao lagrangeana
para o campo escalar massivo encontrando a equagao de campo e obtendo entao as solugoes
classicas da equacao de Klein-Gordon. Em seguida faremos a normalizagao das solugoes
classicas e, finalmente, a partir da imposicao de relacoes de comutacao, efetuaremos a

quantizagao do campo escalar massivo.

2.1 Solucgoes classicas da equacao de Klein-Gordon
em Minkowski

O espaco-tempo plano ou espaco-tempo de Minkowski, apresenta elemento de linha em

coodenadas polares esféricas dado por [7]
ds* = n,datds” = dt* — dr® — r*d9* — r*(sin 0)*dy? (2.1)

12



onde

N = diag(1, —1, —r* —r*(sin 0)?). (2.2)

Consideremos nesta particular configuragao geométrica um dado campo escalar massivo

livre, ®(z#), sendo a agao cldssica invariante dada por [8, 9, 10]

S = /d4m£,

onde

£ = V'V, 0 - m?’] (2.3)

é a densidade de Lagrangiana e n = det(n,,), de forma que d*z\/=n é o elemento de
volume (quadridimensional) invariante do espago-tempo de Minkowski.

A partir do principio da agao extrema

05 _
o

obtemos a equacao dinamica de Euler-Lagrange,

0

que, por sua vez, gera a equacao de Klein-Gordon homogénea

(VAV, +m?*)® = (1, V*V" + m*)® = 0. (2.5)

Os modos de freqiiéncia positiva associados com observadores inerciais estdticos (x! =

constante),

iy (04) o €7 (2.6)

sao solucoes da equacao homogénea do campo de Klein-Gordon no espaco-tempo de Min-

kowski, a saber
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(VAV,, + M)ty = (7, VIV + m* )y = 0.

Como u,,;, ¢ uma fungao escalar, temos

v,uuwlp = a,u,uwlp )

vuvuuwlp - vu(a,uuwlp) - Fl)/\‘uakuwlpa

com os simbolos de Christoffel I'), [7, 8] dados por

(07 1 (e}
Ty = 50 (Osnsy + Oymss — Osmy) -

(2.7)

(2.8)

Em se tratando do espago-tempo de Minkowski com coordenadas polares esféricas, os

unicos simbolos de Christoffel ndo-nulos sao
roo__ FT_ '02F9_F0_1
oo — — T Ly = —T(Sll'l ) D R ;7
' = _—sinfcosh, ¥ =T%¥ = 1 'Y =1% =cot
e T P T er T Tl T el T ’

Podemos entéo reescrever (2.7), neste caso, como

0? 92 290 1~
Iz 2 = | —
(VI )ty otz or2 ror r?
onde

S o g0 1 &
002 06 (sinf)? Op?

— = ———+ =V +m®| Uy, =0,

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Assumindo que a dependéncia angular de u,,, seja dada pelos harmonicos esféricos esca-

lares [11, 12], podemos escrever
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Ugip (") = R (r)Yi, (0, ‘P)eim- (2.12)

Em seguida usamos (2.11) e (2.12) para reescrever (2.9) como

d? 2d I(1+1)
{_W — ;% — (w2 — m2) + 2 1 Rwl(T‘) = O, (213)
ou, escolhendo R,;(r) = ¢ (r)/r, escrevemos a expressiao anterior como
d? M 2, M
—op TV Ya(r) = w (), (2.14)
com o potencial espalhador
(141
Vi = ( Jg )+m2. (2.15)
r

A equagao diferencial (2.13) é a equagao diferencial que define as fungdes de Bessel
esféricas na varidvel r (M), ie., g (r (m» en (r (\/m» Podemos
descartar a solucao n, (r (\/m» pois os modos a ela associados nao sao norma-
lizaveis pelo produto interno que adotaremos na secao seguinte, como consequéncia de
seu comportamento divergente na origem [11, 12]. Podemos, desta forma, reescrever

(2.12) como

Up(2") = Cui <r (\/w2 — m2)> Y, (6, e ™ (w>m), (2.16)

onde C,, ¢ uma constante a ser determinada pela normalizagao de g, (z*).

2.2 Normalizacao das solucoes classicas em Minkowski

Para ortonormalizar os modos ("), que representam as solugoes classicas obtidas na

segao anterior, fazemos uso do produto interno de Klein-Gordon [2], a saber

ora(d ) = i / SO (V,0) — (V6] (2.17)

»(3)
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onde aqui dx® = \/md% ¢ o elemento de volume (em trés dimensdes) invariante
da superficie de Cauchy £, n# é o vetor unitario ortogonal & superficie tipo espaco
»®) | direcionado para o futuro, e n® é o determinante da métrica restrita a X (para o
espaco-tempo em questdo temos 7® = —r*sin®6 ). Uma vez que (2.17) é independente
de 2@ escolhemos a superficie ZEB) com t = constante. Desta forma, para o caso do

espaco-tempo plano com coordenadas polares esféricas, temos que

dzf’) = /—1®drdfde = r*sin fdrdfdy (2.18)

nt = ol (2.19)

A seguir, impomos as condi¢oes de ortonormaliza¢ao dos modos wu,,(z#) e seus com-

plexos conjugados u,,(7"), a saber
ora(Uulp s Uy ) = 0(w — w/)dll/ oy (2.20)

ora(Uy, ) =0. (2.21)

wlilp

Utilizando o produto interno de Klein-Gordon, podemos normalizar os modos tu,(z"),

determinando assim a constante C,,. De (2.16)-(2.20), obtemos
OkG(Uatp , Uy ) = (W "‘WI)CZCW’@i(W_w/)t/ drr?jy [7” (w')? = m2] i [T‘VMQ - mQ} X
0

27 ™
/ / didpsin Y, (0, 0)Yy (0, ¢) . (2.22)
o Jo

Sabemos que [11]

27 T
|| dsagsing Yi(6.00Y, 0.0 = b (2.23)
0 0

16



[ [ =] [ = s [V = P =]
(2.24)

e, ainda, usando uma das propriedades da delta de Dirac, a saber [11]

51y =3 2=t

T

i dx

obtemos

| Vw? —m? — \/m} _ YW om? [(5(w —w) + 0w —|—w/)] : (2.25)

w

Substituindo as expressoes (2.23)-(2.25) na expressao (2.22), temos

w—wd+&w+dﬂ@ﬂm, (2.26)

s
oK (Uutp Uy ) = ﬁ@oﬁ [5(

~ . . o~ ’ . o~
onde o termo contendo a fungao de distribuicao §(w + w') resulta em uma contribuigao

/ . ’
nula, uma vez que w > m e w > m impedem que w = —w'.

Comparando (2.20) com (2.26), obtemos

‘. (_m)é 0o

(e

a menos de uma fase multiplicativa arbitraria.

2.3 Quantizacao do campo escalar massivo no espaco-
tempo plano

No procedimento de quantizagao canonica do campo escalar massivo, impoem-se relacgoes

de comutacao a tempos iguais, a saber
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[EI\D(t, ), 8(t, ﬁ)} - [H(t, =), 1, 7)) =0, (2.28)

(7). T, 7)) = e (w - F), (2.29)

onde o momento Il conjugado ao campo ¢ é defindo como

s 1 0f
V=P (2:50)

Usando a densidade de Lagrangiana apresentada pela expressao (2.3), podemos reescrever

il

a expressao (2.30) como

I =n"v,d. (2.31)
Usando (2.19) e que
V=1 =v-13 =r?sind,
reescrevemos a expressao (2.29) como
e = ’ o 7/ 3) /
[@(t, @) 0,7 )} = (@ - 7). (2.32)

!/ . . / .
sendo T e T representantes de todas as componentes espaciais de z# e z #, respectiva-
mente.

Admitindo o cardter quantico-operatorial do campo ®(z*), podemos entao expandi-lo

em termos dos modos de freqiiéncia positiva u,,(2) e negativa u,, (z*), como

[es) l

=SS [ el + ) 23

1=0 p=—I
sendo os coeficientes, a,;, € dllp , respectivamente, operadores de aniquilacao e criacao. A

partir de (2.30) e (2.33) temos

18



00 l 00
I, (a") =V, = Z Z / dw|[(V ) o + (Vtg,) &Llp] : (2.34)

=0 p=—1"™

‘/n? II(2*), de tal maneira que

Podemos ainda definir o momento canoénico I1¢ =

~ ’

[(b(t, 7,1, ?’)} — 07— 7).

Devemos entao obter as relacoes de comutacao entre os operadores G, € dllp definidos

na expressao (2.33). Adimitindo as condi¢oes de ortonormaliza¢ao dos modos g, (") e

*

seus conjugados ug,,

(x*), expressas por (2.20) e (2.21) e utilizando a expressao (2.17),

podemos determinar

ok (P, Uprp) = i / ASOn [NV ) — (V@) | (2.35)

»(3)

oxa(uyy,,®) = z/

» dXPn [y (V@) = (Vs )@ (2.36)

Desta maneira, fazendo uso das expressoes (2.28), (2.29) e (2.34), obtemos que o
comutador entre os produtos internos de Klein-Gordon, UKG(ZI\D,uwlp) e orc(Uyy, D) 6

dado por

UKG(q)7 uUle) 7O-KG(uw/l/p/7 (I)):| = Ii/z(g) d2(3)nﬂ [uz)lp(vﬂuw/l/p/) - (vﬂu:)lp> uw/l/p/ :| :

Fazendo uso da definigdo de produto interno de Klein-Gordon expressa em (2.17),

temos

| oa(®, ) s oxca gy ®) | = oncaltany i) (237)

Usando ainda a condigao expressa em (2.20), reescrevemos a expressao anterior como

|:O—KG(EI\)7 uwlp) ) O—KG(uwll'p'7 (/I\)) ] = 5ll’ 5ppl 5(w - w,) : (238)

19



De outro modo, utlizando a definicao do produto interno de Klein-Gordon expressa em

(2.17), 0 campo ® expresso em (2.33) e as condigoes dadas em (2.20) e (2.21), obtemos

UKG(lep ) (I)) = § dwl”p” 5”” 5pp” = Qulp » (2-39)
l// /!
P
e
k(B ) = Y Al by =Tl (2.40)
l”p”

Com efeito, usando as expressoes (2.39) e (2.40), obtemos uma forma alternativa para o

comutador entre os produtos internos de Klein-Gordon, oxa(®, uuyp) € oxa(uyy,, ®), a

saber

|:O'Kg<EI\),uwlp) ,O'Kg(uw/l/p/,(/f))} = [d:rulp7&w/ l/p/i| . (241)

Deduzimos das expressoes (2.38) e (2.41) que

[&I}lp 5 dwl l/p/ :| — 5“/ 5pp’ 5((&) — W ) . (242)

Utilizando a expressao (2.36) podemos determinar o comutador entre ng(uwlp,fIS) e
ora(Uyy,, ), a saber

| ottty ), oxcc (s, ®) | =0, (2.43)

podemos obter ainda o comutador entre oxg (P, Uwip) € Trc (P, u, )

[OKg(EI\),uwlp),O'Kg((/ls,uw/l/p/)] =0. (244)
Utilizando as expressoes (2.39) e (2.40), podemos determinar resultados alternativos para

as equagoes (2.43) e (2.44), respectivamente, a saber

~

UKG(uwlpa(I)>7O-KG(uu/l’p’7EI\)>} = [Gwip iy yy ] (2.45)

20



0@, wp) , orea(® ) | = [l | (2.46)

Efetuando comparagoes entre (2.43) e (2.45) e entre (2.44) e (2.46), obtemos

lGwip gy ] =0, (2.47)

AT A1 _
[awlp ) aw’ 4 p/ =0. (248)
O estado quantico que, para os observadores inerciais, corresponde a auséncia de

particulas é denominado vdcuo de Minkovski [13, 14], |0),/, sendo este estado aniquilado

por todos os operadores @, i.€.:

Gy |0V 2 = 0. (2.49)

21



Capitulo 3

Quantizacao do campo de

Klein-Gordon no espaco-tempo de

Schwarzschild

Neste capitulo, a exemplo do caso no espago-tempo plano, estudaremos as solugoes classicas
do campo escalar massivo no espago-tempo curvo de Schwarzschild, encontraremos as
solucgoes classicas no limite assintotico e faremos sua normalizacao. Em seguida apre-
sentaremos o método numérico de determinacao e normalizacao das solugoes e por fim
executaremos, assumindo determinadas relagoes de comutacao, a quantizacao do campo

escalar massivo em Schwarzschild.

3.1 Solucoes classicas da equacao de Klein-Gordon
em Schwarzschild

O elemento de linha de Schwarzschild, que descreve um espaco-tempo exterior a um
buraco negro com momento angular nulo e eletricamente neutro, em coordenadas polares

esféricas, é dado por

22



ds® = g datda” = f(r)dt* — f(r)"'dr® — r*d6® — r*(sin 0)*dy? (3.1)

onde f(r) = (1—24) . A expressdo (3.1), informa que

gw/ = dzag(f, _fila _T27 _TQ(Sin 6)2) (32)

Consideremos nesta particular configuragao geométrica um dado campo escalar mas-

sivo livre, ®(x#), sendo a agao cléssica invariante dada por

S = /d4x£,

onde

£ =2 V09,0 — m*e?] (3.3)

é a densidade de Lagrangiana e g = det(g,,), de forma que d*z\/=g é o elemento de
volume (quadridimensional) invariante do espago-tempo de Schwarzschild.

A partir do principio da acao extrema

05 _
o

obtemos a equacao dinamica de Euler-Lagrange,

0

que, por sua vez, gera a equacao de Klein-Gordon homogénea

(VAV, +m*)® = (9, V"V’ + m*)® = 0. (3.5)

Os modos de freqiiéncia positiva associados ao campo de Killing tipo tempo 0,

—twt

ule<xu) xe (w Z wmin) ) (36)
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onde wy,i, = 0 quando n =— e wy,;, = m quando n =«. Os numeros quanticos n =—
e n =<« representam, respectivamente, os modos normais provenientes do horizonte de
eventos passado ‘H~ e do infinito passado tipo tempo Z~. Tais modos sao solugoes da
equagao homogénea, que descreve o campo de Klein-Gordon massivo, no espago-tempo

de Schwarzschild, de forma que

(VA +m*)uly, = (9" V.V + m)uly, = 0. (3.7)
Como uj,;, é uma fungao escalar, temos
\V4 uwlp 0 uwlp,
e
\% vﬂuwlp V (a uwlp) Fz)/\y(a)\uf)lp)ﬂ

com os simbolos de Christoffel Fl),‘u dados por

o 1 ad

By = 597 (9595, + 0,955 — 05957 )- (3:8)

Em se tratando do espaco-tempo de Schwarzschild com coordenadas polares esféricas, os

unicos simbolos de Christoffel ndo-nulos sao

£9 = —fT, F:og; = —f’f’(SiH9> Fr@ - PzT =~

1
FZ)@ = —sinfcos¥, Ffw = Fir = Fw = ng =cotd,

podemos entao reescrever (3.7), neste caso, como

1 02 0? 20 2M 0 1
gtV

GVt NG = o S e T Te T T R

=0 (3.9)

onde usamos as expressoes (2.10) e (2.11).
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Pelo fato de assumirmos um substrato espago temporal estatico e esfericamente simétrico,
que ¢ o caso do espago-tempo de Schwarzschild, podemos escrever os modos u;, na forma
s

Up (") =4[ (1) Yip(0, 0)e ™" (0 = winin) » (3.10)

onde /T é uma constante arbitrada convenientimente. Em seguida usamos (3.9) e (3.10)

para obtermos a equagao diferencial a ser satisfeita pela fungao radial R, (r), a saber

1d (,.d\ ' I0+1)
= — )| - = i = A1
{ e (r fdr) 7 t—gtm () =0, (3.11)
ou, escolhendo R™(r) = ¢"7(r)/r, escrevemos a expressao anterior, como
d d n n
15 (1 5) v wEe) = u), (3.12)
com o potencial de espalhamento [15], dado por
2M 2M Il +1
VS:<1— ){ 3+(—Z>+m2 : (3.13)
r r r

Analisemos os extremos do potencial de espalhamento em Schwarzschild. Observamos
que paral =0e mM < i, o potencial exibe dois pontos extremos (um ponto de maximo

e outro de mfnimo). Paral = 0e mM > 1

7, 0 mesmo nao apresenta pontos extremos.

Para | =0 e mM = 1, o potencial apresenta um ponto de inflexdo [ver fig. 5.11] [18].

Fazendo uso da coordenada adimensional de Wheeler [16]

T r

podemos reescrever a expressao (3.12) como

2

s HMPV()| ) = 02 (3.15)

dIL‘2 wl
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3.2 Solucoes classicas em Schwarzschild no limite as-
sintético

Ao analisarmos a equacao diferencial expressa em (3.12), encontramos dificuldades ma-
tematicas que nos impedem de obter sua solucao geral em termos de fungoes especiais
conhecidas. Nao obstante a estas complicacoes, é possivel determinar suas solugoes nor-
malizadas na regiao espacial assintética. Apresentaremos a forma analitica aproximada
de ¥"7 nas proximidades do horizonte de eventos e no infinito.

Analizando o potencial de espalhamento (3.13), verificamos que este tende a zero
(Vs — 0) quando r se aproxima assintoticamente de 2M (r — 2M ou x — —o0). Ve-
rificamos também que este tende a m? (Vs — m?) quando r se aproxima assintoticamente
do infinito (r — oo ou © — o0). Com efeito, os modos provenientes do infinito estao
associados a particulas com energias entre a massa de repouso e infinito enquanto que
os modos provenientes do horizonte de eventos estao associados a particulas dotadas de
energias entre zero e infinito.

Desta maneira, para as regides assintoticas arbitrariamente proximas e distantes do
horizonte de eventos a equacio diferencial (3.15) para as fungdes ¥)"?(x), apresentar-se-4,

respectivamente, como [5, 16]

d2
-] b = e i) ¢z 2, 316)
(§
d2
{—@JﬂlM?mﬂ DY () = AMP WPl () (r>>2M). (3.17)

Desta forma, os modos Q,D:ls(x) provenientes do horizonte passado H~ (horizonte do
buraco branco) (w > 0), e os modos w;j_l’s(yc) provenientes do infinito passado tipo tempo

I~ (w > m), podem ser expressos como [5, 16]
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A:l (eiQMw.t 4 R:le—iQMwas) (T Z 2M)

vy (@) = (318
| 20 AL Ty Mav/w? — m2h" (2Mav/w? —m2)  (r > 2M)
(S
A:u_l']:u‘l_e—iQsz (,r Z 2M)
1/15173(1’) ~ < 2A5, Mxvw? —m? [(—i)l+1h§1)* (2Mm\/W) |
HIHRS Y (2M v — m? m2)] (r> 2M)
(3.19)

sendo hl(l) a funcao esférica de Hankel ou fungao esférica de Bessel modificada [16, 17]

definida como

W () = ji(z) + iny(x) . (3.20)

Podemos escrever hl(l)(x), para x >> 1, como

h(2) ~ (—i)H! % (z>>1). (3.21)

—|2 — |2 —12 — 2 :
Para w > m, os termos |R5; %, |R;|* e |7 17,|7.,|° podem ser vistos como os coe-
ficientes de reflexdo e transmissao, respectivamente [18, 19|, satisfazendo as equagoes de
conservagao da probabilidade

2 2
RGP+ P =1, (3.22)
w

w
RO+ —— 1T =1. 3.23
| l| \/ml l ( >

Os modos provenientes do horizonte associados a particulas com energia inferior a

massa de repouso sao €Xpressos como
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¢_} S( ) A;l (ez’2er + R;}e—zﬂMu)m) (7" Z 2M) (3 24)

wl’ )~ . .
2N AL T iMay/m? — 2hY (2iMa/m? — &%) (r > 2M)

Para w < m, os modos provenientes do horizonte decaem exponencialmente para muito

distante do horizonte de eventos e portanto o termo \’2;7\2 nao pode ser mais interpretado

como coeficiente de transmissao.

3.3 Normalizacao das solucoes classicas em Schwarzs-
child no limite assintético

Para efetuarmos a normalizacao das solucoes no limite assintético, partimos da definicao
de produto interno de Klein-Gordon dado por (2.17) e adaptado para o espago-tempo
de Schwarzschild, usamos a expressao (3.10) e utilizamos o elemento de quadrivolume do

espago-tempo de Schwarzschild dado por

=/ —g® Brnt =

r4 (sinf)?
!

f r? sin @ dr df dy,

onde n# = % e g = — . Além disso, usamos a expressao (2.23).

Fazendo o devido tratamento matematico, obtemos

’

! ww
n n —
UKG(uwlp,uw/l/p/) =

o0

(w+w)e 05, 56, / dr FRE () 0 S ()
r=2M
(3.25)

™

Partindo da equagao diferencial (3.15) e usando a relagao entre as varidveis r e x, pode-se

mostrar que

[ s e -

=2M

1 nS d n%S o m*S
_m[ 0 (@) Ul () = 4 (@) U () . (3.26)
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Assim sendo, fazendo uso das expressoes (2.20), (3.25) e (3.26) obtemos

1 nS d n*S nxS d nS o _ 2Mm !
(w—w) w,l,(x)% ol (@) — Y (w)%ww/,(x) == dw—w). (3.27)

T——00

A igualdade acima, permite-nos obter a normalizagao de ¥"?(z) na sua forma assintdtica

n

e, consequentemente, de u’}, p

Aplicando as expressoes (3.18), (3.19) e (3.21) na expresao (3.27) e lembrando que

sinf(w — w')z]

limy oo - = 710w — W ,
w_w) ! )
obtemos as constantes de normalizagao das formas assintdticas de "7, a saber:
1
ol = 3.28
wl 2(.&) ? ( )
e
1
o= (3.29)

ooV —me

3.4 Método numérico de determinagao e normalizacao

das solucoes em Schwarzschild

Encontraremos nesta segao as solugdes de (3.15) originérias do horizonte passado H™ e
do infinito passado tipo tempo Z~, @Z):ls(a:) e @D:l’s(x), cujos valores assintéticos sejam
coerentes com as expressoes (3.18) e (3.19), respectivamente.

Vamos agora descrever o procedimento relativo ao método numérico utilizado na ob-
tencao das funcoes radiais w:l’s(x), originarias do infinito passado Z~.

De (3.19) deduzimos que, préximo do horizonte de eventos,

V5 () oc e MY (1)

wl
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Assumindo uma solugao de (3.15), origindria do infinito passado tipo tempo Z—, com

modulo unitario, expressa por

Xor (wp) = 7PN (pp < 1), (3.30)

para um valor fixo de w entre m e oo, sendo X;)_l’s(xE) a condicao inicial na regiao as-
sintdtica préxima ao horizonte de eventos futuro H*, onde x — —oo (our — 2M). Em
seguida evoluimos numericamente esta solugao no sentido de x — 400 (ou r — +00),
por meio da equagao diferencial (3.15). O resultado para regioes suficientemente distantes
do horizonte de eventos (para muito além do méximo do potencial (3.13)), é dado por

[5, 15, 16]

XZU—Z,S(I.D) ~ C e—iZM\/mmD + D3, eiZM\/sz (xp > 1), (3.31)
com |C|* = | D> = 75— . Efetuando o célculo da derivada de X5;% (x) (com respeito

a x), no ponto zp > 1, obtemos

d H’S ; w2 2 ; w2 2
E“” (xp) = 2MvVw? —m? [—C;d_l e~ BMVWimmirp 4 pe g2Mywimmiap | (3.32)
x

Manipulando algebricamente (3.31) e (3.32), obtemos

1 2 1 dy° 1 W
osr = ||, ‘ w! S, (333
(& 1 | |Xwt (zp)| + AM2(w? —m2) | dz (@p)] | + 2V —m2 (3.33)
e
2
Top I [N )’2+ . | I I SR PP
wl 1 | |Xer D AM2(w? —m?) | dz P 2V? —m2 '

. S o~ . -
Devemos lembrar que a fungao x_;” nao se apresenta normalizada. Vamos entao

multiplicd-la por uma constante de normalizagao K;:
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K(— e—iQwa (:C << _1)
— <—7S ~ wl
K l le (I) ~

w
—
wl

| | (3.35)
(C:_;_l 6_12Mx\/m 4 D:.;_l 612Mx\/m> (J} > 1)

Sendo assim, determinaremos K, requerendo que as condigoes de contorno assintéticas
de (3.35) sejam compativeis com (3.19). Usando a expressao (3.21), podemos reescrever

(3.19) como

AG T e e (r 2 2M)

Vo (@) = | |
l A;l [efZZMm\/m +R3162ZM’EW] (T > QM)

(3.36)

Desta forma, podemos determinar os coeficientes C;, D, e K7

- 1
wl — — )
15
—
— wl
wl — —
1
— — —
wl_Awl wl

. . . - . .S
Deduzimos, do tratamento realizado acima, a expressao normalizada de ;" (x), a saber

Vo (@) = AL T x5 (@) (3.37)
Efetuando procedimento andlogo, podemos obter a funcao radial w:l’s(x), associada
aos modos provenientes do horizonte de eventos passado H™ .
De (3.18) concluimos que, distante do horizonte de eventos (para muito além do
méximo do potencial (3.13)),

QZJH ’S($) x ei2Mac\/w2—m2 (I > 1)

wl

Assumindo uma solugao de (3.15), origindria do horizonte de eventos passado H~, com

modulo unitario, expressa por
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o (wp) = €PNV (g 5 1) (3.38)

para um valor fixo de w entre m e oo, sendo X:l’s(xp) a condicdo inicial na regiao
assintdtica préxima ao infinito futuro tipo tempo Z*, onde z — oo (ou r — o0). Em
seguida evoluimos numericamente esta solugao no sentido de + — —oo (ou r — 2M),
por meio da equacao diferencial (3.15). O resultado para regioes suficientemente préximas

ao horizonte de eventos, é dado por [5, 15, 16]

X:l,S( ) C lez2Mme +le€ 2Mwz g (;CE < —1), (339)

w

|2 |D ‘2 \/wQW—mQ

com |C; . Efetuando o célculo da derivada de x_;° () (com respeito

a r), no ponto rg < —1, obtemos

o
et (1) ~ i2Mw [C; €2Mes — D

dx @

Manipulando algebricamente (3.39) e (3.40), obtemos

¢ (3.40)

wl

2
CiP =2 | oS wm) | 4 iy | Pt ()| | 4 £ Y (3.41)
wilh =g Yot OB AM2w? | dx 2 w ’ '
e
5 1 Ny 2 1 dX:l’S ’ 1 Vw? —m?
D™= 5 | Yo (asE)’ t o e | s (3.42)

. S~ . -
Devemos lembrar que a fungao x_;” nao se apresenta normalizada. Vamos entao

multiplicd-la por uma constante de normalizagao K_;

C— 612wa + D~ e—zQwa r << —1
K_> — S(.T) ( wl wl ) ( ) (343)

Q

2_2
K—> ezQMa:\/w m (.Z' > 1)
Sendo assim, determinaremos K, requerendo que as condigoes de contorno assintéticas

de (3.43) sejam compativeis com (3.18). Usando a expressao (3.21), podemos reescrever

(3.18) como
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A;} [GQiMJ:w +R:l€_2iM$w] (.’L‘ < _1)

| (3.44)
A:lfzzu?ezQMx\/wamQ (CL’ > 1)

— .

Desta forma, podemos determinar os coeficientes C;, D} e K_;:

o 1
wl 9

1.

N

— wl
wl — )

1.
— — T
wl_Awl wl -

. . . ~ . S
Deduzimos, do tratamento realizado acima, a expressao normalizada de ¢_;"”(x), a saber

Vo @) = A TG (). (3.45)

wl w
Vale ressaltar, que as expressoes (3.37) e (3.45) foram obtidas considerando w > m.
Passemos agora para a descricao do procedimento relativo ao método numérico utilizado
na obtencao da funcao radial X:l’s(x), originaria do horizonte de eventos passado H™,
considerando w < m.
De (3.18) deduzimos que, distante do horizonte de eventos (para muito além do
maximo do potencial (3.13)),

V5 (x) o e PMEVmIOt (s 1)

wl

Adimitindo uma solucao de (3.15), proveniente do horizonte de eventos passado, expressa

por

oy (@) = e 2MEVmTmt (g s 1) (3.46)

.S , C . n e s . . . .
onde x_;” (zp) é a condigao inicial na regido assintética préxima ao infinito futuro tipo

tempo, onde x — oo (ou r — 00). Em seguida evoluimos numericamente esta solugao
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no sentido de # — —oo (ou r — 2M), por meio da equagao diferencial (3.15). Para

regioes suficientemente proximas ao horizonte de eventos temos

X:[,S(xE) ~ Ow_} 6i2MwacE + D;} e—iZMw:cE (l,E < _1)’ (347)

com |C5;|2 — | Dy |? = 0. Efetuando o céleulo da derivada de x_;°(z) (com respeito a ),

no ponto rp < —1, obtemos

L (rp) =~ i2Mw [Cw_} I ) e‘izM‘”E} . (3.48)

Manipulando algebricamente (3.47) e (3.48), obtemos

1
4

d —>,S
.

— 12 — 12 2 1
Cail? = 1D5 = |

—.,S
Xwi (xE) + AM202

(3.49)

~ —.8  ~ . ~ 1.,
Uma vez que a fungao x_;”” nao se apresenta normalizada, vamos entao multiplica-la por

uma constante de normalizacao K;:

J (Cw—} ei?wa 4 DJ} 6—1'2wa) (l’ < _1)
KJ 672Ma:\/m27w2 (ZL’ > 1)

Q

K5ix” () (3.50)

Sendo assim, determinaremos K, requerendo que as condigoes de contorno assintéticas
de (3.50) sejam compativeis com (3.24). Usando a expressao (3.21), podemos reescrever

(3.24) como

A:l (eiQMwa: + R;lefﬁsz) (T’ < _1)
AL:ETTQ—QMZB\/T)’L2—W2 (.2? > 1)

w

v (@) (3.51)

Desta forma, podemos determinar os coeficientes C_;, D

—.
e K

o1
wl )
1,
N
— wl
wl_T—>7

34



— — —
Awl,]:.)l :

wl =
, . . ~ . .S
Concluimos, do tratamento realizado acima, a expressao normalizada de ¢_;”(x), a
saber

V) = AT x () (w < m). (3.52)

wl w
A partir da condigao |C;|* = | D3|? podemos mostrar que |R|*> = 1 e, portanto, todos
os modos provenientes do horizonte de eventos com w < m sao totalmente refletidos de
volta para o horizonte.

Verificamos, neste método, que o erro numérico sera tanto menor quanto maiores os
modulos de zg < 0 e xp > 0. Podemos padronizar este procedimento, para cada valor
de w, escolhendo =g e xp tais que o potencial Vg, dado em (3.13), seja sempre menor ou
igual a 5% de w?, de forma que as fungoes e2M® ¢ gi2Mavw?=m? 4hresentem-se de fato
como boas aproximacdes para ¥, (z) e 9, (x), respectivamente. O teste efetuado
para garantir a confiabilidade de nossos métodos foi a verificacao de que as equagoes 3.18

e 3.19 foram satisfeitas (com as relagoes apropriadas para R, ¢ 7 ) ao longo do calculo

numérico.

3.5 Quantizacao do campo escalar massivo no espaco-
tempo de um buraco negro estatico e sem carga

No processo de quantizacao canonica do campo escalar massivo, impoem-se relagoes de

comutagao a tempos iguais, a saber

[cﬁ(t, ), 8(t, f“)} - [ﬁ(t, =), 0, 7)) =0, (3.53)

= 0T -7, (3.54)
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onde o momento II conjugado ao campo ¢ é defindo como

s 1 9f
D=n'll,=n —. (3.55)
—90(Vrd)
Usando a expressao (3.3), podemos reescrever a expressao (3.55) como
II =ntV,®. (3.56)
Para o espacgo-tempo de Schwarzschild usamos que
o
vf
e que
V—g=r%sinf.
Assim, a expressao (3.54) pode ser reescrita como
o, ), 000, 7)| = ! s (m — 7, (3.57)

~ (Vf)r?sinb
sendo T e T representantes de todas as componentes espaciais de z# e x'#, respectiva-
mente.

Admitindo o cardter quantico-operatorial do campo Eﬁ(x“), podemos entao expandi-lo

w "
em termos dos modos de freqiiéncia positiva u.,(z#) e negativa u,, (z"), como

- Y Y[ by, i), 6

n=—,— [=0 p=—["Ymin

.I_
wlp

partir de (3.56) e (3.58) temos

sendo os coeficientes, ag, e @ respectivamente, operadores de aniquilagao e criagao. A

oo l )
L) =vd= 3 33 [ dlVad)a, + (Tak)il,].  (659)
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*/n? II(z2*), de tal maneira que

Podemos também definir o0 momento canonico I1¢ =

’ /

[@(t, ), 004, 7)] =id®(7 - 7).

Devemos entao obter as relagoes de comutacao entre os operadores ag,, e dﬂp definidos

na expressao (3.58). Procedemos inicialmente exigindo que os modos u,y, satisfacam

aKg(ule,u ) =M,y 0w — W) (3.60)

/

O'KG(UZ[;,U 27 /) = 0, (361)

wli'p

sendo ¢ o indice que representa os nimeros quanticos n, [ e p. Utilizando a defini¢ao
de produto interno de Klein-Gordon apresentada na expressao (2.17) adaptada para o

espaco-tempo de Schwarzschild podemos definir

ok (P, Upy) = i / ASPn [NV ) — (V0 u,), (3.62)
»(3)
€
ol . B) = / SOt (V,8) = (V). (3.63)
»(3)

Também podemos definir que o comutador entre os produtos internos de Klein-Gordon,

O'Kg<EI\),uw9) e oxa(u ;, ®) é dado por

w o)

JKg(EI;,uwQ) ,JKg(uwrg/,CD)} i/z@ ARGk [u’;g(vuuw,d) — (Vyug,) uw/g/} )

Fazendo uso da definicdo do produto interno de Klein-Gordon expressa em (2.17),

temos

0k (Putig) 0ty g, ®) | = 06 (Uug Uy ) - (3.64)

Usando ainda a condigao expressa em (3.60), reescrevemos a expressao anterior como
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[UKG@, o) oy g, ®) | = M,y 8w — ). (3.65)

w e
De outro modo, utilizando a definicao de produto interno de Klein-Gordon expressa em

(2.17), o campo ® expresso em (3.58) e as condigoes dadas em (3.60) e (3.61), obtemos

-~

Ok (tog, @) =D,y M, (3.66)

/!

T (P, uy ) Za o Myn . (3.67)

Com efeito, usando as expressoes (3.66) e (3.67), obtemos uma forma alternativa para o

comutador entre os produtos internos de Klein-Gordon, O'Kg(EI\), Uyg) € Ora(Uy <I>) a

saber

ox6(B,tg) x5, B) | = Z My [l gy | Myr g (3.68)

Deduzimos das expressoes (3.65) e (3.68) que

[l | = (M), 0w — ). (3.69)

Requerendo que os modos ", sejam ortonormalizados por meio do produto interno de
wlp

Klein-Gordon como

’

Tre (Wl W) = 0(w = )8, 8y 8, (3.70)

i pp

’

O'KG(UZ;}),U 27 /) = 0, (371)

wlp

podemos comparar (3.60) com (3.70) para obtermos

MQ Ql — 5’!’L7’Ll 5”/ 5pp/ .
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Como as deltas 0,,,/, 0, € 0, sao componentes de matrizes identidade, é facil verificar

que

(M), = 0O 6, - (3.72)

Assim, podemos reescrever a expressao (3.69) como

’

[aju/ ; ,awg} - [agﬁl, y ,aglp] = 5O 6,0 0w — ). (3.73)
Utilizando a expressao (3.63) podemos determinar o comutador entre ogg(uy,,®) e

ora(Uy ®), a saber

[UKG@W,EIS) ,JKG(uw,Q,@)} ~0. (3.74)
Podemos obter ainda o comutador entre aKg@  Ugp) € O’Kg(&\) U, Q/)
[O’Kg(a\),uwg),O'Kg(zf),uwlgl)} :O (375)

Utilizando as expressoes (3.66) e (3.57), podemos determinar resultados alternativos para

as equacoes (3.74) e (3.75), respectivamente, a saber

|:O-KG(uw97$> 7O-KG(uw/g/’$)j| = Z Mgg// [&w(_)” ’CALM/ g///:| Mg/// g/ s (376)
g//}g///

ora(®, )o@ ugg) | = D My [l val, | My (3.77)
QII 7Q///
Efetuando comparacoes entre (3.74) e (3.76) e entre (3.75) e (3.77), obtemos

iy | =0, (3.78)
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ast,.ant | =o. (3.79)
O estado quantico que, para os observadores estaticos fora do horizonte de eventos do

buraco negro, corresponde a auséncia de particulas é denominado vacuo de Boulware

[20], |0) , sendo este estado aniquilado por todos os operadores a};,, , i.e.:

a’y, 1005 =0. (3.80)
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Capitulo 4

Radiacao emitida por uma fonte
escalar girando ao redor de um

objeto estelar

Neste capitulo analisaremos a radiacao escalar emitida por uma fonte em movimento cir-
cular uniforme, interagindo com o campo de Klein-Gordon. Inicialmente faremos esta
analise para a fonte no espago-tempo plano de Minkowski, assumindo Gravitacao Newto-
niana. Em seguida analisaremos a mesma fonte no espaco-tempo curvo de Schwarzschild,
assumindo Relatividade Geral, sendo que em ambas as analises usaremos a abordagem

da Teoria de Pertubacao em Teoria Quantica de Campos em nivel de arvore.

4.1 Taxa de emissao e poténcia emitida usando Te-
oria Quantica de Campos em Minkowski, assu-
mindo Gravitacao Newtoniana

Nesta secao calculamos a taxa de emissao e a poténcia emitida por uma fonte em movi-
mento circular uniforme no espaco-tempo plano de Minkowski, interagindo com o campo

de Klein-Gordon. Para tanto, usamos a Teoria Quantica de Campos em nivel de arvore
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e assumimos que a fonte é mantida em sua trajetéria circular em torno de um objeto
massivo localizado na origem do sistema de coordenadas devido a interacao gravitacional,
descrita pela Lei da Gravitacao Universal de Newton.

A corrente escalar associada a uma fonte puntual seguindo uma linha de mundo z#(7),
com quadrivelocidade u#[z(7)] = =, ¢ dada por

L

M (at) = —— BT -2 (7)),

—n(z) u'(z)

onde 1 = det(n,,,) é o determinante da métrica do espaco-tempo em questao, e a constante

q determina a magnitude do aclopamento entre a fonte e o campo.

Considerando o caso em que a fonte descreve uma trajetoria circular no plano 6 = 7,
com raio Ry, e com velocidade angular constante 2 > 0 (assim como medida por obser-
vadores estéticos neste espago-tempo plano), temos que a linha de mundo e a quadrivelo-

cidade da fonte sao, respectivamente, dados por

2= (ta RM7 gagt)a

u* =~v(1,0,0,9).

Assim, a corrente cldssica associada a esta fonte é dada por

(") = g0l = Ran)3(6 = 3)0(p = O). (4.)

Onde’y:(le.

A fonte escalar representada pela corrente (4.1) descreve um movimento circular uni-

forme com aceleragao (centripeta) constante, com médulo dado por

@] = Q*Ryy .
A corrente jM foi normalizada admitindo-se que [ do®j"(z*) = ¢, onde do® ¢ o ele-

mento de volume (em trés dimensoes) ortogonal & quadrivelocidade v/, da fonte cldssica.
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A interacao entre a fonte jM(2#) e o campo escalar quantico ZI\D(JU“) serd dada pelo

acoplamento minimo, de forma que a acao de interacao sera

S; = /d4x V= M, (4.2)
onde d*z\/—n é o elemento de volume (quadridimensional) invariante do espaco-tempo
de Minkowski.

Passemos agora a deteminacgao da amplitude de transicao, associada a emissao de um
quantum do campo d.

Em nivel de arvore, a amplitude de transicao entre o vacuo e o estado de uma particula
com numeros quanticos w, ! e p,|1;wlp), é dada por [2, 13] :

M, . . &
Ao ™ = (L wipliSr[0)a -
Desta forma, usando (2.33), (2.49), que
&I)lp‘())M = |17wlp> ’

e que

1ol

(L;wip| ;W' U'p Yy = 6(w —w)oyd

i =pp >

podemos escrever

A

A" = <1;wlpli/d4$\/—_77jM($“)@(17“)|0>M Zi/d4x\/—_an($“)UZzp($“)- (4.3)

No espacgo-tempo plano com coordenadas polares esféricas, temos que

d*z/—n = dtdrdf dpr?sinf .

Sendo assim, usando as fungoes de distribuicao delta de Dirac na definicao da corrente
7M™ dada em (4.1), e a expressao (2.16) para os modos normais, com C,, dada em (2.27),

obtemos
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2 _ 2 o] 4
AMem — (”—m) %jz (Rave?=m?) / atvy (5,0t) e (1)

™ —00

Lembrando que [11]

i = (0,9) = Cp P} (cos 0)e™? (4.5)

co1m

Cp = (—1)1’\/(21 D= p) , (4.6)

a7 (I+p)!

podemos reescrever (4.4) como

1

2 __ 2\ 2 [e’s) ‘

A%;m .y (V w m ) %Clp Plp(()) Ji <RM' /02 — m2> / dt e—z(w—pQ)t. (47)
T

—0o0

Lancando mao da definicao usual da funcao distribuicao delta de Dirac, a saber

1 [~ ~
d(z — o) = %/ dk e~ iz=z0)k (4.8)

—00

obtemos

wlp

AMem _ o (—M) ’ %clppf(()) J <RM Q)2 — m2) Sw—pQ).  (4.9)

™

E relevante ressaltar que a presenca de d(w — pf2) em (4.9) indica que serao emitidas
apenas particulas com freqiiéncia w = p€). Ademais, temos a condicao de vinculo entre (2

e m dada por

P > m,

consequencia do fato de que w > m, para o campo escalar massivo no espago-tempo de

Minkowski.
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A taxa de emissao, assim como medida por observadores estédticos, para um valor fixo

de momento angular, é dada por

Mem’

A
RMem _ / | a W (4.10)

onde

T = 275(0) = / dt

o0

é o tempo total medido por observadores inerciais estaticos. Usando (4.9) e (4.10) e

somando sobre todos os niimeros quanticos possiveis, obtemos a taxa total de emissao

RMem _ ZZRMW ZZZQ VP 292 — m? )]l (RM\/T)‘ ‘sz (g,Qt)‘Q |

=1 p=1 =1 p=1
(4.11)
Notemos que [5, 16] Y}, (g,Qt) =0, para [ + p impar e
T 2 2041 (l+p—-DN1Il—-p—1)N
Y, (Z. ( _ , 412
‘ “’(2 ) A (L+p)(I —p)! (4.12)

para [ 4+ p par. A expressdo (4.12) torna notério que Y}, (5, Qt) nao depende do tempo.
Aqui n!l = n(n — 2)...1, se n for impar e n!l = n(n —2)....2, se n for par.

Vale ressaltar que o modo para o qual [ = 0, nao contribui para energia emitida, uma
vez que tal modo estd associado a particulas com energia nula.

Assumindo-se a Lei da Gravitagdo Newtoniana e usando a Lei de Kepler,

Ra(©) = (Qﬁ) ,

como funcao dos observaveis €2, ¢ e M, como sendo

Ore=
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Ritem ZZQQ \/ 292 m?

=1 p=1

‘Ylp (gmﬂ? . (4.13)

onde



N 1
Q 2
— (MQ)3

7

A poténcia emitida, assim como calculada por observadores estaticos, para um valor

fixo de momento angular, é dada por

O L

) J— wip

Wi, = / dwa, (4.14)
m

Fazendo um tratamento semelhante ao realizado para a poténcia emitida, obtemos a

potencia total iradiada

2

py Mem ;; 2¢°pQ\/p 2;}2 —m? ((Qz> (pQ)? _mQ) ‘Ylp (g’Qth |
(4.15)

Assumindo que a massa do campo seja nula m = 0 obtemos a expressao determinada

via teoria cldssica de campos [5, 16]

4.2 Taxa de emissao e poténcia emitida usando Teo-
ria Quantica de Campos em Schwarzschild

Nesta segao calculamos a taxa de emissao e a poténcia emitida por uma fonte em mo-
vimento circular uniforme no espago-tempo curvo de Schwarzschild, interagindo com o
campo de Klein-Gordon. Para tanto, usamos a Teoria Quantica de Campos em nivel
de arvore e assumimos que a fonte ¢ mantida em sua trajetéria circular em torno de
um objeto massivo localizado na origem devido a interagao gravitacional, descrita pela
Relatividade Geral.

A corrente escalar associada a uma fonte puntual seguindo uma linha de mundo z#(7),

com quadrivelocidade u/[z(7)] = £= | ¢ dada por

46



Sy = —L L 7 - 2(r
) = e -7,

onde g ¢ o determinante da métrica g,, do espaco-tempo em questao, e a constante
q determina, a exemplo do caso plano, a magnitude do aclopamento entre a fonte e o
campo.

Considerando o caso em que a fonte descreve uma trajetoria circular neste espago-
tempo de um buraco negro de Schwarzschild, no plano 6 = 7, com raio Rg e com veloci-
dade angular constante € > 0 (assim como medida por observadores estaticos no infinito),
temos que a linha de mundo e a quadrivelocidade da fonte sao, respectivamente, dadas

por
ZZ(Q7RS) - |:t7 RS? ga Qt )
1 Q

1 O) 07 1
(f(Rs) — RG%)? (f(Rs) — R§Q?)®
Assim, a corrente classica associada a esta fonte é dada por

ug(Q, Rs) ==

S 4 7r
G5 (z") = %6(7’ — Rg)0(0 — 5)5(g0 —Qt). (4.16)

A fonte foi normalizada requerendo-se que [ do® j%(z#) = ¢, onde do® é o elemento
diferencial de trivolume ortogonal a 'y, pela métrica de Schwarzschild.

E importante mencionar que, de acordo com a Relatividade Geral [24], uma fonte em
movimento circular uniforme ao redor de um buraco negro segue uma geodésica e portanto
tem aceleracao prépria nula. A fonte orbitando um buraco negro de Schwarzschild, com
momento angular L, executa orbitas circulares estaveis para Rg > 6M, e 6rbitas circulares

instaveis para 3M < Rg < 6M. No caso da fonte executar orbitas circulares estaveis,

M\ 3
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A interacdo entre a fonte j°(2*) e o campo escalar quantico @(az“) serd dada pelo

acoplamento minimo, de forma que a acao de interacao sera

§1:/d4x\/—g §50, (4.17)
onde d*z\/—g é o elemento de volume (quadridimensional) invariante do espago-tempo
de Schwarzschild.

Passemos agora a deteminacao da amplitude de emissao, associada a emissao de um
quantum do campo ®. Em nivel de avore, a amplitude de transicao entre o vacuo e o

estado de uma particula com nimeros quanticos n,w,( e p, |1;nwlp), é dada por

e = (1; nwlp| i5'1|0>3

wlp

Desta forma, usando (3.58), (3.80), que

iy, 0) 5 = |1; nwip)

wlp

e que

(Lnwlp|l;n' W' l'p) = 6(w —w)s, 16,0,

i pp

podemos escrever

Az =i [ e =gt e, (419

De (3.2), (3.12) e (4.5) podemos escrever (4.18) como

w>é L 9 (R) Cip PP(0) 6(w — pS) . (4.19)

n,S,em .
=B —9 e
A g ( u%(Rs) RS

wlp T
A taxa de emissao, assim como calculada por observadores estaticos assintéticos, é

dada por

nSem|

> A
Ry = / dwlL (4.20)

T )
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onde 7" = 276(0) é o tempo total assim como medido por estes observadores. Substituindo
(4.19) em (4.20) e somando sobre todos os nimeros quanticos possiveis, obtemos a taxa

total de emissao

9] l

RS@m_ Z ZZRn Sem_

n=—,— l=1 p=1

n—=

S 3 Y 2 (e - (res) W EOR (T g

R2
p= s

onde wog =pQlel,p>1.
A poténcia emitida, assim como calculada por observadores estaticos assintéticos, é

dada por

nSem|

[e.o]
W?’L 7S,€m . / du} |Awlp
lp -
W

5 (4.22)

min

Fazendo um tratamento andlogo ao realizado na obtencao da taxa de emissao, determi-

namos a poténcia total irradiada

9] l

WS,em _ Z Z Z I/Vlz,s,em _

n=-—, =1 p:l

S 3TN 22 (00)? [£(Rs) — (Rs)?] 'w,{# i, (5.00)| (4.23)

n=—,« [=1 p=1

Vale lembrar que a fungao w:jols nao pode ser expressa em termos de funcoes analiticas
disponiveis na literatura e que, portanto, o seu calculo foi efetuado numericamente, como
indicado na secao 3.4. Consequentemente, o calculo da poténcia total irradiada e taxa
total de emissao foi efetuado numericamente. Os resultados destes cédlculos numéricos

serao exibidos no préoximo capitulo.
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Capitulo 5

Analise e comparacao dos resultados

Neste capitulo, devotaremos especial atencao a andlise e comparagao dos resultados obti-
dos no capitulo 4, para a taxa de emissao e a poténcia emitida pela fonte em movimento
circular uniforme ao redor do objeto estelar. Nossos resultados serao expressos em termos
de grandezas medidas por observadores estaticos assintéticos (massa do objeto estelar e

velocidade angular ).

5.1 Analise dos resultados no espaco-tempo plano
(campo massivo e nao massivo)

Nesta secao realizamos comparacoes entre as taxas de emissao e as poténcias emitidas para
0 campo massivo e nao massivo, ambas calculadas no espago-tempo plano de Minkowski.

Comparamos, na figura 5.2, o comportamento da taxa de emissao calculada para o
campo massivo e nao massivo. Observamos que a taxa de emissao para o campo massivo
é sempre menor que para o campo nao massivo, e na medida que aumentamos a massa do
campo a diferenca se acentua. Justificamos esta diferenca argumentando que, enquanto
para o campo nao massivo as particulas emitidas por unidade de tempo adimitem valores
de energia entre zero e infinito, para o campo massivo as particulas emitidas por unidade

de tempo adimitem valores de energia entre a massa de repouso e infinito. Sendo assim, o
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campo massivo deixa de emitir particulas com energias entre zero e a massa de repouso e
consequentemente a taxa de emissao do mesmo ¢ inferior em relacao a taxa de emissao do
campo nao massivo. Devemos ressaltar que devido a desigualdade p) > m, apresentada
na secao 4.1, para valores de momento angular magnético p maiores que 1, a fonte escalar
orbita o objeto estelar com valor da velocidade angular €2 menor que o valor da massa de
repouso m das particulas do campo emitidas. Contudo, mostraremos nesta secao, na figura
5.1, que a contribuicao dominante é gerada pelos modos com momento angular | = p = 1.
Consequentemente, a probabilidade de da fonte emitir particulas associadas a modos
com valores de [ = p superiores a 1 ¢é baixa. Fazendo comparacao analoga, agora para
a poténcia emitida (figura 5.3), obtemos fundamentalmente as mesmas caracteristicas.
Deve-se ressaltar que em ambas as andlises arbitramos l,ae = 3 (ljnee € definido como o
valor méximo para o nimero quantico 1) e que a diferenga entre as curvas, neste caso,
¢ menor em relagao as curvas das a taxas de emissao, assumindo os mesmos valores de
massa. Isto se deve a presenca de um termo multiplicativo ( freqiiéncia w) no integrando
na expressao da poténcia emitida (cf. expressoes (4.10) e (4.14)) [25]. Na figura 5.4
comparamos a poténcia total emitida obtida via teoria cldssica de campos WS ¢ a,

M,em

poténcia emitida obtida via teoria quantica de campos a nivel de arvore W, =", para

lmaz = 1,2 € 3, assumindo m = 0. Verificamos que aumentando o valor do momento

M,em

angular [ mais W, se aproxima de W€ Fazendo a soma sobre todos os ntimeros

quanticos [ temos I/Vlf’em = Weless [16]. Na figura 5.5 efetuamos a razao entre V[/l?f’em

e
Welass assumindo m = 0, para by, = 1, 2,3,4,5 e 6. Notamos que a referida razao tende
a 1 na medida em que aumentamos o momento angular maximo I,,,,,. Deve-se ressaltar
que tanto a poténcia quanto a taxa de emissao sao plotadas como uma funcao de M
cujo dominio esta determinado entre 0 e 0.068 (associado com a érbita circular da fonte

escalar em R = 6M). A escolha deste intervalo é motivada pelas futuras comparacoes

entre os resultados obtidos nos espagos-tempos curvo e plano, efetuadas na secao 5.2.

o1



12}

10|

Wpemlqu -2 106

Figura 5.1: V[/l];[’em ¢ plotado como uma funcgao de €2 para diferentes escolhas de [ e p,
com mM = 0 (linhas contiinuas) e mM = 0.02 (linhas tracejadas). A contribuigao de
[ = p =1 é determinada pelo par de linhas tracejada (caso massivo) e continua (caso nao-
massivo) mais elevadas no grafico, de [ = p = 2 é determinda pelo par de linhas tracejada
(caso massivo) e continua (caso nao-massivo) intermedidrias no grafico, enquanto que
[ = p = 3 é determinada pelo par de linhas tracejada (caso massivo) e continua (caso nao-
massivo) menos elevadas no grafico. A principal contribui¢ao para a poténcia emitida é
proveniente dos modos com momento angular [ = p = 1. Quanto maior o valor de [,

menor é a contribuicao para a poténcia total emitida.
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Figura 5.2: A contribuigao para a taxa de emissao R%’em proveniente de particulas com
momento angular até [ = 3 é plotada como funcao da velocidade angular 2 da fonte
girante, como medida por observadores estaticos assintoticos, para o caso nao-massivo
m = 0 (curva continua) e para os casos massivos mM = 0.02 (curva tracejada) e mM =
0.04 (curva pontilhada). M esta definido entre 0 e 0.068 (associado com a dérbita circular
em R = 6M). Notamos que nos casos massivos mM = 0.02 (curva tracejada) e mM =
0.04 (curva pontilhada), para valores préximos e menores do que MQ = mM = 0.02
e MQ = mM = 0.04, respectivamente, a contribuicao para a taxa de emissao é muito
pequena. Isto se deve ao fato de que a probabilidade de emissao de modos com [ = p
maiores do que 1 é consideravelmente baixa. Notamos também que a probabilidade de
emissao de particulas do campo por unidade de tempo para o caso massivo é menor do

que no caso Nao-Mmassivo.
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Figura 5.3: No grafico acima plotamos as curvas referentes a poténcia emitida como
funcao de € para os casos massivos mM = 0.02 (curva tracejada) e mM = 0.04 (curva
pontilhada) e ndo-massivo m = 0 (curva continua). Assumimos aqui que a soma no
momento angular na expressao (4.15) é efetuada até [ = 3. Notamos que a poténcia

emitida para o caso massivo ¢ menor em relagao ao caso nao-massivo.
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Figura 5.4: Neste grafico plotamos as curvas referentes a poténcia total emitida obtida via

teoria cldssica de campos W€ (curva continua) e a poténcia emitida obtida via teoria
A . . M .

quantica de campos a nivel de drvore W, " (curvas tracejadas), para lyee = 1, lpae = 2

e lmaz = 3, respectivamente. Assumimos aqui m = 0 para a massa do campo. Verificamos

que aumentando o valor do momento angular maximo l,,,,, diminue a diferenca entre
M , N M

Wy, " e Welass | Fazendo a soma sobre todos os ntimeros quanticos [ obtemos Wy, " =

Wclass [16] )
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Figura 5.5: Neste gréfico plotamos as curvas referentes a razao entre a poténcia total

emitida obtida via teoria classica de campos W% e a poténcia emitida obtida via teoria

quantica de campos a nivel de arvore WM™ para [0, = 1, 2, 3,4, 5 e 6. Assumimos aqui
m = 0 para a massa do campo. Notamos que aumentando o valor do momento angular

MAXIMO lye, a razao entre WMem e Welass tende a 1. Fazendo a soma sobre todos os
nimeros quanticos | obtemos Wem [ elass

=1 [16].
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Na figura 5.6 comparamos as curvas referentes a razao entre as taxas de emissao para
0 caso massivo e nao massivo, onde cada curva é plotada assumindo-se l,,,,, = 3 € um de-
terminado valor para a massa da particula do campo. Notamos que a razao é tanto maior
quanto menor for a massa do campo. Verificamos que a referida razao tende a 1 na medida
em que aumentamos o valor da velocidade angular €2 da fonte. Este comportamento pode
ser entendido considerando que para altos valores da velocidade angular a probabilidade
de emissao de particulas com baixa energia deixa de ser significativa. Verificamos também
que as referidas razoes caem a 0 préximo de M) = mM. Este comportamento pode ser
compreendido considerando que a contribuicao para a taxa de emissao para valores de
momento angular [ maiores que 1 é consideravelmente reduzida. Na figura 5.7 efetuamos
uma analise semelhante, agora comparando poténcia emitida e obtendo essencialmente as

mesmas caracteristicas observadas na figura 5.6.
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Figura 5.6: No grafico acima plotamos as curvas referentes a razao entre as taxas de
emissao como funcao de ) para o caso massivo e nao-massivo. A curva continua esta

associada a mM = 0.02, enquanto que a curva tracejada estd associada a mM = 0.04.
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Figura 5.7: De forma andloga a figura 5.6, a razao entre as poténcias emitidas como
funcao de €2 é tanto maior quanto menor o valor arbitrado para a massa do campo. A

curva continua esta associada a mM = 0.02, enquanto que a curva tracejada esta associada

amM = 0.04.
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5.2 Comparacao entre os resultados nos espacos-tem-
pos curvo e plano

Nesta secao efetuamos comparacoes entre potenciais de espalhamento, entre taxas de
emissao e entre poténcias emitidas nos espagos-tempos curvo e plano, assumindo em todas
as situagoes a fonte girando ao redor de um objeto estelar interagindo com um campo
escalar massivo.

Realizamos, na figura 5.8, a comparacao entre os potenciais de espalhamento em Min-
kowski e Schwarzschild para [ = 1. Na regiao assintética r >> 2M ambos Vj; e Vg
comportam-se com r% e tendem a m? corroborando o fato de que o espaco-tempo de
Schwarzschild é assintoticamente plano. Verificamos que Vg sé estd definido na regiao
externa ao horizonte de eventos do buraco negro (r > 2M), enquanto que Vj; também é
definido no intervalo 0 < r < 2M. Nas figuras 5.9 e 5.10 plotamos o potencial de espa-
lhamento Vg paral = 0,1 =1e¢l = 6, assumindo mM =1 e mM = 0.1, respectivamente.
Observamos que para mM < 1/4 a barreira de potencial é presente para todos os valores
do momento angular [. Notamos que o maximo do potencial Vs depende do momento
angular [. Percebemos que somente particulas provenientes do horizonte de eventos pas-
sado H~ (buraco branco) podem ter energia menor que a massa de repouso w < m e
os modos associados a estas particulas serao totalmente refletidos para o horizonte de
eventos do buraco negro H*. Particulas provenientes do infinito passado tipo tempo Z—
terao necessariamente w > m. Verificamos que quanto maior o [, maior é a barreira
de potencial. Como consequécia, particulas com momento angular muito alto [ >> 1 e
com energia w < m estarao necessariamente restritas a regioes extremamente proximas
do horizonte de eventos, onde o campo gravitacional é forte o suficiente para compen-
sar o efeito do momento angular. Consequentemente, encontrar particulas satisfazendo a
condicao w < m relativamente longe do horizonte de eventos, significa fundamentalmente
encontrar particulas com momento angular [ = 1. Na figura 5.11 plotamos o potencial
de espalhamento, assumindo [ = 0, para os valores de massa mM = 1/8 e mM = 1,

respectivamente. Observamos que a probabilidade de encontrar particulas com w < m
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distante do horizonte para um valor fixo de [ serd tanto maior quanto maior for a massa

do campo [18].
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Figura 5.8: Neste grafico plotamos as curvas relativas aos potenciais Vj; (curva tracejada)

e Vs (curva continua) em funcao de para [ = 1 e para mM = 0.1. Verificamos que

N
assintoticamente ambos os potenciais de espalhamento Vj; e Vg comportam-se como 7%2
tendendo ao valor m?. O potencial espalhador no caso do espaco-tempo de Minkowski,
Vi, é definido no intervalo 0 < r < oo enquanto que o potencial de espalhamento do
buraco negro de Schwarzschild, Vg, é unicamente definido na regiao » > 2M, pois este

sofre restrigao em seu intervalo de definigao devido a existéncia de um horizonte de eventos.
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Figura 5.9: O potencial de espalhamento Vg é plotado para [ = 0 (curva continua), [ = 1
(curva tracejada) e [ = 6 (curva pontilhada). Assumimos aqui mM = 1. Vg se anula
no horizonte de eventos e tende assimtoticamente a m?. Verificamos que quanto maior o
momento angular [, maior é o potencial de espalhamento Vs e menor é a probabilidade

de encontrar uma particula com w < m longe do horizonte.
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Figura 5.10: O potencial de espalhamento Vs é plotado para | = 0 (curva continua), [ = 1
(curva tracejada) e [ = 6 (curva pontilhada). Assumimos aqui mM = 0.1. Vg se anula no
horizonte de eventos e tende assimtoticamente a m?. Verificamos que para mM < 1/4 a

barreira de potencial se apresenta para todos os valores do momento angular [.
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Figura 5.11: O potencial de espalhamento Vg é plotado para mM = 1/8 e I = 0 (curva
pontilhada) e para mM = 1 e | = 0 (curva continua). Notamos que quanto maior
o produto mM, maior a probabilidade de detetar particulas com w < m préximo ao

horizonte de eventos.
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Nas figuras 5.12 e 5.13 plotamos Ri;em e I/Vli’em, respectivamente, para diferentes
valores do momento angular. Ambas as curvas foram plotadas assumindo para valores de
momento angular [ = p=1,l=p=2el =p=3emM = 0.04. Observamos que, a
partir de um certo valor de {2 > m, a contribui¢cao mais significativa é proveniente dos
modos dotados de momento angular [ = p = 1 e que quanto maior o valor de [ = p, menor
é a contribuicao para a amplitude de emissao. As intersecoes entre as curvas podem ser
entendidas considerando o fato de que, para 0 < {2 < m/p, as contribuigbes, tanto para
a poténcia emitida quanto para a taxa de emissao, provem apenas dos modos originarios
do horizonte e, portanto, sio muito pequenas. Na figura 5.14 plotamos W™ somando o
momento angular até [,,,,, = 3 para diferentes valores da massa do campo. Percebemos que
a poténcia ¢ tanto menor quanto maior o valor da massa do campo. Percebemos também
que, nos casos massivos, considerando valores menores do que €2 = m, a contribuicao
para a poténcia emitida é muito pequena. Isto se deve ao fato de que a probabilidade de
emissao de modos com [ = p maiores do que 1 é consideravelmente baixa. Efetuamos, nas
figuras 5.15 e 5.16 a razao entre as taxas de emissao em Minkowski e Schwarzschild e entre
as poténcia emitidas em Minkowski e Schwarzschild, respectivamente. Nas figuras 5.15 e
5.16, cada curva ¢é plotada assumindo-se [,,,,, = 3 e um determinado valor para a massa do
campo (assumimos m = 0, mM = 0.02 e mM = 0.04). E importante ressaltar que para
regioes muito afastadas do horizonte, os modos com energia w > m, possuem comprimento
de onda A proporcional a \/ﬁ e, portanto, o seu comprimento de onda A sera tanto
maior quanto maior a massa m. Deste modo, a importancia dos efeitos de curvatura do
espaco-tempo sera tanto menor quanto maior for a massa do campo. Observamos que as
referidas razoes, para @ — m (2 > m), tendem a 1, na medida em que aumentamos a
massa do campo. Esta aproximacgao de 1 com o aumento da massa do campo justifica-
se pelo conseqiiente aumento do comprimento de onda, discutido anteriormente. Para
0 < 2 < m, as citadas razoes diminuem, tendendo a zero, uma vez que R%’em =0e
Wahem™ = 0, para 0 < Q < m/p. Ainda nas figuras 5.15 e 5.16, verificamos que para o
caso das ultimas dérbitas circulares estaveis (maiores valores da velocidade angular da fonte,

no caso do buraco negro de Schwarzschild), a referida razao é cerca de 1,4 para m = 0
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(em outras palavras, que o resultado em Schwarzschild é em torno de 30% menor que em
Minkowski [16]) e diminui, aproximando-se de 1, na medida em que aumentamos o valor
da massa do campo. No gréfico 5.17 plotamos a razao m;’s’em JWSem  Notamos que esta
razao é sempre maior que 0.96 para m = 0 ( o valor 0.96 é obtido para a drbita circular
estdvel mais veloz e mais interna possivel, segundo a Relatividade Geral) e que a referida
razao é tanto menor quanto maior o valor da massa do campo. Este efeito é consequéncia
do fato de que, fixado um valor para o momento angular [, o maximo do potencial diminue
na medida em que aumentamos a massa e, portanto, maior é a contribuicao dos modos
provenientes do horizonte de eventos para a poténcia total emitida. Ressaltemos que,
para 0 < 2 < m/p, temos I/Vl‘;’s’em = 0.

Estes resultados atestam o fato de que fendmenos astrofisicos envolvendo comprimen-

tos de onda da ordem do raio de Schwarzschild, devem ser analisados por meio de um

tratamento que considere a curvatura do espago-tempo do buraco negro.
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Figura 5.12: Rijem é plotado como uma funcao de €2 para diferentes escolhas de [ e p, com
mM = 0.04. A contribui¢ao de [ = p = 1 é representada pela linha continua, de [ = p = 2
¢é representada pela linha tracejada e de | = p = 3 é representada pela linha pontilhada.
A partir de um certo valor de M§2 > 0.04 a principal contribuicao para a taxa de emissao
é proveniente dos modos com momento angular [ = p = 1, e quanto maior o valor de

[ = p, menor é a contribuicao para a amplitude de emissao.
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Figura 5.13: A exemplo do grafico 5.12. Plotamos I/Vl‘f)’em como uma funcao de Q para
diferentes escolhas de [ e p, com mM = 0.04. A contribuicao de [ = p = 1 é representada
pela linha continua, de [ = p = 2 ¢é representada pela linha tracejada e de |l = p = 3 ¢
representada pela linha pontilhada. A partir de um certo valor de M€ > 0.04 a principal
contribuigao para a poténcia emitida é proveniente dos modos com momento angular
[ = p =1, e quanto maior o valor de [ = p, menor é a contribuicao para a poténcia

emitida.
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Figura 5.14: A contribuicio para a poténcia emitida W™ proveniente de particulas
com momento angular até [ = 3 é plotada como funcao da velocidade angular €2 da
fonte girante, como medida por observadores estaticos assintoticos, para o caso nao-
massivo m = 0 (curva continua) e para os casos massivos mM = 0.02 (curva tracejada) e
mM = 0.04 (curva pontilhada). M esta definido entre 0 e 0.068 (associado com a drbita
circular estavel mais interna possivel em R = 6M). Notamos que nos casos massivos para
mM = 0.02 (curva tracejada) e para mM = 0.04 (curva pontilhada) considerando valores
proximos e menores do que MQ = mM = 0.02 e M) = mM = 0.04, respectivamente,
a contribuicao para a poténcia emitida é muito pequena. Isto se deve ao fato de que
a probabilidade de emissao de modos com [ = p maiores do que 1 é consideravelmente

baixa.
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Figura 5.15: No grafico acima plotamos a razao entre as taxas de emissao em Minkowski
e Schwarzschild como fungio de Q. R%*™ ¢ Ry sio as taxas de emissao da fonte em
movimento circular uniforme, assim como medidas por observadores assintoticos estaticos.
O ndmero quantico [ que representa o momento angular foi somado até l,.,, = 3. As
curvas sao plotadas até o valor QM = 0.068, caracteristico da orbita circular estavel mais
veloz e mais interna possivel, segundo a Relatividade Geral. Assumindo m = 0 (linha
continua), mM = 0.02 (linha tracejada) e mM = 0.04 (linha pontilhada), verificamos que
a razao %, para 2 — m (£2 > m), tende a 1, na medida em que aumentamos o valor
de mM. Em particular, para QM = 0.068, a referida razao diminui, aproximando-se de

1, na medida em que aumentamos o valor da massa do campo. Para 0 < 2 < m esta

razio tende a zero, uma vez que Ry " = 0, para 0 < Q < m/p.
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Figura 5.16: De forma analoga a figura 5.15, a razao entre as poténcias de emissao em
M,em
Minkowski e Schwarzschild 3= ¢ apresentada aqui como fungao de (2. Verifica-se que

M,em
as curvas plotadas nos graficos 5.15 e 5.16 possuem as seguintes semelhangas: (i) 7= e

W]\/I,em .
e, para  — m (2 > m), tendem a 1, na medida em que aumentamos a massa do

. . Rkl,em W]\/I,em . . .
campo (i7) Em particular, e € e, para 2 — 0.068, diminuem, aproximamdo-se
. . M,em W]W,em
de 1, na medida em que aumentamos o valor da massa do campo (7i7) RSem © Jpen

para 0 < € < m, diminuem, tendendo a zero, uma vez que R?V/‘[’em =0e¢ W]]\\,/[’em = 0, para
0 < Q< m/p. Assumimos aqui m = 0 (linha continua), mM = 0.02 (linha tracejada) e
mM = 0.04 (linha pontilhada).
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de €2. O nuimero quantico [, que representa o momento angular, foi somado até l,,4.

Figura 5.17: Neste gréfico plotamos a curva referente a razao W 5¢™ /I 5¢™ como funcio
=3.

Assumimos aqui m = 0 (curva continua), mM = 0.02 (curva tracejada) e mM = 0.04

(curva pontilhada). Notamos que para a érbita circular estavel mais veloz e mais interna

possivel, segundo a Relatividade Geral, a poténcia gerada pelos modos provenientes do

infinito contribuem com aproximadamente 96% da poténcia total emitida. Percebemos

também que esta contribuicao é tanto menor quanto maior a massa do campo. Isto se

deve ao fato de que, fixado um valor para o momento angular [, o maximo do potencial

diminue na medida em que aumentamos a massa e, portanto, maior é a contribuicao dos

=0.

modos provenientes do horizonte de eventos para a poténcia total emitida. Lembramos

que7 para 0 < Q < m/p’ temOS WH,S,em
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5.3 Radiacao absorvida pelo Buraco Negro

Calcularemos agora o quanto de radiacao emitida pela fonte em movimento circular uni-

forme em torno do buraco negro é observada assintoticamente, i.e.,

oo 1
WS,obs _ ZZ ['7;7 2 —>Sem + |R |2 <—Sem (w > m) (51)

=1 p=1
Os termos |7 [* W," Bem o 1R |2 Wy, S representam a contribuicao dos modos prove-
nientes do horizonte de eventos passado H~ e infinito passado tipo tempo Z~, respecti-
vamente.

Para w < m a radiacio observada assintoticamente é nula (W5°% = 0), uma vez que
nao ha modos provenientes do infinito passado tipo tempo Z~ e todos os modos originédrios
do horizonte de eventos passado H~ sao refletidos para o horizonte de eventos futuro H*.

A partir do tratamento numérico apresentado na seccao 3.3 plotamos as curvas relati-
vas a razao entre a poténcia observada no infinito e a poténcia total emitida. Tais curvas,
apresentadas na figura 5.18, mostram-nos que para QM = 0.068 e m = 0, cerca de 97% da
radiacao emitida alcanga observadores estaticos no infinito e que esta porcetagem diminui
na medida em que aumentamos a massa do campo. Este efeito de diminuicao da referida
porcentagem ocorre devido o fato de que, para um dado valor do momento angular [, o
maximo do potencial de espalhamento diminui na medida em que aumentamos o valor da
massa do campo (conforme visto na figura 5.11) e, portanto, uma parcela cada vez maior
dos modos provenientes do infinito é transmitida. Para 0 < @ < m/p, a contribuicao
para a poténcia total emitida provém unicamente dos modos origindrios do horizonte de
eventos dotados de energia inferior a massa de repouso (w < m). A radiac¢@o associada a

estes modos nao alcanga observadores estaticos no infinito e, portanto, para 0 < < m/p,

a poténcia observada é nula.
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Figura 5.18: Neste gréfico apresentamos a razao % como funcao de ) para orbitas

circulares geodésicas estaveis. Consideramos as somas nos momentos angulares até l,,,, =
3. Assumimos aqui m = 0 (curva continua), mM = 0.02 (curva tracejada) e mM = 0.04

(curva pontilhada). Percebemos nas curvas aqui plotadas que, para w > m e m = 0,

cerca de 3% da poténcia emitida pela fonte é absorvida pelo buraco negro e que esta

porcentagem aumenta a medida que aumentamos a massa do campo.
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Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

Apresentamos neste trabalho os procedimentos de quantizacao do campo de Klein-Gordon
massivo nos espacgos-tempos de Minkowski e Schwarzschild. Para o espago-tempo plano
determinamos os modos normais em termos de funcoes especiais, normalizamos as solugoes
e em seguida quantizamos o campo. Para o espaco-tempo de um buraco negro neutro
e com momento angular nulo nao foi possivel determinarmos analiticamente os modos
normais do campo (para quaisquer freqiiéncias) e sua respectiva normaliza¢do, uma vez
que as equacoes diferenciais nao possuem solucoes analiticas em termos de fungoes espe-
ciais disponiveis na literatura. Nao obstante a estas limitagoes de carater matemaético,
obtivemos os resultados almejados via método de analise numérica da equacao diferencial
envolvida. Lancamos mao das peculiaridades assintoticas do espago-tempo de um buraco
negro de Schwarzschild e determinamos os modos normais e a normaliza¢ao dos mesmos
nas regioes assintoticas muito préxima e muito distante do seu horizonte de eventos.

Determinamos a taxa de emissao e a poténcia emitida por uma fonte orbitando um
objeto estelar considerando os espacos-tempos de Minkowski e Schwarzschild.

Para o espaco-tempo de Minkowski com os modos normalizados obtidos analitica-
mente, calculamos a taxa de emissao e a poténcia emitida por uma fonte em movimento
circular uniforme. Notamos que devido a forma do potencial de espalhamento em Min-
kowski, os iinicos modos existentes sao aqueles provenientes do infinito, dotados de energia

maior do que a massa do campo [16, 25]. Verificamos que a contribui¢ao mais significativa
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para a poténcia e para a taxa de emissao provém dos modos com momento angular igual a
1. Para o campo escalar nao masssivo, sabemos que a poténcia obtida via teoria quantica
de campos em nivel de arvore é igual a poténcia obtida via teoria cléssica de campos
quando somamos sobre todos os valores do momento angular.

No caso do espago-tempo de Schwarzschild efetuamos o devido tratamento numérico
e obtivemos a taxa de emissao e a poténcia emitida por uma fonte orbitando o buraco
negro. Percebemos que os modos provenientes do infinito estao associados a particulas
com energia igual ou superior a massa de repouso do campo e que modos provenientes
do horizonte de eventos estao associados a particulas com energias com valores maiores
que zero. Notamos que a probabilidade de se encontrar particulas com energia inferior a
sua massa de repouso distante do horizonte é tanto menor quanto maior for o valor do
momento angular [ para um dado valor fixo da massa do campo e tanto maior quanto
maior for o valor para a massa do campo para um dado valor fixo do momento angu-
lar. Percebemos que, os modos com energia superior a massa de repouso serao tanto
menos influenciados pelos efeitos de curvatura do espago-tempo quanto maior a massa
do campo. Observamos que a poténcia em Schwarzschild quando a fonte estd préxima
a ultima drbita circular estdvel é pouco mais de 30% menor que o valor correspondente
em Minkowski (assumindo caso ndo-massivo) e que esta porcentagem diminui na medida
em que aumentamos a massa do campo. Notamos que a poténcia gerada pelos modos
provenientes do infinito contribuem com a maior parte da poténcia total emitida e que
esta contribuicao é tanto menor quanto maior a massa do campo. Percebemos também
que o buraco negro de Schwarzschild absorve em torno de 3% da radiagao emitida para
as orbitas circulares estaveis mais internas possiveis de acordo com a Relatividade Geral
(assumindo caso nao-massivo) e que este valor aumenta na medida em que aumentamos o
valor da massa do campo. Atribuimos este efeito ao fato de que o maximo do potencial de
espalhamento diminui na medida em que aumentamos o valor da massa do campo, para
um valor fixo do momento angular [ e, portanto, uma parcela cada vez maior dos modos
provenientes do infinito é transmitida.

Em trabalhos anteriores foram analisados os casos de uma fonte escalar interagindo

7



com um campo escalar nao massivo [16, 21] e uma carga elétrica interagindo com um
campo eletromagnético [22, 23]. Em ambos os casos foram considerados os espagos-tempos
plano e curvo. Como vimos, no presente trabalho, investigamos o efeito da massa do
campo no célculo da energia irradiada por uma fonte escalar interagindo com um campo
escalar massivo nos espacos-tempos de Minkowski e Schwarzschild.

Este conjunto de anélises, realizadas com intuito de compreender fendmenos relaciona-
dos a emissao de particulas na vizinhanca do horizonte de eventos de buracos negros, nos
confirma a relevancia dos efeitos da curvatura e topologia nao triviais deste espago-tempo.

Além das situacoes ja analisadas, outros problemas interessantes relacionados com
estes trabalhos podem ser investigados. Primeiramente, sugerimos a substituicao de uma
fonte puntual por outras, representadas por uma combinacao de fungoes de distribuicao,
de forma que sejam capazes de simular de maneira mais realista os discos de acre¢ao ao
redor de buracos negros. Sugerimos também a determinacao da radiagao emitida por uma

fonte orbitando um buraco negro de Reissner-Nordstrom.
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