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Resumo

Quantizacao canonica do campo de Proca no espaco-tempo de
Rindler e interacao de uma fonte uniformemente acelerada com o
banho térmico de Unruh

Emerson Benedito Sousa Corréa
Orientadores: Prof. Dr. Jorge Castineiras Rodriguez e Prof. Dr. Luis Carlos Bassalo

Crispino

Resumo da Dissertacao de Mestrado apresentada ao Programa de Pés-Graduacao em Fisica da Uni-
versidade Federal do Pard (PPGF-UFPA) como parte dos requisitos necessarios para obtencao do titulo

de Mestre em Fisica.

Fazemos a quantizacao canonica do campo vetorial massivo, primeiro com relagao a
observadores inerciais e depois com relacao a observadores acelerados. Investigamos como
uma fonte uniformemente acelerada em Minkowski interage com o campo vetorial massivo
no vacuo inercial, através do calculo da taxa de resposta total. Esta taxa de resposta é
calculada em dois referenciais diferentes, um inercial e outro co-acelerado com a fonte. De
acordo com o efeito Unruh, no referencial acelerado, o vacuo inercial corresponde a um
banho térmico de particulas. Levando em conta este efeito, mostramos, explicitamente,
que estas taxas de resposta sao idénticas. Este resultado pode ser usado para descrever
a interacao de elétrons estéticos com particulas Z° presentes na radiacao Hawking, desde
que os elétrons estejam muito préximos do horizonte de eventos de um buraco negro.

Palavras chave: Teoria Quantica de Campos em referenciais acelerados, Rindler wedge,

fonte interagindo com o campo de Proca, efeito Unruh.
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Abstract

Quantizacao canonica do campo de Proca no espaco-tempo de
Rindler e interacao de uma fonte uniformemente acelerada com o
banho térmico de Unruh

Emerson Benedito Sousa Corréa
Orientadores:Prof. Dr. Jorge Castinieiras Rodriguez

e Prof. Dr. Luis Carlos Bassalo Crispino

Abstract da Dissertacao de Mestrado apresentada ao Programa de Pdés-Graduagao em Fisica da
Universidade Federal do Pard (PPGF-UFPA) como parte dos requisitos necessdrios para obtencao do

titulo de Mestre em Fisica.

We perform the canonical quantization of the massive vector field, first with respect
to inertial observers and then with respect to accelerated observers. We investigate how
the uniformly accelerated source in Minkowski inertial vacuum interacts with the massive
vector field through the computation of its total response rate. This response rate is
computed with respect to two different frames, one inertial and the other co-accelerated
with that source. According with the Unruh effect, in the accelerated frame, the inertial
vacuum corresponds to a thermal bath of particles. Taking into account this effect, we
show explicitly that theses response rates are identicals. This result can be used to
describe the interaction of static electrons with the Z° particles present in the Hawking
radiation, provided the electrons are very close to the black hole event horizon.

Keywords: Quantum field theory in accelerated frames, Rindler wedge, source inter-

action with the Proca field, Unruh effect.
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It is impossible to explain honestly the beauties
of the laws of nature without some deep
understanding of mathematics.

Richard Feynman
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Introducao

Nos ultimos anos a comunidade de fisicos que voltou sua atengao para o efeito Fulling-Davies-
Unruh (também conhecido como efeito Unruh) foi crescente [1]. Isso mostra a relevancia do
assunto e sua aplicabilidade em fisica tedrica. Em 1992 Higuchi, Matsas e Sudarky demonstraram
explicitamente que a taxa de resposta de uma fonte uniformemente acelerada no espaco-tempo
de Minkowski em interagao com um campo eletromagnético no vacuo inercial, calculada em um
referencial inercial é equivalente a taxa de resposta calculada no referencial co-acelerado com a
fonte [2]. Esta equivaléncia s6 foi obtida levando-se em conta o efeito Unruh. O efeito Unruh
é fundamental para a descricao correta de uma teoria de campos em um referencial acelerado,
chamando a atencao para o fato de que o conceito de particula elementar em Teoria Quantica de
Campos (TQC) depende do observador. De acordo com o efeito Unruh, o vidcuo de um campo
descrito por observadores inerciais no espacgo-tempo de Minkowski corresponde a um banho
térmico de particulas (banho térmico de Unruh) visto por observadores confinados ao Rindler
wedge, sendo que este banho térmico de particulas possui temperatura proporcional a aceleragao
prépria do observador de Rindler, [3], [4], [5]. Esta andlise da resposta total de uma fonte com
aceleracao propria constante, tanto do ponto de vista de observadores co-acelerados com a fonte
quanto do ponto de vista de observadores inerciais ja foi feita também para os campos de Klein-
Gordon [6] e Dirac [7]. Em 2001, Matsas e Vanzella demonstraram a equivaléncia entre o tempo
préprio de vida de um préton uniformemente acelerado, calculado no referencial inercial e no
referencial co-acelerado com o préton, usando novamente o efeito Unruh [7].

Aqui realizamos a quantiza¢do canénica do campo vetorial massivo (campo de Proca) no
espaco-tempo de Rindler e calculamos a taxa de resposta total de uma fonte parada com ace-
leracao prépria constante interagindo com as particulas vetoriais massivas neutras de energia
zero do banho térmico de Unruh (para uma discussao sobre estas particulas de energia zero,

veja [8]). Esta resposta é comparada com aquela calculada por observadores inerciais para tal
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Introducao 10

fonte acelerada no vacuo inercial. Nossa andlise pode ser usada para interpretar o fenémeno
da emissao de particulas Z° por elétrons uniformemente acelerados em Minkowski do ponto de
vista de observadores co-acelerados. B importante lembrar também, que processos analisados
no Rindler Wedge levando em conta a presenca do banho térmico de Unruh descrevem muito
bem o resultado do mesmo processo acontecendo muito préximo do horizonte de eventos de um
buraco negro na presenca da radiagdo Hawking [1].

Este trabalho é organizado como se segue: No capitulo 1, mostraremos os elementos basicos
para a quantizacao do campo vetorial massivo no espaco-tempo de Minkowski, ¢.e., usaremos
a densidade lagrangeana standart encontrada em livros de TQC e chegaremos a equagao de
Proca. Tendo a referida equacao de campo, nos concentraremos em encontrar um conjunto
ortonormalizado de solugoes desta equagao. Isto sera feito segundo dois referenciais, um inercial
e outro uniformemente acelerado. Uma vez encontradas as solugoes para a equagao de campo,
estaremos aptos a iniciar o processo de quantizagao canonica. No capitulo 2, quantizamos o
campo de Proca no referencial inercial, postulamos as relagbes de comutacao a tempos iguais
para o campo de Proca e seu momento canonicamente conjugado e encontramos a relagao de
comutacao que os operadores criacao e aniquilagao de particulas devem obedecer. Além disso, na
secao 2.2, definimos a fonte uniformemente acelerada no espago-tempo de Minkowski, que serd
utilizada para calcular a taxa de resposta no referencial inercial (taxa de emissdo de particulas
de Minkowski), em nivel de arvore da teoria de pertubacoes, desta fonte em interagdo com o
campo vetorial massivo. No capitulo 3, repetiremos os passos do capitulo 2, considerando agora
um referencial acelerado junto com a fonte, i.e., um referencial onde a fonte do campo estd em
repouso. Quantizamos canonicamente o campo vetorial massivo e calculamos a taxa de resposta
total da fonte estatica com aceleracao propria constate interagindo com as particulas vetoriais
massivas de energia zero do banho térmico de Unruh. Comparamos esta resposta total com
aquela obtida no capitulo 2 para o referencial inercial. Concluiremos esta dissertacao fazendo
algumas consideragoes sobre a interpretagao dada nestes dois referenciais sobre o processo de
interacao da fonte com o campo e sobre o trabalho de maneira geral. Usaremos o sistema de
unidades natural onde ¢ = kg = h = 1, a menos que se queira explicitar estas constantes, além

da signatura (4, —, —, —).
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Capitulo 1

Campo Vetorial Massivo

O campo vetorial massivo pode ser pensado como o campo de fétons massivos. Isto é, dada
a lagrangeana do campo eletromagnético, adiciona-se um termo de massa a esta lagrangeana e
obtém-se a lagrangeana do campo de Proca. Na secao 1.1, mostraremos a dinamica do campo
de Proca, i.e., deduziremos sua equagao de campo em qualquer referencial. Posteriormente,
na subsecao 1.2.1 particularizaremos esta equagao para um referencial inercial no espaco-tempo
de Minkowski e mostraremos sua solucao, assaz conhecida [9]. Em seguida, na subsegao 1.2.2,
deduziremos a solucdo da equagao de campo no referencial acelerado. Antes, porém, faremos
uma digressao sobre a solucao da equacao do campo escalar massivo descarregado no Rindler
wedge, ja que os modos que serao solucao da equagao de Proca, no referencial acelerado, estarao

escritos em termos desse campo escalar.

1.1 A equacgao do campo vetorial massivo

A acao de um campo cléssico é dada por [10]
S = /d4x£, (1.1)
com a densidade lagrangeana do campo vetorial massivo escrita como
L=+—g (—iFWF’“’ + %m2AMA“ — jMA“> , (1.2)

onde /—g é a raiz quadrada de menos o determinante da métrica do espago-tempo (i.e, \/—g =

—det(g,w)) e F,, é dado por
F,Lw = V;LAV - VZIA}M (1'3)
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capitulo 1 12

sendo V,, a derivada co-variante. Usando o principio da acao extrema,

5
5A,

0,

na equagao (1.1) , encontramos a equacao de Euler-Lagrange para campos,

oL oL
_ = ) =0. 1.4
gav ~ Vn (8VMA”> 0 (1.4)

Com a lagrangeana do campo de Proca, (1.2), e a identidade

8(Fa6FQﬁ>

= 4FH 1.5
0(V,AL) ' (1)

encontramos a equagao que o campo vetorial massivo deve satisfazer, qual seja

V,F" +m?AY = j¥ - (1.6)

(VAV, +m?)AY — V'V, AP = j". (1.7)

Esta equacdo é conhecida na literatura como a Equacao de Procal

Podemos extrair uma informacao valiosa da teoria do campo de Proca. De fato, tomando a
quadri-divergéncia da Equacao de Proca e levando em conta que a curvatura do espago-tempo
de Minkowski é zero, notamos que o primeiro termo do primeiro membro da equacao resultante

se cancela com o terceiro termo do primeiro membro da mesma equacao, o que resulta em
VZ,AV == mivyjy. (18)

Perceba que na auséncia de fontes, ou se existirem fontes tais que estas obedecam a equacao
da continuidade, a condicao de Lorenz é automaticamente satisfeita na teoria de Proca, consti-
tuindo, portanto, um vinculo dessa teoria. Com efeito, as solugoes da Equacao de Proca (1.7),

no vacuo, satisfazem o seguinte conjunto de duas equacoes,
(V*V, +m*)A, = 0. (1.9)

V,AY =0 (1.10)

Na proxima secao encontraremos estas solugoes.

!Para uma maneira alternativa de se deduzir a Equacdo de Proca, generalizando as leis da eletrostética

e magnetéstaica, ver [11].
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capitulo 1 13

Observemos que a lagrangeana £ quebra a simetria das varidaveis espaciais e temporais. De

fato, calculando o momento canonicamente conjugado a varidvel A,, 7", obtemos

1 10

Vemos que o momento canonicamente conjugado a variavel Ay é zero. Isto poderia constituir
um problema ao quantizarmos o campo de Proca. Entretanto, tomando a componente temporal

da equagao (1.6) no vacuo, vemos que
Vi 4+ m?A° =0, (1.12)

com ¢ = 1,2,3. Portanto, a componente temporal de A* é esptria, visto que nao é independente
das componentes espaciais. Dessa forma, precisamos de apenas trés vetores de polarizacao para
descrever o campo vetorial massivo.

Mas, se quisermos quantizar o campo mantendo a simetria entre as variaveis espaciais e
temporais (i.e., de forma explicitamente co-variante) é preciso introduzir uma dindmica no
momento conjugado a varidvel Ag. Para isto, podemos introduzir o termo V#A, na acao. De

forma que a densidade lagrangeana do campo livre fique da seguinte forma:

1 1

1
L =y=g < 1 ™+ §m2AﬂA# - 2oz(V”AU)2> : (1.13)

sendo que « é um parametro que serd escolhido convenientemente. E facil mostrar que a equagao

de campo obtida desta nova lagrangeana é dada por

(VAV, +mH)AY — (1 — a)V"(V,A") = 0. (1.14)
Usando o gauge de Feynman (a = 1), a equagao de campo tomara a forma
(VHV, +m?) A =0,

que é a equagdo (1.9), agora com V,A* # 0, em geral.

Vejamos qual é o momento canonicamente conjugado ao campo A,,.

oL’
o _ — /= _FO;L _ Ope UAU .
T AVody) V—=y( agtV7A,) .
't = /=g(—F% — ¢°"V° A,). (1.15)
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capitulo 1 14

Nos capitulos 2 e 3 faremos a quantizacao candnica do campo de Proca e usaremos para a
densidade lagrangeana a expressao (1.13) ao invés de (1.2), para mantermos 7° # 0. A condicdo
de Lorenz nao sera imposta ao campo A,. Ao invés disso, restringiremos o espaco de Hilbert
dos estados do campo aquele subespaco onde o valor esperado de V#A,, seja zero. Os vetores

deste subespaco serao chamados de estados fisicos.

1.2 Solucoes da equacao de campo

Consideraremos o campo vetorial massivo no espaco-tempo de Minkowski. Existem pelo
menos dois tipos de observadores neste espago-tempo, a saber: Um referencial associado a
observadores inerciais e um referencial associado a uma familia de observadores acelerados. No
referencial inercial, o intervalo de espaco-tempo invariante é dado por: ds? = dt? —dz?—dx?—dy?.

Consequentemente, as componentes da métrica de Minkowski neste referencial sao dadas por

1 0 0 0
0 -1 0 0
Nuv = (1.16)
0O 0 -1 0
0 O 0 -1

Essa representacao da métrica de Minkowski ird mudar no referencial associado a observadores
acelerados. De fato, pode-se mostrar que a equacao que define a linha de mundo de um ob-
servador uniformemente acelerado na dire¢ao z do referencial inercial definido por (1.16) (com

aceleragao prépria constante a'), é dada por
22—t = a'_2, x = cte, y = cte, (1.17)

sendo t, z, x e y as coordenadas temporais e espaciais, respectivamente, do referencial inercial.
Contudo, existe um sistema de coordenadas (7,&,z,y) que descreve o referencial associado a
uma familia de observadores uniformemente acelerados. Estas novas coordenadas sao chamadas
de coordenadas de Rindler e estao relacionadas as coordenadas inerciais por
e e
7= cosh(ar) ; t = e sinh(ar). (1.18)

Apébs uma pequena manipulagao, as coordenadas de Rindler nos conduzem ao seguinte resultado

22 — 12 = a7 2e2%, (1.19)
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capitulo 1 15

comparando (1.17) com (1.19), vemos que a aceleragio prépria o', de um observador com coor-
denada & = constante, estd relacionada com o parametro a por ¢/ = ae™%. Como & =0 <
a’ = a, o parametro a em (1.18) é a aceleracao prépria do observador com coordenada & = 0.
O intervalo invariante de espago-tempo, em Rindler, é encontrado por simples diferenciagao
das coordenadas de Rindler, e assume a forma? : ds? = €2%(dr? — d¢?) — dx® — dy?®. Portanto,

as componentes da métrica em coordenadas de Rindler sao

G = : (1.20)

Percebe-se, pela métrica (1.20), que apesar de o espago-tempo de Rindler ser preenchido por
uma familia de observadores que possuem aceleracoes proprias diferentes, estes observadores
“véem”uns aos outros estaticos (dr = 0 = dS # dS(7)).

Note que a familia de curvas (1.19), com —oo < < oo, preenchem apenas duas porgoes,
causalmente desconexas, do espacgo-tempo de Minkowski. Estas porcoes sao chamadas de Rindler

wedges, veja a figura 1.1.

~ Fd
~ £
N s
b £
™ it
B &
' ,/
~ v
e 2
rd
. 4
s v
\\ ra
Ve
~ &
S v
~
. /,
™, =
Eindler wedge B o Rindler wedge
=9 /f
B P
P ES
5 \\ A
>
. L)
/I \\
b
. 3
// b
e ~
ki ~,
b N
” bS
o .
- ~
<
// S
/ .
Fd ~
vl \\
s
X
// N
rd ~

Figura 1.1: Espago-tempo de Minkowski. As regidoes sombreadas correspondem aos

Rindler wedges.

2Esta expressao ¢ demonstrada no apéndice A.
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capitulo 1 16

1.2.1 Solugoes da equacao de campo no referencial inercial

As solugoes para equagao (1.9) em um referencial inercial (veja [9]) sao dadas por ondas
planas,

—

Ay = NyelFE=wte (3, (1.21)

onde w = VEk2+m2e\ = 1,2,3,4. Os quadri-vetores ¢, E, A) sao linearmente independentes
L

(L.I.) e satisfazem as relagoes,

ek, Ve (B, ) = ga s (1.22)
com gi1 = g22 = ¢33 = —1,g44 = 1, além de
4
D ek, Ney (K, A) = . (1.23)
A=1

As nossas escolhas para os vetores de polarizacao sdo as mesmas de [9], quais sejam:

(k1) = (0,&(k, 1)), (1.24)
e (k,2) = (0, &k, 2)), (1.25)
e (k,3) = Li’:;k : (1.26)
(K, 4) = <I:::> : (1.27)

onde &k, 1) e &(k,2) sdo vetores unitarios ortogonais entre si (segundo o produto interno de
Klein-Gordon generalizado, definido a seguir) e ao vetor de onda, k. Da escolha (1.24)-(1.27),
notamos que os vetores com A = 1, A = 2, A = 3 sao ortogonais ao quadri-vetor k*.

As solugoes (1.21) sao ortonormalizadas pelo produto interno de Klein-Gordon generalizado,

definido como [12]

(A0, AG)y = / 45, W [Am’ Am}’ (1.28)
>
com
WHAD, AD)] = i (AD* @ _ AG) g @psy (1.29)

ax, = dE(?’)n# =/ —g(3)d3anM, sendo que n, ¢ o versor ortogonal a uma hipersuperficie de

Cauchy a t = constante, e i = X\, kg, ky, k., 7 = N, kl,, k], k.. Como a quadri-corrente (1.29) é

b T y7 z*
conservada (V,W# = 0) o produto escalar (1.28) nao depende da escolha de ¥. Além disso,

oL
pv
T IV A’ (1.30)
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que no caso da lagrangeana (1.13) assumird a forma
T = /=g [-F" — g""V“A,] (1.31)
ou
T = /=g [VV Al — VHAY — g""V*¥A,]. (1.32)

No referencial inercial o produto interno de Klein-Gordon generalizado definido por (1.28) e

(1.29) assumird uma forma bastante simplificada. De fato, usando (1.32), teremos
(A(i),A(j)) — i/dzo [—Al(,i)*VOA(j)V + Al(/i)*vuA(j)O - gOOA((]i)*VaA((;yj)_‘_
FAGTO A A v 400 4 Aéj)gOOVﬁA(ﬂi)* ’

onde /—g®) =1, n, = (1,0,0,0), neste referencial. Além disso, lembremos que no referencial

inercial os termos de conexao sao nulos. Assim,
(A(i),A(j)) _ i/d%M [7141(/7;)*8014(]')1/ + Al(/i)*auA(j)O - Aéi)*aaAg)Jr (1.33)
+AD G AOv* — AU gr AD0x 1 A(()j)aﬁAg)* .
Note que

AW AW)0 — gv (AL ADOY — ADOGY AW, (1.34)
Analogamente, encontramos

—ADgr AW — 4@0xgv 4G _ g (AD) AD0%), (1.35)
Substiuindo (1.34) e (1.35) em (1.33), encontramos,

(AD, AWy = i/d?’xM[Al(,j)agA(i)”* — AD*9, AWV g7 (AW AD0) — g¥(AD 4O -

(AD, AWy = i/deM[Al(,j)agA(i)”* — AD*9, AUV 4 5, (AD*k 400)0 _ gG)k 400y
onde k = 1,2,3. Aplicando o teorema de Gauss,
(A0 AG)) — / B [AD G AP — AW AG¥] 4 / dony (A AGO _ 4Gk 4005

Vamos analisar o termo de superficie separadamente.
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/ dony (A AW _ A6k A(0)0%) — / don (A A0 — AU A@0%) 4

z2——+00
n / R ) (A 4G _ A6 400y 4 / doma (AD2 AW _ 4612 4005y 4
2——00 T—+00
i / 7)) (A2 400 _ 4G)2 4@0%y | / dony (A0 4000 _ 403 4@0%)
T——00 ——+00

n / dor(—ny ) (AD®B ADO0 _ 4GB 4(007),
Yy——00

Estas integrais produzirdo distribuicoes do tipo 62(k — k). Por isso, elas se anulardo individual-
mente se k # k’. Para o caso em que k = k' as integrais se anularao aos pares, por causa do

sinal “-”. Assim,
(AD, A0) = / dep[AP A" — AP0, A0 ). (1.36)

Com o auxilio da equagao (1.36), vamos encontrar a constante de normalizagao N, de (1.21).

Usando (1.21), temos que

AD G A = N, N (iw)e " FF)Feil—aNter (] N)e, (K, N (1.37)
(§]
AD gAY = N* N (—iw')e I F=F)Zeilo—Nte (£ N)e? (K, N). (1.38)

Substituindo (1.37) e (1.38) em (1.36), teremos

(A(Z),A(])) _ Z/dgl'M[ (w —i—w)N*N —i(E—E’)~j‘ei(W—w’)t€V(E’ )\)EV(E/’ /\/)]

(AD, AU = — (&' 4+ w) NN, (27)3e @50k — K ) gy, (1.39)

onde usamos a equacao (1.22). Com efeito, vemos que a constante de normalizagao serd dada
por

1
INy| = ———, (1.40)
(2m)32w

com w = Vk2 +m2. Portanto, o conjunto ortonormalizado que é solucdo da equagao (1.9), no

referencial inercial, é dado por

Ak N) = ————eiFFwt) e (] ), (1.41)
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A partir de (1.39), vemos que a matriz que representara a ortogonalidade destes modos (lembre

que g11 = g22 = g33 = —1 e ggq = 1), serd dada por
100 0
o 010 0 .
(AD AWy = §(k— K, (1.42)
001 0
000 —1

sendo que os elementos das linhas e colunas desta matriz sao identificados segundo a sequéncia
A=1,2,3,4.
A solugao mais geral para a equagao (1.9), sera

4

+oo +oo +oo . .
A (2P) = /_ /_ /_ dgkrz [a(,;’/\)Au(k,)\) +c.c.|, (1.43)

A=1
com AH(E, A) sendo dado pela equacao (1.41).
No capitulo 2 faremos a quantizacao canonica destas solugoes, i.e, promoveremos 0 campo
A,, a operador no espaco de Hilbert e as constantes A5 ) serao identificadas como os operadores

de aniquilacao de particulas do campo de Proca.

1.2.2 Solugoes da equacao de campo no referencial acelerado

Antes de mostrarmos as solugdes da equagao (1.9) no referencial acelerado, é instrutivo ana-
lisarmos a solucao da equacao do campo escalar massivo descarregado no referencial acelerado.

Esta andlise ¢ feita pormenorizadamente em [13].
Digressao sobre o campo de Klein-Gordon massivo no espacgo-tempo de Rindler
A equagao de Klein-Gordon,
(V'V, +m?)¢ =0, (1.44)
pode ser escrita como
(9"°VE + g Vi + g7 V3 + g7 Vi + m?)p = 0.
No espago-tempo de Rindler, esta assume a forma

202 — R) — 02— 32+ m2] ¢ = 0. (1.45)
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T Z X Vv
—2a¢ “Z) 2 2| .
(B 2) A bend] o
N T Z
e <T N Z> + (k1 +m?) =0, (1.46)

de modo que as solucoes dependentes de x e y sdo, respectivamente: X o €% ¢ Y o ¥ e

k2 =k + k; Prosseguindo, podemos escrever (1.46) como
Z
Z PN+ m?) = = = —u?

Resolvendo em T', e escrevendo a equacao para Z teremos,
25—8%¥Z+JZ=Q (1.47)
onde k? = kﬁ_ +m? e T x e ™7, Mostraremos em seguida, com uma mudanca de varidveis
adequada, que as solugoes da equagao (1.47) podem ser escritas em termos das solucoes da
equacao de Bessel modificada.
Seja, s = s(£), tal que

K
s = —e® = 2% = K229,
a

Entao,
a_dsd_d_ a
aé dids ~dt s
€
d2 2 2 2d2
@ =a S%‘i_a S @

Logo, a equacao (1.47) ficard, agora com Z (&) = Z(s(£)),

d*Z az
aQSQW + a2sE — 50?2 +w?Z =0 .. (1.48)
&z dz iw)?
2 2
= = 7 =0. 1.4
752 T4 s+<a> 0 (1.49)

Esta é a equacao de Bessel modificada, cujas solucoes L.I. sao [14]

Z(S) = le%w (S) + CQK% (S) (1.50)
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Note que o potencial efetivo V (£) = k2e2% na equacio (1.47) diverge exponencialmente quando
& — oo. Por isso, é necessario que nossas solugoes tendam a zero assintoticamente. Com efeito,
a solucao I i (s) sera descartada ja que esta funcao nao se anula assintoticamente. Ao contrério
de I i (s), que diverge no infinito, a fun¢ao de McDonald, K i (s), decai exponencialmente neste

limite [15]. Dessa forma, o campo de Klein-Gordon, no referencial acelerado, assume a forma

b= Cez’(k,cx—i-kyy—wﬂr)KM <E€a£> ’ (1.51)
a a

onde C' é a constante de normalizacao, a qual determinaremos através do produto interno de

Klein-Gordon dado por [16]
R RN A
onde, dX, = dZ(?’)nM = md?’x}mu = e“gd?’anu. Em coordenadas de Rindler, o versor
ortogonal a hipersuperficie de Cauchy a 7 = constante, n,, assume a forma
n, = (€%,0,0,0). (1.52)

Lembrando que g% = e72%, o produto interno de Klein-Gordon envolvendo campos escalares

podera ser escrito como
(6.6) = [ Parileond' — (@069, (153)
onde d®rp = dxdydé. Passemos ao calulo da constante de normalizacao C, a partir de (1.53):
+o00 +00 +oo ) L , ,
(¢,¢") =iC*C’ / / / dadyde [e—“’w%y—wﬂf(; (—iw')e!Farthyy=w'n) i 4
—o0 —0o0 —0o0 @ @

/

. i _ 1 s
- (zw)e i(kex+kyy WT)K;q;wez(kzx+kyy wT)KiL

a a

) , +o0 +o0o +o0 ) , ) ,
(¢7 ¢I) _ 2C*C”(w + wl)ez(wfw )T/ / / dwdydgefl(kzsz)xefl(ky*ky)y[{zwKM

(6:) = 20°C e+ T @m0~ Koy K [

— 00

KWK, (1.54)

onde usamos o fato de que a funcao Kiv (56“5) ¢ real se © e o seu argumento forem reais
a

[1]. Segundo [17], as fungdes de McDonald formam um conjunto ortonormal® no intervalo

—0 < €< +ooew >0, isto é,

S(w—w') = 22 sinh (%) /m AEK i (feaf> Ko (fea5> . (1.55)

am? oo a « \a

3Ao invés de usarmos a notagao de [17], vamos usar a notagio que temos usado desde o inicio deste

trabalho.
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Usando (1.55) em (1.54), temos

i / / / 2 /
(6.') = 20°C"(w + )"0 (2m) 6 (ks — K3 (ky — k) 5= @)
6 ) = — 0 |k — K6k, — k)3 — o) (1.56)
') Sinh (72) v T Ng )0y T Ry JOLW W '

Para que os modos do campo escalar tenham norma unitaria, devemos escolher a constante de

normaliza¢ao como sendo

sinh (%)

2n2\/a

Dessa forma, o campo escalar massivo que satisfaz (1.44)normalizado, é escrito como

ICl=

sinh (%)
272\ /a

Voltemos ao nosso objetivo. Queremos encontrar solugoes L.I. para a equagao (1.9) no refe-

b= ¢ilkathyy—wr) g (feflf) ko ky €R, w>0. (1.57)

a

rencial acelerado. Como ponto de partida, usaremos as solugoes propostas para o campo vetorial

sem massa, listado na referéncia [2]. Este campo satisfaz a equagao

(VAV,)A, =0, (1.58)
cujas solucoes sao
ATwkaky) _ CLwkan) (0.0, ky, —ky ), (1.59)
AT wkaky) _ C(If,w,kx,ky)(a§¢’ —iwe, 0,0), (1.60)
Al(/G,w,kz,ky) _ C(G,w,kz,ky)(_iw¢7 8§¢, tkz @, Zk'y¢)7 (161)
A&Lﬂkaw)ky) — C(L’Wakz:ky)(O’ 07 kxd)7 kyd)) (162)

Nestas equacoes, ¢ € a solugao da equacao do campo escalar sem massa descarregado. Os modos
fisicos “I”’e “II”sao definidos como os que satisfazem a condicao de Lorenz e nao sao puro gauge
(ou seja, nao sdo escritos como o gradiente de um escalar, como é o caso do modo A,(,G’w’k””’ky)).
Existem dois modos fisicos para o campo vetorial sem massa (que correspondem aos estados

L - . Iw, ki k ITw,ky k
de polarizagao transversal do campo eletromagnético), que sao: A,(, wikeiky) o A,(, whkeky) g
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modos (1.59)-(1.62) sao normalizados pelo produto interno de Klein-Gordon generalizado, dado

por (1.28) e (1.29),

i
Ve
onde d¥, = dE(g)nN = /—g®d3zgn, = e*d*>xgn,, com n, dado por (1.52), 7 dado por
(1.30), além de ¢ = A\, w, ky, ky € j = N, W'k, k|

y gy Myt

(A@* g Gmw _ AG) (D)

)

(A® | AUy :/dzu
by

Vamos investigar modos com a forma (1.59)-(1.62) (ja4 que a equagao do campo vetorial
massivo é semelhante a equagao do campo vetorial sem massa) mas com ¢, neste caso, dado por
(1.57) e ver se satisfazem a equagao (1.9) e a condigao de Lorenz (vinculo de Lorenz).

O modo A,(,I’w’k"’ky) satisfaz a equagao (1.9). Vejamos:

(VIV, + mg)AI(jI,w,kz,ky) _ g'upvp(auAl(/],w,kx,ky) _ Fg'uA((TI,w,km,ky)) L mQAI(jI,w,kz,ky)’

(Iakal'vky) (L%kzvky)

como '), =0, parac =2ou3e Ay ¢ dado por (1.59), o termo I'y , A se anulara.
Assim,

(VAV, + m2) AR ) — guosg (9, ARkl o 2 g(Tekeky) (1.63)
Usando

Vp(0uAy) = 0,(0,A,) —T7,04A, — T30, A0
em (1.63), teremos
(v#vu + m2)Al(/I,w,kx,ky) _ g,up[ap(auA’(/I,w,k;c,ky)) o szafyA,(/I,w,km,ky)_{_

_ngauAfuI,w,kx,ky)] + m2A’(/I,w,kx7ky)
(VIV, + mQ)Al(/I,w,kz,k’y) — gﬂp[ap(auAl(jLw7kz,ky)) _ szawAl(lf,w,kx,ky)] N m2A(VLw7kz,ky)

(VAT + m2) AL Rebn) = guy, Alkekn) _ guepd g, ke 4
_guprtpalA(VIykazvky) + m2A(VI:W,kz,ky).

Os tnicos termos de conexio nao nulos, em Rindler, sdo: I%; =% =I'yo =I''1; = a. Dessa

forma,

(VMVH + mQ)Al(/I,w,kz,k‘y) _ (@uaﬂ + m2)Al(,I’w’kI’ky).
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Note que as componentes nao nulas do modo “I”(A;I) e Aél)) satisfazem a equagao de Klein-

Gordon, logo este modo satisfaz a equacao (1.9). E facil ver que o modo “I”satisfaz a condigao
de Lorenz (uma demonstracao semelhante é mostrada abaixo para o modo “L”), de tal forma
que podemos usa-lo como modo fisico do campo de Proca.
(I w,kz ky) 4 . p 2a¢ -
O modo A, ¢ proporcional a €,,V*¢, sendo €;¢ = —€¢; = €% as tinicas componentes

nao nulas de €. Logo,
(VOV5 +m?)A, x (VOV5+m?)e,,VP¢ o €,,VP(VPV 5 +m?)p = 0.
Este modo também satisfaz a condigao de Lorenz. De fato,
VAT o Ve, P o €,V VPG = 0,

Com efeito, o modo “II”serd considerado um modo fisico do campo de Proca.

O modo AL %) satisfaz a equacao (1.9):
(VOV 5+ m2) ALk k) o0 g (VPV 5+ m2)e = 0,

mas nao a condicao de Lorenz. Veja,
vuAl(jG,w,kx,ky) _ C(G,w,kw,ky)vyvu(b _ 7C(G,w,kw,ky)m2¢ # 0. (164)

Portanto, o modo “G”nao é fisico.

. Lw,kz .k .
Resta-nos examinar o modo A,(, whkeky) Egte modo, analogamente ao modo “I”, satisfaz a

equacao de campo [equacao (1.9)], mas nao a condigao de Lorenz, como veremos:
vuAl(ijwykwaky) — gl/ozvaA(LyW,kkay) — gua(aaAl(lLawakkay) Tk A(vavkx7ky))’

v va<ik

Lyw,ka ky)

Notando que F’“WA,& =0 (a exemplo do modo “I"”), temos

VY AL k) _ vag g(lwkek)y
v,,Al(/L,w,kz,ky) _ gQQaQAgL,w,kz,ky) +g3383AgL,w,kl,ky)

AR olbwke k) (L) (k2 4 k2)g o WP AR M) — _joeke kg2 6 0. (1.65)

Assim, o modo “L”nao é fisico.
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Em seguida calculemos as constantes de normalizagao associadas aos modos (1.59)-(1.62).

Comecaremos com o modo “I”.

1

(A,(f)*ﬂ(j)w _ A(Vj)ﬂ(i)/vW*)’ (1.66)
N

(AD), A0 = / ds,
by
com i = I, w, kg, ky e j=10"ky k.
(AD, AW)y = /d3x362“5i [Al(j)*(va(j)O — VOADPY = AU (7r A0 VOA(Z')V)*} )

Como, para o modo “I”, Ay = A; = 0, teremos

(A0, AG)) = / Prpeig [~AD*TOAY) + APTOAD"] .

(A(i)7A(j)) _ /d3xRe2“5i [—g”Ag)*gOOVoAgj) . 933Aéi)*gOOV0Agj)+
+922A§j)gOOV0A§i)* i g33A§j)gOOV0A§i)*} '
Os tinicos termos de conexao nao-nulos em Rindler, ', 1%, g9, I'' 11, nos permitem escrever

(AW, AV)) = CO*CO [k, k), + ky k)] / Brp(d*0o¢ — ¢'8yd*) .

(AD, AW = O CO ok, + kyky) (6, 6).
Usando (1.56), ja4 normalizado, teremos

(AW, AD) = CO*CO (K2 + k2)d(ky — KL)5(ky — k)5 (w — ') .

1
C(I,w,szCy) = —,
| =
Consequentemente, o modo Al(,l’w’k’”’ky) normalizado, solu¢ao da equagao (1.9), serd dado por
1
A](/I,w,kz,ky) _ H(O’ O, kyd)a _k:c¢)7 (167)

onde k| = /(k2 +kZ) e ¢ é solucdo de (1.45).

Encontraremos a seguir a constante de normalizacao para o modo A,(,H’w’k””’k”).
(A0 AG)) = / 05 (AG @i _ 4G) iy (1.68)
SE v—9
com i = Il,w,ky, ky e j =11,k k;. Prosseguindo, podemos demonstrar que

(A0, 40 = / drg i g™ AT (0145 — Al — AP (@145 - 947
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(AW, AV)) = —ic@=CV) / dPrpe™ (006" (070 — ¢) + od (D" — 07¢7)] . (1.69)
Da equagao (1.45) e da equagao (1.57) é facil ver que
(08 — 0%)p = —2€(2 + m?) = —eE g,
Assim, (1.69) ficara

(A(i),A(j)) — —iC(i)*C(j)nz/deR [80¢*(¢’) + ao¢’(_¢*)} (1.70)

(AW Ay = cO*CU)2(g, ¢),

e, usando (1.56), teremos que

1
|G wkaky| = = (1.71)
K
O modo A,(,H’w’k””’ky), solucdo da equagao (1.9), normalizado, serd escrito como
1
AT wkaky) _ E<a§¢’ —iwg, 0,0). (1.72)
Agora calculemos a constante de normalizacao do modo A,(,G’w’k“”’ky). Fagamos

L (A @ _ 4G) plisy

(A0 AG)) = / s
>

#\/jg v
onde i = G,w, ks, ky e j = G, ki, k. Como o tensor de Maxwell associado ao modo puro

gauge € nulo, vird
(A9, AWy = /E d8,i[AD* (—g VP AY) — AD (— g P AD)).
Usando, (1.61) e (1.64), teremos

(A(i),A(j)) — C(i)*C(j)m2/d3xR 1 [(80(]5*)(25/ — (80¢/)¢*]
(A9, 40)) = cOCcm’[—(¢,¢')] ..

(AD, A = —|COPm26(ky — K,)6(ky — K])S(w — o) .-
C Gy = L (1.73)
m

Note que o modo “G”tem norma negativa. O modo A(VG’w’kI’ky), solugdo da equacao (1.9),

normalizado, serd escrito como,

AR = L (g, 0 ihaty iky ). (1.74)
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L . Lw,kz .k
Agora calculemos a constante de normalizacao associada ao modo A(y wky).,

(AD) A0)) :/ F( AW

com i = L,w,ky,kyej=Luw, k., kg’/ Pode-se mostrar que esta 1ltima expressao reduz-se a

D AG) gy, (1.75)

- / Prg i [AT AT + AP0, AP — AT (09 AD )y — AP 9,4V,
Usando (1.62), ficamos com

(AD, AD) = CO*CU) (ke b, + kyk,) i / Brp(¢*00d’ — ¢'0e") .. (1.76)
(AD, AD) = CO*CU) (ko k), + kyk))) (¢, ¢') .

(AW, AU = |CO2 (K2 + k2)d(ky — kL) S (ky — K}))d(w — o) ..

1

ki
O modo A,(,L’w’kz’ky), solucdo da equagao (1.9), normalizado, sera,
w 1
AZ(/L, K sky) _ ?(0’07 ko, kyh). (1.78)
1L

Examinemos a ortogonalidade dos modos (1.59)-(1.62). Usando a equagao (1.31), temos

plbwhe k) — _ [—gpm, (1.79)

gl wkaky)uy — /=g puv, (1.80)
Como o tensor de Maxwell associado ao modo puro gauge é nulo, teremos que
p(Gwkeky)ur — /=g (@) 24 (1.81)
Para o modo “L”, teremos
plbowke kv — V=g(—F" + g ot k:lgb) (1.82)

Vamos calcular o produto do modo “I”com o modo “II”:

(A("),A(j)> _ /E 327 [ (= —gFWmy _ (Vj)(_\/ng(i)uV)*} 7 (1.83)
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28
onde i = I,w, kg, ky e j = 11, Ky, k.
(A(i),A(j)> - i/EdEu[A,(f)*(V”A(j)“ _ VMA(j)V) _ A,(/j)(V”A(i)“ _ VMA(i)V)*]’
<A(i)7A(j)) _ i/zdzu {Al(/i)* [g”pg””(VpAf,j)) _ gﬂﬂgya(vﬁAg))} +
—A,(/j) [ngguU(vag)) _ g”ﬂg"o‘(VgAg))]*}
( A A(j)) _ /Z qs, { AW [gvpg;w(ap AY —T% AD) — 057 (9,A9) — T A(j))} L
—AD) g9 (9,40 — T3,AD) - g9 (9540 — T2540)] "} .
(A(ﬁ)A(ﬁ) — Z'/Edzo {Az(j)* [QVPQOO(apA((]j) N <6szL(Uj)) 00 ua(aoA(y) . F'y A( ))} N
AP [g729% (0,4 - T5,AQ) — g™g" (940 ~T7,A0)] '}
Esta ultima expressao pode ser reduzida a
(A(z')7A(j)> /dZo {A() [ 22 00(8 A(J)) g% 22(8 A(J))}
+A§) [ 334009, A(J)) §%0433 (8o A( ))H
Usando (1.59) e (1.60), encontramos
(A(l)7A(J)> — 7]0(1)*0(11)/ dz[) |:ky¢*(_900ik/281¢/) _ kxgb*(_gooik;alqs/)} )
b
Tendo em vista (1.57), vird
(A@, A(j)> — O CUNCHCr =T (i, K, + ik k) ) (27) 26 (y — KL)S(ky — k)
/dgK 81KM/
(A“),A(J')) ~0. (1.84)

Calculemos o produto de “I”com “L”:

(A(i),A(j)> /E \6? [A(i)* (\/jg(_p(j);w —|—ig’“’C’(L)/~€f¢/)> _A’(/j)(_\/ng(i)uu)*]’

onde i = I,w, ky, ky e j =L, K, k.

Yy y
( AU —i / dEO @ g”ﬂgoo(a AY) — T AD) — %97 (3,49 — T2, AD)+

o] - ,,a» [gwgowapw F3,9) ~ @A) - 30 }
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(A(i)’A(j)> :z'/ %, {Agi)* [ 922900(80A;j))] —l—Ag)* [ 00433 (g, A(J))] 4

b
+A§j) [ 00,225, A())} +A§j) [900933 } }
que apds usarmos (1.59) e (1.62), fica escrita como
(A(l)’A(J)) — ZC(I)*C(L) /dgl‘R [(kyk;)(gb*ﬁoqﬁ’ N ¢,60¢*) + (k'yk‘x)(qb/@ogb* - ¢*00¢/):|
(49, 40)) = CO*CE) | (K, — ki) (6, 6)] .

(A@, AU’)) — cD+a®) [ (hykl, — k! k)3 (ky — k)0 (ke — k)6 (w — w’)]

(A(i),A(j)) —0. (1.85)

Analisemos o produto do modo “II”com “L”.

( A A(a)) / Xy [ A <\/fg(_ FOW 4 g (D) quy)) _ A(Vj)(_\/ng(i)“”)*] ,

V=g
onde i = II,w, ky, ky e j= L, Kk k.

s gy vy

<A(i)7A(j)) — i/zdzo {Az(/i)* [gVPQOD(apA(()J) ‘(’)JPA‘(U')) 00 9" (o A(]) -1 A(j))—l—

+ig°”C(L)kf¢'} —AY [g””goo(apA[(f) —T5,AD) — g"g" (9 AT — FZoAg))] }

(A(i)’A(j)> :z‘/ 4% {A() (D2 + 1 [ 11 00(81A(J)) ¢g" (3 A( ))} i
—Aéj) [ 2200, A()) 74?2(8 A())] —Aéj) [g33g00(83Ag)) — g%433(8y } }
Usando (1.60) e (1.62), teremos
(49, 40) = ictD=c® / d%0g% { K20 010" + K0/ 02(016)" + K8/ B3(D10)" } -
(49,40)) = Uil / do | (kakl, + Ryk)) — (K2)

< (2726 (ks — K.)S(ky — k) / e KLV K
(Au),A(j)) —0.

Agora vamos investigar quais modos sao ortogonais ao modo “G”.

3 j - dx 7)% | v j v o\ *
(49, 40) =i || T2 [AD(y=g(-FO™)) - 4P (V=50 Omig )]
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onde i = G,w, kg, ky ¢ j = X, W'k, k;, com X =1 ou X = II. Escrevendo o modo “G”como
AZ(,G) = C@V, ¢, teremos

< AW A(j)) _ /E ds, [C<G>*(v,,¢*) v _ A<Vj>(c<a>nguu¢)*} ’
que pode ser escrita como

(A(i)’A(j — OO /dZ *F(])VM) ¢*VVF(j)VM —A(Vj)m2g“”¢*]

(A@, A(j)) = i@ / iz, [vu(¢*FU>””) G (VAR g A mQAU)“)} (1.86)
by

Lembremos que tanto o modo “I” quanto o modo “II”satisfazem a condicao de Lorenz. Portanto,

a equagao (1.86) poderd ser escrita, ap6s usarmos a equagao (1.9), como

(A< i), AU)) = §C(@ / dEo *F(j)”o)] . (1.87)
Esta integral se anula para v = (0. Para as outras componentes teremos

(A@, A(j)) = iC(@r /Z % [Vk(gb*F(j)ko)} , (1.88)

onde k = 1,2,3. Usando [18]

. 1 .
VAT = ﬁ_gak(\/—igz‘llk),
temos
A , 1 A
AW A0 = iC(G)*/ ¥ O (v/—go* FOV0Y,
( ) Lo~ b (V )
Como /—g = /—detgu, = goo = e2% e d¥y = d3r e, vird

( AW, A(j)) _ 0O / B 010 (g0 ™ FOR).
Usando o teorema de Gauss, teremos que
(A(i),A(j)> = iC(O) / donF¢* F), (1.89)
sendo

(J) 8 A(]) 8014(]) (1.90)
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com j = I,w' ki, k;, ou j = II,w' ki, k;,. Precisamos entao calcular os F,gé). E possivel demons-

trar, usando (1.59) e (1.90), que

Fy ) =, (1.91)
Fyy ) = 0Ok gy, (1.92)
Fyg ) = i aye. (1.93)

Agora podemos encontrar o valor de (1.89) considerando j = I, ', k., k! :

R
(49, 49) = i@ [ /g

+ / don?¢* Flg) + / do(—n?)¢* Fyy)+
r—-+00 T——00

danqu*Fl(é)—l—/ da(—nl)qb* 1(3)4— (1.94)

— 400 £——o0

+ / don¢*FJ) + / da(—n3)¢>*F§g)} .
Yy——+00 Y——00

Substituindo (1.91), (1.92) e (1.93) em (1.94), notamos que esta podera ser escrita como

(A@),A(J‘)) = i@ [—k; / don®¢*(9o¢') + k;, / don’¢*(0od )+ (1.95)

—+00 T——00

+K, / don®¢*(9od') — ki, / dan3¢*(8o¢')] :
Yy——+00 Yy——00
As duas primeiras integrais em (1.95) produzirao distribuicoes do tipo d(k, — k), e as duas
ultimas termos do tipo §(k; — k). Com efeito, estas integrais se anulardo individualmente ou
aos pares. Consequentemente, encontramos que o modo “G”é ortogonal ao modo “I”.

Agora consideremos j = I1,w', ki, k;. A partir de (1.60), (1.90) e de

(82 — 3} = —* K29,

encontramos

Fl(éf,w’,k;7k'y) _ U282y (1.96)
Féél,w’,k;,k;) —iCUDK. 8, (1.97)
Fg(éf,w’,k;k’y) _ iC(”)k;@mﬁ’. (1.98)
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De (1.89), vemos que o produto do modo “G”com o modo “II”, dado por

(49, 49) = i@ [ /5

+ / don?¢* Fly) + / do(—n?)¢* Fyy)+
r—+00 r——00

donl¢ FD + / do(—n")g* FD+ (1.99)

— 400 £——o00

+/ dan?’gb*F?fg) +/ da(—n3)¢*F§g)} ,
Yy——+00 Y——00

onde j = II,w' kj, ky e Fl(é), Fg(g) e Fg(g) sao dados por (1.96), (1.97), (1.98), respectivamente,

poderd ser escrito da seguinte maneira:

(AU),AU)) = iCc@cth { / don' ¢ (e k"%¢') — / don'¢*(e**“x"%¢')+ (1.100)
€

——+00 £——o00

+ik!, / don?¢* (91¢') — ik, / don’¢*(01¢')+
r——+00

Tr——00

+ik,, /y—>+oo don3¢*(01¢') — Zk;/ dan3¢*(31¢,)} .

y——00

As quatro tultimas integrais em (1.100) se anulardo pelos mesmos argumentos que foram citados

para o produto do modo “G”com o modo “I”. Com efeito, ficamos com

(49,49 = i@ cun { /
13

Analisemos a primeira destas integrais. Assintoticamente [19]

danlqﬁ*(eQag/e’Z(l)’) o /

-

dan1¢*(62a§/€'2¢')] . (1.101)

—400

Te *

ENG

para |z| — oo, |arg z| < 7 e Rev > —%, o que nos da

K,(z)

Assim,

/ danlgb*(e%ém/zqﬁ/) _ K//QCC'/E / do,ei(k;7kz)x€i(k;7ky)y€i(w7w’)7'
§—+oo 3

a

Vemos que esta integral tende a zero quando £ tende a infinito.
Analisemos a segunda integral de (1.101). Como

d’K i
df; + (w? — e%ﬁ)K% =0,
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veja (1.47), teremos no limite em que £ — —oo:

Ki, = lim [C] cos(w&) + Cysin(wf)] ..

Kiw = lim Asin(wé + 7).

a §——o0

Usando uma das representagoes da distribuigao delta, [14], encontramos que
Kiv = Atwi(w).
Com efeito,

/ don'¢* (2% K% ¢) = K2CC ) Arwd(w) Brw'8(w')
§——o00

» / dorei(Fh—ka)e ikl —ky)y _ o
§——o0

Dessa forma, vemos que que o modo “G”é ortogonal ao modo “II”.

(Iw,kaz,ky) A(Il,w,kx,ky) ky)

- . . Gw.ka,

sao ortogonais entre si e aos modos A,(, @il e

(Lwkasky) o g wka ky)
v

Os modos fisicos A,

A(VL’w’kz’ky). Com efeito, os modos Ay

integrarao o conjunto de solucoes
ortonormalizadas da equacao do campo vetorial massivo. Contudo, os modos “G”e “L”nao sao

ortogonais. De fato,

(A0 AG)) = /

D AG) gy (1.102)

ﬁ(A(
onde i = G,w, kg, ky e j = L,w', kl,, k. Como A9 = ¢ @)V, ¢, teremos

) T’ y

(A AWy = /Z 42, [0V, 6" (—~FOm — gwyBAD) — 4D (0 — g P AP)] -
(AD, 4Dy = O /Edzu[w—qb*FW”) + VL FO — g,V AD — AP grmPe

(A(i),A(j)) - iC(i)*/EdZ“[—V (¢*F( Y £ "V, (VﬂA(j)V _ VVA(j)M) +
— gV, VIAY) — AP g 2],
Usando (1.9), encontramos que

(AD, A9y = iC0) /2 A, [V, (6" FOM) 1 ¢* gV 50 AD) — g9, 670 A -
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(AD, A0)y = z'c@*{ /Z d%o[¢" 9"V 5V AY) — gV, 0*vIAY)] — /Z dZO[VV(¢*F(j)O”)]}.
Usando (1.65), teremos
(AD, 4Dy = i) (172) / Bag i (6000 + ¢'e*] — iCH* / 450V (6" FOI0kY,
P

Substituindo (1.56), (1.73) e (1.77) nesta tultima expressao, teremos

‘ j - L1 (i)« * 1 (j
(A, ADD) = ()5 [~(6,0)] — i€ [ dEaVi(o"FII) -
m L »
(AD AWy = —i%d(k:x — K)o (ky — k}))d(w — w') — iC D / dSoVi(¢* FUOR)  (1.103)
P
A integral na equacao (1.103) se anula?, logo
(AD, AD) = "L 50k, — K)o (ky — K5 — o). (1.104)
m
Resumindo:
10 0 0
@) 40) 01t 0 0 : : /
(AD, A0y = | 9k = KSRy — koW — ), (1.105)
00 —1 —ike
00 ¢ 1

onde os elementos das linhas e colunas desta matriz sao organizados segundo a sequéncia A =

I, A=11,A=_G e A= L, com a quadri-divergéncia destes modos dada por:

1 11
VHAD = vrAlD =0,
V”ALG) = —C9Dm2p = —mo,

VHAL = ik ¢ = —ik1 ¢.

Embora o conjunto normalizado de modos (1.59)-(1.62) satisfagam a equagao (1.9), os modos
A,(,G’w’kz’ky) e A,(,L’w’kz’ky) nao satisfazem a condicao de Lorenz e tampouco sao ortogonais entre
si. Procuramos um modo do campo vetorial massivo, tal que este seja ortogonal aos modos
“I”e “II”e satisfaga também a condicao de Lorenz. Notemos que os modos “G”e “L”, apesar

de violarem a condicao de Lorenz, sao ortogonais aos modos “I”e “II”. Consequentemente, uma

4A demonstracio é idéntica a que fizemos para o produto do modo “G”com o modo “I”.

Programa de Pds-Graduacao em Fisica - UFPA



capitulo 1 35

combinacao linear dos modos “G”e “L”, tal que respeite a condicao de Lorenz, constituira o

modo que procuramos. Procuremos tal combinagao. Se,

IT1,w,ky k . Gw,ka.k Lw.ka k
A£ y) — C(III,w,k ,ky)(alA(V ) + GQA(V y))

)
entao

vl,AI(IIII,w,kx,ky) _ C(III,w,kz,k:y)(alvyAl(/G,w,km,ky) n azvl,Al(lL,w,kx,ky)) —0 -

v,/Al(/[II,w,k’z,ky) _ C’(H[""’k”’ky)(—almgb _ GQiklgb) =0,

onde usamos (1.64), (1.65), (1.73) e (1.77). Uma possivel escolha, é a; = k| e az = im. Assim,

o modo que procuramos sera,
Al(jm,w,kx7ky) _ C(III,w,kx,ky)(kLAl(/G,w,kx,ky) + Z.mAI(jL,mmy)). (1.106)
A seguir vamos calcular a constante de normalizacao do modo “III”.

(AD, A0y = (Cm (kL AD 4 imAD), W) (K, AC) 4+ im A(L'>)> ’

(Gw' ki k)

G7 7k17k / 3
(V wikeiky) o 4G representa o modo A, , e idem

sendo que A representa o modo A

para o modo “L”. Prosseguindo:
(A(i)’ A(j)) — o@D*o0) ((]ﬁA(G) + imA(L)), (klA(G/) + z'mA(L/))> ,

onde usamos o fato de que o produto interno definido em (1.28) e (1.29) é antilinear & esquerda

e linear a direita [16]. Continuando:

(A0, A0y = cO*0) (,ﬂki( A©) AC) 4 ks im(A©), A4
—imk! (A®), AC) 4 m?(40), 4D))

(AW, AWy = |c@)? [ki(—l) +imk <—iL> — imky <ZJ_> —i—mQ]
m m
X0 (ky — ki )0(ky — K)o (w — '),
onde usamos a equagao (1.104) e o fato de os modos “G”e “L”serem ortonormalizados. Portanto,

(A(i),A(j)) _ |C(i)’2/€25(kx — k.)6(ky — k;)é(w -

1
|CUTTwkakey) | — - (1.107)
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Temos, finalmente que o modo 1411(,111’“)”%’]““’)7 solugao da equacgao (1.9), normalizado, serda dado

por

1
AI(/IILw,kz,ky) _ 7(k’J_Al(/G7w7kI7ky) + imAl(,L’w’kz7ky)),
K

ou

w 1 wk k Ak |k
AftTekek) — 2 B G PG i (2 b ) ki (= 4 ) Ry (1.108)
K m m m kL m ki

IV,w.ke k . Aw,ka,k
Resta-nos encontrar o modo A,(, @ y), tal que este modo seja ortogonal a A,(, ol y), com

N=1I,II,III. Se

AI(jIV,W,k‘zyky) — C(I‘/',w,kz,ky)(a3A£G,W,kzyky) _|_ a4A,(/L,W,kz,ky))7 (1109)
entdo, da escolha (1.109), vemos que o modo A,(,Iv’w’k“”’ky) é ortogonal a A,(,I’w’k”’ky) e A(VH’w’k””’ky).

Contudo, o modo “IV” tem a mesma estrutura do modo “III”. Vamos entdao impor que o modo

“III” seja ortogonal a “IV”:

(AD AUy = </1@(1”A(G) +imAD)Y, CUV) (a5 AE) 4 a4A<L’))> =0.. (1.110)

. . C(IV) ’ /
(A AWy = (kJ_G3(A(G),A(G)) + kiag(AG), AT 4
K

—imag(A"P) |, AG)) — imay (AP, AE))) =0 -

4 (Iv)
714(])) = ¢ (kLag(—l) +kLay (_/{u_) — imas (z — ima4)
K m m

X0 (ky — k)0 (ky — k) o(w — ') =

. : (Iv)
(AD AWy = CH </€¢CL4 <—z]:;> - ima4> = 0. (1.111)

Como a constante de normalizacio CV) deve ser diferente de zero, a equagdo (1.111) serd

(A(i)

ol
il
N———

satisfeita se, e somente se, ay = 0. Assim,

A(VIV,w,kz,ky) — oIViwkaky) <a3A(VG7W7kz:ky))

ATVwkaky) _ (V@ ke k) (agc(G,w,kx,ky)qub) . (1.112)

Escolhemos

1

W= CTVwkarky)’
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(IVw,kz,ky)

de tal forma que o modo ortonormalizado A; , solugao da equacao (1.9), serd

AUVaskeky) _ %(—iwqﬁ, e, ikats, iky). (1.113)

ky)

IVw,k .
Devemos perceber que o modo A,(, R corresponde ao modo “G”, o qual possui norma
negativa. Sintetizando, um conjunto ortonormalizado de modos que sao solucao da equagao

(1.9), é

w,kz 1
AELI’ kasky) o (0,0, kyo, —kz) , (1.114)

i

. 1 .
ALH, hky) - (e, —iwe, 0,0) (1.115)
A}(j[[[,w,lcx,ky) _ 1] iwky o, ki@gd),i ky + m kyoh, i ké kyo| . (1.116)
K m m m ki m kl
" 1, . o

ATVirkshy) _ E(_M(b’ Oe, ik b, ikyd), (1.117)

com ¢ dado pela equacao (1.57). Os modos I,11 e 111 satisfazem a condigao de Lorenz, enquanto
que o modo IV nao. A matriz que representara a ortonormalidade destes modos do campo de

Proca no Rindler wedge, serd

100 0

N 010 0
(AD AD)y = 6(w — w")o(ky — k)0 (ky — k), (1.118)

001 0

000 -1

sendo que os elementos das linhas e colunas desta matriz sao identificados segundo a sequéncia
A=L, A A=11,A=1ITe)\=1V.

A solucao geral para a equacao (1.9), com relagao a uma familia de observadores acelerados
sera dada por

1V

+o0 +oo +o0o
/ dk:/ dk/ dwz A\ o ke o Al(;\’w’k”’kz)—i—c.c.], (1.119)

(A w,kz,kz)

onde os modos A sao dados pelas equagoes (1.114), (1.115), (1.116) e (1.117) e os

A\ w,ky ky) SAO CONstantes arbitrarias.
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Capitulo 2

Quantizacao do campo de Proca e
resposta de uma fonte
uniformemente acelerada no

referencial inercial

Neste capitulo quantizaremos o campo de Proca em um referencial inercial e calcularemos
a taxa de resposta, i.e., a probabilidade, por unidade de tempo, de emissao de particulas do
campo vetorial massivo, com momento transversal fixo, por uma fonte uniformemente acelerada
no espaco-tempo de Minkowski em relacao a este referencial inercial. Na secao 2.2, definiremos
a quadri-corrente que utilizaremos na secao 2.3, a qual é dedicada ao cédlculo da amplitude de
probabilidade de emissao de uma particula vetorial massiva com nimeros quanticos \,w, k;, ky
a partir do vacuo de Minkowski. Posteriormente, usaremos esta amplitude para computar a ja

referida taxa de resposta.

2.1 Quantizacao do campo vetorial massivo no refe-

rencial inercial

Para quantizar o campo de Proca ¢ preciso transformar o campo A, em operador de um

espaco de Hilbert. Este campo, comos vimos é dado por (1.43). Na versao quantica, o campo
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vetorial massivo serda dado pela expansao

Ay = /dskz (8 AuE N+l AL EN) (21)
=1

ou

onde kx = k‘gﬂ:ﬁ . O segundo passo no processo de quantizacao é a imposicao das relagoes de
comutacao a tempos iguais para o campo (agora operador) A, e seu momentum canonicamente

conjugado I,

[A“(t,f),fl"(t, f’)} - [ﬂ#(t,f),ﬂV(t,f/) —0, (2.2)

[/w(t, 7), 1 (1, f’)} = in§(F — 7). (2.3)

Com o auxilio do produto interno (1.28)-(1.29), projetamos o campo A na base A® (onde o

indice i denota os ntimeros quanticos A, k., kg € ky),

N dx3) N .
(@) — | = (D)1 _ (D) pv*y .
(A ,A) AT A
(40, 4) =i [ 2 (4G — Ay nO, (2.4)
vV—9g
Agora facamos (A, AU)), onde o indice j denota os niimeros quanticos X, k., k. e ky -
3
(4.49) :i/ O (Al _ A
V=g
Como estamos trabalhando com campos reais, temos que
A, =Al,
de onde segue que,
R ‘ dnG) . R
DY —; | 22 v _ AU
(A,A ) | = Ao ADTIY), (2.5)

Calculemos o comutador de (2.4) com (2.5).
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DA R Al (3) . X '
[(A(z),A), (A,A(ﬂ)} = % ( ADIY (¢, 7) — Ay(t,f)nw(z)uy*) (2.6)
A>Y(3) o
G)yreB _ A8
H( s(t, @)V Aﬂ H(t,x))-}-
1(3) ' o 3) o A |
C\l;?— < 5(t, f/)niyﬂ_(])/aﬂ _ A(BJ)’H/B(t,f’))i c\i;)jg (A,(})*H”(t,g}’) — At .,Z.*)n'uﬂ(z)uu*> _

Para simplificar a notagao vamos usar
A7) =4, At = A,

e analogamente para II”. Apés multiplicarmos os termos cruzados em (2.6), encontramos,

/

[(A() A). (A, A(J /dZ(S) dy/®) {n MOLCYION [A/[jaﬂy} +Al(/z')*A(ﬁj)/ [ﬂy’ﬂlﬁ] +(2.7)

+nu7r( DITZON ! A@)as [A A'} _ nlﬂT(i)W*Ag)/ [Am ﬁlﬁ} } .

Usando as equagoes (2.2)-(2.3), teremos,

- ©) , ,
(A9, A), (A, A(]))} /dE - {n 7T(J)aﬁA() _n#ﬂ(z)uwA(Vg)}

[(A@'),A),(A,AU))] - (A@‘),A(j)). (2.8)

eal

Vamos escrever o lado esquerdo da equagao (2.8) em termos dos operadores a iy © (X .

(A()A ( ’)/d?’kz J)AJ)_|_&(]TA()))

(A(' ) /dzkz 0)(A /dskz (A0, 4G)%),

Usando o fato de que os modos A® e AY) sdo ortonormalizados e que os modos de frequéncia

positiva sao ortogonais aos modos de frequéncia negativa,
( A, A(j)*) _ ( AW, A(j)) —
teremos

( AD. ,4) — a0,
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ou seja,

(49,4) =,z (2.9)
Do mesmo modo, demonstra-se que

(4,49) = il (2.10)

Substituindo (2.9) e (2.10) em (2.8), obtemos

7 o, — i Ny .
[a(A,E)’a()\/ﬁ/)] - (A( )a A(])> .- (211)
[&(A,E)’ d;r/\/jg’/)] = 7])\7)\/5(];}) - E/)a (212)

sendo diag (nxn) = (1,1,1,—1). Note que o simbolo 7, y nao representa a métrica de Minkowski.

De maneira similar, é possivel demonstrar que

N R At R -
@iy Qv in] = [a(/\ﬁ),a ]=0. (2.13)

O estado de vacuo é definido como aquele estado que é aniquilado por todos os operadores

Ay iy € Vawke by
Gy 1000 = 0. (2.14)

A partir de |0),, contrdi-se o espago de Hilbert do operador campo flu pela aplicacao sucessiva
do operador &I/\ wea ey sobre este estado.

Os estados fisicos do campo de Proca sao definidos como aqueles que satisfazem
VHAGD |EF),, =0, (2.15)

sendo A,(f) a parte do campo de frequéncia positiva. A escolha dos modos de frequéncia positiva,
em detrimento dos modos de frequéncia negativa, sao escolhidos para assegurar que o estado de
vacuo pertenga ao espaco de Hilbert do campo. De fato, os modos de frequéncia positiva estao
associados a operadores de aniquilacao, os quais, quando aplicados de maneira conveniente a

um estado do campo, garante o estado de vécuo. De (2.15), vemos que
v{E.F|V*A, |EF),, = 0. (2.16)

Logo, o modo com A\ = 4 nao produzira estados fisicos do campo vetorial massivo.

Programa de Pds-Graduacao em Fisica - UFPA



capitulo 2

42

2.2 A fonte no referencial inercial

A fonte uniformemente acelerada no referencial inercial pode ser caracterizada pela quadri-

corrente

i* = (%3',0,0),
sendo

37 = qaz6(2)3(y)5(€),

onde ¢ é o acoplamento entre o campo e a carga e a é a aceleracao propria da carga.

2.3 Taxa de resposta no referencial inercial

Dada a acao de interacao,

St = / v/ gt A,

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

a amplitude de emissao de uma particula do campo de Proca, a partir do vacuo de Minkowski,

em nivel de arvore da teoria de pertubacoes, sera dada por
- A o
A?}C{L}\) = m(l, kAl Z/d x\/—g73" Al 0) ar.

Como

- N c.d 7 ~
NPV aJ(rA’,;) 00 ar = ar (LA K = a0 gy s

onde a abreviagao c.d significa correspondente dual, vird, usando a expansao (2.1),

4
A?]g?)\) = M<0| d(E7A)z/d4ij Z /dsk/ [d(EIV/\/)A,u(k/; >\/) + &IE/,X/)AZ(klj A/) ‘O>M .

AN=1

(2.22)
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Ay = /d%ﬂ Z /d3k/A* (K, Ny wo(k — &), (2.23)
’ V=1

onde foi usado a equagao (2.12). Assim,

e i RE—wh e (F X). (2.24)

/m

A taxa de resposta no referencial inercial é definida por
|2

+oo Aem
P ot = Z / ‘ (2.25)
kr’ky) o

onde a soma ¢ feita sobre os modos que satisfazem (2.15). Tomando o médulo quadratico de

(2.24), teremos, apds usarmos (1.23),

tt e
o / dk:/

e usarmos também que devido ao fato de a quadri-corrente obedecer a equacao da continuidade,

. a\ ;v iw(t—t') —ik-(Z—a' 1
wd4$d4$/]u($ )j (x/ﬂ)e (t=t") g—ik-( )<_77W+mzkukV>7

termos do tipo j*k, nao contribuirao para a taxa de resposta, [2].

Desta forma, usando (2.17), teremos

+o0o
znP(lg::fky) _ 32T/ dk., / ~dredtx /ZZ tt) iw(t—t") —zk( ')

x6(2)6(2")6(y)d(y")o(£)a(E") .-

wsky) T

+o0 . 1Y ik (s
TPk = 32T / dk/ —dtdt' dzd? (22 — tt)e e 6 (6)5(¢).

Facamos a mudanca de varidveis dada por (1.18), cujo jacobiano serd

J— d(z,1) _ 2t
A&, 7)
Logo, podemos escrever
mP(katk ) = _7q2a2 /+00 dk,, /+OO /+OO lcleT' cosh[a(r — 7)] (2.26)
Ry (2m)32Ta? J_ o oo oo W
« i lsinh(ar) —sinh(a')] ,—i%% [cosh(ar)—cosh(ar’)]

onde usamos

cosh(z — y) = cosh x cosh y — sinh x sinh .
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De

sinh x — sinh y = 2sinh <wgy> cosh <x+y)

coshz — coshy = 2sinh (T) sinh <x;y> ,

podemos escrever (2.26), como

tot q2 400 ptoo ,
Pyl = _(27T)32T/oo dkz/oo /OO —drdr’ coshla(t — 7')]

it 22 o2} (o5 o 252

m tot q2 oo oo oo 1 / !
P(kz,ky) - _(27T)32T /Oo dkz /Oo /OO ;deT COSh[CL(T—T)]

% ez% sinh [7‘1(7—;#)] {w cosh[ia”;”/)] —k sinh [7‘1(7;7—/)] } .

><€

A mudanca de variaveis

T = T+T, 0':7'77",
2
com
=G =
nos conduz a
P, | = I /+OO dk., /+OO /+OO ldadT cosh(ao) (2.27)
5Ky (2m)32T J_ —0 J—oo W
% ez% sinh (%2 )[w cosh(aT")—k. sinh(aT)] '

Para eliminamos a integral em 7T, fazemos a mudanca de variaveis

k!, = k, cosh(aT) — wsinh(aT),

W' = wcosh(aT) — k, sinh(aT),

com w? = k? + k¥, k? = k¥ + m? e jacobiano

7 I(kz,0,T)  w
oKL, T W
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Assim, (2.27) se simplificard para
. 2 +oo +0o0 ]_ +00 22 o ac’
inp tot - _ Qf / dk/ / —d // dT/ h N iaw smh(T).
(ka ky) Geryder ) o ) W o N cosh(ac’)e

Resolvendo a integral em 7", ficamos com
2 +o0o “+00 ) ) '
i tot _ q / 1 / ’ zgw’ sinh( 22~
"Bty = oy | W[ e coiasye BT, (225)

Esta integral é divergente (veja [2]). No entanto, podemos fazer ¢/ — o’ 4 2ie, sendo € um

nimero real positivo e pequeno e, no final, tomamos o limite ¢ — 0. Com isso, teremos

/

in tot q2 oo / oo 1 / / iW/ (6 a2a eiae e 7%(# e*iaﬁ)
P = — h(22 dk —d h “ _
(K ky ) 202y ( 26)/00 z/_oo —do’ cos (ac’)e +

+ sinh(2ie) < /_ :O dK. /_ :o do'(- - )> .

O termo envolvendo sinh(2i¢) se anularda quando tomarmos o limite € — 0. Assim, trabalharemos

apenas com

’

in tot q2 +oo / Foo 1 ’ ’ iw/ (e% elae 67_%01 e—iae)
F - h(2i dk —do’ cosh O - - (2:29
(ko ky) 2(27)? cosh(2ie) /_OO Z/—oo —do’ cos (ac’)e (2.29)

Facamos mais uma mudanca de variaveis:

W 4k, e W+, —ao’
= e 2 = —F=e 2

S = —— y S— )
K K
cujo jacobiano associado é
a(k’ g’) _1 1 _3 _3
J = 2 — 2572 4 g 25 2
O(sy,s-) 2a(8+ § 54787
e
, Kk, 11 _1 _1
W= 5(5152 +s5,.°5_7)
Com esta nova mudanga, (2.29) poderd ser reescrita como
| 2 boo proo  (sheh g ool .
mP(likay) =55 cosh(2ie)/ / dsyds_~——F——F—7" cosh {ln (Jrﬂ
a(2m) 0 0 (Sisi+5+25_2) S—

Qlx

[SIEN

iae__ 1 _ —iae 1
<S+€ s, elae s—€ +s e—iae) .
xe + - S

2 iae__ e

in p tot q . too e —92 _9 %%(54_6 Sme>
Pliesky) = " la(2n)? cosh(2ie) A dsyds_(s;*+s_")e -
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in p tot q2 . oo —-1-1 %geme(5+*6752we)
Pl = = qa(amyp COSh(2ie) | | dspsiiTe h (2.30)

+00 . . —2iae *
X (/ ds_s 716556“16(57_6 o= >) +
0
+oo ik iae( _e_2ia€> * +oo ik iae( _e_ZiCLE)
+ (/ ds_s~ileza® 7T > / d8+5}’__162 a® TS
0 0

Esta relacao é do tipo [19]

,6‘2

/ "t ) 203”5 K, (Bp),
0

sendo K, a fun¢dao de McDonald, Impu > 0 e Im(3*u) < 0. Comparando esta tltima relacio

com a equagao (2.30), identificamos

K - .
_ iae __ _—iae
n= Ee ’ /8 =€

Logo,
Imp = £ sin(ae), ImB*u = B sin(ae),
a a

sendo sin(ae) ~ ae > 0. Com efeito, a equagao (2.30) serd dada, no limite em que ¢ — 0, por

2 2
inptot 4 R
P(’“”’ky)  473q ‘Kl (a)‘ ’ (2:31)

No préximo capitulo calcularemos novamente a taxa de resposta, dessa vez em um referencial

co-acelerado com a fonte.
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Quantizacao do campo de Proca e
resposta de uma fonte
uniformemente acelerada no

referencial co-acelerado

Neste capitulo quantizamos o campo de Proca com respeito a uma familia de observadores
acelerados e investigamos qual a resposta que esta familia de observadores atribui a uma fonte
parada com relacao a eles. Devido a situacao ser estatica, a emissao espontanea da fonte é
zero. Por outro lado, a emiss@o estimulada (que para cada intervalo infinitesimal de frequéncia
é o produto da probabilidade de emiss@o espontanea vezes o nimero de particulas) sofre uma
indeterminacao do tipo 0 x co. Esta indeterminacao se deve ao fato de que o ntimero de particulas
no banho térmico de Unruh vai para infinito quando a frequéncia das particulas vai para zero.
Por isso, introduziremos um regulador na fonte (2.17). Para obter a resposta, calcularemos a
amplitude de probabilidade de emissao de uma particula do campo vetorial massivo com nimeros
quanticos (A, w, kg, ky) a partir do vacuo de Rindler. Esta amplitude sera calculada considerando

os modos (1.72) e (1.108) do campo vetorial massivo.
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3.1 Quantizacao do campo vetorial massivo no refer-

encial acelerado

Nesta secdo, vamos quantizar o campo de Proca no Rindler wedge!. Primeiro transformamos
o campo A,, equacao (1.119), em um operador do espaco de Hilbert. Depois impomos as
relagoes de comutacgao a tempos iguais para o campo quantico A, e seu momento canonicamente

conjugado fIH:
[A(t, @), A" (¢, @)] = [11#(¢, @), 11" (¢, &)] = 0, (3.1)

gt

vV —g®)

[AF(t, ), 11¥ (¢, &")] = i

com
I = n, I, (3.3)

sendo n,, o versor ortogonal a hipersuperficie de Cauchy.
O campo Au ¢é dado pela expansao

e e oo - >\ i ~ 1 Aw kg ke)*
H_/ dk/ dk/ dwz Aok k) AL pafy o ARk (3.4)

A seguir vamos calcular a projecio do campo A na base A® (onde o indice i denota os

nimeros quanticos A, w, kg, ky). Usando a equagao (1.28) e (1.29), encontramos

/ \ —gOBz(AD Y — A, 7 (0%) (3.5)

A, A0 — / @ (Al x0) — AGTIV. 3.6
(A Ay =i | ( ) (3.6)

Usando as equagoes (3.5) e (3.6) e as equagoes postuladas (3.1) e (3.2), encontramos que
(A1, 4), (A, AD)]) = (41, AD)). (37)
Como os modos A® e AU s3o ortonormais, vir4,

[(AD, A), (A, AD)] = my vo(w — w)d(ky — KL)5(ky — k), (3.8)

!Esta quantizacdo foi apresentada por nosso grupo no XXX Enconro Nacional de Fisica de Particulas

e Campos, veja o livro de resumos do evento.
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onde diag (nx ) = (1,1,1,—1). Agora vamos escrever os produtos internos do lado esquerdo da
equagao (3.8) usando a expansao (3.4) para o campo quantico. Apds alguns calculos, chegamos

a

(AD A) = a® -

(AQwkeky) Ay — (0w ko hy)- (3.9)
Analogamente,

(A, AWy = 4t -

~ )\/ /kl k/ ~
(A, AN kiky)y — aJ(r/\/,w',kgc,k{y)‘ (3.10)
Com efeito, a equagao (3.8) se escrevera como
[&(/\,w,kz,k’y)v dJ(r/\,,w,’k;,%)] = 77)\’)\/5(00 — w/)(g(kz — I{ml)é(ky — k,yl). (311)
Seguindo passos analogos, encontramos,
A A _ ot _
(G w0, ey ) BN w0 )] = [a()\jw,kbky)va()\/,wgklz,]%)] =0. (3.12)

O vacuo de Rindler é definido como aquele estado que é aniquilado por todos os operadores

d(/\vkazvky):
Y,k by A\ w kasky) [0)R = 0. (3.13)

A partir de |0) 5 constréi-se uma base do espago de Hilbert onde o operador campo flu atua

pela aplicacao sucessiva do operador de criagao &I sobre este estado de vacuo.

Aywykz’ky)

Os estados fisicos do campo de Proca sao definidos como aqueles que satisfazem
VAL |EF), =0, (3.14)
sendo A,(f) a parte do campo de frequéncia positiva. De (3.14), vemos que
r(E.F|V*A, |EF), = 0. (3.15)

Dessa forma, vemos que o modo com A = IV nao produzira estados fisicos do campo vetorial

massivo.
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3.2 A fonte no referencial acelerado

A fonte definida na equagao (2.17) nao produzird contribuigbes para a taxa de emissao
espontanea, em um referencial co-acelerado com ela, pois esta fonte é estatica neste referen-
cial. Todavia, isso nao se verificard com as taxas de emissao estimulada e absorcao de particulas
de Rindler. Para uma fonte estatica, as particulas que sao importantes na descricao das taxas
de resposta sao as particulas de energia zero. Mas, o nimero de particulas com essa energia no
Rindler wedge ¢ infinito. Consequentemente, as taxas de emissao induzida e absorcao serao in-
definidas. Por isso, serd necessario introduzir um regulador na fonte (2.17) a fim de eliminar tal

indeterminacao. Considerando que a fonte oscila no tempo com uma frequéncia E [2], teremos

3% = qV2 cos(ET)8(x)8(y)6(€), (3.16)

it=5*=j5=0, (3.17)

onde o fator /2 é necessario para garantir que a média temporal do quadrado da carga (que
aparece a nivel de arvore na probabilidade de emissdao) seja igual a ¢?. Apesar de que a
quadri-corrente (3.16)-(3.17) resolve o problema citado acima, ela nao satisfaz a equacao da

continuidade. Para tanto, escolhemos como quadri-corrente um dipolo oscilante [12],

30 = V2 cos(ET) [6(€) — e 2a86(L — g)} 5(x)8(y), (3.18)
j1 = q\@E sin(ET)e_Qafﬁ(f)H(L —&)d(x)d(y), (3.19)
i>=j"=0. (3.20)

Com esta estrutura é possivel demonstrar que j* satisfaz a equacdao da continuidade?. Note
que a equagao (3.19) corresponde a uma corrente entre as duas cargas puntuais do dipolo, a
primeira delas localizada em £ = 0 e a outra em £ = L. Entretanto, queremos calcular a taxa
de interagoes de uma carga puntual com o campo quantico /Alu. Dessa forma, existe uma carga
adicional em £ = L. Com efeito, ao final de nossos calculos devemos tomar o limite I, — oo para
eliminarmos tal carga. Além disso, nas equagoes (3.18)-(3.19) existe o termo de dependéncia
temporal (regulador), necessario para garantir o ndo anulamento da probabilidade de emissao
espontanea. No final de nossos cdlculos, tomaremos o limite em que E — 0 para recuperarmos

a fonte estatica em Rindler.

2Esta equacdo de conservacio é demonstrada no apéndice B.
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3.3 Taxa de resposta no referencial acelerado

A partir de agora calcularemos a taxa de resposta da fonte (3.18)-(3.20) interagindo com o
campo vetorial massivo no referencial co-acelerado com a fonte®. Contudo, calcularemos primeiro
a amplitude de probabilidade de emissao de uma particula de Rindler do campo de Proca com
nimeros quanticos \,w, k;, k,. Neste caso, A representa as polarizacoes fisicas, i.e, A\ = I,1] e
II1. O modo “I” nao contribuird para a amplitude de emissao, pois tendo as componentes Ag
e A; nulas, ndo poderd se acoplar com a corrente (3.18)-(3.19). Assim, em nivel de arvore da

teoria de pertubagoes:

117

ATy = 3 mlhwbaky i [ doy=gi"4,(@) 10)5. (3.21)
=11
sendo
Nws ke ky) g = @y e i) 100R € ROVw, ke byl = RO G0, ) (3.22)

Note que a soma em (3.21) é feita apenas para os modos fisicos e que o modo com A = I nao se

acoplara com a fonte. Logo,

111

+00
ATy = D ROL (b y)i /d :L‘J“Z/ dw/ dk:’/ dk),
A=IT
R (VW' KKy ot (N W' kel kel )
X (a(x\’,w’,k;,ké)Au + a()\/ w/,k;,k’y)A ) ’0>
Usando (3.11),
III +Oo >\/ k/ k,/
A i) =D /d4iﬂ]“2/ dw/ dk:’/ dk’A( ke k)
A=IT
X(g)\ X(S(w w )(5 k k’l)5(k‘ — k‘/) :
A (Aw,kz ky) (Aw,kz ky)
A(w kayky) =1 Z /d4 OA o 1A wny )
A=IT

Usando (1.72), (1.108), (3.18) e (3.19), teremos
sinh oo ptoo
Aem q\[ \/7 de§€2a§
(w, kivky) K 71-2[
X [5(5) - 6_2a§5(L - f)} [C%KLW + i—kLKLw} cos(ET)e“” +
a m a

+oo  ptoo |
+E/ / d7d562a56—2a59(€)9([z —£) [in;w + klagK;L] sin(ET)e™™ -
- > a m o

3Este calculo foi apresentado por nosso grupo no II Workshop Challenges of New Physics in Space,

veja o livro de resumos do evento.
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Aem Q\[\/Slnh { /+m/+wd7d§€2a5 (5) 2085 (L — ¢)

(wka ky) = p 212\/a
X (e"(E“")T + e’(‘”*E)T) [me“éK’% (a ) + z—kLKW (7 )}

|
N
i N / aragoeros - o [wK (Ber) 4 Bhpensicr, (ae@)] (cBror _ gito-Br }

onde foi operada a regra da cadeia nas funcoes de McDonald e usado o fato de que estas fungoes
sao reais se 7 > 0 e se (ge“£ ) for real e positivo, [1]. Com o auxilio de uma das representagoes
da distribuicao delta [14], teremos

Aem JV2 sinh (%) { S(w+ B) + §(w — E)]

(@kasky) = 1 47r2f
Tl (52 (5] ey () s (5]
—i27E[§(w+ E) — §(w — E)] /L d¢ [WKZ.Z, (geaf) n %neaLKgg (”eas>] } .
0 a
Como w > 0, teremos

\/smh B
Aem e {/{K;w (f) ik K (5) — ke LK, (%“L
a a m a a a

(@rkaky) = F 27rf

)
—iEkLKi% (gw) +¢E/OL de |:7,EKw (5 )+n’fn UK, (“ aﬁ)”

a

w/smh B
Agm q\f kKl r +i—k K;w Ry ke K, EeaL +
va a m a Ya a

(woka ky) = 1T 27rf a

w) . /j et (5) i i (5) - (2]

Tomando o limite em que L — oo e lembrando que a funcdo de McDonald decai exponencial-
mente [15], teremos

Acm j1V2 \/SmT {anw (f) — lim E? /L 3 (Zeaﬁ)}. (3.23)
@ 0

(wike dy) = 7 2my/a a

A probabilidade de emissao de uma particula de Rindler, por unidade de tempo e momentum

L—o00

transverso (2], serd

2
‘A (w,kz,ky)
M

dWoHl (w kx,k‘ ) (3.24)

onde T' = 276(0) corresponde ao tempo em que a fonte interagiu com os modos do campo de

Proca. Assim,

2
em. q . W
dW[)A»]_ (w, kx, k;y) = m Slnh <7) [(5(&} — E)] (325)
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L 2
KKy (f) ~ lim E2/ dEK e (“'e“f)'
a a L—o0 0 a a

Esta é a probabilidade de emissao de uma particula de Rindler do campo vetorial massivo a

X

partir do vacuo de Rindler.
Antes de prosseguirmos com o cédlculo da taxa de resposta no referencial acelerado, falare-
mos brevemente do efeito Unruh. Sabe-se que o vacuo de Minkowski, no referencial acelerado,

corresponde a um banho térmico com temperatura, em cada ponto [21],

_ ha
- 271']{3307

(3.26)

sendo a a aceleragao prépria do observador no ponto dado e kg e ¢ as constanstes de Boltzmann
e a velocidade da luz, respectivamente. Este é o efeito Fulling-Davies-Unruh*. Uma intuicdo
falsa a respeito desse efeito é a que se segue: O efeito Fulling-Davies-Unruh nao afirma, por
exemplo, que um detector de particulas ird se comportar de maneira idéntica em um referencial
acelerado e em um referencial inercial com uma temperatura dada por (3.26). Na verdade, dado
um detector no referencial inercial, sua descricao serd equivalente em um referencial acelerado se
0 banho térmico for considerado neste tltimo referencial. O leitor pode encontrar uma sequéncia
de aplicagoes do efeito Fulling-Davies-Unruh na referéncia [1].

A partir de agora calcularemos a probabilidade de emissdo de uma particula do campo
vetorial massivo quando j& existirem n particulas no mesmo estado. Esta probabilidade é dada

por [23]

sendo que o primeiro termo denota a emissao estimulada pelas n particulas que ja estdao no estado
em que a particula emitida estard e o segundo termo é apenas o termo de emissao espontanea,
dado por (3.25). Para um banho térmico a temperatura 7', a densidade de particulas com energia

w é [23]
n(w)=———. (3.28)

Assim, considerando este banho térmico na temperatura prevista pelo efeito Fulling-Davies-

Unruh, teremos

m em 1
d (ew,k:x,ky) = dWOHl(w,kw,ky) (ezm_l + 1) . (3.29)

4Para uma demonstragio deste efeito veja [20].
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Portanto, usando (3.25), a probabilidade de emissao de uma particula de Rindler para um estado
com n particulas ja existentes, é dada por
2 00 E E2 L 2 1
pem = q/ dwsinh [ =2 ) §(w — E) |Klw (f) - / deK;e (Eeaﬁ) 1.
oM Amda J a a\a Kk Jo @ \a |
Tomando o limite para a fonte estatica (£ — 0), ficamos com

K/ (g) - E;/OL dEI o (’;eas)r [(S”;hEUEl)) + sinh <7TaE)] . (3.30)

€ a —

"
P = lim
kaky ™ 570 473a

Note que

mE _nE
sinh(%)_1(6a—€a)_ 1 ( ) 1
(627:112 — 1) 2 (eQZE — 1) 26% (6% — e_ﬂT> 26% .

Com efeito, removendo o regulador da equacgao (3.30) (i.e, L — oo, E — 0), encontramos

2 2
o - )
Pkfl7ky - 87’['3(1 ’KO a ’ (331)
para k; e ky fixos. Como [19]:
dKo(Z)
=-K
dz 1(Z)>
temos que
2 2
em o q K .
Pl = 8m3a )_Kl (E)‘ o
2 2
em _ q K
Rl = 51 |51 (5)] (3.32)

Analogamente, a probabilidade de absorcao de uma particula do campo vetorial massivo pela

fonte estatica em Rindler serd [2]:

2 2
q K
P = 5o |51 (5)] (3.33)

Dessa forma, a taxa de resposta total de uma fonte no referencial acelerado é dada por

tot _ pem abs .
Pliaey) = Flka) + Floy) -
2 2
tot _ 9 K
Flie ) = 473a )Kl <a>’ ’ (3:34)
Percebe-se que a resposta no espaco-tempo de Rindler é igual a resposta calculada com relagao a

observadores inerciais, dada pela equagao (2.31). Esta igualdade, no entanto, s6 ocorreu devido

a consideracao do banho térmico de Unruh.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, quantizamos canonicamente o campo de Proca de forma co-variante em dois
referenciais, primeiro no inercial e depois no acelerado. Uma dificuldade encontrada inerente a
esta quantizacao, foi o fato de a componente temporal do momentum canonicamente conjugado
ao campo de Proca livre ter valor nulo. Para sanar tal dificuldade, introduzimos o termo V#A4,, na
densidade lagrangeana deste campo, obtendo assim uma nova lagrangeana e, consequentemente,
novas equacoes de campo. Entretanto, com o uso do gauge de Feynman, mostramos que o
conjunto das solucoes das novas equagoes do campo livre contém, além das solucoes da equacao
(1.7), solugbes da equagao (1.9), que nao satisfazem a condigdo de Lorenz [equagao (1.10)].
Assim, quando trocamos os campos por operadores, o operador correspondente ao momento
canonicamente conjugado nao é mais o operador nulo, o que permite a imposicao das relagoes de
comutagao a tempos iguais (nao nulas) entre o campo e seu momento canonicamente conjugado.
Para eliminar dos nossos calculos as contribuicoes dos modos que nao satisfazem a equagao
de Proca, restringimos os estados fisicos do campo de Proca a um subespago do espago de
Hilbert. Este subespaco dos estados fisicos contém cada um dos vetores do espaco de Hilbert,
em que o valor esperado do operador V“A,(f) introduzido na densidade lagrangeana é zero. Estas
quantizacoes foram usadas para calcular, em nivel de arvore, a taxa de resposta de uma fonte,
do campo de Proca uniformemente acelerada, tanto do ponto de vista dos observadores inerciais
quanto do ponto de vista dos observadores co-acelerados com a fonte, assumindo que o campo
estd no vécuo inercial. Como no referencial co-acelerado a fonte é estética, a probabilidade
de emissao espontanea é zero. Por outro lado, neste referencial, a taxa de emissao estimulada
(assim como a taxa de absorcao) fica indeterminada, pois de acordo com o efeito Unruh o
véacuo inercial corresponde, no referencial acelerado, a um banho térmico de particulas onde o
numero de particulas com frequéncias entre w e w + dw vai para infinito quando w vai para

zero. Assim, a taxa de resposta total, que é duas vezes o produto da probabilidade de emissao
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espontanea pelo nimero de particulas, sofre uma indeterminacao do tipo 0 x co. Para resolver
esta indeterminagao usamos um regulador e obtivemos explicitamente que a taxa de resposta
no referencial inercial é idéntica a taxa de resposta no referencial co-acelerado com a fonte.
Isto é, para cada particula emitida pela fonte no referencial inercial, temos, no referencial co-
acelerado, a emissao ou a absor¢cao de uma particula de energia zero. Ao resolvermos a equacao
de Klein-Gordon em Rindler, percebemos que, neste espaco-tempo, nao existe uma relacao entre
momento total e energia, como a relacao de dispersao que existe em Minkowski. Com efeito,
as particulas de energia zero, que sao as particulas relevantes para a interacao da fonte com o
campo no referencial acelerado, terdo momento nao-nulo. Além disso, o observador de Rindler
nao conseguird identificar que uma particula de Rindler de energia zero foi emitida (absorvida)
para (de) o banho térmico de Unruh, j& que, como foi mostrado em [8], neste caso a taxa de

deteccao de particulas massivas com energia E < mc?

vai para zero quando F val para zero.

A taxa de resposta no referencial inercial pode ser usada para descrevermos a emissao de
particulas Z° por elétrons uniformemente acelerados. O célculo no referencial co-acelerado, além
de nos ajudar a compreender este processo do ponto de vista dos observadores parados junto
com a carga, nos permite também prever a resposta de elétrons estaticos, muito préoximos do
horizonte de um buraco negro de Schwarzschild, em interacdo com as particulas Z° da radiacdo
Hawking, desde que a aceleragao prépria do elétron em ambos os casos seja a mesma [1].

Anélises das respostas de fontes uniformemente aceleradas em referenciais inerciais e em
referenciais co-acelerados foram realizadas para interacoes da fonte com os seguintes campos:
Klein-Gordon nao massivo [6], Klein-Gordon massivo [8], Dirac [7], Maxwell [2], e nesta dis-
sertacao, para o campo de Proca. Temos assim, a intencao de estender esta andlise para o
campo de spin 2. Outro possivel desdobramento futuro, pode ser o cdlculo da taxa de resposta
de uma fonte estatica no espago-tempo de Schwarzschild (nao necessariamente préxima ao hori-
zonte) em interagdo com as particulas vetoriais massivas da radiacdo Hawking e a comparagao
do resultado com a taxa de resposta obtida nesta dissertacao. Vale a pena lembrar que, quando
esta comparacao ¢é feita considerando o campo escalar sem massa no lugar do campo de Proca,

estas taxas surpreendentemente coincidem [6].
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Apeéendice A

Intervalo de espaco-tempo no

referencial acelerado

Neste apéndice vamos mostrar que o elemento invariante de espago-tempo no referencial
inercial, ds? = dt? — dz? — dz? — dy?, juntamente com as coordenadas de Rindler (1.18) levam ao
elemento invariante de espaco-tempo no referencial acelerado dado por: ds? = 62‘15(d7'2 —d€?) —

dx® — dy?. A partir das coordenadas de Rindler é facil mostrar que

a?(22 — %) = %6 (A1)
2 — tanh(ar). (A.2)

Diferenciando (A.1) e (A.2), teremos

e2a§
zdz — tdt = - d¢ (A.3)
e
1 t a
~dt — —=dz = ————dr. A4
z 22 : cosh2(a7') T (A-4)

Elevando ao quadrado (A.3) e (A.4), teremos

4a&
Pd:? + Pd? = 2ztdedt = 5 de” (A.5)
€
1 t2 t a?
—dt* + —dz? - 2—dtdz = ————dr°. A.
22 +Z4 : 2300 cosh?(ar) ’ (4.6)
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Multiplicando (A.6) por z*, encontramos
a’zt
2dt? + t2dz? — 2z2tdtdz = 1 dr. (A.7)
cosh”(at)
Lembrando que
a&é 4a&
z= % cosh(ar) = 2% = ea4 cosh?(ar),
podemos substituir esta ultima expressao na equacao (A.7), o que resultard em
4a&
2t + t2d2? — 2ztdtdz = —5-dr?. (A.8)
a
Fazendo (A.8)-(A.5), teremos
e4a§
(2% = ) (dt* — dz®) = —(dr* — d&?). (A.9)
a
Usando a equagao (A.1), encontramos finalmente que
dt? — dz? = % (dr? — d€?). (A.10)

Como as coordenadas x e y nao sao afetadas pela mudanga de coordenadas (1.18), ficamos com

ds® = dt? — dz? — da 2 — dy 2 = e*(dr? — d¢?) — da? — dy?

e a relagao estd demonstrada.

(A.11)
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Apéendice B

Conservacao da carga na corrente

regularizada no referencial acelerado

Neste apéndice demonstraremos que a fonte j* satisfaz a equacao

V' =0, (B.1)

com j* = (5°,41,0,0), de forma que,
3 = aV2cos(E7) [3(6) — e 48(L — )| 3()o(w). (B.2)
j' = qV2E sin(ET)e 2%0(&)0(L — €)d(x)0(y). (B.3)

Prova:

Vuj“ = 8uj“ + F“Wja
V" = 903 + T4 + 015" + Thipgt o

Vi = —qV2Esin(E7) [§(6) — e *6(¢ — L)] 6(2)d(y) + aj' +
+q\/§Esin(ET){—2ae_2“§9(£) (L=¢) +6_2a§ [5 (L — &)+
+(E)O(L —)(-1) | | o(2)d(y) +as".

Vi = —Etan(E7)j° + aj' — 2aj' + qV2E sin(E7)e > (6(¢) — 0($)3(L — £))3()6(y) + aj" .-
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V" = —Etan(E7)5% + ¢V2E sin(ET)[6(€) — e 2 E5(L — €)]6(x)d (y).
Usando a equacgao (3.18), chegamos a
Vit =0. cq.d. (B.4)
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