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ABSTRACT

We consider a massless scalar field in a two-dimensional space-time inside an os-
cillating cavity with mixed boundary conditions. In order to discuss particle creation
phenomenum, we consider the situation of parametric resonance in which the oscillating
frequency is twice the frequency of the first mode of the static cavity. For convenience,
we suppose that one of the boundaries is at rest and imposes Neumann condition to the
field, whereas the other is in non-relativistic motion and imposes a Dirichlet condition on
the field. Following the procedure developed by Dodonov and Klimov (Phys. Rev. A,
56, 2604 (1996)), we compute the number of created particles, the generation rate and
the energy in the cavity. We compare our results with those found in the literature for

the Dirichlet-Dirichlet case.



RESUMO

Consideramos um campo escalar nao massivo num espago-tempo bi-dimensional
dentro de uma cavidade oscilante com condig¢oes de contorno mistas. Discutindo do
fenomeno da criacao de particulas, consideramos uma situacao de ressonancia paramétrica
na qual a freqiiéncia de oscilacao da fronteira é duas vezes a freqiiéncia do primeiro modo
da cavidade estatica. Por conveniéncia, supomos que a fronteira que estd em repouso
impoe ao campo a condicao de Neumann, enquanto que a outra, em movimento nao
relativistico, impoe ao campo a condicao de Dirichlet. Seguindo o procedimento desen-
volvido por Dodonov e Klimov (Phys. Rev. A, 56, 2664 (1996)), calculamos o nimero
de particulas criadas, a taxa de geracao e a energia na cavidade. Comparamos nossos

resultados aos encontrados na literatura para o caso Dirichlet-Dirichlet.
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Introducao

Em 1948, H. B. G. Casimir calculou a forga atrativa entre duas placas neutras, parale-
las e perfeitamente condutoras, usando um método baseado na mudanca da energia de
ponto-zero do campo eletromagnético, imposta pela presenca das placas [1] (detalhes sobre
este efeito e tdépicos correlacionados ver [2]). Para duas placas paralelas e infinitamente
permeaveis a forca é atrativa e idéntica ao resultado original de Casimir para placas per-
feitamentes condutoras. Entretanto, a forca de Casimir entre uma placa perfeitamente
condutora e outra perfeitamente permedvel é, surpreendentemente, repulsiva [3]. Devido
a esta peculiaridade, placas permeaveis foram recentemente consideradas na literatura, no
contexto do efeito Casimir bem como em eletrodinamica quantica de cavidades [4, 5]. E
interessante notar que, embora a densidade de energia para o caso de duas placas perfeita-
mente condutoras e duas placas perfeitamente permedveis seja exatamente a mesma, a
influéncia destas vizinhangas sobre as propriedades radiativas num sistema atomico (como
a taxa de emissdo espontanea de um atomo) sdo bastante diferentes [5].

O problema do campo eletromagnético entre duas placas paralelas e perfeitamente con-
dutoras, pode ser dividido em dois problemas de condig¢oes de contorno: o potencial vetor
representando a polarizacao tranverso elétrica (TE) é associado a condigao de Dirichlet-
Dirichlet (DD)(condi¢ao de Dirichlet em ambas as placas); enquanto que o potencial
vetor representando a polarizacao transverso magnética (TM) é associado a condicao de
Neumann-Neumann (NN). Para o caso de duas placas infinitamente permedaveis, o po-
tencial vertor TE ¢é associado a NN e o potencial vetor TM ¢ relacionado as condigoes
de contorno DD. Para o caso de uma placa perfeitamente condutora e uma permedvel, o
potencial vetor TE satisfaz, na placa condutora, a condicao de Dirichlet, e Neumann na
permeavel; ja o potencial vetor TM satisfaz Neumann-Dirichlet. Recentemente a condigao

de Neumann tem sido considerada na literatura relacionada com a energia de Casimir no



contexto do campo escalar [6].

A versao nao estacionaria das forgas estdticas de Casimir sao forcas exercidas pelas
flutuagoes do vacuo sobre as fronteiras em movimento. Estas forcas, usualmente conheci-
das como forcas dinamicas de Casimir, originam o efeito dissipativo sobre o movimento
de corpos macroscopicos. Com isso a energia dissipada durante o processo é convertida na
criacao de particulas reais, como uma consequéncia direta do principio da conservacao da
energia. Visto que temos criacao de particulas reais induzidas pelo movimento das fron-
teiras, estas forgas também sao chamadas de forcas de reacao a radiacao. Podem surgir
mesmo no caso de uma unica fronteira, como mostrado por Moore em 1970 [7], Fulling
e Davies em 1976 [8] e Ford e Vilenkin em 1982 [9]. No contexto da eletrodinamica
quantica, considerando placas perfeitamente condutoras e paralelas oscilando no vacuo,
foi mostrado que f6tons sao criados em pares e que os fétons TM (associados as condigoes
NN) sao produzidos em maior nimero que os fétons TE (DD), com um espectro angular
bastante diferente [10].

No contexto de campo escalar em 3+1 dimensoes, a produgao de particulas numa
cavidade oscilante é aumentada quando mudamos a condicao de contorno DD para NN
[11]. Um espelho cuja condigdo de Neumann seja imposta sobre o campo, deformado
mecanicamente com uma certa freqiiéncia, emite um nimero de particulas muito maior
do que um espelho cuja condigao imposta ao campo seja Dirichlet [12]. Dirichlet e Neu-
mann exercem a mesma forga sobre um espelho em movimento (numa aproximagao nao
relativistica) quando o estado do campo é simétrico sobre translacao (como o estado de
vacuo e térmico), mas nao para estados coerentes, que introduzem uma fase de referéncia
quebrando esta simetria [5]. Enquanto o efeito estatico, hd muito tempo ja foi observado
experimentalmente, até agora o efeito dinamico nao foi detectado, mas esquemas exper-
imentais de detecao tém sido propostos. Uma possivel maneira de detectar o fenomeno
é relacionada as vibragoes do espelho na freqiiéncia de gigahertz [14], mas é dificil um
movimento mecanico acompanhar tais freqiiéncias e amplitudes apropriadas [15, 16]. Re-
centemente um esquema experimental alternativo foi proposto, baseado na simulacao do
movimento do espelho pela mudanga da reflectividade de um semicondutor por irradiacao
de um laser, cuja energia dos fotons correspondem a energia de “gap”do semicondutor.

(15, 16, 17]



No presente trabalho, enfocamos o modelo composto por um campo escalar nao-
massivo, num espaco-tempo bi-dimensional e confinado em uma cavidade oscilante, im-
pondo ao campo condicoes de fronteira mistas: Neumann em uma das fronteiras e Dirichlet
em outra. Nesse contexto, a fim de fazer uma descrigao de resultados encontrados na li-
teratura, consideremos inicialmente o problema de um campo escalar real ¢, sem massa,

em um espaco-tempo bidimensional, obedecendo & equacao de onda':

(8152 - 3%) d) (ta JJ) =0, (1>

e sujeito a condigao de que se anule sobre duas fronteiras (condigao de Dirichlet em ambas

as fronteiras), uma em z = 0 e outra em x = L:

¢(t,0) = ¢(t, L) = 0. (2)

No contexto da teoria quantica de campos, a diferenca de energia £ associada a essa regiao,
entre a energia de ponto zero em todo o eixo (dentro e fora das fronteiras), considerando
as condicoes de contorno impostas pela presenca dessas fronteiras, e a energia de ponto
zero, também em todo o eixo, mas na auséncia das fronteiras, é dada por (energia ainda

nao regularizada):

= 1nm <1 L
(L) = —— — —|ky| —dk, .
e =357 [ gy Q

Essa diferenca s6 tem sentido fisico se utilizarmos alguma prescri¢ao de regularizagao. Por
exemplo, uma funcao exponencial de corte para altas frequéncias. As frequéncias mais
altas nao contribuem para energia dentro da cavidade, dessa forma a energia de Casimir

associada ao campo em 141 dimensao é:
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A forca entre as fronteiras é dada entao por:

0 T
L) =573 - (5)

F(L) =

O sinal negativo no resultado indica que ha uma forca atrativa entre as fronteiras.
Como ja mencionado, um novo efeito quantico, denominado Casimir dinamico, ocorre
quando a posicao das fronteiras varia no tempo. Adotando um dos modelos propostos
por Moore [7], consideremos o campo escalar mencionado, na presenga de duas fronteiras:
uma fixa em x = 0 e outra executando um movimento prescrito x = L(t). Consideremos
a condicao de que o campo se anule sobre a fronteira fixa (¢(t,0) = 0), e também seja
nulo sobre a fronteira mével do ponto de vista de um referencial inercial que se move com

a mesma velocidade da fronteira em um dado instante ¢:

¢/(t,7 ZL',) |fronteira - 0, (6)

onde t', 2’ e ¢ sao as coordenadas e o campo medidos num referencial co-mével. A
passagem para o referencial inercial do laboratorio é imediata, uma vez que para o campo
escalar temos ¢'(t',2') = ¢(t, z), resultando em que as condigoes de fronteira, escritas em

termos das quantidades medidas no referencial do laboratério, tomam a forma:

¢(t,0) = 0 (7)
o(t,L(t)) = 0. (8)
Moore encontrou um conjunto completo de solugdes para o problema (1), (7) e (8) na

forma: -
o(tx)=> [&nqﬁ(”) (t,x) + He.|, 9)

n=1

onde

¢(”) (t, $) — eier(t-‘r:c) . ein7rR(t—a[:) (10)

e as fungoes de fase R satisfazem a equagao funcional:
R(t+ L(t)) — R(t — L(t)) = 2. (11)

6



Os calculos de Moore, levando em conta esta solucao, mostraram que fotons podem ser
criados através de um efeito excitante do movimento da fronteira sobre o estado de vacuo
do campo [7]. Fulling e Davies [8] mostraram que f6tons podem ser gerados por uma
unica fronteira nao uniformemente acelerada, enfatizando a correlacao deste efeito com
processos de criagao de particulas em modelos cosmolégicos (vide, por exemplo, [21]).
Em relac¢ao ao problema (1), (7) e (8), Fulling e Davies calcularam o valor esperado da

densidade de energia

(Tt 0) = 5 {1(2:60.0)) + ((060.0)) ) (12)

no interior da cavidade oscilante, obtendo para sua expressao renormalizada:

(Too(t, @))ren = —f(t + ) — f(t — ), (13)

onde

1

f2) =55

o . (14)

R 8 (RN 1,
R(2) 2<R'<z>> Tpm HE)

A solugao (9)-(11), proposta por Moore, embora exata em 1 + 1 dimensoes, inclusive
para movimentos relativisticos, possui limitacoes para uso pratico. Uma delas é que a
solucao nao é generalizavel para dimensoes mais altas. Outra, é que somente poucas
solugdes exatas da equagao (11) sdo conhecidas.

Em 1982, Ford e Vilenkin [9] apresentaram um método perturbativo para tratar proble-
mas como dado em (1), (7) e (8), assumindo a fronteira oscilando em movimento prescrito,
nao-relativistico, com pequena amplitude ao redor de uma posicao fixa. Como exemplo
de um movimento que se enquadra nestas caracteristicas, consideremos o movimento

harmonico:
L(t) = Lo[1 + esin(2t)], (15)

onde € < 1 e Lyef) < 1. O método de Ford e Vilenkin consiste em resolver o problema
perturbativamente em e. O ponto chave estd em considerar, a priori, o campo ¢ como

sendo uma perturbacao da solucao do problema estatico correspondente:

gb(t,l’) = ¢O(t’ ZL‘) + 5@5(75,1‘) ) (16)

sendo d¢ da mesma ordem e da amplitude de oscilagao da fronteira e ¢, a solugao da

equacao de onda (1) sob as condigoes estaticas dadas em (2). Este método pode ser

7



diretamente generalizado a problemas envolvendo fronteiras que se movem em espagcos
com dimensoes mais altas. Ford e Vilenkin o aplicaram para o caso de um campo escalar
sem massa, em 3 + 1 dimensoes, na presenga de uma fronteira plana em movimento [9].
Esse mesmo método também foi aplicado com sucesso no caso do campo eletromagnético
[10, 22| e, mais recentemente, ao célculo do nimero de fétons criados pelo movimento
de uma tnica placa metélica e por uma cavidade formada por duas placas metélicas
paralelas [23]. Embora o método utilizado por Ford e Vilenkin tenha sido muito eficiente
e generalizavel para dimensoes mais altas somente era valido em limite de tempos curtos,
ou seja, tempos muito menores que um segundo.

Em trabalho publicado em 1990, Dodonov, Klimov e Man’ko [24] estudaram o prob-
lema da geragao de estados comprimidos para o problema (9)-(11), usando a lei de movi-
mento harmonico dada em (15). Os autores consideraram a solugao da equagao (11) para

este caso, como sendo uma perturbagao da solugao do problema estatico correspondente:

R(§) = Ro(€) +0R(E) (17)

onde dR(£) da mesma ordem e da amplitude de oscilagao da fronteira, enquanto Ry(&) =
¢/ Ly ¢é a solugao da versao estatica do problema (11). A solucao perturbativa (17) vale no
limite de tempos curtos. Em [25, 26], Dodonov, Klimov e Nikonov divulgam solugbes para
(11) valendo para o limite assintético de tempo longo. Em trabalho de 1994, Law [27]
propoe, para o problema (1), (7) e (8), um movimento da fronteira basicamente senoidal

com frequéncia ressonante igual ao dobro da menor auto-frequéncia da cavidade:

L) = Lo+ {sm—l {sin(tan_l(ew))cos(?)] —tan—l(m)}

2r 0

Q

Lo(1— esinQ(z—t) +O(H) . (18)

0

Para esta forma de L(t) Law encontra a solu¢ao exata para R na equagao (11), vélida

para um tempo arbitrario:

1 1
R(2nLy+¢&) = 2n+ - — =tan!'( cos &y 2ner |, (19)
2 ™ L()

onde n > 1e¢& € (—Ly, Lg]. Usando (19) nas férmulas (13) e (14), obtidas por Fulling e

Davies [8], Law, entdo, verifica o comportamento do valor esperado do tensor densidade



de energia do campo no interior da cavidade oscilante, obtendo que a variagao espacial
e temporal da densidade de energia do campo se dé através da propagacao de dois pa-
cotes de onda que sao refletidos pelas fronteiras, podendo a forca atrativa de Casimir ser
amplificada.

Vérios trabalhos formularam o problema (1), (7) e (8) em termos de uma densidade
de Hamiltoniana efetiva [28, 29, 30, 31]. Law [32] também estudou, do ponto de vista
quantico e usando uma Hamiltoniana efetiva, o problema em que as condigdes (7) e (8)

estao associadas a equacao da onda
O (e(t,2)0h (t,2)) — 026 (t,) = 0, (20)

a qual inclui o espaco entre as fronteiras preenchido com um meio linear, dielétrico, nao-
dispersivo, sem-perdas, com permissividade descrita por uma funcao real, externamente
prescrita, €(t, ), e com uma permeabilidade p = 1 através da cavidade.

Em trabalho publicado em 1995, Law [31] define um conjunto de coordenadas gener-
alizadas {Qy}, de modo que, num instante arbitrario de tempo, a solugao de (1), (7) e

(8), pode ser escrita como:

o(t,x) = i \/% {an (t,z) + H.c. } : (21)

6 (00) = 3 A (0 sin (17 ) @)

Subtstituindo (21) e (22) em (1), apds alguma algebra, obtem-se um conjunto infinito de

onde

equagoes diferenciais acopladas [31]:
QU ek (0@ =220 Y 9@ (=AY 0@ (D+(1) D 9ju Q1™ (1), (23)
J J al

onde

we (t) = % A(t) = % (24)

e os coeficientes antissimétricos constantes sao definidos por:

kj —

0, j =k

9



Em 1996, Dodonov e Klimov [14] mostraram que, para frequéncias ressonantes, as equagoes
(23) sao simplificadas de modo que podem ser resolvidas ezatamente. A expressao ezata-
mente significa que a solucao nao é considerada como uma perturbacao de ordem e da
solugao do problema estético correspondente, como feito em (16) e (17). Outra motivagao
para estudar o caso de frequéncias ressonantes esta no fato de que, nas condicoes de labo-
ratorio, a velocidade maxima atingida pela fronteira é muito pequena em comparacao com
a velocidade da luz. Assim sendo, uma esperanca de observar o efeito de criacao de fétons
por fronteiras em movimento esta em que o acimulo gradual de pequenas alteragoes no
estado quantico resultem num efeito significante. Deste modo Dodonov e Klimov consid-
eraram o movimento harmonico oscilando com duas vezes a primeira auto-freqiiéncia da
cavidade, criando uma situagao de ressonancia paramétrica (vide, por exemplo, [33, 34]).
A seguir serd feito um resumo da técnica desenvolvida por Dodonov e Klimov [14], visto
que a mesma serd utilizada no presente trabalho.

Dodonov e Klimov [14] resolveram o problema (1), (7) e (8), para o movimento da

fronteira dado por
Ly, t <0

L(t) =< Lo[l + esin(QL—”Ot)], 0<t<T (26)

Lo, t >T.
Portanto, durante um intervalo de tempo T, a fronteira oscila com frequéncia igual a
duas vezes a primeira auto-frequéncia da cavidade. Para que a fronteira retorne aposicao

inicial, é necessario impor que:

 NL
==
onde N' € Z*. A seguir, consideraram a solugao de (1), (7), (8) e (26), na forma (21),

oM (t <0,x) = \/Lzsin (?) exp (—iwnt). (28)
0 0

Para 0 <t < T, tem-se qﬁ(") escrito na forma (22), onde as seguintes condigoes iniciais

T (27)

sendo:

devem ser satisfeitas:
QL (0) = 0k, Q)7(0) = —itwndn. (29)

Estas condigoes satisfazem (7), (8) e as condigoes iniciais (28). Apds o intervalo de tempo

T, a fronteira retorna a posigao inicial Ly. O lado direito da equagao (23) se anula e sua

10



solugao torna-se:

QM (t > T) = €M (T)e ™ 4+ 1l (T)eiw. (30)

Introduzindo (30) em (22), fazendo L(t) = Ly, chega-se ao campo ¢ na forma:
) kmax\ .. .
o(t>T,z) 22 N sin ( ) lag exp (—iwit) + H.c. |. (31)

O novo conjunto de operadores fisicos G, e a! , relacionam-se com bm e bT através das

m?

transformacoes de Bogoliubov:

-2 \/> (Bl (T) + By (1) (32)

O numero de fétons criados no m-ésimo modo, apds cessado o movimento da fronteira, é
igual ao valor médio do operador a a,,, em relacdo ao estado de vdcuo inicial, definido

com respeito aos operadores l;n:
<1 2
" (T = (0plal a,,]0,) = =M. 33
Non(T) = (0p|al, am|0s) m;nlnm()\ (33)

Para determinar o nimero de fétons em (33), Dodonov e Klimov buscaram a solugao de
(23) na forma:

QU0 <t <T) =gl (t)e ™ + (), (34)

com as seguintes condigoes iniciais:

£€m(0) = 6, 0™ (0)=0. (35)

Feita a substituigao de (34) em (23), e também a expressao para a lei de movimento da
fronteira no intervalo de tempo 0 < ¢t < T dado em (26), o resultado é expandido no
parametro e. E suposto que as fungoes nk e f .~ variem lentamente com o tempo, o que

significa:

E~ve e En e i~ el (36)

2

Os termos de ordem € ou maior sao entao desprezados. Multilplicando-se conveniente-

mente as equagoes resultantes por fatores exp (—iwyt) ou exp (iwit), e executando média

11



em intervalos de tempo 27 /w; = 2Ly, levando em conta que as fungoes 1 e  praticamente

nao variam nessa escala de tempo, sao obtidas as seguintes equagoes diferenciais

L = g3 37)
LD = (vt 2>£,Ef22 — (k= 2)€,, k22 (39)
% p = g g (39)
%n,@ (k4 2)n", — (k = 2)n(",, k> 2, (40)
onde foi introduzida a variavel
T = %ewlt. (41)

As equagoes (37)-(40) sao mais simples do que as equagoes (23), de modo que podem ser
resolvidas ezatamente [14]. Usando a expansao em série das fungoes 7 e £, as equagoes

(37)-(40) e as condigoes iniciais em (35), é possivel mostrar que:

e (1) = 0" (8) = 0, (42)

o que significa que nao havera criacao de fétons nos modos pares. O nimero de fétons

produzido no primeiro modo da cavidade é, portanto, dado por:

M@ =3 ] (43)

n=1

’ 2

onde o somatério passa a ser considerado para valores impares de n. Derivando (43) com
respeito a variavel 7 e usando varias relagoes de recorréncia provenientes da solucao do
sistema (37)-(40), com as condigoes iniciais em (35), Dodonov e Klimov obtém a seguinte
forma fechada para a taxa de geracao de fétons no modo principal da cavidade:

le = 2 n) . 1

=2 i = 2 () (7). (44)

n=1

A solugao analitica para as funcoes 7]1 e f 1 € encontrada:

5&1) _ 2 E(k) + RK(k) 51) _ 2 E(k) — kK(k)

T 1+ k& T 1—&

onde k = /1 —exp (—=87), K = V1 — k% = exp (—47), 7 é¢ dado em (41), e K(k) e E(k)

sao as integrais elipticas completas de primeiro e segundo tipo, respectivamente [35]-[36].

: (45)

12



Usando (45) em (44), Dodonov e Klimov [14] obtiveram uma expressao analitica para a

taxa com que os fétons sao produzidos no primeiro modo da cavidade:

AN, dew; E*(k) — B K (k)

46
dt 2 K2 (46)
O numero de fétons criados no primeiro modo é dado por:
N 2 1
1= FE(/«:)K(/{) — g (47)

O numero total de fétons criados para todos os modos dentro cavidade também foi obtido:

N=2 [(1 - %/@2) K*(k) — BE(r)K (k)| . (48)

2
No presente trabalho, o método desenvolvido por Dodonov e Klimov [14] seréd aplicado

ao problema (1) e (8) sendo que, em vez da condigao de Dirichlet dada em (7), sobre a

fronteira fixa impoe-se ao campo a condicao de Neumann:
(0:¢) (t,0) = 0. (49)

A motivacao para o estudo de situacoes dinamicas em que uma fronteira impoe condi¢ao
de Neumann e outra Dirichlet, estd em que, ja no caso de fronteiras estaticas, esse tipo
de condigoes mistas implicam em uma alteracao significativa na energia de Casimir. A

energia de Casimir associada as condigoes estaticas mistas

(02¢0) (£,0) = o(t, L) =0 (50)
é positiva e dada por [37]:
T
A8 L (51)
A forca entre as fronteiras é dada entao por:
0 ™
F(L) = —a—LE(L) = R (52)

O sinal positivo em (52) indica que hd uma mudanga drastica na forga de Casimir: ela
deixa de ser atrativa, como dado em (5), e passa a ser repulsiva. E interessante ressaltar
que a expressao para a energia de Casimir estatica para o caso em que as duas fronteiras

impoem ao campo condi¢oes de Neumann, é igual a energia de Casimir para o caso de
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duas fronteiras de Dirichlet dada em (5). Portanto, para fronteiras de mesmo tipo, a
energia de Casimir é negativa, enquanto fronteiras de tipos diferentes (uma fronteira de
Neumann e outra de Dirichlet ), tem-se a energia de Casimir positiva [37].

O primeiro cédlculo da forca repulsiva de Casimir entre placas paralelas, uma per-
feitamente condutora e outra infinitamente permedavel, foi feito por Boyer e publicado
1974 [3], no contexto da eletrodinamica quantica em 3+41. Nesse caso, a forca repulsiva
de Casimir aparece quando as placas tém naturezas diferentes, ressaltando que, para o
caso de duas placas perfeitamente condutoras ou duas placas perfeitamente permeaveis,
a forca de Casimir é atrativa. Inspirados no trabalho de Boyer [37], vérios trabalhos ver-
ificaram qual o papel de placas permeaveis, ou cavidades combinando placas permeéaveis
e condutoras, em outros efeitos relacionados com a eletrodinamica quantica em cavidades
[4]-[5]. Visto que, em 1+1 dimensdes, a situagdo de placas de naturezas diferentes [3] é
simulada pela presenga de condigdes mistas (Dirichlet e Neumann), alguns trabalhos nes-
sas dimensoes tém estudado os efeitos Casimir estatico [37] e dinamico [13, 38], levando
em conta a presenca de condicoes de Neumann, ou cavidades combinando Dirichlet e
Neumann.

Motivado pelas alteragoes que a consideragao de fronteiras de naturezas diferentes traz
ao efeito Casimir estatico, o objetivo do presente trabalho é verificar quais as alteragoes
que estas trazem ao efeito Casimir dinamico. Especificamente, neste trabalho, estao cal-
culados o nimero de fétons criados, a taxa de criacao de fotons e a energia transferida pela
fronteira ao campo, para o problema (1), (8) e (49), associado a um movimento harménico
da fronteira, oscilando com o dobro da auto-frequéncia fundamental da cavidade, numa
situacao de ressonancia paramétrica. Comparacoes sao feitas entre os resultados obtidos
aqui com os existentes na literatura para o caso Dirichlet-Dirichlet. Os céalculos seguem
o procedimento desenvolvido por Dodonov e Klimov [14].

O presente trabalho é organizado como segue. No capitulo 1 é obtido um conjunto de
equagoes diferenciais aproximadas relacionando as fungoes n e £. O sistema de equacoes
obtido é mapedo em uma equacao diferencial parcial, cuja solugao é encontrada em termos
de equacoes integrais. No capitulo 2 as equacoes integrais, sem serem resolvidas, sao
utilizadas para simplificar as expressoes para a taxa de criacao de fétons. A expressao

simplificada indica quais equacoes integrais de fato precisam ser resolvidas. Essas equagoes
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sao resolvidas em termos de integrais elipticas e a taxa de criagao de fétons é determinada.
A seguir sao obtidos o nimero de fétons criados e a energia que o movimento da fronteira

transmite ao sistema.
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Capitulo 1
Campo na cavidade oscilante

Consideremos o problema (1), (8) e (49), associado ao seguinte movimento da fronteira:

Ly, t <0
L(t)y=4 L(t), 0<t<T (1.1)
Lo, t >T.
onde
L(0) = L(T) = L. (1.2)

Para um instante arbitrario, a solucao pode ser escrita como:
(1.3)

N = [ 2Ly [
gb(t,x):; = [bn¢()(t,x)+H.c.],

N[

O operador de campo ¢;, (¢, z) (quando as fronteiras estdo em repouso) é obtido, fazendo-

se
(n) 2 L\ 72|
. _ ./ 1 " 1.4
v (t,x) I cos [(n—i— 2) Lo] e (1.4)

em (1.3), o que resulta:
. = b, 1 .
Gip (t,x) =2 oS [(n 5) E—I} e ' + H.c., (1.5)
n=0 /1 + 3 0
onde
wn = (n+1/2)7/Ly. (1.6)



Para 0 <t < T, tem-se que 1/1(”) é escrito na forma:

(¢t z) = ZQk \/jcosz—{—%) %] (1.7)

onde as seguintes condigoes iniciais devem ser satisfeitas:

QL(0) = 0k, Q1 (0) = —iw, - (1.8)

Subtstituindo (1.3) e (1.7) em (1), obtem-se um conjunto infinito de equagoes diferenciais

acopladas:

O () + [ ) Q™ (t) = 22@ ZQ t) Nis (t) (1.9)

onde: _
1y (¢) EQ @Y gy
My, (t) =1 ° NG 7 (1.10)
0,k=7y
l(_l)HkH@ k+1)(25+1)(25%4+2 j+2k%+2k+1) 2 i) )
Nip (t) = 2 (+14+k)*(i—k)* At) M () OK k#J (1.11)
— L (B +4An2 2+ m2+ AN ()P, =k
L(t) A
At)=—=, Q:(t) = — | —. 1.12
O=pig u0=(i+3) 7 (112)

De acordo com (1.2), para t > T a fronteira volta definitivamente a posigao inicial x = Ly.

O lado direito da equagao (1.9) se anula e sua solu¢ao pode ser escrita na forma:
QU1 = T) = & (T)e ™ 4y (T)e . (1.13)
Introduzindo (1.13) em (1.7), fazendo L(t) = Ly, chega-se ao campo ¢ para t > T na

oo N 1 )
Doy (t > T, ) 22 O Kk + 5) Z—ﬂ e~k 1+ H.c. (1.14)

k=0

forma:

l\’)l»—l

O novo conjunto de operadores fisicos a,, e al se relacionam com b, e bl através das

transformacoes de Bogoliubov:

n=0
&Jlrc = Z [?)Lailk + Bnﬂnk] ) (1.16)
n=0



onde
2m + 1 2m + 1
) (T = ) (7). 1.1

Os coeficientes em (1.17) satisfazem as seguintes relagoes (vide Apéndice A):

Apm =

k=0
Z ( mGnj — Bnmﬁng) = 5mya (119)
n=0
m=0

O numero de fétons criados no k-ésimo modo, apds cessado o movimento da fronteira,

é igual ao valor médio do operador &L&k, em relacao ao estado de véacuo inicial, definido

com respeito aos operadores I;n:
N (T) = (0pafar]0s) = (2 + 1) Z 2. (1.21)
n:()

A taxa de geragao de fotons Ry é:

Ri(T) = NG (T)
o ()
_ 2(2k+1)§(’2’€n—ﬂ)%n,§"> (T). (1.22)

O objetivo, entdo, é calcular 'r],(cn) (T') a partir da solugao de (1.9) e obter o resultado do

somatorio em (1.21) para uma determinada lei de movimento que obedeca (1.1).
Na préxima secao, a lei de movimento serd fixada e serd obtido um conjunto de

equagoes diferenciais simplificado, relacionando as variaveis 7 e €.

1.1 Obtencao do sistema de EDO’s simplificado

Consideremos em (1.1) a seguinte lei de movimento harménico da fronteira:

L (t) = Lo (1 + €esin <PL—T)) , (1.23)

onde P € Z7, e < 1eePr < 1. As duas tltimas condigoes implicam, respectivamente,

que o movimento é de pequena amplitude e nao-relativistico. Para que (1.2) seja satisfeita,
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é necessario impor que:

NL
P Y

onde N' € Z%. Uma vez fixada a lei de movimento, o foco estd em obter a solugao da

T =

(1.24)

equacgao (1.9) para 0 < t < T, a qual pode ser buscada na forma
(n) t) = (n) t —iwit (n) t iwit 1.25
Qp () =&, (e + . (D), (1.25)
associada as condigoes iniciais
"(0) = S, 7V (0) =0 1.26
£17(0) = Ok, 1,7(0)=0. (1.26)

Faz-se a substitui¢ao de (1.25) em (1.9), e também a expressao para a lei de movimento da
fronteira no intervalo de tempo 0 < ¢ < T, dado em (1.23). Considerando que as fungoes
n,(ﬂn) e 5,(9”) variam lentamente com o tempo, o que significa assumir (36), o resultado,

expandido até primeira ordem no parametro €, é dado por

T () + > FM () =0, (1.27)
k#j
onde
(n) _ (1 +25) . (n) @t (n) _imt(2it1)
T (1) = i il (e e € (e |
Pt 29 1 22 imt(25+1) _imt(2541)
esin( L: > (2] —;Lg) T [ngn) (t)e e —|—§§,”) (t)e 2o ] (1.28)
e

2p2 (2k +1) (27 + 1) (=1)FH+? Prt
Fg = o2k D@ivD (Y sm< W)x
212 (G—k) (G+1+k) Lo

—1/2i(2k+1)nt " 1/2(2k+1)mt
[el T g ]

em2P (2k + 1)2(25 + 1) (=1)F T P
iem*P 2k +1)"(2j+1)(—1) cos( Wt)x

2L2 (G—Fk)(G+1+E) Lo
—1/2i(2k+1)7t " 1/2i(2k+1)7t
x[e e T —n e W (1.29)

A seguir, a equagao (1.27) é multiplicada por exp (—%) A equagao (1.28) fica

escrita como:

(2§Dt 1 29 “(n _aimt(2+1)
Tj(n) (t) 6( J2L0 ) Zw |:n§n) (t) - §§ ) (t) e L(J) ] _
0
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_ ([ Pat\ (2j+ 1) =2
S1n
‘ Lo 212

7imt(2j+1):|

x [ @)+ &M @ e (1.30)

eiz o efix
Usando sin (x) = —r parcialmente na equacao (1.30), tem-se:
i

" _i(2j+1)mt K 1_+_2] (n - (n) _imt(25+1)
7 e CHR) = ZEEE [ ) - g e B +

J
2i + 172 . [(Prt\ @
(n)
3 sin n;

(t) +

(25 + 1)2 T2 Qi) (o
+€Z4—[/(2)€ Lo 5] (t) +

1 2 2 T j
(2j+1)°m e_wggp)

—€i i (t). (1.31)

O k-ésimo termo o somatério em (1.27), multiplicado pelo fator exponencial, é dado por:

FO (1) FR) P DRI ) k4 1) 2k 41 - P)
AL (G—k) G+1+k)
0 g o)
+Z,7T2€P (=1 25+ 1) 2k +1) 2k + 1+ P)
4L G-k (G+1+k)
<[l e m T g e T (1.32)

Calcula-se a média temporal da equacao (1.27), multiplicada pelo fator exponencial, num

intervalo de tempo igual a 27 /wy = 4Ly (¢ = 1):

e 2L

T () + > F (1)

k#j

2m
wo —i(2j+1)mt
0 [ g e A [ —0. (1.33)

27 Jo

O procedimento leva em conta que as fungoes 7, 1, &, e 5 podem ser tiradas da integral,
pois sao praticamente constantes nessa escala de tempo. A média relacionada com o

termo Tj(") (t) vale:

27
Wo wg —i(2j+ 1)t (n) o 477'(1_"2‘7')-(71)
J T (1) = i)

(2j+ 17
t e 2Lo I J (t) 264—1;(2)

2
(n)
— ()05 po1y/2. (1.34
o |, & (1) 05 p-1)2- (1.34)
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A média tomada nos infinitos termos do somatério em (1.33), é escrita como a soma de
apenas quatro termos:

27r

—i(2j+1)wt
WO i QJLO Z F(n

27r vy
fem” (27 +2P +1) (25 + 1) (=1D)ZFPH ™ ()
412 J J N(+p)
ier . 2j—P+1 _(n) .
7] (27 —2P+1) (25 +1)(-1) nGpy )0 — P)
2
1LETT . .
iz (B3P —2j—1)(2P—2j —1)(2j +1) (-1)"
X ()0 (P —j = 1) H (2j — P +1)
iem? . . p
7 (2P —2j—1)(2j — P+1)(2j + 1) (-1)

€ (0)0(P—j—1)H(2j—P+1). (1.35)

onde as funcoes # e H sao definidas como:

0 (u) = { , (1.36)

(1.37)

Usando (1.34) e (1.35) em (1.33), a seguinte equagao ¢ obtida:

2]+ D)7 (n
4—L05§~ V() 0512

+4—Lo (2 +2P + 1) (=17 ) (1) +

—ﬂ;@y—zp+1ﬂ DI ()60 - P)+

_m (3P —2j — 1) (2P —2j — 1) (-1)" x

Xy ()0 (P —j — 1) H(2j — P+1) +

~ir @P =2 = 1) (2] = P+ 1) (=) x

<€ (6P —j—1)H (2~ P+1)=0. (1.38)

1'75.") (t) +ie

A idéia é fazer uso da condicao de ressonancia paramétrica, ou seja, fazer a frequéncia

de oscilagao da fronteira coincidir com o dobro de alguma das auto-frequéncias da cavi-
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dade. No caso especifico do presente trabalho, igual ao dobro da auto-frequéncia funda-
mental wy = 7/2Lg, o que equivale a fazer P = 1 na lei de movimento (1.23). Feito isso,

considerando j = 0 em (1.38), é obtida a seguinte equacao diferencial ordinaria (EDO):

d (n) € (n) T o (n)
— t) = ——— t) — — t). 1.3
i () = 2667 () - 7o (0 (1.39)
E conveniente fazer as substituicoes:
@) — &(7), (1.40)
n(t) — n(r), (1.41)
seguido da redefini¢ao
4L
t = —2r. (1.42)
e
Desse modo a equagao (1.39) fica escrita como:
d n n n
) (1) = =67 (1) = 30" (7). (1.43)

Fazendo j > 1 em (1.38), as equagoes diferenciais em 77§-")(t) sao obtidas:
S () = = 1 (1) - i+ B () G2 1) (1.44)
dT??j T)=\4] -1 T J N \7) U =4)- :

i(2j+1)mt

Lo ), e procedendo de modo

Multiplicando-se a equagao (1.27) pela exponencial exp (

analogo a (1.30)-(1.44), sao obtidas as seguintes equagoes:

e () = = () -3 (1), (145
D e () = (25— 1M () — 27 +3) €D, (1) (G = 1). (1.46)

dr
Ao conjunto de EDO’s (1.43)-(1.46), estao associadas as condigoes iniciais (1.26). Se

comparadas com o as equagoes ezatas (1.9), as equacoes (1.43)-(1.46) sdo aprorimadas,
sendo considerados os termos até primeira ordem no parametro . Dodonov e Klimov [14]
enfatizam que esta, entretanto, ¢ uma boa aproximacao visto que, em situacoes realisticas
de laboratdrio, este parametro é da ordem de 107% [40].

Uma verificagdo de consisténcia das equagoes (1.43)-(1.46) é feita em detalhes no

Apéndice A, e se resume como segue. A condigao de unitariedade (1.18) é tomada para
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n = m. A seguir os coeficientes a e § sao substituidos conforme (1.17) e, entdo, é tomada

a derivada no parametro temporal. Isto resulta na relacao (vide Apéndice A):
> @m+1) (€06 —nli)) = o (1.47)
m=0

A equacgao (1.47) pode ser reobtida através da manipulagao das equagdes (1.43)-(1.46)
(vide Apéndice A), o que serve como uma verificagdo de consisténcia das mesmas.

Na proxima se¢ao o sistema (1.43)-(1.46) sera resolvido exatamente.

1.2 Solucao do sistema de equacoes diferenciais

Para a solugao do sistema de EDO’s (1.43)-(1.46) é conveniente aplicar a seguinte substi-

tuicao de variaveis:

W) = () + (), vP(r) =€ (r) — 0 (r), (1.48)

com a qual o sistema pode ser reescrito e organizado em dois grupos: um relacionando

apenas os coeficientes ufgn), e o outro os coeficientes V,(C"):

g (r) =~ (r) =3 (7), (1.49)
() = 2k = D (r) — 2k + 3)uY (1), k> 1 (1.50)
v = () =3 (), (1.51)
() = 2k — Dl () = 2k + 3w (1), k> 1. (1.52)

AS COHdi(;éGS iIliCi&iS (126) SéO mapeadas (S100
u(n) 0) = (n) 0)=94 1.53

A solugao para o sistema de equagoes (1.49)-(1.52), e conseqiientemente (1.43)-(1.46),
serd obtida através do procedimento usado em [14], no qual o problema de resolver o
sistema de infinitas equagoes diferenciais ordinarias ¢ mapeado no problema de duas
equagoes diferenciais parciais (EDP’s) independentes (eqs. (1.69) e (1.71)), onde uma

das fungoes incognitas (eq. (1.68)) é geradora das fungoes /,L,(Cn), enquanto a outra (eq.

(1.72)) é geradora das fungoes Vén).
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1.2.1 Mapeando EDO’s em EDP’s

Inicialmente serdo enfocadas as egs. (1.49) e (1.50). Usando a varidvel auxiliar
z € C*, as equacoes sao multiplicadas conforme a regra: a equacao envolvendo uﬁj)
(k > 0) é multiplicada por 2**1. Para a eq. (1.49), tem-se:

L[ (7)) =~ (1) 2 = 3 (1) = (154)

E conveniente multiplicar e dividir o segundo termo do lado direito de (1.54) por z,

reescrevendo-a na formas

d n n 3 n

o 8 @) 2] == )2 = (1) 2 (1.55)
A eq. (1.50), para k = 1, é multiplicada por z3:

d n n n

[ ) 2] = (1) 2 = 5y (1) 2 (1.56)

Novamente ¢ conveniente multiplicar e dividir o segundo termo do lado direito por z,

obtendo:

d n n 5 n
& @2 = (02 = () 2 (157
O procedimento, aplicado em geral para as EDO’s (1.50), conduz a:
d " n 2k+3)
7 |:/L](€ ) (7) 22k+1] = (2k — 1) u{”, (7) 221 — wuiﬁl (1) 2%*2 apenas para k > 1.
T z
(1.58)
A adicao das equagoes (1.55) e (1.58), resulta em:
LIS @2 = 0z 2 02 (W )20 - 2 1) 4
ar o = THo (T)Z Zlh T)% Ho \T) = ZN2 T)z
k=0
(n) 5_ 1 . (n) 6
+ (3 (1) 2 ~Hs (1)z" ) +
n 9 n
+ (5/15 (1) 2T — ;ui ) (1) 28) -
n 2k+3)
2k = 1), (r) 2 - D) - )¢ V() 2R (1.59)
O agrupamento dos termos de ,u,(cn), resulta em:
d = n n n n ]‘
b [Z () ] = @ O 02 (- 1) +
k=0
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n 5 1
—i—5u§ ) (1) 2* (z‘3 — ;) + ..

+(2k — 1) ™ (r) 2242 (z3 - 1) T (1.60)

z

E conveniente adicionar e subtrair o termo /Jé") (1) /2, resultando em:

i li i () ] =0 (2-s) @ (2 1)

k=0
+3,ug ) (1) 22 (23 — ;) + 5,ug ) (1) 2" <23 — ;) + ...
1
+(2k — 1) p{™| (7) 222 <z3 - ;> + . (1.61)

A manipulagao da equagao (1.61) conduz a:

% [i e szﬂ] = ) G N Z) ! <23 - é) {ME") (7) + 3uy" (7) 2* +
)

k=0

n 1 1 = n
=0 (-2) 4 (2-1) Z<2k+1>u;><m%},
k=0
= M(n)(T) ——z ]+ ,2'3—l 4 i,u(n)() 2k (1.62)
0 z z /) dz —~ k
Definindo: -
MO (7,2) =3 p (r) 22, (1.63)
k=0
tem-se a EDP:
0 1\ 0 1
I V4(D) _ 3_ ) Y arn L (n)
8TM (7,2) (Z 2) 8zM (1,2) + (z z) o (7). (1.64)

A fungdo M™(7,2) é a funcdo geradora das funcdes /L](Cn)(T). As férmulas (1.53) e (1.63),

conduzem a seguinte condicao inicial associada a EDP (1.64):
M™(0, 2) = 22, (1.65)
Usando o grau de liberdade existente para a variavel auxiliar z, redefine-se:
Z =1\, (1.66)
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onde A € R*. Com a definicao:

MM (t,2) = iW™(¢t, N), (1.67)

onde -
W (7, 0) =Y (=1Fu” (1) A4, (1.68)

k=0

a EDP (1.64) e a condigao inicial (1.65) sao mapeadas em:
0 1 0 1
W —(Z_ ) 2w _ [ = (n)
87’W (T, A) (A A ) (9>\W (1, A) ()\ + )\) o (1), (1.69)

W™ (0,\) = (—=1)"(\)* (1.70)

Um procedimento andlogo, adotado agora para as equagoes (1.51) e (1.52) (vide

Apéndice B), faz com que estas EDO’s sejam mapeadas na seguinte EDP:

0 1 1 0
K ) - — ) = KgM0
37K (1, A) =vy" (1) ()\ A) + ()\ A ) 6)\K (T, A) (1.71)

com a funcao K™ (7, \) definida por:

o0

K072 = 3 (=) (m)aey (1.72)
k=0
e com a seguinte condicao inicial:
K™(0,\) = (—1)m)EHD, (1.73)

Note que as funcdes 1\ e 11" podem ser extraidas a partir de (1.68) e (1.72) por meio

de derivadas em relagao a A, isto é:

(n) ' (_1)(k) 82k+1 .
w () =l i gV ), (1.74)

(k) A2kl
(M _ piy (D0
I/k (7—) - }\11% (2]{: + 1)[ a)\Qk—‘rl

As equagoes (1.69) e (1.71) aparecem na referéncia [14], no contexto do calculo para o

K™ (7, )). (1.75)

caso Dirichlet-Dirichlet. Na secao seguinte essas equagoes sao resolvidas para as condigoes
(1.70) e (1.73).
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1.2.2 Solucgao das EDP’s

A solucao da equagao (1.69) ¢é [14]:

T (n) )\2 — 1) et
W (7, \) =2 W g p (2D g
0 2)\2 1+ )\2
1 _ eBa—8r (1-»)
(1422)°

Fazendo 7 = 0 em (1.76) e usando a condic¢ao (1.70), a fun¢do F' pode ser determinada

explicitamente, fazendo com que a solucao de (1.69) e (1.70) seja (vide Apéndice C) :

T (n)
W (1)) = 2 / t_(9) da +
0 (1)
_ p8a—8T1
\/ L= ey

(-1)" (- ey 1) (1.77)
(AW =1) e — N -1 ' '

Com a seguinte mudanca de variavel
a=T-—1, (1.78)

a solucao (1.77) torna-se:

T (n) (.
W (r, ) = 2 / o (=) 4
0 1_)‘2)2 —8x
\/ b= ey

(1422) + (A2 = 1) e ]
(1 3) - (P 1) e

—

(—1)". (1.79)

De acordo com (1.68) e (1.74), a solucao (1.79) deve satisfazer, por exemplo, a seguinte

condicao de contorno:

0 n
W™ (7, A) = ud" (7). (1.80)
o\ e
No Apéndice D mostramos que o lado esquerdo de (1.80) pode ser escrito na forma:
0 n ) T n
EW( (7, ) = Jim f P (@ Nl (r = z)de, (1.81)

onde a funcao f" é uma representacao da funcao delta de Dirac:

/\li,%lf Yz, \) = 6(x). (1.82)
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Com isso fica provado que a relagao (1.80) é satisfeita.

Usando a defini¢ao (1.68), tem-se:

lim W™ (1,\) = 0. (1.83)

A—0~

A combinacao de (1.79) e (1.83) resulta em uma equagao integral para cada uma das

funcoes 1"
T luén) (T — I)d (_]‘)n ]‘ — 6747- n+1/2 (1 84)
—_—aQr = . .
0 V1I—e 2 14 e

A aplicagao de um procedimento andlogo ao descrito no Apéndice C, para (1.71) e (1.73),

(1)

resulta em:
2 T n —4(T—a
KO (r.3) = 2(1—>\)/ v (@) e4—0) o
’ (1 -+ )\2) 0 (17)\2)2
1— 26—8(7—(1)

n+i
N+ +N=1)et| 2
N S ERCEE .
(M+1) - (N =1)e?
No Apéndice D é mostrado que (1.85) obedece a condi¢ao de contorno:
3K<n>(7 A) =u{"(7) (1.86)
2 " lho- 7
o que esta de acordo com (1.72) e (1.75).
Usando a defini¢ao (1.72), tem-se:
lim K™ (7,)) = 0. (1.87)

A—0—

A combinacao de (1.85) e (1.87) resulta nas seguintes equagoes integrais para as fungoes

/T l/(()n) (7_ o ZL’) 674(fo)d (_1)n 1 — 6747— n+1/2 (1 88)
xr = . .
0 V1—e 8 2 14 e

O conhecimento de ,ug") e Vé”), através da solugao das equagoes integrais (1.84) e (1.88),

¥

completaria a obtencao da solu¢ao do sistema de EDO’s iniciais dadas em (1.49)-(1.52).
Todas as fungoes restantes ,ul({n) e l/l(:) (k # 0) poderiam ser obtidas a partir de u(()n) e V(()")

de uma das duas formas a seguir:
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1. A substituicdo das solugdes explicitas para u{” e v em (1.49) e (1.51), impli-

caria em imediato conhecimento de ,ugn) e yﬁ"). Estas substituidas nas seguintes,

permitiriam o conhecimento de todas as outras funcdes 1\ e v\ (k > 2).

2. A substituicao das solugoes explicitas para ,u(()n) e V(()") na solucdo da EDP’s de W)

e K™ dadas em (1.79) e (1.85), permitiria que as solucdes para u{” e 1" fossem

determinadas com auxilio das férmulas (1.74) e (1.75).

O ponto em questao agora é a determinagao da solugao das equagoes integrais (1.84)
e (1.88). Entretanto, seguindo o procedimento sugerido em [14], antes de nos langarmos
a resolver estas equacoes, as mesmas serao manipuladas para que sejam geradas relagoes
de recorréncia entre as funcoes u, v e suas derivadas. Estas relagoes serao utilizadas para
simplificar a expressao da taxa de criagdo de fétons dada em (1.22) e com isso reduzir
o numero de equagoes integrais que precisam ser calculadas sem que sejam necessario
resolver todas as equagoes integrais. No proximo capitulo essas relacoes de recorréncia
sao encontradas e a expressao para a taxa de criacao de fétons é entao simplificada.

Somente entao as equagoes integrais relevantes sao calculadas explicitamente.
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Capitulo

Criacao de fétons

2.1 Simplificacao da férmula para a taxa de criacao
no primeiro modo

Para calcular o nimero de fétons dado em (1.21), é conveniente calcular primeiramente
a taxa de fétons dada em (1.22). A taxa de geragao de f6tons para o modo principal da

cavidade ¢ obtida fazendo k£ = 0 em (1.22):

= (T d
)
Z:o on+ 1)dr' (7). (2.1)

Em principio, o calculo de (2.1) requer a determinagao das fungoes né") e suas derivadas.

Entretanto, a partir de relagoes de recorréncia que serao encontradas a seguir, verifica-se a

expressao (2.1) pode ser reescrita apenas em termos das fungoes 7]60) e 680). Primeiramente

vamos encontrar as relagoes de recorréncia para as fungoes ,ué”) e V(()"). O ponto de partida

é fazer n = 0 na equacgao (1.84), o que resulta na seguinte equacao integral:

(r—x)de 1 [1—e*

=\ —F. 2.2
m N 15 ew (22)

A derivada desta equacao em relagao a 7, sabendo que ,u(()o) (0) =1, é dado por:

T il (r = ) da B 26’47 1 —e 47 1 (2.3)
0 Vi—eBr  1—e B\ 14t V= :
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De modo similar pode-se obter a equacao integral para V(()O). Entretanto, é conveniente

introduzir a funcao:

G (1) = e (7). (2.4)

Usando (2.4) a equagao (1.88) é mapeada em:
Co T—x dx_e 1— 4\ "3 o5
V1—e 8 T2 \l+4ew ’ (2.5)

onde, para n = 0, tem-se:

Co T—a)de e [1—e 56
1_6—895 B 2 1_{_6747" ()

Com a derivada desta e com auxilio de (1.53) e (2.4):

/ () — 4 (T —a)de 2 [I—e 1 2
1—e I A I—e o '
Somando as equagoes (2.3) e (2.7), temos
") (r — ) du / ¢ — @) — 4 (T—x)dx:() 28)
0 V1—e8 1 — e~ ’ '
o que leva a EDO, pois 7 ¢ arbitrario:
d (o d o 0
—up) (N + (1) = 47 (7), (2.9)
a qual é equivalente a
d (o ~d 0
Eﬂg (1) + € dTyg (7) = 0. (2.10)

Fazendo n = 1 na equagao em (1.84) e usando as equagoes (2.2) e (2.3) chegamos na

relacao
/ iy (T =) + " (1 —x) — g (7 —w)de (2.11)
: o= | |
que leva & EDO
L )+ () = () =0 212

Obtemos uma rela¢ao semelhante usando (2.3), (2.6) e fazendo n = 1 em (2.5):

i ()4 (0 + ¢ () =0, .13
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Das equagoes (2.10), (2.12) e (2.13) chegamos as seguintes equagoes:

L0 )+ () -l (7) = 0, (2.14)
e )+ () - (1) = o (2.15)

Manipulando as equacoes integrais envolvendo /lé )( ), M(()O)( ), /~L82) (), éé”(T)’ CBO) (1) e
(()2) (1), chegamos as seguintes EDO’s

LD (7) + 3 (1) =32 (1) = 0 (2.16)
L) —ac ) +30() — 30 (1) = 0. (217)

Executando, para os demais indices, procedimentos andlogos aos usados na obtencao de
(2.16) e (2.17), obtemos as relagdes de recorréncia:
d
dr
d

() =4 () = @) [ - ()] para k=1 (2.19)

W (0) = o) [ (1) = ul ()] para k21, (218)

Estas equagoes podem ser reescritas em termos das fungoes 7 e &:

%ﬁén) (1) = (2n+1) [ (n+1) (1) — én_l) (T)i| , para k> 1, (2.20)
L@ = o) [T @ - @), vkl 221)

Usando (2.14), (2.15), (2.21) e (2.20), temos que o somatoério que aparece na taxa de
geracao de fotons fica reduzido a apenas um termo:

o) n)

=2y A 2n+1 dT n () = =2n5” (1) & (7). (2.22)

=0
Através de um procedimento analogo ao usado na obtencao de (2.22), a seguinte equagao

é obtida:
oo (n)( )

QZdeﬁ () = =20y (1) & () - (2.23)

Um mecanismo de verificagao das férmulas (2.22) e (2.23) é descrito como segue. Substitui-

se m = j na relagao (1.19) e deriva-se no parametro temporal, o que resulta:
S (D ) - il (7)) 0. 2.21)
—~ (2n+1)
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A verificagao consiste em observar que a diferenga entre (2.22) e (2.23) resulta em (2.24).
Uma vez que a taxa de fétons no modo n = 0 é escrita somente em termos das fungoes
77(()0) e 5(()0), apenas as equagoes integrais correspondentes a estas serao calculadas. Isto serda

feito na proxima secao.

2.2 Solucao das equacoes integrais relevantes

O calculo explicito da equagao (2.22) envolve o conhecimento das fungoes 77(()0) e féo). O
inicio do processo de determinacao destas funcoes se da pela aplicacao da transformada

de Laplace em (2.2):
t [1 — p—41

1
f (@)= Nipr=—1 (2.26)

cuja transformada em termos da funcao I' é conhecida:

RO
TG

onde

F(s)=L{f ()} (2.27)
Considerando a transformada de Laplace do lado direito de (2.25) dada em termos das

fungdes Gama e que as fungoes f(x) e u(()o) sejam convolutivas, esta equacao fica reescrita

COIMoO:

(2.28)

A substituigao de (2.27) em (2.28), seguida de algumas simplifica¢oes, resulta em uma

equacao para ﬁ(()o) (s):

~—

(2.29)

el Ll
+ |+
oolw [0o|w

~—

A préxima equacao integral a ser tratada sera:

T (0) _ —4x 1 1 — —4T
/ v (r-we™, L Jlme (2.30)
0 V1—e 8 2V 14e
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obtida ao fazermos n = 0 em (1.88). A aplicagdo de um procedimento semelhante ao

usado na obtengao de (2.29), resulta em:

1 S

7 (s) = 5113 (2.31)

E conveniente definirmos a funcdo R (%s + m), dada por:
2
_/p I (’gs + m)
R (—s + m) = : (2.32)
q r (gs +m + %)

onde p e ¢ sd@o numeros inteiros e m um nimero semi-inteiro. O termo a direita em (2.32)

pode ser escrito como segue [35 36]'

r (23 + m Bstm p+0')dpdo_
/ / | (2.33)
\/ (1

F<s+m+ —e?)(l—e)

A equagao (2.33) é conhecida como integral de Euler de primeira espécie. A substituigao

de (2.33) em (2.32) resulta em:

s+m (p+o)
(oon) - [ e
q \/ l—e?)(1—e)
—-mo ] 0o L —mp fgs(era)d
_ L [r e [Tetre P (2.34)

Usando as propriedades de transformada de Laplace da funcao delta:

L {5 (7’ - Sa)} = exp <—sa§) , (2.35)

= B e "M do o e ML {5< - §(ﬂ+0)>}dp
R (—S + m> = ==l == : (2.36)

Podemos tomar a transformada inversa de Laplace em 7 de (2.36) e obter:

p 1 00 ,—mo ] oo e7MP§ <T — § (O' + p)) dp
R (—T+m> —
q V(I —e) Jo (1—er)

6= oy e (7o) (%7’ - a)

\/ (1-eG70)

a equagao (2.34) torna-se:

(2.37)

™
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A presenca da funcao de Heaviside na equacao acima faz com que o limite de integracao

seja alterado, de maneira que podemos escrever

—maT 57 d
R (Z—?T + m) _ b / id . (2.38)
™ q
q al.Jo \/(1 ) (1 B ef(EH)>
Fazendo em (2.38) a mudanca de variavel
z2=e¢7 (2.39)
obtemos
P e gl 1 dz
R (—T + m) = = / . . (2.40)
™ 7 _a
1 PlJe \/Z(l—z)<z—e PT>

Usando a definigao de integral eliptica [36]

! dt
K (k) = /0 N Tt (2.41)

a expressao em (2.40) torna-se:
q —4r
—'K(\/l—e Z )9(7‘) : (2.42)
p

(p ) —mg’r2
R|\=T+m|=¢ "7 —
q T

As equagdes (2.29) e (2.31) podem agora ser reescritas em termos de R:
7 (s) = —1{1—5}2 (f)} 2.43
—(0) 1 S S 1
= —<¢1—= e . 2.44
W = 3{i-3r(3+3)] (2.44)
Aplica-se a transformada inversa de Laplace na equagao (2.43):

i) - e 1= 3n()

B 1 1 .11 5/s
= 30+ L {SR(§>}. (2.45)
A expressao (2.45) pode ser reescrita como:
Oy =20 e L e R (S
v (1) = —55- N+ L {HGR(Z) ] (2.46)

A transformada de Laplace inversa no lado direito de (2.46) pode ser escrita como:
[ T T
i I — 2.4
e {a@R(G)} = [ ne-9r©d (2.47)
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enquanto a transformada inversa para a funcao H é:

00

L () = s} =h(O) = 5

(&) (2.48)

Substituindo as equagoes (2.48) e (2.42) (com: m = 0,q = 8,p =1) em (2.47), temos:

[ re-or©a = 2 [ Le-or (Vicew)a

m Jo O0&
- 1?68% K (Vi—e )], (2.49)
De (2.46), (2.47) e (2.49) resulta:
ﬁ%ﬂ:%%ﬂK@ﬁ?F?ﬂ. (2.50)

Desse modo a fungao 1/(()0) (7) esta determinada. Para seguir com a determinagao de ,u(()o) (1)

vamos aplicar a transformada inversa de Laplace na equagao (2.29):
a0 9} = Loy _sp(sy ]
£ {"0 () oF { sf\s T3y

_ %5 (1) %51 {sR (g + %) } . (2.51)

A férmula (2.51) pode ser reescrita como:

1 _ _ (s 1
Oy =—=r{H 24z 2.52
o (7) 16£ { (5)3(8—1—2)}. (2.52)
Usando (2.42) (com m = 1/2,q = 8,p = 1), obtemos:
A ger(2e W L0 g (Vi
c {H(S)R<8+2)}—W8T[€ K( 1 —e )] (2.53)
Substituindo (2.53) em (2.52) temos:
O (= L9 [ g (Toew
Wy (1) = - [e K( l—e )] (2.54)
E conveniente usar a notacgao:
k=V1—e3 i=V1—-kK2=e", (2.55)
e usar as regras de diferenciagao:
d  E(k) K(k) d  E(k)— K (k)
dKJK (H) - H/%Q - P dliE (’Kd) - K ) (256>
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onde

/2
E(m):/ dav/1 — k2 sin? o
0

¢é conhecida como integral eliptica de segunda espécie. Com isso obtemos as funcoes p e

i (6) = B - K ()], (2.57)
V((]O) (k) = %% [E (k) — B°K (k)] . (2.58)

Substituindo as variaveis p e v por 1 e £ chegamos as expressoes de 1 e £ em termos das

integrais elipticas

O (o) = %(1;“) (E (k) + KK ()], (2.59)
W) = =2 (55 1509 - ik o). (2:60)

Com as funcoes féo) e 7]80) obtidas, procedemos na préoxima secao com a obtencao das

expressoes para taxa e para o numero de fétons criados no primeiro modo da cavidade.

2.3 Taxa e numero de fétons no primeiro modo da
cavidade

A taxa de geragao de fétons como funcao do tempo dada em (2.1), esta relacionada com

a dada em (2.22) pela seguinte relagao:

0 or 0

T O(T)Za—TEN’O(T)-

Com isso a taxa do numero de fétons no primeiro modo é:

or cwo B (k) — R2K (k)
Ro(T):a—TRo(T):47T2O <) [{}2 ()

(2.61)

No limite em que 7 < 1, k = V87 < 1. A expansao das fungoes elipticas é dada por [35]:

1, 9

K (k) = g{1+1ﬁ2+6—4n4+...}, (2.62)
1, 3

E(k) = 5{1—152—6—454—...}. (2.63)



Substituindo as expansoes das fungoes elipticas em (2.61), obtemos uma expressao para
a taxa de numero de fétons produzidos no primeiro modo da cavidade, que depende
linearmente com o tempo 7"

1
Ro (T) ~ 552w3T, eweT < 1. (2.64)

Para o limite de tempos longos, ou seja 7 > 1, kK — 0. Logo as expanssoes das funcoes

elipticas sao:

(2.65)

=
2
=3
VR
ERY IS
~__
+
] =
—
B
N
ERY IS
~
|
p—
—_
X
[\&)
+

E(k) ~ 1+ = [m (%) - 1} R+ (2.66)

Nesse limite, na expressao (2.61), temos:

E? (k) — B*K? (k)

o = 1. (2.67)

Logo a taxa de nimero de fétons produzidos dentro da cavidade para o primeiro modo
no limite de tempos longos é:

EW
Ro (T) = 47T—2°, eweT > 1. (2.68)

Para obtermos a expressao do nimero de fétons produzidos no primeiro modo, integramos
a equagao (2.61), levando em conta a relagao:

dr = k_cgk’
4k

e usando as defini¢oes integrais das fungoes elipticas, F (0) = K (0) = 7/2, tem-se uma

(2.69)

expressao analitica exata para o nimero de f6tons no primeiro modo da cavidade (vide
apéndice G):
1

N (1) = %E (R) K (1) = 5. (2.70)

Na figura 2.1 é mostrado um grafico para a férmula (2.70), e feita a comparacao com o
resultado equivalente para o caso Dirichlet-Dirichlet [14]. No limite em que 7 < 1, (2.70)

apresenta um comportamento parabdlico:

1 1 9 1 3 1
t - -1 -2 4 1__2_ 40 _ =
No (t) 2{ +4:‘i +—64/£}{ e —645 5

1
= 7 (ewgt)?, cwpt < 1. (2.71)
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0.8- Numero de fotons no primeiro modo da cavidade

0.7
0.6
0.57
0.4+

0.3

Numero de fotons

0.2

0.1

0 0.002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018 002
tempo t(s)

Numero de fotons Neumann-Dirichlet
Numero de fotons Dirichlet-Dirichlet

Figura 2.1: Numero de fétons no primeiro modo da cavidade. No gréafico foram usados
os seguintes parametros experimentais considerados em [14]: € ~ 107® e Ly ~ 1 cm,
o que corresponde a uma freqiiéncia de oscilacao da fronteira de 30 GHz para o caso

Dirichlet-Dirichlet (DD), e 15 GHz para o caso Neumann-Dirichlet (ND).
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No limite em que 7 > 1, (2.70) apresenta dependéncia linear:

4 2 1
No (t) = ewot + — Ind — -, cwot > 1. (2.72)
7 T 2

2.4 Taxa e numero total de fotons dentro da cavidade

Para determinar a taxa total do nimero de fétons produzidos dentro da cavidade no
intervalo de 0 a 7', somamos as contribuigoes de todos os modos possiveis da cavidade. A

demonstracao de que sao necessarios todos os modos pode ser verificada no apéndice F

Zzz 2‘““ e ()i () =—2Zﬁ o) (Mg (7). (2.73)

Diferenciando a equagao (2.73), tem-se:

FNG) = =Y G [ O @& @] e

2n+1)

e usando as equagoes (2.14), (2.15), (2.21) e (2.20) tem-se:

aN @ =2 ([ ) + [ 0] 279

Usando as equagoes (2.59) e (2.60) a segunda derivada do numero de fétons criados em

todos os modos ¢é dada por:

FN@ = i [0= R ) + 5K W] + (1 4+ 07 1B (1) — K (0)]
- ﬂ_ii4 {[E (k) — R’ K (/4)}2 +&[E(k) - K (/f)f} . (2.76)

A partir da expressao (G.9) podemos obter a expressao da taxa de criagao, através da
integracao de (G.9) (usando dr = rkdk/4i*, vide apéndice G):
d 4

EN(T):

[E (k) — &K (k)] [K (k) — E (k)] (2.77)

K272
Na figura 2.2 mostramos um gréfico para a férmula (2.77), e feita a comparagao com o

resultado equivalente para o caso Dirichlet-Dirichlet [14]. No limite em que 7 < 1 (2.77)

apresenta dependéncia linear em 7:
d
—N =27 (2.78)
dr
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05 Taxa do Numero Total de fotons

)

C

S

o 2

2

[}

°

T 151

e}

}_

o

S 1

e

S

e

o 05-

°

3

= o 2e-05 4e-05 6e—05 8e_05 0.0001

tempo t(s)
Taxa do Numero Total de fotons ND
Taxa do Ncemero Total de fotons DD

Figura 2.2: Taxa total de fétons produzidos na cavidade. No grafico foram usados os
seguintes parametros experimentais considerados em [14]: € ~ 1078 ¢ Ly ~ 1 em, o que
corresponde a uma frequéncia de oscilagao da fronteira de 30 GHz para o caso Dirichlet-

Dirichlet (DD), e 15 GHz para o caso Neumann-Dirichlet (ND).
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14+ Numero Total de fotons

1.2+

0.8
0.6

0.4+

Numero total de fotons

0.2

0 0.01 0.02 0.03 0.04
tempo t(s)

Numero total de fotons ND
Numero total de fotons DD

Figura 2.3: Grafico para o nimero total de fétons produzidos na cavidade. No gréfico
foram usados os seguintes parametros experimentais considerados em [14]: ¢ ~ 107% e
Lo ~ 1 e¢m, o que corresponde a uma frequéncia de oscilacao da fronteira de 30 GHz para

o caso Dirichlet-Dirichlet (DD), e 15 GHz para o caso Neumann-Dirichlet (ND).
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Para 7 > 1, temos:
-6l s LTh,. (2.79)
dr 2 dr
A equacio (2.77), integrada com o uso das férmulas (2.56) e dr = kdk/4&*, resulta em
(vide apéndice G):

N(r)= L [(1 — %ﬁ) K?* (k) — E (k) K (k)| . (2.80)

T2

O limite de (2.80) para 7 < 1 tem comportamento parabdlico:
N(r)=7%. (2.81)

No limite 7 > 1 o numero total de fétons criados dentro da cavidade é:

8 4
N(T):p7'2+ﬂ_—72—(1114—1)—

In4
?

(1 -In2)+ O (T exp(—87)). (2.82)

Na proxima secao a energia total transferida ao campo pela fronteira é calculada.

2.5 Energia total dentro da cavidade

A energia total acumulada na cavidade é dada por:

E() =3 o (1) =g S5 L e (2.83)

Vamos introduzir a seguinte funcao:

o

st =" @m+ 1)’ B, (2.84)

m=0

que diferenciada com relac¢ao a varidvel 7, com uso das equagoes (1.43) e (1.44), resulta

em:

S = —on{Mel” — engni” +

+23" 2m+ 1) (2m — 1) Gyl +
m=1

—23 " 2m+1)% (2m +3) ™y (2.85)

m=1
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Fazendo a seguinte mundaca de indice m — 1 — m no primeiro somatério, e incluindo o

segundo termo de (2.85) no dltimo somatdrio, temos:

§0 = —apel 143" (2m + 3) (2m + 1) Py,

m=0

Diferenciamos esta equacao mais uma vez obtendo:
G — 9imelm) _9pmett) |y [gf{“] 4 [ng”)] +165™
Usando a relac¢ao (vide Apéndice A)

> ok

n=0

{ ()—né)é‘()}zl-

M

e também a relacao
TL

Zo 2n+

a expressao (2.87) fica simplificada na forma:

E —16E = 2wy

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

A solucio de (2.90), que satisfaz as condicdes iniciais £ (0) = £ (0) = 0, é dada por:

E(r)= iwo sinh? (27) .

(2.91)

O comportamento da fungao (2.91) em relagao ao tempo, estd mostrado na figura (2.4).

Podemos dizer que a energia cresce muito mais rapidamente com o tempo sob condigoes

de fronteira DD do que sob as condic¢oes de fronteira de ND.
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0.01- Energia (eV) na cavidade oscilante

0.008 |
0.006
0.004

0.002

+

+
+
+

P S S

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
tempo (s)

S ND ( 1.0cm )
e — ND (0.5cm ) ou DD (1.0cm )

Figura 2.4: A energia relacionada as particulas criadas na cavidade oscilante para € ~
1078, A energia armazenada na cavidade DD com L{ = 1 c¢m, oscilando com 30 GHz é
mostrada pela linha solida. A mesma linha representa a cavidade ND com Ly = 0.5 c¢m,
oscilando com 30 GHz. A energia na cavidade ND com Ly = 1 ¢m é representada pela

linha pontilhada, oscilando com 15 GHz.
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Analise dos Resultados e

comentarios finais

Calculamos a taxa de criacao de particulas bem como a energia total correspondente
(como fungao do tempo) dentro de uma cavidade oscilante unidimensional com as fron-
teiras obedecendo as condi¢oes de contorno mistas. Comparamos nossos resultados com
aqueles encontrados na literatura para o caso Dirichlet-Dirichlet [14]. A tabela (2.1)
resume algumas propriedades relacionadas as cavidades unidimensionais DD [14] e ND,
oscilando com freqiiencia duas vezes a freqiiéncia do primeiro modo da correspondente
cavidade estética. As freqiiéncias permitidas (v = w/2m) associadas aos modos do campo
na cavidade DD com comprimento de repouso Lj, sao n/2L; (n = 1,2,...). Para este
tipo de cavidade oscilando com 1/Lj{, apenas os modos fmpares, cujas freqiiéncias sao
dadas por 1/Lj, 3/L; e assim por diante, sao criadas [14]. Na cavidade ND, com compri-
mento de repouso Ly, as freqiiéncias permitidas para os modos do campo sao (2n+1)/4Lg
(n=0,1,...). Para este tipo de cavidade, a freqiiéncia de oscilagao é 1/2Ly, e as particulas
sao criadas em todos os modos, em contraste com o caso DD. Uma possivel explicacao
qualitativa para este fato pode ser cogitada. Na cavidade DD, em que a freqiiéncia de
oscilacao, que é por admissao duas vezes o primeiro modo nao perturbado da correspon-
dente cavidade DD estatica, também ¢é duas vezes a diferenca entre as freqiiéncias que
correspondem a dois niveis de energia adjacentes. Conseqlientemente, havera um tipo de
ressonancia indireta com todos os modos cujas freqiiéncias diferem da primeira funda-
mental por um numero inteiro vezes a freqiiéncia de oscilagao. Neste caso, isto significa
que apenas os modos impares serao excitados. Por outro lado, no caso da cavidade ND,

a frequiéncia de oscilacao nao é duas vezes, mas igual a diferenca entre as freqiiéncias de
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Tabela 2.1: Os modos permitidos e criados para a cavidade DD [14] e ND, oscilando com
frequéncias que sao duas vezes a frequéncia do primeiro modo das correspondentes cavidades

estaticas

Veriado
Caso v permit Vcriado
Lo =L)/2

ND (20 + 1)/4L, (n+1)/4Le

(todos os modos)
(2n +1)/2Lj
DD /L) (2n +1)/2L}
0

(apenas os modos {mpares)

dois niveis de energia adjacentes da correspondente cavidade estatica. Entao, neste caso,
todos os modos serao excitados.

Um caso interessante ocorre para a condi¢ao particular Ly = L{,/2. Observe, que para
este caso, todos os modos permitidos presentes na cavidade estatica ND de comprimento
Ly, correspondem apenas aos modos impares da cavidade DD com comprimento L{ = 2Ly.
Entretanto, os modos pares da cavidade DD nao sao excitados na ressonancia paramétrica
considerada em [14], sendo produzidas particulas relacionadas aos modos impares (2n +
1)/ Ly, os quais correspondem a todos os modos exitados na cavidade ND. Entao para
esta situacao particular, ambas as cavidades excitam os mesmos modos.

As razao entre o nimero total de particulas criadas em ND (Nyp) e (Npp) ([14]) é
dado por:

Non (% + %5?) K2(K) — E(K) K (K)
Nap (% + ge‘%?t) K2 (k) — E (k) K (k)

: (2.92)

_ Amet 2met
onde ¥ = \/1—¢e %, k=1/1—e¢ Lo. Tanto para tempos longos quanto para tem-
pos curtos, o numero total de particulas criadas tem dependéncia quadratica no tempo
[ver as eqs. (2.81) e (2.82)], tornando a razao (2.92) aproximadamente Npp/Nyp ~

(2Lo/L})?. Por outro lado, o niimero de particulas criadas no primeiro modo tem uma
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Tabela 2.2: Resultados numéricos. O indice subescrito (prim) significa o primeiro modo da

correspondente cavidade e (oscil) significa oscilagao da fronteira. Os resultados sao considerados

para T = 1s
ND, DD, Ly = lem ou
Lp = lem ND, Ly = 0.5cm
Voscil 15 GHz 30 GHz
Vprim 7.5 GHz 15 GHz
Noprim 190.837 381.823
Roprim 190.985 381.971
R 9.007 x 104 36.014 x 104
N 4.507 x 10* 18.014 x 10*

dependéncia quadrética para tempos curtos [ver Eq. (2.71)], mas apresenta uma de-
pendéncia linear para tempos longos [ver Eq. (2.72)]. Assim a razao entre o ndmero

de particulas criadas no primeiro modo para ND (NYPY e DD (NPPY [14] ¢ dado

prim prim

NDD ND

I N /= (2Lo/L{))?, enquanto que para tempos longos

para tempos curtos por

i J Ny, & (2Lo/ Ly). A razao entre a energia total relacionada & criacao de particulas
para ND (Exp) e DD (Epp) [14] é dado, para um tempo qualquer, por Exp/Epp =
2Losinh? (met/Ly) / [Ljsinh? (met /2Lg)]. Sendo que para tempos curtos temos Exp/Epp ~
(2Lo/Ljy)3.

Para uma situacao particular onde Lo = L{,/2. Eq.(2.91) e a correspondente férmula
para o caso DD [14] mostra que a mesma quantidade de energia mecénica é dissipada
pelo movimento da fronteira em ambos os caso ND e DD. O ntimero total de particulas
criada e os modos exitados sao os mesmos. Como uma consequéncia da escolha especial
Ly = Lj/2, ambas as cavidades exibem o mesmo efeito Casimir dinamico (contrariamente,
o efeito Casimir estatico é bem diferente: a forca é atrativa para o caso DD, com valor
7/96L3, enquanto que a forca é repulsiva em ND, com valor m/48L2%). Neste sentido,

o problema da cavidade ND de comprimento Lg oscilando com duas vezes a frequéncia

fundamental do primeiro modo, pode ser mapeado no problema de uma cavidade DD de
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comprimento 2L, oscilando com a mesma frequéncia. Considerando este mapeamento,
sugerimos que o espectrum de particulas criadas na cavidade ND é o mesmo obtido no
correspondente caso DD [41] que ndo é uma planckiana devido ao efeito de compressao
(squeezing effect).

Finalmente, a Fig. 2.4 e a tabela 2.2 exibem alguns resultados numéricos. Na tabela
2.2 o subescrito (prim) significa o primeiro modo da correspondente cavidade e (oscil)
significa oscilacao da fronteira, e os resultados sao considerados para T' = 1s.

Nés pontuamos que, para os valores particulares de Ly, L e tempo (tempo longo)
considerados na tabela 2.2, as razoes entre os resultados encontrados na terceira e segunda
colunas para cada uma das linhas trés e quatro, nao sao exatamente os mesmos, mas
aproximadamente iguais a dois, enquanto que para as linhas cinco e seis as razoes também

sao diferentes, mas aproximadamente iguais a quatro.
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Apeéendice A

Consisténcia entre as EDQO’s e as

transformacoes de Bogoliubov

Consideremos o campo ¢,, em (1.5) escrito na forma:

n=0
onde
Wn 2 {( +1) m:} (—iwnt) (A.2)
=————cos|[n+ =) —|exp(—iw, .
" n+1/2 2) Lo 7P

sao funcoes que constituem um conjunto completo de bases ortogonais no intervalo de

(0, Lp). O produto escalar é definido por:

() = —i /0 " de (X} — ") - (A3)

As funcdes 1" estao relacionadas com 1°* por

() = [ammtbin (8, 2) + B i ()] - (A4)
m=0

Usando-se as condicoes de ortogonalidade, pode-se mostrar que:

> { e mk = BB} = O (A5)
k=0
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Usando as relacoes de comutacgao entre os operadores de criagao e aniquilagao, obtem-se:

Z ( Oé”] Bnmﬁnj) = (Smja (A6)
n=0
m=0

onde os coeficientes o e 3 sao definidos em (1.17).
O objetivo desta segao é mostrar que ha consisténcia entre as equagoes (1.43)-(1.46) e
a condigao de unitariedade (A.5) para as transformagoes de Bogoliubov. A demonstragao

se inicia fazendo n = m na condic¢@o de unitariedade (A.5):

D {low® ~ Bul?} = 1. (A.8)

A seguir os coeficientes definidos em (1.17) sao substituidos em (A.8):

i (2k + 1) { [55;“}2 - [n,(j)r} —@2n+1) . (A.9)

Por fim, a derivada desta tltima expressao em relacao a 7 resulta em:

Z (2k +1) {fk;n)fk - 771(c )Uk; } =0. (A.10)

k=0

A seguir a equagao (A.10) é reobtida através da manipulagao das equagoes (1.43)-(1.46), o
que serve como uma verificagao de consisténcia das mesmas. Multiplica-se o lado equerdo

das equagoes (1.45) e (1.46) por (25 + 1) fgn) (7). Em seguida os termos s@o somados:

N d .(n) () e () Lt
; 2+ 1) &7 (1) & () =& +Z (27 + D€ (1) &7 (1), (A11)
Substitui-se as expressoes a direita em (1.45) e (1.46) no lado direito da equagao (A.11):
S5+ DEMEY = e 437 (25 + 1) (25 — 1) e,
7=0 7j=1

—Z<2j+1 ) (25 +3) el

= 5“‘) . (A.12)
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Fazendo o procedimento analago para as funcoes 7, chega-se em:
> @25+ 1) =~ ng. (A13)
7=0

A expressao resultante da diferenca entre (A.12) e (A.13) é igual a (A.10), como querfamos

mostrar.
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Apeéendice B

Obtencao da EDP para a funcao
geradora K (n)

Com foco nas eqgs. (1.51) e (1.52), o procedimento adotado é andlogo ao descrito em

(1.54)-(1.64). Para a eq. (1.51), tem-se:

% [Vé") (1) z] = Vén) (1) z — 3V§") (1) 2. (B.1)

O segundo termo ¢é multiplicado e dividido por z e reescrito na forma:

% [Vé”) (1) z] = V((]n) (1) z — guﬁ") (1) 2°. (B.2)

A equagao (1.52), para k = 1 é multiplicada por z* e reescrita como:

d n n 5 n
— [ ()] = ()2 = 2 () (B.3)

O procedimento é estendido a todas as equagoes (1.52), para k > 1, resultando em:

d 2k
= [u;’“ (7) Z%H} = (2k — 1) v, (1) 221 — ﬂy;ﬁal (1) 2242, (B.4)
T ¥4

A adigao das equacoes (B.2), (B.3) e (B.4), resulta em:

i [Z () ] = =S m2 ( 02 - D ) +

k=0

n 7 n
+ <3ug (1) — ;yg ) (1) 36) +
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+ (51/%") (1) 2" — gl/in) (1) z8) + ..

n (2k+3) (n
+(2k = 1) () 2 = = (1) 24 (BE)
Agrupando cada um dos termos de v em (B.5), temos

d [ee)
r [Z v (1) ] = ) () 2+ v

k=0

(1) 2% + 30" (1) 22 (Zs _ 1) N
) (7) 2 (23_ 1) ‘.

1
+(2k —1) ng_)l (1) 222 <z3 - —) + ...

Adicionando e subtraindo o seguinte termo Vén) (1) /2, a equagao anterior fica escrita da
seguinte forma:

(B.6)

ddT [2 v (1) Z%H] = (1) G + Z) + 0 (7) (z3 B 1) N

1 1
+30{" (1) 22 (23 - —) + 505" (1) 2* (z3 — —) -
z
_ (n) 2%k—-2 ( 3 1
+ @2k -1,/ (1) 2 2 + ...

Os termos (2% — 1/2) sdo agrupados em (B.7):

% Li; v (7) z%“] = " (1) G + z) + (z3 - é) { § () + 3 (1) 2% +

58 (1) 2t 4 (2 — 1) ™, (T)z%*u...}. (B.8)

O somatério em (B.8) é reescrito na seguinte forma compacta

d [f;w ) ] g (L) s (=) 2 [f;v,‘:) 7 ] (5.9

Com a definicao da funcao

N® (7, 2) E M (1) (D), (B.10)
é obtida a EDP:
0 1 1\ 0
N®™ e - 32 ) 2N B.11
LN () = () (S ) 4 (2 1) SN B



A fungao N (7, 2) é a funcdo geradora das funcoes I/](Cn)<7'). As férmulas (1.53) e

conduzem a seguinte condicao inicial associada a EDP (B.11):
N®(0, 2) = 220+,
Usando (1.66), e a definigao
NO(t, 2) = iK™(t, \),

sendo

i k: (n )\2k+1

0

k=
a EDP (B.11) e a condigao inicial (B.12) sdo mapeadas em:

0 1 1 0
— K™ (7, ) _ = Z )3 ™) (7,
K (1,\) = vy ()()\ )\)+<)\ )\> )\K (T, A),

K™(0,) = (=1)"(N)**.
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Apeéendice C

Forma fechada para a solucao da

EDP relacionada com W ("

A solucao da EDP (1.69) ¢ [14]:

(n) A2 —1)e 4
/ 0_(a) da+ F —( )2
_ eBa—87)4 9 8a—8r ,\2+68 —87_1_9)2_)\* 1+ A
1+>\2)

Fazendo 7 = 0 em (C.1) e usando a condigao (1.70) chegamos a:

2n+1 )\2 —1
-y dat+F ("4
\/ eBaxi_gc8a ,\2+68 SEISY 1+ A

1+/\2

[solamos a fungao F' na equacao acima e obtemos:

= (A2 — 1) = (—1)HD (A2 2/0 Mgn) (a) da.

1+ M2

Substituimos
(NP=1)/(1+X)=s

e obtemos a forma da funcao F":

F(s) = (=1)"+Y (ﬂ) A 2/0 Md

1—s

o6

) . (C.1)

(C.3)

(C.5)



A seguir é feita a substituicdo de s pelo argumento da funcao F' que aparece na equagao

(C.1):

9 4 9 4y 9 n+1/2
F((A —1)e4> _ e (_()\ —1)e! +1+>\> .

1+ A\ (N =1)etr—1- N\

us” (a

[ )
2/ \/1 s s 1)

(1)

da . (C.6)

Substituindo (C.6) em (C.1), a seguinte expressao é obtida:

T (n) 0 (n)
W (1,2) = 2/ to_ (@) da—2/ Ho_ (@) da +
A2

1 — eBa—87 (1- 2 1 — eBa—87 (1_*2)2
(1+A2) (1+)\2)

et
=) <_ (M —1)ed —1- )\2> ' 0

As duas primeiras integrais sao agrupadas, resultando na seguinte forma fechada para

solucao da EDP (1.69):

W (r, ) = 2 / t_(a) da +
: (13’
__ »8a—8T
\/1 ey

W (=1 et 414N e
—(=1) <_ (N —1) et —1- )\2> ' (C8)
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Apeéendice D

Teste de consisténcia para as

solucoes obtidas para wn e k)

De acordo com (1.68) e (1.74), a solucao (1.79) deve satisfazer, por exemplo, a seguinte
condicao de contorno:
0
T wm = 1M (). D.1
SO =) (D.1)
Verificamos a seguir se (1.79) satisfaz (D.1). A derivada da equagao (1.79) é (vide

Apéndice E):

aW(” T, \) / YV (x, A (7'—:17) dz + GY (1, ), (D.2)

onde definimos as fungoes:

8\e =87 (1—\%)

w
T, A\) = , D.3
f ( ) ) e (1— )\2) 3/2 (1 +A2)3 ( )
—C T
2 —4T7 2 (Tl+1/2)
4(2n + 1) Ae VT (—1)" (%‘_—“j@)
GW(T,)\):— 14+X 2 e17(1-2%) (D.4)

(1+2%)2 —e=87(1 — \?)2
Para satisfazer a condicao (D.1) devemos tomar o limite de A tendendo a zero pela es-
querda na equagao (D.2)

0

e

= lim / YV, Ny (1 — x)da. (D.5)



A funcao G (7, ) é nula em \ = 0, enquanto que a funcao f"(z, \) possui as seguintes

propriedades:
Ah]%q_ Y(x#£0,)) = 0, (D.6)
Jim. Y (=0} = oo (D.7)

Calculamos a integral da funcao f"(x, \) como segue:

/ (2, Ndx = D()). (D.8)
0
Seja D (A) a funcao definida pela integral da funcao f" (z, \):
oo |\ —8x 1 — )\2
D(A) = _/ - 3/2 ( 2)3dx
T (U T € )
(1+2%)°

sugere-se a seguinte mudanca de variavel:

—4:0(1_)\2)
u = e ,
1+ )2

1— N
du = —46_496( 2) dz.

14+ A

e a integral torna-se:
2\ (1-22)/(14X%) d
PO =2 [ _ (D.9)
(1=x%) Jo (1—u?)™?
Facamos outra mudanca de varidavel na integracao, desta vez para a variavel u, como
segue:
T
vdv = —udu

reescrevendo a integral em (D.9), como:

2N/ (14X%) 7,
DO = 2\ /1 dv

(1=2%

agora resolvida para a condicao A < 0



ou seja,

> 1+ ))?
Wiz, \de = (—. D.10
[ e = (.10
tomando o limite de A — 0~ temos:
lim / Yz, N)dz = 1. (D.11)
A—0— 0

Consequentemente a funcao f (z,\) no limite em que A tende a zero pela esquerda, de
acordo com as propriedades (D.6) e (D.7), comporta-se como uma fungao delta, logo:

lim f% (z,)\) = §(z). (D.12)

A—0—

Levando a constatacdo de (D.1). Analisando igualmente para a funcio K™ chegamos a

seguinte conclusdo: A derivada da funcdo K™ pode ser escrita da mesma maneira que
em (D.2):

SO, 3) = / @ (7 = 2) da + GE (7, ), (D.13)
0
na qual as fungoes f& e G sao definidas do seguinte modo (vide Apéndice (E)):
8e 42 1
Kz, \)=— , D.14
f ( ) (1 e (1_>\2)2 3/2 (1 + A2)2 ( )
€ e
_4r n 1_,'_)\2_6747—(1_)\2) (Tl+1/2)
GK(T )\) _ _4 (ZTL + 1) )\e 4 (—1) <1+)\2+6_4T(1*)\2)) (D 15)
’ (14 A%)2 — e 87(1 — \?)2 '
Respeitando a seguinte condigao de contorno:
9 gt (7, ) =u{"(7). (D.16)
oA \—0-
A funcao f¥ possue as seguintes propriedades:
Jim. Sz #0,)) = 0, (D.17)
/\lirgl_ A r=0)) = oo, (D.18)
,\hjgl— i Sz, Ndr = 1. (D.19)

Logo a funcio f& comporta-se como uma funcao delta, levando a constatacao de (D.16)
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Apeéendice E
Derivadas das solucoes wn) e K1)

Derivando em relagao a z a equagao (1.79) temos:

—1/2
T 1222\
ﬁw(n) (7.7 /\) _ / ,u(()n) (7_ . CL’) 22 <1 . 6—835( ) > dz +
0

o)) o)) (1+22)
~ ~ “f(zN)
_Qi(_l)n (_ (/\2 . 1) PR A2>n+1/2 (E 1)
d\ (A =1)et —1-N ' ‘
h ~ “G(T,A)

A seguir as funcoes f (z,\) e G (7, ) serdo tratadas separadamente. A fungao f (z, ) é

dada por:

2\ —1/2
0 (s Y)
f@J>—'%ﬁ<l‘ega:§?>

PR CED S R P
- (i) ?A< ) e

g A

onde:

g9 (M) e (LY (E.3)

AL (1 x)"
Substituindo o termo (E.3) em (E.2) a funcao f (x,\) torna-se:

_ 8% 2\ 2 -3/2 9
F(@,A) = —8xe® (1 - %1) (=X (E.4)
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Passamos a fungao G (7, ), a qual é dada por :

2 6_4T 9 n—1/2
G (7, A) = (n+1/2) (~1)" <_ 82 - 3 - - 1 - ;) «B,  (ES5)

onde

B

M —1) e +1+ )\ —4r
B (_( ) e 41+ >: 8\e (E6)

) ()\2—1)6_47—1—)\2 [_)\2_1+6—4T<)\2_1)}2'

Substituindo o termo (E.6) em (E.5) a fungao G(7, \) torna-se:

2 _ ) 47 2\ "1/2 o4
COrA) = (e 1/2) (1" (_ 82 e +1+A ) = 8\

e 1o e (]
(E.7)
Substituindo (E.4) e (E.7) em (E.1), temos:
o) T 8he~ 4 (1—)\?)
W™ (r\) = —/ (7 — 2 dx +
ox'" ) , (1 ety PO+ A
€ e
2_ 47 (]_)\2 (n+1/2)
_4 (2n + ].) )\6747—(—1)” <1‘—::i2+57—478_§2;> (E 8)
(1422 — e=87(1 — \?)2 ' '
Um procedimento andlago para a funcio K™, resulta em:
0 T S\eH dx
KW (7,)) = —/ W (r— +
O\ ( ) 0 0 ( ) <1 - (1_)\2)2>3/2 (1 + )\2)2
(1+2?)2
_4r n 1_,'_)\2_6747—(1_)\2) (n+1/2)
_4(2n+ 1) )\6 (—]_) (m) . (E9>

(1422 — e=87(1 — \?)2
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Apeéendice F

Demonstracao de que todos os

modos do campo sao relevantes

Neste apéndice demonstra-se quais os modos sao necessarios para calcular a taxa com
que o nimero de fétons sao criados. Conhecendo as equagoes ordindrias (1.43)-(1.46) e a
soma (A.13) a taxa com que os fétons sao criados na cavidade é:

4N (=2 > G (Y (7). (F.1)

Pode-se calcular a taxa conhecendo o resultado da soma em (F.1) desde que n € N.
O procedimento a seguir consiste em expandir em série de Taylor as fungoes n e & no
parametro 7 e relaciona-las com as condigoes iniciais atraves das equacoes paramétricas

(1.43)-(1.46). Expandindo a funcao n{" (7):

(n) 2 52,.(n)
(7) (. o () N T dng
no (1) =ny’ (0)+ 7 o . 5T a2 . +.... (F.2)

Usando a equagao (1.43) no ponto 7 = 0 e as condigoes iniciais do problema em (1.26):

2

0 =1 [ 0+ 3l 0] - 7 | 6 0

d (n
o1 | 7260 +3 0" (0)

dr

e

7=0
Mais uma vez fazendo uso das equagdes paramétricas (1.45) e (1.44) para j =1 em 7 = 0,

temos:
72
21

(n)

n () & —7dn0 — o7 206" (0) = 3¢ (0) = 150" (0)] + .. (F.4)
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Por fim fazendo uso das condicoes iniciais para as funcoes n's e s chegamos a uma
expressao para a expansao da funcao 7]( ")

2

15" (7) = 800 + 35600+ O (7). (F.5)

Observa-se de (F.5) que a fun¢ao depende de 7 se n for zero ou 1, entretanto se exten-
dermos a ordem da expansao, digamos que 73, podemos verificar que os outros modos do
campo também estao relacionados:

2 3

n((]n) (1) = —T0pn0 + 3%5%1 + % (—=310,0 + 30,2) + O (7‘4) . (F.6)

Podemos expandir em 7 a fungao f(()n):

(n) 2 72¢(n)
(1) () o £ dgo T &
o (1)=& (0)+7 Ir 5 g2 +.... (F.7)
7=0 T7=0
Usando a condigao inicial (1.26) e a equagao (1.45), temos:
. . . 72 dﬂ(n) dg(”)
& (7) & duo +7 | =1 (0) = 3617(0)| + 57 | - = | |

finalizamos esta expansao usando novamente a condigao inicial e as equagoes (1.43) e
(1.46) para j = 1:
2

& () = 80 = 37601 — o [2600 + 158,2] + O (). (F.9)

Substituindo as expansoes das fungoes ) e £ na expressao da taxa obtem-se:

2
—N = - Z { —370n1 — % (20,0 + 150,,9] + O (73)]
2 7_3
X |:—T(Sn70 + 355%1 + E (—3157170 + 35n72) + O (7‘4):| . (FlO)

Se substituirmos n — 2m, ou seja, n um ndimero par, em (F.10) obtem-se:

2
_ T 3
_N = —2m 0224 4m + |:52m,0 — 5 [2(52171,0 + 1552m,2] -+ O (T ):|
3
X [—Tagm’o + % (—3102m.0 + 302m2) + O (74)} : (F.11)
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ou considerar n um numero impar

d 1 72
N (1) = —2m:123m a3y [0 + 0 ()] 35 0mima + O () |

(F.12)
Podemos observar que a taxa do nimero de fétons expressa em termos dos modos impares
ou pares nao sao nulas, de modo que para o calculo da taxa com que os fétons sao criados

dentro da cavidade sao necessarios todos os modos do campo.
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Apeéendice G

Demonstracao da taxa e numero de

fotons

G.1 Demontracao da férmula (2.70)

Nesta secao apresentamos a demonstragao da taxa do nimero de fétons no primeiro modo
da cavidade como funcao do tempo é dada pela seguinte relacao:

0 or 0

a_T O(T) = 8_TE 0(7)7 (G-l)
ou seja 5
Ro(T) = 57:Ro (7). (G.2)
onde
Ro () = 260 (1) g (r) = S W) = F K7 (R) @3)

2 K2
Podemos obter o nimero total de fétons no primeiro modo da cavidade por integracao

direta da equagao (G.2) sabendo que Ny (0) =0 e (G.3)

/0 dT%f\/’o (T) = /OT dTRo (T)
8 [T EZ(R)—~2K2(I€).

-/VEJ (T) = F . dr 2
Fazendo a mudancga de variavel
kdk
dr = G4
T 4/%2 ) ( )



temos:
2 [" -
N (T) = p/0 UL (k) — R2K () (G.5)
Na expressdo (G.5) somamos e substraimos #°E (k) K (k)

No(T) = % OH%{EQ(/{)—/%QE(K)K(/@)—H%?E(R)K(/@)—/%QKQ(K)}
e ndm{[E(ﬁ)—N2K(n)}E(H)+K(&) [E(n)—K(n)]}

T2 0 ~2

RK R

_ 2 Hdm{%EJrKd—E}:%/Ondmi(K(m)E(n)), (C.6)

2 Jo drk dk drk

de modo que
No(T) = = (E(r) K (k) = E(0)K(0)). (G.7)

Usando as definigoes integrais das fungoes elipticas, £ (0) = K (0) = 7/2, a equagao (G.7)
torna-se:
2 1
M (T)==FE (k) K (k) — 5 (G.8)

T2

G.2 Demontracao das férmulas (2.77) e (2.80)

A taxa com que os fétons sao criados é obtida integrando a expressao:

LN = S {BEw-RK WP +REW-KWP). (©9)

dr? w2k

Usando (G.4)

diTN(T) = %/ﬂ % { (B (r) — BK (r)]” + &2 [E (r) — K(Fc)]g}
(k)

4 [ A
= — [ dk

7T2 0 /%2 KZ3

(G.10)

Antes de fazermos a integracao faz-se necessario efetuar uma certa algebra no integrando
A(r) = [E(r) — K (0)]* + B2 [E (r) — K (k)] (G.11)

somando e subtraindo #* [E (k) — &°K (k)] [E (k) — K (k)] da expressao (G.11)

A(k) = [E (k) — K (/4;)]2 —R? [E (k) — F°K (H)} [E (k) — K (k)]
+i [E (k) — B°K (r)] [E (k) = K (8)] + 7 [E (k) — K (8)]?,
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A(k) = K*E (k) [E (k) — F°K (Ii)} + R*[E (k) — K (k)] [QE (k) — (1 + /%2) K (Iﬁ)} .
(G.12)

3

Dividindo a expressdo (G.12) por A%k e organizando os termos:

A9 B0 1 ) r o)+ B2 0 ) e ()4 ()]

(G.13)

A seguir mostra-se que (G.13) é a derivada em relacao a x da seguinte fungao:
F (k) = % [E (k) — &K (k)] [K (k) — E (k)] . (G.14)

A derivada de (G.14)

F (k) = di/l (% [E (k) — R*K (/s)} K (k) — E(/@)]) , (G.15)
P = 1K) = B (FE ) 4 FEZ TR (9 - B o)
K (W) EW)] T (x) + 2O FR R g (C.16)

O termo J (k) usando as definigoes (2.56):

J(I{) _ % (Em(z"{) - K/{(QKJ) + K(I{))
1 d 1 d 2 2 d
— ?%E(H) -5 K (k) — =B (k) + K (k) + oK (%)
= 2w - ) - 2
Dessa forma podemos reescrever a equagao (G.16) como:
P = 22 (B0 - K ()] + 1 () = B ]| S 1 (0 - B (0] - 2.
(G.17)

Como (G.17) é igual ao lado direito de (G.13) podemos substituir (G.13) por (G.15)

122(:3) = d% ([K (k) — E (k)] £ _/{; Kw}) : (G.18)
Substituindo (G.18) em (G.10)
C%N(T) = % Oﬁdm% ([K(;—s) — E (k)] [E (k) _ﬁ; KW]) (G.19)



4 [E (k) — F°K (/-i)} 4 [E (k) — B°K (/@)} ‘

d;‘lTN (1) = = |K (k) — E (k)] —lim — [K (k) — E (k)]

K2 Kk—0 772 K2

(G.20)
O limite no tltimo termo da expressao (G.20) é nulo, levando a expressao final para a

taxa com que os fétons sao produzidos dentro da cavidade Neumann-Dirichlet:

4

d ~2
%/\/’ (1) = — (K (k) — E (k)] [E (k) — B*K (k)] . (G.21)
Vamos calcular o nimero de fétons total dentro da cavidade integrando a expressao (G.21)
1 [" [E (k) — R*K (k)]
N(r) = - dk [K (k) — E (k)] — . (G.22)
™ Jo R°K

A seguir mostra-se que o integrando de (G.22) pode ser obtido pela seguinte derivada

G(k) = %{(1—%/@2>K2(/§)—E(/@)K(/{)}
d 1 2 2 K —i K K
- ()Wl S (@.23)
Gy =& (25 () K WRE ) _ QKZ(“> ~ K (k) C%E(m) — E (k) C%K(m). (G.24)

Apo6s alguma algebra obtem-se:

G (k) = [K (k) - E(r)] [ 2 : (G.25)

Podemos substituir este tltimo resultado em (G.22)

1[5 d 1L\

./\/’(T):p/o d/ﬁ%{(l—?i)K (R)—E(H)K(H)}, (G.26)
sabendo que E (0) = K (0) = 7/2 chega-se ao nimero de f6tons produzidos dentro da
cavidade:

1 1
N(m)=—= (1 - 552) K?*(k) — E (k) K (k). (G.27)
T
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