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Resumo

Densidade de energia e forca de radiacao sobre fronteiras
em movimento num espaco-tempo bidimensional

Andreson Luis Carvalho Rego

Orientador: Prof. Dr. Danilo Teixeira Alves

Resumo da Dissertacao de mestrado apresentada ao Programa de Pés-Graduacao em Fisica da
Universidade Federal do Pard (PPGF-UFPa) como parte dos requisitos necessdrios para obtengao do

titulo de Mestre em Ciéncias (Fisica).

No presente trabalho, nés investigamos a densidade de energia e a forga de reacao
a radiacao quantica sobre uma fronteira em movimento que impoem ao campo escalar,
sem massa, condigoes de contorno de Dirichlet ou Neumann. Apesar de assumirmos um
particular movimento para fronteira, introduzido por Walker e Davies muitos anos atréas
(J. Phys. A, 15 L477, 1982), consideramos novas possibilidades para o estado inicial
do campo, entre as quais, estados térmicos e coerentes. Nos investigamos, também, o
problema de uma cavidade com uma das fronteiras no particular movimento proposto por
Walker e Davies, levando em conta o estado de vacuo, térmico e coerente como estados
iniciais do campo. Finalmente, investigamos o caso de uma fronteira nao estatica que

impoem condigoes de contorno de Robin ao campo.
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2009
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Abstract

Energy density and radiation forces on

moving boundaries in a two dimensional spacetime

Andreson Luis Carvalho Rego

Orientador: Prof. Dr. Danilo Teixeira Alves

Abstract da Dissertagdo de mestrado apresentada ao Programa de Pés-Graduacgdo em Fisica da
Universidade Federal do Pard (PPGF-UFPa) como parte dos requisitos necessirios para obtengao do

titulo de Mestre em Ciéncias (Fisica).

In the present work, we investigate the energy density and the quantum radia-
tion reaction force on one moving boundary which imposes on a massless scalar field a
Dirichlet or a Neumann boundary condition. Though we assume a particular motion for
the boundary, introduced by Walker and Davies many years ago (J. Phys. A, 15 L1477,
1982), we consider new possibilities for the initial field state, namely, thermal state and
coherent state. We also investigate the problem of a cavity with one of the boundaries in
the particular motion proposed by Walker and Davies, taking into account the vacuum,
thermal and coherent initial field states. Finnaly we investigate the case of a non-static

boundary which imposes the Robin boundary condition to the field.
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2009
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Introducao

H4a 30 anos atras, muitos autores iniciaram investigacao sobre o problema de radiagao de
fronteiras méveis (Refs. [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]). No contexto de uma campo escalar, real, em 1+1
dimensdes, submetido a condigoes de Dirichlet na posicao x = z(t), Fulling e Davies [3] obtiveram
uma férmula exata para a parte fisica e finita do valor esperado do tensor energia-momentum,
assumindo o vacuo como estado inicial.

Muitos trajetérias foram abordadas na literatura, incluindo aquelas investigadas por Fulling
e Davies [3], assumindo que a aceleragao da fronteira iniciava ou cessava abruptamente, gerando
uma densidade de energia infinita, ou em outras palavras, um pulso de delta na energia emi-
tida por conta deste ponto de descontinuidade. Desejando estudar um modelo exato sem tais
descontinuidades, Walker e Davies [8] propuseram uma lei de movimento na qual o espelho,
ou fronteira, acelera ao longo de uma trajetéria suave e assintéticamente estatica. Entao, eles
obtiveram uma solucao exata para o probema da radiagao emitida por fronteiras moveis.

O movimento assintéticamente estético proposto por Walker e Davies [8] traz a vantagem
de evitar certas patologias relacionadas a radiacao emitida por espelhos em movimento com
aceleragao abrupta.

Moore, no contexto de um campo escalar real, ndo massivo dentro de uma cavidade (regiao
do espago-tempo em estudo limitada por duas fronteiras) nao estitica, obteve uma expressao
exata para o valor esperado do tensor energia-momentum dado em termos de uma equagao
funcional, usualmente chamada de equacado de Moore [1]. Para esta equagdo nao existe uma
técnica geral de solugao analitica, mas solugoes analitico-exatas para particulares movimentos
da fronteira [3, 9, 10], e também soluc¢oes analitico-aproximadas [11, 12]. O efeito Casimir
dinamico tem sido investigado em cavidades nao estdticas quando o estado inicial do campo
é um banho térmico (Refs. [11, 13, 14, 15, 16]); Estados coerentes (Refs. [15, 17, 18, 19]) e

também estados comprimidos tem sido considerados (Ref.[15]).
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Introducao 13

No contexto do efeito Casimir dinamico, o problema de fronteiras oscilando com pequenas
amplitudes é comumente relacionado ao problema de criacao de fétons em laboratério e é usual-
mente investigado via solugbes analitico-aproximadas da equacao de Moore [11, 12] e também
via outros métodos perturbativos [20].

Por outro lado, a investigacao de movimentos nao oscilantes, de larga amplitudes, sao fre-
quentemente motivados pelo problema de criacao de particulas em modelos cosmolégicos, bem
como, pelo problema da radiacao emitida por colapso de buracos negros [3, 21, 22]. A densidade
de energia associada tem sido estudada para particulares leis de movimento nas quais a equagao
de Moore pode ser resolvida exatamente [3, 22].

Para trajetérias nao oscilantes genéricas, uma abordagem baseada em um método numérico
para resolver exatamente a equacao de Moore para uma lei geral de movimento, proposta por
Cole e Schieve [23] tem sido bastante util.

Este método devolve resultados em boa concordancia com aqueles obtidos via abordagem
perturbativa [23, 24] e ainda pode dar resultados para modelos que nao possuem solugao via
técnica perturbativa, como é o caso de problemas com cavidades em expansao.

Ainda no cendrio do efeito Casimir dinamico, merece relevante destaque os problemas de-
votados ao estudo das chamadas forgas dindmicas de Casimir, nos quais as condigoes de contorno
exercem grande influéncia. Na literatura, estes problemas tem sido investigados em sua grande
maioria via método perturbativo (ver Ref. [17], em que os autores investigam este problema sob
condi¢oes de Neumann).

Contudo, Mintz, Farina, Maia Neto e Rodrigues foram os primeiros a investigar o efeito
Casimir dinamico sob condicoes de Robin (Refs. [25, 26, 27]). As forcas dinamicas de Casimir
foram tratadas via abordagem perturbativa e o nimero de fétons criados foi cdlculado para
pequenos deslocamentos e velocidades nao relativisticas da fronteira.

Destaca-se o fato das condicoes de Robin trazerem a vantagem de mesclar continuamente as
condigoes de Dirichlet e Neumann. Tais condigoes tem se mostrado de extrema importancia para
modelos fenomenoldgicos que descrevem superficies penetraveis. Para alguns casos particulares,
as condigbes de contorno podem simular o modelo de plasma em metais reais (Ref. [25, 26, 27]).

Mediante escolha apropriada do parametro que faz a conexao entre as condi¢oes de Neumann
e Dirichlet, as condigbes de Robin podem ser responséaveis pelo surgimento de forgas de natureza
restauradora na regiao entre duas duas placas paralelas. Resultado andlogo pode ser encontrado

para modelos que levam em consieragao movimentos nao relativisticos para uma tnica placa,

13



Introducao 14

sob os quais os efeitos dissipativos do estado inicial de vdcuo sdo praticamnte eliminados (Ref.
[25], fato este que pode justificar o efeito de supressao das particulas criadas neste modelo (Ref.
126)).

No presente trabalho, investigamos a densidade de energia e a forca de reacdo a radiagao
quantica sobre uma fronteira em movimento que impoe ao campo escalar, sem massa, em um
espaco-tempo bidimensional, condigoes de contorno de Dirichlet ou Neumann. Consideramos
novas possibilidades ao modelo proposto por Walker e Davies ao levarmos em conta estados
térmicos e coerentes como estados iniciais do campo (Ref. [30]).

Ainda com relagao ao modelo de Walker e Davies, aplicamos a técnica baseada na abordagem
de Cole-Schieve (Ref. [23, 34]),para examinarmos a densidade de energia dentro de uma cavidade
unidimensional em expansao com uma lei de movimento na qual nao existe uma sulugao analitica
exata para sua correspondente equacao de de Moore. Além do vacuo, consideramos os estados
térmicos e coerentes como estados iniciais do campo (Ref. [31]).

Finalmente, investigamos o caso de uma fronteira nao estatica que impoe condigoes de con-
torno de Robin ao campo. Utilizando uma abordagem nao perturbativa, tal como a proposta
por DeWitt (Ref. [2]), que dispensa o uso de mapeamento conforme, investigamos a solugao
exata do campo, apresentando algums perspectivas relacionadas a solugao encontrada.

A dissertagao estd organizada da seguinte maneira. No capitulo 1, revisamos a solug¢ao do
campo para as condi¢oes de Dirichlet e Neumann para os casos de uma fronteira e cavidade. No
capitulo 2, aplicamos as férmulas exatas do campo ao modelo de Walker e Davies, revisando os
calculos destes autores para o estado de vacuo e promovendo a extensao destes resultados para
os estados térmicos e coerentes, tanto para o caso de uma fronteira quanto o de uma cavidade.

No capitulo 3, apresentamos a solugao dos modos dinamicos de Robin em dois aspectos. O
primeiro investiga o campo via mapeamento conforme e o segundo dispensa o uso deste tipo de
transformacgao. No capitulo 4, apresentamos como perspectiva associada aos modos dinamicos
de Robin, os calculos para a densidade de energia nestas condigoes. Analisamos, discutimos
e apresentamos o status atual destes resultados. Encerramos a dissertacao apresentando as

consideracoes finais.

14



Capitulo 1

Revisando a solucao do campo sob

condicoes de Dirichlet e Neumann

Este capitulo é devotado a revisao da solugao do campo que satisfaz condi¢oes de contorno de
Dirichlet ou Neumann, para o caso de uma fronteira e cavidade, tomando por base as discussoes

apresentadas nas Refs. [15, 28, 29, 31].

1.1 Uma fronteira

Seja o campo escalar, real, ndo-massivo em um espago-tempo bidimensional e que obedece
a equagao de Klein-Gordon:

(0% - 32) 6 (t,) = 0. (1)

e satisfaz as condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann para um referencial em repouso:
De acordo com o modelo proposto por Moore e em seguida aperfeicoado por Fulling e Davies
[1, 3], os modos do campo podem ser encontrados explorando a invariancia conforme da equagao

de Klein-Gordon, (ver apéndice A):

q@(t, x) = /OOO dw [, + H.c.], (1.2)

15



1.1 Uma fronteira 16

em que

b (@) = (4mw) 72 [yeTr0) oyt ior(e)] (13)

formam um conjunto completo, fechado e ortonormalizado de solugoes com freqiiéncias positivas,
com u e v sendo as linhas nulas do cone de luz do espago-tempo bidimensional (¢, z) e definidas
por:

u=t—x e v=t+uz. (1.4)

Os modos descritos na Eq. (1.3) sdo os mais gerais possiveis [15]. A partir dela podemos
estudar os modos do campo para condigoes de Dirichlet ou Neumann, bem como, estudar o
problema localmente levando em consideracao o lado esquerdo ou direito da fronteira mével.
Para isso basta ajustarmos os valores de 7 e das fungoes 7 (v) e p (u). Note que ao assumirmos
v = 1, obtemos os modos dindmicos de Neumann para os dois lados da fronteira, enquanto
que, para 7y = i, teremos a solucao para a condicao Dirichlet. No apéndice A, apresentamos os

calculos e principais discussoes para o caso de uma fronteira de Dirichlet.

s
N p
s
s I II ,
N /
N /
N s
N /
N s
N /
N /
N ,
N ’
AN
N i
N s
N /
N s
N ’
N s
AN
N //
1AY \ —
I
X

Figura 1.1: Regides de propagacio dos modos do campo & direita e & esquerda do movimento da

fronteira.

Para as regioes I e II mostradas na Fig. 1.1:

16



1.2 Cavidade 17

onde 7, pode ser obtido de

Tu — 2 (Ty) = u; (1.7)
Para as regioes III and IV:
p(u)=u (1.8)
e
21, —v =g ' (u) =7 (v), (1.9)
onde
Ty + 2 (1p) = v. (1.10)

O campo nas regioes I e IV nao é afetado pelo movimento da fronteira [3], de modo que as

funcoes p e r sdo igualmente escolhidas para serem as fungoes identidade nestas regices estaticas.

1.2 Cavidade

Vamos comegar considerando o campo satisfazendo a equagao de Klein-Gordon, ou simples-
mente equagao da onda, e obedecendo a condigoes impostas sobre a fronteira estatica em z = 0,
e também sobre a fronteira em movimento localizada em = = L (t), em que = = L (t) é uma lei
preescrita para o movimento da fronteira em que L(t < 0) = Ly, com Ly sendo o comprimento
da cavidade na situacao estatica. De acordo com a Ref. [29], consideramos quatro tipos de
condigoes de contorno. A condi¢do Dirichlet-Neumann (DN) imp6e a condi¢ao Dirichlet sobre
a placa estatica, enquanto que a derivada espacial do campo tomada no referencial de Lorentz
instantaneamente co-mével a fronteira é nula, condicdo de Neumann, na posicao da fronteira
em movimento. Consideramos, também, as condigoes de contorno de Dirichlet-Dirichlet (DD),
Neumann-Neumann (NN) e Neumann-Dirichlet (ND). Uma solugdo geral para a equagao da
onda pode ser escrita como [29]:

bit,2) = MA+BEO)+ 3 [anthn (t,2) + Hel, (1.11)
n=1-208

em que os modos do campo ¥, (t, z) sao dados por

1 X )
n(t, 7)) = ——— |y AATRW) | yxo—i(ntB)mRu) |
Unlt,) 4(n+ B)m {’y 7 }

17



1.2 Cavidade 18

com (0 = [R(v) + R(u)] /2 (ver Ref. [32]), u =1t —x, v =t + z, e R satisfazendo a equacdo
funcional R[t+L(t)]— R[t—L(t)] = 2, que é a equacdo de Moore. Os operadores A ¢ B obedecem
as relacoes de comutagao [fl, B] =1, [/1, &n} = [B,&n} = 0. A solucdo NN ¢é reobtida para
A=~=1¢e [ =0. Os outros trés casos sao reobitidos se A = 0e: =0 ey =1 para o caso

DD; 8 =1/2 e~y =i para o caso DN; f=1/2 ey =1 para o caso ND.

18



Capitulo 2

Aplicacao ao modelo de Walker e

Davies

Nesta secao aplicaremos as féormulas exatas do campo, obtidas via mapeamento conforme,
ao modelo proposto por Walker e Davies [8]. Estudando o comportamento da forga que atua
sobre a fronteira mdével, revisitaremos o caso de vacuo, no problema da cavidade unidimensional
com uma fronteira moével, estendendo os resultados destes autores para os estados iniciais de

banho térmico e coerente.

2.1 Uma fronteira: vacuo

Iniciamos esta segao fazendo um apanhado geral dos resultados obtidos por Walker e Davies

[8]. Os referidos autores propuseram a seguinte lei de movimento para a fronteira:
1/2
t= —z:l:A(eiZZ/B— 1) , (2.1)

em que A e B s@o constantes, com A > B para que |Z| < 1. Trata-se de um movimento suave
e assintdticamente estatico (ver Fig. 2.1) para t — +oo. A velocidade da fronteira pode ser
relativistica (ver Fig. 2.2) para os parametros A =2e B = 1.

Para pontos sobre a fronteira, temos que a trajetéria é dada por

1/2
Tu=—2(Tu) £ A (6722(7“)/B — 1) / (2.2)

19



2.1 Uma fronteira: vacuo 20

1
-10 -5 0 5 10

0,24
0.4
—-0,6
0.8
~1,0
1.2
~ 1.4

-1,6

Figura 2.1: O movimento suave e assintéticamente estdtico proposto por Walker e Davies, com A=2 e

B=1.

2(t)

0,11

-0,1

Figura 2.2: A velocidade relativistica da fronteira para os parametros A =2e B = 1.

20



2.1 Uma fronteira: vacuo 21

ou simplesmente

1/2
Tu+ 2 () = £A (e_Qz(T")/B — 1) .

Sabendo que p (u) = 2z (7,) + u, teremos:

1/2
p(u) = £ (e201/E 1), (2.3)

Naturalmente, o deslocamento da fronteira (ver Fig. 2.1) em termos de u e p (u) sera:
_ B 2 2
2 (1y) = 5 In (p (u) JA” + 1) , (2.4)
com:
u= Bln (p2 (u) /A2+1) +p(u). (2.5)

Para pontos sobre a fronteira, a definicdo u = 7,— z(7,), nos permite escrever: p(u) =
Tu + 2 (7). Desta forma, a velocidade da fronteira fica definida como:

5 dz (1) _ dz (1y) dp (u)
dr, dp(u) dr,

(2.6)

Usando a Eq. (2.4), teremos:
z:_(mg§3ﬂ>u+@, (2.7)

que resulta em:
B Bp (u)
Bp (u) + 2 (u) + A2

Sendo a Eq. (2.8) o que representa a velocidade da fronteira (ver Fig. 2.2) em termos da funcao

(2.8)

z =

p (u), como prediz o modelo de Walker e Davies.

Para a aceleragao, usamos raciocinio andlogo, obtendo:
4 4
B (p (u)*—A )

(Bo () +p(w? +42)"

Z =

como sendo a expressao para aceleragao da fronteira em termos da fungao p (u).
No apéndice B, mostramos que: p’ (u) =1+ 2'(7,) /[1 — 2’ (7u)]. Entéo, com ajuda da Eq.
(2.8), teremos que a derivada primeira de p (u) no modelo de Walker e Davies serd dada por:

P’ (u) + A?

"(u) = : 2.10
P () 2Bp (u) + p? (u) + A? (2.10)
De maneira equivalente encontramos a segunda e terceira derivadas da fungao p (u):
2B (p* (u) — A*
P’ (u) = ( ) (2.11)

(2Bp (u) + p? (u) + A2)*

21



2.1 Uma fronteira: vacuo 22

4B (p5 (u) — Bp* (u) — 2A%p3 (u) — 3A%p (u) — 3A4B) (p2 (u) — A2)
(2Bp (u) + p? (u) + A2)° '

Por fim, substituindo as derivadas de p (u) na expressao renormalizada da componente do tensor

P (u) = — (2.12)

que define a média no vacuo para a densidade energia:
- (+) 5 L, 4 2.3 27, 2
(T ()~ = (B/6m) | (u) + 5Bp" () = 24%° (u) — 347 By (u) +
3
—3A% (u) — 2A4B] / (2Bp (u) + p? (u) + A%)" (2.13)

que fornece a densidade local de energia para uma unica fronteira em movimento com média no
estado inicial de vdcuo e sob condigoes de Dirichlet [8]. A Fig. 2.3 mostra o comportamento

grafico da densidade de energia.

Figura 2.3: Densidade local de energia & direita do movimento da fronteira.

Contrariamente & Fulling e Davies [3], temos aqui uma expressao para a densidade local de
energia, livre de fungoes delta que surgem por conta da aceleragao abrupta a qual é submetida
a fronteira. Essa é uma das mais relevantes contribuicoes que o modelo de Walker-Davies

proporcionaram ao estudo do problema da radiacao emitida por fronteiras moéveis.
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2.2 Uma fronteira: térmico e coerente

Nesta secao, estendemos os resultados apresentados por Walker e Davies levando em cosideragao
o banho térmico e estados coerentes como estados iniciais do campo. Primeiramente, analisamos
o problema sob o ponto de vista da densidade local de energia a direita da fronteira em movi-
mento e em seguida, examinaremos a forca de radiagao que atua sobre a mesma.

Levando em conta os resultados do apéndice B, temos que a densidade local de energia a
direita da fronteira, tomando somente a contriubuicao da parte do banho térmico é dada por:

<T00 (U)>E;L)) = 7T1T22 {1 + (¢ (U))ﬂ : (2.14)

Usando (2.10), teremos a contribuigao para a densidade local, da parte de banho térmico,

no modelo de Walker e Davies:

O p(u)? + A2 ’
<TOO (U)>(T) = |t <2Bp (u) +p(u)® + A2> ‘ (2.15)

Finalmente, a expressao final para a densidade sendo uma soma entre as partes de vacuo e

do banho sera, neste modelo, representada por:

<T00 (u)>(+) _ , (2B . B ( )2 A2)4 [p(u)5+Bp(u)4—2A2p(u)3+
™ p(u) +plu)” +

—3A%Bp (u)? — 3A% (u) — 2,443} +

p(u)? + A2
2Bp (u) + p (u)* + A2

n T2
12

(2.16)

Analisando a Eq. (2.15), vemos que ela apresenta duas contribuigbes. A primeira parcela
corresponde a métade da densidade inicial do banho: 77%/12. Enquanto que a segunda parcela
carrega a outra métade acoplada com o termo de radiacao que serd responsavel ora pelo efeito
de amplificacao da energia das particulas que existem no banho, ora pela energia das particulas
criadas por conta do movimento da fronteira no banho térmico.

A Fig. 2.4 analisa o comportamento grafico da Eq. (2.16), nos indicando que aparentemente
os efeitos térmicos eliminam os minimos locais que surgem na densidade de energia com média

no estado de vécuo.
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Figura 2.4: Comportamento grafico da média da densidade de energia no estado térmico quando

reduzida a diferenca entre os parametros A e B. Consideramos 7' = 286 x 10 K.

Vamos examinar agora a for¢a de radiagdo que atua sobre a fronteira em movimento quando
um banho térmico a temperatura 1" é considerado como estado inicial do campo. Para este caso,
temos: <&L,dw> = f(w)d (w — ') em que 7A(w) = 1/(e™/T — 1), com a constante de Boltzmann
igual a unidade, tal como definido no apéndice B. Daqui em diante as médias (...) tomadas
sobre um estado inicial do campo, que assumimos aqui, por simplicidade, como sendo o mesmo
para ambos os lados da fronteira. Partindo do valor esperado do operador densidade de energia
T = (Tpo(t,z)), podemos escrever a forca total F () que atua sobre a fronteira mével como

(visto que Ty = 111 neste modelo):
F0) =T [t2(0)7 =T [t 20)", (217)

em que o indice superior “+”indica a forca que atua no lado direita da fronteira, enquanto que

W

indica a forca atuando no lado esquerdo. Assim, podemos escrever a forca total por:
F = Fype + FD), (2.18)
em que F,,. representa a contribuicao do vacuo para a forca total, ver apéndice B. Para a
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2.2 Uma fronteira: térmico e coerente 25

contribuigio térmica, F(T), nés tomamos a férmula exata [15]:

14 22
FO — gy |32 L ( F(T) 2.19
T (1-— 22 Z ( )
em que
(T) _ 2n—+1
FO = _op@n+1)3 (2.20)

(n)
e 0T = 2772 /3 o coeficiente de viscosidade. Da Eq. (2.8) e (2.19), temos:
AT oD Bp (u) (Bp (u) + p (u)* + A%)
(2Bp (u)’ +2Bp (u) A2 + p (u)" + 2p (u)? A2 + A1)?
x (2B2p (w)? + 2Bp (u)® + 2Bp (u) A% + p (u)* + 2p (w)> A + A4)} .

(2.21)

Na Eq. (2.19), truncando a série em n = N (N = 0,1,2,...), obtemos a férmula aproximada

F).

N
FO =3 F). (2.22)
n=0
Para n = 0, obtemos:
PO D) = D= Bl (2.23)
Bp (u) + p (u)” + A2

Esta férmula mostra que a forga é proporcional a velocidade da fronteira (a forga térmica aprox-
imada dependente da velocidade foi obtida por Jaekel e Reynaud [33]). Na Fig. 2.5, mostramos
a forca exata (linha sélida) e a aproximada (linha tracejada). Vemos que para altas velocidades
(ver, também, Fig. 2.2) uma grande discrepancia ocorre para os valores exatos e aproximados.
Mas para t = 10, a velocidade da fronteira encontra-se em torno de 0.1 da velocidade da luz e,
préximo a esta velocidade relativistica, ambas as férmulas, exata e aproximada, estdo em boa
concordancia nesta regiao. E também notével que a forga térmica é a mesma para as condigoes
de Dirichlet ou Neumann [15].

Agora, vamos investigar o estado coerente como estado inicial do campo. O estado estado
coerente de amplitude « é definido como auto-estado do operador de aniquilacao: a, |a) =
ad (w—wp) ), em que o = || exp(if) e wy é a freqiiéncia do modo excitado. Para este caso,

podemos explicitar a forga total na seguinte maneira:
F = Fyge + F®), (2.24)
em que:

F(a) — F(a) F(a)

(ata) * Faay (2.25)
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F = —%wo o 2(1 4 22) /(1 — £2)%, (2.26)

.\ 2
() _ Wo 2 _2i(wot—0) 2iwoz(t) (1 — % —2iwoz(t)
F. = + _
(aa) e {[e <1+z‘ ‘

N 2
<1 + Z) o= 2iwox(t) _ 2iwoz(t)

1-2

} + c.c., (2.27)

W

e o sinal “+” referindo-se & condicao de contorno de Dirichlet e para a de Neumann. Usando

Eq. (2.2) e (2.4) nas Egs. (2.26) e (2.27), obtemos as férmulas especificas:

Fe @) Bp (u) (Bp (u) + p (u)® + A?)
(ata) (2Bp (u)® 4+ 2Bp (u) A2 + p (u)* + 2p (u)? A2 + A)2

x (2B2p (u)* + 2Bp (u)® + 2Bp (u) A2 4+ p (u)* + 2p (u)* A% + A4)} . (2.28)

F(a) _ :I:O-(a)e—Qi(wot—G) (p (u)2 + A2)2 + (2Bp (u) +p (u)2 4 Ag)g » (u)2 4 A2 —iwoB
(aa) 16 (p (U)Q + A2)2 YE
(p (U)2 + A2)2 + (ZBp (u) +p (U)Q + A2)2 D (u)g n A2 iwo B
B (2Bp (u) + p (u)® + A2)2 ( 12 ) + c.c.. (2.29)

()

Em que, ¢(® =4 \a|2 wo/m. Da Eq. (2.28) vemos que a forga F(&Ta> é a mesma para as condigoes
de Dirichlet ou Neumann. Por outro lado, na Eq. (2.29) (e também na Eq. (2.30)), o sinal “+”

W

refere-se a condigao de Dirichlet e para a condicao de Neumann.
Se considerarmos simultaneamente velocidades nao relativisticas e de baixa amplitude (tal

como considerado pela Ref. [17]), a forca F(®) pode ser aproximada como [15]:

4w0

F@) n ple) = af? {2 (t) % [cos (2wot — 20) 2 (t) — sin (2wot — 260) woz ()]} . (2.30)

Usando Eq. (2.2) e (2.4) nas Eqs.(2.30), obtemos:

) gle) Bp (u) cos(2(wot —
RO o et 1 (et =)
;? In (p?/A% + 1) sin(2(wot — .9))} . (2.31)

Na Fig. 2.6, mostramos que a for¢a exata (linha sélida) e a aproximada (linha tracejada)
para o caso coerente sob condicoes de contorno de Dirichlet. Novamente, vemos que para altas
velocidades (ver também Fig. 2.2) uma grande discrepancia ocorre para os valores exato e

aproximado. Mas, aqui, a parte discrepante apresenta a forga coerente aproximada maior que
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2.2 Uma fronteira: térmico e coerente 27

F(t)

Figura 2.5: A forga térmica exata F) (linha sélida) forga térmica aproximada F*) ~ F ((OT)) (linha

tracejada), para T = 1.

a exata em valores absolutos. O comportamento inverso foi observado para o caso térmico.
E razoével verificar que para a condicao de fronteira de Neumann, a forca coerente oscila de
maneira diferente (ver Fig. 2.7).

Na Fig. 2.5 notamos que |F(T)| > |F((£) |. Na Eq. (2.19) podemos ver que F(T) é dada em
termos de uma série de poténcias impares de 2, em que cada termo desta série possui o mesmo

sinal. Isto nos permite escrever:

- T
PO =3 1F). (2.32)
n=0
Da equagao acima, podemos concluir que:
|FD] > D), (2.33)

O resultado na Eq. (2.33) é vélido para qualquer lei de movimento (ndo somente aquela em que
consideramos nesta secao). Neste contexto, a desigualdade na Eq. (2.33) explica o comporta-
mento grafico das curvas na Fig. 2.5. Note que nas Figs. 2.2 e 2.5, a forga F() ¢ sempre oposta
ao movimento da fronteira, o que também pode ser concluido pelo uso da Eq. (2.19).

Na Fig. 2.6 observamos o comportamento inverso: |F(®| < |F(®)|. De fato, a férmula (2.30)
é obtida apds considerarmos pequenos valores para a velocidade e também baixas amplitudes.
A dltima consideragao origina uma dependéncia linear em z(¢) na Eq. (2.30). Ou seja, quando

t — 400, |z| — oo e a amplitude F(@ cresce.
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F(a)(t)

104 /

~104

l —15

Figura 2.6: A forca coerente exata F(®) (linha sélida) e a forca coerente aproximada F(® ~ F(®) (linha

tracejada), para o caso Dirichlet, com o =1, 8 = 7/2 e wp = 10.

2.3 Cavidade: vacuo, térmico e coerente

Vamos iniciar investigando a seguinte trajetéria particular x = L(t), baseada naquela pro-

posta por Walker e Davies [8]:

t=Ly—L+A (e—Q(LO—LVB - 1) i : (2.34)
vélida para t > 0, em que A e B sdo constantes positivas, com A > B (para que |L| < 1).
Para A =2 e B =1 (valores escolhidos, também, na Ref. [8]) a trajetéria é mostrada na Fig.
2.8. Esta trajetéria possui algumas propriedades interessantes: possui uma descontinuidade
na aceleracao da fronteira quando ¢ = 0 (L = 1) (tal como mostrado na Fig. 2.8(b)), mas
é suave e asintOticamente estatica para t — oo (ver Fig. 2.8 (a)). Com esta caracteristica, os
estados “in”e “out” podem ser bem definidos e a média para o nimero de particulas criadas pode
ser obtida. Acrescentamos ainda que a descontinuidade na aceleracao da fronteira se da para
um tnico ponto, em oposicao a outras leis de movimento encontradas na literatura, nas quais a
descontinuidade na aceleragao ocorre em dois pontos: no comego e ao final do intervalo de tempo
em que a fronteira é acelerada. De acordo com Walker e Davies, trajetorias assintoticamente
estaticas trazem a vantagem de evitar certas patologias relacionadas a radiagao emitida por
fronteiras em movimento com aceleragao abrupta [8].

Tomando como exemplo de estado inicial do campo aquele no qual a matriz densidade é
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F(‘f)(t )

Figura 2.7: A forca coerente exata para as condigoes de contorno de Dirichlet (linha sélida) e Neumann

(linha ponto-tracejada), com o =1, 8 = 7/2 e wy = 10.

diagonal na base de Fock, consideremos os estados de vacuo e térmico. Pode ser mostrado que
o valor esperado do operador densidade de energia 7 = <T00(t,$)> pode ser explicitado como:
T = Tvac+7Tnon-vac, em que 7 vyac € a contribuicao para a densidade de energia devido a parte
de vacuo e Tnon-vac € a contribuicao da parte nao-vacuo devido as particulas reais no estado
inicial do campo. Daqui em diante considere as médias (...) tomadas sobre o estado inicial do
campo que sao aniquilados pelo eperador B. Vamos iniciar considerando o vécuo como estado
inicial do campo (7non-vac = 0). A contribui¢ao do vacuo para a densidade de energia dentro

de uma cavidade oscilante pode ser escrita como [1, 3, 29] Tvac = —f(v) — f(u), em que:

|’Y|2 R"” 3 /(R 2 , 1 ) 2
SRR (S S 3(8 - . 2.
I=au\® 2\®) ™7 |3 30 (2:35)
Para a situagao estética, a fungdo R ¢é dada por R(z) = z/Lg e sua primeira derivada é uma
constante R (z) = 1/Lg. A partir desta equacio, obtemos (ver [1, 3, 35] a conhecida forca

estatica de Casimir F (xfz)xc atuando na fronteira da direita:

FOIP — FOIN = _ry2ar), FEODON = FONP = 7/sr2), (2.36)

em que os indices super-escritos DD, NN, DN e ND representam os tipos de condicées de contorno
consideradas em nossos célculos.
Na Fig. 2.9(a) plotamos, para ambos os casos DD e NN tendo o vdcuo como estado inicial do

campo, a evolugao da forga real Fvac = Tvaclt, L(t)] atuando na fronteira mével (linha sélida)
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Figura 2.8: (a) Trajetéria da fronteira mével definida pela Eq. (2.34); (b) Velocidade da fronteira

mével (eixo vertical) como posi¢do da posi¢ao da fronteira.
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Figura 2.9: (a) A forga quantica F vac atuando sobre a fronteira mével (linha sélida) e a forga estdtica
de Casimir atratativa F ({%C (linha pontilhada) para os casos DD ou NN; (b) A forga quantica Fvac
atuando sobre a fronteira mével (linha sélida) para os casos DN ou ND, e a forca estdtica de Casimir
repulsiva F (\;)10 (linha pontilhada). Em ambos os casos o vicuo foi considerado como estado inicial do

campo. As descontinuidades nas derivadas ocorrem para t; =~ 2.67,to &~ 6.78,t3 ~ 12.20,t4 ~ 18.56.
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Figura 2.10: (a) A densidade de energia para os casos DD e NN (linha sélida) e, também, para os
casos DN e ND (linha pontilhada), no ponto = Lg/2, como func¢ao do tempo. A linha tracejada e
a tracejada-pontilhada representam, respectivamente, as densidades estaticas de Casimir para os casos
DD-NN e ND-DN. (b) A densidade de energia para os casos DD ou NN (linha sélida) e também para os
casos DN ou ND (linha pontilhada), como fungao da posi¢ao normalizada 2/L(t) na cavidade, para um

tempo t = 30Ly. Em ambos os casos o vacuo foi considerado como estado inicial do campo.
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para cada posicao L, enquanto que a linha pontilhada o valor da forca de Casimir estatica
—7/[24L(t)?] que poderia agir sobre a fronteira se estivesse parada na posicio z = L. De
maneira analoga, na Fig. 2.9(b) plotamos, para os casos DN e ND, a evolugao temporal da forca
agindo sobre a fronteira mével (linha sélida), enquanto que a linha pontilhada mostra a forga
de Casimir estatica repulsiva 7/[48L(t)?]. Vemos na Fig. 2.9 que, para as condigoes DD e NN,
e também para DN e ND, a forca de radiacao atuando sobre as fronteiras em movimento sao as

mesmas:

DD NN DN ND
fvac :fVaC7 fvac :fvac- (2-37)

A Fig. 2.9 mostra também que a forga dindmica se aproxima da forga estatica de Casimir no
limite assintético ¢ — oc.

Na Fig. 2.9 podemos ver descontinuidades nas derivadas. Estas descontinuidades sempre
ocorrem quando a frente de onda na densidade de energia encontra a fronteira da direita. Para
t = 0 a fronteira da direita comega a se mover, interagindo com o campo no estado de vacuo
e gerando uma onda na densidade de energia, propagando-se para a esquerda na cavidade. A
onda sera refletida pela fronteira estatica da esquerda e se propaga para direita até encontrar a
fronteira da direita no tempo ¢t = t; =~ 2.67. Este valor pode ser obtido resolvendo a equagao
t1 — Lo = L(t1). A partir deste instante, a fronteira da direita ird interagir novamente com esta
onda refletida, que produzira a mencionada descontinuidade. De uma forma geral, a onda na
densidade de energia, apds varias reflexoes, encontrard a fronteira da direita nos instantes t = t;,

em que ¢ = 1,2, ..., que pode ser obtido por resolucao da equagao:
ti —ti—1 — L(t;—1) = L(t;), (2.38)

com tg = 0.

Na Fig. 2.10(a) mostramos a densidade de energia no ponto x = Lg/2, como fungao do
tempo, para os casos DD ou NN (linha sélida), e também para os casos DN ou ND (linha pon-
tilhada). De ¢t = 0 para ¢t = 1/2 observamos um valor constante, correspondente a densidade
de energia de Casimir estatica. Em ¢t = 1/2 a onda na densidade de energia chega ao ponto
x = Lg/2. O salto observado neste ponto esté relacionado ao movimento abrupto iniciado pela
fronteira da direita, no sentido de que existe uma descontinuidade da aceleracao da fronteira
como mostrado na Fig. 2.8(b). Apds reflexao pela fronteira da esquerda, este ponto de descon-
tinuidade se propaga e pode novamente ser observado para t = 1.5, e assim por diante, apds

sucessivas reflexoes. A densidade de energia no ponto x = Ly/2 vai a zero, desde que, para nossa
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.
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Figura 2.11: (a) A forga quantica Fr (linha sélida) e -30x F vac (linha pontilhada) para os casos DD
e NN, como func¢éo do tempo; (b) A for¢a quantica Fr (linha sélida) e 30 X Fyac (linha pontilhada)
para os caos DN e ND, como funcdo do tempo. Em ambos os casos, o banho térmico com temperatura

T =1 foi considerado como estado inicial do campo.

lei de movimento, o comprimento da cavidade va ao infinito e 0 movimento seja assintéticamente
estdtico para t — oco. Na Fig. 2.10(b) mostramos a energia em todos os pontos da cavidade
para t = 30Lg.

Agora, vamos considerar o estado térmico como estado inicial do campo. Neste caso, temos
(@han) = OpTi(n, B) € (andy) = (ahal,) = 0, em 7 (n, B) = [exp(r(n + 8)) — 1] e k = 1/T.
Na Fig. 2.11 comparamos o comportamento da forga Fr = Tnon-vac[t, L(t)] para T = 1 e
FPD o FDN

F vac, obtendo que a diferenca entre é um fator de escala. Vemos, também, que:

FDOD _ gNN £DN _ zND (2.39)

Note que, as descontinuidades das derivadas visualizadas na Fig. 2.11 ocorrem para os mesmos
valores t; dados na Eq. 2.38.

O estado coerente, um exemplo de estado nao-diagonal ({(a,a,’) # 0), pode ser definido como
um auto-estado do operador de aniquilagio: Gy, @) = Adpn, |a), em que o = |ale? e ng esta
relacionado a freqiiéncia do modo excitado [36]. Na Fig. 2.12 visualizamos o comportamento da
forga Fo = Tnon-vaclt, L(t)] para a = 1 e § = 0. Note que, para o estado coerente, a simetria

entre os casos DD e NN, e também para os casos DN e ND, é quebrada, no sentido de que:
FOD # 7NN 7DN o 1D, (2.40)
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Figura 2.12: A forga coerente F,, atuando sobre a fronteira em movimento (vertical axis), como fungao
do tempo, para um estado coerente com |a| =1 and § = 0. (a) O caso DD (linha sélida) e o caso NN

(linha tracejada e pontilhada); (b) O caso DN (linha sélida) e o caso ND (linha tracejada-pontlhada).

Se bem que no caso estético (t < 0), para certos valores de « e 6, a densidade de energia é
dependente do espaco-tempo, e também pode ser difrente se considerarmos os casos NN, DD,
ND ou DN [29]. O inverso ocorre para os estados iniciais vacuo e térmico nos quais a densidade
de energia é uma constante, apresentando o mesmo valor para os casos NN e DD, e também
para os casos ND e DN [29]. Estas diferengas entre os estados coerente (nao-diagonal), térmico e
vacuo (diagonal) na situagao estatica propagam-se ao longo da situagao dinamica (¢ > 0), como

foi visto nas Eqgs. (2.37), (2.39) e (2.40).
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Capitulo 3

Solucao do campo sob condicao de

Robin

Estudamos o comportamento local do campo a direita do movimento de uma fronteira sob
condigoes de contorno de Robin. Primeiramente, investigamos uma tentativa de solugao via
transformagao conforme. Em seguida, apresentamos uma proposta de solucao sem uso deste

tipo de transformacao.

3.1 Tentativa de solucao via transformacao conforme

Como sabemos, explorando a invariancia conforme da equacao de Klein-Gordon, podemos
obter o comportamento dos modos dinamicos do campo que se encontra sob uma dada condi¢ao
de contorno. Além de preservar a métrica e equacao da onda, o mapeamento conforme modifica
as condicoes de contorno, tornado-as mais simples, uma vez que o problema dindmico é mapeado
no problema estatico.

Neste sentido, vamos em busca da solu¢ao dos modos do campo via mapeamento conforme
das coordenadas da fronteira em (¢, z (¢)) para a uma fronteira estatica em (w,0). Vamos tomar
como base os resultados obtidos na Ref. [28].

Seja a condigao de Dirichlet nas coordenadas (w, s):
¢ (t,2(t) =0— & (w,s)|,_, = 0. (3.1)
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As condigoes de Neumann, (Z(t)0; +8z)¢(t,m)]xzz(t) = 0, apds mapeamento conforme,

tornam-se: {[1 i (w) af:;u(“)aas} ® (w, s)

Se levarmos em consideragao somente as condi¢oes de Neumann, teremos ainda 0,® (w, s)|,_-

~0. (3.2)
s=0

Em outras palavras, ao fazermos uso do mapeamento conforme, esparamos que as condigoes
de contorno dinamicas em (¢, x) recaiam sobre condigoes estéticas em (w, s), cuja situagao nos
permite obter os modos do campo de forma mais simples.

As condicoes de Robin, definidas em termos de um observador em repouso no seu laboratoério

de medidas,

) (t>$)|x:q(t) =0314(t)os ¢ (t7x)’x:q(t) +0: ¢ (t7$)‘x:q(t) ) (3.3)

sendo nada mais do que uma combinacao entre as condig¢oes de Dirichlet e Neumann, podem ser

escritas, de acordo com as Egs. (3.1) e (3.2), nas coordenadas (w, s) como:

@ (w,)],_g = (B~ 2 ()] 0" (u) 0, (w,5)}] _,. (3.4)

A equacao acima nos mostra claramente que as condi¢oes de Robin estaticas nao foram
reobtidas, diferentemente aos casos Dirichlet e Neumann. Este fato nos impede de ir mais
adiante na tentativa de encontrar os modos do campo sob condicoes de Robin via mapeamento

conforme.

3.2 Proposta de solucao sem uso da transformacao

conforme

O problema da radiacao emitida por fronteiras méveis pode ser revisto sem fazer uso do
procedimento adotado por Fulling e Davies [3]. Sabemos que, no contexto de um campo escalar,
real, sem massa, em 1 + 1 dimensoes, o campo tem seus modos descritos por ondas que se
propagam para direita e para esquerda. Este resultado é muito natural, uma vez que a equagao
de Klein-Gordon é a prépria equagao da onda, uma equacao diferencial de segunda ordem em

t e x, que pode ser vista como um problema de valor inicial [1]. Tal representacao nos permite
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escrever os modos do campo em termos de funcdes arbitrarias!:

bu (t,x) = F, (u) + Gy, (v), (3.5)

emqueu=t—xev=t+z A fungdo F, (u) representa modos que se propagam para direita,
enquanto Gy, (v) representa modos que se propagam para esquerda.

A presenca de fronteiras neste espaco-tempo impoe condigoes de contorno aos modos do
campo. Quando a fronteira encontra-se estatica, os modos sao bem comportados e podem ser
obtidos por variados métodos, de acordo com as condicao de contorno aplicada. As frentes de
onda que se propagam ao encontro da placa, no sentido de aproximacao e que dela se afastam
apés reflexdo, em nada se alteram por conta da placa estar em repouso.

No caso de uma fronteira em movimento, o cenario é diferente. Neste regime a fronteira
encontra-se estdtica em instantes t definidos no intervalo entre (oo, ]|, em que ty é o instante
em que a fronteira inicia seu movimento com aceleragao nao nula e varidavel. Este intervalo serd
daqui em diante conhecido como situacao estatica (¢ < tp). A partir de tg, a fronteira encontra-se
em movimento com trajetdria nao trivial e que pode ser definido no intervalo temporal [tg, 00)
ou fechado em algum instante intermediario. Este intervalo, daqui em diante serd denominado
situagao dinamica (t > tp).

Na Fig. 1.1, ilustramos as situagoes a pouco descritas, na qual adotamos tg = 0, como sendo
o instante em que a fronteira comega a se movimentar.

A Fig. 1.1 mostra as regioes de propagacao dos modos do campo tanto na situagao estatica
(t < 0), regides I e IV, quanto na situagao dindmica (¢ > 0), regides II e III. Conforme ja
discutimos, os modos em nada se alteram na situacgao estatica e sao facilmente obtidos de acordo
com a condicao de contorno que a fronteira estdtica impde ao campo. Na situacao dinamica,
os modos que se propagam ao encontro da fronteira nao sao influenciados pelo movimento da
fronteira, contudo, apds refletidos, tem sua estrutura modificada e o efeito desta alteracao é
obtido pela imposicao das condigoes de contorno dinamicas sobre a fronteira mével.

Este método foi usado e proposto por DeWitt [2] para obter os modos do campo refletidos
por uma barreira refletora moével. Estes modos devem formar uma base completa, fechada
e ortonormalizada e talvez tenha sido este o apelo usado por diversos autores para o uso de
transformagoes conformes de coordenadas ao longo dos anos nos problemas da radiacao devido

a fronteiras em movimento.

I'No apéndice A, discutimos a técnica proposta por DeWitt, mas, sob o ponto de vista das trans-

formacoes conformes. Nosso objetivo é reproduzir os mesmos resultados de maneira independente
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A elegancia do método de DeWitt [2] reside no fato de que os modos dindmicos refletidos
pela fronteira moével sao conectados aos modos estaticos, bem definidos e que satisfazem todas as
propriedades de completeza e fechamento exigidas aos modos do campo, por meio das condigoes
de contorno sobre a fronteira em movimento e argumentos de causalidade.

A fim de checarmos a consisténcia da técnica até aqui apresentada, reproduziremos os re-
sultados obtidos no capitulo 2, para o comportamento local dos modos do campo na regiao a
direita de uma fronteira mével que impoe ao campo condigoes de Dirichlet ou Neumann. Por
fim, iremos implementar estes resultados para uma tentativa de encontrar os modos dinamicos

do campo sob condicoes de Robin.

3.2.1 Condicoes de Dirichlet

De acordo com a Eq. (1.3), a solugdo dos modos de Dirichlet na situacao estatica (¢ < 0,

vy=1,r(v)=vep(u)=u), édada por:

G (£ 1) = i (dmw) ™2 [em0 — =] (3.6)

Em que identificamos:
Go (v) — G (v) = i (4rw) "2 =", (3.7)
Fy (1) — F® (u) = —i (drw) "2 e, (3.8)

Na situacao dinamica (¢t > 0), os modos que se propagam para esquerda sao conhecidos e os

modos refletidos serao obtidos pelas condicoes de contorno, desta forma:

o (t,2) = i (47w) "2 e 1+ B, (u) . (3.9)

Impondo as condicoes de Dirichlet nesta regiao,

bo (t,2(t)) =0, (3.10)

teremos:

Foo ()] gy = —i () 72 emli=0], (3.11)

A equacdo acima nos mostra que os modos refletidos ficam completamente definidos como

funcao de seu argumento, a saber u =t — z (t). Assim, para um fixo valor de u e para um dado
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valor de z (t), vira:

F, (u)=—i (47‘(‘&))_% e~ wru=z(r)) (3.12)

De acordo com a definicao de u, teremos, na situacao dinamica, que 7, fica determinado mediante
resolugao da seguinte equagao transcedental: v = 7,—z (7). Desta forma, fazendo 7, = u+z (7,)

e definindo:

p(u) =22 (1y) — u, (3.13)

teremos, finalmente:

F, (u)=—i (47rw)_% e~ iwp(u) (3.14)

A Eq. (3.14) representa os modos refletidos por uma fronteira em movimento sob condigoes
de Neumann [3]. Este resultado estd de acordo com a Eq. (1.3), desde que fagamos v = i e

r(v) =wv.

3.2.2 Condicoes de Neumann

Partindo da Eq. (1.3), a solugao estatica dos modos de Neumann, a situacao estatica (t < 0,

vy=1,r(v)=vep(u)=u),édada por:

b (1, 1) = (dmw) "7 [TV 4 e7u] | (3.15)
Em que identificamos:

Go (v) — G (v) = (4mw) "2 e~ (3.16)

F, (1) — F) (u) = (4rw) "2 e, (3.17)

Na situagao dindmica (¢ > 0), os modos que se propagam para esquerda sao conhecidos e os

modos refletidos serao obtidos pelas condicbes de contorno, desta forma:

o (1, 7) = (47w) "2 e £ B (u). (3.18)

Impondo as condigoes de Neumann, definidas em termos de um referencial de laboratério, nesta

regiao,
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teremos:

=— (47rw)_% 14_72(75)z'<,ue_i°’[t+z(t)]. (3.20)

£ () )

u=t—z(t)
A equagao acima nos mostra que a derivada dos modos refletidos do campo fica completa-
mente definida como fungao de seu argumento, u =t — z (¢). Fixando o valor de u e conhecendo

a forma de z (t), reescrevemos a Eq. (3.20) como:

11 + Z/ (TU) . —iw|2z(Ty)—u
Usando a Eq. (3.13), obtemos:
/ 1+ 2 (14)
= - 7 .22
V= (3:22)

que é a derivada primeira da func¢ao p (u). Desta forma, a equagao diferencial definida em (3.14)
fica:

F (u) = —iw (dmw) "2 pl (u) e P, (3.23)

cuja resolucao é facilmente obtida e que resulta em:
F, (u) = (dnw) "2 e~p(v), (3.24)

A Eq. (3.24) representa os modos refletidos por uma fronteira em movimento sob condigoes
de Neumann [15]. Este resultado esta de acordo com a Eq. (1.3), desde que fagamos v = 1,
r(v) =wv.

Como podemos verificar, por argumentos de causalidade e conhecendo a forma estatica dos
modos do campo, todo seu comportamento local e dinamico fica determinado pelas condigoes
de contorno sobre a fronteira. Este resultado serd de fundamental importancia para obtermos a

forma dos modos do campo sob condi¢oes de Robin.

3.2.3 Condicoes de Robin

Tomando por base as discussoes introdutérias deste capitulo, iremos estudar o comporta-
mento local do campo & direita do movimento da fronteira (ver regioes I e II da Fig. 1.1), sem
fazer uso de mapeamento conforme.

Antes de tudo vamos encontrar a forma dos modos do campo sob condigoes de contorno de
Robin,

6 (0) g = B 6(1,) g (3.25)
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por conta da presenca de uma fronteira estatica localizada na posi¢ao x = 0.

Desta forma, encontramos a solu¢ao dos modos do campo dada por [25, 27]:

bw (t,7) = C (w, B) [(WB+1i) e ™" + (wB — i) e ™"]. (3.26)

Em que C(w,f) = [47Tw (w2ﬁ2 + 1)}_1/2. Neste caso, podemos identificar os modos F, (u) e
G, (v) como sendo:

F, (u) = F¥ (u) = C (w, B) (wf — i) e~ (3.27)

Gy (v) = G (v) = C (w, B) (WB + i) e ™. (3.28)

Se tomarmos os limites 3 — 0 e 8 — oo recuperamos os modos estaticos para uma fron-
teira de Dirichlet: ¢, (t,z) = i(47rw)_1/2 [e7™v — ¢7™%] ¢ para uma fronteira de Neumann:
oo (t,x) = (47rcu)71/2 [e7™? 4 e=%u] | respectivamente.

Na situacao dinamica (¢ > 0), por argumentos de causalidade, sabemos que os modos que
se propagam para esquerda, definidos na situacdo estatica, nao sofrem influéncia por conta
da fronteira em movimento. Contudo, apods sofrerem reflexao, terao sua estrutura modificada.
Como ja sabemos, F,, (u) é obtido a partir das condigdes de contorno sobre a fronteira. Desta

forma, os modos do campo podem ser escritos como:

bo (t,2) = C(w, B) (Wh +i) e ™ + F, (u). (3.29)

Impondo as condigoes de Robin dinamicas escritas para um referencial de laboratério nesta

regido e definidas pela Eq. (3.3), obtemos:
2BF, (u) + A’ (u) Fy (u) = =C (@, 8) (0B + 1) (2w — ) p' (w) — 1] e™7). (3.30)
A solucao da Eq. (3.30) é dada por:

F, (u) = C (w, 8) [(”ﬁ é;)ﬁ(i“’f) —8) i) _ We—*‘és) [ e"'“’p(“)du} (3.31)

com: p(u) = 27(u) —u e A(u) = p(u) + u = 27(u).

Sabendo que toda integral indefinida pode ser escrita como:

/f(u)du =F(u)+k. (3.32)

Da mesma forma, podemos escrever integrais definidas por:

/Ou f(x)dx = F (u) — F (0). (3.33)
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Isolando F'(u) em (3.33) e substituindo em (3.32), obtemos:

/f(u)du = /Ou Fx)dz + ky, (3.34)

com k1 = k+ F (0). De maneira andloga podemos reescrever o fator com integral indefinida em

(3.31) da seguinte maneira:

/ ((AW)/28) g—iwp(u) gy, — / £ (A@)/28) =ip(®) gy 4 1R (4. ) (3.35)
0
Assim, a Eq. (3.31) fica:

B (wB+1) 2wB —1) _,, (w) 2w (wB +1) _ A u AD) (o)
F,(u) = C(w,ﬂ)[ Bwi 1 1) e P 7(2@05—1—2’)6 B /0 e 26 e WPy

_Qw(wﬂ—i—i)e_AQ(u) R,
B e W ). (3.6

Para obter o valor de kt (w, B), fazemos na equagao acima p (u) = u, o que corresponde a

situacao estatica. Desta forma, obtemos:
K (w, B) = iB/ (wB +1).

Por fim:

_ (Wﬁ+i) (2“)5 — Z) —iwp(u) 2w (wﬁ"i_i) —# Y A —iwp(x)
Fo(u) = C(w,ﬂ)[ et 2 /0 P@) gy

21w/ )eA;;;)} '

BB D (3.37)

A Eq. (3.37) mostra quem sao os modos refletidos por uma fronteira dindmica sob condigoes
de Robin. No apéndice D, checamos a consisténcia desta formula.
A partir desta expressao, conhecendo as derivadas de seu argumento, poderemos calcular as

férmulas exatas para a densidade de energia local do campo.
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Capitulo 4

Perspectivas

Neste capitulo, apresentamos as principais perspectivas que o conhecimento dos modos

dindmicos de uma fronteira de Robin podem ter como consequéncia.

4.1 Densidade de energia: Formulas exatas

Tomando por base as discussoes apresentadas no apéndice B, para obtermos a expressao
para a densidade de energia, renormalizada, precisamos subtrair a expressao para a densidade
de energia definida em termos dos modos dindmicos (3.29) e (3.37), daquela definida em termos

dos modos estéticos (3.26),

T(-‘r) _ T(+) o T(+) 4.1
vac vac (t>0) vac (t<0) ’ ( )

tomando em seguida o limite € — 0 para o fator regularizante.
Na situagao estética, t < 0, de acordo com (3.26), a expressao para densidade de energia é

dada por:

T . —(2me?) L, (4.2)

De uma forma geral, os modos do campo sao dados por: ¢, (t,x) = G, (v) + F, (u). Sua

parte conjugada, de acordo com a regularizacao sera:
oo (L) =G, (v+e)+F,(ute).
Assim, tomando as derivadas em t e z, teremos:
Dutho (t,2) = G, (0) + FL (u) (4.3)
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ool (t,x) =Gl (v+¢e)+ F (u+e). (4.4)
8x¢w (t7 IL’) = Gw (’U) — F, (u) . (45)
0wy, (t,2) = G (v+e) = Ff (u+te). (4.6)

A partir destas relagoes, a expressao para densidade de energia, para t > 0, fica:

(+) _ ) )
Vac’(t>0) =T+ T (4.7)
Em que:
T4 = / dwG (v) G (v +¢). (4.8)
0
€ (e.)
T = / dwF! (u) F* (u+¢). (4.9)

0
A parcela T g ) representa a contribuicao para densidade de energia em termos das derivadas

dos modos que se propagam para esquerda. Usando (3.28), obtemos:

T = —(4me?) ™ (4.10)

Note que por nao serem afetados pelo movimento da fronteira, os modos que se propagam
para a esquerda representam métade da contribuicao para a densidade de energia na situagao
estatica. A parte que falta para reobter a densidade inicial do campo vird dos modos refletidos
pela fronteira.

A parcela 7T {;) representa a contribuicao para densidade de energia em termos das derivadas
dos modos que se propagam para direita. Este termo carrega métade da contribuicao oriunda
da configuragéo inicial do campo, bem como, os termos que modificam a densidade de energia
do campo devido ao movimento da fronteira.

De acordo com (4.9), precisamos conhecer as derivadas com relagdo ao préprio argumento

dos modos definidos em (3.37). Desta forma, a derivada dos modos refletidos pela fronteira é

dada por

A (u) w (wp +1) ) u AG) )
B B+ /0 e 20 e PV drt

L2 (WD) iwpy WA (0) _A;u)} '

(2wl + 1) e +(2wﬁ+i)e s

_l’_

(4.11)
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E sua parte conjugada escrita como:

Ff(u+e) = C"(w,pB) iwp' (u+e) (wp (_2;)5(2—0{)15) +9) etwp(ute)
A (Uﬁ‘f' £) “(12(55_—;)) o254 /OquE oo W) gy
2w (WB = 1) jupure) WA (u+e) _A<};B+E>}

TT@wBd) ¢ G '

(4.12)

Note que o produto entre as derivadas dos modos F!, (u) F/f (u + €) pode ser representado

or:
P 16 16
FL(w)FJ(ute)=> Fy(w,pB)=)Y F, (4.13)
n=1 n=1
Portanto,
o0 16 16 | %
T = / dwo |Y Fu| =Y / dwF, | . (4.14)
0 n=1 n=1 0
Definindo: o
/dan =T, (w,B) = Tp. (4.15)
0

Desta forma, a contribuigao para densidade de energia devido aos modos refletidos pela fronteira

pode ser reescrita como:

16
7w =3 T (4.16)
n=1
Sabendo que:
C (w,B)C* (w,B) = [(47w) (wB + i) (wB —i)] ", (4.17)

poderemos identicar termo a termo da equagao (4.13). A ordem dos termos obedece a seguinte
estrutura: O primeiro termo de F), (u) multiplica cada termo de F/f (u + ¢), formando as quatro
primeiras parcelas para densidade de energia e assim por diante.
Termo 1:
w

Fi=—p' (u)p' (ute) e~ wp(w)=plute)], (4.18)

Tomando a integral na freqiiéncia:

1 o i
Ti= -0 (W)p (ute) / we WP =plute)l gy, (4.19)
0
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Note que:

/Oo we—wlp(w)—plute)l g, — _ 1 5. (4.20)
0 (p(u) —p(u+e))

Dai:

1 P@p(ute)
47 (p(u) — p (u+2))?

A equagao anterior diverge no limite e — 0. Expandindo tal expressao em série de poténcias de

(4.21)

e até O (e), vira:

+0(). (4.22)

L1 P 3 (w)
T = — - 2
dre? 24w | p'(w) 2 \ P (u)
Podemos perceber que este termo ja é responséavel pela densidade local de energia com média

no estado de vacuo sob condic¢oes de contorno de Dirichlet ou de Neumann.

Termo 2:
A(u+te) X
iw p(u) A (u+e)e 28 e iwp(w) /“+€ Aw)
Fy=— 25 WP gy, 4.23
27 g (2w + 1) o W (4.23)
Tomando a integral na freqiiéncia:
A(u+te) 00 X
p(u)A (ute)e 27 /"“ AW d /e_w[f’(“)_p(y)]
Ty = 28— —————dw| dy. 4.24
i 4mf o | Taesrn | (4:24)
Note que:
7 eiwlpw—p()] 1 (W) —p(y)\ _pw-rw
e , p(u) —py _p(w)—p@)
——dw| =—Fi |l ————% 28 4.25
/ wB+i) | 28 Z(’ 28 )e (4.25)
E ainda:
T e—iwlp(u)—p(y)] / — p(w)—p(y)
d /e | = P () P —p)) g
du (2wf + 1) 432 213
1 p(u)
- 4.26
2 () - () (420
Dai:
Alute) _ p(w)
PrluA(utee 2 e 2 /“*8 . pu)—p(y)) 4w »w
n = - Eill ————= 28 ¢ 268
2 1673 A 23 ¢ e dyt
Alute) A(y)
RAOE R i [ . (127
83 o lp-p] " '
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Expandindo o termo acima em série de poténcias de € até O (g), vira:

Aw) _p)
_ VA (e e /“ (1, P =P W) A
T = 167 OEz 1, 53 e 28 e 26 dy+
P (u) A" (u) ef%g) v e%éﬁ A (u)
- dy + In(e)+ O (e), 4.28
iy BE sl s MO OO, 0

que € a expressao da segunda parcela para densidade de energia.
Os demais termos obedecerao aos mesmos comandos, de modo que daqui em diante apenas

explicitaremsos a definicao de cada termo e sua forma antes e apds expansao em €.

Termo 3:
iwp' (u) e~ wp(w)—plute)]
By = 4.2

s 27 (2wl + 1) (4.29)

Tomando a integral na freqiiéncia:

P (u) /27 d /OO e—iwlp(u)—p(ute)]
Ts="r 4.
ST (u+ e)de | .Jo (2wf + 1) dw1 s (4.30)
obtemos:
L P (u) P (u) . p(w) —pu+e)\ _pw-pute

T3 = Eill, - 28, 4.31
P dmip() —plute)  sm 2 ‘ (431)

Expandindo T3 em série de poténcias de € até O (g), vira:

! 1 p"(u) p'(u) p(u)e
T3__47rﬂ+87rﬂp(u) _87r62 [’y—i—ln( 25 >]—|—(’)(5), (4.32)

que € a expressao da terceira parcela para densidade de energia.

Termo 4:
wp (u) A (u+e) e*%ﬁe*iw(w
Fa=— . . (4.33)
A (208 + 1) (wB — 1)
Tomando a integral na freqiiéncia:
A/ (U + 5) p, (u) 6714(;7;5) o0 we_i"‘Jp(u)
Ta=- d 4.34
! 4m /0 (2wB + 1) (wB — 1) Y1 (4.34)
obtemos:
P () A (ute) [ plu)\ _Awte) pw
T, = - FEi|1l —= 28 ]
! 12732 N e+
PuA (ute) . p(u)\ _Awte _pw
- EFi|l ———= 23 28 | 4.
24732 A e (4.35)



4.1 Densidade de energia: Formulas exatas 48

Expandindo Ty em série de poténcias de ¢ até O (g), vira:
/ /
pu)A (w) . (. p(u)) A pw
T, = ——————"Fi|l,—= 2 B
4 127rﬁ2 1 , 3 e e +
P (u) A (u) . p(u)\ _Aw _pa
————" ki1, - 2P 28 @) 4.36
YRS i1, 23 e e +0(e), (4.36)

que € a expressao da quarta parcela para densidade de energia.

Termo 5:

Fs =

. ’ / _M twp(u+ u x
iw p'(ute)A(u)e .25 o s)/ ¢ ¢ @) 4y, (4.37)
473 (2wp — 1) 0

Tomando a integral na freqiiéncia:

A(u

(u) .
Al(u)e 28 [% Aw) d o0 ,—iw[p(z)—p(ute)]
L=—y 75— | ¢¥ 4 dw| d 4.38
> 47 /0 ¢ de [/0 (2wl — 1) Wi ( )
obtemos:
A (u)p' (u+e)e ST p(z)—pu+e)\ 4w »e)
5 = — Ei|1, e 28 e 28 dr+
16733 0 23
Ay (ute)e B (v

+ dx . 4.39
832 /0 p(x)—p(u+te) (4.39)

Expandindo T5 em série de poténcias de ¢ até O (¢), vira:

A(u) p(u)
A (u)p (u)e” 26 e 28 [¢ < p(2) —p(u)> A@) p)
5 = — Ei|l,———= ) e 28 e 20 dz+
° 16733 0 23
Aw)p (w)e 5 (v e
u)p (u)e e
+ / dr + O (g) 4.40
8 3° o v@ —p@ = TO0 (4.40)

que é a expressao da quinta parcela para densidade de energia.

Termo 6:
w A'(u) A (u+e) T v g ute A
Fg = / e 20 e WPy / 25 ewPWy. (4.41)
473 (4w?p2 +1) 0 0
Tomando a integral na freqiiéncia:
A (W) A () e
T, = U u+te)e "

473
U A ute @) 0 e~ wp(@)—p(y)]
B E] -
X/O e 2 {/0 e 2 [/0 G2F 1) dw| dy ¢ dx, (4.42)
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obtemos:
_A(u)+A(u+s)
A (u) A (u+e)e 2B
Tﬁ = X
3234
U A@-p(@) [ [utE — Ay)+p(y)
X / e 2Bp I:/ EZ <1’ _M> e yQﬁp ¢ dy:| dw_i_
0 0 20
_A(u)+A(u+€)
+A’ (u) A" (u+e)e 25 "
32734
U A@sip@) [ [UTE — Ay)—p(y)
x/ e 28 U Ei (1, M) e dy} da (4.43)
0 0 20
Expandindo T em série de poténcias de € até O (¢), vira:
A(u)
T — Al (u)?e 7 "
6 = 32734
U A(@)—p(=) u — Ay)+r(y)
X/ e ZBp |:/ EZ (17 _M> e y2ﬁp ‘ dy:| dgj_i_
0 0 20
A(u)
+A’ (u)?e” "5
3234
U A@)+p(x) w — AW)—pr)
></ o 28 [/ i (171’(9”)}’(y)> e dy} do+0(e),  (4.44)
0 0 20
que € a expressao da sexta parcela para densidade de energia.
Termo 7:
w A (u) =B i) U aw) (@)
Fr=— 26 ¢ WPy, 4.45
’ 2w (4w?B2 + 1) /0 cre o (4.45)
Tomando a integral na freqiiéncia:
A(u) .
A — 25 U A 9] —iw[p(z)—p(ute)]
T = _(“)6/ e / ek dw| da. (4.46)
2m 8 0 0 (4w?p* +1)
obtemos:
A’ (u) e px) —plute)) Aw—r@
™ = - Ei(l, — 28 d
7 1673 o ( ’ 28 > ‘ o
A (u) e_A2(5>6_ 1;;@ p(x (u+e) Md 447
— 1 28 . .
e ) e )
Expandindo T%7 em série de poténcias de € até O (g), vira:
A(u)+p(u)
A (e ™5 p@)—p()\ Aty s
™ = - Eill,—————= 28 d
7 1673 /0 1 < , 23 e T+
Ae U (@) —p(u)) e
- Ei|l,————= 28 d O . 4.48
16733 /0 z< 28 >€ r+0().  (448)
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que € a expressao da sétima parcela para densidade de energia.
Termo 8&:
iw A WA (ute)e B A
Fy=— 25 PPy, 4.49
= R (o [ =t B K 49
Tomando a integral na freqiiéncia:
. _ A(u)—A(ute)
iA" (u) A (u+e)e 25
Tg = — X
A7 3
U A 00 we—wp(z)
X e 28 —dw | dx . 4.50
| [/0 WP 1) @B =) ] (450
obtemos:
A/ ('LL) A/ ('LL + E) eiA(u)*Qg(quE) u P (.Z') A()—p()
Ty = / Fill,———= e 22 d
48733 0 20
Al (U) A (U + 6) - A(u)*212(u+5) u P (iL') A(z)+p(z)
Eill 2 d
+ 1673 /0 z<,26>e T+
Al (u) A (u I 6) o A(u);;;(ws) u » (l’) Alz)  p(x)
- / Ei(l,—=)e2 e f dx. (4.51)
12733 0 B
Expandindo Tg em série de poténcias de € até O (¢), vira:
A (u)2 @7% u p(z)) A@-pe)
Ty = ————— Eill, - 28 d
: e Z(’ 26 >e "
A’ (u)2 6_% u g D (x) A(z)+p(x) d
(1 Als)iple)
e ), Z(’w)‘e a
A (u)? 5 pu p(x)\ A »@)
_1271'/83/(; EZ (1, /6 > e 28 e B dx+0(€) . (452)
que € a expressao da oitava parcela para densidade de energia.
Termo 9:
iwn —iw[p(u)—p(u+te)]
Fy— _iwp'(ute)e - (4.53)
2 (2wf — 1)
Tomando a integral na freqiiéncia:
1 d 00 o—iw[p(u)—p(ute)]
Ty=——— d 4.54
° T T orde [/0 Quwi—i) | (454)
obtemos:
1 / / _ (u)—p(ute)
_— Yate)  fte) (Lp(u) p<u+e>> R T
ArBp(u) —p(u+e) 83 203
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Expandindo Ty em série de poténcias de ¢ até O (g), vira:
—1 11 / !
£ 1 p'(u) p(u) P (u)e
Ty = — In{—-——— o 4.56
7 4rp + 803 p(u)  8nB? v+n 2/3 +0(e), (4.56)
que € a expressao da nona parcela para densidade de energia.
Termo 10:
w A(ute) e~ emiwn(w) U A W)
Fg=— 25 "PW dy. 4.57
0= 798 (4232 + 1) /0 cTe (4.57)
Tomando a integral na freqiiéncia:
K e
Ty = — ute)e "
27
u A(y) o0 weiiw[p(u)fp(y)}
X e 28 ————dw| dy . 4.58
I [/0 wiE e Y (459
obtemos:
_A(u+8)+ (u)
T A'(u+e)e % "
o= 16733
ute — AW)—p»)
X / EZ <17 IM) e y2ﬁp S dy+
0 20
Alute)—p(w)
A'(ute)e — 2 ’
- X
16733
ute — AW)+p()
></ Ei (1, —p(“)p(y)> e 2 dy. (4.59)
0 20
Expandindo T1p em série de poténcias de ¢ até O (¢g), vira:
A(w)+p(u)
T - A (u)e” 2 "
o= 16733
w — A(y)—p(y)
></ Ei (1, P(u)—p @) p(y)> e T dy+
0 2p
A(w)—p(u)
A (u)e” 2
16733
w — A(y)+p(y)
x/ Bi (1, —p(“)p(y)) e T dy (4.60)
0 20
que é a expressao da parcela Tjg para densidade de energia.
Termo 11:
—iw[p(u)—p(ute)]
Fyp=2° (4.61)

(4w?(32 4+ 1)
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52

Tomando a integral na freqiiéncia:

0 e~ iwlp(u)—p(ute)]
111 = 1 [/ we dw] )
™ |Jo

(4w?2p2 +1)
obtemos:
1 (. pu)—plute)) ro-pute
T = F 1 35
11 i 7 ( , 23 e i
LY pu) —pu+e)\ _pw-pte
Ei(1,- et
ot (1P )

Expandindo T3; em série de poténcias de € até O (¢), vira:

et (29)] - o (5] o0

que é a expressao da parcela T7; para densidade de energia.

Termo 12:

. _ A(ute) i
iwA (u+e)e 28 e wp(w)

21 (4w?B% +1) (wf — 1)

Fip =

Tomando a integral na freqiiéncia:

_ A(ute) i
iA (u+te)e 2 o0 we~iwp(u)
Tip = / —dw]| .
27 o (Aw?p?+1)(ws—1)
obtemos:
A (u+e) p(u)) _ACte)ip)
T = -2 9p (1, -2 25
12 sanpz '\ 23 )¢ +
Al(u+e) [, p(u)) _Auta—rw
— Fi(l 26
grgz '\ g )¢ +
/ u+e u
A (u+€)Ei 1,p(u) e_A<26+ )e%
6732 B
Expandindo Ti2 em série de poténcias de ¢ até O (g), vira:
A (u) p(u)) At
Ty, = — Eill ——+* 25
12 24npE ! ( " 2g )¢ *
A (u) o, pu)) _Aw-p@
— Eill —= 26
gre ( 25 )¢ +
A, p@)) Aw s
+67rB2E2(1’ 3 e 25e B +0(e).

que é a expressao da parcela 772 para densidade de energia.

Termo 13:

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)
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/ Al 23 piwp(ute)
Fps — _wp(ute) (u) e e (4.69)
4 (2wl — i) (wB + 1)
Tomando a integral na freqiiéncia:
A ) p (ute)e” 5 [ o genlr)
T3 = — / , —dw| , (4.70)
i 0 (B0 (@B +7)
obtemos:
A'(uw)p (u+e) . p(u+e)\ _Awipute
T3 = — EBill,————~ 25
13 24732 T +
A / _A(w) plute)
_ (u)p (’LL + 6) Eil1, M e 28 ep B . (471)
12732 6]
Expandindo T13 em série de poténcias de ¢ até O (g), vira:
A’ (u)p () p(u)) _ Ao
Tz = ————+"Fj — 26
13 247 32 23 )¢ +
A()p (), [, p(w) 4w sw
—WE’L ,T e 28 e B + 0(5) (472)
que € a expressao da parcela 173 para densidade de energia.
Termo 14:
iw A (u) A (u+e)e - A 2A(ui> Y AW )
Foy — 28 P dy. 4.73
T D) (wB i /0 e 479)
Tomando a integral na freqiiéncia:
_A)+A(ute)
T — iA"(u) A (u+e)e 23 "
14 = 1n
Ut Aw) & wewry)
X e 28 —dw | dy . 4.74
/ I e )
obtemos:
A’ (u) A’ (u + 6) e A(U)g;(uﬁ) ute P (y) A@W)—p(y) J
T = , Eill ——2Z~ 28
u B P e () v
Al (u) A (u + E) eiA(u)gz;(zH—e) u+te p (y) Aly)+p(y)
Ei(l,—5)e 25 dy
16733 0 26
A'(u) A (u+e)e” A pute (y)\ Aw 2w
) ply
— / Ei (1, Py > e e B dy. (4.75)
0

12733
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Expandindo T14 em série de poténcias de ¢ até O (g), vira:

A(u)
A (u)?e 5 U p(y)\ Aw-rw)
Ty = W T [ i1, P Ty
14 AT /0 25 )¢ vt
Al (u)? e p(y)\ Awierw)
/ Ei(l,—=="]e 2 dy
1671',83 0 2/6
AP p ) e
— ] 24 B . .
e [ E (122 y+0) (4.76)

que é a expressao da parcela T14 para densidade de energia.

Termo 15:

Alw) .
iw A’ (u)e” 25 eiop(ute)

2 (4w?B% + 1) (wB +1i) (4.77)

Fi5 =—

Tomando a integral na freqiiéncia:

A(u)

i A’ ('U,) e 28 o0 weiwp(“‘h‘:)
T — —
15 on [ /0 1P+ 1) @i+ )%

(4.78)

obtemos:

/ u u
LA o) plute) Ao
247 32 23
A(ute) [ plute)) _Aw—rw
- 1 23
832 E ( ’ €

A _AMW)  pw)
Aute) g (y plute)) -4 (4.79)
6732

Expandindo T15 em série de poténcias de ¢ até O (g), vira:

A (u) . p(u)) —Awipn
_247T52Ez (1, —726 ) e B 4+
A (u) p(u)) -Atpe

87rﬂ2E (1, 25 ) ¥+

A/ A p(u)

+ 6W(ﬂQ)Ez’ <1,pﬁ >) F e 10 (4.80)

que é a expressao da parcela 775 para densidade de energia.

Ts

Termo 16:
A(u)—A(ute)

wA u)A (u+te)e 2
dr (w282 +1) (W22 + 1)

Tomando a integral na freqiiéncia:

Fig = (4.81)

A(u)—A(ute)

A (u)A'(u+e)e” 2 [ [™ w
i ) @R D) @R )

T16 = dw y (482)
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obtemos:
A(u)—A(ute)

A (u)A' (u+e)e 23

T p—
16 12732

In (2). (4.83)

Expandindo Tj¢ em série de poténcias de € até O (g), viré:

_AW)
A (u)?e o

T =
16 12732

In (2). (4.84)

que € a expressao da parcela T1¢ para densidade de energia.

Diante destes resultados, podemos reescrever (4.7) por:

6
Tont gy = TH@0)+ DT (,5) + 0 (0). (4.85)
n=2
Note que: T (w,0) = —(47re?) 1 TE;;)C D-N" O primeiro termo representa metade da densidade

inicial do campo e o segundo trata-se da densidade de energia devido ao campo submentido a
condigoes de Dirichlet ou Neumann [3]. Temos, ainda, Zl T, (w, ) — 271:3:2 T, (w, B, €), uma

vez que este termo exibe dependéncia em relacao ao parametro regularizador. Assim,

16
Tty = O A T B8 100, 8

Neste sentido, escrevemos a expressao regularizada para a densidade de energia como:

T = —@2re?) 4+ 71 CDN+ZT (w,B,6) + O (e). (4.87)

va

Subtraindo da equagdo anterior a contribui¢ao inicial da densidade de energia, Eq. (4.10),

obtemos:
ngzjzcrgacDN+ZT (w,B,6) + O (e). (4.88)

Tomando o limite € — 0, teremos uma expressao renormalizada para densidade de energia.
.. . . . N 1 o,
Contudo, tal limite exibe, ainda, uma divergéncia na soma Znﬁzg T, (w, B,€), o que a principio

nao era esperado. Este problema sera tratado na préxima segao.

4.2 Densidade de energia: Termos divergentes

A secao anteiror nos mostrou que a média no vacuo da densidade de energia para os modos

dinamicos do campo submetido a condicées de Robin é dada por um somatério composto por
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16 termos ’T{;) = T\(f;)c-D-N + Z:LGZQ T, (w, B,¢). Desta soma, a primeira parcela representa a
densidade de energia de um campo submetido a condigoes de contorno de Neumann ou Dirichlet.
Tal fato nos leva concluir que os demais termos representam a contribuicao devido somente a
condic¢ao de Robin, dai a dependéncia destes termos em relagao ao fator .

Uma forma natural de verificar a consisténcia destas formulas, obtidas via abordagem ex-
ata, é checar se as mesmas recuperam os casos particulares. Em outras palavras, a somatoria

Z:LGZQ T, (w, B, ) deve satisfazer as seguintes propriedades:

16
> T (w,Be) =0. (4.89)
n=2 p(u)=0
16 16
li T, =0; li T, =0; 4.
Jm 2 n(w, B,e) =0 ﬁggo; n(w, B,e) =0; (4.90)

As técnicas de regularizacdo tem como principal finalidade separar e explicitar, em uma
expressao (discreta ou continua) que pode assumir valores infinitos, sua parte divergente. A
Eq. (4.87) deveria apresentar essa carcteristica, contudo, a soma 226:2 T, (w, B,¢) ainda possui
dependéncia com relagao ao parametro regularizador.

Em nosso estudo, a expressao renormalizada para densidade de energia é obtida apds tomar-
mos o limite ¢ — 0. Mas, tal limite, de acordo com a se¢@o anterior, traria novos infintos para
a densidade de energia, conforme mostra as Eqs. (4.28), (4.32), (4.56) e (4.64).

Outro problema encontrado refere-se em avaliar as parcelas da densidade de energia na
situagao estética, p (u) = u. Na maioria dos termos pertecentes a soma 22622 T, (w,B,¢), as

seguintes estruturas se repetem, a menos de uma constante:

¢(a /\):/a id)\ (4.91)
’ o [p(a)=pWN)] '
_ i (1P —p(@)) AR x
E(a,\) = /0 Ej <1, T I > €20 e 28 d\. (4.92)
N S S 1OV 2000
X (a, A) _/0 Ei <1, 23 > B dA. (4.93)

Em todas elas surgem expressoes divergentes quando p (u):

@ b , a—A\ A
C(a,)\)|p(a):a:/0 a_)\d)\:Ez<1,— 3 >eﬁ

(@M paya = /OEz <1A2_ﬁ0‘> e d)

? [Ez (1,A2_ﬁ0‘> % — i (1,);0‘)]:. (4.95)

(4.94)
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R A\ A
X(av/\)’p(a)=a = /0 Ei (1725) e2rdA

— 23 [Ez (1, 22) % — B <1, —gﬂ: . (4.96)

Este fato se deve as propriedades da fungao exponencial integral modificada Ei (1, f (x)), ver
Ref. [39], que nao é definida na origem.

Estes problemas surgiram apds o processo de integracao na freqiiéncia, uma vez que nos
calculos anteriores a esta etapa, todos os casos particulares eram recuperados. Desta maneira,
acreditamos que a técnica de regularizacao parece nao ser adequada para o modelo proposto,
0 que nos obriga ao estudo de novos mecanismos de regularizacao e renormalizacao em estudos

posteriores.
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Consideracoes Finais

Nos estudamos a forga exercida sobre uma fronteira mével que impde ao campo escalar,
real, nao massivo, em duas dimensoes espaco-temporais condig¢oes de contorno de Dirichlet ou
Neumann. Estendemos para os estados de banho térmico e coerente como estado inicial do
campo os resultados analiticos obtidos por Walker e Davies (Ref. [8]) para a forca que atua
sobre a fronteira. Célculos numéricos foram realizados, resultando no comportamento grafico
destas forcas.

Usando a técnica de calculo baseada na abordagem de Cole e Schieve (Ref. [23, 34]), obtemos
o comportamento da densidade de energia dentro de uma cavidade em expansao, e também o
comportamento da forca dinamica que atua sobre a fronteira moével. Consideramos, também,
as condigoes de Dirichlet e Neumann e observammos que a densidade de energia e a forca que
atua sobre a fronteira movel sao sao afetadas se trocarmos as condi¢oes de contorno NN por DD
(ou DN por ND), para os estados de vdcuo ou banho térmico como estados iniciais do campo
(estados diagonais). Por outro lado, a mesma invariancia ndo é observada no estado coerente
(nao diagonal). Como perspectiva, calcularemos o nimero de particulas criadas neste modelo.

Tomando como base a abordagem nao perturbativa proposta por DeWitt (Ref. [2]), obtemos
a solucao dos modos do campo para uma fronteira moével sob condicoes de Robin, sem fazer uso
das transformacoes conformes.

Contudo, verificamos que a parte divergente do campo nao foi separada da parte finita e
fisica do tensor energia-momentum, em particular a densidade de energia do campo. Neste
contexto, até o momento associamos o problema a técnica de regularizagao adotada.

Como perspectiva futura, iremos em busca de técnicas altermantivas de regularizacao e

renormalizacao para as condigoes de contorno do problema em estudo.
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Apeéendice A

Transformacoes Conforme

A.1 Invariancia conforme da equacao de Klein-Gordon

Seja a equagao de Klein-Gordon definida nas coordenadas (¢, x):
(92— 02) 6 (t,) = 0. (A1)

Tal como proposto por Moore e em seguida por Fulling e Davies [1, 3], apresentamos as seguintes

transformacoes conformes, escrita em termos de funcoes arbitrarias:
t—x=f(w—s), t+z=g(w+s) (A.2)

e suas inversas:

w—s=f1t—2), wts=g  (t+zx). (A.3)

Estas defini¢oes resultam em:

i gwrs)+flw=s) _ gwts)—f(w=s) (A4)
2 ’ 2 ’ '
w:g_l (t—i—x);f‘l(t—x)’ S:g‘l(t+x);f_l (t—x) (A5)

Desta forma, podemos mapear o campo das coordenadas (t,x) para as coordenadas (w, s).
Por se tratar de um campo escalar, temos que ¢ (t,x) é invariante sob transformagoes con-

formes:

¢ (t,x) =@ (w,s). (A.6)

Tomando a derivada primeira de ¢ (¢,2) com relagao a t, obtem-se:

_ 02 (w(t,z),s(tz) 0P (w,s) 0w 9P (w,s) s

09 (t, ) Bt = 0w ot T 0s ot (A7)
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Tomando a derivada com relagao a x, vira:
0P (w(t,w),s(t,x))  O0P(w,s) 0w 0P (w,s) s
00 (t,z) = o = 92 + EPRRETS (A.8)
Note que:
1 09~ (t + ) (t—=z
% 2[ o(t+z)  O(t—ux) ] (A.9)
ow 1 (t+ ) (t—=z
ot 2[ J(t+x) d(t—ux) ] (4.10)
35_1 09~ (t + =) (t—x)
or 2[ o(t+x) ot —x) ] (A.11)
9s _1 89—1””3 e ) (A.12)
ot 2 O(t+x) 0(t—x) '
Levando em conta as Egs. (A.9) até (A.12) e redefinindo:
g Mt +2)/ot+z)= (g ) (t+z)=1/¢ (w+s), (A.13)
Af Mt —x)/0(t —x) = ()t —x)=1/f (w—s). (A.14)
Com isso a Eq. (A.7) torna-se:
O (t,z) = [1/g (w+s)+1/f (w— )] 0u®(w,s) +
—I—[l/g'(w—i—s)—l/f' (w—s)] 0s® (w, s) . (A.15)
Analogamente, a Eq. (A.8) fica:
0pp (t,x) = [1/g' (w+s) = 1/f (w=5)] 0u® (w,s) +
+ [1/9’ (w+s)+1/f (w—s)] 0s® (w, s) (A.16)
Defindo os seguinte operadores:
Ouwis =1/2 (g7 (t+2) (0w +0s)] =1/2[1/g' (w + ) (0w + 05)] (A.17)
Ow—s=1/2[(f 1)t —2)(0w—0s)] =1/2[1/F (w—5) (D — 05)] . (A.18)
Teremos que as derivadas primeira com relagao a t e x ficam:
8t¢ (t7 i’) = [Ow+s + Ow*S] o (’LU, 5) ) (Alg)
020 (t,x) = [Ots — Op—s] P (w, s) . (A.20)
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Entdo, a derivada segunda do campo ¢ (¢, z) com relacio a ¢ fica:
R (t,2) = Ours[Owss® (w, )] + Ours [Ours® (w,5)] +
40415 [On_s® (w0, 5)] + Ops [On_s® (w, 5)] . (A.21)
A derivada segunda do campo com relacéo a z fica:
o (t,2) = Ours[Owss® (w,5)] — Oy [Ous® (w, 5)] +
—Ouis [On—s® (w,5)] + Ops [On_s® (w,5)] . (A.22)
Fazendo a diferenca entre as Eqs. (A.21) e (A.22), teremos:
(82 = 02) 6 (t,2) = 2[Ous (Ous® (w,5)) + Ouis (Ous® (w0, )] (A.23)
Note que:
Ou-sOuts = 3o) ™ (w+5) (F) ™ (w —5) (23— 82) (A.20)
OuwssOus = ()7 (w—5) ()" (w+5) (22— 22) (A.25)
Entdo, com ajuda de (A.24) e (A.25), podemos reescrever (A.23) como sendo:
02— 02) o (tw) = [f (w+s) [ (w—s)] " (82— 02) @ (w,s). (A.26)

Sabendo que o lado esquerdo de (A.26) é a equagao da onda para o campo nas coordenadas

(t,z), teremos:

(f)Hw—s)(¢") 7 (w+s) (05 —92) @ (w,s) =0
As fungoes f e ¢ sendo analiticas e suas derivadas inversiveis:
(02— 02) @ (w, s) =0,

vira:

(8?—8§)¢(t,x) =0 — (65,—(93)@(10,3) =0.

O que nos mostra que a Eq. (A.1) é invariante sob transformagoes conformes.
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A.2 Solucao da equacao da onda nas coordenadas
(w, )

A solugao da equagao da onda em (w, s) precisa ser escrita em termos de bases que formam

um conjunto completo, fechado e ortonormalizado:

o0

® (w,5) = [ i (w) v (5). (A.29)

—00

A funcao v, (s) deve obedecer a equacao de Helmholtz

02k (s) = —witi (s) (A.30)

com:

wi = ck. (A.31)

Neste caso, por generalidade, admitiremos k£ assumindo valores positivos ou negativos e k # 0.

A funcao ¥y (s) deve ainda satisfazer as seguintes propriedades:

e}

/dsz/Jk (s) v (s) =06 (k—K), (A.32)
0
/dkz/}k (s)vi () =0d(s—5), (A.33)
0

conhecidas respectivamenete como condicao de ortogonalidade e condi¢ao de fechamento.

Substituindo (A.29) na equagao de Klein-Gordon escrita em (w, s)

e}

[ dn {102 (w)] i ()~ ) 2 (9]} =0
e usando (A.30), teremos:
Dy (w) + Wi (w) = 0, (A.34)
cuja solugao dada por:
v (W) = age okl 4y etlorlw, (A.35)
Substituindo (A.35) em (A.29):
D (w,s) = / dky (s) [ake_il‘”’“‘w + byetlonlv ] (A.36)
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Impondo a condi¢ao do campo ® (w, s) ser real:

D (w,s) = D" (w,s). (A.37)
Duas consideragoes precisam ser feitas:
e i) Y (s) é uma funcao real:

® (w,s) =P (w,s).

[e.o]

/ dkyy () [ake_i‘“”w + bke”“’k'w} = / dkay (s) [a}ie”“’k‘w + b;;e_il“’k‘w} .
00 —o0
Usando v, (s) = ¢ (s):
[ () [(an = by e 4 o iy i) <o,
O que nos permite concluir:
a = b}
S (A.38)
by, = aj,
Voltando para (A.36):
D (w,s) = / dkiy (s) [ake_i‘“”“’ + aZe”“’“'“’] . (A.39)
Trocando k por —k na segunda parcela da expressao anterior e sabendo que |wg| = |w_g|,
teremos: ~
& (w,s) = / by, (s) [ake*““’kiw +a;;ei‘Wk|W] . (A.40)

e ii) Yy (s) é uma funcdo complexa:

® (w,s) =P" (w,s).

/ dkiy (s) [ake_i‘wk‘“’ +bk€i|wk|w} = / dkipy (s) [aZeil“’”w + bpeilwelw

k=—«

63



A.2 Solucao da equagao da onda nas coordenadas (w, s) 64

[e.e] — 00

| ) ettt ] = [ o o) [ el el
a=k
/ dkiby, (s) [ake*i‘mw n bkeii%iﬂ - / ke, [a*_ Leilo—rhe 4 pe ke*”“’*’“‘w}
Usando ¢y, (s) = ¢* . (s) e também |wy| = |w_g|:
/ dk‘wk (8) [(ak - b*,k) €_i|wk‘w + (bk - aik) ei|wk\w:| = 0.
O que nos permite concluir:
ap = b*
Bk (A.41)
bk =0a_g
Voltando para (A.36):
[e.e]
D (w,s) = / dky (s) [ake_““”“‘“’ + afke“w’“lw} . (A.42)
Trocando k por —k na segunda parcela da expressao anterior, teremos:
& (w,s) = / by, (s) [ake*ﬂw’eiw +azei‘wk|W] . (A.43)

As equagoes (A.40) e (A.43) nos mostram que a expressao do campo ¢ (w, s) é a mesma seja
Yy () complexa ou real.

Promovendo o campo a operador para que este seja quantizado, obtemos:

o0

P (w,s) = / dkiy (s) [ake—ilwklw —|—H.c.} . (A.44)

—0oQ
Levando

ag — ay, (2k) Y2

para que a base do campo seja completa, fechada e ortonormalizada; Trocando k por w e nos

limitando ao estudo de freqiiéncias positivas do campo, teremos:

d (w,s) = / dw [a,®,, (w, s) + H.c]. (A.45)
0
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Em que @, (w, s) é a base do campo:
D, (w,s) = (2w) V2, (s) e el (A.46)

e naturalmente satisfaz:

(P, Poy) =0 (w—w'). (A.A4T)

A fungao 1, (s) deve ser determinada pelas condigdes de contorno.

Lembrando que as transformagoes conformes nos permitem mapear as linhas de mundo de
uma fronteira mével definidas no espago-tempo bi-dimensional de Minkowski (¢, ) em um novo
espaco-tempo (w, s) de duas dimensdes em que a métrica foi preservada a menos de um fator de
escala.

Nestes termos, consideremos uma fronteira estatica em (w,0) que impdes condigoes de con-

torno de Dirichlet ao campo, que nas coordenadas (w, s) se escrevem:

qu (w7 S)’s:() = 07 (A48)
que implica em
Yo (8)|5=9 = 0. (A.49)
A solugao de (A.30) é dada por:
Y, (8) = A, cos (ws) + By, sin (ws) = C,e™* + De” s, (A.50)
Substituindo (A.49) em (A.50), vira:
Yy (s) = By sinws. (A.51)

Pela condicao de ortogonalidade (A.32), podemos afirmar que:

B, =+ (2/m)/2. (A.52)

Escolhendo a solucao positiva, os modos do campo ® (w, s) em (A.46) na presenca de uma

fronteira estatica, ficam:

D, (w,s) = i(47rw)_1/2 (e_i“’(“”rs) - e_w(w_s)> . (A.53)
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Substituindo este resultado em (A.45), teremos finalmente a expressao final para o campo
de uma tunica fronteira em repouso sob condi¢ées de contorno de Dirichlet.
Usando os mesmos comandos, podemos obter os modos do campo para uma fronteira estatica

que impoe condi¢oes de Neumann ao campo:
0s®y, (W, 8)|4_g = 0= 05t (5)],—o = 0. (A.54)
Neste caso, a solugao sera:
D, (w,s) = (4mw)~1/? <e*w(w+8) + e*i“(w75)> : (A.55)

Sendo esta portanto a forma dos modos do campo na presenca de uma fronteira estatica de

Neumann.

A.3 Mapeando o problema dindmico em um prob-

lema estatico

Em um espago tempo bidimensional (¢,z) uma fronteira em movimento é meramente um
ponto, movendo-se em geral ao longo de uma linha de mundo com trajetéria nao-trivial dada
por:

z=2(), |2()] <1, (A.56)

onde assumimos ¢ = 1. Assumindo que f e g possam ser escolhidos de tal forma que a curva

(w,0) coincida com a trajetéria (¢, z (t)), a expressao ( A.2) torna-se:
t—z({t)=f(w), t+z()=g(w). (A.57)

Resolvendo o sistema acima obtemos:

t=5low)+ f @), =)= 590w~ f @), (A.58)
o que implica em [3]:
 (Glotw)+ £ w]) = 5 o) -7 W), (A59)

Segundo Fulling e Davies [3], solugoes de (A.59) existem globalmente para uma classe de

movimentos x = z (t) da fronteira. A Fig. A.1 trata de uma trajetéria hipotética descrita pela
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At w

(ru,—z(ru))

9 4

Figura A.1: Mapeamento de uma fronteira dindmica (t,2(t)), no espago-tempo bidimensional (¢,x),

em fronteira estatica (w,0) de um novo espaco bidimensional de coordenadas (w, s).

fronteira em movimento no espago (t, z), que se move aceleradamente para esquerda, executando
movimento uniforme apds o instante T'.

Esta fronteira mdvel tem todos os seus pontos mapeados em uma fronteira estatica na
geometria (w, s).

Um conjunto de trajetérias de particular interesse sdo aquelas em que a fronteira estd ini-

cialmente em repouso. Entao vamos assumir:
z(t<0)=0. (A.60)

Seguindo procedimento adotado por Fulling e Davies [3], buscaremos um sistema de coordenadas
(w, s) coincidente com (¢,x) ao longo de toda a regidgo t < = (regido I na figura 1.2). De (A.58)

e (A.60), temos:

) = 5 (g(w)— f ) =0,
g(w) = f(w)=w, paraw <0, (A.61)

ou seja, na regiao estdtica, em (w,s) e consequentemente em (¢,x), as fungdes f e g e suas
inversas apresentam como resultado seus respectivos argumentos.

Mapear o problema dinamico em um problema estatico consiste em encontrar a solugao do
campo nas coordenadas (w, s). Nesta nova geometria a fronteira mével no espago (¢,z) agora
encontra-se estatica, sendo este modelo mais simples para encontrarmos a solugdao do campo.

A solugao da equagao da onda em (w, s), obtida na segdo A.2 deste apéndice, e a condigao

de contorno (A.48) determinam os modos de freqiiéncia positiva (w > 0) do campo. Subsituindo
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(A.3) em (A.53), vira:
O (t,x) =1 (47w /2 |gmiwg ™ (t4a) _ gmiwf~H(t-2)| A.62
w( ’ ) ( ) ( )

Para a regiao estética, ou seja t < 0, os modos do campo em (w, s) devem coincidir com os

modos em (¢, x). Desta forma, fazendo (w, s) — (¢, z), teremos:
b (t, ) = i (4mw) ~L/? (e‘iw(tﬂ) — e_i“’(t_x)) . (A.63)

De acordo com DeWitt [2], o modo do campo, nas regioes I, IT e IIT (Fig. A.2), pode ser escrito
como:

Ou (t,x) =F,(x —t)+ Gy, (z+1t), (A.64)

[13p9e))

em que F,, (x —t) é conhecido apenas na regiao I, regiao estdtica ou simplesmente regidao “in”,
onde os argumentos da funcao F,, sao positivos, ou seja, t < x. Identificamos as fungoes F,, e
G,, como sendo, respectivamente, o primeiro e o segundo termo de (A.63), i.e.:

efiw(tfx)

F,(x —t) = ——F—, A.
e—iw(m—l—t)
Gy (x+1t)=— (A.66)

2iN/Tw
[1%4 b

Entretanto, partindo da regiao “in”, a funcdo G,, é conhecida em todas as regioes (I, II e III

comt <xet>x),ouseja, mantém a mesma forma tanto na “regiao estatica”, regiao I, quanto

na *

‘regiao dinamica”, regides II e III, do espago (t, ), devolvendo como resultado sempre seu
préprio argumento:
efiwg_l(acht) efiw(:ert)
G t) =— =— . A.67
w(@+1) 2i\/7w 2i\/7w (A.67)

Perceba que nesta expressao, identificamos G,, pelo primeiro termo de (A.62) que representa

o modo do campo para a regido dindmica de movimento do espelho, t > z. A funcdo F,,
para instantes em que o espelho encontra-se na regiao dinamica, diferentemente a funcao G,
nao apresenta um valor conhecido, de modo que para defini-lo nesta regiao, devemos levar em
consideracao a condi¢ao de contorno de Dirichlet: ¢, (t,2 (t)) = 0, aplicada aos modos em
(A.64), de modo que:

Fo(z(t)—t)+ Gy (2(t) +1t) =0. (A.68)

Como a funcao G, é conhecida nesta regiao, obtemos uma expressao para a fungao F,, na regiao

dindmica de movimento do espelho, t > x:
e—iw(z(t)+t)

Faz(t) =1) = =Gu (2 () +) =~ —— (A.69)
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u=t-x=1,-z(t,)

9 /

v=t+x=1,+2z(t,)

Figura A.2: Descricio da linha de mundo de uma fronteira mével localizada em x = z (t). Os modos

do campo encontram a fronteira em trés situagoes:(regido I)fronteira parada; (regido II)fronteira com

aceleragao nao-constante; (regiao IIT)fronteira em movimento com velocidade uniforme;

Os modos do campo obtidos em termos das inversas de f e g para um instante qualquer

(t > 0) tém sempre a fungao G,, determinada de modo que podemos reescrever (A.62):

, e—w(t+z)  o—iwf(t—x) A0
o (b2) = =5t s (A.70)
Definindo:
u=t—xz, v=t+ux.

(A.71)
em que u e v representam linhas nulas do cone de luz de um espaco-tempo bidimensional.
Assim a expressao (A.70) fica representada por:

e iwv efiwf_l(u) AT
bultia) =+ S (A7)

O dltimo termo de (A.72), de acordo com a defini¢do (A.71) e com = = z (t), fica identificado
como:

F e I AT3
w(_u W ( . )

O lado direito de (A.69) é funcao de u. Assim, precisamos redefinir (A.71) como fungao
desta varidvel, o que resulta em:

u="7y—2 (), v=Tu+2 (7). (A.74)
A expressao (A.69) torna-se:

—tw[z(Tu)+7u] —iw(27y—u)
Fw (_u) e _ e

2i/Tw  2i/Aw (A.75)
69
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Comparando (A.73) e (A.75), obtemos a relacao entre u e a inversa de f:
=2 —u=pu)), (A.76)

e finalmente:

e—iwv e—iw(QTu—u)

i
_Qi\/ww + 2i/Tw  Arw (6

A Eq. acima representa os modos do campo para uma fronteira dinamica de Dirichlet, tal

¢u (t,x) =

e grien(s)) (A7)

como proposto por Fulling e Davies [3], via mapeamento do problema dindmico em (¢,z) em um

problema estatico em (w, s), segundo rege a transformacao conforme.
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Apendice B

Tensor energia-momentum

B.1 Expressao analitica

Nesta breve secao obtemos a expressao analitica do tensor energia-momentum para o campo
escalar, real, sem massa em um espago-tempo bidimensional. Seja a defini¢ao canonica do tensor

energia-momentum [37]:

o 09 oL
uy = 8(6'“d)) @ - guwc = 6(8#¢) v ¢ .g,uuﬁ- (B'l)

Por ansatz, a densidade de lagrangeana para um campo escalar real, nao massivo, é dada

por:

1099 99 1 1 5
L(x) = 20z, 0zh 28‘%8,@ = 29W3“¢>3 . (B.2)

Substituindo (B.2) em (B.1), vira:

1
T;w = u¢8u¢ - ig;wga)\aaﬁbax\gﬂ (B3)

A equagao anterior, pode ainda ser escrita como:

Ty = 06006 — 50 (6000006 + g'1916016) (B.4)

Assim, podemos escrever as componentes do tensor como sendo:

Ton = 0060h6 — g0 (D006 — D1 6010) = 00010 (B.5)
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Tio = 010009 — %910 (O0p0ygp — 01001¢) = 0190n¢. (B.6)
00 = Oo0pd — %goo (Co9pOop — 01010) = % [(50@2 + (alﬁb)g} : (B.7)
T = 01901¢ — %gll (O090pg — 010019) = % [(30@2 + (51¢)2} : (B.8)

Essas componentes podem ser reunidas em uma matriz que representa a expressao analitica

para o tensor energia-momentum do campo nas condigoes especificadas pelo problema em estudo:

@) (@) Bgean
T Ox Ot ot oz
,uz/—* 2 2
2 9 Do A Ao
e+ 5o ot (W) +<%)

O tensor energia momentum é uma quantidade responsdvel por medir a densidade e o fluxo

(B.9)

Q’\% &\@

de energia, bem como, o0 momentum de um dado campo. Cada componente é responsavel por
uma grandeza distinta. A componente Ty mede a densidade de energia, Tp; o fluxo de energia,
T10 fluxo de momentum e 77; mede pressao. Contudo, em um espaco-tempo bidimensional, as
componentes de fluxo de momentum e energia tem a mesma dimensao. O mesmo acontece para
as componentes que medem pressao e densidade de energia, ressaltando que nestas condicoes a

componente T7; mede a forca do campo em reacao a radiacao .

B.2 Densidade de energia e forca: vacuo

Sabemos que o valor esperado da componente Tho do tensor energia-momentum, em 141
dimensdes, nos fornece a densidade de energia do campo [3]. Na regiao a direita do movimento
da fronteira, de acordo com a Eq. (B.9), o valor esperado do operador densidade de energia,
T = (Tho(t, ) é dada por:

o

1
Tl = 5 [ do Q.06 + 0,0,0,6%). (B.10)
0

De acordo com Fulling e Davies [3], a expressao anterior é divergente. Para extrair seu

conteudo fisico, precisaremos fazer uso do processo de renormalizagao. Tal processo é composto
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de trés partes: (i) Adota-se uma técnica de regularizacao, que através do pardmetro regu-
larizador, separa os termos divergentes daqueles que sao bem comportados na expressao para
densidade de energia; (i7) Subtraimos o valor esperado para densidade de energia, entre duas
situagoes distintas, a fim de eliminarmos os termos espirios; (#i7) Tomamos o limite adequado
do parametro regularizador, sendo aquele que recupera a expressao anterior para densidade de
energia antes do processo de renormalizacao.

Neste problema, a técnica de regularizacdo escolhida refere-se o método de separacao de
ponto, mais conhecido como point splitting [3]. O parametro regularizador é dado por €, uma
quantidade infinitesial com parte imaginaria positiva, sendo aplicada na parte conjugada dos
modos do campo, em que reescrevemos a variavel temporal ¢ — t + €. A renormalizacdo, em
nosso estudo, consiste em subtrair a expressao para a densidade de energia definida em termos
dos modos dinamicos daquela definida em termos dos modos estaticos ,

Tomando a expressao dos modos do campo para uma fronteira mével sob condigoes de

Dirichlet, Eq. (A.77) e calculando as derivadas no tempo e no espago destas equagoes, vira:

D (t.7) = Vi%(e*m—p'w)ew(")). (B.11)
Dpb (t, ) = V%(e—wup’(u)e—wp(“)). (B.12)

Onde p' (u) = 9p(u) /Ou, sendo p(u) definido por (A.76). Para as fungoes ¢ aplicamos o

método de regularizagao. Desta forma, as derivadas no tempo e no espago na parte conjugada

ficam:
0l (0.2) = —= (049 — pf (uf €) 009 (B.13)
)
8$¢: (t, .%') _ \/% (eiw(v+a) +p/ (u + 5) eiwp(u+£)> ) (B.14)
W

Entao, substituindo estas derivadas na Eq. (B.10), obtemos a expressao regularizada para a

densidade de energia local do campo:

+) o 1 7L p”’(u) 7§ p//(u) 2
Tvac-reg = 2me2  24m (p’ (u) 2 <p’ (u)) > (B-15)

Este procedimento de regularizacao teve como principal finalidade explicitar o termo divergente

contido na Eq. (B.10).
Para garantirmos o conteudo fisico da média no estado de vicuo da densidade local de

energia, precisamos retirar o termo divergente nela ainda presente. Para isso, subtraimos desta
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expressao, a média no vécuo da densidade de energia definida pela Eq. (B.10) para uma fronteira

estatica sob condigoes de Dirichlet:

(+) 1

vac-est —  9rg2°

Desta forma, teremos:

+) B _L p/// (u) _§ p// (u) 2
Tvac-ren = By (p’ W) 2 (p’ (u)) ) . (B.16)

Esta é, finalmente, a expressao para a densidade local de energia com média no estado de
vacuo na regiao a direita do movimento da fronteira do campo que obedege as condigoes de
contorno de Dirichlet sobre a fronteira mével [3]. Na Ref. [15], encontramos a generalizagao
desta expressao, levando em conta, também, a densidade no lado esquerdo da fronteira para
condigoes de Dirichet ou Neumann.

Agora, queremos obter a expressao para a forca devido ao védcuo na regiao a direita do
movimento da fronteira. Para isso devemos tomar a média no viacuo da componente Tll do
tensor energia momentum para valores de (t,z) sobre a superficie da fronteira, ou seja, para
pontos (t = 7y, = 2 (7)), em que 7, é varidvel temporal de intersecao da linha nula v com a

superficie da fronteira em movimento. A partir das Eqs. (A.74) e (A.76), teremos:

P (Wymry—a(ra) = Tu + 2 (Tu) - (B.17)

Tomando a derivada desta expressao com relagao a 7y:

dp (u) _ dp(u)du

dry du T,’
obtemos:
1+ 2
/ — . B.18
W) = T (B.15)

Em que Z =dz (r,) /dry.

Utilizando mecanismo similar, obtemos as férmulas para segunda e terceira derivada:

P () = ———. (B.19)

(B.20)
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Entao, substiutindo as derivadas da func@o p (u) na Eq. (B.16), teremos:

pp L #: 1
VT (14 )?(1-2)" 2r(1+2) (12

Sendo esta a expressao da forga exercida sobre a fronteira devido ao vicuo como reacao a

(B.21)

radiacao por ela produzida na regiao a direita de seu movimento.
Novamente, encontramos na Ref. [15] e estensdo da Eq. (B.21) levando em consideracgao
também o lado esquerdo da fronteira:
32 17

1
_ AN =
Fvyac = (1-1—2 ) o (172.2)4 + o (1722)3 . (B.22)

A Eq. (B.22) representa a forca total que atua sobre a fronteira em movimento, tanto para

condicao de Dirichlet quanto para Neumann, tendo o vacuo como estado inicial do campo.

B.3 Densidade de energia e forca: correcao térmica

Uma vez conhecida a expressao do tensor energia-momentum para uma fronteira dinamica no
véacuo, podemos estender nosso estudo levando em consideracao um banho térmico a temperatura
T como estado inicial do campo. De acordo com a Ref. [38], teremos a seguinte relagao para a

média entre os operadores de criacao e aniquilagao:

(bt ) = <aj[,aju,>T = 0. (B.23)
<&de/>T =n(w)d (v — w) (B.24)
<awaju/ = (4 Aw)S (' —w) (B.25)

com :

@) = S = =77
w) = eﬁbd/fiBT_l - ew/T_l'

n (B.26)
Notando que 7(w) é a distribui¢ao térmica de Planck, na qual fizemos (kg = i = 1), sendo kp

a constante de Boltzmann. Usando estas médias entre os operadores, obtemos:

T = 5 [ 000,00+ 0u6,0.02) + [ dun() 016,065 + 0,6,0:65) . (B27)
0 0

A primeira parcela da equacao anteiror nada mais é do que média no vacuo da densidade
de energia e dada por (B.10), enquanto que o segundo termo é a contribuicao térmica para a

densidade de energia devido ao banho térmico:

Ty = / " 4 () (0160018 + DauDel]. (B.28)
0
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Entao, percebemos que a expressao para a densidade de energia com estado inicial em banho

térmico fica identificada como:
+ +
TH =1+ T, (B.29)
Em Teoria Quéntica de Campos & temperatura finita, nao sdo necessarias medidas de regu-

larizacao, uma vez que as corregoes térmicas nao trazem novas divergéncias ultravioletas para a

teoria em questao [40], de modo que o termo (B.28) se reduz a:

T = % (1 + (' (U))z) /000 (ew/:BdTw_ 1) (B-30)

Resolvendo a integral da equacao anterior, teremos a contribuicao para a densidade de

energia devido somente ao banho térmico:

7.( ) 7?2

P== [1 +(p @)ﬂ . (B.31)

Para o calculo da for¢a devido ao banho que atua sobre a fronteira na regiao a direita de seu

movimento, usamos a Eq. (B.18), o que resulta em

<1+z>2
1+ :
1-2

que no limite nao relativistico (£ << 1), é do tipo viscosa, proporcional & velocidade da fronteira.

F(+) _ 7TT2
T 12

, (B.32)

Na ref. [15] encontramos as expressoes para e densidade de energia e a forga total que atua
sobre a fronteira devido ao banho térmico, uma vez que neste trabalho os autores levaram em

consideracao o lado esquerdo de movimento da fronteira.
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Apéndice C
Alguns limites importantes

Neste apéndice, apresentamos os argumentos introdutérios que serao necessarios para veri-
ficar que as formulas exatas dos modos dinamicos refletidos pela fronteira mével sob condigoes
de Robin recuperam os casos particulares nas condigoes de Dirichlet ou Neumann. Ao longo do
texto, encontraremos alguns limites importantes associados a fungoes especificas e que tornarao

mais acessivel a compreensao dos limites que recuperam os resultados encontrados na literatura.

C.1 Limites importantes

Antes de tudo, consideremos a seguinte fungao
h(z)=— (C.1)

com z, 3 € [0,00]. Quanto Valelin% h(x)?

Chamando v = 1/, teremos  — 0 = v — co. Assim:

. . — . vy 00
= 7= =
By ) = g 0e = i e = oo (C2)

que é uma indeterminagao. Aplicando a regra de L’Hospital:

lim h (z) = li = lim — = .
520 () s (erz) o0 €1 0 (C-3)
vira: .
lim h (z) = lim ©— = 0 (C.4)
11m )= lIm — =
B—0 -0
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Seja agora:

5—0 5—0
Portanto,
1 z
lim H (z) = lim | & do =1 (C.6)
1m ) = 1m —axr = 1. .
B—0 %00 B

Calculando os mesmos limites anteriores, mas agora para 3 — oo, teremos:

x

e B8
Iim h(z) = lim —dx =0 C.7
Jim h(z) = fim < (©7)
e
1
lim H(z) = lim | " de=0 (C.8)
im = —dx =0. )
B—00 ﬁ%ooo ﬁ

A Figs. C.1, C.2 e C.3, a seguir, mostram o grafico da funcao e_%/ﬁ e também a descricao

da drea abaixo desta curva para diferentes valores de [.

Figura C.1: Gréfico da funcao f(z) = e~ 7 /3. (a) Limite 3 — 0. (b) Limite 3 — cc.
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Observando a drea abaixo da curva nas Figs C.2 e C.3, mesmo que (8 assuma valores cada vez
menores, existe uma certa ”compensacao”para que H (z), definido em (C.5), mantenha sempre
o mesmo valor. Contudo, conforme ( assume valores maiores, a area abaixo da curva tende a

diminuir até se anular para  — oo, tal como previsto pela equagao (C.8).

204 204

(b)

Figura C.2: Area abaixo da curva f(z) = e~ # /3 no limite § — 0.

Neste contexto, iremos generalizar nossos resultados, fazendo x — f (z), sendo f (z) uma

fungao arbitréria, finita, e que satisfaz a seguinte propriedade: f (z) >0V x.

Podemos desde ja adiantar que o limite da integral de e~/ (x)/8 /3 na varidvel x para  — o0

é nula, de acordo com as propriedades impostas & f (x). Com isso, para quaisquer limites de
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Figura C.3: Area abaixo da curva f(z) = e 7 /3 no limite § — co.

integracao no intervalo (0, oo], teremos:

f(x)
3
dx

b
e
lim / =0. C.9
Jim [ (©9)
a
A partir do resultado obtido em (C.6), queremos mostrar que seu andlogo para x — f (z) é

também diferente de zero. Seja a seguinte fungéo escrita em termos de uma integral definida:

f(x)

I(x)z/e— " . (C.10)
0

g

Queremos descobrir quanto vale éir% I(z)?
Podemos separar a integral I () em uma soma, cujos limites de integragao correspondem a

intervalos infinitesimais de mesmo comprimento ¢ (ver Fig. C.4):

x _f(g') 81 _f(;’) i) _f(;’) z _f(;’)
e e e e
0 [3 0 [3 o1 13 ON 13
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A expressao anterior nos diz que para cada integral, a varidvel x pode assumir valores muito
pequenos de tal modo que f (z) admita expansao em série de poténcias, em torno de z = x,

até a ordem linear.

|
|
0 & 6y @
Figura C.4: Intervalos de comprimento infinitesimal § para a integral representada pela Eq. (C.11).

Assumindo que z¢ € (0, x|, escolhemos a seguinte aproximagao para o argumento da expo-

nencial:
2720) o7 o EBZO) (@==0) (C.12)

0) _fk(zo)-kf;'c(zo)(z—zo) _ fr(=g)
€]

_f,’c(lo)(
e B e B ~ e B

e

. . _ fr(=)
em que fizemos fi (z9) = 0 para garntirmos o comportamento linear de e #  para valores

muito pequenos de z, tal como prediz a Eq. (C.6). Com isso, podemos resolver as n integrais
agora escritas em termos de um integrando com dependéncia linear em z. Cada integral, de

uma forma geral, pode ser resolvida tal como a estrutura a seguir:

b 7f;/€(zo)( _
e 7 (@ o)
I (z) = / R R (C.13)
A solugao de (C.13) é dada por:
1 7f,/€(zo)(biz ) J,g(zo)(aﬂ )
I (z) = — e B 0 g C.14
0=~ | (40
Entao, éimo Ij (x) se torna:

—1/f, (x0),se g = b
lim I, (z) = /Ji (o) se o . (C.15)

p—0 1/f; (xo) ,se xg = a

O limite, 8 — 0, da fungao I (z) serd diferente de zero, tal como no caso da fungao (C.6),
sempre que o ponto xg for tomado em um dos extremos dos intervalos definidos em (C.11). Para
os demais pontos, tal limite serd sempre nulo.

Outro estudo interessante, em termos de generalizagao, consiste em admitir a seguinte es-

trutura:
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J(z) = / ¢’ g (a') da'. (C.16)
0

Quanto serd, neste caso, lim J (x) 7
B—0
De maneira andloga ao problema anterior, podemos separar a integral J (x) em vérias somas
de integrais com intervalos infinitesimais nos quais tanto f(z) quanto g (x) podem admitir

aproximagao linear em torno de z = xg.

& _ 1) g _f(@) z  _f(@)
J(:U):/e ﬂﬁ g (') d$'+/e ﬂﬁ g (') d$'+...—|—/e ﬁﬁ g (') da'. (C.17)
0 51 oN
Cada integral admite a seguinte estrutura:

b fp@) b

Ji (z) = /Mgw (z) do = 2 (o) /e_fk(;m(x_“)dx+
a ﬁ ﬁ a

/ b !

—l—gngo) /(:U—xo)e_w(x_xo)dx. (C.18)

a

A segunda integral da expressao anterior pode ser resolvida por partes:

b / / b
_feo 3 I .
(x —x0)e 7 @=w0)gy = — (x —x0)e 7 0
fe TR :
b /b G0 ) (C.19)
+ e . .
fr. (o)

a
Contando com o auxilio da Eq. (C.13) e agrupando os termos semelhantes, teremos:

_ Jp(=0)

Jk (l‘) = {Cl (ﬁ) — Cy (ﬁ) (b — :BO)] e B (b—z0)+
[ (8) - 2 (B) (a—wo)] e 5O, (€.20)

Em que
e (f) = 1 . gk (z0)
1(8) T o) <gw( 0)+/Bf;2 ($O)> (C.21)
& () = L20). (C.22)

Desta maneira, o limite da Eq. (C.16) fica

éirr%) J (z) = £c1 (0) = —gw (w0) / f1, (w0) ;8¢ T = b

9w (z0) / f7, (20) ;8¢ 29 = a

82



C.1 Limites importantes 83

O que nos leva a mesma interpretagao dada para o limite da Eq. (C.13). O limite serd
diferente de zero sempre quando o ponto xp, no qual expandimos em aproximacao linear as
fungoes arbitréarias f (x) e g (z), for tomado nos extremos dos intervalos definidos em (C.17) e
nulo para os outros pontos.

Os modos dinamicos de uma fronteira dinamica de Robin e suas respectivas derivadas e
ainda os termos que compoe a densidade de energia admitem termos com estrutura similar a
expressao (C.16). Por esta razao, as consideragoes iniciais apresentadas serao de fundamental
importancia para recuperarmos os limites particulares para uma fronteira dindmica de Dirichlet

ou Neumann.

83



Apendice D

Recuperando os casos particulares

para condicoes de Robin

Neste apéndice, vamos discutir os procedimentos tomados para recuperar os casos partic-
ulares do problema de uma fronteira moével sob condigoes de contorno de Robin. Iniciamos
apresentando uma se¢ao que testa a consisténcia da equagao diferencial definida em (3.30). Em
seguida, verificamos que os modos dinamicos e suas respectivas derivadas para os casos Dirichlet

e Neumann sao recuperadas.

D.1 Equacao diferencial

Seja a Eq. (3.37) que representa os modos refletidos por uma fronteira dinamica de Robin e
sua derivada definida pela Eq. (4.11). Queremos demonstrar que a Eq. (3.30) é satisfeita. Note

que:

2 (1) = € (e |=2iwif () R ot

2wA'’ (u) (wﬁ—l—z) _A2(u) " AQ(:C) —iwp(x)
uB+1) e ﬁ/oel’e P 4

B (WB ) iup) , 2iwBA (u) _Nw]

_l’_

Qi+ © @Bt
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E ainda:

A Falw) = Cw,5) [A’ () 23 =0) it
QoA (u) (WB+1) A ¢ A
O "/Oeﬁe P d+
2iwBA’ (u) _%g)
T @B ) }

Desta forma, sabendo que A’ (u) = p’ (u) + 1, teremos:
26F,, (u) + A' (u) F, (u) = =C (w, B) (0B +1) [(2w8 — i) ' (u) — i] e ™M), (D.3)

que é a prépria Eq. (3.30) como queriamos demonstrar.

D.2 Modos dinamicos e derivadas: Dirichlet

De acordo com os argumentos apresentados no apéndice C, podemos agora verificar que
nossos resultados recuperam os modos dinamicos de uma fronteira de Dirichlet.
Sabendo que os modos refletidos por uma fronteira dinamica de Robin sao dados pela Eq.

(3.37), teremos:

3
Fy(w)=C(w,8)Y  pn(w,B). (D.4)
n=1
Onde:
_ (wﬂ + Z) (QWB — Z) —iwp(u)
P1 (w718) - (2wﬂ + Z) € P ’ (D5)
2w (wp+i)
p?(w76)__ (2Wﬁ+l) I((L‘), (D6)
com:
u A(u)—A(z) .
I(z) = T emwr(@y D.7
@)= [ s (D.7)
e
B 2iws 10}
p3 (w,B) = —me s (D.8)
Tomando o limite 5 — 0 na Eq. (D.4), teremos:
3
lim F (u) = lim [C @8) X (w,ﬁ)] . (D.9)
Note que:
lim € (w, 9) = lim 47w (w232 +1)] 7 = (47w) 172 (D.10)
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O primeiro termo de (D.9) ficard:

o (WBH ) (2wB =) i) . “1/2 —iwp(u)
— wplu — _ 4 wplu i D.ll
A O NS R i (4mw) e (D-11)

é{% P1 (WHB)
[lairr%) p1(w,B)=—i (47m))_1/2 e~ wwp(u) (D.12)

Podemos ver que o limite da primeira contribuicao ja recupera os modos dinamicos para
uma fronteira de Dirichlet. O que nos obriga a verificar e concluir que os limites das demais

contribuicoes deverao se cancelar.

3
ggnongzpn (w,8) =0 (D.13)

O segundo termo de (D.9) ficaré:

. o 2wB(wB+i) I ()
M p2 (w0, 8) = Iy =2 o5 5
. o 2wB B+ [, I(2)
Him 2 (@, 0) = = {é{% mm)] [éli’% @] | (D-14)

Note que o termo I (z) /B dado pela Eq. (D.7) tem estrutura similar a Eq. (C.16):

I(z)= /O e g (2) da, (D.15)
com:

f(z)=A(u)—Az) (D.16)

e
g (x) = e WP, (D.17)

Neste caso, teremos:

F'(x0) = —A (z0) (D.18)

e
g (wo) = e p(@0), (D.19)

Portanto, separando a integral definida por (D.7) em n intervalos de comprimento infinites-

imal 4, tal como discutido no apéndice C, teremos:

2¢~iwp(xo) / A/ ,se o =
lim &) _ | /A w) sezo=u (D.20)
p=0 —2e= @) A (10) s o = U — by
Por outro lado,
im 208 WB+9) _ (D.21)

-0 (2wl + 1)
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D.2 Modos dinamicos e derivadas: Dirichlet 87
O que nos leva a concluir:
éimo p2(w,8) =0. (D.22)
O terceiro e dltimo termo de (D.9) ficara:
2iwB  _Am
lim w,f)=—1lim ——e 28 D.23
L p3 (w,3) B ) (D.23)
gin% p3(w,8)=0. (D.24)
E como era esperado, a Eq. (D.13) foi satisfeita. Assim, obtemos, finalmente:
FP) (u) = lim F, (u) = —i (dmw) /2 e—ir(), (D.25)

p—0

que corresponde aos modos dindmicos refletidos por uma fronteira moével sob condicao de con-

torno de Dirichlet.

Nossos resultados sao consistentes, também, para as derivadas dinamicas de Dirichlet. A

partir das Egs. (4.11) e (D.10), teremos:

4
Fl(u) = C@,8) > 0u(w.8).
n=1

Em que:
o1 (w,B) = —iwp' (u) = ;Zz)ﬁ( 255) 0 e~ twp(u),
_ A (W w(wh+1)
o3 (w,f) = 3 (Zwﬂ—i—i)l(x)'

com I (z) dado por (D.15). E ainda:
Aw)
iwA' (u)e” 27
700 = oy

Tomando o limite 5 — 0 na Eq. (D.26), teremos:

lim FY, (u) = lim

4
C (WWB) Zgn (w7ﬁ)] :

n=1

O primeiro termo de (D.31) ficara:

; _ 7 p—iwp(u) ]
fingos (9 = ien! () iy | e ] = —wpl (w) e P
lim, a1 (w, 6) = —wp! (u) (dm) 12 €780
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Podemos ver que o limite da primeira contribuigao ja recupera a derivada do modo dinamico

para uma fronteira de Dirichlet. Ou seja, as demais contribuicoes deverao se anular:

O segundo termo de (D.31) ficara:

. _ | wB e ] —iwp(u)
éli%o‘g (w,B) = Zwéli% o3+ 7) = —2we .
éir% o2 (W, B) = —2w (dw) " Y/2 emiwp(u),
O terceiro termo de (D.31) seré:
A (u)w (wB+1) I (x)

éii]% o3 (w,B) = él_{% (2w + 9) B

i _
578 . 5) s (2w + 1)

Usando (D.20) para xgp = u no segundo fator da Eq. (D.37), vira:

g—0 [

: I(l‘) _ o, —iwp(u) / A/
éli% 7 2e JA" (u)
e notando que
' .

320 (2wB+i)

teremos, para o limite da terceira parcela:
éin%) o3 (w, B) = 2w (drw) M2 emwr(v)
O quarto e ultimo termo de (D.31) ficara:

I A (u) Tim
lim 04 (w, ) = A’ (u) iy 5=

li =0.
511,%0—4 (waﬁ)

Note que, tal como esperado, a Eq. (D.34) for satisfeita. Podemos, entao, concluir:

Jimy FL(u) = EIP) (u) = —wp' (u) (4mw) /2 e7iop),

4000 (08 03+ ] [, T3]

(D.34)

(D.35)

(D.36)

(D.37)

(D.38)

(D.39)

(D.40)

(D.41)

(D.42)

(D.43)

que corresponde a derivada dos modos dinamicos refletidos por uma fronteira moével sob condicao

de contorno de Dirichlet.
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D.3 Modos dinamicos e derivadas: Neumann

Para recuperarmos os modos dinamicos nestas condigoes de contorno, usaremos 0 mesmo

procedimento para o caso Dirichlet. Partindo de (D.4), mas, tomando o limite 3 — oo, teremos:

3
Jim B, (u) = lim | C (@, 5) ;pn (w, ). (D.44)
Note que:
_ Nw,p)
C(wa/@) - wﬂ ’ (D45)
N (w, B) = [4mw (1 + 1/w?8%)] 2. (D.46)
E ainda:
Jim N (w, B) = (4mw) 12, (D.47)
O primeiro termo de (D.44) ficard:
: _ : N(waﬁ) (wﬂ + Z) (2wﬁ - Z) —iwp(u)
gim pr(w,B) = lim wp Qui+i) ’
_ : : (1 + Z/wﬂ) (2 — l/wﬂ) —iwp(u)
- [BILHSON (”’ﬁ)} L}L“éo CETE
= (dmw) M2 emiwp(w), (D.48)
ﬂlim p1(w,B) = (471'&))71/2 e~ wp() (D.49)

O que mostra que a primeira parcela ja recupera os modos dinamicos de uma fronteira de
Neumann. Tal como no caso anterior, devemos verificar que as demais contribuicoes irao se
cancelar.

Assumindo f (z) e g (z) dados pelas Egs. (D.16) e (D.17), respectivamente, e usando a Eq.
(C.9), obtemos:

Jim pp (w, ) = — | lim ZN((U;fﬂ) &vfgﬂ')} {ﬂlifgo/o ¢ (g (2) /) da) . (D.50)
5lim p2(w,5)=0. (D.51)

O terceiro e dltimo termo de (D.9) ficara:
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( )

2N (w,B) e

1 .
Teo’? (0, 5) = ﬂ—>oo (2wp + 1) (D-52)
5lim p3(w,B)=0. (D.53)
Podemos, entao, concluir:
FMY (u) = lim F, (u) = (4mw) "1/ emiwr(w), (D.54)

B—o00
que corresponde aos modos dindmicos refletidos por uma fronteira moével sob condicao de con-
torno de Neumann.
Usaremos raciocinio analogo ao caso das derivadas dos modos dinamicos de Dirichlet. Assim,
tomando o limite § — oo na Eq. (D.26), teremos:

4
lim F! (u) = hm C(w,B) Z (D.55)

B—o0

O primeiro termo de (D.55) ficard:

(wv 5) (wﬂ + Z) (2wﬂ - 7’) efiwp(u)

. o o /
,Hh—{goo-l (w7ﬁ) - twp ( ) h—>oo wﬂ(Qwﬂ+z)
= —iwp (u) (drw) V2 emr) (D.56)
ﬁlim o1 (w, B) = —iwp’ (u) (47Tw)_1/2 e~ wplu) (D.57)

Podemos ver que o limite da primeira contribuigao ja recupera a derivada do modo dinamico
para uma fronteira de Neumann, o que nos leva a concluir que as demais contribuigoes irao se

anular.

4
lim on (w,B) =0. D.58
Jim 3o :6) 058)
O segundo termo de (D.55) ficara:

N (wa ﬂ) (wﬁ + 2) efiwp(u)

ﬂlLIIolo o2 (w, B) = _ﬂlLIIolo 5 2wB 1 1) =0. (D.59)
lim oy (w,3) =0. (D.60)

p—o0

O terceiro termo de (D.55) serd, usando as Egs. (D.16), (D.17) e (C.9):

hm o3 (w,f) = lim N (w, 8) A" (u) (0B +7) /u c ¥ g(x)dq: . (D.61)
B— 0

B—o00 B (2wl + 1)
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ﬁlim o3 (w,B8)=0 (D.62)

O quarto e ultimo termo de (D.55) ficara:

N(B)

ﬁlln;o oy (w,B) =iA" (u) ﬁlln;o me (D.63)
ﬁlim o4 (w,0)=0. (D.64)

Mais uma vez, mostramos que nossas equagoes estao consistentes, uma vez que a Eq. (D.58)

foi satisfeita. Podemos, entao, concluir:

FN) (u) = lim F (u) = —iwp (u) (4mw) /2 e7ier), (D-65)

B—o0
que corresponde a derivada dos modos dinamicos refletidos por uma fronteira mével sob condicao

de contorno de Neumann.

91



Referéncias Bibliograficas

1]
2]

[3]

[10]

[14]

[15]

G.T. Moore, J Math. Phys. 11, 2679, (1970)

B.S DeWitt, Phys. Rep. 19, 295, (1975)

S.A. Fulling e P. C. W. Davies, Proc. R. Soc. London A 348, 393, (1976)
P. C. W. Davies e S.A. Fulling, Proc. R. Soc. London A 354, 59 (1997)
P. C. W. Davies e S.A. Fulling, Proc. R. Soc. London A 356 237 (1997)
P. Candelas e D.J. Raine, J. Math. Phys. 17, 2101 (1976)

P. Candelas e D. Deutsch, Proc. R. Soc. London A 354, 79 (1977)

W.R. Walker e P.C.W. Davies, J. Phys. A 15, L477 (1982)

C.K. Law, Phys. Rev. Lett. 73, 1931 (1994)

Y. Wu, K.W. Chan, M.C. Chu e P.T. Leung, Phys. Rev. A 59, 662 (1999); P Wegrzyn J.
Phys. B 40, 2621 (2007)

V.V. Dodonov, A.B. Klimov e D.E. Nikonov, J. Math. Phys. 34, 2742 (1993)
D.A.R. Dalvit e F. D. Mazzitelli, Phys. Rev. A 57, (1988)

M. T. Jaekel e S. Reynaud, J. Phys. I (France) 3 339, (1993);M. T. Jaekel e S. Reynaud,
Phys. Lett. A 172 319, (1993); L.A.S. Machado, P. A. Maia Neto e C. Farina, Phys. Rev.
D 66, 105016 (2002).

G. Plunien, R. Schutzhold e G. Soff, Phys. Rev. Lett. 84, 1882 (2000)

D. T. Alves, E. R. Granhen e M. G. Lima, Phys. Rev. D 77, 125001 (2008)

92



Referéncias Bibliograficas 93

[16]

[17]
18]
[19]

[20]

[31]

[32]

[33]

J. Hui, S. Qing-Yun e W. Jian-Sheng, Phys. Lett. A 268, 174 (2000); R. Schutzhold, G.
Plunien e G. Soff, Phys. Rev. A 65, 043820 (2002); G. Schaller, R. Schutzhold, G. Plunien
e G. Soff, Phys. Rev. A 66, 023812 (2002).

D. T. Alves, C. Farina e P.A. Maia Neto, J. Phys. A: Math. Gen. 36, 11333 (2003)
V.V. Dodonov, A. Klimov e V.I, Man’ko, Phys. Lett. A 149, 225 (1990)
M.A. Andreata e V.V. Dodonov, J. Phys. A 33, 3209 (2000)

M. Razavy e J. Terning, Phys. Rev. D 31, 307 (1985); G. Calucci, J. Phys. A 25, 3873
(1992); C.K. Law, Phys. Rev. A 49, 433 (1994); C.K. Law, Phys. Rev. A 51, 2537 (1995);
V.V. Dodonov e A. B. Klimov, Phys. Rev. A 53, 2664 (1996); D. F. Mundarain e P.A.
Maia Neto, Phys. Rev. A 57, 1379 (1998).

J. Haro, J. Phys. A 38, L307 (2005).

M. Castagnino e R. Ferraro, Ann. Phys. 154, 1-23 (1984).

C. K. Cole e W. C. Schieve, Phys. Rev. A 52, 4405 (1995).

D. T. Alves e E. R. Granhen, Phys. Rev. A 77, 015808 (2008).

B. Mintz, C. Farina, P.A. Maia Neto e R.B. Rodrigues, J. Phys. A 39, 6559 (2006).
B. Mintz, C. Farina, P.A. Maia Neto e R.B. Rodrigues, J. Phys. A 39, 11325 (2006).
B. Mintz, Dissertagdo de mestrado, UFRJ (2007).

M.G. Lima,Dissertacao de mestrado, UFPA (2008).

D. T. Alves, E. R. Granhen, M. G. Lima e H.O. Silva, hep-th/09031305

D. T. Alves, E. R. Granhen, M. G. Lima e A.L.C. Rego, J. Phys. Conf. Series 161, 012033
(2009)

D. T. Alves, E. R. Granhen, M. G. Lima, H.O. Silva e A.L.C. Rego, J. Phys. Conf. Series
161, 012032 (2009)

D.A.R. Dalvit, F. D. Mazzitelli e O. Milldn, J. Phys. A 39, 6261 (2006).
M. T. Jaekel e S. Reynaud, J. Phys. I (France) 3 339, (1993)

93



Referéncias Bibliograficas 94

[34] C. K. Cole e W. C. Schieve, Phys. Rev. A 64, 023813-1 (2001).

[35] T.H. Boyer, Am. J. Phys. 71, 990 (2003).

[36] R.J. Glauber, Phys. Rev. 131, 2766 (1963); R.J. Glauber, Phys. Rev. Lett. 10, 84 (1963).
[37] W. Greiner e J. Reinhardt, Field Quantization, Springer-Verlag, Berlim (1996).

[38] G. Plunien, B. Miiller e W. Greiner, Phys. Rep. 134, 2(1986).

[39] M. Abramowitz e I. A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions with Formulas,
Graphs, and Mathematical Tables, New York: Dover, (1972). I. S. Gradshteyn e I. M.
Ryzhik, Tables of Integrals Series and Products, Academic Press, New York (1965).

[40] D.T. Alves, Tese de Doutorado, CBPF (2002).

94



