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Resumo

Neste trabalho iremos estudar os efeitos do potencial quimico em (1 + 1) dimensoes
em modelos de teoria de campos a temperatura finita. Em particular, consideraremos
férmions nao massivos em um campo de fundo de calibre abeliano e calcularemos a acao
efetiva por meio da funcao de n-pontos. Escreveremos a estrutura das amplitudes corre-
spondentes e generalizaremos cédlculos ja existentes na literatura sem o potencial quimico.
Mostraremos através dos calculos que a anomalia quiral nao é afetada pela presenca do
potencial quimico a temperatura finita. Entretanto, na auséncia desse potencial as fungoes
impares sao nulas. Ja na presenca dele a temperatura finita, a funcao tem contribuicoes
pares e impares. Mostraremos que a origem da estrutura das amplitudes ¢ melhor vista
a partir da formulagao alternativa da teoria em termos dos espinores left- e right-handed.
Os calculos sao também mais simples nessa formalagao e alguns aspectos da teoria ficam

mais claros.
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Abstract

In this work we study the effects of a nonzero chemical potential in (1 + 1) di-
mensions quantum field models at finite temperature. We particularly consider massless
fermions in an abelian gauge field background and calculate the effective action by evalu-
ating the n-point functions. We find that the structure of the amplitudes corresponds to
a generalization of the structure noted earlier in a calculation found in the literature with-
out a chemical potential (the associated integrals carry the dependence on the chemical
potential). Our calculation shows that the chiral anomaly is unaffected by the presence of
a chemical potential at finite temperature. However, unlike in the absence of a chemical
potential, odd point functions do not vanish. In fact, we find that all the even point
functions are even functions of p while the odd point functions are odd functions of .
We show that the origin of the structure of the amplitudes is best seen from a formulation
of the theory in terms of left and right handed spinors. The calculations are also much

simpler in this formulation and it clarifies many other aspects of the theory.
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Nos demais,

todo mundo sabe,

o coracdo tem moradia certa,

fica bem aqui no meio do peito,
mas comigo a anatomia ficou louca,

sou todo coracdao. Maiakouvski
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Introducao

O estudo de efeitos térmicos na Teoria Quantica de Campos (TQC) vem sido bastante
utilizado no entendimento de vérios sistemas fisicos [1, 2, 3]. Por exemplo, os efeitos de tem-
peratura na anomalia quiral foram analisados em [4]. A temperatura zero, essa anomalia surge
como consequéncia do procedimento de regularizacao das divergéncias ultravioleta. Entretanto,
a temperatura finita tais divergéncias sao anuladas pelos termos proporcionais as distribuicoes
de Bose-Einstein ou Fermi-Dirac e portanto nao existe contrubuicao térmica a esta anomalia.

Paralelamente, os efeitos de potencial quimico em modelos de (1 + 1) dimensoes também
foram considerados. Por exemplo, em [5] os autores analisaram modelos bidimensionais a tem-
peratura e potencial quimico nao nulos e usaram o limite de altas densidades para entender a
estrutura de transi¢do de fases que ocorre no fenémeno de confinamento em tais modelos. Em
[6, 7] foram estudados a densidade finita os condensados de férmions no modelo de Schwinger,
tendo os autores encontrado um comportamento oscilatério que depende do potencial quimico.

Neste trabalho vamos estudar os efeitos de potencial quimico e temperatura em (1 + 1) di-
mensoes para férmios nao massivos imersos em um campo de fundo de calibre abeliano. Na
referéncia [8], a acao efetiva foi calculada perturbativamente neste modelo, a temperatura finita,
por meio do calculo das fun¢es de n-pontos. Foi demonstrado que todas as func¢des pares sao
diferentes de zero, apesar de a temperatura zero a acao efetiva possuir apenas termos quadraticos
no campo de fundo [9]. Iremos agora generalizar este estudo, incluindo os efeitos de potencial
quimico. Mostraremos que nesta generalizagao surgem contribuigoes & agao efetiva provenientes
das funcoes de n-pontos impares. Tais contribui¢oes sao impares no potencial quimico, zerando
no limite de potencial quimico nulo. Além disso, iremos mostrar, a partir do estudo da funcao
de 2-pontos, que a anomalia quiral do modelo de Schwinger nao é afetada pela presenca do

potencial quimico.
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Introducao 10

A dissertagao estd dividida da seguinte maneira: vamos iniciar o Cap.1 estudando aspectos
gerais relacionados com modelos de TQC em (1 + 1) dimensoes. Esses modelos sao usados para
explicar certos fenémenos fisicos que permanecem nesta simplificacao e que sao dificeis de serem
estudados em dimensoes maiores. Iremos nos deter no modelo de Schwinger [10], que descreve a
eletrodindmica quantica em (1 4 1) dimensdes com férmions nao massivos. Esse modelo possui
algumas propriedades importantes, como a quebra espontanea de simetria de calibre U(1), por
correcoes radioativas. Além disso, é um modelo exatamente solivel. Existem também outros
modelos importantes, como o proposto por Gross-Neveu onde sao considerados N férmions com
auto-interagao quartica [11].

A segunda parte do Cap.1 destina-se & apresentagdo de um resumo do formalismo de caminho
temporal fechado ou closed time path formalism [1, 2, 3], para a andlise de efeitos térmicos
na TQC. Neste formalismo, a varidvel temporal é mantida inalterada, em contraposicao ao
formalismo de tempo imagindrio [3, 12, 13], no qual o tempo ¢é tratado como temperatura. A
entidade bésica para o entendimento de sistemas quanticos envolvendo muitas particulas, tanto
na Mecanica Quantica (MQ) quanto na TQC, é o operador densidade. Este operador é utilizado
para encontrar medidas fisicas sem precisarmos possuir informagao alguma sobre o ket do sistema
[14, 15].

No capitulo 2 vamos estudar os efeitos do potencial quimico em (1 + 1) dimensdes na teoria
de campos a temperatura finita. Iniciaremos fazendo um estudo sistematico do formalismo de
integral de trajetérias, proposto por Feynman para o estudo de sistemas quanticos. Utilizando
este formalismo, faremos uma pequena anélise do campo cldssico visando o entendimento con-
ceitual da acao efetiva. Veremos que através de uma transformagao de Legendre encontramos
um funcional denominado agao efetiva. Por meio deste funcional, podemos obter informacoes
sobre as func¢oes de Green da teoria, em particualr podemos escrever o propagador completo em
termos dela. Finalmente, vamos estudar os efeitos de potencial quimico na acgao efetiva para
férmions nao massivos em um campo de fundo abeliano em (1 4 1) dimensdes a temperatura
finita. Calcularemos as contribuigoes térmicas a fungdo de 2-pontos, e depois generalizaremos
os resultado, calculando as funcoes de n-pontos. Particularmente a fungao de 2-pontos pode ser
utilizada para estudar a anomalia quiral. Em (1 + 1) dimensoes a funcao de 2-pontos quiral,
'Y . (p), pode ser obtida a partir da fungao de 2-pontos do féton por meio das identidades das

54+

matrizes v [16]. Vamos mostrar que os resultados se reduzem a [8] quando fazemos o potencial



Introducao 11

quimico tender a zero. Completando a anédlise, veremos também que a anomalia quiral nao é
afetava pela presenca do potencial quimico a temperatura finita. Faremos ainda o calculo dessas
amplitudes por meio de um método alternativo baseado no uso dos campos de de espinores
left e right-handed e chegaremos aos mesmos resultados. Utilizando esta decomposi¢ao, iremos
mostrar porque o potencial quimico nao contribui para a anomalia quiral.

Finalizaremos com as conclusoes e perspectivas.
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Capitulo 1

Aspectos Gerais

1.1 Modelos em (141) dimensoes

Muito embora numa descricao exata da natureza seja necessario trabalharmos com trés
dimensoes espaciais e uma temporal, dependendo do fendmeno que desejamos estudar, modelos
simplificados que desprezam uma ou mais dimensoes espaciais sdo suficientes. Em (2 + 1)
dimensoes, a eletrodinamica quantica é modificada pela apari¢ao do termo de Chern-Simons. J&
em (14 1) dimensoes, certos modelos apresentam solugao exata, o que permite um entendimento
mais completo da formulacao quantica da teoria de campos.

Existem diversos modelos em (1 4 1) dimensoes. Como exemplo, podemos citar o modelo
de Gross-Neveu que foi proposto por Gross e Neveu em 1974 [11], onde sdo considerados N
férmions com auto-interacao quartica. Esse modelo possui algumas propriedades tais como:
liberdade assintdtica e quebra de simetria quiral para férmions de massa nula.

Outro modelo bidimensional foi proposto por Julian Schwinger em 1960 [10], e ficou con-
hecido na literatura como Modelo de Schwinger. Ele corresponde a Eletrodinamica Quantica
(QED) em (1 + 1) dimensoes, com massa do férmion nula. Possui algumas propriedades impor-
tantes, como a presenca de uma anomalia, conhecida como anomalia quiral. Além disso, é um
modelo exatamente solivel.

Neste trabalho vamos estudar um modelo bidimensional composto por férmions nao mas-
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Introducao 13

sivos na presenca de um campo de fundo abeliano sem dinamica prépria, calculando efeitos
de potencial quimico na acao efetiva. Também iremos utilizar parte dos cdlculos para obter a

contribuicao do potencial quimico para para anomalia quiral do modelo de Schwinger.

O Modelo de Schwinger é descrito pela QED em (1+41) dimensdes com férmions nao massivos.

A lagrangiana neste caso é dada por:
1 _
L= _ZFWFW + iy (0, — ie Ay ), (1.1)
com as matrizes ~y satisfazendo:

7",7") = 29" (1.2)

Além disso em (1 + 1) dimensoes usamos a representagdo para as matrizes de Dirac dada

pelas matrizes de Pauli com:

,.YO =01, ’71 - _iO-Q) V5 = —iUg, (13)

e consideramos a métrica n*” = diag(1, —1).

A primeira peculiaridade deste modelo é que, por causa do campo A, ter sempre (n—2) com-
ponentes fisicas (onde n é a dimensao do espago-tempo), como uma consequéncia da invariancia
de calibre e da transversalidade, em (1 4 1) dimensoes o campo A, nao tem componente fisica.

Com relagao as simetrias satisfeitas pela lagrangeana (1.1), podemos inicialmente notar que

da transformagao de calibre local, dada por:

5 = —ie(x)1,
5 = ie(x),
1
§A, = —0ue(x), (1.4)

€(x)

podemos obter a usual lei de conservagao:
oIl =0 JH =yt (1.5)
Esse modelo apresenta uma simetria adicional global, dada por:

(W = 2'6751/%
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Introducao 14

0 = ieys, (1.6)
onde definimos uma nova matriz 75 = 7v%y'. De fato, a partir da Eq.(1.1) podemos ver que:

5L = L' —L

=~y 75] (O — ieAy) v, (1.7)
Agora, usando a propriedade dos comutadores,
[ab, c] = a{b,c} — {a,c}b, (1.8)
chegamos a:
0L =0. (1.9)
Assim, a correspondente corrente de Noether conservada é dada por:
It =0, JE = ysp. (1.10)

Antes de continuarmos, vamos listar algumas propriedades das matrizes v e 5, que serao de

suma importancia nos calculos do préximo capitulo.

De {y*,4"} = 2¢g"", obtemos:
(O)'=5  (N)'=-L (s)’=1 (1.11)
e usando a ciclidade do trago,
Try? = —Tr(y')?y" = —Try'y%9! = =Try? = 0, (1.12)
e analogamente:
Trvys = Try’~ = 0. (1.13)

Utilizando a hermiticidade da hamiltoniana, podemos demonstrar que as matrizes v também

satisfazem:

() =% () = ) = (1.14)
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Introducao 15

Finalmente, podemos reescrever 5 como:

1
V5 = 5611“’0-“”7 (115)

onde o tensor de Levi-Civita em duas dimensoes é definido como sendo:

P g—T) (1.16)
e satisfaz:
EApeuV _ nkvnpu _ nAHnPV7 (117)
e:
Mg = gV (1.18)

A partir das formas de v* e 5, vemos que:
JE o= e, (1.19)

que fornece uma importante relagao entre as duas correntes. Quanticamente, pode-se demonstrar
que [16, 23]:

62

OulJ") = du—lg" — 9"(8") 19" A, = 0,

ou seja a simetria de calibre local classica é preservada quanticamente. Porém, para a simetria

quiral, temos que:
Ou(JL) = B (1) # 0 (1.20)

Vemos, assim, que a simetria cldssica expressa pela Eq. (1.10) ndo é mais preservada quantica-
mente. Dizemos que a teoria tem uma anomalia na lei de conservagao, tal que quando calculamos

efeitos quanticos, a corrente classica nao é mais conservada.

1.2 Formalismo de tempo real

A Teoria de Campos a Temperatura Finita constitui uma &drea de pesquisa bastante ampla,
onde diversos desenvolvimentos formais e fenomenoldgicos vém ocorrendo. O primeiro trata-

mento sistematico na teoria de campos que incluiu efeitos térmicos foi proposto por Matsubara,

Programa de Pds-Graduagao em Fisica - UFPA



Introducao 16

na década de 50, utilizando o formalismo do tempo imagindrio [12, 3]. O método de Matsubara
explora a relagao existente entre o operador de evolugao temporal da teoria quantica e a funcao
distribuicdo da Mecanica Estatistica quando o parametro tempo é continuado analiticamente
no eixo imaginério. A eliminagao do tempo torna o formalismo do tempo imagindrio intrinseca-
mente apropriado ao estudo de fendmenos no equilibrio. Formalmente, fené6menos com variacao
temporal podem ser tratados neste formalismo por meio de uma nova continuagao analitica,
para recuperar a variavel tempo. Na pratica, entretanto, este procedimento pode nao ser o mais

apropriado, dependendo do problema a ser estudado.

Existem dois outros formalismos onde a varidvel temporal é mantida inalterada, e a tem-
peratura ¢é introduzida através de condigoes de contorno. Estes sao os chamados formalismos
de tempo real. O mais antigo deles, introduzido por Schwinger no contexto de integrais de
trajetéria, é conhecido como caminho temporal fechado ou closed time path formalism [1, 2, 3].
Existe também o formalismo de dinamica de campos térmicos, ou Thermofield Dynamics, no
qual é construido o vécuo térmico [3, 24, 25, 26]. Neste trabalho, utilizaremos o formalismo de

caminho temporal fechado, que apresentaremos a seguir.

A entidade bésica no estudo de sistemas quanticos envolvendo muitas particulas é o oper-
ador densidade. Muito embora no contexto da teoria estatistica ele seja essencial, na Mecéanica
Quantica (MQ) ele também assume um papel muito importante. Na formulagao usual da MQ,
existe uma dificuldade quando queremos trabalhar com varias particulas em diferentes estados
fisicos. Isso acontece porque os postulados da MQ s@o enunciados para estados puros, ou seja,
colegoes de sistemas identicamente preparados, todos eles no mesmo estado quantico, repre-
sentado por um tunico ket. Entretanto, quando temos varias particulas em diferentes estados
quanticos (estados mistos), os postulados bésicos da MQ nao sao suficientes. H4 uma ambigu-
idade na escolha do ket que representa o sistema fisico de todas as particulas. Existem duas
escolhas para lidar com esse tipo de situacao: a primeira é utilizar um postulado extra na
MQ), chamado Postulado de Simetrizacdo; a outra alternativa é a de se trabalhar com o oper-
ador densidade. Neste caso, as medidas fisicas sao obtidas sem precisarmos conhecer o ket do

sistemal.

1As referéncias [14, 15, 17, 22] apresentam uma discussdo detalhada do operador densidade na

Mecanica Quantica e na Mecanica Estatistica Quéantica.
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Introducao 17

Consideremos, inicialmente, a representacao de Schrodinger para a descricdo geral de um
estado misto em um sistema quéantico. As informagoes fisicas sobre o sistema preparado no

estado misto estao contidas na matriz densidade, dada por:

p(t) = an an(t» <'9Z}n(t)| ) (1'21)

onde p,, é a probabilidade de encontrar o sistema em um particular estado constituinte do estado
misto, ou seja, |1, (t)). Sem perda de generalidade, vamos assumir que os estados sao discretos

e que p, satisfaz:

D pn=1 (1.22)

Neste formalismo, a média para um operador qualquer A tem a forma:

(4) = Tr(p(t)4)
= > pa (WO Aln(D)) (1.23)

a evolucao temporal da matriz densidade pode ser obtida da evolucao temporal dos estados do

sistema, ou seja:

O Yn(t)
i—  —H |thn (2)) - (1.24)

onde H é a halmitoniana do sistema e iremos adotar um sistema de referéncias no qual 7 = 1.

Utilizando a equagao acima, obtemos a evolucao temporal do operador densidade como sendo:

220 _ 1r10), o), (1.25)

onde assumimos que p, nao evolui com o tempo, ou seja, H(t) = H. Além disso, considerando
que a Hamiltoniana é independente do tempo, podemos resolver (1.25) e obter a forma geral de

p(t) como sendo:

plt) = e~ p(0)eiM M, (1.26)

Se a hamiltoniana comutar com p(0), a matriz densidade serd constante no tempo e descrevera

um sistema em equilibrio.
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Introducao 18

Em geral, porém, a hamiltoniana pode apresentar uma dependéncia temporal. Nesta situagao,

podemos escrever a matriz densidade como:

p(t) = Ut0)p(0)U(t0)

= Ut 0)p(0)U(0,1), (1.27)

onde definimos o operador evolucao temporal satisfazendo:

Z,aU(zt,t’)

o = HU(t,t), (1.28)

ou explicitamente:
, et gt "
Ut,t)=T <e ifydt Ht >) . (1.29)

Este operador obedece as seguintes propriedades:

Ut,t) =1, (1.30)
Ulty, t2)U(ta, t1) = 1, (1.31)
Ulty, t2)U (ta,t1) = Ult1, ta), (1.32)

para t; > to > t3.

Podemos introduzir um banho térmico a temperatura 1/5 no sistema fixando o valor do
operador densidade para t < 0. Em outras palavras, em ¢t = 0 colocamos o sistema em contato
com o banho térmico e um novo equilibrio é estabelecido.

Sem entrar em detalhes, iremos obter neste caso, utilizando propriedades basicas do operador
densidade, como o fato dele ser hermitiano, positivo e ter trago unitario, que as médias (1.23)

agora tomadas no ensemble candnico, sao dadas por:

Ay, = DU — B, T)U(T, THU(T',t)AU(t,T)
A = TU(T — i3, T)U(T, TU(T',T)

(1.33)

/ . . . .
onde T e T" representam grandes tempos negativo e positivo, respectivamente. Vamos entender

melhor o significado dessa média. Na Fig.(1.1) temos que a partir de um tempo 7' negativo

~

e grande, o sistema comeca a se desenvolver. Entao, é introduzido um operador A em t e o
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Imt —

Ret —

T—ip

Figura 1.1: Grafico Temporal

sistema evolui até um tempo positivo T' e depois retorna para T (o segundo pedaco do grafico,
referente ao caminho de 7" para T, estd associado ao banho térmico introduzido no sistema).
Matematicamente ele ird impor o carater matricial dos propagadores a temperatura finita, como
veremos mais adiante.

Ao fazermos o limite em que T — —oco e T — 00, a média (1.33) nos sugere a defini¢ao de

um funcional gerador em analogia ao caso de temperatura nula [3], do tipo:
Z[J) = TeU; (T — i, T)U, (T, T U, (T, T), (1.34)

onde J. é uma fonte definida ao longo do contorno temporal.

Construimos a Teoria Quantica de Campos a temperatura finita neste formalismo de maneira
analoga a construcdo a temperatura nula, ou seja consideramos as varidveis dinamicas como
sendo 0s campos e seus momentos conjugados e definimos o funcional gerador das funcoes de
Green via integrais de Feynman. Sem entrar em detalhes, para o campo escalar real de Klein-

Gordon o funcional é escrito como:

210 = [Doetledt] Petiess), (1.35)
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onde a densidade de lagrangeana é dada por:
L= % GO — T;L2¢2. (1.36)
Na Eq. (1.35), a integral no tempo é definida ao longo do contorno que descrevemos na
Fig.(1.1). Iremos separa-lo em trés partes: chamaremos de C; o contorno que vai de —oo a +00
sobre o eixo real , de C_ o contorno de 400 a —oo sobre o eixo real e de C's o segmento final
ao longo do eixo imaginario. Pode-se demonstrar que o ltimo segmento contribui trivialmente
para o funcional e pode, portanto ser ignorado. Uma nova representacao desta integral, que

explicita este comportamento é:

Jae= [ ar- [ (1.37)

Dada a integral de trajetdria para a fungdo de particdo na Eq.(1.35), as vdrias fungoes
de Green sao obtidas por derivacao funcional em relagdo a fonte, e isso corresponde a uma
média apropriada no ensemble. Devido a diferenga nos contornos de integracao, essa fungao
de Green é diferente de uma a temperatura zero. Por exemplo, iremos agora ter ordenamento
temporal ao longo do contorno C' no plano de tempo complexo, representado pela fungao de
Green (T (A(t1)B(t2))).

Para a teoria de Klein-Gordon obtemos assim:

iGe(t—1) = (T(6(t)o(t)))

—_

Ly 27[J.] |
Z[J] 8J(8) Tt | 5o

(1.38)

/o~ . . . . ~ .
onde t e t sdo dois pontos quaisquer no contorno. Definimos ainda uma funcao 6 generalizada

COmao:
ot —t), t,t em Cy
, ot —t), t,t em C_
Ot —t) = ,
0, t em Ci,t em C_
1, t em Cy,t em C_.

Calculando explicitamente o funcional gerador, na equagao (1.35), obtemos:

Z[J] = Ne— 3 Jodtdt’ [ dad®yJo(@6)Ge(@gt—t ) Je(7t) (1.39)
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onde N é constante de normalizagdo e G satistaz:

’

(0,0" + M)Go(Z =Gt — 1) = =63 (x — y)de(t — t). (1.40)

A funcao delta no contorno é dada por:

S(t—1t), t,t em C,
/ df.(t —t / /
(50(75—75):3#) —o(t—1t), t,t em C_
0, em outro caso.

e satisfaz:

/dt’ac(t — ) f() = Fb). (1.41)

Usando agora a transformada de Fourier na parte espacial, a equacao (1.40) ganha a forma:
82 2 ’ ’
(8752 + wk) Ge((t—1),wg) = —0(t —1).
com:
w= (K +m?e. (1.42)

Para obter a solugdo desta equagao diferencial, devemos utilizar as condi¢bes gerais das

médias dos campos nos ensembles e neste caso obtemos:

Gc(t — tl, w) — ngl(:j) [ec(t _ t/)eﬁwfiw(t—t,) + eiw(tft/)

0t — ) (et Puiw(t=t))) (1.43)

onde a funcao distribuicao bosonica, npg, é definida como sendo:

1 1

SPwr — 1 np(Wtp) = pr—, (1.44)

np(wy) =
Percebe-se que no limite da temperatura zero, 3 — oo, o propagador reduz a convencao C.

Do que vimos até aqui, podemos perceber que a introducao do banho térmico duplica os
graus de liberdade do sistema. A Fig.(1.1) mostra este fato por meio dos dois caminhos C'y e C_
e o propagador (1.43) reflete os caminhos nas diferentes possibilidades da fungao .. Uma outra
forma de apresentar esta estrutura é por meio de uma nova defini¢do, onde todos os caminhos
no tempo estao no circuito C;, porém temos mais de um propagador. Se construirmos os

propagadores nesta formulacao de maneira consistente, iremos obter [3, 10]:
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Gra(t—t,w) = —% :(H(t—t/)+nB(W))e_iw(t_tl) +(0(t —t)+nB(w))ew<t—t'>},

Gy (t—1w) = —o [nB(@)e ) 1 (14 np(w))e )]

Goilt—t,w) = —oo [+ np@)e) 4 ng(w)e)]

Gooft—tw) = =5 (6~ )+ n@)e 0 4 0t~ ¢) + np())e ] (145

Definindo novas varidveis de campo e fonte como sendo:

J
o= ) e =), (1.46)
o J_
onde a = +,—; ¢4, € Cy e ¢_,J_ € C_ e assumindo matrizes no espago bidimensional,

podemos reescrever o funcional geral para a teoria livre na eq. (1.43) como:
Z[Jy,J_] = Ne~2 ] d'edy T @Gas(@9) ') (1.47)
com a acao sendo escrita como:
S = S(¢4,J4) = S(o-,J-)
— [ @, 1) - £, 1)), (1.45)

Nesta representagao, as componentes do propagador podem ser obtidas como:

o 1 82Z[J]
Z6J4x)0.0%(y) |,

=0

iGap(,y) = (i) (1.49)

sendo que a integral temporal nesse caso é no intervalo, —oo < t < co. Em linhas gerais, o

propagador da teoria a temperatura finita adquire a forma matricial, ou seja:

G Go_
g | G ) (1.50)
G_. G__

Tomando a transformada de Fourier completa, obtemos as fungoes de Green no espaco dos

momentos, ou seja:

Gii(p) = Lﬂ—nl@uze — 2imnp(|p°)d(p* - mQ)] ,

Gi-(p) = —2im [0(=p°) +np(p’])] 6(p* — m?),

Goelp) = —2im [00°) + (")) 50° — m),

Gp) = | — 26 — i) (151)
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Um resultado imediato é que a parte que contém temperatura (proporcional a np) envolve
ticul i ' tisf; lagio p? = m?. E t 1 banh
apenas particulas reais, ou seja, que satisfazem a relagao p* = m?*. Em outras palavras, o banho
térmico nao envolve particulas virtuais. Outro comportamento interessante é que os efeitos de
temperatura sao normalizados pelo termo np e portanto divergéncias ultravioletas nao aparecem
nos diagramas de Feynman a temperatura finita.
Finalizando, podemos mostrar também que as componentes da matriz funcao de Green

satisfazem as relacoes de vinculo:

Git+G__ =G +G_. (1.52)

1.3 Formalismo de integrais de trajetoria e Acao Efe-
tiva

Antes de Feynman, a MQ era basicamente construida tomando como base o formalismo
hamiltoniano. Ele, porém, estava curioso em saber o papel da acao classica na formulacao da
MQ. Tendo esta pergunta em mente, um dos primeiros casos analisados por Feynman foi o
problema da dupla fenda.

Hoje sabe-se que a férmula de Feynman é deduzida em um caso particular da MQ, aquele
em que a energia depende apenas quadraticamente do momento. Sistemas importantes porém
fogem desse caso particular. No caso geral é necessario considerar que o momento é independente
da funcao de trajetéria e somar sobre nao apenas as curvas z mas também os momenta p, e
nesse caso a soma nao € sobre a funcao da agao cléssica.

A técnica de integrais de trajetdria tornou-se uma ferramenta fundamental da fisica tedrica.
Uma das principais vantagens das integrais de trajetéria na TQC é que ela é invariante de
Lorentz. O outro método bastante usado na quantizacao de campos, a quantizagdo canonica,
estabelece uma condicao de quantizacao em tempos iguais, sendo assim claramente nao covari-
ante por transformacoes de Lorentz. Por esse e outros motivos, as integrais de trajetéria foram

e continuam sendo um dos melhores métodos de quantizacao, principalmente na TQC.

A entidade basica da MQ), que carrega toda a informacgao sobre o sistema fisico, é a funcao
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de onda e pode ser escrita como:

P(z,t) = (z[¢()

(x|e

(z,t[¢). (1.53)

onde consideramos ty = 0. Além disso, [¢(t)) é o vetor de estado com:

[Y(to=0)) = [¥). (1.54)
e (x,t| é o autoestado do operador coordenada:
_ iHt

(zlemn =(xt. (1.55)

Agora, considerando que no instante inicial ¢; o sistema encontra-se num estado representado

por (x4, t;), a evolucdo até um estado ¢ (xy,ts) é dada por:

V(g ty) = (wp,trlh)

= (af. ] </dazi |23, 1) <$i7ti’> %)

= [ dai((opstylat) ot (1.56)

A parte entre parénteses da expressao acima é chamada de Propagador de Feynman. Esse
propagador serd de fundamental importancia para o entendimento do funcional gerador das

fungoes de Green. Também podemos escrevé-lo na forma:
Kz tryaiti) = (xyp, tlwi, ts). (1.57)
tal que a Eq.(1.56) fica:
blaiti) = /d:):iK(xf,tf; wi b, t). (1.58)
Da defini¢ao (1.57), vale a pena ressaltar que:

K(xp,ty;oi,t;) = (wp,tyleg,t;)
iH(tp—ty)
= (zgle” 7 |zy)

= Ulzy, tyaiti), (1.59)
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ou seja, K nada mais é do que o operador de evolugao temporal do sistema quantico, satisfazendo:
pitslont) = Gopt ([ dolot) o) o)
= /dw(xf,tf|:c,t><a:,t|xi,ti>, (1.60)
ou na notacao (1.57):
K(xyg, tpxity) = /de(mf,tf;x,t)K(:c,t; X, ti). (1.61)

Agora, vamos dividir o intervalo At = (ty—t;) em NN pedagos de tamanho e, tal que Ne = At.

Entao o propagador fica:

K(:L‘f,tf;aji,ti) = A}E}noo dl’1d$2...d$N_1<$f,tf|:L‘N_1,tN_1><l'N_1,tN_1|:L‘N_2,tN_2>
X {xn_o,tn_o|...(x1,t1]Ti, t;). (1.62)

Para um particular ¢ temos:

—itnH titn_1H

<xn7tn|xn—17tn—1> - <$n’e e h |xn—1>
(—itn+t 71)H
= (znle R |Zn—1)

—ieH
= (e B |Tn—1)

dpn —ipn(Tn—Tp_1) —je TntTp_1

= /Mehe (), (1.63)

onde nas passagens intermedidrias utilizamos a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff. Colo-

cando esse resultado de volta na Eq. (1.62) obtemos:

d d i N _ _ Tn+Tpiq
K(xsty;xit;) :l%/dml...delﬁ...%ehznl Pr(@n—en—1)=eH (= ’p")]. (1.64)

No limite € — 0 (N — 00), o argumento da exponencial torna-se:

. N R
{ Ty — Tp—1 Ty — Tpl v [ .

- o | —" ) - H | . — H(z,p)). 1.
h,;:le[p ( - ) ( 5 p)] “nl, dt[pi — H(z,p)] (1.65)

Se considerarmos a hamiltoniana quadrética (como o caso de particula livre cldssica), podemos

fazer uma transformada de Legendre inversa e obter a propria lagrangiana do sistema, ou seja:
L=pi—H. (1.66)
Neste caso, podemos escrever:
i Ty — X Ty — X 1
delpn () —H ("2 p)| = /dtL
€ 2 h
n=1
.S

- (1.67)

I~
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Muito embora tenhamos apresentado a deducao para o caso de hamiltonianas quadraticas,

Feynman postulou que este resultado é vélido sempre. Dessa forma, podemos reescrever K como:

K(z sty zit;) = /DxDpeéS, (1.68)
onde definimos:
Dx = lim dxy...dzy_1 (1.69)
N—o0

Dp = lim dpn-. (1.70)

dp1
N—oo (2R)N ™
Este é o propagador de Feynman, no contexto da MQ.

Em particular para a particula livre e o oscilador harmomico quantico a integral acima pode

ser realizada de forma exata, pois s6 envolve integrais gaussianas, e em ambos os casos obtemos:
. ~ ls[mcl]
K(ﬂjftf,xiti) ~ eh , (1.71)

onde x. é a trajetoria classica do sistema.
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Capitulo 2

Efeitos de Potencial Quimico na

TQC em (1+ 1) dimensoes

Neste capitulo vamos estudar os efeitos do potencial quimico em (1 + 1) dimensoes na TQC
a temperatura finita'. Em particular, vamos considerar férmions ndao massivos imersos em um
campo de fundo abeliano sem dinanmica prépria e calcular a agao afetiva por meio da fungao
de n-pontos. Através dos calculos, iremos mostrar que a anomalia quiral nao sofre nenhum
efeito do potencial quimico a temperatura finita. Mostraremos que a estrutura das amplitudes
é melhor entendida a partir da formulacao da teoria em termos de dois novos espinores left e
right-handed. Os calculos também sao mais simples nessa formulagao e o comportamento geral
da anomalia ja é justificado da prépria lagrangeana.

Iniciaremos mostrando os aspectos conceituais referentes ao formalismo de integral de tra-

jetoria e agao efetiva e depois estudaremos o modelo especifico.

2.0.1 O campo classico e a Agao Efetiva

Nesta segao iremos apresentar o estudo na TQC da agao efetiva. Comecaremos definindo um

novo funcional, chamado de funcional gerador das fungoes de Green, que fard o papel andlogo

1Os célculos apresentados aqui referem-se ao artigo [18]
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ao operador evolugao temporal da MQ, ou seja:

2V =, i (et yleits)
— <0]0)JEN/D¢625[¢7=”. (2.1)

Utilizando o funcional acima, as funcoes de Green da teoria sao dadas por:

(—ih)" 5nZ[J]

O|T (p(x1)P(x2)...0(14)) |0) = Z[J] 6J(x1)8J (x2)...0J (xn) | 1_g

(2.2)

No geral, vamos assumir, em analogia com a Eq.(1.71), que Z[J] pode ser escrito na forma:
Z[J] = ex Wl (2.3)
onde WJ] é o outro funcional, gerador das fungoes de Green conexas. Porém W [.J] ndo pode ser
interpretado como acao, pois sua dependéncia estd em J e nao em ¢. Buscando uma comparacao
com a Eq.(1.71) vamos fazer o mapeamento de J com algum campo ’classico’.
Para exemplificar, vamos considerar a lagrangiana do campo escalar relativistico auto inter-

agente com interagao quértica em (3 + 1) dimensdes, dada por:

1 2 A
L(6,0,0) = 50,00"6 — 6" — T o'
A
= Lo— 9", (2.4)

com:

2

Lo = % O — %¢2. (2.5)

A funcao de Green de Feynman é dada por:

’ d*k 1 ez
671]€($7$ )

— = i 2.
Gp(r —x) P o8 (2m)% (k2 — m2 + ic) ’ (2:6)
e satisfaz a equagao diferencial:
lim (9,0" + m? — ie)Gp(x — z) = -0z — ), (2.7)

e—0t

No caso A = 0 o célculo de Z[J] = Zy[J] envolve somente integrais gaussianas e é dado por:

ZO[J} — N[det(auall+m2)]—1/2€—§ffd4xd4acIJ(a:)GF(a:—xl)J(xl)

= ZO[O]C_QLE /[ d4a:d4x/J(z)G’F(a:—:c/)J(:v/)’ (28)
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onde usamos:
/ Dyetd 00O _ njqer o(t)] 2.

com O(t) um operador hermitiano e N uma constante de normalizacao.

podemos calcular o valor esperado no vicuo de ¢(z), ou seja:

(2.9)

Utilizando Zy[J],

(—ih) 8201
0jo(x)|0) =
= 0. (2.10)
Agora para dois campos ¢(x) e ¢(y), temos:
(—ih)? 6272y J]
0|To(x)op(y)|0
OITe@OWIOl = 7 07 5701w 1o
B GO [ O Zlole szd‘*xd‘*w(x)cF(xy)J(y)}
ZolJ] 6J(x) [6J(y) J=0
= hGr(x —vy). (2.11)
Para o cdlculo de Z[J] quando A # 0, vamos utilizar a relacao funcional:
6w) = 5o (2.12)
— .
v 8J(x)’
e entdo podemos reescrever o funcional Z[.J] como:
o [ dte(0,0m9— 2 64470
Z[J] = N/D¢e2h 20u0%9—%
- N / Dy <e i / d4a:d>4) e S0l9.7], (2.13)
onde:
1 m? ,
S0l J) = 20,00 — "ot + o, (2.14)
Fazendo a mudanga da equacgdo (2.12), ficamos com:
ix s 4\
21] = (e—mfd“(w)) > ZolJ] (2.15)
Expandindo em Taylor em torno de A = 0 temos:
i3 1 iAR?
Z = 1—- = 4 4
7 i s (- 4')</ i) ([ #vsign) -
Xe—ﬁffd $1d4$2j($1)GF(SC:[-I’Q)J(Z’Q). (216)

Programa de Pds-Graduagao em Fisica - UFPA



Introducao 30

Trabalhando apenas com os termos de ordem \ da equagao acima ficamos com:

. 3 4 )

A funcéo de 2-pontos e a funcao de 4-pontos podem ser obtidas da Eq.(2.17) como sendo:

, A2 4
OIT6()0(02)10) = G (on — v2) — °5-Gr(0) [ d'aGipla = y)Gr(o — ). (218)

(To(x1)(x2)p(x3)p(x4))o = —Nh° [Gr(y2 — y1)Gr(ys — y3) + Gr(ys — y1)Gr(ys — y2)
+ Gr(ys — y3)Gr(ys — y1))

—ik? [:\lGF(?M - ys)Go/deF(w —1y2)Gr(z —y1)
+%GF(?J4 - yz)Go/d‘rGF(m —y3)Gr(z —y1)
+2GF(?J3 - yQ)GO/deF(x —ya)Gr(z —y)
+%GF(?J4 = yl)Go/deF(fE —y3)Gr(z —y2)

A
+ZGF(?J3 - yl)Go/deF(fE —y4)Gr(r —y2)

+ 36 = WG [ #Gra - p)Gete—w)|  (219)

iNEA
Y

OIT[¢(x1)Pp(x)I0) = X ————x, + Xlﬁxz

Figura 2.1: Funcao 2-pontos para a teoria A¢*

/ d'2Gr(x — y)Gr(x — ys)Gr(x — )Gl — ya).

Podemos ver a estrutura geral dos diagramas de Feynman na figura acima. Existem duas
classes para representar esses diagramas, uma onde o diagrama é conectado e outra onde o
diagrama é desconectado. Sao chamados diagramas de Feynman desconexos os diagramas que
nao sao conectados.

Vemos assim que o funcional Z[.J] gera todas as func¢oes de Green. Pode-se demonstrar que
o logaritmo de Z[J] contém apenas os diagramas conexos (conhecidos por funcoes de Green

conexas) e é definido como:

W[J] = —ihlnZ[J). (2.20)

Programa de Pds-Graduagao em Fisica - UFPA



Introducao 31

X ————— X, Xf— X3 X —————— Xy

(OIT[@(x1)P(x2)P (x3)p (x4)]10) = oo, +

Xy Xy —— X3

X ——m88 X3 + X ———— X3 + X — Xy

+ X, Xa o 4 X1 X3 + N X2
Xy — X3 Xpg———————— X4 X3— Xy
x1 X4
+
Xy X3

Figura 2.2: Funcao 4-pontos para a teoria \¢*

Comparando as Egs. (1.71) e (2.3) vamos definir um novo campo ¢.., conhecido como campo

classico, como:

SWJ]
0J(x)

= ¢c(2), (2.21)

e, por meio de uma tranformada de Legendre, podemos escrever um novo funcional de W com

relacao as varidveis J(z) e ¢(x) como:
Diod = W) - [ d'ad(@)ou(e). (2:22)

Assim, temos que:

ool 5 M [ [ ( <y>>¢c<y>+ [zt
> y) — J(z)

6¢caz - [t (

_ SW[J] 6J(y) 8.J(y) SW1J]
B /d4 0J(y) dpe(x) _/d4 5¢c( ) 6J(y) - J(2), (2.23)

ou seja:
gi[fxi =7 (2.24)
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Nessa dedugao usamos as regras de derivadas de funcionais e recaimos na definicdo do campo
classico.

A seguir vamos estudar mais detalhadamente I'., a acao efetiva. Inicialmente podemos

o _ [ g, 00) 0
§J(z) /d Y5 T0e) 56.)
_ 4 OPWJ] )
-/ Y513 () 00c(0) (2.25)
tal que:
L 6F[¢C] - L_ .
6J(y) <5¢>c(:n)) - 5J(y)( J(z))
= 0z —y), (2.26)

ou, utilizando a defini¢ao (2.22):

o OWL PTIed
/ T8I () 60e(b0em) — 0 LY (2:27)

Introduzindo a notacao compacta:

"W [J]
(n) — 2.2
W = ST 0 )’ (2:28)
0" [¢c]
) = , 2.29
podemos escrever a Eq.(2.45) como:
wr® = 1. (2.30)

Esta equagao é fundamental para o entendimento da acao efetiva. Conforme vimos na Eq.(2.2),

a funcao de dois pontos é dada por:

_ (—ih)? 82Z]J]
OTo@)sI0) = S 7 (2.31)
e para a teoria livre da Eq.(2.11) temos que:
(0ITé(@)6(y)[0)" = ihGr(w —y). (2.32)
J& na teoria A\¢* da Eq.(2.18) obtemos:
_ AR? 4
OT6()o(0)I0) = ihGiplz )~ 5-Gr(0) [ aoGr(o —y)Grla— ). (239
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Por outro lado W fornece as fungoes de Green conexas, ou seja,

_m% = T 0
= (O[T6(x)(w)[0) — (0/T6()|0){01T6(x)[0)
— (O[T6(x)6(y)[0). (2.34)
pois,
(0[¢]0) = 0. (2.35)

Usando a notagao compacta, a equacao acima é escrita como:

w®|,_, = -G. (2.36)
Assim podemos fazer:
<W(2)F(2) = 1 J:¢C:0) — GI@|, =1. (2.37)
5°T[pc]
@, =—¢ |, (=G"" 2.38
‘d)c 6¢C(x1)¢c(x2)’¢c 0 ( )

Podemos perceber que a segunda derivada da agao efetiva é o inverso da funcao de Green
da teoria.

No Geral, temos:

IOl =Tls. +Y =G+ . (2.39)
Se quisermos escrever o propagador completo em termos da acao efetiva:
1
GIr|y, =1=G= . (2.40)
Gp +22
onde a somatoria significa as correcoes quanticas em F2|¢c. Entao:
1
G = [ p—
Gp +22
1 1 1 1 1 1
— _ + — ...
G}:l G;l Z GE‘I G}—(_'l Z GE‘I Z GF
= GF_GFZGF+GFZGFZGF+-~- (2.41)

A partir de Y podemos escrever o propagador completo da teoria para qualquer ordem. Assim,

podemos escrever o funcional acao efetiva como:

Tlge = / dzi ... d4xn%I‘(”) (15 s )| g be(1) - - - Pel@). (2.42)
n=1 :
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2.1 Efeito de Potencial quimico na acao efetiva

Nesta secao iremos considerar um modelo envolvendo férmions nao massivos imersos em um
campo de fundo abeliano nao interagente em (1+1) dimensoes a temperatura finita e potencial

quimico nao nulo. A densidade de lagrangeana da teoria é dada por: (e assumiremos p < 0).

L = iy (8 + ie A + pr Y, (2.43)

onde em (1+41) dimensoes usamos a representacao para as matrizes de Dirac dada pelas matrizes

de Pauli em 2-dimensoes com:

’YO =01, ’Yl = _i0-27 V5 = _ia37 (244)

e a métrica tem a forma diagonal n*” = diag(1, —1). No trabalho [8] a ac@o efetiva completa
para férmions nao massivos em um campo de fundo abeliano em (141) dimensoes foi calculado
a temperatura finita. Foi mostrado que todas as funcoes pares sao diferentes de zero e a agao
é apenas quadrética no campo de fundo [9]. Em particular, mostrou-se que a amplitude de

n-pontos tem uma estrutura simples dada por:
T2 (1 po ) o [S(p1- )0 (pa—) .o X uM ul? ]+ [8(p14)d(pay) - .. x witul? .. ] (2.45)

com as variaveis do cone de luz para um vetor qualquer A* definidas em termos de um novo

vetor u/{ como:
uff = (1,F1), A =A"+ A=A uy; (2.46)
notamos que esse quadri-vetor satisfaz as seguintes propriedades algébricas:
Nuubul =0, nuuliul =2 (2.47)

Os momentos pi,pa, ... em (2.45) denotam momentos externos para a amplitude e os indices a;
representam os indices térmicos e possuem valores + no formalismo de tempo fechado.
Os propagadores a temperatura e potencial quimico nao nulos no formalismo de caminho

temporal fechado sao dados por:

1

iU ) =P | e — e (eo)po)d(p) | (248)
iS4 (p) = 27 PO(—po) — nr(e(po)po)]5 (D)%, (2.49)
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iU (p) = 21 F0(p0) — e (e(p0)po))6 (D), (2.50)

72 _Zie — 2ming(e(po)po)d(p)? | - (2.51)

i (p) = p
onde np é a fungao distribuigdo de Fermi-Dirac e €(x) é a funcao sinal, ou seja:

1, >0
e(z) = (2.52)
-1, z<0

Das relagoes (2.48) e (2.51) podemos obter a seguinte relacao:
(iS__)* = iS4 (2.53)

Além disso, introduzimos um novo quadri-vetor k,,, dado por:

- -,

k= (ko + p, —k). (2.54)

2.1.1 Funcao de 2-pontos

A acado efetiva para os fétons (campo de calibre abeliano) é obtida pela integragdo dos
campos férmionicos via integrais de trajetoria. A temperatura zero ela pode ser calculada de
forma fechada e contém apenas termos quadraticos no campo de calibre. Esse resultado tem
sido usado extensivamente na solu¢ao de modelos em duas dimensoes. Para pu # 0 e T # 0 ela

é dada por:

2
R O e e e R Bl )
= & [ ) | — 2 bt + AR + )

k2 + ie

xyH [ - 27rnp(koe(k0))6(k2)} . (2.55)

Lembrando que os propagadores podem ser separados em uma parte independente da tem-
peratura e outra dependente, a funcao de 2-pontos pode ser escrita como:

T = O i), (2.56)
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A parte independente da temperatura nao apresenta nenhuma novidade e ja foi calculada

na literatura [9]. Vamos nos concentrar apenas na parte dependente da temperatura, dada por:

o &2k _ -
At = e [ ST (e i R

{ [27rmp(koe(150))5(l_c2)] . [2m’np(koe(k_o +)8((k + p)?)
(k +p)? +ic k2 + e
+ 2mnp(koe(ko))2mnp (koe(ko + p))3(k*)5((k + p)*) } - (2.57)

O trago pode ser calculado utilizando a férmula (A.9). Ficamos assim com:

- Pk v T y
zl“’jriﬁ)(p) - —62/ o [k_(k+ p)—ufu + ky(k+ p)putu”]

[2m'np(ko — p)e(ko)d(k?) N 2ming((ko + po — p)e(ko + po))d(k + p)?
(k+p)? + ie k2 + e
— (2P ((Ro + po — w)e(Fo + po))n((Fo — w)e(Fo) 3(R)26(K + p)%] (2.58)

A parte linear em np de ifiljfm, denotada por P.L., é dada por:

d’k - - v I (L v
PL. = 62/ 2n)? [k_(k + p)—ufiull + ki (k + p)putu” |

y {27rinp(koe(k:0))6(k2) N oming (k0 4 p)e(ko + po))d((k + p)?)
(k + p)? + ie k2 + ie

(2.59)

Agora fazendo a seguinte mudanca de varidveis no primeiro termo da equacao acima:
k=—(k +p); k=—(k +p). (2.60)

e fazendo kg + 1 — ko nos dois termos podemos reescrever P.L. como:

A2k 5(k2 - _
PL. - / = (k+;)2)+ — [F (R p) s+ Fo (R p) ]

x[np((ko + p)e(ko)) + np((ko — p)e(ko))]. (2.61)

Escrevendo a funcao delta como:

O(K® — k1)) + (K% + |k'])
2|k ’

§(k?) = (2.62)

podemos efetuar a integral em kg, obtendo:

1 T
rr. = [ éf)zék, {np (K] = we(k ) + np((KY] + ek )]

<[(1E] = BD (K = K+ po)ufialy + (K] + B (R + k' + paulu”]

ST + (I = WD) + (IR + e [E])
K=K = R IR' = K4 p i+ (=R 4+ R (IR R )
! } (2.63)

X
—2|kp + p? + ie
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A seguir podemos separar a integral em duas partes, para valores positivos e negativos de k' e

rearranjar os termos. Apds alguns calculos chegamos a:

_je2
PL = o [ et por(K!] + ) + np(k] - )
[ (2K + p)utu” (2k p_)uful (2.64)
(2k! +pi)p— +ie  (2k' —p_)py +ie '
onde utilizamos a definicdo (A.4) para escrever p? como:
P> =@")? = (") =psp-, (2.65)
tal que:
(2k'p_) + p? +ie = p_(2k' + p) +ie
e
(=2k'p_) +p? +ie = py (—2k 4+ p_) + ie. (2.66)
Vamos agora usar a seguinte propriedade da funcao delta:
A 1
= — —inAd(Ax). 2.
Az +ie z (Az) (2:67)
A 1
= — 4+inAd(Ax). 2.
Az — ie .CL‘+Z7T (Az) (2.68)
e colocando este resultado em P.L, obtemos:
—ie® 1.1 1 1
PL = 5 (im) [ ke np (k] = )+ (k! + )
% [(2k" + p4)3(p— (2k" + p))u u”
+ (2k' = p)d(py (2K — po))ulful], (2.69)

onde os termos proporcionais a 1/py foram desprezados por serem antisimétricos em k'
Utilizando as propriedades gerais da fungao delta, podemos reescrever a equagao acima como:

PL = == [ @i e) (k= o)+ ne(#] + )

x[€(2k" + p)d(p_)utu” + €2k — p_)S(ps)uliul]. (2.70)
Finalmente, utilizando que:

e(2k" +p4)3(p-) = e(k +p1)d(p-). (2.71)
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e(2k' —p_)d(p+) = (k" + p1)d(p4), (2.72)

obtemos a forma da contribuicao a Fi’i linear em np, ou seja:

—e?

PL. = T[(S(p_)u’iu’i—i-cs(m)uiui]
dq!
X/k [r (k' = ) + ek + wle(kh)e(k! + ph). (2.73)

A contribuicdo a funcdo de 2-pontos quadratica em np pode ser obtida de maneira
analoga. Como nao apresenta nenhuma discussao extra, ela é apresentada no Apéndice B. O

resultado é dado por:

PQ. = b(p-)utu’ + 5(ps)utut] / dk (k') [np(e(k) (k! — )
X np(e(k: + p) (k! + pt — )] e(kYe(k" + p). (2.74)

Dessa forma, a dependéncia completa da temperatura e potencial quimico pode ser escrita

CcOo1mo:

2

. v —€ v v
P () = 0o+ S(py ]

X /dkl[nF(!kll — ) +np(k + we(kt)e(k" +p')
e 3o yul -+ S(pauliut] [ d k) (oK) (!~ )
x np(e(k' +p') (k' +p" — )] e(k")e(k' +ph). (2.75)
Antes de continuarmos existem varios pontos a serem ressaltados ja a partir de +il" .
Primeiro a estrutura da funcao de 2-pontos no limite 4 — 0 reduz-se ao resultado apresentado
em [8]. Além disso, mesmo na presenca de um potencial quimico diferente de zero, a funcao de
2-pontos continua sendo transversal, ou seja:
Pl (p) o puld(p-)utu? +6(py)ulfull]

= (p-)p-u’ + 0(p+)pyul =0, (2.76)

onde usamos a Eq. (A.4) para escrever:

pUt+ = p+. (2.77)

Além disso, em (141) dimensoes a fungao de 2-pontos quiral ng Jr(p) pode ser obtida a partir

da fungao de 2-pontos do féton por meio das identidades das matrizes v (por exemplo, Eq.
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(1.19)). Entao, a dependéncia quiral da fungao de 2-pontos pode ser obtida a partir de (2.75)

correspondendo a:
I (p) = T (o) (2.78)
e a estrutura da funcao de 2-pontos quiral agora pode ser escrita como:

() o @M o(p- )l su + O(ps ulyul]

= —d(p-)p-u” + (p+)p+ul, (2.79)
onde usamos a identidade:
Muyy = +ul. (2.80)
Obtemos assim:
Puls% 1 (p) o< =0(p—)p-u” + d(p4)pyulf = 0. (2.81)

Esse resultado mostra que nao ha contribuicao a anomalia quiral proveniente da temperatura
finita e potencial quimico diferente de zero. A auséncia da contribuicdo dependente da temper-
atura para a anomalia quiral j& é bem conhecida e vamos discutir mais tarde claramente porque

o potencial quimico nao modifica a anomalia.

A componente +iI"" V_(T) da funcao de 2-pontos é dada por:

v A3k _ _
H D = (e)? / Ter [iST (% + )y 18T (k)] = (T™7)* (2.82)

(27)?
v(T)

Vamos calcular +iI'"}"’. Utilizando aos propagadores (2.49) e (2.50) obtemos:

2
DT ()2 / (jﬁ’; (1938 T (k + p)y*i ST (k)
— (ie)* / TE 1007+ po)B(—R) — (R0 + poyn (Re(R0))

(2m)?
—0(—kO)np((K° + po)e(k® + po)) + np((k° + po)e(kO + po))]
x8((k +p)*)3(K2)Tey" (J +p)y"” K. (2.83)

Novamente podemos escrever:

ZFTJVF(T) . ( ) + Z7T'u v(B) (284)
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e trabalhar apenas com a parte que contém temperatura, ou seja, i7" ’f_(ﬁ ). Entéo:

O = (ie)? / (d2’§ 00K+ po)0(—K0) — (KD + po)ns (Oe(2))
OO (R + po)e(k0 + po)) + (KO + po)e(KO + o))
)6

x5((k + p)?)5(k2)Tey™ (K + p)y” K. (2.85)

Estudando primeiramente a parte linear, temos:

2 _ _ _ _
PL = (0P [ (g CrPl-00 4 poynp(Re() — 6(-K)np (K -+ 1)e(0 + 5°))
xS ((k + p)*)S(k2)Tey" (F+ p)y” K. (2.86)

Devemos agora substituir o traco e as mesmas mudancas de variaveis e substituicoes feitas no

célculo no termo linear da parte dependente da temperatura de zfii (p). Deste modo, chegamos

— (s 2 d2k1 2 1 1 1 1 1
P.L. (z€) e 5(2m)% [np(k' — ple(k') +np(k' + p)e(k')+] e(k')
x [0(=k' = p")(py)ulyul + 0(k' + p)S(p—)u"u”] . (2.87)

A parte quadrética é idéntica a iT'}”, . Assim ficamos com:

42k
it = —(ie)® / 2n)? 5(2m)? [np(k! — pe(k') + np(k' + pe(k')] e(k')
x [0(=k" = p")s(ps)ufus + 0(k" + ph)S(p_)ul u” ]| + (ie)? [6(p—)ut u” + 5(p+)ul2u&8)
21.1
x (ie)” / éf) 2m)? [np(k' — pe(k )np(kt +p* — pe(k +p*)] e(k)e(k' + p').

O célculo do termo iF’f_ nao apresenta nenhuma sutileza extra e é dado por:

i = / PRGN (8 + p)e(k) + np((K — p)e(k))]
—0(k" + p")o(py )uyuf + 0(—k' — pH)o(p-)ulu?] — €[5 (p-)ut u” + 5(ps)u'Lul]
. / PRk + pYnp(F — pe(K)ne((K + p — p)e(k! + 1)) (2.89)

Comparando a equagao acima com a Eq.(2.75) vemos que:
. T, . T,
i (p) = it (), (2.90)

e portanto a parte dependente da temperatura da funcao retardada de 2-pontos na presenca do

potencial quimico é identicamente nula, ou seja:

F/,LI/(T B — Ful’(T ©) Z'I‘il:(Tvﬂ) =0. (291)

A funcao de 2-pontos adiantada também pode ser obtida de maneira similar.
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2.1.2 Funcao de n-Pontos

O célculo das fungoes de n-pontos, muito embora seja trabalhoso, nao apresenta nenhuma
sutileza extra em relacdo ao que ja foi apresentado. Assim, sem entrar em detalhes, vamos
apresentar somente os resultados. As amplitudes com numeros impares de fétons externos
desaparecem a temperatura zero, bem como a temperatura finita (na auséncia de potencial
quimico). Entretanto, como iremos ver, isso nao é verdade quando o potencial quimico é diferente
de zero. A amplitude da funcao de 3-pontos ird consistir de 2 graficos nos quais 2 das linhas
externas de fotons sdo trocadas. Denotando os momentos independentes para as linhas de
féton por p e g, associados com as linhas de fétons com indices (v, A), a parte dependente da
temperatura para a funcao de 3-pontos na presenca de potencial quimico diferente de zero é
dada por:

3

" iTe y y
T p.g) = T Bp-)d(a-)ul a4 6(p)d(g i u ]

x / di e(k)e(k" + P IS

+todas as permutagdes do momento externo, (2.92)

T,p)

onde identificamos p%,,(p?’) = p' + ¢' por simplicidade e o integrando I § é definido como:

1§70 = fnp(( = we(k) +np((k + " — (k! +p") + np((k' + Phy — ek + Phey)

—2np((k! = pe(k))np((k' +pt = pek! +pY) = 2np((k' = p)e(k'))

xnp((k' + Ppgy — pe(k' + Ppg))) — 2np((k' +p' — pe(k' +p"))

xnp((k' + Prgy — pe(k! + Pr))) + 4np((k' = p)e(k")np((k' +p' — pe(k! +p'))
(

xnp((k' + Prgy — p)e(k' + Preg)) = (0 — =) (2.93)

Existem varios aspectos a ser notados a partir desse resultado. Primeiro, o limite nulo para
o potencial quimico [observe que o ultimo termo —(y — —p) em (2.93)], a funcao de 3-pontos
desaparece [8]. Na presenca do potencial quimico, entretanto, existe uma contribui¢do nao nula.
Podemos continuar os calculos da estrutura geral para funcao de n-pontos a temperatura finita
e potencial quimico nao nulo. Entretanto, um padrao para a funcao de n-pontos ja aparece.

Vemos que a estrutura das amplitudes é sempre decomposta em duas partes, uma somente
com produtos do tipo uyd(p4) e outros com produtos na forma u_d(p_) (que é uma general-

izagao para pu # 0 do resultado obtido em [8]). A integral associada também tem uma simples
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generalizacao ou seja: (para n > 2, para n = 1 a amplitude é identicamente nula)

(—ie)*(m)" !
4

xult ..l /dkle(k:l)e(kl +pY)e(k! + Plg) . - (k" + Pp ) I

qrr Tt (py L p) = [0(p1-) -+ 6(pn—1)—)u .. w2 +3(p14) ... 6(p1)+)

+todas as permutacgoes para o momento externo, (2.94)

)

para n > 2 e onde le,(n) =pl+pi+... +pile 155" ¢ dado por:

IT0 = [(np((k' — pe(kY)) + np((k' + ph — p)e(k' + pt)) + permutacdes lineares]
—2[np((k' = pe(E))np((k* + pt — pe(k! + pt)) + permutacdes quadraticas]
+2%[np (k' = pe(k))np (k" +p1 — we(k! + p)nr((k' +py+p3 = we(k' +p1+p3))

+permutacoes ctbicas] + ...) + (=1")(p — —p)]. (2.95)

A simetria (antisimetria) para todas as amplitudes indo de pt — —pu é manifestada. O limite
u — 0 em todas as funcoes impares do potencial quimico é nulo e as amplitudes pares reduzem-
se ao calculado em [8]. A acao efetiva para fétons agora segue a partir da forma explicita das

amplitudes.

2.1.3 Modo alternativo

A particular estrutura para as amplitudes em (2.92) envolvendo produtos da funcao delta
no cone de luz com vetores no cone de luz é bastante interessante. A fim de entender melhor a
estrutura para a funcao de n-pontos nesse modelo, apresentaremos nesta se¢ao uma derivagao al-
ternativa em termos de férmions unidimensionais que também esclarecem varios outros aspectos
dos nossos resultados.

Inicialmente definimos dois novos espinores, ¥1, g respectivamente como:

Y = %(1 —5)Y

Pri, (2.96)

Yp = %(14'75)1!)

Pry, (2.97)
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onde Ppr = 1/2(F75) com P? = P. Deste modo podemos, reescrever a densidade de la-

grangeana como uma soma em duas partes dos left e right-handed espinores, ou seja:

L = WOy —ieAu )y + ppy
= Wh(O- —iu+ieA )R + gl 0y — i +ieAL)r, (2.98)

onde usamos a notagao (2.46) para escrever:
8:|: = 8.u:|: = ({90 F 81, Ai = A.ui = AO F Al. (2.99)

Da Eq.(2.98), podemos concluir que a densidade de Lagrangeana para a teoria efetiva torna-
se uma soma de duas densidades desacopladas, uma parte com férmions left e outra com férmions
right que se deslocam independentes interagindo com componentes do cone de luz do campo de
calibre. Mais ainda, muito embora o campo de calibre diferencie as componenentes right e left,
o potencial quimico as trata da mesma forma. Esta é outra maneira de entender porque o
potencial quimico nao acrescenta nenhuma contribuicao extra a anomalia quiral.

Na presenca do potencial quimico, os propagadores tem a formas:

ik
Tbg) = ist = — 2+ 2.100
(Topvr) =5k = 34— (2.100)
(]
ik
Tl ) —ight = — 2.101
( ¢L¢L> o7, ok e ( )
onde:
by =ko+p+kt =k £k (2.102)
Além disso,
(Ty) = (TP(Pr+ Pr)y'y’)
i f
= T (2.103)

ou seja, recuperamos o propagador de Feynman completo da teoria.

Podemos agora generalizar os propagadores a temperatura e potencial quimico finitos, es-
crevendo por exemplo:
i

iSf}r“) = kyPr [W - QWnF(kof(EO))‘S(/%Q)}

- i [k_ﬂee(m) - ZW”F(’COE(%)W(’C—)G(H)] - (2.104)
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iS(tv#) = IE—PL |:k_,’_k_l—|-z€ — 2W”F(k0€(k0))6(k2):|
= P [W + 27rnp(koe(k0)e(k1))5(k+)} . (2.105)

R(T

Calculando 71", o ), temos:

d’k
Fffu) _ e2/ . ( )(k+p)ZS (ﬁ#)( k)

(@m?’
o [ PPk i o -
- /(%)2 {/5—+i66(15+) 2mnp (Koe(ko))o (k) (kl)} (2.106)

% [(/_f +p)_ +iee(k +p)y

—2mnp((ko —|—p0)6(l_€0 +p0))5(l¥3 +p)+€(k‘1 —I—pl) .

Trabalhando apenas com os termos que contém temperatura, obtemos:

RO _ 62/ d’k [(—i)nF(’fo€(7€o))5(’5)‘f(k’l)
++ (2m) | p-+ k_,—i_ iee(ky -i:P+)
L (Zinr((ho+ po)egfoiioe)(%i(;f— +p)e(k! +p') (2.107)

x (2m)np(koe(ko))nr((ko 4 po)e(ko + po))d(k_)s(k— + p_)e(k")e(k! —i—pl)] .

O calculo agora é analogo ao da segao anterior e é dado por:

) B _75 /dkl e(k + pb)
X [w((k we(k)) +np((k + pe(k'))
— 2np((K" — we(k))np((k' +p' — pe(H7))| . (2.108)

Neste ponto, podemos fazer uma comparacao com o termo calculado anteriormente, uti-

lizando as Eqs.(2.47) e (2.75) obtemos:
wiutily, = 4irf,, (2.109)

ou seja, obtemos o termo right. Podemos também, de forma idéntica, calcular o termo left.

Vemos assim a justificativa das deltas que aparecem no célculo.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos sistematicamente os efeitos de potencial quimico e temperatuta
na acao efetiva em (1 4 1) dimensoes em um campo de fundo abeliano.

Primeiramente, no cap.1 revisamos os modelos exatos em (14 1) dimensdes, particularmente
o modelo de Schwinger onde a simetria de calibre local é preservada quanticamente, mas que
apresenta uma anomalia quantica relacionada com a transformagao quiral (que é uma simetria
classica do modelo). Paralelamente, apresentamos um estudo do formalismo de tempo real,
utilizado no trabalho para as analises de temperatura.

No Cap.2 generalizamos os calculos feitos em [8] acrescentando o potencial quimico a tem-
peratura finita na acao efetiva para férmions ndo massivos em um campo de fundo abeliano.
Calculamos explicitamente os efeitos térmicos a funcao de 2-pontos e depois generalizamos o
calculo para a funcao de n-pontos. Percebemos que, a temperatura finita, as fungoes pares nao
se anulam. Entretanto, quando acrescentamos os efeitos de potencial quimico a temperatura
finita, os termos impares da fun¢do de n-pontos sao diferentes de zero surgindo uma nova con-
tribuicao para a acao efetiva. Vimos também que os efeitos de potencial quimico nao afetam a
anomalia quiral do modelo de Schwinger. Além disso, as fungdes impares sdo zero no limite de
potencial quimico nulo, recuperando assim os resultados obtidos em [8]. Outro fato relevante
é que todas as amplitudes (pares e impares) das fungoes continuam tendo a estrutura geral
descrita em [8].

A origem da estrutura tornou-se clara a partir da formulacao da teoria em termos de férmions
unidimensionais dos espinores left e right-handed. Mostramos um modo alternativo de calcular
a funcado de n-pontos, por meio desses espinores. A estrutura do tensor bem como a estrutura
da fungéo delta para as amplitudes sdo triviais e recaimos de maneira simples nos mesmos

resultados que obtivemos anteriormente.
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Como continuidade deste trabalho, estamos atualmente analisando este modelo no formal-
ismo de tempo imaginario. Como neste formalismo, por meio de uma continuacao analitica, o
tempo é levado na temperatura, saimos do espaco de Minkowski, indo para o espaco euclidiano.
Neste caso, nao é claro como estruturas definidas em termos de varidveis do cone de luz sao
generalizadas.

Outra possibilidade de continuidade do trabalho seria a abordagem nao perturbativa no
célculo da agéo efetiva para temperatura finita. Uma vez que encontramos uma forma fechada
para a funcao de n-pontos, fica a pergunta se seria possivel escrever uma forma fechada para a

acao efetiva, efetuando-se explicitamente as integrais de Feynmann.
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Apeéendice A

Calculo do traco para a funcao de

n-pontos

No célculo da fungao de n-pontos precisamos calcular o trago envolvendo varias funcoes
v, algumas delas contraidas com momento. Iremos a seguir deduzir a forma geral destes tracos.

Vamos comecar calculando o trago de duas matrizes +:

Teyt dy” ¥ = TeyFa,yPy"ber”
= apbsTryt Py "~
= 2a,b, ("0 — M7 + H ")

= 2a"b” — 2a°b° + 2a"V* (A1)
Vamos agora definir um vetor como sendo:
Al = ("™ £ M)A, (A.2)
Entao:

't = (P +e)a,

(n
= (7700@0 + €Y al 7] lag £ ¢ aO)
(ao + a1, —a1 F ao)

(a’

a® +a')(1,F1) = azul, (A.3)
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onde:
uh = (1,-1), " =(1,1), ki=GFFk. (A.4)
Note que:
M uyq = (1, —1)ul; M, = (=1, —1)u”. (A.5)
Usando a Eq.(A.2), vamos reescrever o trago como:
Viak + bt a” = 2[a"b” + "7 €"Pagb,). (A.6)

Vamos usar a seguinte propriedade:

TP = PPy g pop, (A.7)
Assim:
biafi +ba” = 20 + ("0 — 0P )agb,]
= 2[a"” —n"a.b+ a”V] (A.8)

e usando a Eq(A.4) chegamos a:
Tey# @y ¥ = a—b_uliuf + apbiuu”. (A.9)
Vamos agora calcular o trago de trés matrizes .
Ty dy” 1 ¢ = apibprean Teytay iyl y iy A (A.10)

Novamente sabemos que:

pl oy vl A Al [n,u,ul(nuul )\)\1_’_771/)\1 V1A

TrykyH Iyt y n 0 — eta,\n” M)

+ ,,7)\/\1 (n,uzzl _ ’I’]‘LW’I’]‘LLIVI)

+ o (P — AL, (A11)

Entao, vamos escrever:

Tk dy” 1 ¢ = ambie 2™ (" M + My — etay, M)
o gt e
+ D (PN — A
= 2a* (b + b e — " b.c)
+ AMaW = ab) + b (a e — nMa.c)] (A.12)
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Usando a Eq.(A.2) e algumas manipulagoes algébricas, chegamos a:
Ty dy” Py f = aly by c+u+a“ e (A.13)
ou
Teyt gy W ¢ = allbchut v ud + o b At uful (A.14)
No geral pode-se demonstrar que:

Teyt Ay Ag. . A An = Ary Ay At

+ Aim Ay A WPl (A.15)
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Apéendice B

Termo quadratico da funcao de

2-pontos

O termo quadratico da funcao de 2-pontos é dado por:

2
PQ. = ¢ [ G0 = Wetnrl (1 +5 = ek + 1)

8(k*)8((k + p)*)Te(v*" b+ #)7” ). (B.1)

Usando a Eqgs.(2.60) e (2.62), podemos efetuar a integral em ko obtendo:

2 T 2
PQ. = [ b (S ) ek = ik e (Y + 5° = eI+ 5°))
(kY] — BN (& + p° — B — phydia + (JkY + BN (K +p° + &'+ phyutu” ]
5(p° + 20"kt = 2k"p") + [nr (=[] — we(= |k ))ne((=IE' |+ p° — p)e(— [k + p%))]
(=K' = ) (= [k + p° — B = ph )il + (=K + KN (= [k + 0 + &'+ ph)ut u” ]

S(p* + 2p°kY| — 2k'ph). (B.2)

Separando a integral em duas partes, para valores positivos e negativos de ki e rearranjando

os termos, apds algumas manipulagoes algébricas chegamos a:

PQ. = eZ/dele(kl) [ (e(k) (k" — p))ne(e(k" +p') (k' + p" — )
xe(2k' + p)d(p_)ut u” + np(e(kY) (' + p)nr(e(k' — pt)(k* — p' + p))
x €(2k" — p_)d(py)ulint] (B-3)
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e usando (2.71) e (2.72) finalmente obtemos:
PQ. = bl jutu’ + dpuutat] [ ERG) [t - )
ne(e(k' +p") (K +p' — )] e(kh)e(k" +p"), (B.4)

. o~ " Bu
que € a contruigao quadrética em np para I'}", .
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