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Resumo

Efeito Casimir em Teorias de Chern-Simons

Penn Lee Menezes Rodrigues

Orientadora: Prof* Dr?* Silvana Perez

Resumo da Dissertacao de Mestrado apresentada ao Programa de Pds-Graduagao em Fisica da Universidade
Federal do Pard (PPGF-UFPA) como parte dos requisitos necessédrios para obtencdo do titulo de Mestre em Ciéncias

(Fisica).

Nesta dissertacao obtemos a forca de Casimir a temperatura finita entre duas linhas pa-
ralelas sujeitas a condicao de fronteira do tipo linhas mistas, no contexto da teoria de Maxwell-
Chern-Simons em (24 1) dimensoes. Além disso, analisamos a simetria de inversao de temperatura
apresentada pela energia livre de Helmholtz do modelo para diferentes condicoes de fronteira.

Iniciamos estudando aspectos gerais do formalismo de Matsubara no intuito de introduzirmos
efeitos térmicos na teoria; também analisamos aspectos gerais da teoria de MCS em (2 + 1) di-
mensoes. Posteriormente, revisitamos o calculo da forca de Casimir para o caso de duas linhas
paralelas infinitamente permeaveis magneticamente a temperatura nula e finita, bem como o caso
de linhas mistas a temperatura nula, onde tomamos uma linha perfeitamente condutora eletrica-
mente e outra infinitamente permeavel magneticamente.

Em seguida, apresentamos novos resultados envolvendo a forca de Casimir a temperatura finita
com condicoes de fronteira do tipo linhas mistas. Por ltimo, analisamos a simetria de inversao
de temperatura associada a energia livre de Helmholtz do modelo, mostrando que mesmo para
condigoes mistas é possivel obter uma espécie de simetria residual, em analogia a resultados exis-

tentes para a eletrodinamica em (3+1) dimensoes.
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Abstract

Casimir Effect in Chern-Simons Theories

Penn Lee Menezes Rodrigues

Orientadora: Prof* Dr?® Silvana Perez

Abstract da Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Programa de Pds-Graduagdo em Fisica da Universidade
Federal do Pard (PPGF-UFPA) como parte dos requisitos necessédrios para obtencao do titulo de Mestre em Ciéncias

(Fisica).

In this work we study the Casimir force for Maxwell-Chern-Simons (MCS) theories in (2+1)
dimensions. In particular for the bidimensional case, we consider different boundary conditions
and present new results concerning the influence of the temperature in the phenomenon. We also
analyse the Temperature Inversion Symmetry, considering both the massless and massive cases.

We start by studying general aspects from Matsubara formalism with the goal of introduce
thermal effects in the theory; we also analyse general aspects of (2+1)-dimensional MCS theory.
Then, we review the Casimir force for the infinite magnetically permeable lines at both zero and
finite temperature, as well as the mixed lines at zero temperature, for which we take one line infinite
magnetically permeable and the other perfect conducting.

We next present new results concerning the Thermal Casimir force for the case of mixed lines.
Finally, we analyse the Temperature Inversion Symmetry associated with the Helmholtz free e-
nergy, showing that even for the mixed lines boundary conditions it is still possible to define a
residual symmetry, the result being analogous to previous results for the eletrodynamics in (3+1)

dimensions.

Belém-Para

2011



iii

“Para Kely,
Pedro e Paulo”



iv

Foi bom para mim
ter passado pela aflicao,
para que aprendesse 0s
teus decretos.

Sl 119:71



Agradecimentos

No decorrer da minha vida académica como aluno de Pés-Graduagao angariei muitas amizades
que influenciaram positivamente no desenvolvimento desta dissertagdo. No entanto, antes de agradecé-las,

quero agradecer em primeiro lugar a Deus, pois nao posso negar a minha fé e esperanca em Jesus Cristo:

Somente a Ti, 6 Senhor Deus, a Ti somente,
e nao a nos, seja dada a gloria por causa
do Teu amor e da Tua fidelidade.

Sl 115:1

Em segundo lugar, como nao poderia deixar de ser, quero agradecer a minha familia: a minha amada
esposa Kely Rodrigues, pelo apoio, pela motivacao e, acima de tudo, pela paciéncia; aos meus filhos: Pedro
e Paulo, por me fazerem querer ser uma pessoa melhor. Deixo aqui também o agradecimento aos meus
pais, Jorge e Selma Rodrigues, pela fé que aplicaram na minha pessoa acreditando que eu poderia ir além
das minhas limitacoes.

Na sequéncia de prioridades, quero agradecer a Prof* Dr? Silvana Perez pela orientacao, pela paciéncia
e dedicacao que tem dispendido ao longo desses dois anos de trabalho. Além disso, quero agradecer ao
apoio e as discussoes altamente frutiferas do nosso grupo de pesquisa: Soraya, Charles, Tércio, Tanisia e
Carol.

Aproveito também para expressar a minha gratidao a Capes pelos dois anos de bolsa que permitiram
me dedicar aos estudos que culminaram neste trabalho.

Agradeco também a todas as pessoas que contribuiram direta ou indiretamente para a minha formacao
académica e para a minha vida pessoal.

Além disso, pelas massarocas compartilhadas, pela amizade e momentos de descontracdo, agradeco aos
colegas: Leandro, Orival, Alberto, Walace, Fernando, Alex, Hector, Neto, Messias, Joao Paulo, Eduardo
e Elaine.

Pela forga, pelas oracoes e pela amizade, quero agradecer ao Pr César Juca e aos irmaos em Cristo da
IEADMI - Pedreira III.

Para finalizar, o que dizer senao:

Combati o bom combate,

completei a carreira, guardei a fé.

2Tm 4:7



Sumario

Introducgao 9]
1 Aspectos Gerais [12]
1.1 O Operador Densidade . . . . . . . . . .. . 13
1.2 Formalismo de Tempo Imaginario para a TQC . . . . . . .. .. .. ... ... ... .. [L6]
1.3 A Teoria de Chern-Simons . . . . . . . . . . . . . 20
2 Efeito Casimir em (241) dimensoes a Temperatura Nula 24]
2.1 Consideragdes Gerais . . . . . . . . . .o e 23]
2.2 Condigoes Simétricas de Fronteira a Temperatura Nula . . . . . . ... ... ... ... .. 29
2.3 Linhas Mistas a Temperatura Nula . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ...... B3
3 Efeito Casimir em (2+41) dimensoes a Temperatura Finita 36]
3.1 Condigoes Simétricas de Fronteira a Temperatura Finita . . . . . .. .. .. ... ... ... 37
3.2 Linhas Mistas a Temperatura Finita . . . . . . . .. ... ... 0oL 40
3.3 Simetria de Inversdo de Temperatura . . . . . . . . . . . ... 44
Consideragoes Finais 46|

A Teorias de Chern-Simons em (341) dimensoes
A1 Consideragdes Gerais . . . . . . . . . . o e

A2 As Equacoes de Movimento . . . . . . .. ... Lo

5B BB

A3 Efeito Casimir em Modelos MCS em (34+1) Dimensoes. . . . . . . . ... ... ... .....

Referéncias Bibliograficas 63l



Introducao

Na matematica, estuda-se a simetria de um dado objeto fazendo o levantamento de todas as operacoes
que nao o modificam. Os geradores destas operacoes sao agrupados em conjuntos satisfazendo determi-
nadas propriedades: definimos assim a Teoria de Grupos [I}, 2]. Entre os grupos de grande interesse na
matematica estao os grupos de Lie, pois por meio deles e de uma propriedade chamada de homomorfismo
pode-se mapear diversas grandezas invariantes de outros grupos.

Com o advento da Mecanica Quantica foi possivel, a partir dos trabalhos de Wigner [3] em 1939,
implementar a nocao de representacao de grupos de simetria de Lie no estudo de sistemas fisicos. Dessa
forma, Wigner e outros perceberam que a invariancia era um conceito fundamental para o entendimento

de novos fenémenos fisicos e o desenvolvimento de teorias apropriadas.

Historicamente o desenvolvimento da teoria de Chern-Simons (CS) nao é diferente ao da teoria de
grupos. Inicialmente, era uma teoria puramente matematica, que surgiu da tentativa de se derivar uma
férmula combinatorial para um invariante sobre o Manifold quadri-dimensional, e cuja anélise se baseava
em uma abordagem topolégica de invariantes geométricos e formas caracteristicas sobre tal espago. A
estrutura original da teoria foi apresentada pela primeira vez por Shiing-Shen Chern and James Simons
em 1974, no trabalho intitulado “Formas Caracteristicas e Invariantes Geométricos” (do original “Cha-
racteristic Forms and Geometric Invariants”) [4]. Somente posteriormente, devido as suas caracteristicas
bastantes peculiares, foi possivel aplicd-la ao estudo de diversos sistemas fisicos planares, que vao desde a
matéria condensada até a cosmologia e gravitagao.

Em particular, a teoria de CS ganhou destaque quando desempenhou um papel fundamental na ex-
plicacao dos fenémenos planares como, por exemplo, o Efeito Hall Quantico e a supercondutividade de
alta temperatura [0, [6]. Além disso, essas abordagens permitiram observar que o modelo de CS é um
invariante de calibre, viola a paridade e a invariancia por reversao temporal. Merece destaque também o

fato de que quando considerada conjuntamente com outros modelos, esta teoria apresenta caracteristicas
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interessantes que estao relacionadas com a geragao de massa para o féton topoldgico, no caso do termo de
Maxwell; e ao atrelamento de um fluxo magnético a particulas carregadas que interagem com o potencial

vetor, no caso de campos de matéria.

Uma outra discussao importante para este trabalho é um pouco mais antiga que a teoria CS e esta
relacionada a forca de atracao entre dois corpos neutros. Embora estudos nesta direcao remotem do
século XIX, somente a partir de 1948 o fenomeno foi descrito satisfatoriamente por uma teoria, pois nesse
ano Hendrik Casimir previu que duas placas condutoras descarregadas, muito proximas uma da outra,
deveriam exercer uma interagao de atragao mutua [7]. De fato, em uma andlise histérica, podemos dizer
que a origem dos estudos relacionados com a atracao mutua entre objetos neutros é anterior aos trabalhos
de Casimir, sendo que, ja na época de Casimir, acreditava-se estar relacionada as forgas intermoleculares
fracas analisadas por van der Waals quando ele estudava moléculas neutras em 1873 [§]. Casimir porém,
propoe uma elegante analise utilizando o formalismo de Teoria Quantica de Campos.

Sabemos hoje que esta forga de atragdo se deve as oscilagoes do vacuo entre as placas, uma vez que
particulas virtuais sao criadas e aniquiladas a todo momento, e isso ocasiona flutuacoes de energia nessas
regides. Vale salientar que essas consideragoes dizem respeito a um tratamento via temperatura nula, pois
para temperatura finita devemos considerar também flutuacoes devido ao banho térmico que as particulas
estao sujeitas [9, [10].

Além das propriedades acima, cabe ressaltarmos uma caracteristica interessante vinculada ao efeito
Casimir: o tipo de interacao entre as placas depende da natureza delas. Esta caracteristica do modelo
é chamada de efeito de condigoes de fronteira [11], 12]. Na literatura encontramos casos onde os autores
consideram diversos tipos de condigoes de fronteiras como, por exemplo, duas linhas perfeitamente con-
dutoras eletricamente (PCE) [13], para as quais a forga é atrativa; linhas circulares PCEﬂ [14], para as
quais a forca é atrativa; duas linhas infinitamente permedveis magneticamente (IPM)[I5], para o qual a
forga é atrativa; e o caso de linhas mistas, onde é considerada uma linha IPM e outra PCE [15] [16], para a
qual a forca é repulsiva. E importante relatarmos que sistemas que apresentam forca de Casimir repulsiva
tém despertado grande interesse, pois trabalhos recentes apresentam diversas aplicacoes na construcao de
sistemas nanoeletromecanicos [17].

Analisando o estudo das flutuacoes do véacuo na teoria de Maxwell-Chern-Simons (MCS) em (2+1)

!Por uma questao de simplicidade passaremos a utilizar somente as siglas PCE e IPM quando nos referirmos as
linhas Perfeitamente Condutoras Eletricamente e as linhas Infinitamente Permedveis Magneticamente, respectiva-

mente.
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dimensoes, é possivel estabelecer uma relagao entre a massa topoldgica do foton associado ao potencial
vetor com a forca de Casimir entre duas placas paralelas inseridas neste campo. Em outras palavras, via
cédlculo da forca de Casimir, é possivel estimar a ordem de grandeza da massa topoldgica dos fotons do
modelo MCS. Essa foi exatamente a motivagao que levou Milton e Jack a calcular a forca de Casimir entre
duas linhas PCE [I3]. Neste trabalho, os autores obtiveram resultados andlogos aos obtidos por Casimir

[7] para a eletrodindmica em (341) dimensoes.

Nesta dissertacao iremos analisar os efeitos térmicos na teoria de MCS, considerando diferentes condigoes
de contorno. No capitulo 1, revisitaremos os principais aspectos relacionados com a construcao de o-
bservaveis a temperatura finita via formalismo de Matsubara. Apresentaremos também aspectos gerais
relacionados com o modelo de MCS em (2 + 1) dimensdes. No capitulo 2, apresentaremos o célculo da
forca de Casimir via método das funcoes de Green, explicitando a influéncia das diferentes condigoes de
fronteiras sobre as equagoes que determinam a expressao para a forca. Especificamente, iremos revisitar
o célculo da forca de Casimir para linhas IPM e para linhas mistas a temperatura nula, resultados estes
obtidos em [I§].

No capitulo 3, analisamos a forca de Casimir a temperatura finita para o caso de linhas IPM e apre-
sentamos os nossos resultados para o caso de linhas mistas a temperatura finita. Veremos como a simetria
de inversao de temperatura (SIT) se manifesta para linhas PCE no limite de massa nula, bem como
mostraremos que para o caso de linhas mistas, no limite de massa nula, a forca de Casimir apresenta
simetria de inversao de temperatura do tipo residual, de acordo com a defini¢ao encontrada em [19]. Para

finalizar, apresentamos algumas consideracoes finais pertinentes ao trabalho.



Capitulo 1

Aspectos (Gerais

Teoria de Campos a Temperatura Finita

No desenvolvimento deste trabalho, ao passarmos do estudo a temperatura nula para a abordagem de
temperatura finita, utilizaremos o formalismo de tempo imagindrio ou formalismo de Matsubaraﬂ Este
formalismo consiste em um mapeamento da teoria quantica de campos usual de tal forma que a varidvel
temporal sofre uma rotagdo no plano complexo, atingindo o eixo imagindrio negativo. Apds a rotacao, a
varidvel de tempo passa a ser interpretada como temperatura e, assim, esse formalismo é mais apropriado
para descrever sistemas estatisticos em equilibrio térmico. Os observaveis da teoria sao determinados a
partir da fungdo de particao e esta, por sua vez, é uma fungdao do operador densidade. Vemos assim que
este operador assume um papel fundamental na teoria estatistica quantica, contendo todas as informacoes
acerca do sistema estudado. Este é o motivo de iniciarmos este capitulo com uma revisao dos principais

aspectos concernentes a ele.

IEste formalismo foi apresentado por Matsubara em 1955 [21], e atualmente os principais aspectos do formalismo
podem ser encontrados em varios livros texto sobre teoria quantica de campos a temperatura finita, como por

exemplo [22] 23] [24].
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1.1 O Operador Densidade

A abordagem que utilizaremos nesta dissertacao consiste em um tratamento da teoria de campos via
Fisica Estatistica Quantica, na qual o ente fisico fundamental é dado pelo operador densidade. Para
entender sua importancia na teoria estatistica quantica iniciaremos o estudo com uma revisao de alguns
conceitos e de algumas importantes caracteristicas da formulacao da Mecénica Quantica via operador

densidadd?

Na formulagao usual da Mecanica Quantica postula-se que o estado fisico de um sistema quantico é
completamente descrito por um vetor de estado (ou ket) |¢>ﬁ Nessa concepcao, o vetor de estado contém
a maxima informacao que a Mecanica Quantica permite atribuir ao sistema, dentre as limitacoes impostas
pelo Principio de Incerteza de Heisenberg.

Os kets pertencem a um espaco vetorial complexo de dimensao infinita, denominado espaco de Hilbert,
sobre o qual é definida uma algebra de composicao e é possivel escolher um conjunto de vetores ortonormais
formando uma base completa. Além disso, sobre o espaco de Hilbert definimos os operadores (simbolizados
por @), que sdo entes responsaveis pelas medidas dos observaveis fisicos. Os possiveis resultados da atuagao

de um operador sobre um ket sao dados pelos autovalores da equacao de autovalores:
O |vk) = vk |vi) (1.1)

onde |v) é um autoestado do operador O e v, é o autovalor associado a este autoestado. Por outro lado,
associado a cada estado fisico representado por um particular vetor de estado |¢)) temos a probabilidade

de, na medida de O em |1}, obter uma de suas varias possibilidades de autovalor v, dada por:

P = [l = (0 | Pil ), (1.2)

onde P, = |1;) (1] é o operador, que apés a medida, projeta o estado do sistema fisico para o estado |v)
[28].
Para finalizar a colecao de postulados que estruturam a teoria quantica, o vetor de estado deve satisfazer

uma equacao de evolucao temporal dada pela equagao de Schrodinger:

.0 ~
ihe 0) = H 1) (1.3)

2Neste tépico abordamos apenas aspectos gerais concernentes ao operador densidade, para mais detalhes ver, por

exemplo: [25] [26] 27].
3Estamos adotando aqui a notagao de Dirac, para mais detalhes ver, por exemplo [28, 29| [30].



CAPITULO 1. ASPECTOS GERAIS 14

Neste ponto é importante ressaltarmos que a abordagem acima sé fornece previsoes para colegoes de
sistemas identicamente preparados (ditos ensembles puros), todos eles representados pelo mesmo ket, ou
seja, quando temos o perfeito conhecimento do estado em que o sistema se encontra.

No entanto, em uma abordagem estatistica, lidamos com sistemas nos quais, em geral, parte de seus
elementos estd no ket |¢1), outra parte estd no ket |2) e assim por diante. Os ensembles que possuem
essa caracteristica sdo ditos mistos e nao nos fornecem toda a informagao necessaria para um tratamento
quantico via Mecanica Quéantica usual. Ao invés disso, podemos apenas associar certas probabilidades
w1, W2,. .., Wm, de que um particular sistema do ensemble, escolhido aleatoriamente, esteja nos estados
quanticos descritos pelos kets |11), [2),. .., |tm), respectivamente. O ensemble pode, entao, ser inter-
pretado como uma superposicao incoerente (que nao pode ser expressa por uma combinacao linear) de
estados, com wy, representando a fragao de sistemas no estado |¢,).

Podemos ainda supor que esses kets sao normalizados,

(Ym | hm) =1, (1.4)

mas nao podemos, a priori, afirmar que eles sdo ortogonais. Além disso, as probabilidades devem satisfazer:

W >0, > wn=1. (1.5)

m

Em analogia a Eq. 1’ podemos obter a probabilidade de, na medida do observavel O em um estado

fisico |¢y,), obter o resultado vy, como sendo dada por:

PP = (P | Bl ) - (1.6)

A partir da Eq. (1.6) podemos definir a probabilidade de, na medida no ensemble, obtermos o resultado

v, como sendo a seguinte média ponderada:
pzns _ Zwmpzi (17)
m
= > Wi (G| P [¥om) - (1.8)
m
Usando a propriedade T'r |v) (u| = (u | v) podemos reescrever a probabilidade acima como:

de modo que toda a informacao sobre o ensemble fica restrita ao operador contido na parte entre parénteses.

p="Tr , (1.9)

Este operador é denominado Operador Densidade dﬂ

, que as Eqs. e D 840 necessarias para garantir que Trp = Zwm (Y | Ym) = 1.
m

4Note, na Eq.(1.1

)
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ﬁzzwm‘wm> <wm’a (1-10)

e, em termos dele, a probabilidade de que a medida de O no ensemble forneca o resultado v, pode ser
escrita na forma:

"™ = TrpP;,. (1.11)

Além da probabilidade associada com uma determinada medida de @, podemos também obter o valor

esperado da medida de O no ensemble a partir da seguinte equacao:

<@> = Zykp,im (1.12)
k
= Trp (Zvﬁ%)- (1.13)

k
Notando na expressao acima que a quantidade entre parénteses é a decomposicao espectral do operador

O, obtemos que o valor esperado é dado por:
<(’)> = TrpO. (1.14)

Note agora que a partir dos resultados obtidos acima podemos analisar colecoes de sistemas sem
que seja necessario termos o conhecimento completo do ket que descreve o ensemble. Neste caso, basta
conhecer o operador densidade que representa o ensemble. Por exemplo, para um sistema em equilibrio
termodinamico com um reservatério térmico em uma temperatura absoluta T, pode-se demonstrar que o

operador densidade, nao normalizado, assume a seguinte forma:

p(B) =e "1, (1.15)

onde [ representa o inverso da temperatura de equilibrio (8 = %) e H é a hamiltoniana do sistema. Por

outro lado, para um ensemble genéricﬂ o operador densidade é dado por [22]:

p(B) = e PK, (1.16)

com K sendo um operador que depende do particular ensemble escolhido. Por exemplo, para o ensemble
grande-canonico temos K = H — [LN , onde N é o operador nimero de particulas do sistema e @ éo

potencial quimico.

5Cabe ressaltar que neste trabalho estamos adotando o sistema de unidades naturais, no qual a constante de

Boltzmann é unitéria, k = 1.
6No sentido de ser um ensemble canénico ou grande candnico.
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Finalizando esta discussao, vale salientar a semelhanca entre o termo e=BK ¢ o fator de Boltzmann,
e PKi que na estatistica cldssica determina a probabilidade relativa do microestado j a uma dada tem-

peratura T.

1.2 Formalismo de Tempo Imaginario para a TQC

Conforme vimos na secao anterior, a teoria estatistica quantica é feita necessariamente utilizando o
operador densidade, uma vez que neste caso estamos considerado um ensemble misto. Deste modo, o
comportamento estatistico de um sistema mecanico pode ser estudado, a partir da escolha apropriada de
um ensemble e sua respectiva matriz densidade. Em particular, para um ensemble em equilibrio térmico,

temos que o operador densidade é dado porﬂ:

p(B) = e PK. (1.17)

Utilizando este operador, notamos que ele satisfaz a equacao de Bloch, dada por:
dp
oB

Além disso, podemos também definir a funcao de particdo Z que contém toda a informagcao sobre o sistema

—Kp. (1.18)

estatistico, como sendo:

Z =Trp. (1.19)

Segundo os postulados da Mecanica Estatitica, para se obter informacoes sobre o sistema é necessario que
antes se obtenha a funcao de particdo que representa o mesmo. No entanto, somar p sobre todo espectro
de energias do sistema nem sempre é tarefa trivial, sendo que, em muitos casos, este espectro nem mesmo é
conhecido de maneira exata. Podemos entao efetuar um calculo pertubativo para obter Z. Consideramos
que K possa ser escrito como K = Ko+ K7, onde Kj é tal que Z(K)) é conhecida e K1 é uma pertubagao
imposta ao sistema. Com isso, é possivel obtermos Z através de uma teoria de pertubacao em torno de
Z(Ky).

Como conseqiiéncia das hip6teses acima podemos definir uma nova funcao S = S(f) tal que:
p=e PK = PRog (), (1.20)

de tal maneira que a equagao de Bloch (1.18)), expressa em termos de S, torna-se:

0

%S(ﬁ) = —K1S(p). (1.21)

"Deste ponto em diante, sempre que nio haja ambiguidades com outros termos, omitiremos o sfmbolo circunflexo

dos operadores.
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A introdugao da fungédo S nos leva a notarmos a semelhanga entre a Eq. e a derivada com relagao
ao tempo do operador de evolugao temporal U(t,t") da teoria quantica, ou seja, S(8) é qualitativamente
semelhante a U(t,t') e esta é a esséncia da formulagdo da Teoria Quéantica de Campos a Temperatura
Finita. Esta teoria é conhecida como formalismo de Matsubara ou formalismo de tempo imaginario [21].

Vamos a seguir apresentar esta formulacao.

Na descricao de um sistema quantico, os observaveis sao expressos através de operadores no espacgo de
Hilbert e admitem representacoes diferentes. Por exemplo, nas representagoes de Heisenberg e de interagao

0s operadores S0 €xXpressos por:

Out) = efthoge Ht/h (1.22)

O;(t) = eHot/hoge=Hot/h (1.23)

onde Og é o operador na representacao de Schrodinger. Na expressao acima, estamos considerando que a
hamiltoniana do sistema pode ser escrita como H = Hy + Hj, no qual Hy representa a hamiltoniana do
sistema sem a interagdo e Hy representa a hamiltoniana de interagao. Além disso, os operadores Og(t) e

Og(t) podem ser relacionados a partir da seguinte expressao:
Ou(t) =U(0,t)O0r(t)U(t,0). (1.24)
Nessa equagao U(t1,t2) é o operador de evolugao temporal e é definido como sendo:

u(tl, t2) — eiHotl/fLe—iH(tl—tg)/fle—iHotg/ﬁ’ (125)

satisfazendo a seguinte equacdo de movimento:

ihgtu(t,t’) = Hi(t)U(t,t). (1.26)

Em vista da equacao acima podemos interpretar a Eq. como sendo a equacao de movimento para o
operador S em uma representacao “modificada”de interagao. Podemos observar isso facilmente realizando
uma rotagao sobre o eixo temporal, no sentido horario, de modo a coincidir com o eixo imaginario negativo
(t = —if3), e mapearmos H — K. Realizando essas modifica¢oes na teoria usual podemos estudar efeitos
de temperatura via Mecanica Estatistica na abordagem quantica, ou seja, podemos definir uma nova

representagao de interacao a partir de:

O, (1) = 0T Oge™ 0T, (1.27)



CAPITULO 1. ASPECTOS GERAIS 18

Devemos notar ainda que essas modificacoes requerem também uma representacao “modificada”de

Heisenberg como:

Op(r) = efTO0ge K7 (1.28)

= U(0,7)0k,U(T,0), (1.29)

onde o operador de evolucao temporal (modificado) é expresso por:

U(Ty, 1) = efon/he=K(ni=m2)/he=Kor2/h (1.30)
e satisfaz a seguinte equagao:
0
EU(T, ) = —K[(m)U(r, 7). (1.31)

Neste novo formalismo o operador densidade assume também uma forma modificada, sendo descrito
por:

p(B) = e P8 = e PRy (3,0), (1.32)

e devido a este fato os observaveis da teoria passam a ser escritos como médias estatisticas nos ensembles

especificados por p, ou seja:

©) = (0), (1.33)
= %Trpo’ (134)

onde Z é a funcao de particao do sistema. Esta nova formulagao nos permite mapear a TQC para sistemas
a temperatura finita (7" # 0) na TQC a temperatura nula. Neste caso, os observaveis sao calculados como
médias nos ensembles expressos por p e K, ao invés de médias nos estados de vacuo.

Usando o mapeamento acima podemos obter, em analogia ao formalismo de temperatura nula, a fungao
de particao via método de integracao funcional. Para isso considere a fungao de particdo da mecénica

estatistica, no ensemble candénico (K = H), como sendo dada por:

Z(B) = Trp(B) = Tre PH, (1.35)

onde o trago deve ser calculado em uma base completa qualquer. Neste caso, geralmente, considera-se
o conjunto completo de autovetores do operador H. No entanto, como estamos considerando ensemble
mistos iremos tomar o conjunto completo dos autovetores do operador campo qﬁ Assim, o traco assume

a seguinte forma:

mmz/wwwmw, (1.36)

8Por conveniéncia, estaremos considerando o caso bosénico.
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onde |¢) satisfaz a equagao é |p) = ¢|¢). Note na equacdo acima que podemos identificar o operador p(3)
como sendo um operador de evolugao temporal para tempos imaginarios. Assim, fazendo a generalizagao
do operador de evolugao temporal semelhante a Eq. e fazendo o processo de integracao funcional
obtemos [23], 31]:

ZW):/fweﬁ“ff“R (1.37)

onde Lg é a densidade de lagrangiana associada com H, no espago euclidiano.

Note agora que, a partir da Eq., podemos expressar a média estatistica em termos de uma
integracao funcional. Deste modo, qualquer observavel estatistico pode ser calculado, senao de forma
exata, pelo menos pertubativamente com o uso de técnicas similares aos métodos tradicionais da TQC a
temperatura nula. Além disso, podemos também obter as funcoes de correlagao de maneira andloga as

funcoes de Green da TQC usual, ou seja, partindo da definicao de funcional gerador das fungoes de Green

da teoria,
2(8:4) = / Dge™ v aiee=i(End), (1.38)
podemos obter a fungao de Green G(71,T2) como sendo:
1 62Z(B;75) 1 / -S
, : = —— | Dogpr, by 5P 1.39
Z6)5imeim) |,y 23 ) PO (139
= G(T1,7'2). (1.40)

onde a dependéncia sobre as coordenadas ¥ foi suprimida para nao carregar a notagéao. Além disso,

definimos a acao Sg(f) como sendo:

SE@n:iABdT/lﬁxﬁE. (1.41)

Nesta linha, muitos resultados da abordagem usual de TQC (como, por exemplo, o calculo dos diagra-
mas de Feynman) podem ser utilizados a temperatura finita (7' # 0). A principal diferenga consiste no
fato de que nas integrais temporais para T # 0, o tempo é considerado em um intervalo finito ao invés de
variar no intervalo (—oo,00), como na abordagem usual. Como conseqiiéncia, as freqiiéncias associadas
com o tempo finito, na transformada de Fourier de GG, sao multiplos inteiros de % Usando as propriedades

de simetria que diferenciam bésons e férmions pode-se demonstrar que para bdsons elas sdo dadas poxﬂ

2mn
Wy, = 5 (1.42)
e para férmions:
2 1
wn:("gh, n=0,12, (1.43)

9Um estudo mais detalhado pode ser encontrado em [22].
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que sdo conhecidas na literatura como freqiiéncias de Matsubara [21I]. Além disso, no caso bosonico as
variaveis de campo satisfazem condi¢bes de contorno periddicas com periodo 8 na componente temporal,
enquanto que, no caso fermionico, satisfazem condigoes de contorno antiperiédicas [22].

Cabe ressaltar ainda, uma vez que as energias assumem valores especificos neste formalismo, dados

pelas Egs. ([1.42) e ([1.43), o seguinte mapeamento ocorre para as variaveis de integragao:

[ it (o)~ £ 5 s (.5, "

B
Muitas vezes as somas envolvidas no calculo acima podem ser avaliadas sem dificuldades [35]. No entanto,

as integrais restantes nas componentes espaciais sao mais complicadas e em geral requerem o uso de apro-
ximagoes como, por exemplo, os limites de alta e baixa temperaturas. No terceiro capitulo apresentaremos

em detalhes alguns desses célculos.

1.3 A Teoria de Chern-Simons

Vamos iniciar esta secao fazendo a seguinte pergunta: qual a densidade de lagrangiana invariante de

Lorentz, mais geral possivel, associada ao campo vetorial, também invariante de Lorentz, A* = (A% A)?

- Para o caso de (3 + 1) dimensoes a resposta é dada, univocamente, pela lagrangiana de Maxwell,
1 v
L= _ZF/WF , v =0,1,2 3, (1.45)

pois através do principio de minima agao recuperamos as equagoes de Maxwell da eletrodinamica.

- Por outro lado, para o caso de (24 1) dimensoes a resposta nao é mais univoca, pois além da lagrangiana

de Maxwell, existe outra lagrangiana que, por construgédT_U], ¢é invariante de Lorentz, a saber:
K
L= 56“”’)/1“8,,14,). (1.46)

na qual x é uma constante intrinseca a teoria e o simbolo ¢*? representa o tensor completamente anti-

01

simétrico de Levi-Civita, para o qual assumimos que €’'? = 1 ou:

1, para permutacoes pares de 0, 1,2

6/J,Z/A — _17 para permutagées fmpareS de 0; 1; 2

0, para qualquer outra.

0Podemos encontrar uma construcio alternativa a partir da dualidade da teoria MCS [32].
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Além disso, cabe ressaltar que a partir deste ponto estaremos usando a métrica com diagonal da forma
n* = diag(1,—1,—1) e considerando, como usual, F,, = 0,4, — 0, A,.

A teoria descrita pela densidade de lagrangiana ¢é conhecida como teoria de Chern-Simons e
possui caracteristicas préprias [33,[34]. No entanto, antes de iniciarmos o estudo da teoria de Chern-Simons
¢é importante relembrarmos alguns aspectos da teoria de Maxwell, pois estas duas teorias possuem algo em
comum: sao teorias de calibre que descrevem certos aspectos eletrodinamicos de particulas carregadas.

A teoria de Maxwell abeliana em (2 + 1) dimensoes na presenga de fontes é definida em termos do
campo de calibre A, = (Ao, fY), sendo Ag o potencial escalar e Ao potencial vetor, pela seguinte densidade
de lagrangiana:

1
Lor = 3 FuwF™ = AyJ" v =0,1,2 (1.47)

onde a densidade de matéria J* é conservada (9,J" = 0).
A partir da densidade de lagrangiana ((1.47]) notamos que a teoria é invariante sob transformagoes de

calibre A, — A, + 9, A e obtemos as seguintes equacoes de Euler-Lagrange para a dinamica do campo:
o =Jv, (1.48)

que sao as equagoes de Maxwell e as quais também sao invariantes de calibre.

Note que a teoria de Maxwell pode ser definida para um espago-tempo com d dimensoes, para isso
basta tomarmos o indice ;1 do campo de calibre A, como assumindo os valores p1 = 0,1,2,...,(d — 1) no
espaco-tempo d-dimensional. Além disso, note que mediante a essas mudancas a densidade de lagrangiana
e as equacoes de Euler-Lagrange da teoria nao alteram. Assim, a teoria de Maxwell em
(241) dimensoes, é semelhante a mesma teoria em (3+1) dimensdes, sendo a principal diferenca entre elas
a definicdo do campo magnético, pois em (2+1) dimensoes esta grandeza é um (pseudo-) escalar, sendo
dada por B = €79;A;, enquanto que em (3 + 1) dimensdes ela ¢ um (pseudo-) vetor sendo dada por
B=VxA.

Nesta mesma linha de raciocinio podemos estudar a teoria de Chern-Simons, dada pela Eq.. Em
primeiro lugar, notamos que embora esta densidade de lagrangiana pareca nao ser invariante de calibre,
por depender do campo de calibre A,,, sob variacao funcional o termo de diferenca assume a forma de uma
derivada total,

SLes = gau [Ae"P A,0,A,] (1.49)

e se os termos de fronteiras puderem ser desprezados, entao a acao Sgg = f d3xLcg serd uma grandeza

invariante de calibre [34].
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Desprezando os termos de fronteiras obtemos as equagoes de Euler-Lagrange como sendo dadas por:

1
F,uu = Eeuy)u])\, (150)

onde acrescentamos um termo de fonte & Eq.(1.46) da maneira usual. Em termos das componentes a

Eq. pode ser reescrita como:
ro (151)
J' = ke“Lj
onde p é a densidade de carga, B e F representam os campos magnético e elétrico, respectivamente. Além
disso, note que a densidade de corrente J* é conservada e /\8#Fl,>\ = 0.
A partir da Eq. é possivel notarmos uma das caracteristicas diferenciadas da teoria CS: o acopla-
mento entre um fluxo de campo magnético e a carga elétrica, isto é, sempre que uma particula estiver
carregada teremos um fluxo de campo magnético associado a elaﬂ Perceba também que a teoria de

Chern-Simons pura (J, = 0) fornece apenas a solucao trivial (£, = 0), de modo que se faz necessario a

sua abordagem conjunta com outras teorias como, por exemplo:

Acoplando com campos dindmicos de matéria (analogamente a Eq.(1.51)));

Acoplando com a teoria de Maxwell (teoria de calibre abeliana);

Acoplando com a teoria de Yang-Mills (teoria de calibre nao-abeliana);

Gravidade

Analisando cada uma das possibilidades obteremos teorias com caracteristicas proprias. Por exemplo,
para a segunda possibilidade, em termos do campo de Maxwell, podemos interpretar a introdugao do termo
de Chern-Simons como um mecanismo de geracao de massa para o campo A, que nao depende da escolha
de calibre. Para entedermos melhor a afirmacgao acima, consideremos a teoria de Maxwell-Chern-Simons,

dada pela seguinte densidade de lagrangiana:
1
L=—F"Fy + ge“l’)‘AM&,AA + AR, (1.52)
onde estamos considerando o modelo em (2+1) dimensoes. Neste caso a equagao de movimento torna-se:

s + TPy = —J°, (1.53)

1A referéncia [34] apresenta uma boa discussao das conseqiiéncias desse acoplamento.
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ou, em termos do campo de calibre:
(O — 0,0y — Mepa0“) A” = —J,,. (1.54)
Em seguida utilizando o método da fungao de Green,
(Onpw — 0,0y — Mepad*) G*P(xz — 2') = —6ﬁ53(ac —a), (1.55)

obtemos o propagador do modelo, expresso, no espaco euclidiano, por:

1 itk ip
G,ul/(p) - _ 7 pp _ 7€MVppp _ )\p p

p? — K2 p P pt’

(1.56)

onde estamos considerando um calibre covariante tipo Lorentz.

A partir da Eq.(1.56) podemos identificar a massa do campo de calibre, m4,, como sendo o pélo do

K
propagador, ou seja,

= K, (1.57)

0 que nos mostra que o termo CS fornece massa topoldgica para o féton.

Para finalizar, além das caracteristicas anteriores, podemos citar também o fato de que o modelo de
CS ¢é invariante por inversao temporal, viola a paridade e nao pode ser definido em um espago-tempo para
uma dimensao d qualqueIE [34], devido apresentar uma derivada de primeira ordem nas coordenadas e
devido ao tensor de Levi-Civita. Assim, nao é possivel definirmos essa teoria para um espago-tempo que
possua um numero impar de dimensoes espaciais como, por exemplo, para um espago-tempo com (3 + 1)

dimensoes,

Los = ¥ 9,A,00A, = 0. (1.58)

Por outro lado, podemos escrever a densidade de lagrangiana para a teoria em um espaco-tempo com
(4 + 1) dimensées como sendo:

Los = e EA,0, 4,0, Ae. (1.59)

12No sentido de obtermos uma densidade de lagrangiana associada ao campo A* que seja invariante por Lorentz.



Capitulo 2

Efeito Casimir em (241) dimensoes a

Temperatura Nula

Conforme vimos na se¢ao ([1.3)), as lagrangianas de Maxwell e de Chern-Simons nos fornecem modelos
que satisfazem todos os critérios usuais de uma teoria de calibre, e mesmo assim apresentam comporta-
mentos eletromagnéticos bastante diferenciados. Além disso, a combinacdo entre essas duas teorias nos
fornece um resultado interessante: a geracao de massa para o campo de calibre A,

Neste capitulo iremos abordar a influéncia do termo de Chern-Simons na determinacao da forga de
Casimir a temperatura nula entre duas linhas paralelas para diferentes condigoes de fronteira em (2+1)
dimensoes, especificamente no contexto da teoria de Maxwell-Chern-Simons. Uma vez que as teorias de
calibre em (2+1) dimensoes apresentam comportamentos eletromagnéticos diferenciados, cabe estudar se
tais comportamentos, juntamente com o termo de Chern-Simons sao fortes o suficiente para alterar a forca
de Casimir.

No célculo da forga sobre as linhas iremos considerar duas situagoes de fronteira diferentes: na primeira,
o sistema considerado consiste em duas linhas infinitamente permedveis magneticamenteﬂ (IPM), sobre
as quais a condigao de fronteira é dada por B = 0 (campo magnético nulo); e na segunda, o sistema
consiste em uma linha perfeitamente condutora eletricamente (PCE) e uma linha perfeitamente permedvel
magneticamente (IPM), também conhecida na literatura como linhas mistas (LM) [15], para as quais as
condicoes de fronteira sdo dadas por £ = 0 (campo elétrico nulo) e B = 0 (campo magnético nulo) sobre
a primeira e a segunda linha, respectivamente.

Inicialmente revisitaremos os resultados obtidos por Alves et al. [I8] para a forca de Casimir entre

!Este termo infinitamente permeavel é utilizado em analogia ao termo utilizado por Boyer [15].
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linhas IPM e LM a temperatura nula (Secs. e . Em particular, o valor da for¢a no caso IPM
é idéntico ao obtido por Milton e Jack para duas linhas PCE [13]. Sendo as forgas nos casos IPM e
PCE idénticas (tanto a temperatura nula quanto finita) chamaremos estas duas situagoes de condigoes de

fronteira “simétricas”.

2.1 Consideracoes Gerais

Neste capitulo estaremos considerando a teoria abeliana de Maxwell-Chern-Simons (MCS) em (2 + 1)
dimensoes, a qual pode ser descrita por meio da seguinte densidade de lagrangiana para o campo de calibre
Ay

L= —iF’“’FW + S eun Al AN (2.1)

Uma outra forma de descrevermos a teoria pode ser dada através da definicio do tensor dual F*,
FH = %ewﬁFaﬁ = P9, Ap, (2.2)
com a qual podemos reescrever a densidade de lagrangiana COmo:
L= —%F#FM + %A“FM. (2.3)
As equagoes de Euler-Lagrange associadas a densidade de lagrangiana sao dadas por:
QP 4 %eaﬁ*Fm =0, (2.4)

ou, em termos do tensor dual F*:

— €9, F, + mF* =0, (2.5)

a partir da qual obtemos a identidade de Bianchi,
0, F" = 0. (2.6)

Como nas proximas segoes estaremos analisando o efeito Casimir, veremos agora o arcabougo do calculo
da forga de Casimir para diferentes condigoes de fronteiras. Seguindo [I3] 35], calcularemos as solugdes
de sistemas de equagoes diferenciais acopladas para as componentes da funcao de Green G* associada ao
tensor dual F*.

No célculo da forga de Casimir em modelos MCS em (241) dimensoes, estaremos considerando duas
linhas paralelas (que podem ser de naturezas diferentes ou nao) imersas no campo de MCS, localizadas

em z =0 e x = a, conforme ilustra a Fig. (2.1).
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x=0 xX=a
Figura 2.1: Disposigao geométrica das linhas paralelas.
Nessa configuragao, a forga de Casimir por unidade de comprimento pode ser obtida por meio do valor
esperado no vécuo da componente T do tensor energia-momento sobre a fronteiraﬂ
forga/comprimento = f = <T11>| Fronteiras (2.7)

pois é a componente normal-normal (em relagao as linhas) do tensor energia-momento que contribui para
a forga.

O tensor energia-momento canonico é obtido como sendo:

L
wo v 1%
17, 0 AaiaauAa "' L (2.8)
v auf 1 « v m v auf « v
= —0"AgF,e™” + §F Fon™ + 5 [(8 Ag) Age™” — A% Fn ] , (2.9)

de modo que no limite m — 0 recuperamos o tensor energia-momento canonico para o campo de Maxwell
[36],

1
TH = — 0" AgFpe®P S P (2.10)

A partir da Eq. vemos que o tensor energia-momento nao é simétrico nos indices u, v e depende da
massa topoldgica do campo de Chern-Simons. Este resultado conduz a dois possiveis valores diante da
permuta p <> v e isso pode significar que observadores diferentes obtém resultados diferentes para o mesmo
observavel fisico. Por outro lado, adicionando um termo de divergéncia total a Eq. podemos obter o

tensor energia-momento simetrizado,

T = TV + 9,07, (2.11)

onde a divergéncia total é obtida como sendo

1
QY = —(HP — HMP 4 HY), (2.12)
com
oL
PR — 1P\ A8 2.1
ZauﬁAa ( )B @ (2.13)

2Nesta secdo nos deteremos apenas na determinacdo das equacdes diferenciais acopladas que determinam a forca

de Casimir. As solugbes envolvendo as condigoes de fronteira serao analisadas posteriormente.
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(I7) = —i (np“f% - nmag) : (2.14)
Muito embora o cédlculo seja trabalhoso, nao apresenta nenhuma dificuldade conceitual. Assim, sem entrar

em detalhes técnicos, o tensor energia-momento simetrizado é obtido como sendo:
1
TH = FrRY 4 ZFagFa'BT]‘uV, (2.15)

ou, em termos do dual,
L 1~ =
T = FPFEY — §FaFa77“”. (2.16)

Vemos assim que a forma simetrizada do tensor energia-momento nao depende da massa topoldgica m.

Utilizando a Eq.(2.16) o valor esperado de T'! pode ser escrito como:

T = 60t P - P (2.17)
= %xl/lglx [<F0(X)F0(X’)> + <F1(X)F1(X,)> _ <F2(X)F2(X1)>] : (218)

onde x=(t,x,y) e as componentes do tensor dual F* sio calculadas via método das fungoes de Green:

FH(x) = /dx'G“”(x,x’)J,,(x’), (2.19)
no qual G*” é a funcao de Green associada a Eq., ou seja:
(—€1ag0™ + mnug) GPP(x,x) = —0h0(x —x'). (2.20)
Seguindo a Ref. [I3], podemos reescrever os valores esperados (F),(x)F,(x’)) como:
(F(x)F,(x)) = —ieyne® G0 (x, x'). (2.21)

Por outro lado, introduzindo a transformada de Fourier de G*¥

dw _; / dk / dow _. '
pv AN Y —iw(t—t) G ik(y—y') —iw(z—a') v
G (x,x") / 5 ¢ / 5 ¢ /277 e G" (k) (2.22)
dw ; / dk . /
_ —iw(t—t") ik(y—y') opv ! 29
/27‘(‘6 /27’(6 g (kawvx .’I}), ( 3)
onde k=(w,w, k) e
G (k,wiw — o) = / —Zwe_iw(z_ml)(}“”(k), (2.24)
s
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podemos reescrever os valores esperados como:

R = -i| 5 - 5]
dw » . dk . 18g
_ G —dw(t—t) 2N ik(y— ot
/27T6 /27T6 { Ox’ e ] (22
[oG*2 oG
R = [ 2
_ _/ dwe—zw(t t’)/dkeik(y—y’) []gglo _wg”], (2.26)
2 27

21 20
EERE) = |2+ 5

dw _ dk 1 0G0
- _ iw(t—t") ik(y—y') 21
/271'6 /277 [z ox! g } (2:27)

Substituindo as expressoes acima na Eq.(2.17)) e agrupando os termos semelhantes concluimos que:

dw _; / dk
1y —iw(t—t") ik(y—y’) 11
(T )(11_13)1(/ 5. € /27r t (2.28)
onde
n_ |10 Lo 20 ﬁ 01 10y _ YW/ ~12 21
t {2@8:13 G*—-g )+2(g +G7) 2(9 +G7)| - (2.29)

As componentes G" podem ser calculadas através da Eq.(2.20|) tomando-se p, v = 0,1,2. Assim, obtemos

que as componentes QOI, G e G2! satisfazem o seguinte sistema:

— ikGY + mGM! +iwGH = §(z—2),
mG™ — kGt + 2g21 = 0, (2.30)
ox

aagf“ —iwgG' +mG* = 0.
Xz

Por outro lado, as componentes G, G0 e G20 satisfazem:

0
_ 00 | :7.10 20 _ o
mG- + kG —awg S(x —a'),
—ikG% + mG'% +iwGg® = o0, (2.31)

9
ox

Por ltimo, Q22, G'2 ¢ G2 satisfazem:

gOO _ iwglo +mg20 - 0.

§g22 . ikg12 + mg02 — 07
x
iwG* +mG'? —ikG”? = 0, (2.32)

0
22 _ ;12 02 _ —
mg wG + 8$g O(x —a').
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Em resumo, para obtermos a forca de Casimir por unidade de comprimento, devemos determinar as
componentes GM da funcao de Green univocamente. No entanto, como essas componentes sao solugoes de
equacoes diferenciais de primeira e de segunda ordem, esses calculos sé serdao possiveis mediante o conhe-
cimento de duas condigoes relacionadas com cada uma das componentes GH, as quais estao relacionadas
com as fronteiras do sistema em estudo. Nas préximas secoes, analisaremos a influéncia de duas condigoes

de fronteira sobre a for¢a de Casimir entre duas linhas de diferentes naturezas:
e Condigoes Simétricas de Fronteiras (duas linhas IPM);

e Linhas mistas (LM) (uma linha IPM e outra PCE).

2.2 Condicoes Simétricas de Fronteira a Temperatura Nula

Nesta secao iremos revisitar o cédlculo para a for¢a de Casimir, por unidade de comprimento, entre
duas linhas sujeitas a condicoes simétricas de fronteira. Apresentaremos, especificamente, o célculo da
forca de Casimir para duas linhas IPMEL localizadas em = 0 e x = a (nesta revisao utilizamos como base
a Ref.[18].).

Dada a disposicao geométrica das linhas, as condicoes de fronteira sao dadas por:
B(z =0)=B(z=a)=0, (2.33)
ou, como o campo magnético é descrito pelo pseudo-escalar B = F9 = €% 0; A,
Fo%(z=0o0ua)=0. (2.34)
Utilizando a Eq. a condicao de fronteira pode ser escrita em termos das componentes G* como:
G%(x =0oua)=0. (2.35)

Manipulando algebricamente o sistema (2.30]), é possivel desacoplar a equacdo diferencial que G

satisfaz como sendo:

2
<l§2 n 883;2> GOl — (—k+ w 6) §(z — '), (2.36)

3Poderfamos considerar também o caso de linhas PCE. No entanto, conforme veremos mais adiante os resultados

para os casos IPM e PCE sao idénticos; além disso os calculos envolvidos sao analogos.
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onde estamos usando a definicao:

k2 =w? —m? - k2 (2.37)

Aplicando o método da descontinuidade [35] na Eq.(2.36) e utilizando a condicio G°*(z = 0 ou a) = 0,

obtém-se: )
GO — mk(ssz —l— k‘fu(sc). (2.38)
imksin ka
onde foi empregada as seguintes notagoes [13]
(ss) = sinkxcsink(zs —a)
sinkz cosk(z' —a) sex <z’
(sc) = ) _
coskz' sink(x —a) sex > a2,
coskx sink(z' —a) sex <2,
(cs) = ) -
sinkz’ cosk(x —a) sex >,
(cc) = coskxrccosk(rs —a),
nas expressoes acima xs (z<) indicam o maior (menor) de = e z’.
Por outro lado, o sistema (2.30) também permite que G?! seja escrita em termos de G,
M= W sy i (ke L) gu (2.39)
w? —m? w Ox ’ '
de modo que G?! pode ser escrito como:
; 2
01 w , k km km -
G« = ~ 5.3 [5(3: —z')+ g <k(88) + 7(30) + 7(68) + k(ce) || - (2.40)

Os sistemas ([2.31]) e (2.32)) sdo resolvidos sem muito esfor¢o de maneira andloga. Assim, as componentes

restantes necesséarias ao calculo da forca de Casimir sao dadas por:

2 2
00 m* —w* (ss)
= = = 7 2.41
g mk  sinka’ ( )
1 _
20— ___—  [wk k 2.42
g mk sin ka [w (s5) +m (cs)] ’ ( )

(2.43)
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e
0 _ W k
g ~ sinka [ (es) + k(ss)] ’
1 _
g02 = —m [mk(Sc) + kW(SS)] 5
w , 1 k? km kw
g2 — R [6@ —2')+ e <l<:2(58) + —(sc) + E(CS) + k(cc))]

Neste ponto observa-se que G* e GY* obedecem a mesma relacao satisfeita pelas componentes da

fungao de Green para o caso de condigoes de fronteira do tipo PCE [13], isto é, G (z,2') =

Notando que

gOl —+ glO L— [(30) _ (CS)] 7
imsin ka

GF+G = L‘ [(s¢) = (es)],
imsin ka

6% - G =~ [(sc) — (e9)]

sin ka
podese escrever t'!(a) como:
11 B _; ) i B
) = 2isin ka xl/linx oz’ [(sc) = (es)],

ou, calculando sobre as linhas,

z _

2i sin ka

_ Eo_
t(z=0o0ua)=— coska = 25 cot ka.

A partir do valor obtido para t'!' obtém-se a seguinte expressio para a forca de Casimir:

f(m) = (T = /mdkk;cotka
27 2

ou, introduzindo as varidveis euclidianas w — i€ e k — i\,

= [ ]

onde \? = &2 + m? 4 k2.

G (o', 2)]".

(2.47)
(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)
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Omitindo o termo constanteﬂ pode-se reescrever a expressao para a forca como:

f(m) = —/ dodk A (2.54)

(2m)2 e — 1

Note que o resultado (2.53]) é exatamente o mesmo obtido na Ref.[13] para o caso de duas linhas PCE,
de modo que a forca por unidade de comprimento para o caso de linhas IPM ¢ idéntica a da referéncia

supracitada, ou seja:

00 2
f(m) = ! /2 dy—~ (2.55)

-—— —,
167a® Jo,,, ~ €Y —1
a qual descreve uma forga de Casimir atrativa, cuja intensidade diminui exponencialmente a medida que

a massa aumenta, conforme nos mostra a Fig.(2.2)).

f(w

Figura 2.2: Gréafico da forga de Casimir para linhas IPM, no qual é definido f(u) = —167a®f(m) e p = 2ma.

Analiticamente podemos perceber esse comportamento tomando o limite (ma >> 1) na Eq.(2.53):

1

8mad

f(m) ~ (2m2a® 4 2ma + 1)e~2me, (2.56)
Note também que tomando m — 0 na Eq.(2.53) obtemos que a expressao da forca se reduz a forma:

1
8mas

f(m =0) = ———=((3), (2.57)

onde ((n) é a fungao Zeta de Riemann.

4No célculo da forca de Casimir termos constantes sao omitidos basicamente por trés motivos: (1) pode ser
considerado como um termo de contato; (2) por ser um termo que seria cancelado por uma contribuigao devida ao

campo externo; e (&) por ser um termo que nao depende da distancia entre as placas.
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2.3 Linhas Mistas a Temperatura Nula

Nesta secao revisitaremos o calculo da forga de Casimir, por unidade de comprimento, entre uma linha

IPM em z = 0 e uma linha PCE em = = a. Nessa configuracao, as condicoes de fronteira sao tais que:

B(x=0) = 0 (ou seja, sobre a linha IPM) (2.58)

E(x=a) = 0, (sobre a linha PCE) (2.59)
ou, em termos das componentes G*¥, devemos ter:

GMxr=0) = 0 (2.60)

G¥Mx=a) = 0. (2.61)

Comparando com a Eq. , que fixa as duas condigoes de fronteira para cada componente da fungao de
Green no caso de linhas IPM, vemos a principal diferenca no caso LM: as relacoes acima impoem somente
uma condicao de contorno para cada componente da funcao de Green e portanto é necesséario fixar um
critério para obter a segunda condicao. Vamos explicitar a técnica utilizada para determinar a segunda

condigao especificamente no sistema (2.30)). Neste caso temos inicialmente duas condigoes:

G"Nz=0) = 0 (2.62)

Glz=a) = 0. (2.63)

Assim, impondo a condicio G (z = 0) = 0 sobre a Eq.(2.36), a solucdo é dada por:

U = Asinkx (2.64)
paral<z<az' <ae
01 T W Tl -k T
S = Asinkz + i coslk(z' — x)] + iz sinfk(z" — z)], (2.65)

para 0 < 2/ < x < a. Na Eq.(2.64), A é uma constante a ser determinada e a notagao ‘>’ (‘< ’) denota
x> (x<a).
Para repetir a andlise para a componente G!1, é preciso inicialmente obter a equacio diferencial por

ela satisfeita. Manipulando o sistema (2.30)), pode-se demonstrar que ela é dada por:

<82 i k2) [gll _ ig(;,; —a)| = fjé(x — '), (2.66)

2
02 m

a solucdo deste sistema, imposta a condi¢do G'*(z = a) = 0, é dada por:
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2

1 _ _
U= Eé(w —a') + Fsink(z — a) + % sin[k(z’ — )] (2.67)
paral <z <z’ <ae
1 _
M= —§(x— ')+ Fsink(z — a), (2.68)
m

para 0 < 2’ < x < a. Nesta equacao F é uma constante a ser determinada.

Para determinar A e F' usamos uma relagdo entre as componentes GYle gt que também é obtida do

sistema (2.30)):

im w 0

gh— " [(m e k) GO —id(x — x’)} . (2.69)

m2 — w?

O valor de G em 2 = 0 é obtido considerando-se G em x = 0 na relagdo acima, ou seja:

iw 0 iwk
GHa=0)=——— (&Ugm) il s —A. (2.70)

Igualando as Eqgs. (2.67)) e (2.70) em 2 = 0 obtemos a primeira relacdo entre as constantes A e F.
Para a condicao de fronteira em z = a o procedimento é o mesmo, e chegamos a uma segunda relagao

entre as constantes. Aplicadas as condicOes e agrupados os termos semelhantes é possivel obter:

i (W k? + m?k?) sink(2' — a) sin ka

01
- _ _ — 2.71
< mk wk cos ka + mksin ka ’ ( )
e —_ —_ —_ _ —_ —_
o1 i [wkcoska' +mksinka'] [wk cos k(z — a) — mksink(z — a)] (2.72)
Z mk wk cos ka + mk sin ka ) '

Do mesmo modo, pode-se obter também a expressao para G'Y,

10 ip?(w? —m?) sinka'sink(x — a)
o__ _ I 4 (2.73)
mk wk cos ka + mk sin ka
e — — - — — —
w i [wkcoskx + mksin k] [wk cos k(z' — a) — mksink(z' — a)] (2.74)
~ mk wk cos ka + mk sin ka ' '

Neste ponto Alves et al. observaram que as linhas mistas, apesar de apresentarem um comportamento
diferenciado em relacdo as componentes calculadas na secao anterior, ainda preservam a propriedade

gﬂl’(x’ x/) = [gu,u(x/, x)]*
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A partir do método de descontinuidade, pode-se determinar as demais componentes de modo andlogo

a G'Y e sem maiores dificuldades e, entdo, escrever a seguinte expressio para a forca:

. 2.
/ /27-[- 62 (Aa+ia) _ 1 ( 75)

ou, em termos de coordenadas polares,

Y A A2(\—m)
21 [ meAe 4 \e2ra — 4\

f(m) d\, (2.76)

2 _ ¢2 2 2 _ £
onde A\ =&+ m”+ k ea—arctan[m]

A expressao para a forga de Casimir entre linhas mistas, Eq., foi obtida em [I8] e descreve uma
forga repulsiva cuja intensidade, semelhantemente ao caso de linhas IPM, diminui exponencialmente a
medida que a massa aumenta.

Embora os resultados para as forcas de Casimir entre duas linhas IPM e entre linhas mistas descrevam
forgas repulsivas que diminuem exponencialmente com a massa, vemos que para o caso de linhas mistas a
forca é mais atenuada. Isso pode ser observado através da Fig., onde é comparada a dependéncia da

forga de Casimir na massa para os casos de linhas IPM e linhas mistas.

f(w)

Figura 2.3: Comparacio entre as curvas caracterfsticas da intensidade da forga para linhas IPM e linhas mistas.
No gréfico, as linhas cheias representam o caso IPM e a linha pontilhada representa o caso LM. Além disso, f(u) =

16wa® f(m) e u = 2ma.



Capitulo 3

Efeito Casimir em (241) dimensoes a

Temperatura Finita

Neste capitulo apresentaremos as corregoes térmicas para a forga de Casimir na teoria de MCS em (241)
dimensoes. Inicialmente revisitamos a forca de Casimir a temperatura finita para condigoes simétricas,
resultado este obtido pela primeira vez em [I3](Sec. , posteriormente, apresentamos os resultados novos
desta dissertagao: a forca de Casimir para a teoria de MCS entre linhas mistas a temperatura finita (nos
limites de alta e baixa temperatura)(Sec. , bem como a andlise da simetria de inversao de temperatura
no modelo de MCS em (2+1) dimenséesE] (Sec. .

Conforme vimos na Sec.7 o procedimento para determinar um observavel a temperatura finita é
razoavelmente simples, bastando incluir o efeito de temperatura na expressao do observavel a temperatura
nula via formalismo de Matsubara. Neste caso, os valores continuos assumidos pela energia passam a ser
discretos (£ — &,) e, uma vez que o termo de Chern-Simons é equivalente a um campo escalar massivo

com spin unitdrio, esses valores sao dados por:

P
fgn:%, n=0,1,2,... (3.1)

Como consequéncia, a integral sobre os valores da energia é substituida por um somatorio sobre o niimero

inteiro n:

/ 4 ; _f: (3.2)

L Artigo em fase de submissdo.
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3.1 Condicoes Simétricas de Fronteira a Temperatura Finita

Como a disposicao geométrica das linhas nao se altera pela inclusao do efeito térmico, as condigoes
de fronteiras aplicadas & temperatura nula continuam validas para temperatura finita. Assim, a forca de

Casimir para duas linhas IPM, imersas em um banho térmico a temperatura 7', pode ser obtida a partir

da discretizacao da energia & na Eq.(2.53)):

2w, [® A
T
n=0
1 e 00 y2 ) g1
=0 s O a1

onde x2 = 4m?a? + 16“;#, B =1/T e T é a temperatura do banho térmico. Na expressao acima a linha
no somatdério significa que o termo para o qual n = 0 é contado pela metade.

A partir da expressao podemos notar que a solucao analitica para a forca de Casimir a tempe-
ratura finita nao pode ser obtida de maneira trivial, devido as dificuldades em efetuarmos o cédlculo da
integral envolvida no processo. Neste caso, pode-se avaliar a solucao para a forgca por meio da anélise

grafica de f(T) (m) pela massa para diferentes valores de temperatura, conforme nos mostra a Fig. 1)

6 1 T T
=05 ——
=15 -
5| 1=2.0 - |
4t 1

8na®) F

2ma

Figura 3.1: Grafico da forga entre duas linhas IPM para diferentes valores de temperatura. Neste caso, 7 = 4raT

é a temperatura em escala.
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Por outro lado, a andlise do comportamento da for¢ca também pode ser feita considerando-se limites
especificos de validade para a Eq.(3.3)) como, por exemplo, considerando-se os limites de baixas e altas

temperaturas.

(i) Limite de Altas Temperaturas
A solugao aproximada para a forga no limite de altas temperaturas é obtida considerando-se T" — oo
ou f — (ﬂ sobre a Eq.(3.3). Neste limite o termo dominante é dado por n = 0 enquanto que os demais

termos sao exponencialmente pequenos. Portanto pode-se obter:

N B ' 11
(T>0)  _* Y 2 ooy _ 1 1
/ 2 27 Ba? /H dy 1 "~ 1) 2 2mBa2 ) (3.5)

onde p = 2ma e a fungao g(u) é definida como

0o y2 1
s = [ ay . (3.6)
R VA e

Note que no limite de massa nula a Eq.(3.5) se reduz a:

1
- 47‘(‘2,8@2 €(2) :

f(T>>0) ~

(ii) Limite de Baixas Temperaturas

Para se obter uma expressao para a forga de Casimir no limite de baixas temperaturas (7" — 0 ou
68— oo)E| 0 processo é um pouco mais complicado, pois a Eq. nao € analitica em T" = 0. No entanto,
de acordo com a Ref.[13], pode-se obter uma aproximagao para a forga utilizando-se a férmula da soma
de Poisson, a qual determina o valor do somatério de uma funcao de varidveis discretas a partir da
transformada de Fourier de sua versao continua: seja a h(n) uma fungao da varidvel discreta n; podemos

determinar o valor de >.°2 ___ h(n) por meio da seguinte férmula:

n=—oo

> h(n)=2r Y H(2nm), (3.8)

n——oo n=—o0
onde
1 0 .
H(a) = By /_OO dxh(x)e™ " (3.9)
é a transformada de Fourier de h(n), onde n é promovida & varidvel continua x. Assim, tomando
by = [ dy= (7 —x2) 1
/Xn v 1 —xa) (3.10)

2Na, prética o limite de altas temperaturas é tomado de tal modo que 7 = 4waT >> 1.
3Da mesma forma, o limite de baixas temperaturas é dado por 7 = 47aT < 1.
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obtemos

dx cos[2nmx] (y - Xm) 1/2, (3.11)

1 [ y2 BV y?—u?/dma
H(2nm) = / dy /

. i oody [m] (3.12)

onde Jy[z]| é a fungao de Bessel de primeira espécie de ordem 0 e ¢ = % A partir dessa equagao podemos

obter facilmente o termo h(0) tomando n = 0,

h B 00 J y2
(0) = 20H(0) = 1a Vo 1 (3.13)
para o qual obtemos a primeira contribuicao para a forca
=0(m) = fT=m) = —— /Ood v (3.14)
m = "= T 6ma’ u Yoo —1 '

que ¢é exatamente a forga entre as linhas PCE a temperatura nula obtida através da Eq.(2.53]). Por outro
lado, para n # 0 vemos que o tratamento da integral envolvendo a fungdo de Bessel se torna bastante

complicado, de modo que a correcao térmica para a forca é calculada no limite nao massivo:

B>, v
H(2nm) = 8ra )y dyey_

1J0[cy]. (3.15)

Notemos que no limite de baixas temperaturas (¢ — o) pode-se reescrever a expressao acima como:

e—T/c

o0 —(n+1)z

Utilizando que

gm+1 (\/m— Oz)y

ood m+1 _—ax , — (-1 m+1,_. —v 1
) e ) = () g | (317)
onde v > 0 e Re[v] > —m — 2, obtemos:
R~
(=1
na qual foi definido
2(4)° -1
F(f):L, C=n+1. (3.19)
2 5/2
{(z) + 1}

No célculo do valor assintético da soma em F'(¢) podemos utilizar a férmula de soma de Euler-Maclaurin:

o0

F(l) = /OO dLF(0) + %[F(oo) +F1)]+ i ——— By [F# D (00) — FEE=1 (1)), (3.20)
=1 k=1 ’
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onde By, sao os nimeros de Bernoulli e (2k—1) indica a ordem da derivada em F'(¢). Além disso, utilizando

/ deF (¢ )3/2%1,

(22
. l
F(o0) =0, F(1) = 75/2 ~ -1,
(1+ %)
FPD (o) =0, FZk- 1>( D~0, (k>1), (3.21)

obtemos

H(n#0) =5 (g)ijg (3.22)

ou, substituindo na Eq.(3.11)),
oo 2
a
> h(n) = (5> ¢(3), (3.23)
n=1

pode-se obter a forca entre as linhas no limite de baixas temperaturas e massa nula:

3
M (m =0) ~ —$g(3) [1+4;3+~--]. (3.24)

Note que a equagao para a forga Eq.(3.24)) é do tipo atrativa e ndo depende da distancia entre as linhas,

semelhantemente ao caso da eletrodinamica em (3 + 1) dimensoes [37].

3.2 Linhas Mistas a Temperatura Finita

Conforme vimos na secao anterior as condigoes sobre as fronteiras sdo as mesmas tanto para tempe-
ratura zero quanto para temperatura finita, de modo que para obtermos a forca de Casimir a temperatura

finita sob condigbes mistas, podemos utilizar a freqiiéncia de Matsubara para bdsons na Eq.(2.75)), ou seja:

FO(m) = %ﬁ Z/ GQ(MW — (3.25)

onde
An2a2n2
A2 = k2 4 m? WT (3.26)
2nA
a = arctan [];T:ﬁ] . (3.27)

Dada a alta complexidade na determinagao da solucao da Eq.(3.25) nos deteremos na anélise do caso
nao massivo. Neste caso note que m — 0 implica em o — 7/2, de modo que a expressao para a forga se

reduz a seguinte forma:
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2 b
M(m =0) = = E ! 7
Y (m=0) P /dk a7 (3.28)

2m2 . ;. . .
onde b = (/k2 + 4”/32" e a linha no somatério novamente indica que o termo de ordem zero deve ser contado

pela metade. Introduzindo a varidvel adimensional y = 2\a podemos reescrever a Eq.(3.28) como:

=0)=——9 "' d — Tz, 3.29
T (m = 0) 2Wﬁa22 / v = x3) (3.29)
n=0 “Xn
onde x, = 4”%. Note agora que mais uma vez obter analiticamente uma expressao para a forca de

Casimir a temperatura finita ndo é uma tarefa trivial, por isso iremos considerar os limites de altas e

baixas temperaturas.

(i) Limite de Altas Temperaturas
Para altas temperaturas o resultado é similar ao obtido para o caso nao misto de linhas PCE a alta tem-
peraturas [I3], pois o termo dominante é obtido para n=0 enquanto que os demais sdo exponencialmente

pequenos, ou seja:

p_1 1 />y 1
f= 227@8@2/}1 dyey+ 1 8ﬂ5a25(2)' (3.30)

Comparando este resultado com outros obtidos na literatura cientifica, por outros métodos e para o
campo escalar nao massivo, percebemos que se trata de resultados idénticos para o limite classico [38].
Note ainda que podemos estabelecer uma relagao entre os resultados de linhas mistas e linhas IPM no

limite nao massivo como sendo dada por:

1
£ = _gf;QM. (3.31)

ou, comparando com a expressao (3.7) obtemos que:

D (m =0,a) = 2fD) (m = 0,2a) — f\T),(m =0, a). (3.32)

Conforme veremos posteriormente, este resultado é geral, independente do valor de temperatura e reflete

a propriedade de inversao de temperatura residual satisfeita pela teoria.

(i7) Limite de Baixas Temperaturas

No limite de baixas temperaturas podemos determinar a forga entre as linhas tomando

o0 2 1
Y 2 2\~"32
hin)= [ d - 2 .
(n) /X g ) ® (3.33)
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e calculando a transformada de Fourier H(2nm),

By
1 [ y? Ira _1
H(2nmw) = 77/0 dyey 1 /0 dx cos[2nmz] (y*> — x2) 2 (3.34)
Bo[*, Y
= — d Ji 3.35
8ma Jy Yew +1 oley] ( )

onde x, = 4“% e ¢ =nf/(2a). A partir dessa expressao podemos determinar o termo n = 0 sem maiores
dificuldades como sendo dada por:

B[, v 38

#(0) = 8ra 0 yey—i—l ~ 167a

¢(3), (3.36)

e assim obtemos a primeira contribuicao para a forca como sendo:

3

n=0 _ — ¢£T=0 _ —
F7=0m = 0) = f70(m = 0) = 2" ¢

(3). (3.37)

Como ja poderiamos esperar esse resultado é o mesmo obtido para as linhas mistas a temperatura nula
[18].
Para determinarmos a solugao para o caso n # 0 notemos que utilizando

(e41),

_ Z
em/c — = Z ¢ — 00 (3.38)
podemos escrever a Eq.(3.29) como:
L B o~y e [T ¢
) - - _ —(+1)x/c .
H(2n7) 2 ;( 1) /0 doale Jo(z) (3.39)
1 8 «—
= ———)>» F{ .
S5 ; (), (340)
onde ,
2(z) —1
F() = (—1)3_1L. (3.41)

2 5/2
(5 +1]
A soma sobre os valores de F(¢) pode ser obtida a partir da férmula de Maclaurin,

SR = [ aer© + 510 + P +§ji32k [Fe+D(o0) ~ FE-D@)], (3.42)

/=1 k=1 k>

notando que

Ba, (—1)’6“(2;2?’;2«%), (3.43)
(1

ro

F(oo) =0, F(1) = — L~
JirE(+d)
F (o) =0, F*D1) x (—im)* | (k> 1). (3.44)
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Substituindo esses resultados na féormula de Euler-Maclaurin obtemos:

- 1
E:m@:—§+5@, (3.45)
(=1
de S(c) = [ deF (¢ L e utili 3 -~ S2R) 1. Além disso, temos de calcular també
onde S(c) = [] (¢,¢) — ~ e utilizamos que Z o2—1 — 1. Além disso, temos de calcular também a

k=1
integral da fungao F'(¢) o que se mostra bastante complicado, por isso optamos por fazé-lo numericamente,

conforme nos mostra o grafico a seguir.

Im[S(0)]
Re[-S(0)] ax107f
6.x1077 . 25x1077
5.x107 | [
r 2.x107F
4.x107 b
r 15% 107
a.x107fF r
Lx107}
2.x1077 [
1x107f 5.x108f
L L L L

L L L L L L L L L . L . I T T (o] L L L L L L L L L L L L L L L L L L I
2000 4000 6000 8000 10000 4000 6000 8000 10000 12000

Figura 3.2: Comportamento das partes real e imagindria de S(c) = [~ d¢F(¢,c) — £. O dois graficos nos mostram

que tanto a parte real quanto a parte imagindria da funcao vao a zero no limite assintético (¢ — 00).

Portanto, a partir da andlise grafica do comportamento assintético de S(c¢) obtemos que

1 A 1 a? 1
AT = S 5ra <_2> = Tong (3.46)
e para a forca
f(T) 1 i 1 1*C(3) (3.47)
n#0 27‘1’53 — n3 271.53 . .

Colecionando todos os resultados obtemos a aproximacao para a forca entre as linhas mistas no limite nao
massivo como sendo dada por:
T T
FOm=0) = £5+ £ (3.48)
3 16a3
= ——=(3)|1—- R 3.49
327ra3<( ) [ 333 * } (3.49)

A partir da expressao da acima vemos que, semelhantemente ao caso de linhas PCE, a correcao térmica nao

depende da distancia entre as linhas e a corregao térmica é atrativa. Neste caso a difereca estd no termo
que nao depende da temperatura, pois nos fornece uma forca repulsiva. Observamos que este resultado é
semelhante ao resultado obtido em [38], no qual o autor considera a forga de Casimir a temperatura finita

para o caso de um pistao no campo de Maxwell.
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3.3 Simetria de Inversao de Temperatura

Finalizaremos este capitulo analisando a energia livre de Helmholtz associada com o efeito Casimir. Ve-
remos que essa energia, para o caso de condicoes simétricas, apresenta uma simetria interessante chamada
de simetria de inversao de temperatura, a qual relaciona o resultado obtido & temperatura nula com o
resultado & temperatura finita [39, 40]. Na sequéncia, vamos obter a simetria de inversao de temperatura
do tipo residual de acordo com a definigao encontrada na Ref.[19]. Assim, vamos iniciar o estudo analisando

o caso da for¢a de Casimir sobre linhas PCE a temperatura finita, resultado este obtido em [13]:

1 0 00 2
T _ /
f (m) - 27[',8@2 7;) /Nn dyey

onde p2 = (2ma)? + (47na/B)? e a linha no somatdria indica que o termo de ordem zero deve ser contado

—2) (3.50)

pela metade. Note agora que apés uma certa manipulagao a Eq.(3.50) pode ser escrita como uma soma

de dois termos: um termo de temperatura nula e outro de temperatura finita:
ff(m=0) = fT=%m = 0) + hT(m = 0). (3.51)

com fI=9(m = 0) e hT'(m = 0) sendo explicitamente as contribuicdes a temperatura nula e temperatura
/ p . p p

finita para a forca de Casimir, dados respectivamente por:

FT0m=0) = ———¢(3), (3.52)

8mrad
877'6 nzln 0

onde equagoes ¢ = 2aT'/n. Entao, a partir da Ref.[19] obtemos que a energia livre de Helmholtz é dada

(o). (559

por:

Fr(m /fT 0) da + const, (3.54)

o termo constante ¢ ajustado de modo que no limite de alta temperatura F7 (m = 0) seja consistente com
o termo de Stefan-Boltzmann. Assim, a contribuicao de temperatura nula para F é facilmente calculada

como sendo:
1

T=0(  _ 0\ _ _
Fm=0) = 167a?

¢(3). (3.55)

Além disso, a contribuicao de temperatura finita, F T(m = 0), é calculada da seguinte maneira:

T (2m¢)?
Fl(m=0) = 8m2 Z T el (3.56)
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onde £ = aT'/m é a temperatura em escala. Substituindo as contribui¢oes de temperatura zero e finita

(Egs. (3.55)) e (3.56])) na Eq.(3.51)) obtemos:

1 &, 27¢)3
Fln=0)=-2 > Y [n2+((221)2]3/2, (3.57)

n,l=—o0

Dados os resultados acima podemos verificar a seguinte relagao para a energia livre:

1
4m2¢

(2r€)3FT <m =0, ) = FT(m =0,¢), (3.58)

que é a simetria de inversao de temperatura (SIT) em (2+1). Uma vez que estamos tomando o limite sem
massa, ¢ possivel obtermos, de modo andlogo, uma relacdo para a condicao de linhas mistas. Assim, para

obtermos uma relagao semelhante para o caso LM usaremos a seguinte igualdade:

1 1 2
e +1 er—1 e2@—1 (3.59)
em termos da qual podemos escrever
fT(m = O,CL) = fg;w)(m = 0,(1)
= 2f(yar)(m = 0,20) = f{yrn(m =0,a), (3.60)

onde os subescritos M e NM representam respectivamente os dois tipos de condigoes de contorno: uma
linha infinitamente permedvel e uma linha perfeitamente condutora, e duas linhas infinitamente permeével.

Em termos da energia livre a relagao (3.60)) assume a seguinte forma:

Flim=0,a) = fa/[)(m =0,a)

= ]"(TNM)(m =0,2a) — F&M)(m =0,a). (3.61)

Note agora porque esta simetria de inversao de temperatura é dita residual: podemos observar que os
dois termos a direita na Eq. satisfazem diretamente a Eq., enquanto que o termo a esquerda
nao satisfaz. Este resultado ja era esperado, pois a SIT estd relacionada a condigbes de fronteira do tipo
simétrica e nao com condigoes mistas.

Podemos agora tentar repetir a mesma andlise para as linhas simétricas para o caso massivo. Neste

caso, devemos partir diretamente da Eq.(3.3) e obter a energia livre. Assim, obtemos o seguinte resultado:

fe’e) 2 2 2
3 (x/(27r£a£) +n +1) b '7(277&1@)2-&-712’

[(2m€al)? + n2)>/?

(3.62)

n=—00 f=—00
a partir do qual vemos, claramente, que para o caso massivo a propriedade de simetria de inversao de

temperatura, Eq. (3.58)), ndo é satisfeita.



Consideracoes Finais

Nesta dissertacao estudamos efeito Casimir no modelo de Maxwell-Chern-Simons em (2+41), no qual
apresentamos novos resultados envolvendo efeitos térmicos na forca de Casimir entre linhas mistas via
método das funcgoes de Green, bem como uma discussao a respeito da simetria de inversao de temperatura
para este caso.

Como resultados, obtivemos que para o limite de altas temperaturas a forca é repulsiva e possui a
metade do valor da forca entre duas linhas perfeitamente condutoras; e, para o limite de baixas tempe-
raturas, obtivemos um resultado interessente que nos mostra que embora a forca seja repulsiva a correcao
de primeira ordem é atrativa,

3 16a*

Vale salientar que, muito embora o resultado acima pareca indicar que existe uma temperatura critica, para
qual a forca muda o sentido, se calcularmos o valor desta temperatura veremos que ele é muito superior
ao limite de validade da expansao considerada (5 > 4ma). Cabe ressaltar ainda que, na expressdo para
a forca, a correcao de mais baixa ordem é exatamente igual ao obtido na Ref.[38] através da férmula de
Chowla-Selberg, no qual o autor também considera o método de regularizacao zeta.

Na sequéncia, por comparacao entre as expressoes para a forca no limite de massa nula, nos casos de
condicOes simétricas e mistas, obtivemos que a forga no caso de linhas mistas deve satisfazer uma simetria
de inversao de temperatura do tipo residual. Em contra partida, para o caso massivo observamos que essa
simetria nao é satisfeita.

Como perspectiva de continuidade do trabalho, iremos realizar a anélise do modelo de MCS em (3+1)
dimensoes de modo andlogo ao caso de (2 + 1) dimensoes que foi abordado nesta dissertagao. Para este
modelo, na literatura existe somente o calculo a temperatura nula e linhas PCHY Toda a anélise restante

estd em aberto, em particular a discussao a respeito da simetria de inversao de temperatura.

4No apéndice A apresentamos uma breve discussido envolvendo efeito Casimir neste modelo.



Apeéendice A

Teorias de Chern-Simons em (3+1)

dimensoes

Nos capitulos anteriores analisamos a teoria de calibre abeliana de Chern-Simons em (2+1) dimensoes,
no contexto da teoria de Maxwell. Neste caso observamos, dentre outras caracteristicas, que devido a
insercao do termo de Chern-Simons, o modelo passa a violar a paridade, gera massa para o campo de
calibre A* e, apesar disso, continua sendo um invariante de Lorentz.

Vimos também a impossibilidade de se generalizar a lagrangiana da teoria CS para espagos-tempos
com um numero impar de dimensoes espaciais, de modo que a teoria continue sendo invariante de Lorentz.
Este é exatamente o caso do modelo proposto por Field, Carrol e Jackiw em 1990, onde a lagrangiana
de CS em (3+1) dimensoes é obtida através da inclusdao de um quadrivetor externo acoplado ao campo
de calibre A*. Como consequéncia, esses autores obtiveram uma eletrodinamica modificada em (3+1)
dimensoes com violacao de paridade e violacao da invariancia de Lorentz.

Muito embora os experimentos até hoje nao tenham encontrado nenhuma comprovagao de sistemas
fisicos que respeitem esta quebra, estudos indicam que o termo de acoplamento da lagrangiana CS em
(34 1) dimensoes est4 relacionado com a rotacao da polarizagao de propagagao dos fétons que compoem a
radiacao césmica de fundo [4I]. Além disso, na literatura, encontramos varios textos nos quais os autores
utilizam a violacao de Lorentz da teoria para estudar processos de quebra de simetrias CPT [42] e quebra
de invariancia de Lorentz sobre a radiagao sincroton [43].

Neste apéndice iremos apresentar aspectos gerais da teoria CS em (3+1) dimensoes, em particular
enfocando na construcao do tensor energia-momento candnico e na impossibilidade de construgao do

respectivo tensor simetrizado, devido a quebra da invaridncia de Lorentz. Além disso, listaremos alguns
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resultados j& calculados na literatura relacionados com a forga de Casimir.

A.1 Consideracoes Gerais

Para iniciarmos a andlise, consideremos a teoria abeliana de Maxwell-Chern-Simons em (3 + 1) di-
mensoes, descrita em termos da seguinte densidade de lagrangiana:

1 1

L= F" Fu — 5paeaﬁ’WABaMAV — AT, (A1)

onde Ly = —%F M F,, € a lagrangiana de Maxwell, Lcog = —%paeo‘ﬁ“”Ag%Al, é a modificacao de Field-
Carrol-Jackiw [20] para a lagrangiana de Chern-Simons em (3+ 1) dimensdes e J,, é a corrente de matéria.

Além disso, p® é um quadrivetor que serd definido posteriormente.

E importante notarmos que o tensor de Levi-Civita é agora anti-ciclico, e definindo €?1?3 = —¢p193 = +1,
obtemos as seguintes igualdades:
1, para permutacoes pares
P = —1, para permutagoes impares
0, para qualquer outra.
ou, no caso geral:
i _ (@ = B) = )@= w)(B= 1) —v) A2

12

A.2 As Equacoes de Movimento

Seja a teoria de MCS em (3 + 1) dimensdes dada pela densidade de lagrangia (A.1]). Definindo-se o
tensor dual

- 1
FoP = SO By, = 09, A,, (A.3)
podemos reescrever a lagrangiana como:
1 UV T 1 [y
A partir da lagrangiana (A.1)) e do tensor dual as equagoes cldssicas de movimento sdo dadas por:

D FM — p, M = JV, (A.5)

O™ =0, (A.6)
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ou, em termos das componentes,

V-E = 4mp—7- B, (A.7)
, 0B
VxE = ETe (A.8)
B = 0, (A.9)
g g 8E = — —

Note que a forma das equagoes nao é mais invariante de Lorentz devido a insercao do quadrivetor externo
Pa. Por outro lado, por uma transformacéao de calibre do tipo A* — A* + 9" A, a variacao da lagrangiana
(A.1) é dada por

AL = %AF’“’ (0D — Do) - (A.11)

Portanto a invariancia de calibre é preservada desde que AL encontrado acima seja nulo. Uma condigao su-
ficiente para que a teoria seja invariante de calibre é que p* seja constante, de tal forma que as quantidades
Oupy sejam nulas.

Além disso, retomando a lagrangiana , podemos imaginar o termo de CS como uma soma de
quatro lagrangianas em (2+1) dimensoes nos planos cujas normais apontam nas dire¢oes das coordenadas
(t,z,y,z). Para ficar mais claro considere a lagrangiana de Chern-Simons da Eq. para pg = 0, por

simplicidade,
1 iBuv
L= —opie™ A0, A, (A12)
1 1 1
= —§p1616“VA,38uA1, -~ §p2625WABauAy -~ Epgegﬁ“VA/gﬁﬂAy, (A.13)

podemos observar que cada componente de p* atua sobre os termos da lagrangiana de modo a privilegiar
uma determinada direcdo associada ao espago-tempo (veja a Fig.).
A partir da lagrangiana podemos obter também o tensor energia-momento canonico como sendo:
£
“00,Aq

1 . 5
= O A F P B 7710 450" Ao — A | (A.15)

T = A

" — L (A.14)

que nao é simétrico nos indices p e v. Em particular, para p, = 0 recuperamos o tensor energia-momento
canonico do campo de Maxwell.
Além disso, podemos ingenuamente tentar adicionar um termo de divergéncia total em (A.14) para

obter o tensor simetrizado da maneira usual apresentada no segundo capitulo, ou seja:

TH = TV + 0,00, (A.16)
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Figura A.1: Representacdo pictérica do papel do quadrivetor p* em um espaco tridimensional.

Assim, tomando

14 14 1 ayv,
Qv = — (F - 5pC,AWe v ﬂ) A (A.17)

podemos obter o seguinte tensor energia-momento [44]:

1 1
TRy _ T]\M; + §paA76a60pFAp I:(sg(;gnu)\ + 55? (5577"/1/ _ 5gq7ul/>:| , (A18)
onde
1
T];\}l/ — F,u.aFal/ + ZFaﬂFQBUW (Alg)

é o tensor energia-momento de Maxwell simetrizado.

Da Eq. vemos que, mesmo apds o processo de simetrizagdo, o tensor energia-momento continua
sendo assimétrico (TH” # T""). Este resultado era de se esperar, uma vez que o modelo nao respeita mais
a invariancia de Lorentz.

A influéncia do quadrivetor p* pode ser observada também quando obtemos a densidade de energia a
partir de T*” como sendo:

H-10-L[E 15+ LA B (A.20)
a 2 2 ' '

e através das componentes da densidade do momento linear,
, 0i LN phL o
Pl:TZ:(ExB>+5(A-B>, (A.21)

Assim, é possivel observamos que as componentes p quebram a invariancia do modelo por rotacoes espaciais,

enquanto que a componente pg viola a invariancia por transformagao de boosts.
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A.3 Efeito Casimir em Modelos MCS em (3+1) Dimensoes.

Nesta secao vamos expor resultados recentes relacionados a forga de Casimir em modelos de Maxwell-
Chern-Simons em (3 + 1) dimensdes, no qual utilizaremos a Ref. [44]. Especificamente, vamos revisitar a
expressao para a forca de Casimir a temperatura nula entre duas placas PEC considerando-se a distancia

entre elas como sendo muito pequena.

Conforme vimos na se¢ao anterior, no modelo de MCS em (34 1) dimensdes, o tensor energia-momento
da teoria é dependente de calibre e varia de acordo com a definicdo do quadrivetor p*. Neste caso é
necessario primeiramente fixar o calibre para que, posteriormente, seja possivel obter a forca de Casimir
por meio da integracao do tensor energia-momento sobre as placas.

No célculo da for¢a de Casimir em [44], os autores fixam o calibre sobre A* como sendo:

9AF = 0 (A.22)
mAr = 0. (A.23)

Eles ainda consideram que p* = {n,0} e que as placas estao dispostas perpendicularmente a dire¢ao do
eixo z. Além disso, estao localizadas em z = —a e z = a, sobre as quais é aplicada as seguintes condigOes
de fronteira:

E,=E, =0, (A.24)

e como nao pode haver um campo magnético estatico na direcao z, que nao desaparece sobre as placas,
deve-se também considerar que

B, =0. (A.25)

Definidos o termo de fixagdo de calibre juntamente com a definicao do quadrivetor p#, pode-se obter a
forgca de Casimir através do calculo do valor esperado no vacuo da componente normal-normal, que neste

caso é dada porf }

1 .
T$m = —F31Fy, + 3 (E? — H?) + 0"(AsFy3) — A30"Fus+n Y €ijuA'0; A", (A.26)
j=1,2

a partir do qual podemos obter o valor esperado no vacuo da energia por unidade de area,

Eicuo . 7T2 25(77D)2 4
Iz _720D3 <1 + T + 0O ((UD) ) (A27)

1Como o nosso objetivo ndo é enfatizarmos o método utilizado pelos autores, bem como os detalhes técnicos

envolvidos nos cédlculos, apenas apresentaremos as expressoes de nosso interesse que foram obtidas na Ref.[d4].
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e, posteriormente, a forca de Casimir

iEvacuo . 7 1+ 25(77D)2
oD L* —  240D* 32

f= + 0 ((nD)*) (A.28)

valida para distancias relativamente curtas nD < 1. Para finalizar, observa-se que na expansao para a

forga a corregao é do tipo atrativa e quadratica em 7.
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