Solitons latentes, cordas negras, membranas negras e

equacoes de estado em modelos de Kaluza-Klein

Orival Rocha de Medeiros

Orientador: Prof. Dr. Luis Carlos Bassalo Crispino

Belém - PA
4 de junho de 2012



V! ERSIDADE FEDERAL 00 PA’k >

Universidade Federal do Para
Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais
Programa de Pés-Graduagdo em Fisica

Dissertacao de Mestrado

Soélitons latentes, cordas negras, membranas negras e
equacoes de estado em modelos de Kaluza-Klein

Orival Rocha de Medeiros

Orientador: Prof. Dr. Luis Carlos Bassalo Crispino

Prof. Dr. Luis Carlos Bassalo Crispino

Prof. Dr. Valdir Barbosa Bezerra

Prof. Dr. Danilo Teixeira Alves

Prof. Dr. Jorge Castineiras Rodrigues



Dedico a Heloisa Medeiros



Agradecimentos

Ao professor Dr. Luis Carlos Bassalo Crispino pela orientacao durante o desenvolvimento
deste trabalho, pelo voto de confianca ao me dar oportunidade de assumir um trabalho tao
sério, pelos incentivos em varios momentos dificeis que com certeza foram fundamentais para

chegar ao término desta dissertagao.

Ao professor Dr. Alexander Zhuk pela grande colaboracao durante o desenvolvimento do

meu trabalho cientifico de mestrado.
Ao professor Dr. Jorge Castineiras Rodrigues pelos excelentes cursos durante o mestrado.

Aos professores Dr. Marcelo Costa de Lima e Dr. Van Sérgio da Silva Alves pelas aulas

inspiradoras.

A minha familia de sangue e a outra familia adquirida pela vivéncia, respeito e amizade

no decorrer dos anos.

Aos amigos de curso que, de uma forma ou de outra, ajudaram na construcao desse
trabalho, entre os quais posso destacar Penn Menezes, Glauber Tadaiesky, Tércio Alemeida,
Charles da Rocha, Debora Carvalho, Caio Macedo, Carolina Benone, Jeferson Danilo e Luiz

Leite.

Ao amigo Leandro A. Oliveira pelas discussoes durante o curso e pela leitura critica de

minha dissertacao.
Ao CNPq pelo suporte financeiro durante parte do mestrado.

A SEDUC pela concessao de licenca para aprimoramento profissional durante o curso de

mestrado.



Resumo

Neste trabalho investigamos solucoes solitonicas em modelos de Kaluza-Klein com um ntimero
arbitrario de espagos internos toroidais, que descrevem o campo gravitacional de um objeto
massivo compacto. Cada toro d;-dimensional possui um fator de escala independente C;, 1 =
1,..., N, que é caracterizado pelo parametro ;. Destacamos a solugao fisicamente interes-
sante correspondente a massa puntual. Para a solugao geral obtemos equagoes de estado nos
espagos externo e interno. Estas equagoes demonstram que a massa pontual solitonica possui
equagoes de estado tipo poeira em todos os espacos. Obtemos também os parametros pos-
newtonianos que nos possibilitam encontrar as férmulas da precessao do periélio, do desvio
da luz e do atraso no tempo de ecos de radar. Além disso, os experimentos gravitacionais
levam a uma forte limitacao nos parametros do modelo: 7 = ZZ]L divi = —(2,1£2,3)x107°,
A solugao para massa pontual com vy = ... =vy = (1+ Zf\il d;)~! contradiz esta restrigao.
A imposicao 7 = 0 satisfaz essa limitacao experimental e define uma nova classe de solucoes
que sao indistinguiveis para a relatividade geral. Chamamos estas solugoes de sélitons la-
tentes. Cordas negras e membranas negras com 7; = 0 pertencem a esta classe. Além disso, a
condigao de estabilidade dos espagos internos destaca cordas/membranas negras de sélitons
latentes, conduzindo exclusivamente para as equagoes de estado de corda/membrana negra
pi = —¢/2,1=1,..., N, nos espagos internos e ao numero de dimensoes externas dy = 3.
As investigacoes do fluido perfeito multidimensional estatico e esfericamente simétrico com

equagao de estado tipo poeira no espago externo confirmam os resultados acima.

Palavras-chave: Sélitons, Kaluza-Klein, cordas negras, membranas negras, espacos

multidimensionais.

Areas de Conhecimento: 1.04.04.04-0, 1.05.01.03.7.



Abstract

In Kaluza-Klein models with an arbitrary number of toroidal internal spaces, we investigate
soliton solutions which describe the gravitational field of a massive compact object. Each
d;-dimensional torus has its own scale factor C;, ¢+ = 1,..., N, which is characterized by a
parameter ;. We single out the physically interesting solution corresponding to a point-
like mass. For the general solution we obtain equations of state in the external and internal
spaces. These equations demonstrate that the point-like mass soliton has dust-like equations
of state in all spaces. We also obtain the parameterized post-Newtonian parameters, which
give the possibility to obtain the formulas for perihelion shift, deflection of light and time
delay of radar echoes. Additionally, the gravitational experiments lead to a strong restriction
on the parameters of the model: 7= S diy; = —(2.1 4 2.3) x 1075, The point-like mass
solution with v, = ... = vy = (1 + Zfil d;)~! contradicts this restriction. The condition
7 = 0 satisfies the experimental limitation and defines a new class of solutions which are
indistinguishable from general relativity. We call such solutions latent solitons. Black strings
and black branes with +; = 0 belong to this class. Moreover, the condition of stability of the
internal spaces singles out black strings/branes from the latent solitons and leads uniquely
to the black string/brane equations of state p; = —¢/2, i = 1,..., N, in the internal spaces
and to the number of the external dimensions dy = 3. The investigation of multidimensional
static spherically symmetric perfect fluid with dust-like equation of state in the external

space confirms the above results.

Keywords: Solitons, Kaluza-Klein, black strings, black branes, multidimensional spaces.
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Capitulo 1

Introducao

Aspectos fisicos observacionais, como energia escura e matéria escura, constituem grandes
desafios para a Cosmologia, Astrofisica e Fisica Tedrica. No ambito do modelo padrao ainda
nao se tem uma explicacao satisfatoria para estes problemas. Isso forca a busca de solugoes
para esses problemas para além do modelo padrao, por exemplo, considerando modelos com
dimensoes extras. Destas generalizagoes decorrem as modernas teorias de unificagao como
supercordas, supergravidade e teoria M, que possuem uma formulagao mais auto-consistente
em espagos com dimensoes extras. Obviamente estas teorias devem ser consistentes com as
observacoes.

No capituloPldessa dissertacao, faremos uma revisao da relatividade geral em 4 dimensoes
e também da solugao de Schwarzschild. No capitulo B, apresentaremos a teoria de Kaluza-
Klein em 5 dimensoes e a métrica solitonica pentadimensional no limite de campo fraco. Na
Ref. [I] os autores encontraram solugoes para a métrica isotrépica com uma dimensao extra, a
métrica de Kaluza-Klein, e obtiveram o elemento de linha solitonico correspondente ao espaco
vazio com uma massa puntual, onde os coeficientes foram expandidos assintoticamente, o
que permitiu definir varias propriedades para estas solugoes. No capitulo Ml e na Ref. [2],
generalizamos as solugoes da Ref. [I] usando um modelo isotrépico tipo Schwarzschild com
dimensoes extras toroidais que acompanham N subespacos. Esses tipos de modelos sao co-
mumente chamados de modelos de Kaluza-Klein. Os coeficientes da métrica destas solucoes
foram expandidos assintoticamente e caracterizados para podermos definir completamente

a massa puntual solitonica. Com a ajuda desses coeficientes, encontramos as equagoes de



estado para a massa puntual solitonica. Isto foi feito perturbando os coeficientes da métrica
e utilizando a equacao de Poisson generalizada. Desta forma, as componentes do tensor
energia-momento, tanto das dimensoes externas quanto internas (dimensdes extras), apare-
ceram naturalmente, mostrando que a tnica componente nao nula é Ty,. Nas dimensoes
externas e internas temos p = 0. Estas sao equagoes de estado tipo poeira. Como em
qualquer teoria fisica, esses resultados precisam estar de acordo com os dados experimentais
e, por isso, no capitulo [l encontramos as equacoes da precessao do periélio de Mercirio e
da deflexao da luz a partir da métrica de Schwarzschild em coordenadas isotrépicas com
os parametros pés-newtonianos. Na primeira parte do capitulo [0 usamos os dados expe-
rimentais da sonda espacial Cassini para obter uma restricao para o parametro solitonico
70 7= —(2,1+2,3) x 107°. A condigao 7 = 0 mostra que existe uma classe de slitons
que chamamos de sdlitons latentes. Para esses sélitons as equacoes de estado nos espacos
internos sao reduzidas a p; = (v; — 1)e/2, para todo ¢ = 1,..., N. Quando v; =0, e ¢ > 1,
caracterizamos cordas negras (N = 1,d; = 1) e membranas negras (N > 1) e todos possuem
equagoes de estado p; = —(1/2)e. Por fim, Na secao mostramos que para um fluido
perfeito esfericamente simétrico com equagao de estado tipo poeira no espaco externo, a
imposicao hgy = hao também resulta na condicao de séliton latente. Encontramos, também,

para este fluido, a mesma condigao de estabilidade da massa puntual solitonica.



Capitulo 2

Relatividade geral em 4 dimensoes

Neste capitulo, revisaremos alguns tépicos da teoria da relatividade geral de Einstein.
Na Secao 2.1, falaremos sobre espaco-tempo e métrica. Para exemplificar como matéria
e energia se distribuem no espaco-tempo iremos construir, na secao 2.2, o tensor energia-
momento para matéria nao-interagente e para o fluido perfeito. Na secao 2.3, estudaremos
o limite de campo gravitacional fraco. Falaremos sobre as equagoes de Einstein na secao
2.4. Obteremos a solucao de Schwarzschild para as equacoes de Einstein na secao 2.5. Neste

capitulo seguiremos as referéncias [3], [4] e [5].

2.1 Espaco-tempo e métrica

Inicialmente, apresentaremos a gravitacao considerando a descricao feita pela teoria gra-
vitacional de Newton. Na teoria newtoniana, a forca gravitacional f, atuando em uma

particula teste de massa gravitacional m¢, é dada por [3]

—

f=mgg=-mcV®, (2.1)

onde ¢ é o campo gravitacional e ® o potencial gravitacional. O potencial gravitacional, por

sua vez, € determinado pela equagao de Poisson:

V20 = 47Gp | (2.2)



onde p é a densidade de matéria e G é a constante gravitacional de Newton. A Eq. (22) é
a equacao de campo da gravitagao newtoniana.

A partir da expressao ([22]), podemos concluir que a gravitacao newtoniana nao é con-
sistente com a relatividade especial, pois nao ha uma dependéncia explicita do tempo, si-
gnificando que o potencial ¢ responde instantaneamente a uma perturbacao na densidade
de matéria p. Isto viola o principio da relatividade, o qual nos garante que nenhum sinal
pode se propagar com velocidade maior que a velocidade da luz ¢. Uma alternativa para
chegarmos a uma equacao de campo que leve em conta a finitude da velocidade com que a
luz se propaga ¢ considerar que o Laplaciano é equivalente ao D’alembertiano [1* no limite

¢ — 00, e assim, postular a seguinte equagao de campo modificada:
°® = —47Gp . (2.3)

No entanto, esta equacao nao conduz a uma teoria relativistica consistente. Isto porque
a Eq. ([Z3) nao é covariante por transformagoes de Lorentz, uma vez que a densidade de
matéria p nao se transforma como um escalar de Lorentz. As propriedades de transformacao
de densidade de matéria serao discutidas na segao
Além da incompatibilidade existente entre gravitacao newtoniana e a relatividade espe-
cial, existe também uma diferenca fundamental entre o eletromagnetismo e a gravitacao.
Por exemplo, a equagao de movimento de uma particula de massa inercial m; no campo
gravitacional, dada por:
2 =
4T _megg (2.4)
dtQ mr
Experimentalmente, é um fato bem conhecido que a relagao mg/m; que aparece na equagao
de movimento, é igual a unidade. A partir da Eq. (24]) podemos concluir que a trajetéria da
particula no campo gravitacional nao depende da natureza da particula. Isto nao acontece
no eletromagnetismo.
A equivaléncia entre massa gravitacional e massa inercial é considerada, na teoria new-

toniana, uma coincidéncia.



2.1.1 Gravidade como a curvatura do espaco-tempo

Einstein fez uma suposicao que fornece para relatividade a descricao da gravidade e
incorpora naturalmente o principio da equivaléncia (e, consequentemente, a equivaléncia das
massas gravitacional e inercial). A proposta de Einstein foi que a gravidade nao deveria
ser considerada como uma forca no sentido convencional, mas como uma manifestacao da
curvatura do espaco-tempo, e que esta curvatura seria induzida pela presenca de matéria e
energia. Esta é a idéia central da teoria da relatividade geral, segundo a qual a gravidade é
considerada como uma manifestacao do préprio espago-tempo, e nao como a a¢ao de alguma
quadriforca f definida sobre a variedade. Neste contexto, a equacao de movimento de uma
particula submetida apenas a influéncia da gravidade é a de uma particula “livre” no espaco-
tempo curvo, isto é

dp _
dr

onde p é o quadrimomento da particula e 7 é o tempo préprio medido ao longo da linha de

0, (2.5)

mundo da particula. A linha de mundo de uma particula livre sob a acao da gravidade é
conhecida como geodésica.

O principio da equivaléncia restringe a geometria possivel do espaco-tempo curvo a um
espago pseudo-Riemaniano [3]. O significado matemético do principio da equivaléncia é que
este requer que em qualquer ponto P na variedade sejamos capazes de definir um sistema
de coordenadas z*(u = 0,1,2,3) tal que, na vizinhancga local de P, o elemento de linha do

espago-tempo tome a forma
ds® ~ n,,dz"dz” (2.6)

onde a igualdade (ao invés da aproximacao) é vélida para o ponto P e os indices gregos
(i, v, ... ) assumem os valores 0, 1, 2, e 3 em todo este capitulo. Nesta dissertagao adotaremos
a convencao de soma de Einstein, implicando que ha uma soma implicita sobre os indices

repetidos []. n,, sdo as componentes covariantes do tensor métrico e sao dadas por

1 0 0 0
0 -1 0 0 _
Ny = = diag(1,—1,-1,-1) . (2.7)
0 0 -1 0
0 0 0 -1



A partir da equacao da geodésica, em um sistema de coordenadas arbitrario, o caminho
de uma particula livre, isto é, em movimento apenas sob a influéncia da gravidade, nas
imediacoes do ponto P, é dado por

A*X
arz >V

(2.8)

onde i = 1,2, 3 e representamos X° por ¢I'. Assim, na vizinhanca de P as coordenadas X*
definem um sistema cartesiano local em que as leis da relatividade especial valem localmente.
A fim de que possamos construir esse sistema, o espaco-tempo deve ser uma variedade
pseudo-riemanniana. Uma métrica pode ser usada para definir distancias e comprimentos
de vetores. O intervalo infinitesimal, que denotamos por ds, entre dois eventos localizados

em z# e x* + dxt é definido por
ds® = g datdx” (2.9)

onde g, sa0 as componentes covariantes do tensor métrico na variedade pseudo-riemanniana.

2.2 O tensor energia-momento

2.2.1 Matéria nao-interagente (poeira)

Vamos considerar o tipo mais simples de campo de matéria, a saber, o da matéria nao-
interagente ou poeira. Tal campo pode ser caracterizado por duas quantidades, o campo
vetorial quadrivelocidade u* = dz*/dr, onde T é o tempo préprio ao longo da linha de
mundo de uma particula de poeira (ver Fig. 2Z1]) e o campo escalar py = po(z) que descreve
a densidade prépria do fluxo, que é a densidade medida por um observador que se move com
o campo (observador comdvel). Nesta se¢ao adotamos ¢ = 1 (unidades naturais). O tensor

de segunda ordem mais simples que podemos construir a partir dessas duas quantidades é
™" = poutu” . (2.10)

Este é o tensor energia-momento para o campo de matéria nao-interagente (poeira).
Analisemos, agora, este tensor nas coordenadas de Minkowski no contexto da relatividade

especial. A quadrivelocidade é

ut =~(1,4) (2.11)



onde v = (1 —u?)7"2. O tempo préprio é definido por dr? = ds? e, usando a relacdo
ds* = n,datdx”, obtemos dr? = ~2dt?.

A componente 00 de 7" assume a seguinte forma:

T = +2py . (2.12)

Ty

Figura 2.1: Linhas de mundo de particulas de poeira [4].

Do ponto de vista de um observador fixo no sistema de coordenadas, a densidade cresce
por um fator v2. Assim, se um campo de matéria de densidade prépria p, passa por um

observador fixo com velocidade , entao o observador fixo ir4 medir uma densidade

0 ="po . (2.13)
A componente T pode ser interpretada como a densidade de energia relativistica do campo

de matéria.

As componentes de T podem ser escritas, usando ([ZI0) e ([ZI3)), na forma

1 Uy Uy U,

2

Uy Uy Ugly Uyl

™ =p (2.14)
2

Uy Uglly Uy Uyl

Uy U, Uyu, U

Agora mostraremos que as equagoes que governam o movimento de um campo de matéria

nao-interagente (poeira), livre de forcas, podem ser escritas da seguinte maneira
0,I"" =0. (2.15)

10



Usando (2Z.I4)), a componente v = 0 da Eq. ([2.I5) pode ser escrita como

dp 0 0 0
z

a0 £(Pux) + a—y(/)uy) + 8—(Puz) =0. (2.16)

A Eq. ([2I6]) é precisamente a equagao da continuidade escrita em coordenadas carte-

sianas, podendo ser reescrita como

dp L
E+V~(pu)—0. (2.17)

Na dinamica dos fluidos, a Eq. (ZIT) expressa a lei de conservacao da massa, de um
elemento de fluido com densidade p e movendo-se com velocidade . As componentes v = i,

com i = 1,2,3, da Eq. (ZI3]), podem ser escritas, usando novamente ([2.I4), como

o, . 0 .0 o0 L
a(pu) + %(puxu) + a—y(puyu) + %(puzu) =0. (2.18)

Combinando esta equagao com ([2I7), escrevemos

p [g—f + (@i - V)ﬁ] S (2.19)

Comparando a equacao acima com a equacao de Euler para o movimento de um fluido
perfeito na dinamica dos fluidos, a saber

i
p {8—1‘ (i V)ﬁ] = —Vp+pX (2.20)

onde p é a pressao no fluido e X' é a forca volumétrica por unidade de massa, podemos ver
que ([2I9) é simplesmente a equagao de Euler na auséncia de pressao e de forcas externas.
Desta forma, a exigéncia de que o tensor energia-momento tenha divergéncia igual a zero
é equivalente a exigir a conservagao da energia e do momento para o campo de matéria. De
fato, (2I5) é por vezes referida como a lei da conservagao de energia-momento. Quando
consideramos uma métrica nao trivial (diferente da métrica de Minkowski), como no caso de

espagos curvos, a Eq. (ZI5) pode ser generalizada para

vV, " =0 . (2.21)

11



2.2.2 Fluido perfeito e equacoes de estado

Um fluido perfeito é caracterizado por trés quantidades: a quadrivelocidade u* = dz*/dr,
a densidade prépria py = po(x) e um campo escalar de pressao p = p(x). No limite quando p
tende a zero, o fluido perfeito se reduz a matéria nao-interagente. Isto sugere que tomemos

o tensor energia-momento para um fluido perfeito da seguinte forma
" = pout'u” 4+ pS*” | (2.22)

onde S* sao as componentes de um tensor simétrico. Os unicos tensores simétricos de
segunda ordem que podem ser associados com o fluido sao u*u” e a métrica g"”. Assim,

podemos escrever o tensor S*, como sendo
S = Xutu” + agh” (2.23)

onde A\ e o sao constantes.

Analogamente ao que fizemos na se¢ao anterior, analisemos a lei da conservagao 0, T"" =
0, no espaco plano com coordenadas de Minkovski. Exigimos que a Eq. ([2I5]) se reduza, no
limite apropriado, a equagao da continuidade (2.21]) e & equac@o de Euler (2.20) na auséncia
de forgas volumétricas. Esta exigéncia nos leva a A = 1 e u = —1. Entao, a Eq. (Z22)

torna-se
" = (po + p)uru” — pg"” (2.24)

Tomamos a Eq. (224) como a definigdo para o tensor energia-momento de um fluido
perfeito. Se usarmos a métrica de espacos curvos na relatividade especial, entao novamente
obtemos a forma covariante ([Z2]]) para a lei de conservacao. Na teoria da relatividade
geral também obtemos a Eq. (Z24]) como defini¢do do tensor energia-momento de um fluido
perfeito e a Eq. (Z2I]) como equagao da sua conservagao.

Além disso, p e p estao relacionados por uma equacao de estado que governa um tipo
especifico de fluido perfeito.

Em geral esta é uma equacao da forma p = p(p,T'), onde T é a temperatura absoluta do
fluido. Contudo, vamos nos preocupar apenas com situagoes onde 7" é efetivamente constante

de modo que a equagao de estado se reduz a
p=pp). (2.25)

12



2.3 Campo gravitacional fraco

A descricao da gravitagao em termos da curvatura do espago-tempo pode ser reduzida a
da relatividade especial em referenciais inerciais locais [3]. E importante verificar, no entanto,
que tal descricao também se reduz a gravitagao newtoniana nos limites apropriados.

Na auséncia de gravidade, o espago-tempo tem uma geometria de Minkowski [3]. Assim,
um campo gravitacional fraco corresponde a uma regiao em que o espaco-tempo € apenas

“levemente” curvo. Em tal regiao existem coordenadas x* em que a métrica assume a forma
Guv = Nuw + h/uz ) (226)

onde |h,,,| < 1. Vamos considerar que no sistema de coordenadas (226) a métrica seja
estaciondria, isto ¢, todas as derivadas dyg,, sejam iguais a zero.

O quadrimomento de uma particula é definido por p* = mgu*, onde mgy é a massa de
repouso da particula com quadrivelocidade u* = dz#/dr. Da Eq. (ZI) podemos escrever
u'(V,u”) = 0, e obter a equagdo da geodésica para uma particula livre sob a acdo da

gravidade, a saber

2 v o
d°x w dz¥ dx _0, (2.27)

dr? T e dr dr

onde I'*,  sao as componentes da conexao de Cristofell definidas por:

1
Moo = 59" 0p9vs + 0s9up = DuGps) - (2.28)

Vamos supor que a particula se mova lentamente, de tal modo que as componentes de sua

velocidade satisfagam dz’/dt < ¢ (i = 1,2,3). Isto é equivalente a exigir que

dx’ dx?
el 2.29
dt < dr -’ ( )
parai=1,23¢ 2" = ct.
Assim, podemos ignorar os termos de v' na Eq. (227)) e obter
A2t L (dt\?
= + T (%) =0. (2.30)

Usando a Eq. ([228)) para o célculo das componentes da conexao em termos da métrica

13



e a Eq. (220)) para g, encontramos os coeficientes I'");, que sao dados por

1
My = 59’% (Oogor + Gogor — Okgoo) ..
1

Moo = —§gk“3kgog
1
Moo = _an“akhoo ; (2.31)

onde a ultima igualdade ¢ valida para termos em primeira ordem de h,,.

Assumindo que a métrica seja estaciondria, temos

=0 (2.32)

) 1 ...
I oo = 5899h00 (2.33)

onde os indices latinos (i, j,...) assumem os valores 1, 2 e 3. Substituindo esses indices na

equagao da geodésica (Z30) obtemos

d’t

— =0 2.34

dr? ( )
(§]

2z 1, (dt\?

- - ) 2.

dr2 2C (dT) Vhoo (2.35)

A primeira equagao implica que dt/dT = cte, e, portanto, podemos combinar as Eqs. (2.34)

e ([Z34) e equagdes para chegar a seguinte equagao de movimento para a particula:
92—
ZTZ = —%8%00 : (2.36)
Se compararmos a Eq. (2.36]) com a equagao de Newton para o movimento de uma particula
no campo gravitacional, Eq. (Z4]), veremos que as duas serao idénticas se fizermos a identi-
ficagao hgy = 2®/c?. Assim, nossa descrigao da gravitagao como curvatura do espago-tempo,

para uma particula se movendo lentamente, tende a teoria newtoniana se a métrica for, no

limite de campo gravitacional fraco, dada por
29
Joo = (1 + —) . (2.37)
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2.4 Equacoes de Einstein

Assim como as equacgoes de Maxwell regem a forma como os campos elétricos e magnéticos
respondem a cargas e correntes, as equagoes de campo de Einstein regem a forma como o
campo gravitacional, representado pela métrica, responde a energia e ao momento.

E necessério encontrar uma equacao que substitua a equacao de Poisson para o potencial

newtoniano
V%p = 41Gp , (2.38)

onde V? = §9;0;, com 4,j = 1,2,3, é o laplaciano no espago tridimensional.

No lado esquerdo de ([Z38)), temos um operador diferencial de segunda ordem atuando em
um potencial gravitacional e, no lado direito, a medida da distribuicao de massa. Uma gene-
ralizagao relativistica de (238]) deve ter a forma de uma equagao tensorial. A generalizacao
tensorial da densidade de massa pode ser o tensor energia-momento 7, e o potencial gravi-
tacional pode ser substituido pelo tensor métrico. Uma equagao relativistica que substitua a

Eq. (238) deve conter derivadas de segunda ordem da métrica e ser proporcional ao tensor

T,

u» & saber

(V2] o< Ty - (2.39)

No entanto, queremos que ela seja completamente tensorial.

O lado esquerdo dessa equacao nao é um tensor. E apenas uma notagao sugestiva para
indicar que gostariamos de escrever um tensor simétrico de segunda ordem. O operador
d’alembertiano [J = V#V,, atuando na métrica g, , seria nossa primeira escolha, mas isto
seria automaticamente igual a zero [5]. O tensor de Ricci R, [5], possui dois indices e é
construido com derivadas da métrica, o que nos leva a tentar imaginar que as equagoes do

campo gravitacional sejam
R,uy - kT,uzu (240)

onde k é uma constante. No entanto, existe um problema com a conservacao da energia se

adotarmos a Eq. (2:40). Sabendo que
V*T,, =0, (2.41)
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pela equacao (240) teriamos
V¥R, =0. (2.42)

Pérem, uma geometria qualquer isto ndo é verdade. Pelas identidades de Bianchi [5] podemos

ver que
1
VIR, = §VZ,R.

Assim, a equac@o de campo (240) implicaria que R = kg"'T,, = kT. Usando estas

expressoes em conjunto, terifamos
Vv, T =0. (2.43)

A Eq. ([243) implica que T' é constante em todo o espago-tempo. Isto nao é plausivel,
uma vez que T = 0 no vacuo e na presenca de matéria T' # 0. No entanto, hd um tensor
simétrico, construido a partir do tensor de Ricci, que é conservado: o tensor de Einstein, a

saber:
B 1
Guw =Ry, — §Rg“”’ (2.44)
que sempre obedece V#G,,, = 0. De fato, com base neste raciocinio, Einstein propos
G = kT, (2.45)

como a equacao que descreve a dinamica do campo gravitacional.

2.5 A solucao de Schwarzschild

Nesta secao encontraremos uma solugao, com simetria esférica, exata para as equacgoes de
campo de Einstein. Vamos considerar uma métrica de um espago-tempo quadridimensional,

esfericamente simétrico e estacionario, representada por meio do seguinte elemento de linha:
ds* = A(r)dt* — B(r)dr® — r* (d6” + sen®0d¢*) . (2.46)
Para mais detalhes indicamos as referéncias [3] [4].
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2.5.1 Solugoes das equagoes de campo no espago vazio

As fungoes A(r) e B(r) da métrica na Eq. (248) sao determinadas pela solucao das
equagoes de Einstein. FEstamos interessados na geometria do espaco-tempo fora de uma
distribuicao esférica de massa. Assim, devemos resolver as equagoes de campo no espaco

vazio, que exigem que o tensor de Ricci seja nulo:
R, =0. (2.47)
O tensor de Ricci pode ser escrito como
Ry, = 0,17, — 0,17, + 17,17, =17 17, . (2.48)
Os elementos g, e g* diferentes de zero sao:
g0 =A(r); g% =1/A(r);
gu=-B(r); ¢ =-1/B(r);
gn=r>; g7 =-1/r";
g3s = —1r?sen®0 ;g% = —1/(r’sen?d) . (2.49)
Substituindo as componentes da métrica na expressao (Z28]) encontramos apenas nove

coeficientes da conexao nao nulos independentes
FO01 = A'/(24) ; Fl00 = A'/(2B) ; F%l = B'/(2B) ;
My, =—r/B; Tly=—r’sen®d/B; Ti,=1/r;
[?,, = —senflcost ; T°,=1/r; T3 = cotg . (2.50)
Agora, iremos substituir estes coeficientes na expressao (2.48)), a fim de obter as compo-

nentes R, do tensor de Ricci. Pode-se verificar que as componentes de R, para p # v,

para este problema especifico, sao iguais a zero. Ja as componentes da diagonal sao dadas

por
o A2 .
poo A (B oo
Roy = %—é(%—%) , (2.53)
Rs3s = Rossen?d . (2.54)
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As equagoes de campo no espago vazio, (2.47), sdo obtidas fazendo cada uma das ex-

pressoes (Z51)-(254) igual a zero. Multiplicando (Z5]]) por B/A, somando a (2.52) e rear-

ranjando os termos, obtemos
A'B+AB =0, (2.55)

o que implica que AB = cte. Vamos usar « para representar essa constante. Substituindo

B = a/A em ([2353) obtemos A+ rA’ = a, que pode ser escrita como
d(rA)

= . 2-
a o (2.56)

Integrando esta equagao obtemos rA = a(r + k), onde k é uma constante de integracao.

Assim A(r) e B(r) podem ser escritos como

A@r) = a(1+§> ,

B(r) = <1+§)1 . (2.57)

Vamos entao usar apenas as Eqs. (2351)) e (2.52]) para encontrar as solugdes de A e B.
Note que é simples verificar que estas formas para A e B sao satisfeitas separadamente.
Como veremos a seguir, a constante de integracao k deve representar a massa do objeto que
produz o campo gravitacional. Podemos identificar k (e «) considerando o limite de campo

fraco, discutido na secao desta dissertacao, em que é necessario termos

A(r) 20
2 — 1+ ? s (258)

onde ® é o potencial gravitacional newtoniano [ver Eqs.(2Z37) e (2.46)]. Além disso, no
limite de campo fraco, r pode ser identificado como a distancia radial. Para uma massa
esfericamente simétrica M temos, assim, ® = —GM/r, e concluimos que k = —2GM/c? e
a = ¢%. Portanto, a métrica de Schwarzschild para o espaco-tempo fora de um corpo esférico

de massa M é

2G M 2GM\ !
ds* = ¢ <1 — Ci > dt* — (1 — G; ) dr® — r2df* — r’sen’*d¢*. (2.59)
cr cr
Em coordenadas isotrépicas este elemento de linha é representado por
1— M/(2r) M\*
d82 = %(ﬁdtz - <1 + 5) (d’f’z + TQdQQ) . (260)
r

onde df) é o elemento de angulo sélido. Esta iltima equacao sera demonstrada no capitulo

5 desta dissertacao.
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Capitulo 3

A teoria de Kaluza-Klein e a métrica

solitonica

No final do século XIX e inicio do século XX acontecimentos importantes na Fisica ace-
leraram a procura por uma teoria de unificagao de todas as for¢as da natureza [6]. Primeira-
mente, em 1864, James Clerk Maxwell unificou eletricidade e magnetismo em um tnico
conjunto de equagoes, tornando também plausivel que o eletromagnetismo e a relatividade
pudessem ser representados por uma teoria unificada. Em 1908, Hermann Minkowski in-
troduziu o conceito de espaco-tempo quadridimensional que estabeleceu uma unidade ainda
maior com a teoria eletromagnética. Finalmente, em 1915, Albert Einstein deu uma inter-
pretacao geométrica para a gravitacao.

Em 1914, o fisico Gunnar Nordstrom propos uma extensao pentadimensional das equagoes
de Maxwell que englobava a gravitagao [6]. Quando Einstein publicou sua teoria gravitacional
em sua forma covariante, a teoria de Nordstrom, um modelo escalar, tornou-se obsoleta. Em
1918, Nordstrom se dedicou ao estudo da teoria da relatividade geral e contribuiu com
a famosa solucao, para o buraco negro carregado, conhecida como “solucao de Reissner-
Nordstrém” [6].

Solugoes para as equagoes de campo no vacuo, em cinco dimensoes, com simetria esférica,

no espago tridimensional, tém sido estudadas extensivamente [7].
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3.1 A teoria de Kaluza

Um modelo famoso de unificacao pentadimensional, mais compativel com a relatividade
geral, foi concebido pelo mateméatico Theodor Kaluza em 1919 [6].

Nesta secao vamos obter o escalar de curvatura R em cinco dimensoes, no contexto da
Teoria de Kaluza. Os termos com chapéu, como R, estao relacionados ao espaco-tempo
pentadimensional.

Kaluza iniciou com o tensor métrico g,, (com 16 componentes, 10 das quais indepen-
dentes) e o estendeu para uma matriz pentadimensional (com 25 componentes, 15 das quais
independentes). Ele identificou as componentes extras o, Ga1, a2 € Ja3 como o quadripo-
tencial eletromagnético A,. O termo escalar gy nao possufa um significado muito claro [@].

Kaluza adotou como métrica para o espago-tempo pentadimensional a matriz

G + kAA, kA,
G (L) = (3.1)
kA, k
e o elemento de linha

ds® = gdatds” + k (Auda + dz')” . (3.2)

Note-se que aqui, os indices gregos (i, v, ...) assumem os valores 0, 1, 2, e 3; e os indices
gregos com chapéu (f,7,...) assumem os valores 0, 1, 2, 3, e 4.

O determinante da métrica de Kaluza é

g=kg. (3.3)

A agao de Einstein-Hilbert em cinco dimensoes

§— / /=5 (@) R(x) (3.4)

é reduzida a

S = [ da\/—j(z)R(x). (3.5)
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Escrevendo
R/w Ru4
Ry = , (3.6)
Ry, Ru
com Ru4 = }%4,, Podemos calcular gﬂﬁfzﬁ&
QWRua - QWAVRM g“yéw - QWAVRM
7 Foa — ,
_QWA;JSLW + (k7' + g™ ALA)) R _gMVA/J,Rl/Zl + (k7' + g™ ALA) R
para em seguida encontrarmos o escalar de Ricci R= Qﬂﬁf%ﬂ,;:

R = g/WR;W - gMVAVRéLu - g“VAuRM + (kil + g‘“’AMA,,) R44 . (37)

Considerando g;5 = g + kA, A,, encontramos

M, = FAWJr%k: [AF) + AFN

M= FAMAJr%kAAFM*,

IM,A = 0,

1q;\44 - FA44_fA41A: )

M = %k:FMA,

M, =0,

M, = %(VVAM+VMAV)—%kAA (A F)+AF))

onde F,3 = 0,Ap — 0sA,. Feito isso, podemos calcular os termos do tensor de Ricci. A

expressao do tensor de Ricci pentadimensional é

Rpp = 0515 — 0al'G, + 15,17, — 1917, (3.8)

av
a partir da qual obtemos

R, = 0,09, —0,0%, +1%,In —T° 1", -

1 1 1 1 1
v = —0q | =kE° re< —kAF | =kFf — —kF* |T” —k(AFP+ A F?
R4 a<2 u>+<pa+2 p>2 v 9" Va+2( a T l/)

~

1 1
R = —5hVab = JRAESES (3.9)
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R 1 1
Ry, = —EWQFM& — Zk;?A,fpaFcf : (3.10)

. 1
Rig = =K Foy (3.11)

Assim, obtemos

. 1
Ry = Ry — 5k (A VAR + AVAED)
1 1
+ gk (F)Fy, + FAFY) — ZkQAMA,,FaﬁFo‘ﬁ : (3.12)

Com as devidas substituicoes é possivel chegar ao escalar de curvatura de Ricci em 5 di-

mensoes, a saber:

. 1
R=R+ ZkFaﬂFO‘B : (3.13)

3.2 A teoria de Kaluza-Klein

Oskar Klein forneceu uma explicacao para o fato de a dimensao extra nao poder ser
observada. Sua hipotese era que a quinta dimensao fosse compacta e curvada em um circulo

extremamente pequeno com raio aproximadamente 10733m, préximo & escala de Planck (ver

Fig. B1)).

W )

Figura 3.1: O raio da dimensao extra é da ordem da escala de Planck.
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A ideia de que as quantidades fisicas ndo dependeriam das dimensoes extras (conforme
sugerido por Kaluza) foi considerada inadequada por Klein, que postulou a ideia de que a
dependéncia deveria existir, mas ela seria condicionada a existéncia de uma dimensao extra
extremamente pequena.

Klein assumiu que a quinta coordenada deveria ter escala de comprimento e possuiria
duas propriedades principais: (1) topologia circular (S') e (2) tamanho pequeno. Sob a

0,1 ,.2

propriedade (1), qualquer quantidade f(z,y), onde z = (2°, 2%, 2% 23) e y = 2*

, se tornaria
periddica, tal que f(x,y) = f(x,y + 27r) onde r é o raio da quinta dimensao (ou parametro

de escala da quinta dimensao). Assim, todos os campos s@o expandidos em séries de Fourier:

Gop(:y) = Y g (@)™,
Aa(as,y) _ Z A((Xm)(x)eimy/r’
olr,y) = Y omemir, (3.14)

onde (m) se refere ao m-ésimo modo de Fourier. De acordo com a teoria quantica, estes
modos possuem momento na dire¢do de y da ordem de |m|/r. Aqui entra a propriedade
(2): se r é suficientemente pequeno, entao os momentos na dire¢ao y serdo tao grandes que
estarao fora da deteccao de qualquer experimento, para qualquer m # 0. Apenas os modos
em que m = 0, os quais sao independentes de y, serao observaveis, conforme exige a teoria
de Kaluza.

Mesmo que a teoria de Kaluza-Klein tenha unificado geometricamente a gravidade e
o eletromagnetismo, estas solucoes podem ser aplicadas de diferentes maneiras na gravi-
dade e em fisica de particulas. Assim, tais solugoes, foram interpretadas como monopolos

magnéticos [§], buracos negros [9] e sélitons [10].

3.3 A meétrica solitonica e o limite de campo fraco

Uma importante classe de solugoes na teoria de Kaluza-Klein sao fornecidas por métricas
que sao estaticas, esfericamente simétricas e satisfazem as equacoes de Einstein pentadimen-

sionais no espaco vazio [I0]. Usando coordenadas isotrépicas, o elemento de linha correspon-
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dente pode ser escrito como [9)
ds® = A%(r)cdt® + B*(r)(dr® 4+ r*dQ?) + C*(r)dy?* . (3.15)

Os coeficientes A(r), B(r) e C(r), determinados a partir da solu¢do das equagoes de

campo de Einstein, sao dados por
1 ek
an = (25)
ar +1
1 ar + 1\ ¢V
B = (1-
(r) ( azrz) (ar - 1) '

Clr) = <ar+1)€. (3.16)

ar —1
De acordo com [I] obtemos o seguinte elemento de linha

2¢ek 2 2e(k—1)
ars — 1 1 ars + 1
ds* = 2dt* — (1 - — dr? + r2d©Q?

§ (arg + 1) ‘ a’r} ars — 1 (dr + 734 )

2e
_ (arf” + 1) de? (3.17)

ars — 1

onde a, £ e k sao constantes e os parametros ¢ e k satisfazem a condicao
ek —k+1)=1.

Esta solugao é conhecida na literatura como solugao solitonica. Estas solugoes (Rap = 0)
em 5 dimensoes contém as solugoes das equagoes de Einstein (R, = 877T,5) em 4 dimensoes
na presenca de matéria.

Solucoes localizadas de energia finita podem legitimamente ser chamadas “solitons”no
mesmo sentido usado em outras partes da Fisica.

No limite de campo fraco 1/(ars) < 1, obtemos para os coeficientes da métrica [B.17) as

seguintes formulas:

de(k —1)
B ~ 1o
(rs) ars
4de

Vamos agora comparar essas expressoes (3.I8) com os coeficientes assintéticos da métrica

da Ref. [I1], na qual o elemento de linha da massa pontual, no limite de campo fraco, em
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um espago-tempo (1 + D)—dimensional com dimensées extras toroidais é dado por

2
r r 1
ds*> ~ (1—-24+ L)%’ — 1+ ———-2) (dr} + r3dQ3
s ( T3+2T3>c N OE (drg + r3d3)

onde r, = 2Gym/c?, e Gy é a constante gravitacional de Newton. Fazendo esta comparagao,

obtemos
2
r r
A ~ 1--24+ %
(7“3) r3 2r§ ’
r
B ~ —1--2L
<T3) 2T3 ’
T
C ~ —1-— -2 3.20
(73 i (320)

A métrica escrita com esses coeficientes fornece o comportamento assintotico correto
no caso de uma fonte cuja representacao matematica pode ser expressa por uma delta de
Dirac. E a solucao exata das equagoes de Einstein para a massa gravitacional em repouso

uniformemente espalhada sobre a dimensao extra [1J.
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Capitulo 4

Meétrica solitonica generalizada

Neste capitulo, generalizamos a métrica solitonica, apresentada no capitulo anterior,
conforme a Ref. [I2]. Encontramos as solugoes de campo de Einstein nesse espago-tempo
para uma massa puntual no limite de campo fraco. Em seguida, encontramos as equacoes

de estado para essa situacao.

4.1 A métrica solitonica generalizada

Neste trabalho, optamos por uma forma mais geral para os sélitons, como na Ref. [12],

onde as dimensoes extras estao contidas em N subespacos toroidais, de acordo com a ex-

pressao
N
ds® = A’(rs)cdt® + B*(rs)(dr + r3d03) + Y CFy(rs)dsyy (4.1)
i=1
onde dQ3 é o elemento de angulo sélido bidimensional e
i)
ds%i) = Z 5ab($(i))dx?i)daﬁl(’i) , d(i) >1, (4.2)
ab=1

com o indice ¢ denotando as dimensoes internas ou dimensoes extras.
Note-se que N é o nimero de subespacos toroidais e d; é a i-ésima dimensao do 2-ésimo

subespaco. Quando N =1 e d; = 1 a métrica solitonica (1) é reduzida a (B.I5).

Considerando
N
v =Tlcw", (4.3)
i=1
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as equagoes de campo de Einstein no vacuo tornam-se

B2 v

- - —+—=0 4.4
TTE TRV ’ Y
B B & B\ BV Qad
——42—=+=|—"——= 2= | ——= +Z ~z:O’ (45>
A B B \rs A B BV = G

B" B (3 A A v (B 1

B B (7"3 A) rsA -V (B 7“3) (4.6)
¥ B 2 v (& &

—4+=+—F+—=+|=-=]=0, 4.7
A B 1V (C’l’ C'i> D

onde " denota a derivacao em relacao a rs.
Combinando a Eq. (@4) com a Eq. 1), obtemos C!/C; = —,A’/A, onde ~; é uma
constante de integracio. Assim, C; oc A7 e V')V = —7 A’/ A, onde

N
T = Z dii - (4.8)
i=1
Portanto,
V=VAT, (4.9)

onde V; é uma constante de integracio. A partir das Eqgs. 3J) e (@), segue-se que B o
AT A’ /r5. Substituindo essas expressoes na Eq. [{@6), obtemos uma equacdo para A, cuja

solucao é

Ars) = (ar?’ — 1)9 , (4.10)

ars + 1

onde a e # sao constantes de integracao. A partir de agora assumimos que a # 0 e 6 # 0.

Consequentemente, as demais funcoes métricas serao dadas por

~ 1 ars + 1 6(1=)
B(T?)) = (1 - a2r§) (a’l"3 — 1) ) (411)

. +1\7
Cotra) = (2255) (112)

ars — 1
Finalmente, a fim de satisfazer a Eq. (45), as constantes de integracdo 6 e ; devem

obedecer a relacao
llr—172+(c+1)]=2, (4.13)
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onde
N
o= Z diy? . (4.14)
i=1

Desta maneira, o elemento de linha ({.1]) pode ser reescrito como

N\ 1 \2 1 2001-7)
ds? = (‘”"3 ) c2dt2—<1 ) (““”Jr > (dr2 +12d03)

ars + 1 B a®r3 ars — 1
N 20,
1
_ (“”’ + ) ds? | (4.15)
— \ars — 1

onde ds? = Z}i;l d¢?; € o elemento de linha do toro d;-dimensional.

Na literatura, uma parametrizacao diferente, em termos dos parametros k e €, é co-
mumente usada quando N = 1 no espago interno (ver Ref. [9]). A relagdo entre essas
parametrizacoes é a seguinte: § = ek e vy =y = 1/k. Assim, 0y =ce (1 — 1) =e(k — d),
onde d = d;. Note-se que a métrica ([LIH) recai em [BIT) quando N =1ed = 1.

No limite de campo fraco, i.e., 1/(ars) < 1, os coeficientes da métrica na Eq. (LI,
representados na forma da Eq. (£I3) sao dados por

40 1662 1
A ~]1—— — 4.16
(rs) ars a? 2r:’ (4.16)
40(1 —7)
B ~—-1——— 4.1
(rs) ety (4.17)
46
C; ~—1— 4.18
(rs) P ( )

Estas expansoes irao nos ajudar a definir propriedades importantes das solugoes solitonicas
([@1]), como por exemplo, as restrigoes observacionais nos parametros dos sélitons e equagoes
de estado para a fonte de matéria. Estas equacoes serao uteis para estudar o caso em que
uma massa m em repouso é escolhida como fonte de matéria.

A comparacao dos coeficientes da métrica nas Eqs. ([LI0)-(ZI]), com os coeficientes
correspondentes da métrica na Eq. ([B.19), mostra que para a massa puntual temos

49
— =

(4.19)

g,
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de onde segue que sinal a = sinal §. Como a solugdo (AIH]) ¢é invariante sob a escolha
a — —a, 8 — —0, podemos escolher a,6 > 0. O parametro 7; deve ter o mesmo valor para
todo o espaco interno. Uma expressao para -; é encontrada comparando a Eq. ([II8) com a

Eq. (319) e substituindo r, dado em (ZI9), a saber:

M="2=..=IN=7TT"7 (4.20)

onde D' = ZZ]\LI d; = D — 3 é o nimero total de dimensodes extras. A condi¢ao (AI3]) pode
ser escrita como 025 =2, onde S =72 —2r+0+2, 7=D'/(1+D')eoc =D'/(1+ D)2
Assim, S = (24 D')/(14+ D’), o que nos leva ao seguinte valor de 6:

21+ D)

"=\ ero

(4.21)

A partir da Eq. ([{I9), e com o auxilio da Eq. [£2]]), obtemos a seguinte expressao para

4 [2(1+ D)

A\ erD) (4.22)

a =

Portanto, as Eqs. (A19)-([Z22)) definem completamente a massa puntual solitonica, isto é,
uma solugao tipo delta, onde Ty € a inica componente nao nula do tensor energia momento.
Para demonstrarmos isto iremos, no préximo capitulo, encontrar as equagoes gerais de estado

para a solugao solitonica (EIH).

4.2 Aproximacao de campo gravitacional fraco

Tomando como base a Ref. [11]], consideremos a forma geral da métrica multidimensional,

a saber:

ds? = gipda'da® = goo(da®)? + 2goadaz’dz®™ + gapdx®da” (4.23)
onde os indices latinos podem assumir os valores i,k = 0,1, ..., D e os indices gregos podem
assumir os valores o, 5 = 1,...,D, e D é o numero total de dimensoes espaciais. Assumi-

mos que na auséncia de fontes de matéria o espacgo-tempo é minkowskiano, para o qual os

coeficientes da métrica sao goo = 100 = 1, Joa = Moa = 0, gap = Nap = —0ap. As dimensoes
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extras tém a topologia de um toro. Na presenca de matéria a métrica nao é minkowskiana
e serd investigada no limite de campo fraco. Como o préprio nome sugere, o campo gravi-
tacional é fraco e as velocidades dos corpos teste sao pequenas comparadas a velocidade da
luz no vacuo c¢. Neste caso, a métrica sera basicamente a de uma pequena perturbacao ao

espago-tempo plano, isto é:
ik = ik, + hig (4.24)

onde hy, sao perturbagoes até a ordem de 1/c*. Em particular, hgy = 2¢/c?, onde ¢ é o
potencial gravitacional nao-relativistico. Para obter as perturbacoes dos termos até a ordem
de 1/c?, é necessério considerar a equagao de Einstein multidimensional

~ 25pGp 1
Riy = = (Tz ~ 5 19¢kT) ; (4.25)

onde Sp = 2xP/2/T(D/2) é o angulo sdlido total, e G'p é a constante gravitacional no
espago-tempo (D = D + 1)-dimensional.
Agora vamos investigar o limite de campo fraco, para o campo gravitacional gerado pelo

movimento de N massas puntuais. O tensor energia-momento, neste caso, é dado por

N -1/2 dat da edt
" D xtdz e B
szl M [( 1) g] dt dt ds or=1), (4.26)

onde m, é a massa de repouso e r, ¢ o raio que localiza a p-ésima particula em relagao a
origem. Todos os raios r e 1, sao D-dimensionais, isto ¢, r = (:cl,xZ, e ,:cD), onde x® sao

coordenadas da métrica de (£23). A massa de repouso possui densidade

p=> myd(r—ry). (4.27)

4.3 Calculo perturbativo do tensor de Ricci na aprox-
imacao de campo gravitacional fraco

As componentes do tensor energia-momento que figura na Eq. (£25), na aproximagao de

campo fraco, podem ser escritas como
Too =~ pc \Toa ~0, Ty ~0 = T =T ~pc. (4.28)
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As componentes dos tensores de Riemann e de Ricci sao

Ry = O — 0l + T, 00 = T

Levando em conta que hj, sao da ordem de 1/c? e escrevendo até a mesma ordem obtemos,

respectivamente:
1 [ O*hi, 0?hp 0hy 0P
i = = TR - : 4.
B = 5 <8xk8xl T 9zi0em ~ 0xkorm axzaxl) (4:30)
R 1, [ Phim N Phyy Phy Phum
mo g Oxkoxt ~ Oxidx™  Oxkox™  Oxidx!
1 [ 0°hl O%hl, O%h} 1 0 N,
= = L — — "= 4.31
2 (8xk8xl Damdzl  Oxkdzm 81’18561) ’ (4:31)
onde hi = 1n"h,,;. Com a ajuda do calibre [11]
9 kLo
— [ RE_ ZRiSE ) = 4.32
g (1~ ghi0) =0 )
a Eq. [@31)) pode ser escrita da seguinte forma
1 ;0%
Ry ~ ——pil — 21 4.33
g 2" ridx! (4.33)

0

Levando em consideragao que as derivadas em relacao a x” = ¢t sao muito menores que

as derivadas em relagao a %, obtemos, da Eq. (£33]), que

1
Ry =~ iﬁhom
1
Roo =~ §Ah0a>
1
Ra@ ~ QAhaB7 (434)

onde A = §9? /02*0x" é o laplaciano D-dimensional.
Na proxima secao, com ajuda dos resultados acima, encontraremos as equagoes de estado

no limite de campo fraco para uma massa puntual solitonica que obedece a métrica de ([L15).

31



4.4 Equacoes de estado. Caso geral no limite de campo
fraco

Para descrevermos a massa puntual solitonica iremos agora encontrar as equacoes de
estado. Para isto, representaremos os coeficientes (LI0)-(£I8]) da métrica em termos do
raio gravitacional de Newton r, = 2Gym/ c2. Com estes coeficientes podemos obter as
perturbagoes da métrica até os termos da ordem de 1/c®. Isto nos dd a possibilidade,
com a ajuda da Eq. [A33]), de encontrar as componentes Ry e R, do tensor de Ricci da
parte espacial tridimensional e das componentes R,,,,,,, referentes aos coeficientes C;(rs) das
dimensoes extras, e assim chegar as componentes do tensor energia-momento caracterizando
a massa puntual solitonica.

E vélido notar que, na Eq. ([@I3), a dependéncia dos coeficientes da métrica apenas
em r3 significa que a fonte de matéria esta uniformemente distribuida sobre as dimensoes
extras [I3] 14]. Desta forma, o potencial gravitacional nao relativistico depende apenas de
r3 e coincide exatamente com o potencial newtoniano. Observando que a funcao A(rs) é
o coeficiente ggo, obtemos 40/a = r, = 2Gym/c* e as expansoes ([LI0)-(I8) podem ser

reescritas como

rg 1 TS
A ~1_— .94 -9 4.35
)~ 12458 (4.35)
B(rs) ~ -1 —(1 - T):—Z , (4.36)
Ty
]

As perturbagoes hog, haa € by, sao obtidas de goo =~ 1 + hoo, Gaa = =1+ haa € Gup =

—1+ hy,,, até a ordem de 1/¢?; como sendo

hey = —2 (4.38)
rs
heo = —(1-7)2 a=1,23, (4.39)
rs
P (4.40)
T3
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com

onde dy = 3.
Partindo das expressoes (L38)-(40), utilizando (£34) e lembrando que A(1/r3) =

—47d(r3), podemos encontrar as componentes do tensor de Ricci até a ordem de 1/¢?:

1
Roo = §kNP302 ; (4.41)
1 2
Roo = 5(1 — T)knpsc”, (4.42)
1 2
Ryuspi = 57k psc” (4.43)

onde ky = 871G y/ c*. Introduzimos também a densidade de massa tridimensional néo rela-
tivistica p3 = md(r3), que se conecta com a densidade de massa D—dimensional por meio de
pp = mo(rs)/Vp = p3/Vp, onde Vi, é o volume total dos espagos internos. Por exemplo,

se 0 ¢-ésimo toro tem periodo a;);, entao

i

N d dy do dn
Vo = [T ]Taws = [Tews - [Taei - TTam; -
A A o

i=1 j=1 j=1 j=1

Vi = af-ad ...l (4.44)

Agora, encontraremos as componentes do tensor energia-momento a partir das equagoes
de Einstein (27). Definindo kp = 2SpGp/c* e tendo em vista que estamos considerando

objetos astrofisicos compactos em repouso em nosso espaco tridimensional (que resulta em

T = Ty =T33 = 0), de (Z41)-([@22)) e (L2H), chegamos as seguintes equagoes

1 1

5’<¢NP3C2 ~ kp (Too - ng()o) ) (4.45)
1 9 1

5(1 — T)]{?Np3c ~ k}p _ngaa s (446)
1 9 1

SViknpse” ki | Ty = =T 9 | - (4.47)
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As componentes Ty e T),,,, sao encontradas levando em consideragao que T'gog =~ T,

7= yd; = (D —3)/(D —2) e Ry = kpToo[(D — 2)/(D — 1)]. Entao, de ([@Z5) temos

1 D -2
—k = kpTo | —— | -
2NP30 DOO(D_1>--

Thy = (1 _ g) et . (4.48)

De (£42) e (£40]), podemos escrever

T T);D ~2)Too (4.49)

e substituindo esta expressao em ([L4T) chegamos a

R,, D-2 s
T, , ~ —HH 1 — 7)Tpo 2t
Hilbi kD D o 1( 7_) 00 gaa
Observando que
Guipi . —L—irg/rs 1

oo - 1- (1 - T)rg/r?) -
segue, entao, que

T _ /{JNVD/(’}/i—l—i-T)

A equacao ([£48) para a componente Ty, mostra que o parametro 7 nao pode ser igual a
2, pois para 7 = 2 temos Ty = 0, correspondendo & auséncia de matéria. Além disso, Ty = ¢
¢ a densidade de matéria. Portanto, até a ordem de 1/c?, temos Ty ~ ¢ =~ ppc?. Utilizando
esses resultados, a relagio ky /kp = 417Gy /(SpGp) e arelagio 2(D—2)SpGp/[(D—1)Vp] =
47Gy, obtida a partir da Ref. [14], impomos a seguinte relacao entre as constantes gravita-

cional newtoniana e gravitacional multidimensional

2

-7

SpGp/Vpr . (4.51)

47TGN == 9

No caso particular onde a fonte é puntual, esta relagao é encontrada nas Refs. [Il 14]. Da

Eq. (£43) e da Eq. ({50), obtemos

A

i T T . (4.52)
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Considerando que a componente 7),,,, define a pressao no i-ésimo espaco interno (7},,,, = p;)

obtemos a seguinte equacao de estado nesse espaco:

vi—1+7

¢, i=1...,N. (4.53)

Di =

Uma vez que T1; = Thy = T33 = 0, no espago tridimensional usual temos uma equacao
de estado tipo poeira, ou seja: pg = 0. No caso de uma massa puntual, os parametros ~;
satisfazem a condicao (£20). Podemos verificar que para estes valores de ;, todos T),,,,
sao iguais a zero. Portanto, para este caso, Tyy € a unica componente nao nula do tensor
energia-momento no espago externo (espago quadridimensional usual), bem como em todos
0s espacos internos. Assim, temos equacoes de estado tipo poeira em todos os espagos, ou

seja: p; =0, paratodoi=1,...,N.
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Capitulo 5

O formalismo PPN e os testes

gravitacionais

A comparacao das teorias métricas da gravitacao entre si e com experimentos torna-se
particularmente simples quando se leva em conta o limite de campo fraco e de baixas veloci-
dades. Existe uma maneira de elaborar uma forma geral para uma métrica pés-newtoniana
de um sistema de fluido perfeito [15]. Esta forma deve ser obedecida pela maioria das teorias
métricas, com diferencas de uma teoria para outra apenas nos coeficientes numéricos que
aparecem na métrica. Quando o sistema de coordenadas é adequado (escolhendo-se um cali-
bre padrao) e os parametros arbitrarios sdo usados no lugar dos coeficientes numéricos, o re-
sultado é conhecido como formalismo Parametrizado Pds-Newtoniano (PPN) e os parametros
sao chamados parametros PPN [15].

Neste capitulo, encontraremos expressoes para a precessao do periélio de Merctrio e para
a deflexao da luz. Estas expressoes serao representadas em funcao dos parametros pés-
newtonianos PPN ~ e [, utilizados na comparagao com os dados experimentais obtidos pela
sonda espacial Cassini. As equacoes serao escritas em coordenadas isotropicas, isto é, em um
sistema conformalmente plano onde a parte espacial da métrica é proporcional a um fator
conforme.

Para encontrarmos as equagcoes dos testes classicos, acima citados, utilizamos os mesmos
procedimentos das Refs. [I1) 16]. As equagoes encontradas coincidem com as expressoes

obtidas na relatividade geral quando v = = 1 (ver, e.g., Ref. [16]), e também sao as

36



mesmas encontradas na Ref. [IT] em um espago D-dimensional com v = 5 = 1.

5.1 A métrica de Schwarzschild em coordenadas iso-
tropicas

Consideremos a métrica de Schwarzschild, Eq. (259), onde o elemento de linha representa
um campo gravitacional estatico e esfericamente simétrico no espago vazio em torno de
um objeto massivo. O elemento de linha de Schwarzschild pode, de forma aproximada,
representar o campo gravitacional do Sol. Podemos reescrever o elemento de linha da seguinte

forma
ds* = A(r)dt* + di*

onde dI? representa a parte espacial do elemento de linha. Obter o elemento de linha de
Schwarzschild em coordenadas isotrépicas é transformar o elemento de linha de maneira que
a parte espacial nas novas coordenadas tenha a forma conformalmente euclidiana, isto ¢, dI?

seja proporcional a sua expressao euclidiana a saber:
di* = B(r)do? ,

onde do? é o elemento de linha do espaco euclidiano tridimensional
do? = dz* + dy? + d2* |

em coordenadas cartesianas, ou equivalentemente,
do? = dr* + r2d6* + r*sen®*dyp? |

em coordenadas polares esféricas. Vamos considerar uma transformacao onde as coordenadas

0, v e t permanecem inalteradas, e

r—p=p(r), (5.1)
onde p é uma coordenada radial, e procuramos encontrar solugoes da forma

ds®> = (1 — 2m/r)dt* — [\(p))*[dp* + p*(d6® + sen®0dp?)] . (5.2)
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Comparando a Eq. (5.2)) com a Eq. (2359) e impondo que os coeficientes de df*+ sen?0dp?
sejam iguais nestas duas expressoes, obtemos r? = A?p? e também (1 —2m/r)~tdr? = N\dp?.
Eliminando A e obtendo a raiz quadrada, podemos escrever

dr dp
e o T
(r2 — 2mr)Y/ )

) (5.3)
que é uma equacao diferencial ordinaria com variaveis separaveis. Impondo a condicao
p — 00, para r — 00, obtemos o sinal positivo, e, por integracao, encontramos a seguinte
transformacao de coordenadas
m\ 2
r=p(l4+—1] . (5.4)
2p

Substituindo esta expressao em A = (1 — 2m/r), obtemos

-5
(I+3)*

Derivando a Eq. (5.4]) em relagao a p, ficamos com

2 2
= (1+2) (1=2) g2,
' (+2p>( 2/)) !

Substituindo esses resultados na Eq. (Z59), conforme a Ref. [4], obtemos o elemento de

linha de Schwarzschild em coordenadas isotrépicas

2
(1 _ m) 4
2 2p 2 m 2 2192 20 7 2
ds® = ——5dt* — (1 + 2—) [dp” + p~(dO” + sen-0dy?)] . (5.5)
m P
<1 + %>
O sistema de coordenadas isotrépicas é util também para comparar modelos diferentes
de gravitagao (por exemplo, a relatividade geral e uma teoria escalar). A exigéncia de que
as coordenadas sejam isotrépicas remove certa ambiguidade e facilita a comparacao entre
determinadas teorias.

Escrevendo a Eq. (B3) na forma
ds® = Adt* — B(dp® + p*df* + p*sen®0dy?),

onde
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e considerando 2ﬂp < 1, podemos expandir A e B como

2 2
Azl——m+2(@) : (5.6)
p p

B~1+22 (5.7)
P

Passando para coordenadas cartesianas, ficamos com:
dx* = (dz')? + (d2?)* + (dz®)? = dp* + p*d0* + p*sen*0dyp*.

Podemos agora escrever a métrica Schwarzschild expandida em coordenadas isotropicas,

a saber:
m m\ >
ds® = 1—2—+2(—) + .-
P P

O formalismo PPN surgiu, inicialmente, na tentativa de generalizar este resultado para

dt* — (1 + 2% + - ) [(da")? + (dz®)* + (dz®)?] .

(5.8)

outras teorias.

5.2 Os Parametros Pés-Newtonianos (PPN)

O Sistema Solar pode ser um local para a realizacao de experimentos para se analisar os
limites newtoniano e pds-newtoniano, pois seus constituintes possuem campos gravitacionais
nao tao intensos e velocidades baixas comparadas com a velocidade da luz no vacuo.

Uma versao primitiva do (PPN) foi desenvolvida por por Eddington [I7], Robertson [I§]
e Schiff [I9]. Este formalismo Eddington-Robertson-Shiff tratou a métrica do Sistema Solar
como a de um sol com forma esférica e sem rotagao. As componentes da métrica nesta versao

do formalismo sao dadas por

2M MY\
TR
p p
M
9ij = <1+27—) 0ij ;
p
goi = 0, (5.9)
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onde M é a massa do Sol, 3 e v sao parametros PPN. Essa versao ainda ¢é bastante usada por
ter um calculo bem mais rapido que o do formalismo atual, mas ela nao fornece os valores
de outros parametros que sao importantes na analise de leis de conservacao. Comparando a
expansao (0.8)) da métrica de Schwarzschild com a Eq. (£9), chega-se em v = 3 = 1 para a

relatividade geral.

5.3 Precessao do periélio de Mercurio

Nesta secao seguiremos a Ref. [I1]. Os eixos das elipses das dérbitas dos planetas em
torno do Sol mudam sua direcao no decorrer do tempo. Esta alteracao é conhecida como
a precessao do periélio dos planetas. Nesta secao encontraremos uma expressao para esta
precessao em funcao dos parametros 5 e v. A figura [0l ilustra o deslocamento angular dv

do periélio de um planeta orbitando o Sol.

Figura 5.1: Avango do periélio de um planeta orbitando o Sol [4].

Vamos considerar o movimento de um corpo teste de massa m’ no campo gravitacional

descrito pelo elemento de linha

2
ds? — (1 _ T + 5_92) Adt? — (1 + ,yﬁ) (drz + r2d6? + r2sen29dw2) . (5.10)
r3 2r3 T3
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onde 7y = 2M (em unidades naturais) é o raio de Schwarzschild (em trés dimensdes).
A equacao de Hamilton-Jacobi

., 0S 08

22 _
9 Dk —m =0, (5.11)

onde S é a acao, assume a forma

5\ ? 5\ ? as\>
00 (@) 11 (%) 33 (%) o m202 ~0 (512)

Ly T g 05
2 (1+r3+7’§ ﬁ2r§ b= 7 oy

- %(1—7 )(gi) —m?~0, (5.13)

Por separacao de variaveis podemos considerar a acao na forma

<

sendo m’ a massa do corpo teste.

S =—FE't+ M+ 5,,(rs), (5.14)

onde E' ~ m/c® + E é a energia do corpo teste, que inclui a energia de repouso m’c?® e a
energia nao relativistica E, e M é o momento angular. Substituindo esta expressao para
acao S na Eq. (B.13), obtemos uma expressao para (dS,,/drs)? considerando termos até a

ordem de 1/c?, a saber

L

ds,, B
( STS) ~ 2m'E+ — + — [m"”ry + 2m'E(1 + y)r,]

drs s
1 2
{MQ (2 42y — B)mc? e (5.15)

r3 2
Integrando a raiz a quadrada da expressao acima em relacao a r3, obtemos a seguinte
€Xpressao para a acao Sy,

E? 1
S, ~ / { <2m’E + ?> + — [m”?ry 4+ 2m'E (1 +7) ry]

r3

1 m2c2r? 1/2
~ [MQ (2+2y - B) 5 9] } . (5.16)
3

Lembremos (veja Ref. [20]) que para qualquer integral de movimento I de um sistema

com acao S a seguinte equacao ¢é valida

— = constante.

oI
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Quanto a trajetoria, essa é determinada pela equacao 0S/0M = constante, da qual se
deduz

95 _ . 95,
oM OM

= constante, (5.17)

onde foi usada a Eq. (5I4]). Consideremos os planetas do Sistema Solar como corpos testes
orbitando o Sol. A variacao do angulo durante uma revolugao de um planeta em sua érbita
é

0

A= —50r

ASy, , (5.18)

onde AS,, é a variacao correspondente de S,,. Estamos assumindo que a precessao do
periélio origina-se devido & pequena corregao relativistica e para M? em S, isto é: M?/ri =

(M? —¢)/r32. De (B.16) podemos encontrar esta corregao, a saber:

m/2c?r?
e=(2+2vy-0) 5 <, (5.19)
Expandindo S,
S,, Sy (M? —¢) .
Spy ~ SU— ggs_ﬂg (5.20)
AS,, = ASY — C+2=8) mee (5.21)

2M g

Diferenciando esta equacao em relacao a M e considerando que —GAS,ES) JOM = Ap©) = 27,

encontramos
OAS,., ) © mmc*r}
a—M%a—MASTS —(2+2’Y—B)W (522)
am/2c2r2
A~ 2 242y —fB)——2 2
bt (242 = f) st (5.23)

onde o segundo termo do lado direito da Eq. (£.23) representa o deslocamento angular 61
do periélio da érbita em um espaco-tempo com a métrica isotrépica com parametros PPN’s,

que é dado por

m'? 027“3

i (5.24)

0 = (2+2y - 1)
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Exprimindo esta grandeza em funcao do comprimento a do semieixo maior da érbita, da
excentricidade e da elipse, e langando mao da férmula M? = m/?c*r,c*a(1 — €?)/2, obtemos:

5w . 67TmGN 1

— 22— h). (5.25)

Para a relatividade geral, onde v =1 e 8 = 1, a equacao acima coincide exatamente com

a Eq. (101.7) da Ref. [16].

5.4 Deflexao da luz

Consideremos agora o caminho percorrido por um raio luminoso num campo gravitacional
com elemento de linha dado pela Eq. (BI0). No caso de particulas sem massa, a equagao de
Hamilton-Jacobi (5.10]) ¢ reduzida ao limite eikonal

L OV OW
h——— =0. (5.26)
Oxt Jx*

Para a métrica associada a Eq. (BI0) temos que a Eq. (BI6) pode ser escrita como:

1 r r? 2 oU\ r or\? 1 r oU\
1+ 48 _p_9 ) (1=~ ) = (1=-~2 ) ~0.
s(ereio) (50) -(2) (5) 5 0-0) (5) =

(5.27)
Por separacao de variaveis a funcao eikonal ¥ pode ser escrita na forma
wo
V= —wot + p?go + \Ijrg (7”3) s (528)
onde wy = —0V /0t é a freqiiéncia da luz e p é a distancia de maior aproximagao de um raio

de luz até a massa gravitacional. Tendo em conta que k = wy/c é o valor absoluto do vetor
de onda, entdao M = pk = pwy/c desempenha o papel do momento angular para o feixe de

luz. Entdo, da Eq. (521), usando a Eq. ([5.28)), obtemos até O(1/c?) a seguinte férmula:

dv,, ? r r r? 2\ w2 w2
7T ~ 1+~-2 1+ 249 _ 3.9 )20 _ 270
( drs ) < 77’3> ( ry 13 ﬁQr% 2P c2r?

2 2
r r P\ Wi
~ (14+-2 A__ 13 5.29
( +r3+7r3 r%) c? ( )
Integrando a raiz quadrada dessa expressao obtemos
w re p?1?
v, ~ = {1 +(1+7)-2 - —2] drs . (5.30)
c rs T3
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Considerando os termos com r,/rs como uma pequena corre¢ao relativistica, expandimos

o integrando acima até a ordem de O(1/c?):

Q

2

1 r,W
0 g
v 4 5(1 +7)

1 T4Wo ~1/2
v, \Iffng) +=(1+7) gc / (r3 —p?) drs ..

Y arccosh (r_g,) , (5.31)
p

onde a fungao eikonal nao relativistica (i.e. auséncia de gravidade: r, = 0) é

w 2\ 1/2 M2 Y2
\Ifffg’) = —/ (1 — p_2) drs = / [(WO/C)2 - 7] drs . (5.32)

Para esta aproximacao nao relativistica a trajetéria da luz é uma linha reta. De fato, neste

caso, temos

0w 0wy
Fa VASUNE 8—]\?/)[ = U® _arccos(p/rs) =0 , (5.33)

onde a constante é tomada de tal modo que (@ — 7/2 para r3 — 0o. Assim, a trajetoria
p = r3cost)(®) é uma linha reta. No caso ndo relativistico a variacdo total do angulo (® é
AY©® = —9ApY JoM = .

Retornando ao caso relativistico (5.31]), para o feixe de luz que viaja a partir de uma
certa distancia r3 = R até o ponto r3 = p mais proximo ao centro gravitacional até afastar-se

novamente a uma distancia r3 = R, a variacao da funcao eikonal é

T'qWo

arccoshE . (5.34)

AT, ~ A+ (1+7) . p

A variacao correspondente do angulo polar ¢ é

0Ap AT

A==l = " on

R
+ (14 9) (R = p?) Y2 (5.35)
P
Tomando o limite R — oo, obtemos
A¢:w+(1+y)%". (5.36)

Portanto, o segundo termo da Eq. (5.36]) representa a férmula matematica para a deflexao

da luz em coordenadas isotropicas com os parametros PPN, que é dada por
Ty
do=(1+ 7); : (5.37)
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Figura 5.2: Deflexao de um feixe de luz ao passar a uma distancia p do Sol com angulos de

desvios assintdticos e; e g9 e deflexao total dp = €1 + &5 [4].

Em outras palavras, um raio que passa a uma distancia minima p do centro do campo,
desvia sua trajetéria em um angulo igual a dy.

Tentativas foram feitas para medir esta deflexao durante eclipses totais do Sol, quando
a luz do Sol é bloqueada pela Lua, de forma que a posicao aparente das estrelas poderia ser
registrada. Entao, se as fotografias das estrelas nas vizinhancas do Sol durante o eclipse sao
comparadas com as fotografias da mesma regiao do céu obtidas no instante em que o Sol nao
estd presente, conclui-se que as estrelas aparentam ter se deslocado radialmente para fora

do centro atrativo (Sol) por causa da deflexao da luz (ver Fig. [(.2]).
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Capitulo 6

Solitons latentes, cordas negras,
membranas negras e equacoes de

estado nos modelos de Kaluza-Klein

6.1 Limitacoes experimentais e os sdlitons. Sdlitons
latentes

Queremos, agora, obter as restricoes experimentais para os parametros 7; discutidos no
capitulo M desta dissertacao. Isto pode ser feito com a ajuda do formalismo PPN discutido
no capitulo

No contexto deste formalismo (veja as Refs. [15], 21]) o elemento de linha quadridimen-
sional, estatico e esfericamente simétrico, em coordenadas isotropicas, é parametrizado na
forma

2 Tg 5\ 20 Tg - i\2
ds :< —T—€+ﬁ2—7€)cdt —<1+7T—3);(d:p) . (6.1)

Na relatividade geral temos 5 = v = 1. Para obtermos [ e v na solugao solitonica

(II0) basta comparar os coeficientes da Eq. (1) com as correspondentes Eqs. (L3H) e

([@34). Desta forma, encontramos diretamente os parametros pés-newtonianos da solucao
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solitonica, a saber:

ps = 1,
vs = 1—r1. (6.2)

Com ajuda dos PPN’s obtemos as férmulas dos testes gravitacionais classicos [11], 15l 22],

a saber:
(i) Precessio do Periélio [ver Eq. (B.25])]:
67TmGN 1 .
oY = mg@ + 27— fs)
6rmGyx 3 —27
= A(l—e?)ez 3
o

onde A é o semi-eixo maior da elipse e e € a sua excentricidade.

(ii) Deflexao da luz [ver Eq. (B37)]:

by = DU
Y (1+7)p
S = (2-@%, (6.4)

onde p é a menor distancia de aproximacao do caminho dos raios de luz que gravitam a
massa m.

(ili) Atraso de ecos de radar (Shapiro time-delay effect) [15]:

4 erra aneta
5t = (1+7)%m (M)
C

R%ol
r 4TTerra7n laneta
0 = 2—7)4n | ) 6.5
2= n( R%y, ) (65)

A comparacao das Eqs. (G3)-(EH) com os dados experimentais nos possibilita impor
condicoes aos parametros das solugoes solitonicas. Na verdade, também podemos impor
tais condicoes diretamente sobre 7 no formalismo PPN. A restricao mais forte em ~ vem
da experiéncia “Shaprio time-delay efect”usando a sonda espacial Cassini: v —1 = (2,1 £+
2,3) x 107 [22, 23]. Assim, usando (6.2)), encontramos que o parametro solitonico 7 deve

satisfazer a condigao
T=—(2,14£2,3)x107°. (6.6)
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No caso de um sdéliton massivo puntual descrito pelas Eqgs. ([@LI9)-(#22]), temos 7 =
D'/(1+4 D'), que obviamente contradiz a equacao (6.6) (de acordo com os resultados das
Refs. [1L @, 11 24, 25]).

A Eq. (62]) mostra que existe uma classe muito interessante de sélitons, que sao definidos

pela condicao

N
T = Z divi =0, (6.7)
i=1

onde o parametro 7 da equacdo acima foi definido pela Eq. (£S).

Sim, pois, considerando apenas os experimentos gravitacionais acima, percebe-se que é
impossivel diferenciar esses solitons “Kaluza-Klainianos”da relatividade geral, porque eles
possuem v, = 1 como na relatividade geral. Por esta razao chamamos estas solucoes de
sélitons latentes. Para esses sélitons latentes as equagoes de estado (53] nos espagos inter-

nos sao reduzidas a

v —1
2

p; = g, 1=1,...,N . (6.8)

Cordas negras (N = 1,d; = 1) e membranas negras (N > 1) sao caracterizadas pela
condicao v; = 0, para todos ¢ > 1. Todos eles pertencem a uma classe de sélitons que

possuem equagcoes de estado
pi=—=e, i=1,...,N. (6.9)

Sabe-se que no caso do espaco externo tridimensional tais equacoes de estado sao as tinicas
que nao perturbam a condicao de estabilizacao do espaco interno para objetos astrofisicos
compactos com equagoes de estado tipo poeira py = 0 (no espaco externo) [2]. Portanto,
v; diferentes de zero podem ser tratados como uma medida de desestabilizagao do séliton
latente.

Sabe-se que as cordas negras e membranas negras tém a topologia quadridimensional
no espago-tempo de Schwarzschild e espagos internos planos [2]. Neste caso, nao parece
surpreendente que os experimentos gravitacionais levem aos mesmos resultados como para
relatividade geral. No entanto, o séliton latente, no caso geral, nao tem qualquer métrica

tipo Schwarzschild para a parte quadridimensional do espaco-tempo, nem métricas planas

48



para as dimensoes extras. Todavia, dentro da precisao considerada, é impossivel distingui-los
da relatividade geral. Isto é realmente surpreendente.

Para concluir esta secao, é importante mencionar que a relagao entre as constantes gra-
vitacional newtoniana e gravitacional multidimensional ([L5]]) para os sélitons latentes é

reduzida a seguinte equacao [1I, [14]

47TGN:SDGD/VD/ . (610)

6.2 Limitacoes experimentais e as equacoes de estado
de um fluido perfeito multidimensional

Nesta secao queremos mostrar que, para um fluido perfeito esfericamente simétrico com
equacao de estado tipo poeira no espago externo, a condicao hgy = ha. resulta na condicao
de soliton latente (G.7)) e as equagoes de estado (6.8)), juntamente com a condigao R,,,, =0,
ou equivalentemente hy,,,, = 0, levam a condigao de estabilidade ([63) e destacam dy = 3
para o numero de dimensoes externas.

Vamos considerar um fluido perfeito estatico, esfericamente simétrico, com tensor energia-

momento dado por

T', = diag (€,=Po,---s=Po; —P1,---s =Pl =DPNs---, —DN ) (6.11)
do vezes dy vezes dy vezes
Lembramos que estamos usando a notacao: i,k = 0,1,...,D; a,b =1,...,D; o, =

I,...,dyepu; =1+ Zj;t dj,...,d; + E;;B dj; i =1,...,N. Para configuracoes estdticas
e esfericamente simétricas temos go, = 0 € gop = 0, @ # b. Uma vez que queremos aplicar
este modelo a objetos astrofisicos ordindrios, onde a condi¢ao T > |T%,| é normalmente
assegurada, assumimos a equacao de estado tipo poeira no espaco externo dy-dimensional,
ou seja po = 0, mas deixamos as equagoes de estado arbitrarias no i-ésimo espago interno, ou
seja, p; = w;e. Obviamente, € é igual a zero fora dos objetos astrofisicos compactos. Além

disso, consideramos a aproximacao de campo fraco em que os coeficientes da métrica podem
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Ser exXpressos na forma

goo ~ 1+ ho,

_]-+haa7

Q

YJaa
hOO;haa ~ 0(1/62) (612)

Como requisito adicional, impomos que a configuracao nao deve contradizer as ob-
servacoes experimentais. Isto serd obedecido se as seguintes condigoes forem respeitadas:
hoo = haa € hyu = 0 (veja Ref[I]). As equacoes de estado sao obtidas como resultado
destas condigoes.

_ ~ 70 ~ i
Levando em conta que T, = 0, Tho = T e que T},,,, = —T“/L_ encontramos

d N
T="T°%+ ZO:TQQ +y > T (6.13)
a=1

=1

onde os limites do terceiro somatério da Eq. (613 sdo os mesmos da Eq. (£40). Assim,

T = e+TY+T5+---+TY -
T = e¢—pidy —--- —pndy ..
T = e—djwe—---—dywye ..
T

Agora podemos obter, a partir das equagoes de Einstein (d.25]), as componentes nao nulas

Roo, Raa € Ry, do tensor de Ricci (com termos até a ordem de 1/¢?):
1
Ry = kp (Too - 1900T>
1 N
1 s
ek [ N
D
R(]O D—1 ;dl—1—<1—;dlwl)]

Ek Y N
D
Roo D—l Zzldz+d0—2+lzldlwzl

ROO

e

5

>}

™
|

Q

Q

€k’p

N

=1

, (6.15)

£
2
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N
Ek’p
Roo ® 5 (1—Zdiwi> , (6.16)

1
RHiNi = kp (Tmui - mgmmT)

N
Ry, % ko |wie + 5—e (1—Z;djwj>]
kpe | al
D
Ruwi ® 51 Wi(D_l)"‘l_z;djwj]

Q

kpe r N N
R#i#i D_1 Wi <j§0 dj — 1) +1— zE 1 djwj — diwi + diwi
ke N N
D
RHW«L D_1 {wi [ E dj — d1> — 1] +1- <]E:1 dj(JJj — dlwz) }
kne N N
Ry, D[i . lwi <§ 'd; — 1) +1-) ’djwj] : (6.17)

Jj=0
j:O j:l

Q

Q

onde kp ~ O(1/c?) foi definido na Secao 4l e o simbolo ' no somatério da Eq. (6.17) indica
que nao devemos levar em conta o i-ésimo termo. A partir das Egs. (6.16]) e (6.13]), obtemos
_ L= diw

do -2 + Zfil dz(l + wi)

No limite de campo fraco as componentes do tensor de Ricci sao

Roo. (6.18)

(e7e%

1 1
Rop ~ §Ahoo, Roo ~ iAh‘m’ a=1,...,D. (6.19)

Portanto, das Eqgs. (618)) e (619), obtemos

_ 130, diws
do -2 + sz\il dz(l + wi)

Como mencionamos anteriormente, para que a teoria esteja de acordo com os dados

hoo, a = 1,...7d0. (620)

(7%

experimentais, devemos exigir que h,, = hgg. Desta forma, segue que

N N
B—do— Y di=2) duw; (6.21)
=1

=1
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No caso do espaco externo tridimensional (dy = 3), a Eq. (6.2]]) torna-se

i::di (wi + %) = 0. (6.22)

Se fizermos a seguinte parametrizacao

il
=5

Wi

i=1,...,N, (6.23)

chegamos a mesma condi¢ao de séliton latente (E). Assim, a exigéncia de que o fluido
perfeito multidimensional tenha equacao de estado tipo poeira (py = 0) no espago externo
leva aos mesmos resultados dos experimentos gravitacionais fornecidos pela relatividade geral
e, nos espacos internos, leva as equacoes de estado dos sélitons latentes (68). No entanto,
sabe-se que os espacos internos podem ser estabilizados se o fluido perfeito multidimensional
(com py = 0) tiver as mesmas equagoes de estado w; = —1/2 em todos os espagos internos
e externo tridimensional (dy = 3) [2]. Em outras palavras, isto ocorre se todos 7; = 0 na
equacao ([6.23). Vamos mostrar que a condigao adicional R,,,,, = 0 assegura o cumprimento

destas condigoes. De fato, a partir da Eq. (6.17), obtemos

R#iui =0 ..

N N
Wi <Z ,dj — 1) +1-— /djw]' =0 ..
Jj=0 J=1
N N
Wi <d0 + Zdj — dz — ].> +1-— (Zdjw]‘ — dzwz) =0 ..
P =1
N N
Wi <Z dj + 2) = Z djwj —1 s (624)
p j=1

onde dy = 3 e, usando a Eq. (G.21]), obtemos

N N
23 diw;=—Y d;. (6.25)
i=1 =1

Substituindo este resultado na Eq. (6.24]), encontramos

R 6.26
w == (6.26)

Portanto, a exigéncia de estabilidade dos espagos internos leva, para o fluido perfeito
multidimensional (com py = 0), as equagoes de estado da corda/membrana negra nos espagos

internos, e, adicionalmente, seleciona o niimero de espacos externos como sendo dy = 3.
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Para concluir as consideracoes deste fluido perfeito, queremos obter os coeficientes da
métrica até a ordem O(1/c?) [ver Eq. (GI2)]. Para fazer isto, é necessdrio definir a fungao
© = hgoc?/2. Podemos mostrar que esta fungao satisfaz a equacao

2

Ap = %Ahoo ~ Ry ~ SpGppp. (6.27)

pois, a partir da Eq. (€I5), obtemos

ok N N

D

Roy =~ — 2+ E ; + g Wi
00 D 1 (dO < dl o d’L z)

5kD 1
24+ D—(D—
Roo D1 [ + 2( 3)}
1
RQO ~ 56]61) , (628)

onde usamos o vinculo ([G.2I]) para um dy arbitrario. Considerando € ~ ppc?, kp = 2SpGp/c?

e com ajuda da Eq. ([6.19), podemos escrever

Ahoo ~ p PD - (629)

Assim, substituindo a fun¢ao do potencial ¢, definida anteriormente, na Eq. ([629), vemos
que a Eq. (621) é satisfeita.

Portanto, para obter os coeficientes da métrica necessitamos resolver estas equagoes com
as condigoes de contorno adequadas. Queremos reduzir esta equagao a equacgao ordindria
tridimensional de Poisson no espago externo (dy = 3). Para fazé-lo, vamos considerar o caso
em que a matéria é uniformemente distribuida nas dimensoes extras. Neste caso, pp = p3/Vpr
(veja a Secaoldd)), e o potencial nao relativistico ¢ depende apenas das coordenadas externas,
e A é reduzido ao operador laplaciano tridimensional Aj. Portanto, a Eq. (€21) é reduzida

a

Azp ~ (SDGD/VD’> p3 = 4nGyps , (6.30)

onde usamos a relacao (GI0) entre as constantes gravitacional newtoniana e a constante
gravitacional multidimensional. A Eq. (630) é a equacao usual de Poisson. E valido notar
que p3 = 0 fora de um objeto astrofisico compacto. Isto é necessario para resolver a Eq. (6.30)

dentro e fora do objeto, sendo que estas solucoes devem coincidir nas fronteiras.
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Capitulo 7

Conclusao

No capitulo @ desta dissertagao consideramos a solugao solitonica mais geral (que con-
hecemos) expressa em termos de modelos de Kaluza-Klein com compactificacao toroidal
de dimensoes extras, onde cada toro d;-dimensional possui um fator de escala independente
Ci(rs),i=1,..., N; que é caracterizado pelo parametro ;. Uma caracteristica desta solugao
é que os coeficientes da métrica dependem apenas do escalar r3 = || do espaco externo
(nosso espago tridimensional). Assumimos o espago externo com trés dimensoes (dy = 3),
pois queremos estabelecer a relacao entre os sélitons e as observagoes experimentais. Isto
acontece quando a fonte de matéria é uniformemente distribuida nas dimensoes extras. Neste
caso, o potencial gravitacional nao relativistico coincide exatamente com o potencial newtoni-
ano. Entre as solugoes solitonicas conhecidas na literatura, estudamos uma que corresponde
a massa puntual. Esta solucao tem um interesse especial porque generaliza a aproximacao de
massa puntual da relatividade geral, que funciona muito bem para descrever os experimentos
gravitacionais. Entao, na secao [L.2] investigamos o limite de campo fraco e obtivemos (para
o caso geral) as equagoes de estado para fonte de matéria solitonica. Estas equagoes mostram
que no caso de uma massa puntual, Ty é a Uinica componente do tensor energia-memento
diferente de zero e as equacoes de estado nos espacos externo e interno correspondem a poeira
(pi=0,i=0,...,N).

No capitulo Bl encontramos expressoes para a precessao do periélio de Merctrio e para a
deflexao da luz, no contexto da relatividade geral, em funcao dos parametros pés-newtonianos

PPN, ~v e .
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No capitulofl usamos também a aproximacao de campo fraco para obter restrigoes experi-
mentais aos parametros das solugoes solitonicas. Para obteé-las, encontramos os parametros
pos-newtonianos PPN [, e v, para as solugoes solitonicas. Para a solucao solitonica, o
parametro 8 = 1 coincide com o parametro 3 na relatividade geral. No entanto, o parametro
v =1—7=1-— Zf\il d;y; é diferente do seu valor na relatividade geral (y = 1). O
parametro PPN ~ possui essas restricoes devido as medidas do retardo do tempo obtidas
por meio da sonda espacial Cassini. Com ajuda desta restricao obtivemos a limitacao no
parametro solitonico 7: 7 = —(2,1 £2,3) x 107°. A massa puntual solitonica contradiz
esta restricao. Obviamente, solugoes com 7 = Zfil d;v; = 0 satisfazem este limite. Esta
¢ uma nova classe de solugoes solitonicas. Para estas solucoes, temos 7, = 1, como na
relatividade geral, e, portanto, é experimentalmente impossivel diferenciar estes modelos
de Kaluza-Klein da relatividade geral. Por esta razao chamamos estas solugoes de sélitons
latentes. Para os sélitons latentes as equacoes de estado sao pg = 0 no espaco externo
e p; = [(7w — 1)/2]e nos espacos internos. Todos esses resultados foram obtidos para o
caso realista do espaco externo tridimensional. Gostariamos de destacar mais uma vez que
os soélitons latentes satisfazem os experimentos gravitacionais mencionados acima com o
mesmo nivel de precisao da relatividade geral. Cordas negras (N = 1,d; = 1) e membranas
negras (N > 1) sao caracterizadas pela condi¢ao de que para todo v; = 0, @ > 1. Portanto,
elas pertencem a classe de sélitons latentes e possuem as equagoes de estado p; = —1/2¢,
1=1,...,N. Sabe-se que, no caso do espaco externo tridimensional, tais equacoes de estado
sao as unicas que nao quebram a condicao de estabilidade do espaco interno para o objeto
compacto astrofisico com equagao de estado tipo poeira (pg = 0) no espago externo [2].

Na secao [6.2] consideramos um fluido perfeito esfericamente simétrico, estatico e mul-
tidimensional com equagao de estado tipo poeira (p, = 0) no espago externo e equagoes
arbitrarias de estado (p; = w;e) nos espagos internos. O nimero de dimensdes do espago
externo dy foi considerado arbitrario. No caso dy = 3, tais fluidos perfeitos descrevem objetos
astrofisicos observaveis em modelos de Kaluza-Klein. Fizemos nossas analises no limite de
campo fraco, onde os coeficientes da métrica podem ser expressos na forma gopy &~ 1 + hgo,
Goa = =1+ hae, a = 1,...,D; e hoy, haa ~ O(1/c*) (lembrando que hae, o = 1,...,dg

descreve perturbacoes no espaco externo e hy,,,, © = 1,..., N descreve perturbagoes nos
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espacos internos). Mostramos que a exigéncia da concordancia com os experimentos gravi-
tacionais até o mesmo nivel de precisao da relatividade geral, hgy = haa, resulta em uma
restricao para os parametros w;, que coincide exatamente com a condicao de séliton latente,
Z?Ll d;v; = 0, no caso em que dy = 3. Em outras palavras, para dy = 3, as equagoes de

estado no espaco interno sao p; = [(v; — 1)/2]e. A exigéncia adicional h, ., = 0, juntamente

i i
com a condigao anterior hog = haa, (1) leva a equagao w; = —1/2 (i.e. v; = 0) e (i) seleciona
do = 3. Portanto, chegamos as equagoes de estado nos espagos internos da corda/membrana
negra. Precisamente estas equagoes (complementadas pela condigao py = 0) satisfazem a
condicao de estabilidade do espaco interno no caso dy = 3. Vimos que as secoes e
concordam uma com a outra, como era de se esperar.

Podemos resumir a principal conclusao desta dissertacao da seguinte maneira: Para
objetos astrofisicos compactos com equacao de estado tipo poeira no espago externo (py = 0),
a exigéncia de concordancia com os experimentos gravitacionais demanda a condigao (6.7),
isto 6, 7 = —(2,142,3) x 1075. No entanto, para estar no mesmo nivel de precisao da
relatividade geral devemos ter 7 = (0. Em outras palavras, devemos considerar os sélitons
latentes com equagoes de estado (6.8) nos espagos internos (no caso em que dy = 3). Além
disso, a condigao de estabilidade dos espagos internos distingue as cordas/membranas negras
dos solitons latentes e leva exclusivamente a p; = —&/2 como a equagao de estado nos
espacos internos das cordas/membranas negras, e o numero de dimensoes externas dy = 3. O
principal problema relacionado com as cordas/membranas negras é encontrar um mecanismo
fisicamente razoavel que possa explicar como as particulas ordinarias formando os objetos

astrofisicos podem ter equagoes de estado tao especificas (p; = —&/2) nos espagos internos.
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