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Resumo

Potenciais pseudo-newtonianos e a radiacao escalar
emitida por uma fonte girando ao redor de um objeto estelar

Jaime Luis Cardoso da Cruz Filho

Orientador: Prof. Dr. Luis Carlos Bassalo Crispino

Neste trabalho usamos os potenciais pseudo-newtonianos propostos por Paczynski
e Wiita, Nowak e Wagoner e Artemova et al. para calcular a radiagao escalar emitida por
uma fonte em movimento circular e uniforme ao redor de um objeto estelar. Comparamos
os resultados obtidos nessa abordagem com os resultados encontrados via teoria quantica
de campos no espaco-tempo de Schwarzschild. Obtemos que, do infinito até a orbita cir-
cular marginalmente estavel (R = 6M) o potencial que melhor reproduz os resultados de
Schwarzschild é o de Nowak e Wagoner. Ja entre esta orbita e a ultima 6rbita circular
instavel (R = 3M) nenhum dos potenciais pseudo-newtonianos produz resultados satis-
fatorios, e o potencial newtoniano mostra-se como a melhor aproximacao. O potencial de
Paczynski e Wiita, o mais utilizado na literatura para analisar discos de acrecao, gerou

os resultados menos satisfatdrios em nossa andlise.

Belém-Para

2010
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Abstract

Pseudo-newtonian potentials and scalar radiation
emitted by a source swirling around a estelar object

Jaime Luis Cardoso da Cruz Filho

Orientador: Prof. Dr. Luis Carlos Bassalo Crispino

We use the pseudo-newtonian potentials proposed by Paczynski and Wiita, Nowak
and Wagoner and Artemova et al. to calculate the scalar radiation emitted by a source in
uniform circular motion around a stellar object. We compare the results obtained in this
approach with the results obtained via quantum field theory in Schwarzschild spacetime.
We find that, up to the marginally stable circular orbit (R = 6M) the potential that
better reproduces the Schwarzschild result is the Nowak and Wagoner one. Between this
orbit and the last unstable circular orbit (R = 3M) neither one of the pseudo-newtonian
potentials produce satisfactory results, and the newtonian potential turns out to be the
best approximation. The Paczynski and Wiita potential , the most used in the literature

to analyze accretion disks, generates the less satisfactory results for this situation.

Belém-Pars

2010
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Capitulo 1

Introducao

No ano de 1916, Albert Einstein propos uma teoria para englobar efeitos gravitacionais na
teoria da relatividade. Esta teoria ficou conhecida como teoria da relatividade geral. Nessa
abordagem a interagao gravitacional passou a ser entendida como consequéncia da estrutura
geométrica do espago-tempo.

Alguns meses apds a proposicao de Albert Einstein, o fisico Karl Schwarzschild encontrou
uma solucao da equagao de Einstein para o vacuo, com simetria esférica, a qual denominou-se
solugao de Schwarzschild [1]. Tal solugao possibilitou o entendimento de alguns resultados que
nao podem ser explicados pela gravitacao newtoniana.

Uma das principais consequéncias da solugao de Schwarzschild sdo os buracos negros [2].
Apesar da evidéncia indireta da existéncia de buracos negros supermassivos no centro de algumas
galaxias [3], a verificagdo experimental direta desses objetos ainda nao foi realizada. Na busca
de uma evidéncia observacional definitiva, o estudo da radiacao emitida por particulas orbitando
objetos centrais tornou-se muito importante (ver referéncias em [4]), uma vez que esta pode ser
afetada pela presenga de buracos negros.

No inicio da década de 1980 foi proposto por B. Paczynski e P. J. Wiita [5] uma forma
de se reproduzir, sem o uso da relatividade geral, algumas caracteristicas do espaco-tempo de
Schwarzschild, a saber: as érbitas circulares marginalmente ligada e estdvel. Tal abordagem
¢é realizada assumindo que a interagao gravitacional entre os corpos ocorre por meio de uma
forca no espago plano, descrita por meio de potenciais que ficaram conhecidos como pseudo-
newtonianos.

Esses potenciais, basicamente modificagoes do potencial newtoniano, surgiram para facilitar



Introducao 10

a andlise de discos de acre¢ao ao redor de buracos negros de Schwarzschild [5]. Mesmo com a
posterior extensao desta idéia para simular efeitos relativisticos de espacos-tempos com rotacao
[6, 7], e a aplicacao desses potenciais para analisar situacoes envolvendo modelos caéticos [8, 9],
a utilizagao deles ainda é muito restrita a andlise de discos de acrecao [10, 11].

Dentre os potenciais propostos para reproduzir as caracteristicas das orbitas circulares do
espago-tempo de Schwarzschild, o potencial de Paczyriski e Wiita se destaca por sua simplicidade
e exatidao [12]. Tal potencial consegue reproduzir exatamente a érbita circular marginalmente
estavel (R = 6M), e a érbita circular marginalmente ligada (R = 4M) para uma particula
girando ao redor de um buraco negro de Schwarzschild, e por isso é o mais utilizado na literatura.

Com o objetivo de confirmar a adequacao dos potenciais pseudo-newtonianos no caso es-
pecifico da emissao de radiagao por uma particula em movimento circular e uniforme ao redor
de um buraco negro de Schwarzschild, usaremos, além do potencial de Paczynski e Wiita, os
potenciais propostos por Nowak e Wagoner [13] ¢ Artemova et al. [14].

No capitulo 2, faremos uma apresentacao detalhada dos potenciais pseudo-newtonianos, suas
caracteristicas, as grandezas relacionadas a cada potencial, bem como sua adequagao na analise
das érbitas circulares ao redor de um objeto central. No capitulo 3, calcularemos, via teoria
quantica de campos, a poténcia emitida por uma fonte em movimento circular ao redor de
um objeto central no espaco-tempo de Minkowski, assumindo interacoes newtoniana e pseudo-
newtonianas. No capitulo 4 calcularemos a poténcia emitida por uma fonte girando ao redor de
um buraco negro de Schwarzschild. Ainda no capitulo 4, compararemos os resultados obtidos
com as diferentes abordagens deste trabalho. Finalizamos esta dissertacao apresentando nossas

conclusoes e perspectivas no capitulo 5.

10



Capitulo 2

Potenciais pseudo-newtonianos

2.1 Idéias gerais e definicoes

Na tentativa de incorporar correcoes relativisticas a fenémenos gravitacionais, ainda sem con-
siderar a teoria da relatividade geral, foi proposta a utilizacao de potenciais pseudo-newtonianos

[5, 13, 14], os quais sd@o modificagoes do potencial de Newton, a saber:

M

SONew(T) = _7 ) (21)

escrito aqui em unidades naturais, nas quais fazemos a constante da gravitagdo universal de
Newton igual a unidade G = 1. Na Eq. (2.1) M é a massa do objeto central.

Como mostraremos a seguir, alguns desses potenciais conseguem reproduzir com boa apro-
ximagao algumas caracteristicas do espaco-tempo de Schwarzschild.

Apesar de alguns autores ja terem proposto potenciais para simular espacos-tempos com
rotacdo [6, 7], nos restringiremos ao espago-tempo estatico e esfericamente simétrico de Sch-
warzschild.

B. Paczynski e P. J. Wiita sugeriram um potencial gravitacional com o intuito de reproduzir
as orbitas circulares marginalmente estdvel e ligada, segundo a relatividade geral. Em unidades

naturais, tal potencial é dado por [5]:

M
r—Rg '’

opw(r) = (2.2)

em que Rg = 2M é o raio de Schwarzschild (em unidades naturais). O termo Rg é responsével

pela simulacao de efeitos relativisticos desse espaco-tempo curvo.

11



2.2 Grandezas uteis 12

Nowak e Wagoner [13] e Artemova et al. [14] propuseram outros potenciais pseudo-newtonia-
nos. O potencial de Nowak e Wagoner foi proposto para reproduzir o valor correto da velocidade
angular de uma particula na drbita circular marginalmente estavel (R = 6M) [14]. Os potenciais
de Artemova foram propostos para obter as mesmas aceleracées de uma particula teste em queda

no espago-tempo de Schwarzschild [14]. Tais potenciais sao dados, respectivamente, por:

M M M?
IM 1/2
P Arty (’l“) =—-1+ <1 - 7’> ) (24)
e
1 2M
()OATtQ(T) = iln <1 — r) . (25)

Na Fig. 2.1 mostramos um grafico dos potenciais ¢;, incluindo o newtoniano, em funcgao
de r/M. Percebe-se que distante do centro atrator todos tendem a zero. Usamos o indice ¢
para representar os diferentes potenciais estudados aqui (Newton, Paczynski e Wiita, Nowak e
Wagoner e Artemova et al.). O potencial newtoniano é o de menor médulo até r = 4M (6rbita
circular marginalmente ligada segundo a relatividade geral). A partir desta érbita, o potencial
de Nowak e Wagoner torna-se o de menor médulo. O potencial de Paczynski e Wiita é o de

maior mdédulo para todos os pontos.

2.2 Grandezas uteis

A partir dos potenciais definidos na sec¢ao anterior, podemos determinar algumas grandezas
que serao uteis na analise do movimento de uma particula em Orbita circular ao redor de um
objeto estelar.

A primeira destas grandezas é a forga por unidade de massa (da particula de prova), f;, que
é igual a derivada do potencial pseudo-newtoniano, multiplicada por menos um [15]. Na Fig.
2.2 vemos como cada forga varia como funcao de R/M, em que R é o raio de 6rbita circular.
A forca com maior médulo é a relacionada ao potencial de Paczynski e Wiita. Para as érbitas
R > 6M a forca de menor médulo é a relacionada ao potencial de Nowak e Wagoner, ja para as
orbitas 2M < R < 6M a forca associada ao potencial de Newton é a de menor médulo.

Outra grandeza 1til é a velocidade tangencial para 6rbitas circulares, a qual é encontrada

simplesmente igualando-se os mddulos da forcas pseudo-newtonianas com o moédulo da forga

12
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0
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/™M

Figura 2.1: Os potenciais de Newton e os pseudo-newtonianos de Paczynski e Wiita, de

Nowak e Wagoner e de Artemova et al. como fungao de r/M.

centripeta [15]:

|fil = [fepl ..
dp; _mvj
dr r:R_ R -

: T:R) " . (2.6)

A velocidade angular no movimento circular é dada por [15]:

(%3
Qz':*
R
1 dy; 1/2
aum = (5% ) 27
r=R

em que v; ¢ dada por (2.6).
Para encontrarmos o momento angular por unidade de massa no movimento circular basta

usarmos (2.7) e a seguinte relagao [15]
L; = RZQZ‘

Li(R) = <R3 % r:R> v . (2.8)

13
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0
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-0.1
-0.15 /
-0.2
-
=
-0.25
-0.3
-0.35
5 i ] Newton
04 / ': Paczynski e Wiita ------- n
' : / Nowak e Wagoner --------
Artemova et al, 1 -
Artemova et al. 2
-0.45 ' .
2 3 4 5 6 7 3 9 0

Figura 2.2: As forgas newtoniana e pseudo-newtonianas de Paczynski e Wiita, de Nowak

e Wagoner e de Artemova et al. como fungao de R/M.

Na Tab. 2.1 mostramos as grandezas acima para cada potencial, incluindo o newtoniano. Essas

mesmas grandezas sao plotadas nas Figs. 2.3, 2.4, 2.5 para cada potencial.

Potenciais Fator v(R) Q(R) L(R)
Newton A=1 (AN | (22N | (MR)Y? A

Paczytiski e Wit = A& MYVZ | (M2 e (MR
ynski e Wiita C= 7o5mr (R) ¢ R3) ¢ ( )¢
Nowak e Wagoner | ¢ = <1—w+36M2>1 ’ (M)1/2¢ (M)1/2¢ (MR)Y?

g = R R R R?
—1/4 1/2 1/2

Artemova et al. 1 ¢=(1-24 (B | (55)77¢ (MR)"?¢
Artemova et al. 2 | 7= (1—24)72 | (A2 (M2 R)i2

Tabela 2.1: Expressoes de grandezas importantes no movimento orbital circular de uma

particula girando ao redor um objeto estelar.

14



2.3 Analise das 6rbitas 15

1.4 p— T T

T
Newton
Paczynsky e Wiita -------
Nowak e Wagoner --------
Artemova et al. 1 -

12 ‘\ Artemova et al. 2
1
0.8
o
0.6
0.4
0.2
0
2 3 4 5 6 7 8 9 10

R/M

Figura 2.3: Velocidades tangenciais da particula, como fun¢ao de R/M, assumindo dife-
rentes interacoes, a saber: newtoniana, de Paczynski e Wiita, de Nowak e Wagoner e de

Artemova et al.
2.3 Analise das orbitas

Nesta secao utilizaremos os potenciais pseudo-newtonianos para analisar a estrutura orbital
de uma particula girando ao redor de um objeto central. Em particular, mostraremos como esses
potenciais podem ser usados para obter as 6rbitas circulares marginalmente estavel e ligada para

uma particula em movimento circular ao redor de um buraco negro de Schwarzschild.

2.3.1 As orbitas no espaco-tempo de Schwarzschild

Em nossa andlise assumiremos que a fonte j(xz®), com massa de repouso m e 4-velocidade

«
o dz

= 2.
=" (29)

orbita um buraco negro de Schwarzschild ao longo de uma geodésica no plano equatorial (6 =

7/2). A equagdo u®u, = 1, no caso do movimento equatorial na geometria de Schwarzschild,

2@ -2 @) @) e

15

reduz-se a [2]
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0.55 : I
Newton
} Paczynski e Wiita -------
0.5 k Nowak e Wagoner -------- .
| Artemova etal, [
A Artemova et al. 2
0.45 \
0.4 F '\
035 |
0.3 K .
« "I\
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0
2 3 4 5 6 .
R/M

10
Figura 2.4: Velocidades angulares da particula, como fungao de R/M, assumindo dife-
Artemova et al.

rentes interacoes, a saber: newtoniana, de Paczynski e Wiita, de Nowak e Wagoner e de

Como a fonte estd seguindo uma geodésica, temos que a energia total (incluindo a potencial

gravitacional) por unidade de massa de repouso da fonte (E) e o momento por unidade de massa

de repouso da fonte (L), com relagdo a um observador estédtico no infinito, a saber

2M dt
E=gupt’=(1-"2) (=

(2.11)
do
L=— f = p? ,
Jap 1/} dr
respectivamente, sao duas constantes de movimento. Nessas equacoes temos que £

(2.12)
(1,0,0,0) denota o campo de Killing estatico tipo-tempo, e ¥
o campo de Killing rotacional tipo-espaco.

= (0/0t)" =
(0/0¢)* = (0,0,0,1) denota
Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.10), encontramos a equacao da geodésica para a fonte

2

1 /dr\? 1 oM L2
R (1) (142
=y () () 0 %)

massiva j(z) no espago-tempo de Schwarzschild, em movimento no plano equatorial, dada por
1
Ressalte-se que esta equacao é analoga & de uma particula de massa unitdria, com energia E?/2,

(2.13)

16
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6 : I
Newton
Paczynsky e Wiita -------
»r \ Nowak e Wagoner -------- .
} Artemova et al, 1 -
Artemova et al. 2
5 5
4.5
A o s S S
Z 55 s, |
-
3
2.5
2
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1
? : 4 3 6 7 8 9 10

R/M

Figura 2.5: Momentos angulares da particula, como fun¢ao de R/M, assumindo diferentes
interagoes, a saber: newtoniana, de Paczynski e Wiita, de Nowak e Wagoner e de Artemova

et al.

submetida ao potencial efetivo

1 M L? MI?
TN _ 2
Vf(r)_Q r +2r2 r3

, (2.14)
analisada segundo a mecéanica unidimensional nao-relativistica usual. Note que tal potencial é
semelhante ao potencial de Nowak-Wagoner. A analise dos maximos e minimos desse potencial

(ver Fig. 2.8) nos conduz aos tipos de érbitas no espago-tempo de Schwarzschild [2] mostradas,

resumidamente, na Tab. 2.2.

Caso Ponto de Extremo Interpretacao
L? < 12M? Nao existe Particula cai na singularidade
L? =12M? Inflexao em R = 6M Orbita marginalmente estdvel
L? > 12M? Minimo para R > 6M Orbitas estéveis
Méximo para 6M > R > 3M Orbitas instdveis

Tabela 2.2: Tipos de o6rbitas das particulas massivas ao redor de um burado negro de

Schwarzschild.

17



2.3 Analise das 6rbitas 18

Vamos entao obter os resultados explicitados na Tab. 2.2. Derivando a Eq. (2.14) e igualando

o resultado a zero, encontramos a seguinte equacao

dvi(r| 0.
dr .
r=R
(MR? — L*R+3L*M?*) /R* =0, (2.15)

z T . 7 . b s .
em que R é o valor de r para o qual Vefg possui um extremo que estd associado as Orbitas

circulares. As raizes desta equacao sao:

12+ (L4 — 1202 M2)'?
Ry = o, . (2.16)

Analisando o termo entre parénteses da equacdo acima, percebemos que se L? < 12M?, nio
hé pontos extremos no potencial. Neste caso, a particula cai rapidamente na singularidade. Se
L? = 12M?, h4 um ponto de inflexdo no potencial em R, = R_ = 6M, ao qual estd associada a
érbita circular marginalmente estdvel. Para L? > 12M?, h4 um ponto de minimo do potencial
em Ry e um méximo em R_. Assim, existe uma orbita circular estdvel no raio R = R4, e uma
orbita circular instavel no raio R = R_. Os graficos do potencial Vg}g(r) para cada uma dessas
situagoes sao mostrados nas Figs. 2.6, 2.7, 2.8, respectivamente. Para L >> M, o valor de R
torna-se

(2.17)

que é justamente o resultado newtoniano para o raio de uma drbita circular de uma particula
que possui momento angular por unidade de massa L orbitando um objeto estelar de massa M.

Para uma particula que encontra-se momentaneamente em repouso num ponto de maximo
ou de minimo, a sua verdadeira energia é dada pelo valor do potencial naquele ponto [2]. Assim,
a energia da particula em uma érbita circular instavel ou estavel é

_ R-2M
~ RY2(R—3M)Y/2°

E(R) (2.18)

em que usamos a eq. (2.15) para encontrar a relagdo entre L e R para estas Orbitas circulares.
Para R < 4M temos que E > 1, e quando R — 3M temos que E — oco. Assim, particulas
em Orbitas circulares instaveis entre 3M e 4M devem escapar para o infinito se sofrerem uma
pequena perturbacao na direcao radial. Por essa razao chamamos a érbita em R = 4M de drbita

circular marginalmente ligada (marginally bound orbit).

18



2.3 Analise das 6rbitas 19

Figura 2.6: Potencial efetivo, dado pela Eq.2.14, com L? = 6M2.

Para encontrarmos a energia de ligagao da particula orbitando um buraco negro de Schwarzs-
child segundo a relatividade geral, subtraimos a energia da drbita circular instédvel ou estavel
E(R), da energia por unidade de massa da particula (a qual vale 1 em unidades naturais).

Assim, podemos escrever a energia de ligagao da particula como [2]
E,¢(R)=1—-FE(R) . (2.19)

O comportamento da energia de ligacao em funcao de R pode ser visto na Fig. 2.9.

2.3.2  Orbitas segundo o potencial newtoniano e os pseudo-new-
tonianos

Nesta sub-se¢ao obteremos a estrutura orbital de acordo com o potencial newtoniano e com
os potenciais pseudo-newtonianos, e depois compararemos com as obtidas pela relatividade geral.
Para uma particula em movimento no plano, a energia mecanica nao-relativistica F; por

unidade de massa da particula para qualquer potencial é obtida através da seguinte equagao [15]

1 /dr\? 1, [(do\>
El':* —_— —r? == P ..
2(dt> o <dt) T

1 1

19



2.3 Analise das 6rbitas 20

Figura 2.7: Potencial efetivo, dado pela Eq.2.14, com L? = 12M?2.

Usando-se a relagdo L; = r2€);, podemos reescrever (2.20) como
2, 1L;
Ei = —r° + P + i, (221)

que é semelhante a Eq. (2.13), no caso da relatividade geral. Devemos lembrar que para o caso
do movimento sujeito a uma forca central o momento angular é uma constante do movimento

[15]. Assim, o potencial efetivo ao qual a particula estd submetida é

Y-
ef(T) = 57072 + <pz(r) . (222)

Para encontrarmos as orbitas estdveis para cada potencial, devemos determinar os minimos

do potencial efetivo V,, dado pela Eq. (2.22). De (2.22) obtemos que

dVi.  do, L2
ef _ AY; i
dr— dr 13’ (2.23)

d*V, _ &g 3L
dr? dr? rd

(2.24)

s s 3 . N , . , . ~ . dVZ d2 i
Os pontos de minimo de V;, associados as dérbitas estdveis, sao tais que 76” =0e drgf > 0.

dv;}
Impondo que —£ = 0 em (2.23) ficamos com

20



2.3 Analise das 6rbitas 21
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0.45 : :
0 R s 10 15 20 R 25
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Figura 2.8: Potencial efetivo, dado pela Eq.2.14, com L? = 24M?2.

depi L?
— (2.25)
dr|,_p R?
ou s
dep;
Li(R) = [R?’ el ] : (2.26)
dr |,_p

em que L(R) é o momento angular da drbita circular de raio R [ver Eq. (2.8)]. De (2.24) e
(2.26) resulta que

eV e 3L7
dr? | ar? |,_p R*
2771
dVy 2L} (dL] (2.27)
drz |  R3\dR ) '
2\/1
Uma vez que L > 0, para que a d:/;f > 0, devemos ter
r=R
dL!
>0
dr =

no caso de 6rbitas estaveis [5, 14]. Na Tab. 2.3 exibimos os valores do raio das érbitas circulares
marginalmente estéveis para o caso da relatividade geral e dos potenciais pseudo-newtonianos

tratados aqui.
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2.3 Analise das 6rbitas 22

Figura 2.9: A energia de ligacao por unidade de massa de uma particula orbitando um

buraco negro de Schwarzschild, dada pela Eq. (2.19).

Os momentos angulares por unidade de massa da particula em érbita circular em cada

potencial estdo dados na Tab. 2.1. Suas derivadas sao:

dLye, _ 1 (M\Y? 9.98
dR 2\ R (2:28)
dLpy 1 (M\'"?[(R—6M)R (2.29)

dR ~ 2\ R (R—2M)? |’ '

, 1/2 2 2\ —1/2
dLNWZE M 1_% 1_%4_% , (2.30)
dR 2\ R R2 R R2

dly,, 1 (M\'"?*R-3M | _2M o (2.31)

dR 2\ R R—2M R ’ '
Ly, 1 (MNP R—ab (- 20\ 72 (2.32)

dR 2\ R R—2M R ' '

Um gréafico destas derivadas é mostrado na Fig. 2.10. Analisando esta figura encontramos a
orbita circular marginalmente estdvel para todos os potenciais analisados. Notamos que os po-
tenciais de Paczyniski e Wiita e de Nowak e Wagoner reproduzem exatamente esta érbita prevista
pela relatividade geral (R = 6M). Percebemos que, no caso do potencial newtoniano, todas as

orbitas sao estaveis, evidenciando que nao obtemos a estrutura orbital da relatividade geral a

22



2.3 Analise das 6rbitas 23

partir da gravitagao newtoniana. Na Tab. 2.3 apresentamos todas as érbitas marginalmente

estaveis para os casos estudados.

0.4
\\
0.2 TS N
0 e
-0.2
&
=
:J .
S ;
-0.4 /
-0.6 /
08 : ": Newton A
. - / Paczynski e Wiita -------
: Nowak e Wagoner --------
/ Artemova et al. 1 -
- : Alrtemova et al.I 2
—1 ; H
2 3 4 5 6 7 3 : 0

R/M

Figura 2.10: A derivada em relagdao ao raio da trajetéria circular R do momento angular
da particula em movimento circular para o potencial newtoniano e para os potenciais

pseudo-newtonianos de Paczynski e Wiita, de Nowak e Wagoner, e de Artemova et al.

Vamos analisar agora as Orbitas circulares ligadas das particulas. Por isso, nos restringiremos
a movimentos em que 7 = 0 em (2.21). Assim, as energias por unidade de massa das particulas

nas 6rbitas circulares E!(R) sdo dadas pelo valor do potencial efetivo, a saber
E{(R) = -—% + ¢i(R) . (2.33)

E importante ressaltar que se E} < 0 a particula estd “ligada”, isto ¢, presa ao centro atrator [5].
Desta forma, a érbita circular marginalmente ligada esté associada ao valor de R para o qual a
energia mecanica da 6rbita circular se anula, i.e. E/ = 0. Usando as defini¢oes dos potenciais e

dos momentos angulares dados na Tab. 2.1, encontramos

E;Vew(R) = _% ) (234)
, M\ [(R—4M)R
) = (1) [ =2 5
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2.3 Analise das 6rbitas 24

M 12M2
Enw(R) = <_2R> ( "2 > ) (2.36)
M oM\ /2 oM\ /2
E’Am(R) =—-1+ R <1 — R) + (1 — R) , (2.37)
¢ 1
M 2MN\ 1 2M

A Fig. 2.11 nos mostra a energia mecanica da particula nas orbitas circulares para todos os
potenciais. Notamos que apenas com o potencial de Paczynski e Wiita obtemos o mesmo valor
de R para a érbita circular marginalmente ligada de Schwarzschild. Note-se, ainda, que no
contexto da gravitagao newtoniana todas as oérbitas sao ligadas. Na Tab. 2.4 apresentamos

todas as 6rbitas marginalmente ligadas para os casos estudados.

0.2 r
0.15 A :
0.1 %
0.05 \
g0 :
-0.05
=01 fro
""""""""""""" Newton
-0.15 Paczynski e Wiita ------- &
Nowak e Wagoner --------
Artemova et al. 1 -
Artemova et al. 2
-0.2 1 1
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.11: Energia mecanica da particula nas érbitas circulares assumindo o potencial

newtoniano e os diferentes potenciais pseudo-newtonianos.

Vamos agora definir a eficiéncia e como sendo a energia (por unidade de massa) da particula

na érbita circular calculada em R = 6M. Assim, temos que [14]
e; = |EL(R=6M)]| . (2.39)
Na Tab. 2.5 comparamos a eficiéncia para cada potencial analisado neste trabalho. Percebemos
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2.3 Analise das 6rbitas 25

que o menor erro (~ 3%) em relacao a Schwarzschild ocorre quando assumimos o potencial de
Nowak e Wagoner.
Concluimos, desta forma, que os potenciais de Paczynski e Wiita e Nowak e Wagoner sao os

que melhor reproduzem as caracteristicas das érbitas ao redor de um buraco negro de Schwarzs-

child.

Caso Orbita marginalmente estével
Relatividade geral oM
Newton -
Paczynski e Wiita 6M
Nowak e Wagoner 6M
Artemova et al. 1 3M
Artemova et al. 2 AM

Tabela 2.3: Orbitas marginalmente estaveis para cada potencial.

Caso Orbita marginalmente ligada
Relatividade geral 4M
Newton -
Paczynski e Wiita 4AM
Nowak e Wagoner 3,46 M
Artemova et al. 1 2,25M
Artemova et al. 2 2,81 M

Tabela 2.4: Orbitas marginalmente estaveis para cada potencial.
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2.3 Analise das 6rbitas

Caso e; = |E{(R=6M)]|
Newton 0,0834
Paczynski e Wiita 0,0625
Nowak e Wagoner 0, 0556
Artemova et al. 1 0,0814
Artemova et al. 2 0,0777
Relatividade geral 0,0572

Tabela 2.5: Eficiéncia de cada caso analisado.
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Capitulo 3

Radiacao escalar no espaco-tempo de

Minkowski

3.1 Quantizacao do campo escalar no espacgo-tempo

de Minkowski

Nesta segao acompanharemos [17] para mostrar o processo de quantizagao do campo escalar
no espaco-tempo de Minkowski.

Usando coordenadas polares esféricas, o elemento de linha deste espago-tempo é dado por
ds® = dt* — dr* — r2df* — r*sin® fdp? | (3.1)
que pode ser reescrito como ds? = nalgdazo‘dmﬁ , em que
Nap = diag(+1, —1, —r? —r?sen?0) (3.2)

sao as componentes da métrica de Minkowski neste sistema de coordenadas.
A interacao entre a fonte j(z®) e o campo escalar quantico @(wa) serd dada pelo acoplamento

minimo. Assim, a agado é escrita sob a seguinte forma:
. 1~ ~ ~
S = /d”‘x\ﬁ—n [2VO‘<IJ(955)V@<I>(J:/8) +j (@)D (?)] | (3.3)

com 7 = detnqg, de tal modo que d*x\/—n é o elemento de 4-volume invariante no espaco-tempo

de Minkowski.
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3.1 Quantizagao do campo escalar no espaco-tempo de Minkowski 28

O operador campo escalar ®(2®) é dado por
N +oo 1 400
=Y % / Aottt (& )G + gy (2)aT, ], (3.4)
1=0 m=—1"0

em que ale e Ayim SA0, respectivamente, os operadores de criagao e aniquilacdo, e Uy, (%)
sao os modos de freqiiéncia positiva associados com observadores inerciais estdticos em z' =
constante,

Ui (%) < ™™ (w0 > 0) . (3.5)

Os modos Uy, (x®) sdo solugdes da equacao de Klein-Gordon homogénea no espago-tempo de
Minkowski
Ougim (2f) = nagvavﬁuwlm(mp) =0, (3.6)

em que

Valwim = Oalwim
vﬁvauwlm = vﬁ(aauwlm) = aﬁ(aauwlm) - Fgaa)\uwlm )

com as componentes da conexao FZ} ., dadas por

1
F)\oc = 577/\/) (98Mpa + Oatps — OpTga) -

Usando as componentes da conexao nao-nulas no espago-tempo de Minkowski, podemos rees-

crever a equacao (3.6) da seguinte forma

02 9 20 1<
Dwm: a9 a9 4ol —V? wlm — Y, .
et o2 or2  ror + T‘QV ool 0 (3.7)
em que definimos
~ 0? 0 1 0?
2
=—— —cotgh— — ———=— . )
v 062~ 9759 (senf)? 0p? (3:8)
Escrevendo os modos u, (x®) em termos dos harmonicos esféricos, temos
Ui (%) = R (r)Yim (0, @) ™" (w > 0) . (3.9)
Usando esta ultima equacao e a relacao
Vi (0,0) = +1(1+ 1)Yim (0, ) , (3.10)

podemos reescrever (3.7) como

[_dz_“l_ <w2_ WH)H Ru(r) = 0. (3.11)

r2
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3.1 Quantizagao do campo escalar no espaco-tempo de Minkowski 29

A equagao (3.11) é a equagao diferencial que define as funcoes de Bessel esféricas na varidvel
wr, a saber: jj(wr) e n(wr) [18]. Porém, a solugao n;(wr) deve ser descartada pois diverge na

origem, e assim, nao é normalizdvel. Entao, podemos reescrever (3.9) como
Ui (3%) = ot (wr) Yo (0, 0)e™ " (w > 0) (3.12)

em que ¢, é a constante a ser determinada pela normalizagdo dos modos uyy,(z%). Esta nor-

malizagao é obtida a partir do produto interno de Klein-Gordon

Twa(on00) =i [ dEOn 67(Vads) — (Vasi)oa] (313)

() = /—n®)dz?® é o elemento de 3-volume invariante no espaco-tempo plano da su-

em que dX
perficie de Cauchy 23 n® é o vetor unitdrio ortogonal & superficie tipo-espaco ©3), direcionado
para o futuro, e n° é o determinante da métrica restrito & ). Desde que ¢ e ¢ satisfacam
a equagao de Klein-Gordon, (3.13) é independente da superficie escolhida. Assim, escolheremos

a superficie £ com t = constante. Desta forma, no espaco-tempo plano, usando coordenadas

esféricas, temos que

ax® = \/%drdedcp — r2senfdrdfdy |

n® = &g .
Agora vamos impor as condigoes de ortonormalizagao dos modos Uy, (%) e seus complexos

conjugados u),, (%)

kG (Uotm Uortrmt) = 0(w — W' )0 Sy (3.14)
e
0k G (U U irmy) = 0 . (3.15)
Assim,
(@t Barva) = [y BLry] = 0. (3.16)
e
Gt @] = 0(w — &) G - (3.17)

Usando (3.13), podemos normalizar (3.12), encontrando a constante de normalizagao c,,. Entao,

usando estas equagoes e escolhendo a superficie ©®) com t = constante, obtemos
. ’ +00
0 kG (Ul Urvrmy) = (w+ W,)Czkucw'ez(w_w )t/ dTT‘2jl,(w/T)jl(wr) X
0
2 ™
[ [ dbag send i 000V 0., (3.18)
0o Jo
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3.2 Poténcia emitida por uma fonte orbitando um objeto estelar no

espago-tempo de Minkowski 30
Usando
2w ™
/ / 40 dg senf Y, (0,0) Y (0, 0) = SpiGmrm (3.19)
o Jo
e
e 2 N i ’
/0 dr r* ji(w'r) ji(wr) = ﬁé(w —w') (3.20)

em (3.18), encontramos
T
UKG(uwlmv uw’l'm'> = a’cw‘2(5(w - w/)éll’(smm’ : (3'21)

Comparando esta ultima equacao com (3.14), obtemos

Co = \/f , (3.22)

a menos de uma fase multiplicativa arbitraria.
A partir do vacuo de Minkowski |0),,, i.e. o estado aniquilado pelos operadores destruigao
dwlm’

podemos construir o espaco de Fock, através da aplicagao do operador de criacao sobre este

estado de vacuo.

3.2 Poténcia emitida por uma fonte orbitando um

objeto estelar no espaco-tempo de Minkowski

Vamos agora calcular a poténcia irradiada, assim como medida por observadores inerciais.
Assumiremos que a érbita da particula estd no plano equatorial § = 7/2, com raio R e velocidade
angular 2 > 0 (medida por observadores inerciais), de forma que a 4-velocidade e a 4-corrente

associadas a particula sao dadas, respectivamente, por

u*(Q,R) =+(1,0,0,9), (3.24)
j(a®) = Ri%é(r —R)5(0 — 7/2)8(p — Q1), (3.25)

em que ¢ é a magnitude do acoplamento entre o campo e a fonte, e v = 1/4/1 — (RQ)? é o fator

de Lorentz.
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3.2 Poténcia emitida por uma fonte orbitando um objeto estelar no
espago-tempo de Minkowski 31

Escolhemos o estado inicial como sendo o vacuo de Minkowski |0),,. Assim, a amplitude de
transicao Ai\fl[m deste estado de vacuo para o estado de uma particula com nimeros quanticos

w, [ e m, |1;wlm), é dada por

Awlm - <1ﬂwzm‘2§lnt ‘O>M
AM - — <1;wlm[z’/d%«/—nj(xa)&)(xa)O>M . (3.26)

Recorrendo a (3.4), as relagoes resultantes das atuagoes dos operadores criagao e aniquila¢ao no

estado de véacuo |0),,, e lembrando que os auto-estados sdo ortogonais, i. e.
(Liwlm|Lw'I'm") = §(w — w') o dpmm (3.27)

encontramos
Al =i [ dtoy e (a) (3.28)

Usando (3.25) e lembrando que em coordenadas esféricas no espago-tempo de Minkowski temos
d*z/—n = dtdrdfdye r? send |

podemos escrever

0;
AM %\/wmﬁjl(mQR)Clmle(O)é(w —mQ) | (3.29)
€m que usamos que
Yim (0, ¢) = Cip P™ (cosf)e™? (3.30)
com
o (@) (= m)!
e
5( ) = L / o dke ™ (@=20)k (3.32)
T — Tg) = o ) e . .

Analisando (3.29), percebe-se que apenas particulas com freqiiéncia w = mf2 serao emitidas,
uma vez que AM o §(w — meQ).
A poténcia emitida, assim como calculada por observadores inerciais, para um valor fixo de

momento angular, é dada por:

+oo |2
Wi, = / “lm , (3.33)
em que
“+00
T = 278(0) = / dt (3.34)
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3.3 Poténcia emitida nos casos newtoniano e pseudo-newtonianos 32

é o tempo total medido por observadores inerciais [19]. Assim, usando (3.29), encontramos que

(3.33) pode ser reescrita por

2m202¢2

wM — = 71 (MQR) | Vi (7/2; Q)| (3.35)

Portanto, a poténcia total irradiada é

+oo 1
W= > Win

=1 m=1

wM=3"%" %[ﬁ(mﬂRﬂ?mm(m; Q)2 . (3.36)

Pela defini¢ao (3.30), percebemos que a poténcia total irradiada pela fonte ndo depende do

tempo. Usando a relaciol [4]

52

+oo 1
> 3 i) Win(/2 OF = 5

=1 m=1

(gl < 1), (3.37)

em (3.36), chegamos por fim que a poténcia emitida pela fonte orbitando um objeto estelar no
espaco-tempo de Minkowski é dada por:

_ q2,Y4Q4R2

wM
127

(3.38)

Note-se que até entao nao especificamos o tipo de interacao entre o objeto central e a fonte
que o orbita. Isso serd feito na préxima segao.

Para concluir esta segao, vale ressaltar que o resultado (3.38) pode ser obtido pelo método
das funcoes de Green via teoria cldssica de campos? [17]. Tal igualdade deve-se ao fato de nossa

andlise quantica ser em nivel de drvore [19].

3.3 Poténcia emitida nos casos newtoniano e pseudo-
newtonianos

Nesta secao vamos explicitar a poténcia emitida pela fonte considerando sua interacao com
0 objeto estelar no espago-tempo plano determinada pelos diferentes potenciais apresentados no

capitulo anterior.

! Apresentamos a demonstracio desta equacdo no Apéndice A.
?Isto é feito no Apéndice B.
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3.3 Poténcia emitida nos casos newtoniano e pseudo-newtonianos 33

Como estes resultados vao ser comparados com o caso andlogo no espago-tempo de Schwarzs-
child, devemos reescrever a poténcia emitida em Minkowski (3.38) em termos de observaveis
assintéticos, a saber: a massa do objeto central M e a velocidade angular da particula €2, assim
como medida por observadores assintéticos. Desta forma, devemos escrever R = R(M, (), e é
por meio dessa relacdo que vamos explicitar o tipo de interacao. Devido a importancia destes

resultados para este trabalho, faremos isso separadamente para cada potencial.

3.3.1 Potencial newtoniano

No caso newtoniano, usaremos a 3% lei de Kepler para escrever:

M
2
0° = fB
New
M 1/3
RNew = <QZ> . (339)

Substituindo esta expressdao em (3.38), encontramos a poténcia em Minkowski assumindo a
interacao newtoniana, a saber

EIVEIEA S LI
127 ’

Wi, = (3.40)

com Yyew = 1/+/1 — (MQ)2/3.
Efetuaremos um procedimento andlogo para todos os potenciais pseudo-newtonianos. Em

cada caso, a 3* lei de Kepler pseudo-newtoniana pode ser obtida por meio da velocidade angular

dada na Tab. 2.1.

3.3.2 Potencial de Paczynski e Wiita

Para o caso de Paczyniski e Wiita [5] temos (ver Tab. 2.1)

0% = M
Rpw (Rpw — 2M)?
3 2 2 M
Ry, — AMR%y, + 4M?Rpy = (3.41)

02’

cuja unica solucao real é dada por:

AM 21340202 3
Rpw(M,Q) = — r 3.42
PW( ) 3 + 3X}i_/3 + 21/3392 ( )
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3.3 Poténcia emitida nos casos newtoniano e pseudo-newtonianos 34

com
i = MQ? (27 — 16M2%Q2 + 3v/3/27 — 32M2Q2) . (3.43)
Assim, a poténcia emitida assumindo-se o potencial de Paczynski e Wiita é:

2.4 4 P2
Yo QL Rpy (M, Q)
Wi, = LW 1271;W , (3.44)

com RPW dado em (3.42)—(3.43) e Yypw = 1/\/1 — (Rpw(M, Q))2

3.3.3 Potencial de Nowak e Wagoner

Para o potencial de Nowak e Wagoner [13] temos a equagao (ver Tab. 2.1)
0 [ M (1 6M 36M2>]”2
R Ryw  Riw 7
a qual pode ser reescrita sob a forma

M 6M2 3603
Riw — @RJQ\[W T2 Ryw = 2 (3.45)

Nao foi possivel escrever a solugao de (3.45) de forma analitica. Desta forma, resolvemos (3.45)
numericamente, obtendo uma relagdo numérica Ryw = Ryw (M, ), andloga a (3.42). Com
isso, a poténcia emitida para essa situacao pode ser escrita por

2.4 4 p2
Cyyw QO Ry (M, Q)
Wiy = — =1 : (3.46)

em que YNw = 1/\/1 - (RNw(M, Q))2

3.3.4 Potenciais de Artemova et al.

Para os potenciais propostos por Artemova et al. [14] temos as seguintes relagoes (ver Tab.

2.1)

6 5 M2
Rarty = 2MRapy, = o1 (3.47)
€
M
RY., —2MR3,,, = o (3.48)

Nao conseguimos encontrar uma solucao analitica para (3.47). Conseqiientemente, adotamos
o mesmo procedimento usado para o caso de Nowak e Wagoner. Para o segundo potencial

proposto por Artemova et al. temos a solucao

oM 2UB4M202 A3
RAth (Mv Q) = 7 + 3X1_/3 - 21/330)2 ’ (3'49)
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em que x— é dado por:
Yo = MQ (—27 — 16M202 + 3v/3+/27 + 32M2Q2) . (3.50)

Portanto, as poténcia para os potenciais de Artemova et al. podem escritas sob a forma

M T Y R (M, Q) (351)
Arti 127 ’ '

na qual yare, = 1/\/1 — (Rar,(M,Q))2 ei=1,2.

3.4 Resultados

De posse da poténcia calculada assumindo o potencial newtoniano (W]]\\,/[ew), e das poténcias
calculadas assumindo os potenciais pseudo-newtonianos de Paczynski e Wiita (W}D\/IW), Nowak
e Wagoner (W2L,) e os de Artemova et al. (W%ti), dadas, respectivamente, por (3.40),
(3.44), (3.46) e (3.51) fizemos uma comparagao direta entre suas intensidades nas Figs. 3.1
e 3.2. Ressalte-se que todas as poténcias tendem a zero no infinito. Na Fig. 3.3 mostramos a
razao WZM / W]]\‘,iw, entre a poténcia assumindo o potencial newtoniano e os potenciais pseudo-
newtonianos, desde 6rbitas muito afastadas até a ultima Orbita circular instavel.

Para érbitas infinitamente afastadas do buraco negro até a tdltima érbita circular estavel a
seguinte relagdo entre as intensidades das poténcias emitidas é obedecida: W%W > W%m >
Wi, > WRL, > Wil (ver Fig. 3.1).

Nas drbitas circulares instaveis, entre M) = 0,068 (R = 6M) e MQ = 0,192 (R = 3M),
a poténcia associada a interagdo newtoniana torna-se a menor. A ordem decrescente de inten-
sidades WAL, > W%b > W%tl > W, > WM "¢ obedecida de MQ = 0,068 (R = 6M) até
MSQ = 0,14, uma vez que, a partir dessa o6rbita, ocorre uma inversao entre W%tl e W]J\‘,/[W. A
partir de MQ = 0,11 até a drbita circular instédvel mais interna possivel MQ = 0,192 (R = 3M)
a poténcia associada a esse potencial de Artemova et al. (go%tl) torna-se a mais proxima da

newtoniana.
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Figura 3.1: As poténcias emitidas pela fonte assumindo os potenciais newtoniano, de

Paczynski e Wiita, de Nowak e Wagoner e de Artemova et al., plotadas do infinito até a

ultima 6rbita circular estdvel R = 6M (segundo a relatividade geral).
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3.4 Resultados
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Figura 3.2: As poténcias emitidas pela fonte assumindo os potenciais newtoniano, de
Paczynski e Wiita, de Nowak e Wagoner e de Artemova et al., plotadas do infinito até a

ultima 6rbita circular instdvel R = 3M (segundo a relatividade geral).
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Figura 3.3: Razoes Wiy, /WAL, W /WAL, WAL /WL, e WAL, /WAL, entre poténcias
emitidas pela fonte assumindo os varios potenciais discutidos neste trabalho, plotadas do

infinito até a ultima drbita circular instavel em R = 3M (segundo a relatividade geral).
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Capitulo 4

Radiacao escalar no espaco-tempo de

Schwarzschild

4.1 Quantizacao do campo de Klein-Gordon no espaco-

tempo de Schwarzschild

Nesta segao seguiremos também a Ref. [17]. As componentes da métrica do espago-tempo
de um buraco negro estitico e sem carga, com massa M, em coordenadas polares esféricas, sao

dadas por
9ap = diag (f(r), f71(r), =%, —r’sen’d) | (4.1)

com f(r)=1—2M/r. Portanto, o elemento de linha de Schwarzschild é
dS* = gapda®dx® = f(r)dt* — f71(r)dr® — r2d6* — r®sen0dy? . (4.2)
A lagrangeana do campo escalar livre ndo-massivo ¢(z®) é dada por
L= (V(a")(Vad(z?)) , (4.3)

com g = det(gag). Usando a equacao de Euler-Lagrange

oL oL
— VY| —"~| =0, 4.4
% 5w Y
obtemos a equagao de Klein-Gordon homogénea para o campo ¢(x®)
Op =V*Vao) =0. (4.5)
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4.1 Quantizacao do campo de Klein-Gordon no espaco-tempo de
Schwarzschild 40

O procedimento a seguir serd andlogo ao realizado na quantizacdo do campo escalar em

Minkowski (capitulo anterior). Assim, resolveremos a equacao (4.5) pelo método da separacao

iwt

de varidveis, fazendo: ¢ = 7(t)1(r)Y (6, ). A solucdo temporal é proporcional a e™**  ou seja,
os modos de freqliéncia positiva com relacdo ao campo de Killing tipo-tempo 0,
Ugim (%) o< ™™ (w > 0) (4.6)

sao solucoes da equacao de Klein-Gordon homogénea no espacgo-tempo de Schwarzschild, a qual

pode ser escrita como [20]

1 0 ou,
i af wlm |
Dugim = \/fig@ [\/jg g 81:5] =0. (4.7)
Ao usarmos (4.1) nesta equacao encontramos
102 10 (,,0 SR
[f@tQ “ o ( / m) 2V } tatm =0 (48)

em que V2 est4 definido em (3.8).

No espago-tempo de Schwarzschild os modos g, (z) podem ser escritos na forma

r

Ui (%) = \E W(T)ylm(e, Qe ™ (w>0) . (4.9)

Usando esta expressao e a Eq. (3.10) em (4.8), encontramos

[_1d (ﬂfjr) _a}?g(mq (mm) o (410

r2dr r2 r

ou ainda,

ot (s )+ (-2 (B - D) v ety . @

e ;

em que podemos definir o seguinte potencial efetivo

V() = (1 _ W) (Mf+ l““)) | (4.12)

r r2

Em termos da coordenada adimensional de Wheeler,

w(r) = ﬁ +1in (ﬁ - 1) : (4.13)

podemos escrever r = r(z). Desta forma, a Eq. (4.11) torna-se

1 d? 9 _
<_4M2d.%'2+v> ¢wl($):w ¢wl(x) -
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4.1 Quantizacao do campo de Klein-Gordon no espaco-tempo de
Schwarzschild 41

2
[—ddxz +4M 2V(r(w))} Yoi(x) =AM (z) . (4.14)

Para ortonomalizar os modos g, (z®) usamos a definicdo do produto interno de Klein-

Gordon (3.13), escrito agora para o espaco-tempo de Schwarzschild, a saber:

Tralon00) =i [ dEOn® [5(Vads) — (Vadi)on] (1.15)
O momento cldssico conjugado ao campo ¢(z%) é definido como

T=n"Tq =nVao . (4.16)
Mais uma vez, iremos escolher uma superficie com t constante, denotada por E§3). Desta

forma, para o espago-tempo de Schwarzschild em coordenadas esféricas, temos que

r2send

(o _ T o
dx; :ﬁsenerdegon =

Para quantizar o campo ¢(z®), vamos impor as relagoes de comutagao a tempos iguais

drdfdepog (4.17)

[cﬁ(t,f),cﬁ(t,f’)} - [ﬂ(t, f),ﬂ(t,f’)} =0, (4.18)

Bz, (4.19)

2 R ) inO 3/ —f ?
O(t, %), 11(t, 7| = (X —-12) =
|: :| v —4g —9(3)

em que {z°} = (t, &) e {2/} = (', 2), e
II =nll, =n“V,® . (4.20)

Expandindo o operador de campo ®(z%) em termos dos modos de freqiiéncia positiva e
negativa, Uym (%) e v, (%), e dos operadores criacdo e aniquilacao &le e Qulm, ficamos com

+oo m=Il

d(z) = Z Z /0+OO dw [uwlm(xa)dwlm + ufulm(xa)&zjlm} . (4.21)

1=0 m=—1
De (4.20) e (4.21) podemos escrever

) 400 m=l +oo
e =3 % /0 dw [(Vauwlm)&wlm+(Vauilm)&jjlm} . (4.22)

=0 m=-—1

Agora determinaremos as relagoes de comutacao entre os operadores d, € di}lm’ definidos

em (4.21). Inicialmente, requeremos que 0s modos g, () satisfacam
UKG(uwlma uw’l’m’) = 6ll’5mm’6(w - W/) ) (423)
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1 G (U Uwrmtr) = 0 (4.24)

Usando (4.15) e

ok (®, uoim) = i / ax®e [ciﬂ (Vatistm) — (vaciﬂ) uwlm] : (4.25)

»(3)

além de (4.18)-(4.20), podemos mostrar que
[UKG(uwzm, ®), oxa(®, uw’l’m’)} = 0K G (Ut Uurtrm’) = O Ommrd(w — ') . (4.26)
Por outro lado, usando (3.13), (4.21), (4.23) e (4.24) obtemos

UKG lema Z e ’5mm’5ll’ ) (427)

ox (D, Ui Zawl/ Smm Ol (4.28)

das quais segue-se que

O'KG’(uwlm, @),0KG(®,uw/l/m/):| = Z Z 5mm”5ll” [&wl//m//, di)’l”’m’” 5l’l”’5m’m’” . (429)
l/ml l//m//

Assim, concluimos de (4.26) e (4.29) que
[Geoim, d:ﬂl’m’] = (511/(5mm/)_1(5(w — w') . (4.30)

Desta forma, exigindo que os modos (%) sejam ortonormalizados por este produto interno

de Klein-Gordon de acordo com (4.23)-(4.24), segue que
(im0l | = 0GBl = ) (4.31)
Com o mesmo procedimento, podemos obter também que
Gotm @ = lal, .al =0 4.32
[awlrm aw’l’m’] A imo Qo lrm! . ( . )

O véacuo de Boulware [21], |0) 5, é 0 estado quantico no qual observadores estaticos fora do
horizonte de eventos do buraco negro nao medem nenhuma particula. Ele é o estado aniquilado
por todos os operadores agm,

im [0 = 0. (4.33)

O espaco de Fock usual é entdo construido aplicando-se os operadores de criacdo sobre este

estado de vécuo.
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4.2 Forma assintotica normalizada dos modos u,,,

Encontraremos agora a solucao geral de (4.11). Ressalte-se que tal solugao nao pode ser ex-
pressa em termos de fungoes especiais disponiveis na literatura. Porém, nas regioes assintoticas,
isto é, muito préximo e muito distante do horizonte de eventos, conseguimos obter solugoes
analiticas normalizadas para os modos Uy, .

Partindo do produto de Klein-Gordon (4.23) e usando (4.9), (4.17) e a propriedade (3.19)

dos harmonicos esféricos, a saber

21 s
[ [ o ds send ¥y 6. 00w (6.0) = Guidm
0 0

obtemos

. / Foo d’l"
(w + w’) etilw—w )téll/émm/ /2M 7 Yoy (r) e (r) - (4.34)

Para resolvermos a integral da equagao acima usamos (4.14) e (4.13). Assim, encontramos

Vww!

OKG@G (uwlma uw/l’m’) = =

oo dr 1 dyy () dipa(x) 77
= F / - - @ p ZPwl Ty Zrwi\) . (4.
L F vt =~ [ i M)
A partir desta dltima expressao, de (4.23), (4.34) e lembrando a seguinte propriedade da funcao
delta [18]
f(@)i(z —a') = f(z)d(z — 2') (4.36)
ficamos com
1 di (x) dipun(2) 777 2Mn /
—_— / W -t (r) ———+ =— O(w — 4.
e e e o e I CRI NICE

que nos permite obter a normalizacdo da forma assintdtica de 1 (z) e, por conseguinte, de
Uglm (V).

Podemos notar que o potencial (4.12) anula-se tanto para r — 2M (x — —o0) como para
r — 400 (x — +00). Assim, nas regides muito proximas e muito distantes do horizonte de
eventos, os modos provenientes do horizonte passado H ™, e os modos provenientes do infinito

passado J ~, indexados respectivamente por n =—, <, sao dados por [22]:

A= (e2iMwz + R e 2iMwz r< -1),
a0 e ) ) (4.38)
2 AG T MwzhD (2Mwz) (> 1),

A<—Te6—2iMwac r < —1),
o (z) ~ (1°;i “l " ( ) (4.39)
244 Muwz | (=) hV* (2Mwz) + i1 RS A (2Mwm)} (x> 1),

43



4.3 A poténcia emitida usando TQC em Schwarzschild 44

2 2 .~ . ~ .. . .
em que |RY)|” e |T];|” sdo os coeficientes de reflexdo e transmissao, respectivamente, os quais
satisfazem as relacoes

2 2
[R"+1T5 1 =1,

2 2
[Rl” +1T5 " =1.

Temos que hl(l) é a fungao esférica de Hankel ou fungao esférica de Bessel de terceiro tipo [18],

dada por
1 , )
h (@) = jilx) + imi(x) . (4.40)
Vale notar que nas regioes assintéticas (|z| >> 1) podemos usar a seguinte aproximagcao:
1 . eia:
h @) ~ ()

Assim, substituindo essa aproximacao em (4.38) e (4.39), obtemos

R Au_;E (eQiwa 4 R;Ee—%wa) (.Z’ < _1)’
wl (‘T) ~ 2% M (441)
AT estMer (x>1),

ey AT e~ 2iMwe (z < —-1),
wl (‘T) ~ %M. 2% M (442)
Af (em2iMwr 4 R eZiMwny (1)
De (4.37), (4.41) e (4.42) obtemos as constantes de normalizagao das formas assintéticas de

Yi(z), a saber

1
AT = 4.4
wl wl 2w ( 3)
Para tanto, precisamos lembrar da seguinte representagao da delta de Dirac [18]:
sen[(k — ko)x] \* 7T
ok —ky)=|——7—" . 4.44
(5= ) = (e (4.44)

A forma assintética normalizada dos modos uy, () é entao obtida substituindo os resultados

encontrados nesta segao em (4.9).

4.3 A poténcia emitida usando TQC em Schwarzs-

child

4.3.1 Expressao analitica da poténcia emitida

Analisaremos agora a poténcia emitida por uma fonte em movimento circular ao redor de

um buraco negro sem carga e com momento angular nulo (espago-tempo de Schwarzschild). De
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4.3 A poténcia emitida usando TQC em Schwarzschild 45

forma andloga ao caso analisado em Minkowski, a fonte localiza-se em r = R com velocidade
angular constante 0 > 0 (medida por observadores estdticos no infinito), restrita ao plano

0 = /2, descrita pelas seguintes corrente e 4-velocidade:

jx®) = o(r—R)6(0 —7/2)5(p — Q) , (4.45)

q
NS
1
(f(R) - R222)!/2

u*(Q,R) = (1,0,0,9) , (4.46)

respectivamente.
Assumindo mais uma vez o acoplamento minimo da fonte j(z®) com o campo escalar ®(z%),
a amplitude de emissao de uma particula com ntmeros quanticos w, [, m, devida a interacao do

campo quantico com a fonte é:

AZyy = (tswtmli [ dty=gi) B[00 (1.47)

em que o estado inicial é o vacuo de Boulware. Usando a expansao do campo escalar quantico
inicial (4.21), as atuagoes dos operadores criacao e aniquilagdo no estado de vécuo, dadas,

respectivamente, por

0L |0) 5 = |11 (4.48)
Q') |0>B =0, (4.49)
e que os estados do espacgo de Fock sao ortonormalizados, encontramos

A5, =i / 0/ =g (£ (%) (4.50)

De (4.1), (4.9), (3.30), (3.31) e (4.45) podemos reescrever a equagao acima como

S _ o w 1 :;l(R) m
Ay = QZﬂq\/;uO(R) 7 Cim P (0)0(w — m8) . (4.51)

A poténcia emitida para um valor fixo de momento angular, assim como calculada por

observadores estéticos assintéticos, é dada por (3.33)

S _ ’Awlm’
VVlm _/0 T ’

na qual 7' = 27(0) é o tempo total assim como medido por estes observadores. Usando (4.51)

nesta ultima equacgao obtemos

Wi, = 2¢*m?Q? [f(R) — R?Q?] W‘"Oj’%( I§ Vi (7/2, Q)% (4.52)
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com wy = mS e l,m > 1. Notemos que [18] Y, (7/2,Qt) = 0 para [ + m {mpar e

241 +m—1DN1—m— 1)
Yim (7/2,08)° = 4.

para [ +m par. Desta tltima expressao fica claro que Y, (7/2, Qt) ndo depende do tempo. Aqui
nll =n(n —2)...1, se n for impar e n!! = n(n — 2)...2, se n for par.

Percebe-se entao que, para o cdlculo da poténcia irradiada pela fonte girante j(z®), pre-
cisamos das solugoes 1,,;(r) de (4.14). No entanto, a solugao geral de (4.14) nao pode ser
expressa em termos de fungoes especiais conhecidas [23]. Nossa estratégia, a qual serd mostrada
na subsecdo seguinte, serd resolver a equacao (4.14) numericamente, e, portanto, realizar um
calculo numérico da poténcia emitida.

Para encerrar esta sub-se¢ao, vamos encontrar a relacdo R = R(M, §2) segundo a relatividade
geral, pois esta é importante para a comparacao da poténcia em todos os casos estudados neste
trabalho. Com este intento, usaremos a Eq. (2.16) e que o momento angular por unidade de

massa definido em (2.12) pode ser reescrito como

dy dp dt
L=r (dr) r <dt> <dT> reQu” (4.54)

com u” dado por (4.46). Assim, substituindo (4.54) e (4.46) em (2.16), e depois isolando r = Ryg,
obtemos para as Orbitas circulares estaveis e instaveis que

Rg = <?242>1/3 : (4.55)

4.3.2 Calculo numérico da poténcia emitida

Para encontrarmos as solugoes numéricas de (4.14) devemos encontrar as solugoes provenien-
_ N - . s . .. ~
tesde H™ e J—, ¢ ;(r) e ¥5,(r), cujos valores assintéticos sejam compativeis com as equagoes
(4.41) e (4.42), respectivamente. A seguir apresentaremos um resumo do método numérico
utilizado para encontrar as funcoes radiais ¢, provenientes do infinito passado tipo luz J .

De (4.42) concluimos que, perto do horizonte de eventos,
v x exp(—2iMwz) (< —1). (4.56)

Iniciaremos entdo com uma solucao de (4.14), proveniente de J—, com mdédulo unitério, dada
por

x5 (zr) = exp(—2iMwxy) (4.57)
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para um valor fixo de w, com z; < —1. Vale ressaltar que (4.57) dada acima nao estd nor-
malizada. x;(zr) serd a condigao inicial na regiao assintética préxima ao horizonte futuro
H*, em que z — —oo (r > 2M). Devemos entdao evoluir numericamente esta solugao rumo a
x — 400 (r — 400), por meio da equacao diferencial (4.14). O resultado serd, para regides

suficientemente distantes do horizonte (para muito além do maximo do potencial (4.12))
X5 (xR) = Cexp(—2iMwzR) + D) jexp(2iMwxR) , (4.58)

com zg > 1, e |C5 |2 — |DS|> = 1. (Vale notar, de (4.42) para z > 1, usando que hl(l) ~
(—i)!Lexp(ix)/x neste limite, que 1% (x) ~ [exp(—2iMwz)+ R exp(2iMwz)]/2w.) Calculando
a derivada de x{; (com relacao a x), no ponto g > 1, obtemos

axs;
dx

(xR) = —2iMwCexp(—2iMwzR) + 2iMwD} exp(2iMwzR) . (4.59)

Desta forma,

1 ldys, P

1 X 1
IG5 = 1 xS (@r)? + I le(@%) t3 (4.60)
€ ~ .
1 1 |dxs 1
|D&|2 = 1 |XE(95R)‘2 + IM202 WM(%R) T35 (4.61)

A funcao x;(x) nao estd normalizada. Vamos entdo multiplica-la por uma constante de

normalizagao K :

K, e 2iMwa (r>2M),
le ( <—e—2iMwa: + DEGQiwa) (w > 2M) .

wl

Kox5(z) ~ (4.62)

Em seguida, para determinar K, requeremos que as condigoes de contorno assintoticas de
(4.62) sejam compativeis com (4.42), que podem ser escritas como
A5 T e %iMwe (r < —1),

o (1) ~ : , (4.63)
AS, (emBiMur 4 R e2iMun) (3> 1),

w

Obtemos entao que

=

KUJZ = AwlTwl ’
ﬁ_ 1

wt —
Twl
ol
D<— — w

wl «—
Twl
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Assim, concluimos que
wl( ) A wl le( ) . (464)

Vale ressaltar que o erro numérico deste método sera tanto menor quanto maiores os moédulos
de x;, < 0 e xg > 0. Para uniformizarmos este procedimento, para cada valor de w escolhemos
T e xp tais que o potencial V (r), dado em (4.12), seja sempre menor ou igual a 5% de w?, de

+2iMwr geiam de fato boas aproximacdes para 1 (z). O célculo do

forma que as exponenciais e
valor numérico de 1_; ¢ feito de maneira completamente analoga.
Para encontrarmos as amplitudes correspondentes, substituimos as fungoes radiais ¢, (r) e

¢ () em (4.51), obtendo

wlm —

Arg, = digymalf(r) - B2 S o pr0)5w - me) | (4.65)

para n =—, <, em que Cp, foi definido em (3.31). Assim, as respectivas poténcias irradiadas
sao dadas por

[0l (R)[?

WS = 2¢*m?Q? [f(R) — R?Q?] =

Vi (m/2,Q2) |, (4.66)

com wo =m e l,m > 1. A expressdo para |Yj,,(7/2, Q)| foi dada em (4.53).
Portanto, a poténcia irradiada total para valores fixos de momento angular é:
Wi = > WEi=w, "5+ Wi~ (4.67)
n=—%,¢
Note-se que W;> = 0 para valores fmpares de [ + m, uma vez que |V}, (7/2,Qt)|?> = 0 nestes
Casos.

A poténcia total emitida é dada por

+oo 1
S= 3 3 > wpe (4.68)
n=—,< =1 m=1

Usando (4.66), esta pode ser reescrita como

+oo 1
D3> 2Pm*Q? [f(R) — R*Q7] Vo (R)P Vi (70/2, Q)| (4.69)

n=—,< =1 m=1 R
Temos que usar (4.55) para reescrever esta expressao em termos das varidveis medidas assinto-
ticamente M e €). Esta poténcia estd mostrada na Fig. 4.1 para diferentes valores do momento
angular maximo ([, )do campo. Nas Orbitas circulares estdveis a principal contribuicdo vem
dos menores valores de momento angular. Porém, nas érbitas instaveis a contribuicao dos mai-

ores valores do momento angular torna-se dominante [24].
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Figura 4.1: As poténcias emitidas em Schwarzschild com l,,,, = 1,2, 3,4, desde o infinito

até a tltima érbita circular instavel R = 3M (segundo a relatividade geral).

4.4 Comparacao entre poténcias em Schwarzschild e
em Minkowski

Nesta segao vamos comparar o resultado (4.69) obtido em Schwarzschild com os resultados
(3.40), (3.44), (3.46) e (3.51) obtidos em Minkowski, para os potenciais de Newton, de Paczynski
e Wiita, de Nowak e Wagoner, e de Artemova et al., respectivamente. A Fig. 4.2 mostra razao
entre a poténcia emitida em Schwarzschild W* e as poténcias emitidas em Minkowski, WiM ,
assumindo-se os referidos potenciais.

Fica evidente, a partir da Fig. 4.2 que, basicamente, a poténcia emitida com o uso dos po-
tenciais é maior do que em Schwarzschild. A excegao a esta regra ocorre apenas para a poténcia
emitida no caso do potencial de Nowak e Wagoner, para orbitas muito afastadas do objeto cen-
tral, até a érbita M ~ 0,02. Além disso, nota-se que para todas as orbitas geodésicas circulares
estaveis o potencial de Nowak e Wagoner é o que melhor reproduz os resultados de Schwarzs-
child (para orbitas até MQ ~ 0,02 as poténcias emitidas nos dois casos sao numericamente
muito préximas). Porém, para as érbitas instdveis nenhum dos potenciais pseudo-newtonianos

oferece resultados satisfatérios, e a interacao que melhor se adequa ao cdlculo em Schwarzschild
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Figura 4.2: As razoes entre as poténcias em Schwarzschild e em Minkowski assumindo

diferentes potenciais pseudo-newtonianos.

¢é a interacao newtoniana. O potencial de Paczynki e Wiita, mais utilizado na literatura para

analisar discos de acrecao, mostra-se como a pior aproximacao entre as utilizadas neste estudo.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, usamos diferentes abordagens para analisar a poténcia emitida por uma
particula orbitando um objeto central. Inicialmente, assumimos que o centro atrator e a fonte
girante interagem através dos potenciais newtoniano e pseudo-newtonianos no espago-tempo
de Minkowski. Apds isso, assumimos que esta interacao ocorre devido a curvatura do espaco-
tempo de Schwarzschild, usando a relatividade geral. Assim, o principal objetivo deste trabalho
foi investigar a utilidade dos potenciais pseudo-newtonianos na analise da radiacao emitida por
esta fonte girante. Para tanto, comparamos a poténcia emitida pela particula orbitando um
objeto estelar em Minkowski, assumindo o potencial newtoniano, e os potenciais pseudo-newto-
nianos de Paczyniski e Wiita, de Nowak e Wagoner e de Artemova et al., e também a poténcia
emitida por uma particula orbitando um buraco negro de Schwarzschild.

Nossa analise foi feita para todas as érbitas geodésicas circulares estaveis e instaveis, segundo
a relatividade geral. Encontramos que as conclusoes sobre as aproximacoes foram diferentes na
regiao estavel e na instavel.

A partir do que foi exposto nesta dissertagao, concluimos que o potencial de Paczynski e
Wiita, mais utilizado na literatura para analisar discos de acrecao, apesar de reproduzir exata-
mente algumas caracteristicas das orbitas do espaco-tempo de Schwarzschild, mostrou-se como
a aproximacao menos satisfatoria para o problema estudado. Assim, concluimos que nao pode-
mos usar este potencial para obtermos uma boa aproximacao para o problema de uma particula
girando ao redor do buraco negro de Schwarzschild. Para este problema, os potenciais pseudo-
newtonianos com os quais obtivemos as melhores aproximacoes foram o de Nowak e Wagoner,

para érbitas estaveis, e o de Newton, para as érbitas instaveis.
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Neste trabalho nos restringimos a andlise do espago-tempo de Schwarzschild. Em traba-
lhos futuros poderemos estender esta andlise para espagos-tempos de buracos negros com carga
elétrica e com rotacao. Outra possibilidade é tentar determinar um potencial pseudo-newtoniano
que seja uma aproximacao ainda melhor para o estudo da radiacdo escalar emitida por uma

particula orbitando um buraco negro de Schwarzschild.
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Apeéendice A

Demonstragao da equacao (3.37)

Neste apéndice provaremos a relagao (3.37), a saber:

+oo 1 52
1) = 30 3 m Gma) [Yin(/2. 0 = gy (1<)

=1 m=1

Note-se que |Yi,(7/2,)|? = |Yim(7/2,0)|? é independente de ¢.

Comecgaremos mostrando que

em que

1

1) =33

2w s
/ dqzﬁ/ df senf [g(z sen9,¢)]2 ,
0 0

+oo
o(a, @) = / A8 (& — b+ a sen) |

—0o0

se —1 < a < 1. Pela combinagdo das férmulas

nas quais cosy = cosf cost + sen send’ cos(¢p — 1)), e tomando ¢ = 7/2, encontramos

“+o00
gthz cosy Z (204 1) iljl(kz)Pl(cos*y)
1=0
4 :
PI(COS’}/) = 20+ 1 Z n;%(elaw)}ﬁm(eaqﬁ) 3
m=—I

+oo 1
e/kz send costomw) — am N "N il (k2) Vi (7/2,4) Vi (60, ¢) -
=0 m=—1

Pelo uso da férmula (27) 71 fj;o dipe™ = §(p1), encontramos

1

2

“+o00

—0o0

l

+oo
dpe!ts sen? oG — a1 il Gy (K2) Vi (/2. 0) Vi (0, 6)3(k — m) .

=0 m=-—1
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Multiplicando por k e integrando encontramos

1 +oo +o00 ) .
G(z,0,0) = 87r2/ dk:/ dipketh? send cos(@—)+iky

+oo 1
=33 i'mgi(mz) Vi (7/2,0) [Yi (6, ¢) = Yi—m (6, 0)] , (A.8)

=1 m=1

em que usamos a convengao Y; _,,,(6,0) = Y;,,(6,0). Note que esta funcao é periédica em ¢, com

periodo 27. Assumindo a ortonormalidade dos harménicos esféricos Y;,, (0, ¢), encontramos

1

27 s
f(z) = 2/0 d¢/0 df senb|G(z,0,¢)|° . (A.9)

Fazendo a mudancga de varidvel ¢ — ¢ + 6 em (A.8), encontramos

1 “+o0o “+o0o )
G(Z, 0, ¢) — 871-2/ Clk/ d?/)kelk(z senf cosp+ip+o)

_ _Z-ﬁ i /+OO dT/) /+OO dk ik(z senb cosp+i+o)
00 |82 ) o oo c

i [t
-1 /OO dé' (z senb cosyp + 1 + ¢) . (A.10)

Pela mudanga de varidvel ¢y — 7/2 — 1), obtemos

7

G(z,0,0) = —4.7T/+OO dpd' (¢ + /2 — 1 + 2 send seni))

]
= fﬂg(z senf, ¢+ m/2) , (A.11)

em que a funcdo g(a, @) é definida por (A.3). Substituindo a Eq. (A.11) em (A.9) e usando o
fato de g(a, ¢) ser periédica em ¢, com periodo 27, obtemos (A.2).

Por sua vez, a Eq. (A.2) pode ser reescrita como

1

f(Z):@

2 ™
/ dgb/ do send [g(z senf, ¢)]?
0 0

2 s +o00
! / dqﬁ/ de sen@/ dipy &' (¢ — 91 + z send seni)
0 0

- 3272 oo

+oo
X / dipoy 8 (¢ — 1o + 2 senf) seniy)

— 00

2 ™ 400
= ! /0 dgb/o de sen@/ diy §(¢p — 11 + z sen seni)q)

3272 oo

X /+OO dipod" (¢ — 1o + 2 senf seniby) . (A.12)
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A fungao 1—z senf sent é uma fun¢ao monotonicamente crescente de ¥ para |z| < 1, e a equagao
¢ = 1 — zsenbfsenip é satisfeita para ¢ =1 = 0 e para ¢ = 1 = 27. Entao, essa equagao para
1 possui uma solu¢do com um valor de ¢ no intervalo [0, 27], somente se 0 < ¢ < 27. Assim,

ap6s fazermos a integral em ¢, a integragao em 11 passa a ser feita no intervalo [0, 27]. Entao,

obtemos
1 i 2 +o0 "
f(z) = ~ 393 ; df senf ; dan . dip2d” (x1 — x2) (A.13)
com x; = ¢; — z senf seni; (i =1,2). Assim,
1 s 2 dwl +o00 d1/)2
=——— db 0 dx1— dx2—=0"(x1 —
1) = =g |, 050t [t [ =
1 ™ 2w d2’l/) 2 dX
=— de 0 ap |—| ==
e [ 00 | [5] @
2’2 T 2m Sean
=—— [ disen® | d Al4
3272 /0 sen 0 Ql)(l — z senf) cosy)® ' ( )
em que definimos xy = ¢ — 2z senf seni. Integrando por partes com respeito a 1, encontramos
z
f(z) = 19872 h(z), (A.15)
na qual
h(z) = / " dosen?0 / " dip cosy (A.16)
o= 0 sen 0 (1 — z senf) cosyp)* )

Agora calcularemos essa integral. Primeiramente, vamos definir

B 1 i 27 dw
H(z) = 3/0 do senH/O =2 senfl cosg)? (A.17)

A integral em 1) pode ser calculada pelo teorema do residuo depois da substituicao t = €. O

resultado é

_ 2 1 3 22sen26 ] (A1)

H — dfsend -
(2) 3 /0 sen [(1 — 22sen20)3/2 T3 (1 — 22sen2)5/2
Entao, usando as relagoes

/ e 1 ¢ (A.19)

(a+cx?)3?2  av/a+ ca?

d 1 3
/ = , (A.20)
(a+cx?)®?  a® [Va+cx? 3(a+ ca?)3/?
coma=1-22ec=22 em (A.18), e depois substituindo = = cosf, obtemos

47 1

Notando que h(z) = H'(z), encontramos
167 z

Substituindo esse resultado em (A.15), obtemos a (3.37).
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Apéendice B

O resultado (3.38) via fungao de

Green

O campo escalar cldssico ¢(x), produzido por uma fonte externa j(x) satisfaz a equagao de

Klein-Gordon nao-homogénea
Oo(z) = j(x) (B.1)
em que [0 = 9%9,. Usaremos o método de Green para solucionar (B.1). Entao, faremos a
seguinte associagao:
¢(z) — D(zla’)
j@) = d—a!)
nos quais D(z|z’) é a funcao de Green, x é o ponto no espago-tempo no qual queremos determinar

o campo ¢(z) e &’ é uma varidvel auxiliar de integragdo. Substituindo estas associa¢oes em (B.1)

teremos

OD(z|z") = 64z — ') . (B.2)

A corrente escalar associada a uma fonte pontual seguindo uma linha de mundo z(7), com

4-velocidade u®[z(7)] = %, ¢ dada por
. q -
j@') = 5 0(F = Z()) (B.3)

em que ¢ é a magnitude da carga escalar associada a corrente.

O campo ¢(x) é dado por
o(x) = /d4x'D(as|x’)j(x') ) (B.4)
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Usando (B.3) nesta expressao para o campo, e lembrando que d*z’ = d2'0d7 podemos reescrever

6(x) = q / dx'od:z'uo(lx/)a(f' — 2(r)D(z|) . (B.5)

. . — a1e — - /0
Podemos realizar a integral em d7’ utilizando 6(Z — Z(7)) e, como u°(z') = dd%, temos que

o(x) = q/dTD(a:|z) . (B.6)

Com isso, percebemos que para encontrarmos ¢(z) temos que encontrar primeiramente a fungao
de Green D(z|z’). Portanto, teremos que resolver (B.2). E, com tal intuito, usaremos a trans-

formada de Fourier tanto da funcao de Green quanto da funcao delta,

D(z|z') = ! . / dkD(k)e#@=2") (B.7)

(2m)*

Mz —a) = (2;)4 / dke~ @@= (B.8)

Substituindo (B.7) e (B.8) em (B.2), ficamos com

1 ~ . / 1 ; /
O [ L / dkD(k)e "+ )} = @ / dke~kz=2")
T s

Atuando o operador encontramos

1 ~ . ’ ]_ . /
- D 2 —ik(z—z') _ / —ik(x—z')
o / dkD(k)k2e Gy | e

A partir desta expressao encontramos que

D(k) = —% (B.9)
Substituindo (B.9) em (B.7), obtemos
1 o—ik(z—a’)
D(z|z') = ~ ) /dk 2 .
Porém, sabemos que
dk = dkodk |
k? = ko? — [K|*

ko(x —2')P = ko(z0 — &) — k- (& — o) .
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Separando a integral em ko da integral em l;, temos

e—iko(mo—m/o)

1 o L m
D(z|2') = —/dkel’f'(fﬂ/ dko——
( ’ ) (271')4 oo 0 k027‘k|2

(B.10)

Para resolver a integral em kg utilizamos o teorema do residuo. Inicialmente, imagina-se que

ko é um nimero complexo, e resolve-se a seguinte integral no plano complexo

efizo(xoleo)
]{ doo—5
75 — |kl

Percebe-se que esta integral possui dois pélos simples, a saber: zy = i\la .

Vamos analisar o comportamento da exponencial quando R — +oc:

—iZo(:cO—x’O)| _ —iReig(IO—x/O)’ _

le le e
Para que a exponencial va a zero em R — 400, temos as seguintes opgoes:
(2% —2°) > 0= senf <0,

ou

(% —2°) < 0= senf >0 .

—iR(cos 0+1 sen@)(zo—x’o)‘ _ ’€R sene(xo—:c’o)‘

Assim, ao escolhermos a primeira opc¢ao temos que fechar o contorno por baixo, caso contrério,

fechamos por cima. Ao escolhermos o caminho r (ver Fig. B.1), se fecharmos o contorno por

cima, a integral se anulard, pois nao havera pélos dentro do mesmo. Fechando o contorno por

baixo obtemos Entao,

e—izo(xo—x’o) R e—iko(xo—x’o) e—izo(aco—x’o)
j{dzow = / dk()i_, +/ dZOi_, .
25 — |k[? -r kg —[k[? o 2k

Fazendo-se R — 400, a segunda integral vai a zero e, pelo teorema do residuo,

25 — k[ oo kg — |kI?

—izo(x0—20) +o0 —iko (20 —2'0)
%dzoe = / dkoei = —2mif(2° — ') ZRes(zo) .

Calculando os residuos, ficamos com

. . efikg(zof:p’o)
Res(—[F)) = lim (ko + [F])—— .
ko—>—|F| (ko + [k|) (ko — |K)

—

Res(—|k|) = —

ikl (20 —2"0)
2[k|
Analogamente, para o outro pélo, encontramos

. e—ilk|(@°—a"0)
Res(|k|) = =
2|k|

58

(B.11)

(B.12)

(B.13)



Apéndice B 59

Figura B.1: O caminho 7 no plano complexo.

Substituindo (B.12) e (B.13) em (B.11)

+00 e—iko(z0—z"0) i QP00 AT (010
o) 0 0y [ _ ifat—a)) (B.14)
/oo kg || [ }

em que 0(z° — 2') é a funcio de Heaviside [18]. Voltando para a fungdo de Green (B.10), temos

-
-

) —»eik'(mfx) IR0 — g0 il Bl (20— 0
Dlale') = 500" _x'O)/dSk-'E' e e _ gilfia®==)]

Usando que d3k = |k|? senfd|k|dfdy, e denotando & — & = 7, ficamos com

. 2w ™ +oo = , - ,
D(IL’|CL‘/) _ m e(xo_xl()) d(p dO senf d|k¢| ‘k|ez\k\rcos€ e—z\k\(mo—z 0y ez\k\(xo—z 0) ’
(2m) 0 0 0

Note-se que a integral em ¢ é direta, e nos conduz a

. —+00 L = , - , P .
D(ala') = ——0(x® — ") [ dlR| || [em R = RG] [ gy sengeilfireost
(2m)3 0 0

A integral em 6 é resolvida fazendo-se a seguinte substituigao: u = i|k|r cos§. Assim, encontra-

mos

T e(xo _‘T,O) oo o —i|k|(z0 =20+ —i|k| (20 —2/0—r
Diala!) =~ /0 ] [ A=) _ il )4
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ATl (0 0 A (010
_€z|k|(z x r)_’_ez\k\(x x +7“)} )

Reparametrizando as duas ultimas integrais de forma que ]E | = _|]§/‘7 podemos escrever
0 0 T . .
Diafa') = — " =) / alE) [e-z‘lk\(rO—xf°+r> _ e—ilkl(mo—m/O_T)}
@2m)3 - :

e estas duas integrais nada mais sdo do que deltas de Dirac, assim como definidas em (B.8).
Desta forma,

T 0
@y Q(Tb)% (6% +7) =60 —1)] |

— 20, Como b° > 0, a funcio de Heaviside é nula na parte negativa do dominio,

D(z|2") = —

na qual b° = 2

anulando a primeira delta, pois é justamente nessa parte que essa é diferente de zero, ou seja,

T 8 —r)

D(z|2") = W "

(B.15)

Vamos escrever a funcao de Green na forma covariante. Para tanto usaremos a seguinte

propriedade da delta de Dirac:

5(t2 — a?) = 2i [8(t —a) +6(t +a)] - (B.16)

a

Para o presente caso temos que

5002 1) = o [50° — 1)+ 6 + 7))

Utilizando a funcao de Heaviside, podemos escrever
6(z° — 2" — ) = 2r0(2° — 2°)S[(z — 2')?] . (B.17)
Substituindo (B.17) em (B.15), obtemos

D(a|a’) = %9(@«0 — [z — )Y (B.18)

ou, usando a seguinte propriedade da delta [18]

s(otr) = X N (B.19)

podemos reescrever (B.18) como

N
Dale!) = LT =m) (B.20)
27 |2(xq — o)) uc|
Usando esta forma da funcao de Green em (B.6) encontramos que o campo é dado por
1
olr) = L . (B.21)
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A poténcia emitida W é dada pelo fluxo do 3-vetor de Poynting S através da superficie
esférica bidimensional (no sistema inercial de coordenadas) com o centro na posi¢ao da fonte
j(z) e raio |R|. Sendo assim,

W= / i3, (B.22)
em que

§'= (V) (V'¢) = — (0:9) (9:9) (B.23)

sdo as componentes T% do tensor energia-momento do campo escalar neutro [25] e df é o
elemento de area da superficie esférica.
Para obtermos S*, devemos entao calcular inicialmente Jy¢(z), sendo 0, = &%. Derivando

(B.6) com respeito & z* obtemos

Oap(x) = /dT [0aD(x|2)] . (B.24)

Usando a regra da cadeia, podemos escrever:

dD(z|z) O [(w — 2)2] _ dD(z|z) dr 0 [(x - 2)2]
O(x—2)?] Oz~ dr 4 [(:c _ z)Q} oz

OaD(z|2) = (B.25)

Sabendo que z“ descreve a linha de mundo da fonte e z® é a localizagdo do campo atrasado

gerado pela fonte, teremos, u® = % e df—; = 0. Portanto,

dr -1
d[(x—2)?2  2(a% —2P)uy’ (B.26)
d[(x—2)?
g 2(@a—za) . (B.27)
Desta forma, obtemos, de (B.24)-(B.27), que
oo x|z(T To — 2a(T
Oa(x) = q/_oo 0 [dD(dIT( ))] (;B _ZB(T()))SLB . (528

Integrando por partes a expressao acima, obtemos

oo xB — 2B)ug

- (Ta — 2a) ke oo d | (za — 2a)
2u0le) = —0 | 5 Dlele(r) | [ arnGele) {2 [ G|}
O primeiro termo a direita desta igualdade vai a zero devido as contribui¢oes em 7 — +o0o se
anularem. Dai, encontramos:
+00

0u0(a) =1 [

—00

drD(z|2(1)) {d [((%_ZQ)} } . (B.29)

dr | (28 — 2B)ug
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Efetuando a derivada com relagao a 7 e usando (B.20) encontramos

q (Ta — 2a)(z5 — 25) du®

A [(zp — Zp)up]g dr

B
Ous(e) = —-L (28— 2) (W ua + 80)]

B.
i (- 2w (1:30)

T=T0o T=T0

Podemos notar que o primeiro termo & direita da igualdade em (B.30) é proporcional & |R| =2, en-
quanto que o segundo termo é proporcional a |R|_2. Assim, ao analisarmos regides espacialmente
distantes da fonte, |R| >> 1, o termo que contém a 4-aceleracao é dominante. Como a radiacao

é identificada como sendo a contribuicao que sobrevive assintoticamente, consideraremos que

_ _ B
dat(x) ~ —f (o = 20)(zs fﬂ)? (B.31)
T [z = zp)ur] £ —
Definindo ¢ = (z, — 2,) u”, podemos escrever
q (xoz - Za) duo duZ
= T e Za) o a) B (- ) S : B.32
80(¢(x) 47_‘, C3 (xo ZO) dT + (xl Z ) dT o ( 3 )

na qual decompusemos (zg — 25)% em componentes espaciais e temporal. Definindo R* =

(x® — 2%(7)), usando a métrica (3.2) e que (z® — 2%) é um 4-vetor tipo-luz obtemos que
R?=RYRy = (2% — 2%) (e — 20) =0 ..
(a° =207 = |7 - Z(r)]2 .
Denotando (Z — Z(7)) = R e |Z — Z(7)| = |R|, temos, entao:
(a° = 2°) = (20 — 20) = |R) ,
(2 — z1) = —(a' = 2') = —|R|(R)" .

Podemos também obter que
du® B dz® du®

G = dram = ) (B.33)
(]
dut  d2° [ d [d2° dzt Yo i i
i~ dr Lz@ (mo)] SRAURGRNAR (B3

nas quais utilizamos as definicdes v’ = dz'/dz° e a’ = dv’/dz". Usando estas expressdes, podemos

reescrever (B.32) na seguinte forma:

uote) =~ g fpe - R - @] Ba)
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Como nosso objetivo é encontrar a radiacao escalar emitida para o caso no qual o referencial
inercial esta instantaneamente em repouso com a fonte acelerada, ¥ = 0, temos

dudz) = L Fa—Za) o

PRy , (B.36)

T=T0
em que usamos que (7 = 0) = 1, e ((7 = 0) = |R|. Desta forma, temos para as componentes

temporal e espacial:

g (R-a)
op(x) = —— , B.37
o) = =52 (B.57)
T=To
g i(R-a)
o) = — 4R (5.35)
T=T0
Portanto, com estes resultados, o vetor de Poynting em (B.23) assume a forma
¢ . 2 .
P - (f-a) & (B.39)
1672| R|? o

Podemos agora encontrar a energia irradiada por unidade de tempo coordenado zy. Visto que
a emissdo apresenta simetria esférica, podemos fazer df = dfR, onde df = |R|*senfdfdy, e 0
é escolhido como sendo o angulo entre a 3-aceleracdo @ e o vetor unitario R, e ¢ é o angulo

azimutal correspondente. Portanto,
W= / dfis = / ddpsend| RIS Y. (B.40)
Usando (B.39) e que (R - @) = |d@|cosf, encontramos
q2 s 21 . 2
we L /0 /0 (R-a) sentdod ..

2|12 2m s
W= 1 @ / dgi)/ cos?0d (cosh) .
0 0

1672
Realizando as integrais angulares terminamos com
2

q” L2
W=_—"— . 41
4 g (B.1)

Vamos agora generalizar a Eq. (B.41) para torné-la um invariante de Lorentz que se reduza ao

caso nao-relativistico no limite ¥ — 0. A expressao desejada é

2

4”9
4
W o, (B.42)

sendo « a aceleracao propria da fonte, definida por

[ du® dug,
=4 . B.43
@ dr dr ( )
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No caso geral, temos de (B.33) e (B.34) que

2

- =

o = —3(T- @) + [v'(T- an' ++*d’] (B.44)

Desta expressao podemos perceber que, ao tomarmos o limite ¥ — 0, teremos a2 — |d@|?, o
que mostra que (B.42) se reduz a (B.41). Tomando o movimento da fonte como sendo o MCU,
a aceleracao que a fonte estd submetida ¢é a aceleragao centripeta d.,. Visto que a aceleragao ¢é

perpendicular & velocidade, U'- dg, = 0, a Eq. (B.44) se reduz a
O‘?\/[CU = '74‘5“027‘2 = 74Q4R2 . (B.45)

E importante ressaltar que €2 é a velocidade angular da fonte, assim como medida por
observadores inerciais e R ¢ o raio da trajetéria circular da fonte. Substituindo (B.45) em (B.42)
encontramos uma expressao da poténcia irradiada pela fonte que exibe os termos caracteristicos

de um MCU, a saber:

2, 404 P2
YR
- ' B.4
w Tra (B.46)
sendo

1

Y= RQ) = e (B.47)
1— (QR)?

As expressoes (B.46)-(B.47) s@o as mesmas obtidas via teoria quantica de campos em nivel de

arvore, na secao 3.2.
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