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NOTACKO MATEMATICA

E usado o sistema_ MKS. O0s eixos coordenados x, y, z,tem
z positivo para baixo. Se v & um vetor, v @ seu transposto.

§(x) -

angulo entre os lados de um elemento (e)

area de um elemento (e)

coeficientes da funcdo interpoladora Ni (metro)
angulo entre a linha de medida e o "strike"

coeficientes da parte oscilante da integracao numeri-
ca

coeficientes da parte nao oscilante da integracao nu-
merica

diferenca de potencial eletrico (volt)

funcgo delta de Dirac (1/metro)

aproximacao por quadratura de grau m de Cp
vetor intensidade de campo eletrico (volt/metro)
elemento

funcao générica.

matriz global do sistema

fator geometrico

erro residual na aproximagao por e.f.
intensidade de corrente eletrica (ampeére)

- I% -




PFE

/1
vetor densidade de corrente eletrica (ampére/metroz)
funcdao de Bessel de primeira especie de grau £
numero de onda (1/metro)

funcao esferica modificada de Bessel

coeficiente de reflexao entre os meios i e j
operador linear

polinomio de Laguerre de grau n

vetor unitario normal a uma superficie, de componen -
tes n_, n_, n,.

X y
funcoes interpoladoras (fungoes ba;e) de um elemento
vetor cujas componentes sao N;.
funcao peso para normalizacao de po1in6mios
polinomio de Legendre de grau n
efeito percentual de freqliencia
densidade de carga eletrica (coulomb/metro?)
polinomio ortonormal de grau £
distancia entre dois pontos

resistividade eletrica (ohm - metro)

resistividade aparente (ohm - metro)




()

<)

ca

cc

resistividade aparente com corrente alternada e con-

tinua (ohm - metrp)

funcao que rep;esenta a fonte do problema
valor da fonte no no i

vetor de componentes sj

vetor fonte global

transformada de Fourier de uma funcao generica
aproximacao de T por quadratura de grau m
potencial eletrico (volt)

transformada de Fourier do potencial

aproximacao de V sobre um elemento (e)

valor de Ve no ponto i

vetor cujas componentes sdao os v, de um elemento
; 1;

vetor global dos potenciais

pesos para quadratura numerica

- XI -




RESUMO

-

0s levantamentos de IP-resistividade efetuados na Serra
dos Carajas nao foram executados ortogonalmente as estruturas
geologicas, pois utilizaram linhas anteriormente abertas pelas
equipes de geoquimica. Este fato motivou este estudo teorico
da influencia da direcao das linhas de medidas de IP-resistivida
de em relacao ao "strike" da estrutura.

Foi usado o programa de elementos finitos de Rijo (1977),
desenvolvido para levantamentos perpendiculares as estruturas |,
com as adaptacoes necessarias. A modificacdo principal foi na
rotina de transformagcao inversa de Fourier. Para o caso simples
dos levantamentos perpendiculares, a transformada inversa & uma
integral discreta com apenas sete pontos. No entanto, para as
medidas obliquas, o integrando e oscilatorio, e portanto, a in-
tegral a ser calculada & mais domp1exa. Foi adaptado um metodo
apresentado por Ting e Luke (1981), usando dezoito pontos em ca-
da integracao.

Foi constatado que o efeito da direcao da linha em rela
oy 1] : n x - . :
¢ao ao "strike" e desprezivel para angulos maiores que 60 graus.
Para angulos menores, o efeito consiste no alongamento da anoma-
lia, com pequenas alteracoes em seu centro. N3o ha uma maneira
simples de compensar este efeito com mudancas nos parametros do
modelo.




ABSTRACT

The IP-resistivity surveys carried out in the Carajas
mineral district were not orthogonal to the geological structures
because they were executed on lines already opened by the ge-
ochemistry crews. This fact motivated us to study theoretically
the influence of the direction of the IP-resistivity survey
lines with respect to the strike of the structure.

We used Rijo’s finite element program (1977), developed
for surveys perpendicular to the structures, with the necessary
adaptations. The main modification was in the inverse Fourier
transform routine. For the simple case of the perpendicular
surveys, the inverse transform is an easy discrete integral
with seven points. However, for oblique surveys the integrand
is oscillatory and therefore the integral to be evaluated is
more complex. We adapted a method presented by Ting and Luke
(1981) using eighteen points in each integration.

It was found that the effect of the direction of the

line with respect to the strike is negligible for angles greater
than 60 degrees. For smaller angles the effect is to "open"
the anomaly with minor changes in its center. There is no

obvious way to compensate this effect with changes in the model
parameters.




1 INTRODUCAO

0 metodo de polarizacao induzida (IP) e empregado em geo-
fisica principalmente para propeccao de minerais metalicos disse
minados, como -0s sulfetos. Os levantamentos de IP sao sempre
associados aos de resistividade. Esta ultima, de uso mais gene-
ralizado que o IP, e aplicada largamente na pesquisa geotermal
e de agua subterranea, alem da exploracao mineral.

Nos trabalhos iniciais de geofisica para a prospe¢¢ao de
cobre da Serra dos Carajas, nos quais o NCGG da UFPa tomou par-
te (Campbe11,1980), o IP-resistividade apresentou bons resulta-
dos. No entanto, algumas medidas nesse levantamento foram fei-
tas em linhas previamente abertas para os trabalhos de geoquimi-
ca. Foi constatado entao que essas linhas nao eram perpendicula
res a direcao dos corpos mineralizados. Este fato causou duvi-
das acerca dos resultados obtidos sobre elas, pois as tecnicas
conhecidas de interpretacao quantitativa subentendem que as tra-
vessas devam ser ortogonais ao "strike" das estruturas.

0 objetivo desta tese € justamente permitir a interpreta-
cao direta de dados de IP e resistividade em duas dimensdes, sem
qualquer restricdo a direcao dos perfis de observacao em relacio
as estruturas geoldgicas. Este & um problema nio resolvido ~na
literatura, tendo sido apenas tentado pelo grupo da Universidade
de Utah por volta de 1975 (Rijo, comunicacao pessoal). Existem
apenas alguns modelos analiticos ou analogicos para situacoes
muito simples.

Neste trabalho, foi usado um programa de elementos fini-
tos desenvolvido por Rijo (1977), que permite grande flexibilida
de na simulac3o da geometria dos corpos e da topografia. Como
esse programa e simples e confiavel, nao houve preocupacao em
aproveitar suas versoes mais avancadas. A maior modificacao pa-
ra sua implementacao no Dec-10 da Universidade Federal do Para
foi na forma de armazenamento das matrizes, e no algoritmo para
sua reducao, com o intuito de diminuir a paginacdao. O0s resulta-
dos apresentados referem-se ao arranjo de eletrodos dipolo-dipo
lo, para o IP no doanio da freqliencia. Contudo, a metodologia
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aqui desenvelvida pode ser adaptada a outras configuracoes.

0 tipo de formulacao adotada utiliza uma transformada
de Fourier para reduzir Jha dimensao do modelamento. O problema
todo se concentra na execucao da transformada inversa, para recu
perar os potenciais no dominio do espa¢o. A7 aparece a diferen-
ca em relacao ao caso ortogonal. A transformada, pelo tipo dos
potenciais, recai numa integral oscilanté:. e descontinua na ori-
gem. A solucao encontrada foi usar uma forma de quadratura que
incorporasse as oscilacoes, reduzindo as dificuldades de conver-
gencia.

A tese esta dividida em 5 cap7tulos e dois apendices. O
segundo capitulo @ uma introducao aos metodos de resistividade e
IP, e coloca o problema dos modelamento, 0 capitulo 3 da uma vi
sao rapida e simplificada do uso dos elementos finitos.

No capitulo 4 discute-se a transformac¢do inversa, que
constitui a parte principal deste trabalho. 0 capitulo 5 .apre-
senta alguns modelos geofisicos com influéncia do dngulo. Todos
0s resultados foram obtidos no Decsystem-10 da UFPa. Foi usada
a precisao simples, exceto onde indicado explicitamente.

O0s dois apendices resumem a utilizacao do metodo das ima-
gens para gerar modelos de teste, e a implementacdo da integra-
cao em FORTRAN. : .

Houve uma certa preocupacao em manter a redacao em termos
simples. No entanto, nem sempre & possivel fugir ao jargao ado-
tado em determinada especialidade.




2 COLOCACKO DO PROBLEMA

0s metodos eletricos de resistividade e de polarizacao
induzida sao tradicionais na prospec¢ao geofisica. Encontram-se
amplamente discutidos na literatura (por exemplo, Keller e
Frishknecht, 1966, Sumner, 1976). 0 objetivo deste capitulo @&
rever alguns de seus conceitos e mostrar como e implementado seu
modelamento.

2.1 Conceitos Basicos.

2.1.1 Resistividade Aparente

0 metodo da resistividade se baseia na detec3o de anoma-
1ias nos potenciais gerados artificialmente, por fontes pontu-
ais, na superficie ou em profundidade. Essas anomalias s3o pro-
vocadas pelas variacoes da litologia. Elas podem ser medidas a

traves dos valores de resistividade aparente. 0 desenvolvimento
abaixo explica fisicamente esse conceito,.

Seja I a intensidade de corrente injetada por uma fonte

o L Wi %
=

‘pontual num terreno plano de condutividade homogenea (Fig. 1).

I
= : &
. fe s
A A

=

Fig. 1

Densidade de corrente devido a uma fonte pontual.



A equacao de conservacao da carga e escrita como:

J"J.ﬁda -1, (1)

. -> . - .
com J sendo a densidade de corrente, n o vetor unitario normal
a superficie 4 e da um elemento de area.

A integral de superficie e, no caso, definida sobre uma
semi-esfera de raio r e centrada na fonte pontual (Fig. 1), onde
a densidade de corrente e radial e constante. Entao,

2 ar2Jd =1, (2)

Por outro lado, a Lei de Ohm relaciona a densidade de
corrente com o campo elétrico produzido,ﬁ,

J=0E, - (3)

onde o & a condutividade do terreno. Segue dai que:

J='0’ E = e——————— s (4)

e o potencial torna-se:

Ve —1 x (5)

2 mor

Nos levantamentos de campo sao usados um par de eletrodos




de corrente. O potencial, num ponto j distante rj1 e rjz das
duas fontes, se escreve por superposicao:
1 1 1 _ _
2o j1 je

Um outro par de eletrodos e usado na leitura dos poten-
ciais (Fig. 2):

TRANSMISSOR RECEPTOR
T [T

Fig. 2
Disposicao de eletrodos para medidas de resistividade.

A diferenca de potencial e:

AV o=V -V, = I ( L I R ). (7)
r r r r
2no 11 12 21 22

0 inverso da expressao entre parénteses e chamado de
fator geometrico, e representado por G. A equagao acima permite
calcular a resistividade dados a voltagem e a corrente. -

Na pratica, o terreno nao @ plano, nem homogéneo. Ent3o,
o uso dessa equacao fornece um resultado que n3ao corresponde as
resistividades reais envolvidas. Por isso, o valor obtido no
campo e chamado de resistividade aparente, e da equac¢ao (7),

p, = 216 — . . (8)




Examinando essa expressao, fica claro que a resistividade
aparente tambem depende do arranjo de medida adotado.

As rochas tem res{stividades que variam entre 1 e 10°®
ohm-m. Para os metais nativos os valores sao da ordem de 10-¢
ou 10-7 ohm-m, e para outros condutores, de 1 a 10-° ohm-m(Keller
e Frishknecht, 1966). No entanto, se estes minerais estiverem
distribuidos esparsamente ~ pelas rochas, serao dificeis de dis
criminar pela resistividade.

2.1.2 Polarizacao Induzida no Dominio da Freqlencia.

Ha um outro efeito elétrico associado a presenca de condu
tores no subsolo. Esse efeito & conhecido como polarizacao ¥ndu
zida. A conduc3do de corrente nas rochas se da por meio dos Jons
dos eletrolitos existentes em seus poros. A passagem dos ions
e bloqueada pelos minerais metalicos, onde a conducado & feita pe
los eletrons. Como resultado, ocorre uma polarizacao da interfa
ce metal-eletrolito. Para que o efeito se mahifeste, nao e ne-
cessario que os condutores sejam macicos. O caminho dos jons
& impedido mesmo pela mineralizacao disseminada.

Reacoes eletroquimicas na superficie dos condutores efetu
am a mudanca de um modo de conducao para o outro. Esse processo
armazena energia. Ao se interromper a injecao de corrente, a
energia e liberada. E possivel amostrar o decaimento da volta-
gem correspondente com um arranjo semelhante ao da resistividade
no chamado IP no dominio do tempo.

Se for usada uma fonte de corrente alternada, a voltagem
respondera sempre com um atraso. Assim, a resistividade aparen-
te sera funcao da freqliencia utilizada. Uma das formas de medir
essa variacao e pelo efeito percentual de freqliencia (PFE):

p
PFE = =& ©2 y 100% . (9)




Nessa relagao, Pec e a resistividade aparente com a cor-
rente continua ou com freqliencia muita baixa. Por seu lado, Pea
corresponde a uma freqliencia mais alta (~0.1 Hz). Nao s3ao utili
zados valores muito grandes para evitar que a energia seja arma-
zenada tambem por campos magneticos (acoplamento eletromagneti -
co) (Madden e Cantwell, 1967). E comum uma outra forma da equa-
¢ao (9) que toma como base a resistividade com corrente alterna -

da.

E simples simular essa situacao no modelamento. 0 proble
ma e resolvido duas vezes, alterando a resistividade intrisica

'dos corpos que apresentam polarizacao induzida. Os resultados

podem ser entao aplicados na equacao (9).

O0s valores tipicos para as anomalias de PFE est3ao na fai-
xa de 3 a 30%. ‘

2.1.3 Arranjo Dipolo-Dipolo,

A distribuicao mais comum dos eletrodos para medidas no
dominio da freqliencia e o arranjo dipolo-dipolo colinear. Nesse
tipo de arranjo, o espacamento entre os dois eletrodos de corren
te € mantido constante, assim como o dos eletrodos de voltagem.

A distancia entre os parés transmissores e receptores va
ria com multiplos inteiros do espacamento entre os eletrodos,que
pode ser entao tomado como unitario. Sob essas condigcOes, se o
afastamento entre o transmissor e o receptor for de n unidades ,
o fator geometrico (equacao 7) sera igual a nv(n+1)(n+2)/2.

0 arranjo percorre a linha de medida com alguns valores
de n. Para facilitar o uso do equipamento no campo, os eletro-
dos transmissores ocupam apenas a parte central da varredura.Nes
te trabalho serao consideradas 6 posicoes para o par de corren-
te e 16 para o de voltagem.
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s

2.1.4 Pseudo-SecSes;

Para apresentar as medidas com o arranjo dipélo-dipolo @
usado um esquema proposto inicialmente por Hallof (Marshall e
Madden, 1959). O0s dados sao dispostos tendo como abcissa o cen-
tro do arranjo, e como ordenada o espacamento entre o transmis-
sor e o receptor (Fig. 3).

Intuitivamente, o aumento da distancia entre os pares de
eletrodos deveria trazer informacoes de profundidades maiores.No
entanta, ha tambem mais informacao lateral. Dai o nome de pseu-
do-secdo para essa representacdo. E conveniente desenhar as 1li-
nhas de mesmo valor como retas para reforcar o carater esqueméti
co das secOes. Tambem @ usual tracar esses contornos logaritmi-
camente, como por exemplo para os valores de 1,1.5,2,3,5,7,10 ,
15, etc ...

2.2 Equacao do Problema.

A equacado (1), sob forma diferencial, & conhecida como
equacao de continuidade. Ela relaciona a divergencia da densida
de de corrente J com a variacdo temporal da densidade de carga

q:

v.7 = -39 - Co1s(x) s(y) &(z). (10)

0 Ultimo termo representa a corrente injetada atraves de
uma fonte.pontual na origem. A substituicao de (3) em (10) pro-
duz:

T B) - -1 os(x) s(y) s(z). (11)

p

Como o problema & independente do tempo, a segunda Lei de
Maxwell permite escrever o campo eletrico como o gradiente de um
potencial V:
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E = - V. (12)

-

Entao a equagao (11) se torna:

Vo= wV) = T s(x) s(y) s(z). (13)
P

As condicoes de contorno sao:

a) 0 potencial tende a zero com o aumento da distancia ao eletro
dos

b) A derivada do potencial & nula na interface terra-ar.

0 chamado problema direto em geofisica consiste em atri-
buir por tentativa valores as resistividades da equacao (13), pa
ra que a solucao dessa equacao se ajuste aos dados de campo. As
proximas secoes mostram como resolver a equacao (13) por modela-
mento. '

2.3 Modelamento Digital.

E facil encontrar na literatura solucoes do problema de
resistividade para corpos de geometria simples. Uma solucao pa-
ra falhas e diques verticais e infinitos pelo metodo das imagens
e usada nesta tese para teste de resultados intermediarios.

’ Nos casos de interesse para a prospec¢ao mineral, as es-
truturas geologicas sao bem mais complexas. Obter uma solucao
matematica exata & virtualmente impossivel. 0 tratamento dos da
dos de campo se resume, quase sempre, a uma analise qualitativa
atraves de curvas padroes calculadas por modelos analogicos
(Halldf;1970). A interpretacao dos resultados das medidas de
polarizacao induzida sofre restricoes ainda maiores.

Nos ultimos anos, as tecnicas de modelamento digital vem




13

possibilitando interpretacOes mais realistas. As técnicas mais
empregadas em problemas eletromagneticos sao elementos finitos
(Coggon, 1971), diferencas finitas (Jepsen, 196%), analogia de
redes de circuitos (Swift, 1971) e equacao integral (Barnett s
1972, Snyder, 1976).

As trés primeiras requerem a solucao de uma equacao dife
rencial em toda terra. A equacao integral e resolvida apenas
nas regioes anomalas: envolve matrizes menores que as outras
tres, em troca de uma formulacao matematica mais sofisticada. E
mais indicada para modelar um ou dois corpos pequenos, principal
mente em tres dimensoes. Ja os metodos de equagoes diferenciais
simulam melhor estruturas complexas em duas dimensoes (Hohman,
1977).

Pode-se mostrar a equivalencia dos metodos dos elementos
finitos, diferencas finitas e analogia de circuitos (Rijo, 1977,
Pires, 1978). A tecnica dos elementos finitos permite, no entan
to, uma maior flexibilidade geometrica., Isto facilita o modela-
mento de variacoes na topografia (Fox et alii, 1980), do formato
de corpos complexos ou de mudancas nas propriedades fisicas do
meio.

2.3.1 Modelamento em Duas Dimensoes

0 esforco computacional para resolver um problema em tres
dimensdes e muito grande, tornando, muitas vezes, sua solucao an
ti-economica. Uma forma de aliviar essa dificuldade e reduzi-lo
de uma dimensao, supondo as estruturas infinitas na direcao do
"strike". Esta restricao nao e tao forte, pois no caso do IP ,
um corpo de comprimento cinco ou mais vezes maior que sua largu-
ra pode ser considerado bi-dimensional para uma grande variagao
de condutividades (Hohman, 1977). Alem disso, o IP apresenta me
lThor resolucao na prospeccao de metais disseminados. Em grande
numero de casos, essas ocorrencias se caracterizam por serem fi-
nas e alongadas.

Apesar do modelo ser a duas dimensoes, as potenciais pro-
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duzidos por uma fonte pontual sao tri-dimensionais. Uma trans -
formada de Fourier elimina esta incompatibilidade. Ja existem
modelamentos por elementos finitos quando as linhas de medida sao
perpendiculares ao "strike" (Coggon, 1971, Rijo, 1977). 0O pro-
blema surge na recuperacao da resposta tri-dimensional quando os

perfis deixam de ser perpendiculares ao corpo. E 0 que esta te-
se se propoe a resolver.

2.3.2 Transformacao de Fourier dos Potenciais.

A suposicao de uma simetria de translacao ao longo do
"strike" (tomado como eixo y) permite aplicar uma transformada
de Fourier unidimensional na equac¢ao (13). A transformada e de-
finida pelo par de equacoes:

oo -

Vix,k,z) = [V(x,y,Z) g™ kY dy, | (14)
V(ix,y,z) = 1 I G(x k,z) e1ky dk. (15)
v 24

A variavel k & tambem chamada de numero de onda, Transfor

mando a equac¢ao (13), ela se torna:

-

vt ov) = 1 s(x) s(z), (16)

Y

onde p nao depende de y. Outra forma de escrever esta equacgao

-

e:

2 a") kN aV) Ky o Ts (x) 5(2) . (17)
3X p X 8z p 2z P

Bt
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Esta e a equacdo de Helmholtz em duas dimensoes. Ela deve
ra ser resolvida, por elementos finitos, para quantos numeros de
onda forem necessarios para efetuar, numericamente, a transforma

da inversa (equacdao (15)).
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3 APLICACRO DOS ELEMENTOS FINITOS

0 método dos elementos finitos & um algoritmo que permite
a obtencao de solucdes aproximadas para equacoes diferenciais |,
principalmente do tipo eliptico. A teoria de sua aplicacdo a
equacao de Helmholtz e bem conhecida (Zienkiewicz, 1971, Hubner,
1975). Uma discussdo interessante da sua utilizac3o em geofisi-
ca esta em Rijo (1977). 0s pontos principais sao revistos neste
capitulo.

A solucdao analitica da equacao (17) forneceria o valor do
potencial transformado em toda a terra. Como raramente & possi-
vel deduzir essa solucao, a ideia do metodo e substituir a solu-
cao fechada por um conjunto de funcoes de obtenc3ao supostamente
mais facil. Isto e feito subdividindo a terra em um numero fini
to de elementos. Sobre cada elemento, o potencial sera aproxima
do por uma dessas funcoes. Explicitando melhor:

a) A regido & subdividida em elementos, no caso triangulares. Es
ses e1émentos se ligam em nos, situados nos vertices ou sobre
seus lados, formando uma malha. Cada elemento tem proprieda-
des fisicas definidas. A malha representa, numa secao verti-
cal, o terreno e os corpos envolvidos.

b) A aproximacdo da solucao e efetuada por funcoes interpolado-
ras, definidas por seus valores nos nos. Esses valores, dis-
cretos, sao as incognitas do problema.

c) A equac¢ao de cada elemento e estabelecida separadamente. Esta

& uma caracteristica importante da formulacdo em elementos fi

nitos. As equacoes elementares sao obtidas a partir da equacdo

de Helmholtz, dos polinomios interpo]ahtes e de um criterio de
aproximacao. O problema recai num sistema de equacdes.

d) Devem ser definidas as condicoes de contorno.

e) As equacoes dos elementos sao convertidas para forma matrici- |
al.
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f) As matrizes elementares sao montadas numa matriz global, su-
perpondo 0S nos.

-

g) As condicoes de contorno de Dirichlet sao produzidas apos a
montagem,

h) A matriz do sistema de equacdes & resolvida.

Esses passos estao discutidos em seguida.

3.1 Discretizacao do Continuo.

Para representar o potencial por um numero finito de valo
res e preciso limitar a regiao de solucao. No entanto, a malha
empregada deve ser suficientemente grande para que, nas suas
fronteiras, os valores dos potenciais sejam baixos, minimizando
erros de reflexdo. Outra preocupacao € a de fazer a malha mais
densa perto das descontinuidade, para melhorar a aproximacao.

0 desenho da malha e extremamente'importante no metodo ,
porque o numero de equacOes a serem resolvidas depende do numero

de nos. Ha um compromisso entre a aproximacao e o tempo de ma -

quina consumida na solucao do problema.

A facilidade na manipulacao da forma e tamanho dos ele-
mentos & uma caracteristica desejavel para o modelamento. Neste
trabalho foram usados elementos triangulares. Eles sao conveni-
entes para a representacao de estruturas geologicas (por exemplo,

" falhas e diques inclinados). Alem disso, permitem a wutilizacdo

de funcoes interpoladoras simples, como polinomios lineares, na
aproximacao da solucao. Esses polinomios sdao definidos para ca-
da elemento e considerados nulos fora dele.

A Fig. 4 mostra uma malha usada para esse tipo de proble-
ma.
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Fig. 4
Uma malha para o problema de IP-resistividade.

3.2 Determinacao das Funcoes Interpoladoras.

0 potencial sobre o meio discretizado e representado pe-
1o conjunto das aproximacoes sobre cada elemento,

V(x,z) = V (x,2) (18)

e =

e

onde M e o numero de elementos e V. @ representacao da solucao
sobre cada um deles.

Seja um elemento triangular com nos nos vertices 1, 2 e 3
(Fig. 5).
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(x5,25)

1 (x1,z1)

(Xzazz)

vV z
Fig. 5
Elemento triangular para malha.
A aproximacao linear do potencial sobre este elemento

e determinada por:

Ve(x,z) = 24 + £, X + Ly z, , (19)

O0s valores dos potenciais em cada no sao:

V/l = /@1 + 462 X,l + £3 21,
Vg = 21 + £2 Xg + 23 z5 .

Resolvendo para os coeficientes £ e substituindo em (19),
Ve (x,2) = Ny vy + Ny Vv, + N3 Vi (21)

onde
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Ny = — (ai + b, x + cy z), (22)
2 A '
sendo A a area do triangulo e
aj = X5 Zy - Xy Zjs
b_i = Zj - Zk, (23)
C.i = Xk -"Xj,
com i, j, k variando de 1 a 3. Nj e Ny sao analogos, obtidos
por permutacdo ciclica dos indices i, j e k.
A equacao (21) pode ser escrita sob forma matricial em
cada elemento como:
v =N |
e _“_V’ (24)
onde
A
N: = (N1, st N3) s
(25)
vt = (vis vy Vi),
3.3 Derivacao das Equacoes dos Elementos.
A equacdo de Helmholtz (equacdo (17)), formalmente, &
Lv=s:5, ‘ (26)




onde
. 2
L= 23y 3,y ko
3X p 9X 9Z p 9z o}
' (27)
S = Ta(x) s§(z).
Substituindo (18) em (26),
M
L (z V.))-5S=h(x,z). (28)
e=1 € '

0 termo h(x,z) e o erro residual que aparece na substi-
tuicao do valor exato pelo aproximado. Um critério para minimi-
zar esse erro e o de Galerkin. Por ele, as funcoes base em cada
elemento sao feitas ortogonais ‘ao erro. Isto equivale ao produ-
to interno

< N., h> = Ni(x,z) h(x,z) dx dz = 0. (29)
(e)

A integral e sobre o elemento (e). 0 indice i correspon-
de a cada uma das funcoes base do elemento, variando de. 1 a 3.
Substituindo na equacao (29) h por sua expressao, dada em (28) ,

Lv, -5S>-=20. : (30)

Essa expressao e tambem:




oV, AV,
N2 A 2 Ky Cs7dxdz -0,
9X p 38X 3z p 3Z P
(e) (31)

Integrando por partes o primeiro termo, ele fica sendo:

3V 3V 3N, |
Ny [ L &y7dx dz = - |1 —8 1 4y dz +
2 p oX p 9X 29X
(e) (e)
0 3% 1 X

3V \
+ { 1 &N, n, de. (32) ‘
(e)

Na ultima integral, ny
x do vetor normal a superficie do elemento.

representa a componente na direcao

- - . . 1
Apos um procedimento identico para o segundo termo, a e- ‘
quacao (31) se torna: l

[[-l< e _ 1, & _ 1)y g4x dz - i

. . v |
- J N, (& Vo + S) dx dz + f 1_-¢ N; de = 0. (33)
P pdn

(e) (e)

onde:
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Vv aV 2V
€. _¢€ n, o+ —£ n, . (34)
on 9X 9Z

3.4 Condicoes de Contorno.

Na equac¢do (33) as integrais de superficie so n3ao se anu-
larao nas fronteiras externas. Isto porque uma fronteira percor
rida num sentido num elemento, 0 sera em sentido contrario no e-
lemento adjacente. Entdao as integrais se cancelarao .mutuamente
nas fronteiras internas.

A integral de superficie tambem se anulara se a derivada
for igual a zero. Esta condi¢ao e chamada de Newman ou natu-
ral, Ela ocorre, nao havendo fuga de corrente, na interface ter
ra-ar. “

3.5 Equacao da Matriz Elementar.

A substituicao da equacao (24) na équach (33), ja sem o
termo da fronteira, leva a

N, 3N,
[ - 1 (iﬂ v__l + EN.V/___.L) dx dz -

p 99X 99X 4 3z
(e)
- I k2 Nv N, dx dz - [ S Ny dx dz = 0. (35)
P
(e) (e)

que @ uma equacao matricial, podendo ser tambem representada por

(K +P)v=s ‘ (36)
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e e o

com as entradas das respectivas matrizes sendo

oN.” 3N, 3N, oN.
kii = - (3 1) 4x de,
J o 3X  ax 9z 9z
(e)
k2
Pij = - I — N; Ny dx dz , (37)

s, = J I 6(x) s(z) N, dx dz.
(e)
0 desenvolvimento da primeira integral & facil. Para o
caso da segunda, e conveniente usar a relacio (Zienkiewicz, s
1971):
~ a b ¢ | |
: Ny N, N, dx dz - 28l bt c!A (38)
(a+b+c+2)!
(e)

onde A e a area do elemento (e). Como a resistividade p & cons
tante sobre cada elemento, ela pode ser aplicada sem problema.

Substituindo o valor de N, dado pela equacao (22), em
(36), a equacdao matricial se transforma em:
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2 . 2‘ . . .
b1 + Cy b1b2 + CyCy b1b3 + CyCq 2 11
. 2
S b+ c. byby + cyegl- KRN 2 1] lv-s (39)
4pA , 2 2 12p
- . 2 . 2
(simetrica) by + ¢, 121
- J
que € a matriz elementar do sistema. Supondo uma fonte pontual
no no 3 (Fig. 5),

Ny =0, Ny =0, Ny =1, e da equacao (37)

S3 = [ Is(x) 8(z) dx dz = I, (40)
(e)
A intensidade da fonte deve ser dividida por todos 0s

elementos que a compartilham. Para o elemento da Fig. 5, a mag-
nitude dependera da razao do angulo o para 360. Em conseglien-
cia:

(41)

Exceto onde esta concentrada uma fonte, os elementos do
vetor § sao nulos.
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3.6 Construch:da.Matriz.G]oba].

A montagem das matrizes elementares na matriz global e
comum a todos os problemas de elementos finitos. Existem diver-
sos esquemas descritos na literatura (Zienkiewitz, 1971, Hubner,
1975, Irons, 1970). A equacao matricial global € representada
por:

GV-S . (42)

Devido ao operador e as funcoes interpoladoras utiliza-
dos, essa matriz e simetrica, esparsa, bandeada e com a diagonal
dominante. Sua dimensao M e igual ao numero de nos do dominio
discretizado. 0 vetof\/ e constituido dos M valores procurados
da funcao V(x,z), um em cada no. O vetor traz todas as in-
formacoes sobre as fontes. Ele & obtido pela soma das equacgdes
(41) de cada elemento.

3.7 Incorporacao.das.Condicﬁes‘de.Contprno.

0 passo seguinte e a incorporacao das condicdes de
Dirichlet (as condicoes de Neuman ja estdo implicitas na  equa-
cao (33)). E importante manter as caracteristicas da matriz
global. Um meio para isto e descrito por (Hubner, 1975).

Seja um exemplo simples, como um sistema de quatro equa-
coes,

910 912 913 Y14 Vi S1
921 922 923 924 Ve 52
931 93 933 934 |Y3| ~ |%3 (43)
941 942 943 944 Vg 4

com as condicoes de contorno

[ —
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(44)
V3 = C3 -
As equagoes se modificam para:
10 0 0 v, ¢,
0 95, 0 gy Vo $2-921¢1 -9p3 ©3 :
0 0 10 vyl ” ¢ (45)
0 942 0 944 Vg 54794161 ~943 3

As caracteristicas da matriz(;rﬁb foram alteradas. Ela
se mantem simetrica e bandeada. Evidentemente, as solucoes do
sistema obedecerio as condicoes de contorno.

3.8 Solucao do Sistema de Equagoes.

A resolucdo do sistema & um ponto critico do programa. Co
mo as matrizes sao muito grandes, ela ocupa 90% do esforco compu
tacional. Para economizar memoria, somente um lado da banda &€
armazenado. Foi usada uma reducao gaussiana, com a solucao sSi-
multanea dos vetores associados a cada posicao dos eletrodos de
corrente.

Como foi dito na secao 2.3.2, o sistema deve ser resolvi-
do para cada valor de k, gerando os pontos que serao wutilizados
~ - . - o - .
na recuperacao dos potenciais. O proximo capitulo discute este

processo.

Convem notar que atualmente existem maneiras mais eficien
tes de efetuar a montagem e reducao da matriz global, por exem-
plo as baseadas no metodo frontal (Irons, 1970). Rijo(1981) im
plementou um algoritmo muito eficiente para o tipo de problema
tratado aqui.




4 RECUPERACKO DOS POTENCIAIS

0 passo seguinte a, obtencdo dos potenciais @ recuperar
seus valores, no dominio do espaco, por meio da transformada in-
versa de Fourier. Pela simetria em k da equacao (17), a  equa-
c¢ao (15) fica sendo: ‘

0

V(ix,y,z) = 1 J V(x,k,z) cos(ky) dk (46)
™
0
Este capitulo apresenta um modo de resolver esta inte-
gral.
4.1 Casos Simples.

Alguns casos tem uma expressao analitica tanto para o po-
tencial quanto para sua transformada. Com eles e possivel enten
der algumas das dificuldades da transformacao inversa.

4.1.1 Caso Homogeneo

0s potenciais para esse caso foram discutidos no capitulo
2 e sao do tipo da equacao (5). A forma transformada desses po-

tenciais &, sendo r2z = x2+y2+z2,
- -iky
V(x,k,z) = 12 { - dy , (47)
Zm (x2 + y2 + 22) /2

- 00

e pela simetria em y
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Tix,k,z) = 22 J _cos (ky) gy, (48)
PR L y2) /2

onde a2 = x2 + z2, Logo, fazendo t = y/a.

Vix,k,z) = 12 [ cos (kat) 44 . le K, (ka). (49)
T (1 + 1_‘2)1/2 T

A integral &,portanto, uma representacdo da func¢do esferi
ca modificada de Bessel. Na Figura 6, ela esta representada pa-
ra alguns valores do parametro a. A descontinuidade na origem @
logaritmica, e ela decai para zero quando o argumento cresce
(Abramowitz e Stegun, 1965).

4,.1.2 Falhas e Diques Verticais Infinitos

No apendice 1 esta discutida a solucao pela teoria das
imagens para este casos. A comparacao das equacoes (5) e (49)
indica que a transformacao

1 c=> 2K, (ka) (50)
(az + y2)1/2

pode ser usada para a obtencao dos potenciais transformados.

No apendice A est3do relacionadas estas formulas. Os po-
tenciais transformados sao combinacoes lineares de Ko. Os ca-
sos mais complexos também apresentam as caracteristicas da fun -
cao de Bessel.
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4,2 Particularizacao para o Arranjo Dipolo-Dipolo.

0 arranjo dos eletrodos no campo pode simplificar, em al-
guns casos, a recuperacao dos potenciais.

4,2.1 Caso Ortogonal

No caso particular da linha de medida perpendicular ao
corpo, ela pode ser tomada como o eixo y = 0:

- .

~ V(x,0,2) = L { V(x,k,z) dk. (51)
0]

A ausencia do termo oscilante facilita a integracao nume-
rica.

A equacao (7) utiliza diferencas de potencial. Isto sim-
plifica a integracdao quando os eletrodos sao perpendiculares ao
corpo, pois

\ VA v N v
AV = - [{ vV, dk [ V,, dk [ Vo dk + [ V,,dk1, (52)
(0] 0 0 0

o que significa que as diferencas dos potenciais pode ser reali-
zada antes da integracao. Essas diferencas, e os potenciais, pa
ra os casos mencionados acima, estao nas Figuras 7 a 11. As cur
vas foram obtidas pelo método das imagens. Em todas elas, as
distancias sao normalizadas pelo espacamento dos eletrodos do di
polo, como explicado na secao 2.1.3. Apesar da descontinuidade

dos potenciais na origem, sua diferenca & uma curva continua e
muito suave, de facil integracao. Portanto, o caso ortogonal
nao apresenta maiores dificuldades sob este aspecto.
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4,2.2 Caso Nao Ortogonal

Ao ser introduzido- um angulo devido ao "strike", a varia-
vel y, que determina a_oscilacdo do integrando da equacao (46) ,
sera diferente para cada potencial (Fig. 12).

R
. 1
I,» :
LA :
o--f oo T
v 1 X 1
| ez
A\ ]
] 1
_____ A I A R
B || W B
l‘\ ]
AN Y22
|_|/\\ 1
VB :
\
: o
LY
I \\I
: v*‘
: 2
1 \
Fig. 12

Linha de dipolos cortando um corpo obliquamente,

Logo os cosenos oscilardao diferentemente para cada inte-
gral, e ao contrario do caso anterior, a descontinuidade nao po-
derd ser removida. AlEm disso, a integracdo numérica de uma fun
cao oscilante apresenta varios problemas.

As coordenadas x e y dependem do espacamento dos eletro-
dos e do angulo devido ao "strike":

x
n

r seng ,
(53)
r COSB

<
I
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No campo, o normal € o uso de 5 ou 6 niveis de sondagem
(Fig. 3). A maior distadncia entre eletrodos & 8 unidades. 0 po
tencial transformado 56-dEpende de x e z, e a oscilacao de y
(equacao (46)). Pelas relagoes (53) e pela Figura 6, fica claro
que, para os perfis proximos a perpendicular, os potenciais de-
cairao rapidamente. As oscilacoes serao pequenas e amortecidas.
Quando o angulo B8 diminui, a influéncia das oscilacOes aumenta.

4.3 Transformada de Fourier para o Caso Nao Ortogonal.

As transformadas de Fourier em problemas de geofisica sao
resolvidas, na maioria das vezes, por uma transformada rapida de
Fourier (FFT) (Cooley e Tukey, 1965), ou por meio de filtros
(Anderson, 1975). Essas duas tecnicas, embora muito rapidas, ne
cessitam de um numero consideravel de pontos. Mas no algoritmo
de elementos finitos, o tempo maior de computacdo & gasto na ob-
tencao desses pontos, o que torna desprezivel o tempo da integra
cao.

Integrais oscilantes complicam a'convergéncia de muitos
esquemas, como por exemplo de quadraturas gaussianas (Davis e
Rabinowitz, 1975). Uma alternativa e o método de Filon, que e

uma regra de Simpson modificada. Ha variacoes mais sofisticadas,.

empregando interpoladores de terceira ordem (Flinn, 1959) ou
"splines" (Chase e Fosdick, 1969, Einarsson, 1972). Todos eles
trabalham com espacamento constante, o que dificulta seu ajuste
as caracteristicas dos potenciais.

No caso atual, o uso de polinomios de grau mais alto faci
1ita manipular a singularidade na origem dos potenciais e 0s
limites infinitos da integral.

4.3.1 Integracao Oscilante com Polinomios Ortogonais
Esses metodos estao baseados na representacao da funcao

e do termo oscilante, separadamente, por sua expansdao em series
de polinomios ortogonais sobre o intervalo de integracao. A or-




togonalidade permite escrever a integral como uma serie (Patterson,
1976, Littlewood e Zakian, 1976).

>

A transformacao inversa dos potenciais (equac3ao(46))e um
caso particular da integral

b
T(y) = [ p(k) e YK £(k) dk. (54)
a

Sejam os polinomios 9, ortogonais a funcao p no intervalo
[a,b]. Serdao empregadas as formas normalizadas dos polinomios
para n3o complicar a notacao. A expansao de uma funcao f sera :

fFlk) = 1 (k) 55
£20 Ce 9 (55)

onde os coeficientes Cp sao

b
cy = [ p(k) a, (K) £(K) dk. (56)
a

A aplicacao de (55) e (56) na integral da equacao (54) le
va a

cp bply) ' (57)

onde

b
b, = [ p(k) a,(k) e YK 4. (58)
a
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0s termos do somatorio da equac¢ao (57) dependem ou da
variavel y (equacao (58)) ou da funcdo f(equacao (56)). A  se-
rie convergira se pelo menos um deles decair suficientemente com
£ (Ting e Luke, 1981).

Os coeficientes b, sao expansoes em polinomios da  parte
oscilante do integrando da equacao (54):

b, (¥) a4, (k). (59)

Muitas vezes & possivel obter uma formula fechada para a
equacao (58). Por outro lado, como ndo se conhece a expressao a
nalitica da funcao, a equacao (56) pode ser resolvida por meio
de uma quadratura, ou seja

i Gglkg) Tl (60)

n
o
]
nm™ms3s

n

O0s coeficientes W dependem da quadratura empregada, e
sao chamados de pesos. Esse processo pode ser encarado como uma
quadratura, de pesos W, Qps Para cada coeficiente Cp- Os mxm
pesos podem ser gerados uma SO vez, 0 que sera mostrado na imple
mentacao (apéndice B). E importante notar que em cada quadratu
ra sao usados os mesmos valores f(kn) da funcao, que s0 & calcu-

lada m vezes.

A equacdo (57) fica aproximada entao por
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m
T (y) = = dz,m PK(Y)' : (61)

A convergénia de Tm(y) na equacao (61) para T(y) na equa-
cao (57), e a representacao do erro, estao discutidos no traba -
Tho citado de Ting e Luke. Na equacao (61) ha um truncamento da
serie, acentuando a necessidade de uma convergéncia rapida.

0 problema da integracao fica resumido ao calculo de
dois tipos de coeficientes. Um pela quadratura da fungcao a ser
integrada, sem a parte oscilante. Outro, correspondenté a osci-
lacao, pela avaliacao de uma formula. Esta colocagcdao aproveita
a eficiencia das quédraturas, mas evita os prob]emaé de conver-
gencia QUe aparecem quando elas sao usadas em integrandos osci-
lantes.

Ting e Luke (1981) empregam polinomios de Laguerre e
Hermite para integrais com limite infinitos. No caso da equa -
¢do (46), o uso da quadratura de Gauss-Laguerre & mais convenien
te, tanto pelos limites da integracao quanto pelo comportamento
assintotico dos potenciais.

A funcao peso para esta quadratura e o inverso da exponen
cial, e da equacao (54)

T(y) = [ e~k 1Yk £yy gk, | (62)

4,3.2 Integragao por Quadratura de Gauss-lLaguerre

0 calculo dos coeficientes independentes da oscilagdo pa-
ra a equacao (62) e baseado na regra de Gauss-lLaguerre:




40

onde a fun¢do e amostrada nos zeros dos polinomios de Laguerre
Lm(k). Krylov (1962) apresenta as abcissas e os pesos ate m=32.
No caso atual e mais conveniente empregar:

m kn
f(k) dk = = e =~ w_ f(k.) . (64)
n n
n=0
7 0
Partindo da equacao (60), os coeficientes independentes
da oscilacao sao calculados por:
_m kn
cp =z e Ly(k,) fk,) | (65)
| n=0
|
l
| A formula dada por Patterson (1976) para os coeficientes
? dependentes da oscilacao e:
e
L+
by(y) = 1yt (=), (66)

14+y2

Esses coeficientes podem ser calculados por recorrencia
(apéndice B). Infelizmente, seu decaimento & lento. Além dis
so, no caso dos potenciais transformados, a descontinuidade na
origem também prejudica a aplicac¢3o desta quadratura, exigindo
as modificacoes apresentadas nas se¢oes seguintes.

A influencia da descontinuidade e mostrada no exemplo a-
~baixo. Ele apresenta a integracao da funcao Ky, sem a parte os- .
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cilante, para alguns valores do ponto inicial do intervalo de
integracao. Os resultados exatos foram extraidos da Tabela 11.1,
pagina 492, de Abramowitz e Stegun (1965).

el [ Ko(k) dk
a

a Exato Lis L32(32) L5, (15)
0.0 1.5707963 1.530058 1.551369 1.551369
0.5 1.0612717 1.061258 1.061272 1.061272
1.0 0.8923752 0.8923748 0.8923752 0.8923752
1.5 0.7897357 0.7897357 0.7897357 0.7897357
2.0 0.7176295 0.7176295 0.7176295 0.7176295

As terceiras e quarta colunas apresentam os resultados pa
ra as quadraturas de Laguerre de grau 15 e 32. A convergencia
melhora quando o intervalo de integracao se afasta da origem. Na
Ultima coluna foram utilizados so os 15 primeiros pontos da qua-
dratura de grau 32. O0s valores sao os mesmos que usando todos
os pontos, e melhores que com os 15 pontos da quadratura de
grau 15 (Coluna 3), como sugerido por Davis e Rabinowitz (1975).
0 motivo € o rapido crescimento dos zeros dos polinomios de
Laguerre, para valores onde a funcao ja pode ser considerada nu-
la. A quadratura de grau mais alto contem mais pontos na parte
jnicial, melhorando a aproximacao.

Un outro exemplo ilustra nao somente o efeito da desconti
nuidade, como tambem o do decaimento lento dos coeficientes bz .
E um teste para a parte real da formula (57) com a fungao Ky (k)
ey = cos w/6: "

IwKo(k) cos(yk) dk

=y
3
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£ Cp bﬂ Cp X bz soma

0 1.551368 0.2500000 0.3878422 0.3878422
5 1.493545 -0.0000000 -0.0000000 0.8142089
10 0.6947869 -0.0593262 -0.0041219 0.7566082
15 0.3913814 0.0500565 0.0001951 0.7671710
20 0.2243163 -0.0215676 -0.0631602 0.7661798
25 0.1130630 0.0118786 0.0001343 0.7659264
30 0.0290919 -0.0033409 -0.0000097 0.7660123

valor exato 0.7853982 (n/4)

Os valores da Coluna 2 contém o erro devido a descontinui
dade na origem. O primeiro valor, por exemplo, deveria ser /2
(ver o teste anterior). O comportamento dos b£ nao ajuda na con
vergencia do somatorio. '

4.3.3 1Integracao por Gauss-Legendre e Gauss-Laguerre

Para acelerar a convergencia, Patterson (1976) sugere que
a integral da equacao (62) seja dividida em duas partes:

(k+1)a

) dk +

2

y 1
e1yk F(Kk) dk = 2 e1ya/2 e1yak/2 £
2
0

-1

+ elva [ e~k oT¥k K erpiay dk, (67)
[0}

onde a € o ponto da divisdao do intervalo de integracao. As duas
integrais podem ser resolvidas pelo metodo discutido aqui. A
ultima integral converge mais rapidamente que no caso anterior ,
pois a funcao f e amostrada em valores maiores do seu argumento,
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N
onde decai mais depressa. A primeira integral do lado direito

da equacao (67) pode ser resolvida por uma quadratura de Gauss-
-Legendre oscilante. .

A forma usual dessa ultima quadratura é:

f(k) dk = g W f(kn). (68)

As abcissas agora sao os zeros dos polinomios de Legendre
7 Pn(k). Em Davis e Rabinowitz (1975) ha um programa que calcula
0s zeros e 0s pesos para qualquer grau. Na formulacao oscilato-

ria, os coeficientes independentes da oscilacao sao:

=

cg = T Wy pylky) £(k,) (69)

H ™

0

A formula deduzida porTing e Luke (1981) para os coefici
entes dependentes da oscilagcao, nesse caso , e:

. L 1T1/2

1/2

J

ee1/2Y) (70)
(2y)

onde J£+1/2(y) representa a funcido de Bessel de primeira espécie
de coeficiente fracionario. Como esses coeficientes sao decres-
centes, devem ser calculados por uma recorrencia inversa (apéndi
ce B). Seu decaimento & rapido, como podé ser visto pelo seu
uso na parte real da equacao (59).



k y cos(yk) Leg..32 Lag. 32 Lag. 128
0.0 1.0 1.000000 , 1.000000 0.9999847 1.000000
0.0 5.0 1.000000 1.000000 0.4663909 0.9194692
0.0 10.0 1.000000 1.000000 1.851847 0.4806702
0.5 1.0 0.8775826 0.8775825 0.8775795 0.8775826
0.5 5.0 -0.8011436 -0.8011436 -0.9090062 -0.7810312
0.5 10.0 0.2836622 0.2836622 -0.0256659 0.4693176
1.0 1.0 0.5403023 0.5403023 0.5403047 0.5403023
1.0 10.0 -0.8390715 -0.8390715 0.0462951 -0.4884698
2.0 6.0 0.8438539 0.8449661 -0.2580975 0.9131146
2.0 7.0 0.1367372 0.3131091 -0.1176861 0.0000100 i

A convergencia para os polinomios de Legendre com 32

pontos (coluna 4) e sensivelmente melhor que para Laguerre, mes-
mo com 128 pontos (coluna 5 e 6).

0 problema agora e que a quadratura de Gauss-lLegendre nao
e boa para lidar com a descontinuidade do potencial na origem |,
como revela o teste seguinte:

1

a

[ Ko(k) dk = 2 [ Ko(ii—k—ﬂ—)) dk
2 2

0

-1

a Exato G12 624 G32
0.1 0.3421645 0.3417598 0.2055584 - 0.1427628
0.5 0.9271025 0.9250796 0.6288929 .0.4641997
1.0 1.242510 1.238464 0.9263342 0.7170630
2.0 1.473676 1.465584 1.240818 1.028520
4.0 1.560650 1.544466 1.469849 1.328141

Os valores exatos foram calculados a partir da Tabela
11.1 de Abramowitz e Stegun (1965).
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4.3.4 Integracao por Gauss-Laguerre Modificada

Na equacao (67), os coeficientes independentes da oscila-
cao da primeira integral do lado direito sao obtidos por:

1

_a a(k+1)
Cp = = Pz(k) f(=—=—%) dk. (71)
2 2
-1
s Fazendo u = k + 1/2 nesta equacao,
1
Cp = @ [ P£(2u—1) f(au) du. (72)

-1

Davis e Rabinowitz (1975) recomendam uma mudanca de varia
vel para remover singularidades. Como a descontinuidade dos po-
tenciais e logaritmica, a transformacao

— u =e ) (73)

e conveniente. Aplicando em (72),

cC, = a e K p (2e'k -1) f(ae'k)—dk. (74)
£ b

0
Esta integral pode ser calculada por uma quadratura de

Gauss-Laguerre. O teste abaixo pode ser comparado com o ante-
rior de Gauss-Legendre.




a Exato Lys L32(32) L32(15)
0.1 0.3421645 0.3432975 0.3421644 0.3421644
0.5 0.9271025 0.9312697 0.9271025 0.9271024
1.0 1.242510 1.249555 1.242510 1.242510
2.0 1.473676 1.485192 1.473676 1.473676
4.0 1.560650 1.578564 1.560650 1.560649

A eficiencia da transformacao tambem pode ser avaliada
quando ela e usada junto com a quadratura de Gauss-Laguerre des-
locada. A integral abaixo foi feita com 15 pontos para cada qua

dradura de grau 32 nos intervalos [0,1] e [1,=).

& Ik (ck) dk = 1
T c
0

c Exato Soma [0,11 | [1,=)
0.25 4,000000 3.990365 1.602393 2.387972
0.5 2.000000 1.999974 1.1804234 0.8195508
0.75 1.333333 1.333333 0.9467423 0.3865909
1. 1.000000 1.000000 0.7910062 0.2089927
2. 0.5000000 0.499999 0.4690855 0.0309144
5. 0.2000000 0.199999 0.1995659 0.0004340

Nos dois primeiros casos, o decaimento da funcao e

lento

(ver Fig.ggﬂ, e os 15 pontos nao sao suficientes para que a se-

gunda integral convirja totalmente.

Esse modo de calcular os coeficientes permite usar

eficiencia a equacao (67).

gadas.
cilante deixa bem claro a melhora.
quadratura de grau 32 para cada integral da equacao (67).

0 mesmo exemplo testado anteriormente com Laguerre

com
0 apendice B reune as formulas empre
0S-
Aqui sao usados 15 pontos da
0 pon




to de troca e a = 1.

J Ko(k) cos(yk) dk y = cos w/6
0
Integral 1: [0,1]
£ Cp b, Cp X b, Soma
0 1.242510 0.5698601 0.7080567 0.7080567
2 0.1714222 -0.1534669 -0.2630763 0.9546909
4 0.0502010 0.0033541 0.0001684 0.9521881
6 0.0238236 -0.0000256 -0.0000006 0.9522002
8 0.1410576 0.0000000 0.0000000 0.9522002
Integral 2: [1, =)
L Cp bK CZ X bz Soma
0 0.3282865 ~-0.4675342 -0.1534852 -0.1534852
5 0.0023830 0.2404097 0.0057290 -0.1671243
10 0.0002512 -0.0918977 -0.0000231 -0.1667731
15 0.0000469 0.0204883 0.0000010 -0.1668055
20 0.0000105 0.0045208 0.0000000 -0.1668019
Soma 1 + 2 = 0.7853984 Exato ='0.7853982
4.3.5 Testes da Integral em Pseudo-Secoes

acima
foi testada com os potenciais obtidos pelo metodo das imagens (a

A convergencia do esquema de integracdo exposto

pendice A).
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Nas Figuras 13 a 18 estdao os testes com as duas quadratu-
ras sendo de grau 32, com 15 pontos para cada. O meio & homoge-
neo, com resistividade de” 1000 ohm-m. Para comparacao,estao jun
tos com os resultados para uma quadratura normal de Laguerre de
grau 32, com 30 pontos. Esta ultima converge razoavelmente ate
um angulo de 30 graus, pelas razoes sugeridas na secao 4.2.2. Ja
para 15 graus, os resultados s3ao muito ruins, ao contrario da
-quadratura oscilante. Nada garante, portanto, que a quadratura
usual dara bons resultados para modelos mais complicados.

Apesar dos exemplos do proximo capitulo haverem sido cal-
culados tambem com 15 x 15 pontos, os testes mostraram que ate
9 x 9 pontos os erros da integracdo sao inferiores a . resolucao
dos elementos finitos, e dentro da tolerancia necessaria para o
tratamento de dados de campo.
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RESISTIVIDADE APARENTE(ANALITICA)

—? » —? -? -2 -1 9 # +? +§ +4 +§

1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.,0 1000.0 1000.0
1000,0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0
1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 10000
1000.0 1000.0- 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0
1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1600.0 1000.0 1000.0 1000.0

RESISTIVIDAUE APARENTE(INTEGRAL)

5 -4 3 2 A
RSN N SRS S

v

H +? 3 # 1

*
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vein

1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0 ¥

1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 'E

1000,0 1000,0 10000 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 b
1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.5
1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000:0 1000.0 |
1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 10000 1000.0 1000,0 1000, |

RESISTIVIDADE APARENTE(LAGUERRE)

. 0 H ¥ 8 45

+ + +
¢ ¢ ¢

-
-

1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0
1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
§99.9  999.%  99%.9  999.9 999.9 999.9 99%.% 999.9 999.9 999,
99,8 999.8  999.8 9998 999.8 999.8 999.8 999.8 999.8 999,8 999.8
9996 999,46 9996 9994 999,86 999.6 9996 9996 999.4 . 99944
999.3 9993 999.3 9993 999.3  999.3  999.3  999.3

Figed Teste da intedral oscilante (grau 32y 15X15 pts.)
' e de Laguerre Noraal (srau 32y 30 sts.)

Kodelo$ homodeneo Resistividade
Angulofdraus) ¢ 90,00 1 1000.00 ocha-m
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RESISTIVIDADE APARENTE(ANALITICA)

5 -4 3 2
PR S, SR SU—
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. H +? ‘ *? +? +

1
1]

e N

1000,0 1000.0 1000.6 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0
1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000,0 7 1000,0 1000.0
1000,0 1000,0 1000,0 1060.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0
1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0

RESISTIVIDADE APARENTE(INTEGRAL)

*= N

4 +
+ *

g A O S S

e D

+§ +g 4? +e +
1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.,0 100§.0 1600.0
1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.,0 1000,0 1000,0 10060
1000,0  1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.,0 1000.0 13000
1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1060.0 1000.0 1000.0 - 1060.0 1003.0 1000.0
1000.0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 10G0.0 1000.0
1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0

RESISTIVIDADE APARENTE(LAGUERRE}

H +2 3 +? 15

1 1 H
L]

5 -4 3 -
] ; '

o ha
[}

Lod

e

1000,0 1000.0 1000.,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1063.0
1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0
99,9 999.9 9999 99%.9 9995 9997 9909 999.9  99%9.9 99%.9
§99.8  999.8 999.8 999.8 999.8 999.8 999.8 999.8 99,8 999.8  999.8
W97 999.7  999.7  999.7 9907 9997 9907 9997 999.7- 9997
9998 9996  999.6 9994 9996 9998 999.6 9994

Fig, $4Teste da intedral oscilante (dgrau 32y 15X15 ris.)
e de Laguerre Nore3al (drau 32s 30 rts.)

- Kodelo! hoaosenso Resistividade
Andulo(draus) | 75,00 1 1000.00 ohm-n

s b ettt
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5 4 3 2 - g'+1«+2 B oH8

H H : H - : H !
1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000.0 1000.0 1000.,0 1000.6 1000.¢ 1000.0 1000.0 100¢.0 1000.0
§000.0 1000.0 1000.0 1000.0 10G0.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0
1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 106000
_ 10000 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0

RESISTIVIDADE APARENTECINTEGRAL)

ST T T O UL SO S OO SO .

Pyt

1000,0 1060.0 1000,0 1000.0 1000,0 1000,0 1000,0 10000
1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 10000
1000,0 1000.0 1000.0 1000.¢ 1G00.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1003.0  1000.0 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0
1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1600,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0

RESISTIVIDADE APARENTE(LAGUERRE)

g O S e ML . S SO OO RO

ve
e

1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 10000 1000,0 1000,0 1000,0
1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0. 1000.0

999,90  999.9  99%.% 999.9 999.% 9999 9999 9999

Fig,45 Teste da integral oscilante (drau 32y 15X15 eis,)
e de Laguerre Normal (gray 32, 30 sts,)

Hodelo! homogeneo Resistividade
finsuio(araus) | 80400 i i0v00.00 ohix-n
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RESISTIVIDALE APARENTE(ANALITICA)
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] -4 -3 =2 -1 0 . H 2 +3 + 5

' ! ! ! ! ! °
1200,0 10000 1000,0 1000,0 10000 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000,0 10000 1000.0° 1006.0
1000.0 1000,0 1000,0 10000 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 10000 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000,0 1000,0 10000 $000.0

1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0
a RESISTIVIDADE APARENTE(INTEGRAL)
e T O S T W TR SO O O DO

1000,0 1000,0 1000,0 1000, 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0
1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 fOO0.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0
1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 10000 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000.0 1000.,0 1000.0 1000,0 1000.,0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,1 1000.1 1000.1 1000.1 1000.1 1000.1 1000.1 1000.1

RESISTIVIDADE APARENTE(LAGUERRE)

4} ‘ +? +§ +?

g Je SO S A
* L L *

4
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e >
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verhn

1000,0 1000.0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0
1000.1 1000,1 1000,1 1000.1 1000,1 1000.1 1000.1 1000.1 1000.1 1000.1
1000, 1000,1 1000,1 1000.1 1000.1 1000.1 1000,1 1000.1 1000.1 1000.1 1000.1
1000,2 1000.2 1000.2 1000.2 1000,2 1000,2 1000,2 1000.2 1000.2- 1000.2
1001,2 1001,2 1001,2 1001.2 1001,2° 1001,2 1001.2 1001.2

Fig.l6 Teste da integral oscilante (grau 32, 15X15 stiss)
¢ de Laduerre Normal (drau 32y 30 riss)

Nodelo! homoseneo Resistividade
fngulograus) ¢ 43,00 1 1000.00 ohm-n
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RESISTIVIDALE APARENTE(ANALITICA)

-

=4 -3 -2 -1 0 #H +2 + +4 15
——=} H ! &= H H e}

+ ]
L] 1]

1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0
1000.0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0
1600,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1060o0 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0
1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000,0 10000
1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0

RESISTIVIDADE APARENTE(INTEGRAL)

[3 + + L3
L] * » . +

-3 -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 3 4 +5

1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.,0 1000,0 100040
1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.6 1000.0
1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1820.0
1000;1 1000,1 1000.1 1000.1 1000,1 1000.1 1000.1 1000.1 1000.1 1000.1
999.9  999.9 9999  99%.¢9 999.9  999.9 999.9 999.9

RESISTIVIDADE APARENTE(INTEGRAL)

e

-? -? -? -g -% 0 + +g +§ +4 5

[
+

-

[]
4

1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000.4 1000,1 1000.1 1000,1 1000,1 1000.1 1000.1 1000.1 1000.1 1000.1
1000.8 1000.8 1000.8 1000,8 1000,8 1000.8 1000.8 1000.8 1000.8 - 1000.8 1000.8
97,5 97,5 997.5 9925 997.5 997,58 7S 9975 9975 9975
983.3 983.3 9833 983.3 983,3 983.3 9833 983.3

Fig.!7 Teste da intedral oscilante (drau 32y 15X15 etss)
e de Laduerre Normal {(drau 32r 30 ris,)

Madelo! homogeneo Resistividade
fingulo{draus) ¢+ 30,00 1 1000.00 oha-n
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1000,0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.,0 1000,0 1000.0
1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0
1000.0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0 1000.0  1000,0 1000.0
) 1000,0 1000.0 1000.0 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0 10000

RESISTIVIDADE APARENTE(INTEGRAL)
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e
e
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997.3 997,31 97,3 97,3 9.3 97,3 9973 997.3
1003,8 1003.8 1003,8 1003.8 1003,8 1003,8 1003.8 1003.8 1003.8
1000,2 1000,2 1000,2 1000,2 1000.2 1000.2 1000,2 1000.2 1000.2 1000.2
1000.0 ‘1000.0 1000,0 1000,0 1000.0 10¢2.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0 1000.0
1000,0 1000,0 1000,0 1000.0 1000,0 1000,0 1000.0 1000.0 1000,0 1000.0
1000.4 1000.4 1000.4 1000.4 1000.4 1000.4 1000.4 1000.4

RESISTIVIDADE APARENTE(INTEGRAL)

5 4 3 2 - O T 45
: ! ! ' g ' ) ! !

-

! !
99,9 999.9 999.9 999.9 99%.9 999.9  99%.9 9999
1006,3 1006,3 1006.3 1006,3 1006,3 1006, 1006,3 1008,3 1006.3
1012,0 1012,0 1012,0 1012,0 1012,0 1012,0 1012,0 1012.0 1012,0 1012,0
§53,2 4532 653.2 653.2 453.2 4532 433.2 8532 6532 6532 653,2
2613.4 26134 2613.4 2613,4 2613.4 26134 2613.4 2613.4 261304 261304

~3091,5 -3091,5 -3091.5 -3091.5 -3091,5 -3091,5 -3091,5 -3091.5

Fig.i8 Teste da intedral oscilante (grau 32 15X13 pts.)
e de Laduerre Norasl (drau 32 30 pis.)

odelo? homogeneo Resistividade
Andulo(draus) ¢ 15,00 1 1000,00 ohm-n
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5 RESULTADOS DO MODELAMENTO

0 capitulo anterior mostrou um meio de recuperar os poten
ciais no dominio do espaco, que sao usados para construir as
pseudo-secdes. S3o necessarios apenas o0s potenciais nas diver -
sas posicoes dos eletrodos de voltagem. Como foi dito no final
do Capitulo 3, os valores empregados nas transformadas inversas
sao calculados ao mesmo tempo para todas as posicoes dos eletro-
dos de corrente. A resistividade aparente e obtida pela equa-
cao (7) do Capitulo 2. Ja a equacao (8) permite calcular 0
PFE, conhecidas as resistividades para freqlencia alta e baixa.

A Figura 19 define os modelos e os parametros usados pa-
ra teste. As Figuras 20 a 31 contem a resistividade aparente e
o PFE calculados diretamente pelo metodo das imagens para uma
falha e um dique verticais e infinitos. Servem como comparacao
para os resultados do modelamento. Elas mostram tambem que para
75 graus as secoes pouco diferem do caso ortogonal. Ja os per-
fis a 15 graus estao muito distorcidos. Por esses motivos, 0s
modelos com elementos finitos foram concentrados nos casos de
90, 60, 45 e 30 graus.

5.1 Testes de Malha

As malhas empregadas contem 77 x 25 pontos, exceto a de
30 graus, com 69 x 25. A precisao do modelamento pode ser avali
ada pela Figura 32, o que apresenta as resistividades para um
meio homogeneo. O maior erro & de 4% no ultimo nivel do perfil
a 30 graus. - E inferior ao esperado dos dados de campo, da or-
dem de 5%.

5.2 Testes do Modelamento ~

Uma ideia melhor da precisao e conseguida comparando 0s
valores para a falha (Figuras 33 a 36) e o dique (Figuras 37 a
40) infinitos com os resultados analiticos (Figuras 20 a 31). Os
valores para o PFE s3ao mais proximos porque sao diferencas dos




potenciais, reduzindo o erro do processo.
5.3 Resultados para o Dique
0 dique finito foi usado para avaliar a inf}uéncia do

angulo do "strike" por ser um modelo simples. Tanto no caso do
dique vertical quanto no inclinado, a altura do corpo & de duas
unidades, e a profundidade de meia unidade (Figura 19).

Nas Figuras 41 a 44, o dique tem uma espessura de 1 unida
de, resistividade de 10 ohm-m e PFE de 100%. A rocha encaixante
possui uma resistividade de 100 ohm-m sem PFE. O efeito prepon-
derante do angulo e o alargamento da anomalia da parte central
da pseudo-sécﬁo, correspondente ao corpo condutor. Contudo, os
valores centrais sao alterados muito pouco. Este efeito nao
tem somente como causa o aumento da secao efetiva do perfil so-
bre o corpo. Isto pode ser constatado nas Figuras 45 a 47, onde
a largura do modelo foi feita equivalente as dos casos de 60 .
45 e 30 graus, mas o perfil & perpendicular. N3o & dificil no-
tar nessas figuras que a variagao da lafgura afeta imediatamente
os valores na anomalia central. Este & também o efeito mais
marcante se o corpo for deslocado para cima ou para baixo, ou
for variada sua resistividade ou a da sua vizinhanca.

Outros testes reforgam essas observacoes. Para as Figu-
ras 48 a 51, o PFE do corpo foi reduzido para 25%, com as Figu-
ras 52 a 54 apresentando a variacao na espessura. As Figuras
55 a 61 mantem a mesma sistematica, tendo sido aumentada a resis
tividade do meio encaixante para 1000 ohm-m em relacao aoc mode-
lo anterior.

Estes dois ultimos conjunto de parSmetros foram tambem
adotados para um dique inclinado (Figuras 62 a 72). Deve-se no
tar que foi mantido constante o afastamento entre a base e o to-
po do modelo (Figura 19), e nao a inclinacao. Apesar das  se-
¢coes serem mais complexas, a 60 graus elas ainda sao bastante se
melhantes ao caso ortogonal.
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5.4 Interpretacao. Preliminar para. o Efeito do. angulo.

Os testes realizados Tevam a crer que o efeito do ‘angulo
nas pseudo-secoes nao pode ser confundido, apesar do alargamento
das anomalias, com variacoes nas caracteristicas eletricas ou
geométricas do corpo condutor. 0 efeito tambem nao @ dependente
da geometria dos corpos, pois foi observado na falha, no dique ,
tanto vertical quanto inclinado, e para varios contrastes de re-
sistividade e PFE.

Outro fato e bem evidente: até 60 graus, o efeito nao

e maior que a precisdo usual dos dados de campo, podendo ser des
prezado para oS casos praticos.

5.5 Sugestoes para Melhorias.

Nao foi intencao desta tese otimizar os algoritmos. Como
foi mencionado no final do €Capitulo 3, a propria formulacao em-
pregada dos elementos finitos pode ser aprimorada . Tanto 0s
tipos de elementos e fungdes interpoladoras quanto a montagem e
a reducao da matriz global podem ser redefinidos, com mais flexi
bilidade e eficiencia.

Na parte da integracao, devem ser tentados processos de
extrapolacao da acelerar a convergencia. Isto pode acontecer na
obtencao e soma dos coeficientes, e tambéem, como sugerem Ting e
Luke (1981), no refinamento dos resultados da quadradura.

Cabe tambem lembrar que o esquema de integracao & geral ,
podendo ser usado para outros tipos de oscilacao e déscontinuidg
de do integrando. Por exemplo, sao comuns em modelamento geofi-
sicos as transformadas de Hankel. Elas podem ser eficientemente
resolvidas caso sejam encontradas formulas de recorréncia para
os coeficientes oscilantes.

Fica tambem em aberto um estudo mais sistematico dos e-
feitos do angulo nas pseudo-secdes, e um meio de corrigi-lo dos
dados de campo.




RESISTIVIDADE APARENTE

b 955715 90,0 190,05 2027.5\1985.5 1930.5
95.7 89,7 .54.9;/@ 190,0  190.0. 2584, TN 19814
25 85,550,100 1900 1900 190.0 27550 2054 2082.5
8. 78:6,18,657150.0 1900 190,0 1900 190,0 2877.1 2307, 2107.3
73.8,743, 3//'{?00 1900 190,0 1900 190.0 190.0 29688 2398.8
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EFEITO PERCENTUAL BE FREGUENCIA
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25,2 X/s 220 W8 2.8 218
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25,9 2.1 23,8 258 238 2.8
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 EFEITO PERCENTUAL DE FREGUENCIA

53 X7 222 2.8
2,8 - 22,6 3.8
2.9 23.8 23.8

Fid. 2] Pseudo-seeles analiticas

Modelo! falha vertical Resistividade PFE
Andulo{draus) ¢ 75.00 1 100.00 ohm-m 25.00

9.00 X
Indice de borda! 0,00 2 1900.00 ohs-a 3.30 %
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RESISTIVIDADE APARENTE
-3 -4 -3 =2 -1 0 + +2 H 4

980 95,0 82,2 4190.0 190,0°2238,8\1995.9 1937.5
95,0 89,5 ii;zxfff§o.o 190,0  190,0 °2396.6 2100,2\4994.1
A

91.8 847 49.3 ,/1§0.0 190.0  190.0 190.0 *2&84.2 2190.0 2055.2
88,7  B0.9 66.1/;“;90.0 190.0 190.0 1900 190.0\‘2§38.8 2263,2 2114.1
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EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

-5 -4 -3 -2 -1 0 + 2 +3 +4 15

¥
*

25,0 251 255 23.8
B4 B3 K9 238

252 254 2.1 2.8 238
25,3 256 2.2 238 23.8

257 2.4 238 23.8 23.8
%4 238 2.8 23,8

Fid.22 Pseudo-seeties analiticas

Nodelo} falhs vertical Resistividade PFE
Andulo(draus) ¢ 40,00 1 100,00 oha-n 25.00 %
Indice de borda! 0.00 2 1900.00 ohm-n 5.30 2
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RESISTIVIDADE APARENTE

1
soln
1
F 3
]
oo tad
1
-y
]
[>'S
o>

+ 2 H 4 3

4
»

92,5 94,8 90.4 190.0 1902 _:\ 3.0 2002.3\1748.3
944 90,8 89.6,7190.0 190.0 190, 0\:\2097 8 2074.6 2005.8
91,9 88.8  90.3,,190,0 190.0 190.0 190, 0\2083 7 2112,2 2053.3
90.1 88,0  91.3..71%0.0 190.0 190.0 190.0 190 0. \2065 8 2128.2 2087.5
87,8 92,1 190.0 1900 190.0 120.0 190.0 190, 0§2049 4 21323
190,0 190.0  190.,0 190.0  190.0 190, 0\ 2035.2

EFEITD PERCENTUAL DE FREQUENCIA

oof,‘n
]
-
U
e Lol
U
~
]
> bt
(]
o
—
.
ra
-
d
-+
r-J
-
e LN

254 254 253
% 252 253

25,2 253 253 238
5.3 253 252 2.8

25.3 25.2 23.8 23.8 23.8 23.8 23.8 23 8\ 5.1
%52 3.8 23.8 2.8 21.8 23.8 23.&& 542

Fig.23 Pseudo-seelies analiticas

Madelo?! falhs vertical Resistividade PFE
fndulo(draus) § 45,00 1 100,00 ohn-a 25.00 1

Indice de bordat 0.00 2 1900,00 ohn-a 5.30 %
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RESISTIVIDADE APARENTE

-t
P

1
e L
1
vo I
]
o Cnd
U
e g
J
(>
*e

+1 +? +§

7190,0  190,0\1732.2 1958.1 1958.1

1008
113.3 13,2
133,14 /190.0 190.0 190.0

EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

190,0  190.0  190,0.04545.4 18974 19712

1094 128,5,7190,0  190,0  190,0 190,0 190,0 1358,3\1720.7 1890.9
Vi

190,0  190,0  190,0 190.0 190.0  190.0.°1308,0°\1647.2

190,0 190.0  190.0 -1271.4

-? -? -§ -g -1 ] H +g 3
25,4 254 248 2.8

25,1 250 2446 W8 A8

%4 24,9 245 2.8 2.8 238
25,0 24,8 245 2.8 238 2.8 2.8

24,7 4.4 238 238 238 238 2.8
24,4 23,8 228 2.8 23.8

Fid.24 Pseuda-seelies analiticas

Modelo! f3lha vertical Resistividade PFE
Angulo{graus) ¢ 30,00 1 100,00 ohe-a 25,00 %
Indice de borda! 0.00 2 1900.00 ohm-m .30 1

B




RESISTIVIDADE APARENTE

[}
..u
]
-
)
e
1
..M
]
—
S
-
Fary

£2 +§' PR

1062 1202 149.7/190.0  190.051056,:2 \{§17.0 1781,
D03 1388 /1604 1900 190,0  190,0°0213,5 N\U6R6 14962
(33,2 19,0 /167.4 1900 190,0 1900 190.0 6200\ %464 \28.8
W7 /T 1699 190.0 190,0 190,0 190,0 1900 ° 574.2° 848,0°\{108.5
(59.5 1705 1900 190,0 190.0 1900 190.0  190,0 \5ALAN 770.4

172,64 190,0 190.0 190.0 190.0  190.0 190;6>¥x521q3

EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

24,9 .6 24,2 2.8 238N

2,6 243 4.1 3.8 2.8 )

24,4 24,2 24,0 23.8 238 238
243 2.0 4.0 23.8 2.8 238

24,0 4.0 238 23.8 2.8 238

4.0 238 2.8 23.8 23.8 23.8

Fid.25 Pseudo-seeties analiticas

Modelo! falha vertical Resistividade PFE
Anduloldraus) ¢ 15.00 1 100.00 ohm-a 25,00 %

Indice de bordal 0.00 2 1900.00 oha-n 5.30 2
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RESISTIVIDADE APARENTE
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]
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1
—
<
-
.. gt
e
S
-
L ]
-
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-
n

1018 107.1 9/1// 7197 \%W 101,8
5 21,53 \\60 134 1004

104.4  113.4 Tf/Q/,/ v
93,9/ 5 is 2 42 2 422 “3.‘ N 23 ? \\1}8 J 107,

/
109.4 ' 92 4 24 7 7 45 0 45,0 45,0 N\ 4. 7.\xb92 0\\«1°108 109.4

121,8
124,/ 9027 %2 Ve 06 46 86N \\90.3%.4
2 88.4//215 /99 4.8 99 499 N4

EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

'005 "106

49 A2 -1.,_9./;,/
26 52 23] 782,
59 -2 6/ 5.2

-2, ‘g/ 549 2,0 42,0 \54.«;\<;f5f§32.g
Fid. 2¢ Pseudo-seeties ansliticas
Wodelo! diaue infinito Resistividade FFE
fngulo(arausy 1 90.00 1 100,00 ohm-a 0.00 %

Indice de borda} -0,30 2 10,00 ohm-p 100,00 %
Esressura v 1,00 3 100.00 ohm-a 0.00 %
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RESISTIVIDADE APARENTE

. e T T (T SR SR ST ' IR L
; ! : ! ! ! ! ! fommennnt :

102,0 1073
104,  113.5

\95.3\107.3 1020
g 21, 1,9\ 1135 104,46
/. 3\ \\

107.2 118.0 23.2’1\:1.@.2* 118.0  107.2
109.5 12140 ) , 2§‘~:§;\g7.o 21,0 1095
123.1 ik 123,1

EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

T N S s SO SO N S SO

TR0 L7 05
57,4 %7 -0 <31 L3
20 -42 -ozgv?f"f/ﬂss.4 55 525 864 0.8 42 2.0
27 50 -107 619
57 127 s
-1,37 54,8

Y
Fid. 27 Pseudo-seelies analiticas
%odelo! diaue infinito Resistividade PFE
Andulo{graus) § 75.00 1 100,00 oha-m 0.00 ¥
Indice de bordas -0.50 2 10,00 cha-s 100,00
Espessura 3 1,00 3 100,00 chm-a 0,00 %




R e

. ST L e 3 et AT -
A Gl TR AR L SR it B L e R W R S ke

-

RESISTIVIDADE AFARENTE

ST T s T ST, SR SO SO .

107.9  102.4
J12,9 105.2

1024 107,97 85,7 199 9,9\2\\13\5.1

1052 1129/ 78, 5/ 22. 730 20 N8

07,5 157,/ 117 M1, T4 na SATNIST 1078
wa 1 2/ 5.9, A 54 54 B9 \721 17,4 109.3

7976 A8 48 481 48.1, 9 \Qr\ 7.7

B 29 2, 4/50 6 30.6 3044 50‘6 A TN T 9

EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

T T S S WU WO OO SO S DO
-0:4 -1, 8

709 7709"‘“\\\ 02\\\\ '108 “'006
~144 30// 5.5 TL8n NI

21 -39 y,x 6 66 515 S5 66

A y ) ’
27 -AS /3.9,,"61.8 48,3 48,3 48,3 61.8 3\ ~--45 2.7

//4.3 SR A S A LA A 7 57,9 4 3~ \\4 9
Ag S A6 AL M6 AL s\\54 § a5

L

-b\

Fid,28 Pseudo-ceelies analiticas

odelo} diaue infinito Resistividzde PFE

Ansulo(graus) | 60.00 1 100,00 ohm-a 0.00 % -
Indice de borda. -0.50 2 10,00 cha-n  100.00 %
Espessura ¢ 1,00 3 100.00 che-w 0,00 %
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RESISTIVIDALE APARENTE

e
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L
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e

03,2 106.8 ~ 1.0 /20,1 20, 61,07 1068 103.2

/
(NS4 10737528 22@22.7 52,9 1073 105.4

106.3  105.9 49.9/ 252 e “A2,6 42,6 N\ 25.2 . 4?% 1059

-3 -2 -1 ¢ 1 +2 13 4
4

06,2 1042 486 20, 5 ya 59 459 45.9\\25 48,6 1042
8.8 48,8 488

106.2

e

- /
102,5 T80 BS 488 2 53 48, oxugzs
Zpe 3 505 SLS 515 51.5\ 3 AR\
EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA
e T T S 0 SN U UM UM SO
‘003
‘f‘\

6
K 04// 5401 /'//4100 4‘00

Fig.2? Pseudo-seeties analiticas

¥odelo} dioue mfinito Resistividade PFE

Ansulolgraus) ¢ 43,00 1 100,00 ohn-a 0.00 %
Indice de bordat -0.50 2 10,60 ohm-m 100,00 %
Espessura 100 1 100,00 ohm-a 0,00 ¥
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RESISTIVIDADE APARENTE
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e
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5 4 3 -2 A
omeemet ]

101.9 90.9/7’/18.6 20,4 20,47 184

B0 008 B WD\ 28
30 TS/Bs 8 B0 430
me 247%3 2887 T

23,0

20.8.7/28.8 /2.3 0.0 500 500
Va2 W6 529 529 52,9

L e s s, ra8:

EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

s -4 3 2 - PO R SRS = S 7 S - |
Y ‘ ! : ! ! ! ' ' J ’ }
7 |

PNLT2T TSeb, BT 002

@9 9458
* L3 \ \ L \\‘\\\008

2.0/ 9.6 440 618
”?/9/,(2,(’ 59,3 5744

4;55.2 53,6 /40,3 40.3 40,3

Fid, 30 Pseudo-seelies analiticas

¥odelo! diaue infimito Resistividade PFE
Angulolgraus) 1 30.00 1 100,00 ohw-m 0.00 %
Indice de bordal -0.50 2 10,00 ohm-»  100.00 %

Espessura 1,00 1 100,00 ohm-m 0,00 %
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RESISTIVIDADE APARENTE

] 4 4 [3
[ L + ¢

-? -e -3 -ii! -1 0 H +% +§ +? +§

56.'9// 2007 2040 /1648 16.8\> 0.0 20,7 \’.’

54 B9 W8 B BB WO B WS 45.4

e o

36 33 WM T A8 478 408 I 341 323 46
5 %2 i 409 M3 SLE SLEN M3 M09 1 362
we M3 45 /50 SO\ 475 M3 AL

EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

+ ]
4 * (] ¥

-5 -4 -3 -2 -1 H 2 11 K §5

..

14, /473.1 80,0 865 865 80,0 73.\N4.0
”‘241 7 48,9 ®5 oms Sews 2 4 9\ N

29 9/ 62. 63.7 s1.6 58,9 589 bl.é 637 6 8\ 9.9

._,......o-«/ p R -
32,7 512 57.46 0 95,9 514 f‘47.5\53 6 55,9 576 512 \3;.7
5204\

/9.4 24 50,0 49,0 43,0 43,0 49,0 51,0 524
M
/80 468 451 303 93 454 488 481N\

fid. 51 Pseudo-seelfes analiticas

Hodelo! dieue infinito Resistividade PFE
ansulo{araus) 13,00 {  100.00 ohm-n 0,00 2
Indice de borda. -0.50 2 10,00 ohm-m 100,00 L

Espessura v 1.00 3 100,00 ohm-n 0,00 %
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RESISTIVIDADE APARENTE

-2 -1 0 H +2 H +4 1

13 4 ‘
1 4 + ¢

5 -4 -3
§ummmnmet !

.o

973 976 980 1001 1001 980 976 973
987 991 994 998 1000 998 994 991 987
996 996 998 1000 1001 1001 1000 998 996 296
1004 1002 1002 1003 1004 1003 1004 1003 1002 1002 1004
1010 1008 1008 1007 1007 1007 1007 1008 1008 1010

1017 1014 1013 1012 {612 1013 1014 1017
. 90 draus

995 999 1002 1006 1006 1002 99§ 995
: 999 1000 1002 1002 1002 1002 1002 1000 999
1003 1003 1003 1003 1003 1003 1003 1003 1003 1003
1009 1007 1007 1006 1006 1006 1006 1006 1007 1007 1009
1014 1013 1011 1011 1010 1010 1011 1011 1013 1014
1021 1019 1017 1016 1014 1017 1019 1021

60 draus

1005 1007 1006 1006 1006 1006 1007 1005
1005 1004 1004 1004 1004 1004 1004 1004 1003
1007 1007 1004 1006 1005 1005 1006 1006 1007 1007
1012 1011 1010 1009 1009 1009 1009 1009 1010 1011 1012
1019 1017 1014 1015 1015 1015 1045 1016 1017 1019
1027 1025 1024 1023 1023 1024 1025 1027

&

45 draus

1006 1007 1007 1007 1007 1007 1007 1006
1006 1006 1005 1005 1005 1005 1005 1006 1004
1011 1010 1010 1009 1009 1009 1009 1010 1010 1011
1019 1018 1018 1017 1016 1016 1018 1017 1018 1018 1019
1029 1028 1027 1026 1026 1026 1026 1027 1028 1029
1040 1038 1037 1037 1037. 1037 1038 1040
30 graus

Fid.32Testes de malha de elementos finitos
seio homodeneo resistividade 1000 oha-m
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RESISTIVIDADE APARENTE

o T SO R TS SO AL SO S
- 1941 1880
2081 \_ 1940
AR
203 20
2320 2124

Fid.3D Pseudo-seetles ( E. F. )

Nodeléz falha vertical Resistividade PFE
Andulo{graus) § 90.00 1. 100,00 ohm-m 25.00 %

Indice de bordad 0,00 2 1900.00 cha-a 530 %
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RESISTIVIDADE APARENTE

i
oo R
4
-
1
o
i
[ ]
'
o bt
e

H B2 B # B

M + ]
+ 3 ’

191 19f§$§\g335 1995 1929
N
190 195§§\:\402 2102°\_1995
2495 2200 2065

. 190 190 1
. ‘\"1\1\
89 91 191 19 ‘ag}gsbo 2285 2139
QR
192 192 192 R 2343
193 193
EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA
-5 -4 -3 -2 -1 0 H 12 3 15

20 B/ KBS WB BEY 5052 53
B4 B3I BY 238 28 2B

252 B4 260 W8 28 B8 W8 N 5.1
53 /.6 263 288 238 288 B8 288 5.0 5.1
5.7 %4 238 238 288 288 238 4.9

25 238 B8 W8 2.8 2.8 4.7

Fig.34Pseudo-seeffes ( E. Fu )

Modelod falha vertical Resistividade PFE
Andulo(draus) | 60.00 1 100,00 ohm-n 25,00 %
Indice de borda! 0.00 2 1900.00 ohe-a  5.30 %
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RESISTIVIDADE APARENIE

3 A 3 -2 -1 9 H ¥ H H B

2017 1958

2084 2014
278 2070
91 NG2091 2155 2116
19§\\‘\"090 2175

NN\
NM\2095
EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

5 -4 -3 -2 -1 0 H 2 1 # +5

2.4 B4 B3 228 2.8
B X2 B3 A8 B8 BN 5.1 3.2

252 263 K3 B8 B8 N8 A8 5.1
%3 253 252 238 B8 238 2.8 3.1 3.1
2.3 282 238 N8 238 238 2.8 31

%2 [8 A8 A8 . 23.8

Fig, 35Pseudo-seellies ( E. F. )

Modelo! falha vertical Resistividade PFE
Andulo(draus) ¢ 45.00 1 100,00 ohm-a  25.00 %

Indice de bordat 0.00 2 1900.00 oha-s  S5.30 %
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RESISTIVIDADE APARENTE
|
I . S . W S N S I B I
¥ 1} E
f’
1970 1971 :
3
1983
1960 |
—~ 1921 *
x
EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA
-3 -4 - -2 -1 0 +1 12 +3 +4 45
25.1 25.1 24.8 23.8 23.8 59
—~ B/l B0 26 238 23,8 23\ _,
25.1 24,9 24,5 21.8 23.8 23.8
2.0 244.8 M5 23.8 23.8 23.8
'24.7 24,4 23,8 23,8 23.8 23.8
2.4 23,8 2.8 23.8
Fig.36 Pseudo-~seetles ( E. F, ) V
Modelo! falha vertical Resistividade PFE ‘ E
Anduloldraus) ¢ 30.00 1 100,00 oha-a  25.00 ¥ 3
Indice de borda! 0.00 2 1900,00 oche-m 5.30 %




RESISTIVIDADE APARENTE

e S T T TR WO NN U SO . B
9, 104

103 112

106
110 -
125
EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA
T D T T WO S S . . N

Fid.37 Pseudo-seeffles ( E. Fo )

Modelo! diaue infinito Resistividade PFE
Andulo(draus) ¢ 90.00 1 100,00 ohm-n 0,00 %
Indice de bordad -0.30 2 10,00 ohm-n 100,00 X

Esressura 1 1,00 3 100,00 ohw-n 0400 %
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EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

-4 -3 -2 -1 0 +1 2 +3 +4
H H H H : : H H H
‘108 ‘006

52,1 524

Fid,38 Pseudo-seefles ( E. F, )

Modela! diaue infinito Resistividade
fngulo(draus) 1§ 60.00 1 100,00 ohm-n
Indice de bordad -0.50 2 10,00 ohm-n
Espessura + 1,00 3 100,00 ohm-n

y // 27 77 \\\1\
5 /113 512\ 1 2,5

65,0\

3

PFE
0.00 %
100,00 %
0.00 2
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RESISTIVIDADE APARENTE

< T O S S W T W . B ..
* . * * L] * * * + * *

a
EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA
S T T e S WO SO ML SO SO SO
"1 [’/:/ 100 780‘ \ 00
16 57.4 \\
'S .
/ 3 52,0 2.0

47.3' 47,3
3.3 433
9.8

Fid,3? Pseudo-seeffies ¢ Ev Fy )

Models! diaue infinita Resistividade PFE
fingulo(draus) + 45,00 1 100,00 ohtem 0.00 %
Indice de borda? -0.50 2 10.00 ohn-n- 100,00 Z

Espessura 1,00 I 100,00 ohw-a 0,00 %
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RESISTIVIDADE APARENTE

EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

S S T T T L MU M. . SR .

\?\—-—»‘?\
66,5 520 520 665 639\58‘\

0.9

'\

/Az.s 52,2 /38,4  3Bub 8.6 52,2 53 5\\

Fid, 40 Pseudo-seties  ( E. F.)

¥odelo! diaue 1nfinito Resistividade PFE
Anduloddraus) § 30,00 1 100,00 ohm-n 0,00 %
Indice de borda. ~0 50 2 10,00 oha-m 100,00 X

Esressura 1,00 3 100,00 cha-m 0,00 X

f,
61;3////22:9 45,9 46,9 N 61,2 &30 39\ 2.4
56,4 7 42,5 42,5 42,5 42,5 \ 564 OB 0 \\ :

e s e



RESISTIVIDADE APARENTE
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EFEITO PERCENTUAL DE FREGUENCIA

S -4 -3 -2 -4 0 2 83 M4
: : : : ' : : ! ! : !

"1'3 J ~ 8
47 B 077 Wi Bk W8 Bb 2l f;}r»,g\.7 36 17
A0 057 2Be W5 W W A5 /b 0S40
0,37 40 /185 17,0 70 18N 24.0--0,3

'Fig,AlPseudo-seeies ( Ei Fu )

Hodelo! diaue vertical Resistividade PFE
dnduloldgraus) ¢ 90.00 1 100,00 ohm-a  0.00 X
Indice de borda. -0,50 2 10.00 ohm-n 100,00 %

Espessura $ 1,00 3 100,00 oha-m 0.(_)0 %
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RESISTIVIDADE APARENTE

55§59 104 ot

50 50 . 44 85 108 104
\,

7% % W, = 8

EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

-5 -4 -3 -2 -1 0 H +2 3 4 15
H H : H : H : : : H H

05 7 w" 186 1887 N1 D-13 <05
‘ i:::f“"
10 27 %, 3 om0 22 -2 1 1.0

1 -2 5/ EXD 31~.o 6 328 30 “‘33\ WS -1
b 28T A0 ‘29.1' %4 /el Wl B 4o N T
267 46 24 A4 STRE 19 BN 204 264 46 =206
5 - - N
A0 Ak /119 16 16,1 PANE TR R

Fid,42Pseudo~seelles ( E. Fo )

Hodelo! diaue vertical Resistividade PFE
Andulo(graus) - § 40,00 1 100,00 cha~a 000 %
Indice de borda: -0.50 2 10,00 ohw-a 100,00 X

Espessura ! 1,00 -3 100,00 ohm-n 0,00 X
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RESISTIVIDADE APARENTE

o4 100 & 43 S N U
103~ 98 & (4 " 56 &0 5 7 N7 %8 103
87 87 51 44 &9 69 64 51 67 97

@ m O m m N\ s e

EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

T T T T S TR WO SN S

“+
el

e

06 09 4.,};.; 02 202 417 0.9 -0
‘100 '009 ' 8 0 35;2 4202 3502 8.0 "009 '100
SR 165 |/l 0 30 /d 105 04 -1
= . N
0.9 02 “ 120 31.7“,_/27‘3 260 2337 120 0.2 -0.9
0.9, 127 7.9 2.6 198 198 2.4 229 12
130 e 10T 154 15,4 175 246 \13. SN\

Fig.43Pseudo-seeties ( E. Fo)

Hodelo! diaue vertical Resistividade PFE
Ansulo(graus) ¢ 45,00 1 100,00 ohm-m 0,00 %
Indice de borda. ~0.90 2 10,00 ohm-n 100,00 Z -
Esressura ¢ 100 I 100,00 oha-s 0,00 X
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RESISTIVIDADE APARENTE

EFETTO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

S T T T SRR JOU SO SN S B
o’ 15 e pne 1 10,9 D5 N0
0.5 ° % 2 432 480 432 2D NAB 00
Ly 7’#9/5 TR T L I R A
35 M /87 W BINIA RS 57 TNy, 38
LA G mE B2 Wé 06 B2 B8 UI TRN

A B8, 18 151 54 17,8 288 2.4

Fig.44 Pseudo-seefles  ( Ev Fo )

Modelo! dieue vertical Resistividade PFE
Anguloldraus) ¢ 30.00 1 100,00 ohm-m - 0.00 X
Indice de bordas -0.50 2 10,00 chm-n 100,00 X
Espessura ¢ 1.00 3 100,00 oha-n  0.00 %
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Fig.45 Pseudo-seeies (£, Fy )

Resistividade
100.00 chm-n 0,00 ¥
10,00 ohm-n 100,00 X
166,00 che-a 0,00 %

Modelo! diue vertical PFE

Ansuloldraus) ¢ 90,00 1
Indice de borda. -0,38 2
Espessura R TY & 3
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Fid,46Pseudo-seelfles ( E. Fy )

¥odelo! diaue vertical Resistividade PFE
Andulo(draus) § 90,00 1 100,00 ohm-n  0.00 %
Indice de borda: -0.71 2 10,00 oha-n 100,00

Esressura ! }. 1 3 100,00 ohm-s  0.00 X
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Fid.47 Peeudo-seelies ( Ev Fu )

Modelo! dieue vertical Resistividade PFE
Andulolgraus) & 90.00 1 100,00 ohm-a  0.00 %
Indice de bordad -1.00 2 10,00 ohm-a 100.00 %
Espessura HI NV 3 100,00 oha-w 0,00 %
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Fid,48 Pseudo-seelles ( Eo Fy )

Modelo! dieve vertical Resistividade PFE

Angsulo(draus) § 90,00 {1 100,00 oha-m 0,00 %
Indice de bordat -0.50 2 10,00 cho-m 25,00 %
Espessura 1 1.00 3 100,00 ohm-»  0.00 X
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Fid. 49 Pseudo-seeles  {( Eo Fo )

Modelo! digue vertical Resistividade PFE

Angulaldraus) | 460,00 1 100,00 oha-a 0,00 %
Indice de horda. -0.30 2 10,00 oha-m  25.00
Espessura ¢+ 1.00 3 100,00 ohm-m 0,00 %
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Fid,50 Pseudo-ceetfies ¢ Eo F4 )

Modelo! dioue vertical Resistividade PFE
Angulo(graus) ¢ 45,00 1 100,00 ohm-n  0.00 %
Indice de borda?! -0.50 2 10.00 ohn-m 23,

00 %
Eseessura + 1.00 3 100,00 ohm~m 0,00 %




oY

¢

RESISTIVIDADE APAKcNTE

1
n
1
ve B
[}
e ol
U
~
]
o
..
pres
o
.
e P2
pres
e Cod
-
e B>
e
wn

o 94 M St st W w10

7 0n 79 72N_ 60 &0
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Fig,51 Pseudo-seelies ( Eo Fo )

Hodelot digue vertlcal Resistividade PFE

Angyloldraus) ¢ 30,00 1 100,00 ohm-a 0,00 %
Indice de borda! -0.50 2 10.00 ohm-a 25,00 %
Espessura P1.00 3 100,00 ohe-m 0400 X
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Fig, 52Pseudo-seefles ( Ev Fy )
¥odelo$ diaue vertical Resistividade - PFE
Andulo(draus) § 90.00 1 100.00 ohn-n 0.00 %
Indice de bordat ~0.5¢ 2 10,00 ohw-m 25,00 X
Eseessura - ¢ 1.5 3 100,00 ohn-a 0,00 %
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Fid,53Pseudo-seeles ( E, Fo )

¥odelo! dioue vertical Resistividade PFE
Anduloldraus) | 90.00 1 100,00 ohe-m  0.00 %
Indice de borda! -0.71 2 10,00 ohm-a 25,00 X

Esressura 144 3 100,00 ohm-s 0,00 ¥
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RESISTIVIDADE APARENTE
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Fid.54 Pseudo-seeties ( Es Fu )

Modelo! dieue vertical Resistividade PFE
Andulaldraus) § 90,00 1 100.00 chm-m 0.00 %
Indice de borda} -1.00 2 10.00 ohe-a 25,00 1

Espessurs + 2,00 3 100,00 oha-a  0.00 X
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Fid.S5 Pseudo-seeties ( E, F. )
Resistividade PFE

Kodelo? diaue vertical

findulo(draus) ¢ 90,00 1 1000.00 chm-a 0.00 2

Indice de horda. -0,50 2 10,00 ohm-n 25,00 %
1,00 3 1000.00 ohm-n .00 %
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Fid.56 Pseudo-seeies  ( Eo Fo )

Hodelo! dicue vertical Resistividade PFE
Angulolgraus) & 60.00 1 1000.00 ohw-m 0,00 %
Indice de borda. =050 2 10,00 obw-a 25,00 1
Egpessura v 1,00 3 1000,00 cha-m 0,00 X
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Fid.r7 Pseudo-seees ( E. F, )

Nodelo! diaue vertical Resistividade F
Andulo{draus) | 45.00 1 1000.00 obm-m Q.
Indice de bordat -0.30 2 10.00 oha-a 25,
Espessura 11,00 3 1000,00 chm-a 0.
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Fid,58 Pseudo-seelies ( E, Fo )

fiodelo? dioue vertical Resistividade PFE
Ansulo(graus) ¢ 30,00 1 1000.00 ohm-m 0.00 %
Indice de bnrda. -0, 50 2 10,00 oha-n 23,00 X

Espessura + 1.0 3 1000,00 ohm-»  0.00 %
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Fid, 59 Pseudo~-seelfes ( Es Fy )

Hodelo! diaue vertical Resistividade PFE

Andulo(draus) | 90.00 1000,00 obm-a 0,00 %
Indice de bordat -0.58 10.00 ohm-s 25,00 %
Esressura 3 1413 1000,00 ohm-m 0,00 %
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EFETTO PERCENTUAL DE FREQUENCIA
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Fid, - Pseudo-seeties ( E. Fu )
¥odelo! diaue vertical Resistividade PFE
Angulolgraus) § 90,00 1 1000.00 otm-n 000 %
Indice de borda! -0.71 2 10,00 ohe-a 25,00 X
Esressura LI UY 3} 31 1000.00 oha-a 0,00 X
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Fid. 6l Pseudo-seelies ( E. Fo )

¥odelo} diaue vertical Resistividade PFE

Andulotdraus) § 90.00 1 1000.00 ohm~m  0.00 %
Indice de bordas ~1.00 2 10,00 ohw-m 25,00 %
Esressura 2,00 3 1000,00 otm-a  0.00 %
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fid. 62Pseudo-seefies ( Eo Fy )

Nodelo! diaue inclin, Resistividade FFE
Andula(graus) ¢ 90,00 { 1000.,00 ohm-a 0,00 X
Indice de bordat -1,00 2 10,00 oha-m 25,00 X

Espessura ¢ 1,00 3 1000.00 chen-m 0.00 1
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Fid, 63Pseudo-seees ( Eo Fo )

¥odelo! diaue inclin. Resistividade _PFE

Anduloldraus) ¢ 40,00 1 1000.,00 oha-w 0,00 %
Indice de bordal -1.00 2 10,00 oho-m  25.00 X

Espessura ¢ 1.00 3 1000.,00 oha-m 0,00 %
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EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

Fid,§9 Pseudo-seeles  ( E. Fy )

Hodelol diaue inclin. Resistividade PFE

Anduloldraus) | 45.00 1 1000.00 ohm-m 0,00 %
Indice de bardat -1.00 2 10,00 ohn-m 25,00 %
Esressura 11,00 3 1000.00 ohm-m 0.00 %
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Fid, 65Pseudo-seelfies ( Ev Fy )

Modelo! diaue inclin, Resistividade PFE L
Andulo(draus) ¢ 30,00 1 1000.00 ohm-a 0,00 X i
Indice de bordat -1.00 2 10,00 ohm-a 25,00 X
Espessura v 1,00 3 1000,00 ohm-s 0,00 X
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Fid, 65Pseudo~seelies ( E. Fo )

Nodelo! dieue inclin. Resistividade PFE
Angulo(draus) ¢ 90,00 1 1000,00 ohm=m 0,00 %
Indice de bordat -1.,15 2 10,00 ohm-n 23.88 %

Espessura 1 100 3 1000,00 oha-s
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-g -4 -3 -2 -1 0 #H $2 13 # 5
: : $ ! $ : ! ! ! : !
1027 1028 994
1108 113 035 1086 1040
179 11 000 1124 1081
124 12t 1154 1121
125 1180
EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA
-5 -4 -3 -2 -1 # 2 13 $A 15
4 [] [] [} 4 L) 4 4 + L] ]
-0.1
"0 + 2
-0 * 4 -0 + 4 -0 [3 3
-0 ] 6 —O 13 5 -0 [} 4
129 11,7 11,3 1.1 -0.5 0.7

115 11.0 112

12:46

Fid, 67Pseudo-seelies ( Es Fy )

Modelo! diaue inclin. Resistividade PFE
Andulo(draus) ¢ 90,00 1t 1000.00 cha-s  0.00 7
Indice de borda! -1.41 2 10,00 cha-a 25.00 X

Esressura ‘ 1,00 3 1000,00 ohn-a 0,00 %
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RESISTIVIDADE APARENTE
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EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

Fid. 638 Pseudo-seelies  ( E. Fy )

Modelo! diaue inclin. Resistividade PFE

Andula(graus) & 90,00 1 1000.,00 oha~m 0,00 ¥
Indice de bordai -2.00 2 10,00 oha-n  25.00 %
Esressura 1,00 3 1000,00 ohm~-s  0.00 %
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Fig, 69Pseudo-seelles ( E. Fu )

Modelo! dieue inclin, Resistividade PFE
Andulo(draus) & 90.00 1 100,00 oha-a  0.00 ¥
Indice de bordat -1.00 2 10.00 oha-a 23,00 %

Espessurs + 1.00 3 100,00 obm-n 0,00 %
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RESISTIVIDADE APARENTE

EFEITO PERCENTUAL DE FREQUENCIA

Fid. 7D Pseudo-seelies ( E, F, )

Kodelo! diaue inclin. Resistividade PFE

Andgulo(draus) § 40.00 1 100,00 ohm-n 0.00 %
Indice de bordad -1.00 2 10.00 oha-o  25.00 %
Esressura ' 1,00 3 100,00 cha-m 0,00 X
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Fid, 7L Pseudo-seefies  ( E. f. )

Modelo! diaue inclin. Resistivitiade
Anduloldraus) | 45.00 1 100.00 ohm-m
Indice de bordal -1.00 2 10,00 ohm-m

Espessura P 1,00 3 100,00 qhn-n
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Fid, 72 Pseudo-seeties ( Ev Fy )

Modelo! diaue inclin. Resistividade PFE

Andulo(draus) ¢ 30,00 1 100.00 ohm-n 0.00 %
Indice de borda! -1.00 .2 10,00 ohp-u 25,00 %
Espessura 1 1.00 3 100,00 ohm-s  0.00 X
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APENDICE A

APLICACKO DO METODO DAS IMAGENS

0 metodo das imagens & empregado no eletromagnetismo clas
sico para a solucao de problemas de cargas na presenca de condu-
tores e dieletricos (ver, por exemplo, Jackson, 1975). Em prin-
cipio, consiste na substitui¢do das interfaces por cargas ficti-
cias. Essas cargas sao calculadas e posicionadas de modo que
os campos ou potenciais produzidos se ajustem as condicoes de
contorno da equagao de Poisson.

Pela analogia entre esses sistemas e os de correntes esta
cionarias (Reitz e Milford, 1972), o método pode ser aplicado ao
problema de resistividade. As restricoes ficam por conta da di-
ficuldade de encontrar as imagens, exceto nos casos mais sim-
ples.

A discussao aqui esta baseada em Ludwig (1967), que estu
dou varios modelos de falhas e diques verticais e infinitos. Seu
trabalho tambem apresenta uns poucos exemplos com a linha dos
dipolos cruzando uma interface com um angulo de 30 graus.

A.1 Falha Vertical

A Fig. A-1 representa o esquema para uma falha vertical e
infinita.
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Fig. A-1

Imagens para a falha.

Quando P est3 no meio 1, o potencia] no ponto e a soma
dos potenciais devido a corrente em I e sua imagem I*. Pela e-
quacao (5) do Capitulo 2,

Ip, Itp
! 2y . (A.1)

2w r ry

-
L

Quando P esta no meio 2, ndo ha a imagem, e P "vé a
corrente enfraquecida,
Ill p
Vy(x,y) = 1 . (A.2)
2 r

I'e I" dependem do coeficiente de reflexao entre os dois
meios,
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K21 = - = - K12 . (A.3)

Isto e mais as relagoes

r=V(X2 +y2)1/2 = (aa +y2)1/2 ,
(A.4)
rpo= ((2d - x)2 + y2) V22 (a2 4 y2)1/2
1 1 1
permitem escrever as equacoes (A.1) e (A.2) como
Ip A K
e e L S (A.5)
2m vaz + y? vaZ + yZ
1 1
Ip 1=K
v, = —2 (—2) . (A.6)
2w Vaz + y?

Aplicando a transformada de Fourier como na equacao (47)
do Capitulo 4, os potenciais transformados serao:

0 (ka) + Ko(k§1)]’ (A.7) e
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- Ip1 ’
v, = — [(1 - K21») Ko(ka)] . (A.8)

™

Essas formulas sao faceis de implementar no computador.K0
& calculavel por uma aproximacao polinomial (Abramowitz e Stegun,
1965), com uma precisao melhor que 10°7, As resistividades apa
rentes e os PFE s3o calculados pelas equacdes (8) e (9) do Capi-
tulo 2.

A Figura A-2 e do trabalho citado de Ludwig. Ela pode
ser comparada com a Figura 24 do Capitulo 4, que foi obtida a
partir das equacdes (A.5) e (A.6) para o mesmo caso. As discre-
pancias dos PFE no centro da pseudo-secdo sao causadas por
Ludwig tomar como base a resistividade alta na equacao (9).

A.2 Dique Infinito

Neste caso, o problema e um pouco mais sofisticado porque
as reflexdes nas duas interfaces causam imagens multiplas. Os
nove casos possiveis de posicionamento dos eletrodos nos tres
meios podem ser resumidos em quatro, e estao apresentados a se-
guir. A Figura 26 do Capitulo 4, obtida com essas formulas, po
de ser comparada com os resultados de Ludwig na Figura A-3.
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_Resistividade—aparente e PFL para uia falna

vertical infinita (segundo Ludwig, 1975)
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"RESPOSTA TEDRICA DE POLARIZACKO INDUZIDA

) T-4
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Figura A-3
Resistividade aparente e PFE para um dique
vertical infinito (sequndo Ludwig, 1975)
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1) Eletrodos de corrente e potencial no meio 1

Yy
d+3t d+3t
S B R T A 4
d+2t | d+2t
PR | P ]
d+t d+t
i — R T TSy )I
d d
P —— Ly WSYE )|
I' I 11 12 I3
—% /X /-X , /,X -
Pty ‘ 3
V/
pf. t
1 2 3
'I:‘= K12K32 (1-K21) I r = VX% + yz
I1= K12 I Y‘,] = /(Zd-X)z + y?
Iz= K32(1"K21) I Y'2 = /(-'2d+2t—x)2 + .y2
Figura A-4

Imagens para o dique infinito, caso 1

Na Figura A-4 estao representados as fontes e as imagens,
com suas intensidades. A fonte I produz duas imagens. Uma, de
intensidade 11, devida a interface entre os meios 1 e 2. A se-
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gunda e o reflexo na interface entre 2 e 3. Sua intensidade I2
e reduzida pela reflexdo na primeira interface. Esta imagem @
por sua vez refletida na-interface entre os meios 1 e 2, geran-
do uma imagem de intensidade I*. Por estar no meio 1, esta ulti
ma n3o atua em P, mas fera nova imagem no meio 3, devido a segun
da interface. Esta outra imagem tambem e refletida, dando ori-
gem a uma seqliéncia infinita de imagens, em que s0 as do meio 3
influirao no potencial em P,

A equacao (A.9) e a formula obtida para o potencial, e
(A.10) sua transformada de Fourier, Os coeficientes de refle-
xao obedecem a convencao da equacSo (A.3).

Ip 1 K o (KogK L
27 /a%+y?  /aTxy? m=0 YaZ + y?
. m
- Ip'l _ :
v, = - [Ko(ka) *+ Koy Ko(ka1) -
o m .
- Kp3(1-Kyy)? A (KpqKpg)™ Ky(kay ) 1 (A.10)

a = X, a, = 2d - x, a = 2(m+1)t + 2d - x.
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2) Eletrodo de corrente no meio 1 e de potencial no meio 2.

{y
d+4t d+4t :
PR S A A |
i d+3t d+3t
EETEERE {------1-- Hmmmmmmmmmonees -]
d+2t d+2t
I(- ------------- - =
d+t d+t
R SRR
I I I 4 I I
4 2 ----- +¢ (. 3
P A—A & XX
r. r~_ r N
§§;4
1 3
r= V/x% + y?
11 = K32(1-K21) I ry = f(.Zd-i-Z‘t-X):z— ¥ y?
Iy = KypK3p(1-Kyq) 1 ro = YTZt+x)Z + y?
I3 = K32K12K32(1‘K21) I Y‘3 = /(2d+4t-X)2 + y’
T4 = KygKaaKqpKzp(1-Kpq) 1 ry = OEX)TYR
Figura A-5

Imagens para o dique infinito, caso 2

123




)

Ha duas series infinitas de imagens, uma no meio 1 e

tra no meio 3.

Apesar do ponto P estar no meio 2; as

€q

podem ser escritas em termos da resistividade do meio 1,

de (A.4),

1+K21

92 =

o]
1 1-Ko1

As equacOes para o potencial e sua transformada

Io ,
-—l v[(1+K21)

2w

V2=

- Kpgll+kgq)

-~ Ip1 .
V2 = —;_ [(1+K21)

(o]
z

m=
2m

(KyqKp3)"

0 YaZ + y?
Tm

]

n ™g

m=0

m
(Ka1Kp3)
0 vaZ + y?

® m
L (KpqKpg) Kolkagy) -

| . 0
- Kpa(1+kpe) T (Kpqpg)™ Kolkayy) ]

CI 2(m+1)t + 2d

'X azm—

2mt + X

124

ou-
uacoes
pois,

(A.11)

(A.12)

(A.13)
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3) Eletrodo de corrente no meio 1 e de potencial no meio 3.

yo
d+4t ' d+4t
---------------------- ﬁ--a----—--------------;l
d+3t d+3t
S S P . N
d+2t d+2t
- e T
d+t d+t
e FETISE »
I E I d t I' I
2 I e - e - |
I T\\ X X e
r r r
| :::§;§§£*
‘ 1 2] 3

I' = K3p(1-Kpq) 1

I" = K3pKqpKzp(1-Koq) I ro= Xy

I1 = K12K32(1-K21) I ry = Y{2t+x)2 + y?

Iy = KygK3pKypKsp(l-Kpq) 1 rp = YUATEX)T 4yt
Figura A-6

Imagens para o dique infinito, caso 3

Novamente h3a duas seqliencias infinitas nos meios 1 e 3.
Somente a do meio 1 e vista pelo ponto no meio 3, e essas ima-
gens sao reduzidas pela reflexao na interface 2-3. O0s potenci-
ais sao
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Io | - (Kp1Kpa)™
3 @ 21723
Vo = —= (1-Kpq ) (1=Kqyp) L —————— (A.14)
3 9 21 32 m=0 v/af + vZ_ yzm
" Ip3 ® m
T m=0
a_ = 2mt + X
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4) Eletrodos de corrente e potencial no meio 2

4y
) ; |
t+d t+d iﬂ ;
2t+d 2t+d
jo-onmmnnne- S I
t-d t-d
-5
d d |
R
I I1 I I2 14
* \ \YA AY2 _\X
P T xr L F ’/,,r"”/“
| P N
1 4 3
re /XE Ty
I1 = K12 I Y‘1 =-/(2E“-X’2 + y?
I, = Kgp I ro = Y{ZE-2d+x)% + y*
I3 = K12K32 I Y‘3 = /(2t+X)2 + yz
I4 = K32K12 I Y‘4 = /(2t-x)% + y*?
Figura A-7
Imagens para o dique infinito, caso 4
Neste caso; as imagens estSo em 1 e 3. Como no caso 2, e
possivel escrever os potenciais em funcao da resistividade do

meio 1.
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= . - K L e
4 2m 1"K21 va + Yy 21 m=0 va + Yy -
im ,
: m ‘ m
w  (KoqKpg)W e (KygKy3)
T Koz I - * KyqKpg L 2 ———
m=0 vaz + y2 m=0 vaZ + y?
2m . 3m
o (KogKpa)™
S e A L (A.16)
m=0 YaZ + yZ
4m
= Ipy 14Ky | " SN —
V4 = ( ) [Ko(ka) - K21 -Z_ (K21K23) Ko(ka1m) -
T 1-K m=0
21 }
=< m : [ m .
" Kgq I (KpqKpg)T KolKagn) + KaqKpg [ 2 (Kpqkpg) Ko (kagy) +
e m
a = X gy = 2mt + 2d + X pm = 2(m+1)t -2d-x

g, = 2(m+1)t + X A = 2(m+1)t - x
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APENDICE B

IMPLEMENTACAO DA TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER

B.1 Calculo dos Coeficientes Dependentes da Oscilagdo

Na equacdo (67) (CapTtulo 4), a variavel responsavel pela
oscilacao da Ultima integral e y. A formula para a obtenc3do dos
coeficientes esta na equacao (66). Patterson (1976) sugere 0
uso de recorréencias para esta equag¢ao, pois

- oy(y -1
by = y(&==) b, 4 (B.1)
1 +y2
com by = 1_1_11 . , (B.2)
1 + y?

A equac¢ao (B.1) pode ser separada nas suas partes reais
e complexas,

b =C + iS_ , (B.3)

onde
= (—Y ;
= =) g v Sp) s (B.4)
_ y -
Sy = ) S - G (8.5)

com
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Ch = ——— - e S = 3 (B.6)
1 + y?

0 fator que multiplica a integral (equacao (67)) pode
ser incorporado aos coeficientes. Assim, a parte real, que & o
que interessa na transformada inversa em coseno, fica sendo

b = C, cos(ya) - S

. . sen(ya) . , (B.7)

L

A formula de recorrencia para os coeficientes oscilantes
da outra integral esta na equacdo (70). Ela & semelhante a usa-
da na obtenc3o das funcles de Bessel de ordem fracionaria,

_i(2e+3) o (22+43)

b, - s
2'""1 y, 2/ (22'_1) 2-1

(B.8)

sendo

172 ’
by = E;) Josrs2(y?) =

_Sill_ﬁ . . (B.9 )
y’

com y® = ya/2. E facil notar que os termos pares sao reais e o0s
impares, complexos.

Se a recorrencia for usada sob esta forma, os resultados
serao desastrosos. 0 motivo & que cada um de seus termos consis
te de uma diferenca entre as partes reais e complexas. Como es-
ses valores sao decrescentes, mas proximos, ha uma rapida perda
de algaritmos significativos. Num computador como o Dec-10, com
7 digitos em precisao simples, o oitavo termo ja sera sem valor.
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A saVda & empregar o algoritmo atribuido a J.C.P. Miller,
que pode ser encontrado na sec. 10.5 do "Handbook of Mathe-
matical Functions" (Abramowitz e Stegun, 1965). Ting e Luke
(1981) apresentam uma demonstracdo de sua validade. A ideia e
fazer a recorrencia de traz para frente, do termo N ao zero. N
e escolhido de modo que o termo N+1 ja possa ser considerado nu
lo. 0 termo de ordem N & suposto inicialmente igual a 1. Entao,
de (B.8).

- 1(22-1) b - (22-1) b -, . (B.10)

b ;
2-1 y’? 2 (22+3) g+1

Ao chegar ao primeiro termo, ele & comparado com o valor
dado por (B.9). Todos os termos sdao entao multiplicados pelo
fator de proporcionalidade obtido, para chegar ao resultado fi-
nal.

Do mesmo modo como no caso anterior, a parte real dos
coeficientes &

b =C. cos(¥®) - s

sen(¥2) , (B.10)
2 2 2 2 2

com C2 e Sm representando agora os termos pares e impares, res -
pectivamente.

Ha uma dificuldade associado ao rapido decaimento desses
coeficientes. Ao ser usado N = 32, antes de atingir o termo de
ordem zero, ja ocorre um "overflow" (o maior valor manipulado pe
1o Dec-10 & 10°° )7 Isto foi resolvido fazendo o termo N nao

. - ~35
jgual a 1, mas sim a um numero bem menor, como por exemplo 10
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B.2 Calculo dos Coeficientes Independentes da Oscilac¢ao

Como mencionado ne Capitulo 4, os pesos da equacao (60)
podem ser reescritos, ficando a equa¢ao sob a forma

m
c Zd, = 1 w, . f(k) . (B.11)

0s novos pesos sao simplesmente

Woon = Wn 9y (kn) . (B.12)

Esses pesos dependem apenas do grau da quadratura, e po-
dem ser calculados e armazenados a priori.

B.3 Reagrupamento‘dbSVCoéficientes

Escolhido o grau da quadratura e conhecida a variavel de
oscilacao, e possivel escrever a formula da integracdo ( equagao
(61)) como

(B.13)

Hn~M3
N~ s
=
o
~h
o
-

Tm(y) T 9=0 n

Efetuando primeiro o somatorio em %, a equa¢do fica sendo

m
r ow> f(k) , (B.14)

T (y) =
m n=0 n n

onde 0S pesos W’ sao
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m
w?> = I W b . (B.15)

Esta formulacdo e eficiente quando as transformada de
Fourier sao feitas repetidas vezes para os mesmos valores da os-
cilacao, como no problema desta tese.

B.4 ImplementaéEo'em FORTRAN

As ideias apresentadas aqui foram implementadas no Dec-
System 10 da UFPa; que tem uma mantissa de 7 bits. A parte fra
cionaria ocupa 27 bits em precisao simples e 62 em dupla. A se-
guir, estao listadas 3 subrotinas que realizam a transformada in
versa.

A subrotina LLANG & simplesmente a implementacao da equa
cao (B.14). A subrotina XLLANG calcula os pesos para essa equa-
cao, dados os numeros de pontos de cada quadratura e a abcissa
de troca. Esses pesos ja sao calculados para todos os valores
da oscilacao. 0 primeiro valor @ Y0, o incremento DY, e NL & o
seu numero. Para o arranjo dipolo-dipolo com as dimensdes norma
lizadas, NL = 8, YO = 1, DY = 1. A subrotina XLLORT calcula os
pesos para 0 caso ortogona[,}ou seja; sem oscilagao.

As abcissas e os pesos originais da quadratura estao em
dois BLOCK DATA. Foram utilizados os valores para a quadratura
de Gauss-Laguerre de grau 32, em dupla precisdo, que estido em
Krylov (1972). O0s pesos foram multiplicados, ainda em precisao
dupla, pelos polinomios de Legendre e Laguerre. Estes foram ge-
rados pelas formulas de recorrencia de Abramowitz e Stegun(1965),
e conferidos com a uti]izac&o das subrotinas do "Standard
Subroutine Package" acessivel no Dec-10.

A equdg¢do (56) do Capitulo 4 pode ser usada para testar
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os pesos, atraves da ortogonalidade dos polinomios de Legendre e
Laguerre. Lembrando que nesses dois casos o polinomio de grau
zero e igual a 1, .

b
m 1 se 2 =10
c, = [ p(k) qi(k) ag(k) dk ="z w ql(k ) = {
a

-1 6
O0s resultados foram melhores que 10 -,
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SUBROTINA LLANG

CALCULA A TRANSFORMADIA DE FOURIER PARA UMA FUNCAD
COM DESCONTINUIDADE LOGARITMICA NA ORIGEM

ARGUHENTOS’
VALOR DA TRANSFORMADA
L (ORDEM DA OSCILACAD (1 <L <'8)

F VETOR COM VALDRES DA FUNCAD
SUBROUTINE LLANG(VsLsF)

CUNSTANTES EN COMMON BLOCK:
VETOR COM ARCISSAS DA FUNCAD
N NUMERD DE PONTOS
Y0 ARGUMENTE INICIAL DA OSCILACAD
nvo INCREMENTO DA 0SCILACAD
¥ PESOS PARA INTEGRACAG, CALEULATOS POR XLLANG E XLLORT

COMMON/LANBDA/X(32) s Ny YO, VO

COMMON/BLKW/B(30,8)

DIMENSION F(1)

V=0,

b0 1 I=1s8 ;

U=F (YT L)Y

CONTINUE

Y=Us3. 14159285

RETURN . .
END ' .
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SUBROTINA XLLANG
CALCULA ABCISSAS E PESOS PARA A TNFEGRACAQ OSCILANTE

ARGUMENTOS?
gg : NUHERG DE PDNTBS NO Pg:rE%%D TRECHO
c ABCISSA DE SEFARACAQ ROS TRECHOS

SUBROUTINE XLLANG(NEsHA:C)

CONSTANTES EM COMMON BLOCKS
VETOR COM ABCISSAS PARA CALCULO DA FUNCAD
NUMERG DE PONTOS
YO ARGUMENTD INTCIAL DA LECILACAD
oYo INCREMENTO DA OSCILACAQ
¥ MATRIZ COM PESOS PARR INTEGRACAQ
ZEsME  ABCISSAS E PESDS FARA O PRIMEIRO TRECHD (V. BLEGOS)

TArHA oo ¢ " SEGUNDD * (V. BLAGCS)
COMMON/LAMEDA/X(32) 9Ny Y02 DY0 .
COMMON/BLKE/H(I0+8)

COMMON/BLKE/ZE(32)4E(32,32)
COMMON/BLKR/ZALI2) 2 WA(32432)
DIMENSION B(Bs32)

CALCULD DAS ABCISSAS EM FUNCAC DO FONTC C
DO 1 I=1,NE

X(I)=ZE(T)XC

DO 2 I=1,N4

XCINEY=ZA(INC

CALCULD DOS PESOS PARA O FRIMEIRO TRECHO

NK=29 ! e maiory estours mantissa
B0=C ! do DBec-1§

Y=Y0kB0/2, I ver definicas da integral
DY=DY0XBY/2, ) :
[0 11 L=1,8 | lope para os ardusentos
Ca=CDS(Y)

SA=SIN(Y)

B(LsNK$1)=0, ! recorrencia inversa
B{LsNK)=1, 05-34 ! evita estouro 43 maniissa
DO 12 K=NKe3y- t poef, pares o impares

B(LsK-1)= FLUAT(Q!k 3R-BILoK)/YHB(LsKEL) /FLOAT(2HKH1))

I=
B(LyI-1)=FLOAT (2XI-2YR(B(L, D)/YHR(L THL) /FLOAT (2XTH1))
CONTINUE

 E=SINCY)/(YXB(Ly1)) ! fator aultirlicativo

B0 14 K=1,NKs2 { aduste final
B(LsK)=B(L,K)XEXCA

R{LsK+1)=-B(LsK1IHERSA

CONTINUE

00 15 I=1sNE ! regdrupamento
W(IsL)=0,

DO 14 K=1,NK-1

WL =BILsKYRUE(T oK) 4R(ToL)

W L)=W(TsL)%C

Y=Y4DY

CALCULD DOS COEFICIENTES DO SEGUNBD TRECHG

NK=32
A0=C
Y=Y0
00 21 L=1,8 ! loor para os ardumentos
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23
2

CA=COS(YXAD)
SA=SIN(Y¥A0)

-CO=1,/(1,4Y%Y)

50=YxC0
B(L+1)=COXCA-S0%SA

A=50

DO 22 K=29NK
C1=A¥(YACO450)
S1=A1(YX50-C0) -
B(Lv§)=C1¥CA-SI!SA-

25 K=1)HK
WO L)=RILsKIXUACT KD 4R LD
CONTINUE
Y=Y+0Y
RETURN
END

I recorrencia noreal

I readruranento
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SUBROTINA XLLORT
CALCULA AS ABCISSAS E PESOS PARA INTEGRAL SEM OSCILACAD

ARGUNENTOSS
NE NUMERD DE PONTOS NO PRIMEIRO TRECHD
A P00 v GEGUND '

A
£ ABCISSA DE SEPARACAC DOS TRECHOS
SUBROUTINE XLLORT(NEsNA/C)

CONSTANTES EM CONMON BLOCK
VETOR COM ARCISSAS PARA CALCULD DA FUNCAD

N NUMERO LE FONTOS

Y0 ARGUMENTO INICIAL DA OSCILACAC (sem uso agui)

byo INCREMENTD D& 0SCILACAD (o LD

L MATRIZ COM PESOS PARA THTEGRATAD

ZE2NE ABCI°SAS E FESUS PARA O PRINEIRO TRECHD (V. BLEGOS)
TAsNA * * SEGURDO (V. RLAGOS)
CUHHON/LAHBDA/X(S?)vN;YO

COMNON/RLKM/H(50+8)

COMMON/BLRE/ZE(32)UE(32,32)
CONMON/BLKD/ZA:32) sUA (324 32)

CALCULD DAS ABCISSAS EN FUNCAD DO PONTO C
ARRANJO D0S PESOS PARA COMPATIRILIZAX COM LLANG

DO 1 I=1,NE
X(D=ZE(I)xC

Do 1 1,8

BTy J)=UE(T, 1040
B0 2 I=1sNA

0B 2 J=ie14
WOIHNE S J)=UACTN 1)
X{IHE)=ZA(THE
RETURN

ENI
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ABCISSAS E PESOS PARA LAGUERRE OSCILANTE - PRIMEIRO TRECHO

VALORES ORIGINAIS EM KRYLOV (1962)

ABCISSAS MULTIFLICADAS POR o

PESDS KULTIPLICADGS PELOS POLINOMIOS DE LEGENDRE
Pi2e -1
1

BLOCK DATA GLEGOS
Cg?HON/BLKE/Z(32)yM(32y32)

DATA 2/
0.95648577E400s 0,79094558E+00s 0.56144538E400s 0.34114760E4+00+
0,17863534E400s 0.79791627E-01s 0.30433840E-01, 0,98877437E-02,
0,27284221E-025 0.63739135€-035 0,12553212E-03y 0,20743873E-04y
0,28428355E-05, 0,327709025-06y 0.309017096-07, £,233072465-08,

148432776-09y 0.74047007E-11» 0,29197587E~12y 0.895441995-14,
0,20977528E-15y 0,38722770E-175 ©,46762376E-19y 0,41850629€-210
0,25302571E-23y 0,97502054E~26s 0, 227462945-28y (,27059810E-31y
0,14963537-34, 0,00000000E+00y 0.00000000E+00s 0.000C0000EH00/

,10921834E400, 0,21044311E400y 0, 235213236400, 0.1959¢:134E4004
12998379400, 0.70578424E-01y 0.3176091 3601y 0, 11919NGE-01y
+37388163E-02, 0,98080331E-03y 0,21484492€-03y (,39203470L-04,
S9345414E-05) 0,74164045E-08y 0,76045579E-07, 0.41504022E-04,
JA28130306-09, 0,23053995E~10y 0,97993792E-12y 0.32379017E 14,
81719234E-15, 0.15421329E~14y 0,211979236-18s 0.00544297E 20y

|
X
¢
0
X
X
X
20
X0
X0
10
X0
|
1
X

0,11922488E-33; 0,000C0000E+00s 0.000COICOEH00s ., 0N00HOOGEHD0y
% 0.99713238E-01y 0.12245499E400s 0.29999417E-01,-0, 41839C03E-01,
$-0.83544391E-01~0,59315457E-015-0, 298277256 -01,-0. 115825256 -014
$-0.37184127E~02+~0,97955200E-03y~0 . 21481097E~035-0, 39701 793E- 04y
$-0.593450746E-052-0, 741637976 -089 -0 760456 74E-071 -0 63506027E 08
¥-0,42813830E-09»~0,23058995E-105-0,97994793€-124-0, 3237801 JE-11,
1-0.81718224E-15,-0, 15421 328E-14,-0,21197923E-18,~0. 2054429 7 - 20y

" 2-0.13469826E-22,-0,56612941E-25s 0,14185805E-27y-0, 1512374520,

¥-0,11922488E-33, 0,00000000£4+005 0,00000CO0E 100, ©,0C30C000E4C0,
¥ 0.81943852E-01y 0,164165706-02+-0,11224354E400,-0,685671444E5-01
¥ 0.15552753E-01s 0.39485244E-01, 0.28137050E-01y 0,112101596-01
¥ 0.36777724E-02y 0,97705474E~03s 0,2187031CL-03y §,37198039€~04»
¥ 0.59344397E-05, 0,74147900E-06y 0.76045645E-07s 0,61506021E-0y
£ 0,42813830E-09s 0,23058995E-10y 0.97993793E-12y 0.32378017E-13y
¥ 0.81719234E-15 0.15421338E-16y 0,21197920E-185 0,20544.771-20
X 0,13469824E-22y 0,54612941E-25y 0,14185408E-27y 0.19143755E-20s
% 0,11922483E-335 0,00000000E4005 0.00000000E+00s 0,00000903E+C0s
¥ 0,58211850E-015-0,80025151E-01,-0,42397295E-01» 0,77354140E-015
% 0,39035911E-01»-0,15743128E-015-0,21024305E-01»~0, 10528804E~01
$-0,34172281E-02,-0,97331339€-035-0, 214541 I5E~024~0, 391926375~ 04s
$-0,59343377E-05+-0, 74153754E-06+-0,76045651E~07 -0, 63506020E-08»
*-0,42813830E-09 -0, 23058995E-105-0,97993793C-121-0, 3237801 7E-13s
$-0,81718234E-15+~0. 15421 1I0E-14,-0,21197923E-18+ -0, 2054429 7€ ~20»
£-0,13449826E-22+-0,56412941E-25,-0, 1418560582790, 191 33735E 30y
$-0.11922488E-335 0,00000000E400s 0.00000000E+00s 0.00CO000CEH00s
X 0.31547195E-01,-0,827344176-01y 0.75035041E~01s 0.87726516E-02,
1-0.55571232€-015-0.44306379E-02, 0.14953117E-01y 0,75645883E-02,
¥ 0,35372747E-02s 0,96833402E-03s 0,21432577€-03s 0,39187153E-04,
2 0.59342018E-05, 0.74163560E-06s 0.78045632E-07y 0,63506017E-08s
¥ 0.42813829E-095 0.23058995E-10y 0,97993793E-12y €,32378017E-134
% 0.81718234E-15y 0,15421330E-14s 0.21197923E-18s 0.20544297E-20,
¥ 0.,13469826E-22y 0,56612941E-25y 0.14185605E-275 0.19133755E-30y
$ 0,11922488E-33» 0,0000000CE400s 0.00000000E4+00y 0.00000000E+00y
X 0,527356476-029-0,22638551E-01s 0,50557945E-01+-0,656847846E-01
% 0.33062341E-01, 0,223384516-01,-0.84562343E-02,-0,84211939E-025
£-0,34385651E-02¢-0,96213218E-035~-0,21405645E-03+-0, 391 79020E-04+
$-0,59340319E-055-0, 7416331 7E-04+-0,76045808E-075-0, 63506018E-08»
1-0,42813829E-09,-0,23058995E~10+~0,97993793E~12+-0,32378017E-13y

0.
0,13449624E-22y 0.54412941E-25, 0,141854605€-27) 0,19133795E-20, -
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$-0,91718234E-15,-0, 15421 338E-14+ -0, 21197921618 -0, 205442976204
¥-Q,13469826E~22y-0,5661 2941E-25,-0.14185605E-275-0, 191 JI755E 10y
$-0,11922488E-33y 0,00000000E+00, 0.€0000000E+00, 0,00000000E+00,
X-0.17462534E-01y (,447046364E-01,-0.510987226-01y 0,31 IRAKT7E-01 y
X 0,73507775E-024-0.29059417€-01» 0.20985379C-02r 0.74391357E-02y
% 0,33219045E-02y 0.95471370E-03s 0. 21A7ITAVE~03s 0,3F169243E~04y
¥ 0.59338“815—0;; 0,74163023E~06y 0. 76045580807y 0,63506016E-08
¥ 0,42813828E~0%y 0,27058995E-1Gy 0,97993793E-12y 0.32376017E~13s
¥ 0,81718234E-15y 0.15421238E-16y 0,211979235-18y 0,205442976-20+
X 0.134698266-22y 0,56612941E-25, 0,141996056-275 0419133755E-304
X 0.11922488E-33, 0,00000000E4+00s 0.00000D00EH00Y 0 OOOOQOOQF*OO.
¥-0,34128253E-01y 0,67813298E-01,~0.55045867E-01s 0.IB915594E-01y
X-0,37113333E-01y 0.26207938E-01, 0,35281293E-02+-0,61527332F 00y
%-0.31882426E-021~0,94809477E-035 -0, 21 25 701E-03+-0, 39157631 £G4
2-0,59335902E-05+-0,741824B3E-065-04 760453476~ 071 =04 6350460 14E 03
X-0,42813827E-095 -0, 23058995E~105=0, 979537940 -1 2a -0, 1037001 FE - 13, ,
£-0,81718234E-159~0, 15421 338E-16+ -0, 211975238 - 184 -0, 0544257620+ '
$-0,13489826E-22+-0, 5661294 1E-25,-04 1 4185405E-27y =04 [91IB 755030 : :
¥-0,11922488E-335 0,00000000E+00» 0,00000600F 400, 0.H0000000E 400,

X-0.43141743E-01y (,34791248E-C1y 0, 31984465501 1-0,50455048E-01 s

¥ 0,38293994E-01,~0,15870991E 01, -0, 81 544643E 07, 0, 479395 315-02,

¥ 0,30384653E-02y 0,93629184E-03y 0.21292715( -0, 0.3?144874f—04:

7 ¥ 0,59337184E-05y 0.74162294E-04y 0.760455108~07, 0,563504011F -0y
X 0.42813827€-09, 0,23058995E-10y 0.37992793E-12y 0,323780174~13,
¥ 0.81718234E-15, 0.15421238E-14y O, ”119/0”’L -18y 0.?05¢4??7ﬁ~201
X 0. 134469826E-225 Q,568129416-25, 0 14105405E-07, 0,19133 /558 - 100
¥ 0.11922488E-33» 0,00000000E+00s 0.0’0000“&F+00g G OOQTOOONELL0)
¥-0,44061823E-015-0,22038935E-01 0, S9375571E~01+-0.44034847E-C2,
¥-0.13500978E-01» 0,18985208E-025 0. 11275708 -019-0 34164079702
¥~0,28743847E-025~0,92532360E-035~0, 21244408E-03+-0, 391 J0245E- 04
£-0,59330128E-05,-0,74161858E-061 -0, 76045447607, ~0,63504009E -08,
¥-0,428138266-095-0,22038795E-104-0,97993791E-12y~0, 3237801 7E-13»
¥-0,81718234€E~15,-0,15421338E-16+-0, 21197923 - 1Hl'vcged44q?7E -20,
¥-0,13449828E-224-0,56812941E-25,-0, 1 4185405E~27» -0, 151 J3755E-30
1-0,11922488E-33, 0,00000000E400r 0,00C00000E+00r 04003COG00E400y ) :

- %-0.37604075E-015~0,55670274E~01+-0, 15581002601, 0,481354242-01, -
¥-0,17977395E-01y 0, 11252349E-01» 0,12781180F-01s 0.20437148E-02y . ‘
X 0,26967284E-02y 0,91321097E~03y 0,211907976-02s 0.3911399IE-04, '
¥ 0,59324729E-05y 0.74161372E-06+ 0,76045420E-071 0.51504004E-08y ’

' |
|
l

¥ 0.42813826E-09y 0,23058995E-10y 0.97993793E-12y 0,32378017E-13

¥ 0.,81718234E-15, 0,15421338E-14s 0.21197923E-18y 0,205442976-20y

¥ 0,13469828E-225 0.56612941E-25y 0,14105605E-275 0.19132755F-30,

X 0,11922488E-23y 0.00000000E+00y 0,000C0000EL00Y 2,0000000CE 400,

£-0,25485458E-019-0, 4181 641 6E-01+~0, 54920598E-012-0, 24931 741E-01

¥ 0,34332398E-019-0,19779557E-015 0,126444310~019-0, 71845494503

¥-0,25071221E-02y-0,87997702E-025~0, 21 131 203E-0% -0, 390941 20504

3 X-0,59322992E-051-0,74140338E-06+-0478045389E-071 -0, 6350600 2E -08y

' £-0,42813825E-095 -0, 23058994E-10+-0,97993792E~12y~0, 3237001 7E~13s

. $-0.81718234E-15,-0,15421338E-165-0, 21197923E-185 =C, 2054427 .-~20y

¥~0,13469826E-225~0,56612941E~255-0, 141854605627 y-0,19133755E~20s

¥-0,11922488E-33y 0,000G0000E+G0s 0.0000C000E100y 0.00000000E+00)

¥-0,10125985E-01y 0.44007067E-02y 0,13044421E-02y-0,29040025E-01

¥-0,25814727E-01y 0,21546232E-01y~0, 11079959601, -0, 5232724981

¥ 0,23071020E-02y 0,88584697E-03y 0,21067748E~03> 0.370745625E-04y

¥ 0.59318915E-05, 0.74160254E-06s 0,76045212E-07 (,635059955-08,

¥ 0,42813825E-0%y 0,23058994E-10s 0.?799379?@-12: 0,32378017E~13,

0.81718234E-15) 0.15421338E-16y 0.21197923E-18y £,20544797C-20y

0.13469826E-22y 0,36612941E-25y 0,14185405E-27y 0,19133755E-30y

0.119 2488E-33, (,00000000E+00» 0,00000000E400» 0.00000000E+00y
0.5746B841E-02y 0,43524429E-01+ 0.51005218E~01y 0430642372601y .

¥ 0.21602311E-03:-0 14564667E-01y 0,83204413E-02y 0.16496728E-02y
¥*0.20982512E—021—0.87024805E~031-0.20998356E-03--0.39055514E-04» o

i‘0.59314499E~05v-0 74159522E-06+-0, 76045251€-07 -0, 63505995E-08

%-0,42813825E-09y -0, 23058994E-10,~0.97993791E-125~0,32373017E-13,

l*0‘81718°34E 159-0,15421336E-16+-0,21197923E-184-0, 2054429 76~20»

¥-0,13469824E-221-0,56412941E-25 -0, 14185405E ~271 -0, 191 3I755E - 10,

$-0,11922488E-33» 0,00000000E+00s» 0.00000000E+00s 0,00000000E+00s

L X X & ]



X 0.19521414E-01, 0,44757568E-01s 0.10916494E-015 0,22237020E-02,
% 0,23703047E-01» 0,48408591E-025-0,47813279E-025-0,25327463E-02,
% 0.18822348E-02, 0.85380955E-03, 0,20923753E-03 0,39032754E-04»
% 0,59309743E-05) 0.74158942E-06, 0,74045185E-07, 0,43505991F~08s
X 0,42813824E-09, 0,23058994E-10 0.97993791E-12, 0.20378017E-13,
% 0,81718234E-15s 0,15421338E-14 0,21197923E-18y 0,20544297E~20s
X 0,13449826E-22s 0,566129416-25y 0,14185605E-27y 0,19133755E-30,
X 0.11922488-335 0,00000000E400s 0,00000000E+00+ 0,00000CO0E +00s
¥ U, 29093070E-01» 0,97299878E-02+-0,45007791E-01-0,39289956E-01
%-0,29455265E-011 0,42452893E-025 0,91550800F-03s 0,344962456-02,
%0, 16607607E-025 -0, 83638264603 1 -0, 20844967602 40, 39009438E~04
$-0,57304448E-051-0, 741582130 -06 =04 74045 1 15E-07 1~ 0, 43Z05984E~08)
£-0,42813974€-095 -0, 23059994E-109-0, 979937906129 =0, 3 7501 46 ~13y
¥-0,81718234E-155-0, 15421 336E~169-0, 21197922618 -0 2054429 7E~ 20,
%0, 1344982622, -0, 56412941E-25 -0, 14185505627 -0, 19133755610,
%-0,11922488E-33, 0,00000000E400s 0,00C00CODE 100y 6, C00T009Z 4005
% 0,33140891E-015-0,30991421E-01 -0, 209832976-015 0. 217447236 ~(1

X 0.14707747E-01,-0,174887726-01s 0, 2814243660210, 43RT2VE1E~02s
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