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RESUMO

Fizemos a modelagem direta 2D do método magnetotelirico (MT) com o método dos
elementos finitos (MEF) de arestas em termos dos campos primarios e secundarios. Para
usarmos modelos de maior complexidade e diminuirmos o custo computacional utilizamos
malhas nao estruturadas. Nas malhas utilizadas, introduzimos quatro nés em torno de
cada estacao MT, constituindo um quadrado alinhado nas direcoes dos eixos cartesianos
x e z. Por meio dos campos tangentes obtidos nas arestas de cada quadrado, efetuamos
derivadas numéricas por diferencas finitas. Validamos nosso cdédigo comparando nossas
respostas com a solucao semi-analitica de uma falha aflorante na superficie. Avaliamos
a eficiéncia do método comparado com o método dos elementos finitos nodais. Nossos
resultados sugerem que o MEF de arestas foi menos eficiente na modelagem do MT 2D em
termos dos campos primarios e secundarios, comparado com o MEF nodais, sobretudo por
demandar maior armazenamento de memoria e tempo de processamento para os modelos

estudados.

Palavras-chave: Método magnetotelirico. Modelagem direta. Método dos elementos

finitos de arestas



ABSTRACT

We have modelled 2D magnetotelluric using the edge finite element method by formulating
the problem in terms of primary and secondary fields. In order to explore more complex
models and to reduce the computational effort we have used unstructured meshes. We
constrain the mesh to include, around each MT station four nodes in a square-shaped
arrangement, aligned to the Cartesian axis  and z. From the tangential fields evaluated
on the edges of these squares we approximate the partial derivatives with finite differences.
We validate our code comparing its responses with the semi-analytical solution of a fault.
We evaluate the efficiency of the method compared to nodal based finite element method.
Our results suggest that the edge finite element method was less efficient to modelling
the 2D MT in terms of primary and secondary fields than the nodal based finite element
method, mainly due the need of more memory storage and time of processing for the

studied models.

Keywords: Magnetotelluric method. Foward modelling. Edge finite element method.
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1 INTRODUCAO

O magnetotelirico (MT) é um dos poucos métodos geofisicos que pode fornecer
informacoes de até centenas de quilometros da superficie da terra. Pode ser aplicado a uma
vasta classe de problemas, como na exploracao de energia geotermal, agua subterranea,
depositos minerais, diamantes, petréleo & gas etc. Além disso, o MT é a base para a

modelagem direta de diversos outros métodos eletromagnéticos indutivos.

O MT foi inicialmente proposto, de forma independente, por Tikhonov (1950) e
Cagniard (1953). Possui grande facilidade na modelagem direta por ter como fonte ondas
planas, de maneira que existem expressoes analiticas para os campos eletromagnéticos em
modelos 1D (VOZOFF, 1991; RIJO, 1996). Entretanto, na grande maioria dos modelos
geoldgicos, com estruturas 2D ou 3D, somente solu¢des numéricas sao viaveis ou, até

mesmo, possiveis.

Dentre os métodos numéricos para a resolucdo do MT se destaca o método dos
elementos finitos (MEF) por exigir apenas continuidade por partes das fungoes que serao
interpoladas (VOLAKIS; CHATTERJEE; KEMPEL, 1998). Além disso, aplicado a pro-
blemas envolvendo eletromagnetismo, o MEF pode ser utilizado para obter diretamente
os campos secundarios, induzidos pelos corpos 2D ou 3D na presenca do campo primario
incidente, o que contribui para minimizar a dimensao do problema a ser resolvido, prin-
cipalmente utilizando malhas nao estruturadas, em que se tem melhor controle sobre as

regioes de maior densidade de nés.

Nas décadas de 80 e 90 do século passado, houve um avango com o uso das bases
vetoriais de Whitney (1957), precursor do MEF de arestas, em problemas envolvendo
eletromagnetismo. Bossavit (1990), por exemplo, argumenta que em problemas tridimensi-
onais a interpolagao dos campos eletromagnéticos com o uso destas bases é consistente,
em detrimento das bases nodais. As bases vetoriais garantem corretamente a continuidade
dos campos entre elementos adjacentes, onde somente a componente tangencial é continua,
enquanto a componente normal pode ser descontinua. Além disso, estas bases possuem
divergente nulo, o que garantem que os campos interpolados também tenham divergente
nulo, concordando com as equagoes de Maxwell quando se trata de campos eletromag-
néticos numa regiao sem acimulo de carga. Trabalhos como os de Volakis, Chatterjee e
Kempel (1998) e Jin (2010) abordam os fundamentos destas bases e sua aplicagdo ao MEF

de arestas.

No ambito da geofisica, Mitsuhata e Uchida (2004) fizeram a modelagem 3D do
MT usando o MEF de arestas, utilizando os potenciais (f , 1) para contornar o problema

da descontinuidade no ar. Para isso, utilizaram bases vetoriais e nodais para interpolar o
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potencial vetor elétrico e o potencial escalar magnético, respectivamente. Nam et al. (2007)
fizeram a modelagem 3D do MT, incluindo topografia, por meio da interpolagdo do campo
E total, utilizando as bases vetoriais. O MEF de arestas também tem sido utilizado para a
modelagem de outros métodos eletromagnéticos. Por exemplo, Mukherjee e Everett (2011)
e Silva et al. (2012) modelaram o método eletromagnético de fonte controlada (CSEM)
utilizando a bobina e o dipolo horizontal como fonte, respectivamente. Portanto, apesar
de ser um método numérico relativamente recente na geofisica, o MEF de arestas esta bem

estabelecido e aceito pela comunidade cientifica.

Neste trabalho, primeiramente visamos compreender o funcionamento do método
dos elementos finitos de arestas. Posteriormente, avaliar a eficiéncia deste método na

modelagem direta 2D do método magnetotelirico.

No proximo capitulo contextualizaremos o leitor ao método geofisico magnetoteli-
rico, no que se refere a modelagem direta. Em seguida, a partir dos fundamentos béasicos
do eletromagnetismo obteremos uma equacao diferencial vetorial que rege os fenénemos
envolvidos e mostraremos como esta equagao pode ser solucionada pelo método numérico

dos elementos finitos de arestas.

Este método numérico se mostrou coerente na modelagem do MT com a solucao
analitica para um modelo 2D contendo uma falha, proposta por Qin, Yang e Chen (2013).
Entretanto, comparado com uma outra abordagem do método dos elementos finitos (o

método dos elementos nodais), foi menos eficiente na modelagem do MT-2D.
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2 Método magnetotelirico - MT

Com o método magnetotelirico, informagoes sobre a subsuperficie sdo obtidas pela
interpretacao da impedancia e da componente H, normalizada pela componente horizontal
do campo magnético (VOZOFF, 1991). Porém, neste trabalho consideramos apenas a

impedancia para as respostas MT.

A partir da relagao,

Ey Z yx Zyy H Yy 7

entre os campos, para cada frequéncia w o tensor de impedancias Z fornece informacao

sobre o meio, onde os campos se atenuam.

Na auséncia de estruturas 3D,
Lpw = ZLyy =0,

se o “strike” estiver na direcdo dos eixos x ou y. Desta forma,

E, E
Zzy = ﬁ y Zya: - Fy
Yy x

Neste trabalho adotaremos modelos continuos com relagao a direcao y.

2.1 Modos transverso elétrico (T'E.,) e magnético T'M,)

Um modelo 2D permite separar o problema em duas partes: nos modos de propaga-
cao T'E, e TM,. O modo transverso elétrico com relacao a z significa que o campo elétrico
é perpendicular a direcao z e paralelo ao "strike". Da mesma forma, o modo transverso
magnético com relacdo a z significa que o campo magnético é perpendicular a direcao z e
paralelo ao "strike". Portanto, sdo duas perspectivas sobre o mesmo problema. Daqui em

diante omitiremos o indice z.

Na grande maioria dos modelos tratados em geofisica, a propriedade magnética pu é
invariante e igual a g e, portanto o campo magnético é continuo. Da mesma forma, no
modo TE, a componente E,, ao longo do "strike", também ¢é continua. Agora, no modo
TM, a componente F, atravessa o "strike'e, portanto, é descontinua nos limites entre
corpos 2D. Assim, de certa forma, o modo TM se aproxima de um problema 3D e sua

resposta é muito mais acentuada que a do modo TE.

Em um modelo 2D, podemos calcular a resistividade aparente e a fase em funcao do

modulo da componente Z,, do tensor de impedancias, para o modo transversal magnético
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_TM,
1 2
pamy = @ |ny| )
Im(Z,y)
a = 1 = )
S v

ou Zy,, para o modo transversal elétrico - TE,
1 2
payz = @ |ZZ/I| )

10) = arct I\ Zy)
we = TN Re(Z,0)

2.2 Profundidade Pelicular (Skin Depth)

No ambito da modelagem direta, a partir de um dado modelo, estamos interessados
em calcular as componentes horizontais dos campos eletromagnéticos na superficie da
terra, por meio das quais se obtém as curvas de resistividade aparente e fase, tema do

préoximo capitulo.

Para atingirmos este objetivo devemos considerar tudo o que possa influenciar
os campos calculados em uma determinada coordenada. E intuitivo que objetos muito

distantes pouco influenciardao no calculo dos campos em um certo ponto. A profundidade

pelicular (Skin Depth),
2p
0=/ — 2.1
V- (2.)

¢ uma medida da distancia minima a ser considerada, onde p e p sdo, respectivamente, a
resistividade elétrica e permeabilidade magnética do meio e w a frequéncia dos campos

eletromagnéticos.

A profundidade pelicular (Skin Depth) é a distancia em que os campos eletromag-

néticos decaem a % de uma amplitude inicial, o que pode ser visualizado na Figura 1. Rijo

Figura 1 — Atenuacdo dos campos em meios condutivos.

1o

Fonte: do autor
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(1996) considera que a influéncia de corpos localizados a 56 pode ser desprezada, pois
a esta distancia, adentro de um meio condutivo, os campos induzidos por esses corpos

posuem menos de 0, 7% da amplitude inicial com origem nestes corpos.

De modo geral, o conceito de Skin Depth ¢ importante para quantificar a profun-
didade de insvestigagdo do método magnetoteltrico. A partir de (2.1) podemos concluir
que quanto menor a condutividade (o = %) do meio e frequéncia dos campos, maior a

profundidade de investigacao.
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3 METODOLOGIA

Neste capitulo estamos em busca de calcular os campos eletromagnéticos na
superficie de um dado modelo. Na primeira se¢cao mostraremos como descrever as equagoes
de Maxwell em termos dos campos priméarios incidentes (Ep, H P) e dos campos secundérios
(ES, H %), induzidos pelos primarios. Em seguida, na segunda segao obteremos uma equagao
diferencial cuja incégnita é o campo E*. Por fim, na terceira se¢ao apresentaremos o
método dos elementos finitos de arestas e mostraremos como ele pode ser utilizado para

obter uma solucao numérica para esta equacgao diferencial vetorial.

Na secao 4 obteremos um sistema cujas incognitas sao o potencial vetor elétrico T’

e o potencial escalar magnético €2, porém neste trabalho nao resolveremos este sistema.

3.1 Campos primérios e secundarios

Comecemos pelas equacoes de Maxwell, na forma diferencial, no dominio da

frequéncia, seguindo o trabalho de Ward e Hohmann (1988),

V-eE = p, (3.1)
VxH-yE = J, (3.2)
VxE+3H = 0, (3.3)

V-uH = 0, (3.4)

onde, y = (0 + we) e 3 = wp. Seja EP e HP os campos associados ao modelo primario,
em que as propriedades fisicas variam somente com a profundidade, e £ e H® os campos

induzidos pelos corpos anémalos a este modelo, se desmembrarmos os campos totais,

H = Hr+ H>,

E = E°+F,
e atribuirmos as relacoes,

p = '+ A,

3 = ¥+ A,

entre as propriedades fisicas dos modelos primario e secundério, podemos reescrever (3.2)
e (3.3) como,
V x (HP + H*) — (0 + Ap)(EP + E°) = ],

—

V% (P EN) 4 (3 + Ag)(HP + HY) = 0,
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e, devido aos campos primérios também obedecerem as equagoes de Ampere (3.2) e
Faraday (3.3), podemos expressar estas equagoes vetoriais em termos dos campos primarios

e secundarios,

o B> — Ay
{Vx n nEP, 35)

V x E +3Ff3 = —Agffp,

o que faz dos campos primarios EP e H? fontes dos campos secundarios Es e Hs (RIJO,
1996).

3.2 Equacao diferencial em termos do campo ES
A partir de (3.5), observe que H® = —%(V x E° + A3HP) e, portanto,
1 g g A - —
V x <v X E) YyEs = 3G x Hr — AyEP,

3 3

Usando novamente (3.2) , obtemos
1 g g A3 — =g
V x EV X B | +9Es = — 71)’7 + Ay | EP — —, (3.6)

onde J; = 0 para o MT, devido a fonte ser considerada no infinito, portanto fora do
dominio. Devido ao intervalo de frequéncias utilizados no MT (1073 - 10?), a menos no ar,

0 > wey. Portanto, h = o, o que é normalmente chamado de condi¢ao quasi-estatica.

A equacao (3.6) serd o ponto de partida para a resolugao pelo método dos elementos

finitos de arestas.

3.3 Elementos finitos de arestas

Para reduzir a exigéncia sobre a solugao da equagéo (3.6), recorreremos a formulacao
fraca, em que é necessario que a funcao obtida tenha somente primeira derivada definida.
Seja V' uma funcao peso utilizada para minimizar outra funcdo dentro de um intervalo e €

a funcao erro associado a aproximacao Ej que faremos,

€.

1 . L /A B}
v x <5v x E;j) B 4 (;’np n An> Fos

Se fizermos o produto interno entre estas fungoes, assumindo que sejam ortogonais entre

si, < V,€>= 0, o que no plano (z, z) pode ser reescrita como,

} . L (A B}
/V- lv x <3v « E;j) Y yE <;’UP+AU> Ep] dedz = 0,
Q
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e se usarmos a identidade vetorial,

obteremos,
- 1 _, . _, Aj S o
/(V % V) OV x Bz +/ V. yEideds = —/ “hy g Ag | V- e
Q Q Q
L1 .
+/Qv (VxS x By)dedz. (37)

Agora, usando o teorema do divergente,

e a identidade vetorial
(Ax B)-h=—A- (A xB), (3.8)

na ultima integral de (3.7), temos,
-1 = - AV .
/Q(v < V)V x B)dudz + /Q V. yEideds = —/Q b Ay ) V- v

. 1 .
— V.(nx-VxE;)dl. (3.9
[V SV x B (39)

No préximo item veremos que a ultima integral de (3.9) pode ser desconsiderada, a menos

da borda do dominio, onde deve-se impor condi¢oes de fronteira.

3.3.1 Discretizacao 2D

Apesar de outros poligonos poderem ser utilizados, nés demos enfase a discretizagao
por elementos triangulares pela maior facilidade em representar geometrias complexas.
Em cada elemento as propriedades fisicas em questao serao consideradas constantes (3 = 3¢
ey =1.). Como muitos autores, Reddy et al. (1994), Volakis, Chatterjee e Kempel (1998),
Jin (2010), usaremos as bases de Whitney (1957),

Wi = (¢:iVo; — 0jVei), myi,j=123, (3.10)

onde m faz referencia a aresta e (i, j) aos nds pertencentes a mesma.

As fungoes de base nodais,

1

Yi = TQe(ai + bz + ¢;2), (3.11)

sao equagoes de planos que valem a unidade no iésimo né e zero nos demais, representadas
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Figura 2 — Bases Nodais.

Fonte: do autor

na Figura 2, onde €2, é a area do elemento:

1 2y 2%
1
Qe:§D€t 1 a5 25 |. (3.12)
1 x5 2§

Assim, as bases vetoriais podem ser reescritas como,

- 1
Wi = 203 [(Am + Bn2)i + (Con + D)) m=1,2,3, (3.13)

e

onde,

Am = (Zibj — ajbz- y
Bm = Cibj — Cjbz‘ s
Cm = (IiCj — a]‘CZ‘ s

D,, = —-B,,

Os coeficientes a;, b; e ¢; de cada elemento podem ser obtidos por meio das coordenadas x

e z de seus nos,

_ e e e e
e e

bi = 25—z, (3.14)
_ e e
ci = xj —xj,

onde, (i,7,k) = (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2).

Na Figura 3 podemos observar o comportamento destas bases. Observa-se a
existéncia de componente tangencial somente na aresta m correspondente a base vetorial
Wp. Além disso, podemos provar que esta componente é constante ao longo da aresta
Mg Seja tm = (v; — 2)% + (2; — 2;)2 um vetor tangente a aresta m, de (3.11), (3.14) e

(3.12), temos que &, - Vip; = —1 e &, - V,; = 1. Como as bases nodais (3.11) sao lineares,
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ao longo da aresta m, ¢; + ¢; = 1, e de (3.10) temos que b - Wm = 1. Esta catacterista
contribui para a continuidade da componente tangencial destas bases vetoriais associadas
a aresta comum entre elementos adjacentes e para garanti-la, estas bases sao orientadas

pela aresta correspondente,
Nm = Nij = liij, 1< j, (315)
onde uma convengao adotada por Jin (2010) é que o sentido positivo das bases seja do

menor no para o maior, isto é, se ¢ > 7 o sentido da base deve ser invertido.

Na Figura 4-a podemos observar que as bases ]\7213 e ]\73?2, quando orientadas pela

aresta, tem o mesmo sentido e intensidade ao longo da aresta comum.

Agora, considere que dentro de cada elemento os campos secundarios sejam uma

combinacao linear destas bases vetoriais ponderados pela intensidade dos campos tangentes,
— 3 —
E; =Y E; N, (3.16)
n=1

onde E} é constantes ao longo da aresta n. Observe que de (3.13), V - (EZ + Ep) =0,0

que se adéqua perfeitamente a equagdo (3.1) para uma regiao sem actimulo de carga.

Usando o critério de Galerkin, em que por simplicidade Vo= Nm, para cada

elemento do dominio podemos aproximar as equacoes diferenciais em termos destas bases,

3
s [Efn /Q (N, - Ny dwdz| =

n=1

3
Iy [Em/ (V x Nyu) - (V x N,)dadz
Qe

36 n=1

A - = R - -
- < ;el)é’—i-AUe)/ (N - EB)dzdz — = > Ej, Ny - (X V x Np)dl,m =1,2,3.
0

[ e 36 n=1 8Q€

(3.17)

Na Figura 4-b pode-se observar que as integrais de linha de (3.17) de elementos
adjacentes se cancelam, visto que os limites de integragao sao opostos sobre a parcela de
curva comum, e nas demais parcelas os integrandos sao identicamente nulos.

3.3.2 Resolucao das integrais

A partir de (3.13) e (3.15),
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Figura 3 — Bases de Whitney. (a) Wj referente a aresta 1. (b) Wh referente & aresta 2. (c) Wi
referente a aresta 3.
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Portanto,

Também de (3.13) e (3.15),

S o lmly,
(Np, - N,) = 600 (A, + Bmz)(An + Byz) + (Cy, + D) (C, + Dpx)]

e,

L Ll
I = | (N N )dndz = o, [(AmAn + CnCo) + (AnBo + AuBy) | dadz

+BmBn/ 22dxdz + (Cp,D,, + Can)/ xdxdz + DmDn/ xdedz} .
Qe Qe Qe
(3.18)

Para a integral restante de (3.17) podemos obter uma expressao analitica, de posse

dos campos primarios. Entretanto, para obter uma resposta mais imediata em um dominio
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Figura 4 — (a) Bases orientadas pelas arestas. (b) Para coordenadas comuns, N3 projetado no
vetor em azul tem o mesmo valor que N32 projetado no vetor em vermelho. Como as
integrais sobre este trecho possuem limites de integragao opostos, se cancelardo na
montagem.
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(b)

Fonte: do autor

triangular genérico, interpolaremos os campos primérios utilizando as bases vetoriais
Para isso, teremos que calcular a componente tangente destes campos em cada aresta

Seja t,, = (z; — x;, 2; — 2;), um vetor na direcdo da aresta m, podemos calcularmos

cos(f) e cos(¢) entre a aresta m e os eixos cartesianos, por meio do produto escalar

COS(@) _ <{m,i'>:l'j—.’ﬂi
[ml[[| 2] b
COS(¢) _ <{m,2>:Zj—Zi
[ [ ] b
Assim,
Ef,

= EP cos(0) + E? cos(o)

onde usamos o campo E? calculados no centro da aresta n. O apéndice A apresenta os
detalhes sobre como calcular os campos primarios.

Desta forma, recaimos em integrais que felizmente resolvemos, ou melhor ja preci-
sariamos resolver. Entao, para cada elemento, obtems o sistema local

IH ]12 113 IIH IIl2 III3 fl
; Iy Iy Iyz | +9 | 1l Il Il X n | =
I3y I3y Is3 I3 1l3p I3 i3
1

Observe que se usdssemos as bases nodais para aproximarmos cada componente dos campos primérios
teriamos V - EP #£ 0
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Ihy 1hs

I3

Ny
—(;05+Ane> [y Il IDy | x

I3 113

3.3.2.1 Aproximacdes numéricas por quadratura

1133

P
Ly
P
Et2
P
L

Queremos calcular integrais de superficie sobre um dominio triangular de fungoes
De acordo com Hughes (1987) e

do tipo f(z,z) = x%2"

, presentes na equagao (3.18).

Burkardt (2013a), podemos aproximar,

Para o triangulo de referéncia, P =

/Qf(a:zd:)sdzw sz Tiy i)

(070)7 Q -

(1,0) e R =

resultados encontrados em Burkardt (2013a), mostrados na Tabela 1.

Tabela 1 — Pesos e abscisas

wy

X

Zi

1.0

0.333333

0.333333

0.333333
0.333333
0.333333

0.500000
0.500000
0.000000

0.000000
0.500000
0.500000

4| 3] -0.562500

0.520833
0.520833
0.520833

0.333333
0.600000
0.200000
0.200000

0.333333
0.200000
0.600000
0.200000

6|4 0.109951

0.109951
0.109951
0.223381
0.223381
0.223381

0.816847
0.091576
0.091576
0.108103
0.445948
0.445948

0.091676
0.816847
0.091676
0.445948
0.108103
0.445948

715 | 0.225000

0.125939
0.125939
0.125939
0.132394
0.132394
0.132394

0.333333
0.797427
0.101287
0.101287
0.059716
0.470142
0.470142

0.333333
0.101287
0.797427
0.101287
0.470142
0.059716
0.470142

Fonte: do autor

Para um triangulo genérico, faremos a transformacao,

(l’i, Z,L'> —

(Xi, Zi)

(0,1), usaremos os

= (1 — Xy — Zi)Pl + CUZQ/ + ZZ'R/,
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(w;)) = (W) = 2w,

onde €2, ¢é a area deste triangulo.

Para termos uma resposta exata, temos que ¢ + r < p (BURKARDT, 2013a). Nos
integrandos que iremos resolver, ¢ + r < 2. Assim, usaremos a quadratura de 3 pontos,

n = 3.

3.3.3 Montagem

Para o método dos elementos finitos de arestas, o processo de montagem se resume
em mapear os valores numéricos obtidos para cada elemento, de arestas locais 1,2 e 3, em
um sistema linear associado a posicao das arestas no dominio. Para isso utiliza-se uma
matriz que relacione as arestas locais de cada elemento as arestas globais da malha, o que

denominaremos de matriz local das arestas.

Existem algumas maneiras de construir a matriz local das arestas e uma maneira
¢ por meio da matriz local dos nés*: Cada linha desta matriz define um tridngulo,
obviamente com trés arestas, cada uma contendo dois nés. Assim, inicialmente lista-se
todas as possiveis arestas e posteriormente procura-se, por meio de seus pares de nos,
as que se repetem, mantendo uma tnica numeracao dos indices destas. Desta forma, a
primeira linha da matriz local das arestas serda formada pelos trés primeiros indices da
lista, a segunda linha pelos proximos trés indices e, assim suscetivamente. De forma a
ilustrarmos este procedimento, tomemos como exemplo a malha representada na Figura 5.
Observe que comegamos a enumerar as arestas (em vermelho) a partir do elemento 1 (em
verde), seguimos para o elemento 2 e assim por diante. No elemento 3, por exemplo, como
as arestas locais 1 e 2 deste elemento ja havia sido enumeradas repetimos os indices, como

pode ser melhor observado na Tabela 2.

Assim, tomemos como exemplo o elemento 28, de nds locais 1,2,3 e nés globais
39, 22 e 19. Os valores numéricos obtidos para o sistema linear local deste elemento
devem ser posicionados nas linhas e colunas 39, 22 e 19, nesta ordem, do sistema linear
global. Procedendo desta maneira para todos os elementos da malha, ao fim do processo

obteremos um sistema simtrico e esparso,
Az =0,

como pode ser visto na Figura 7-a, onde plotamos os valores diferentes de zero da matriz

A, ressaltando em vermelho a contribui¢do do elementos 28.

De maneira a aproveitarmos a esparsividade do sistema, utilizamos a rotina RCM

do Burkardt (2013b) para renumerar as arestas, o que pode ser visualizado na Figura

2 A matriz local dos nés pode ser fornecida pelo programa triangle (SHEWCHUK, 2013)
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Figura 5 — Exemplo de uma malha

2 i B ] 10 A 9 A0 3
L J =J [= A
11 23 37 22
10 18 20
14 5 15 16 24 4
11 28 21 8
8 39 4g 26
9 13 27
25
24 12 21 12 —— 19 47
5 18
6 1 25 33 10
12 13 14 7
1 14 17 16
1 2 20 15 30
3 4 17
7 (o] - e |
1 ! 5 © 6 < 4

Fonte: do autor

Tabela 2 — Mapeamento dos elementos na malha global

Elementos | Numeragao Local | Numeracao Global (nds) | Numeragao Global (arestas)
1 (1,2,3) (12,1,14) (1,2,3)
2 (1,2,3) (14,5,20) (4,5,6)
3 (1,2,3) (5,14,1) (1,2,7)
1 (1.2.3) (20,5,6) (5.3.9)
5 (1,2.3) (21,14,13) (10,11,12)
13 (1,2.3) (20,13,14) (25,11,6)
14 (1,2,3) (20,17,13) (26,27,25)
15 (1,2,3) (17,20,6) (26,9,28)
24 (1,2,3) (8,3,16) (44,41,45)
25 (1,2,3) (8,19,7) (16,35,47)
26 (1,2,3) (8,16,19) (45,48,46)
97 (1,2,3) (13,19,16) (34,48,40)
28 (1,2,3) (13,18,15) (39,22,19)

Fonte: do autor
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6, antes de efetuar o processo de montagem, acima descrito. Com isso, obtivemos um
sistema esparco com a banda reduzida, como pode ser visto na Figura 7-b, onde plotamos
os valores diferentes de zero da matriz A, ressaltando em vermelho a contribuicdo do

elementos 28, que devido a reenumeragao agora possui os nos globais 35,29 e 28.

Figura 6 — Malha renumerada por meio do reordenamento reverso de Cuthill-McKee (BUR-
KARDT, 2013b).

2 N 10 241 9 A A 3
J - Ay J b e §
11 23 22
10 A7 14 18 20 4 48
7 15 16 24
11 28 21 8
8 35 43 26
9 13 27
5 1221 21 39 19 2536
5 18
6 1 25 3 19
12 13 14 ;
1 ) 17 16
1 2 20 15 4 24
3 4 17
2 9 14
1 5 6 4

Fonte: do autor

Figura 7 — (a)- Matriz simétrica original. (b)- Matriz com a banda reduzida.
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Fonte: do autor
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3.3.4 CondicGes de fronteira

Antes de resolvermos o sistema linear precisamos impor condic¢oes de fronteira para
obtermos solugao tnica. Para isso, precisamos ter informagoes a priori nas bordas do
dominio. Normalmente utiliza-se as condi¢oes de Dirichlet quando se tem informagoes
sobre os campos e as condi¢oes de Neumann quando se impoe condi¢oes sobre a derivada

dos mesmos na fronteira.

Como evoluimos o sistema de forma que as incognitas sejam os campos secundarios,
basta garantirmos que a fronteira esteja distante o suficiente dos corpos 2D para sabermos
que os campos tendem a zero nas bordas do dominio. Muitos autores, como por exemplo
Rijo (1996), consideram 56 suficientes para que a influéncia destes corpos possa ser

desprezada, referente a equacao (2.1),

2
5= =2
Wit
Nestes casos, utilizamos as condi¢des de Dirichlet. Uma maneira de efetuarmos essa

imposicao em quebrar a simetria do sistema linear é atribui-se um valor “grande”, por
exemplo 10'%) na diagonal A(,4) e na posigao correspondente de b(4), multiplicado pelo

valor z;, que se deseja impor. Desta forma, (i) = xy.

Nos casos em que um corpo andmalo se estende até uma das bordas do dominio,
utilizamos as condi¢oes de Neumann, onde assume-se que a derivada do campo é constante
nesta borda, quando deixamos ela livre. Nao utilizamos as condigoes de Dirichlet nao
homogénea, pois a borda faz parte da heterogeneidade e o campo priméario referente a

uma onda plana é nao nulo nesta borda.

3.3.5 Malhas e solucdo do sistema

Utilizamos o software nao comercial triangle para gerar as malhas utilizadas.
Informagoes sobre esse programa pode ser encontrado em Shewchuk (2013). Também

usamos a interface disponivel em Key (2013).

Para reduzirmos a banda da matriz global utilizamos a rotina RCM disponvel em
Burkardt (2013b).

Para solucionarmos o sistema linear utilizamos a rotina gauss_solver.f90, imple-

mentada pelo professor Rijo, adaptada de Dongarra et al. (1979).

3.3.6 Pos processamento

Apés a solucao do sistema linear temos os valores dos campos secundarios tan-

genciais em cada aresta. Assim, se quisermos calcular os campos secundarios, temos que
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efetuar a combinagao linear (3.16),

3
Bo=y
n=1

em qualquer ponto dentro de cada elemento, inclusive no ponto médio, como ilustra a

Figura 8. Esse procedimento ¢é ttil para avaliar o comportamento dos campos secundarios
em todo o dominio.

Efetuando a combinacao linear dos vetores em azul, vermelho e verde no centro
do elemento, ponderados pelas intensidades dos campos tangentes, nos fornece um valor

unico por elemento, onde esse valor passa a estar vinculado ao centro do mesmo.

Figura 8 — Combinagao linear das bases vetoriais
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Fonte: do autor

Agora, se efetuarmos (3.16) nos nés de cada elemento os valores obtidos para um
determinado no referentes a elementos diferentes divergirdo entre si, mesmo sem haver
contraste de propriedade fisica. Isso ocorre primeiro porque, como usamos as bases de
Whitney, assumimos que os campos sao constantes nas arestas, quando sabemos que nao o
sao; segundo devido a cada nd pertencer a no maximo uma aresta comum entre elementos
adjacentes. Com o uso de bases vetoriais de grau superior este inconveniente nao ocorre,
pois os campos podem variar ao longo da aresta, porém o numero de graus de liberdade

para cada aresta aumenta e nao trataremos destas bases neste trabalho devido ao maior

custo computacional.

De forma a representar os campos com apenas um valor nos nés da malha, podemos

efetuar a média aritimética dos valores obtidos nos mesmos para cada elemento,

M 3 SN
s n=1""“tn-'n
E _Z M )
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onde M é a quantidade de elementos que compartilham o mesmo né. Dibben e Metaxas
(1997) afirmam que com este procedimento obtem-se melhor convergéncia dos campos
comparados com o uso das bases de grau 1 e dos elementos finitos nodais. Entretanto

Huang, Li e Wu (2013) mostram que isso somente ocorre em malhas uniformes.

Existem no minimo duas maneira de obtermos as informacoes que necessitamos
sem o uso de (3.16). Na primeira, podemos impor a existéncia de quatro nés na malha (em
cada estacdo MT) formando um quadrado alinhado com os eixos cartesianos, representado

na Figura 9. Desta forma, os campos tangenciais se confundem com as componentes x e z

Figura 9 — Informagdes obtidas diretamente das arestas - forma diferencial

.
.
.

1 E3? 2

Fonte: do autor
dos campos secundarios. Assim, no centro deste quadrado,

E, = ; (Es' + E?) + B2

x )

e por meio da equacao de Faraday (3.3) na forma diferencial,

— 1 —
H = —-VxFE,
3

0 - 1 E$? — st B E$?2 — st N OEY  OEY
Y dz dz 0z Ox

Uma outra maneira de obtermos o que necessitamos seria posicionar um elemento
para cada estacao MT, como representado na Figura 10. Desta forma, por meio da equagao

de Faraday na forma integral,

/ﬁ-ﬁdmz:—l/ B fdl,
e 5 Qe

podemos obter a componente y do campo magnético,

1 s s s _' n
Hy =~ [(Eih + Eglo + Egly) + [ B -dal]
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Figura 10 — Informagoes obtidas diretamente das arestas - forma integral
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Fonte: do autor

considerando o mesmo constante dentro do elemento. Assim, podemos utilizar o campo

elétrico na superficie,

E, = E} + EY,.

3.4 Equacao diferencial em termos do campo Hs

Com um procedimento similar desenvolvido para o campo E°, a partir de (3.5),

observe que Es = %(V x Hs — AUEP) , portanto,

v x (;v 9 H> valfe = 209 B gl
Usando novamente (3.3) , obtemos

V x <;V X ﬁ5> +3Hs = — (Anngp —|—A5> Hr.

Entretanto, aqui devemos tomar maior cuidado com a singularidade no ar.

No método magnetotelturico a fonte esta fora do dominio e, portanto, V - J=0.

Assim, podemos descrever a densidade de corrente em termos do potencial vetor elétrico

—

T

J=VxT

No ar J =0 e, convenientemente, podemos assumir que T = 0. No interior da terra,
levando em conta algumas premissas, como a condi¢do quasi-estética (y = o) e J_,; =0,
VX H +VxH =cE=J=V xT, (3.19)

onde o primeiro termo de (3.19) é nulo. Portanto,

H =T — Vv,
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ja que V x VQ = 0, onde () é o potencial escalar magnético.

Assim, para garantirmos a validade de (3.4) no ar, podemos resolver simultanea-

mente,

-

Vx (LVxT)+3(T - VQ) =— (4237 + A;) H
V- (T-vQ)=0 ’

usando o método conhecido como o método de decomposicao T — (), onde a primeira
equagao ¢é valida somente no interior da “terra”. Mitsuhata e Uchida (2004) fizeram a
modelagem 3D do MT utilizando este método, interpolando as fungoes T e  com bases

vetoriais e nodais, respectivamente.
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4 RESULTADOS

Para os exemplos numéricos estudados, consideramos meios isotrépricos em que o
meio de propriedade p; é andomalo a um meio encaixante de propriedade py. Utilizamos o
campo primario EP = E. %, calculado em dois semi-espacos de resistividade elétrica igual
a do ar &~ oo e do meio encaixante py, onde E, = 1 na interfase entre os semiespagos e

decai exponencialmente em profundidade no semiespago condutivo.

4.1 Validacao da metodologia

De forma a validarmos nosso codigo, calculamos a influéncia de uma falha, represen-
tada no modelo da Figura 11, para o modo TM. Este modelo possui solu¢ao semi-analitica
(D’ERCEVILLE; KUNETZ, 1962), inclusive para meios anisotrépicos (QIN; YANG; CHEN,
2013).

Figura 11 — Modelo 1 - falha vertical aflorante.

-50 0 50

Distancia (km)

Fonte: do autor

De maneira a ilustrar o comportamento dos campos secundarios em todo o dominio,
em um primeiro momento, para a frequéncia de 0.01Hz, p; = 5Qm e ps = 100Q2m,
calculamos o campo secundario no centro de cada elemento, representado na Figura 12, a
partir da combinacao linear das bases vetoriais ponderadas pelos campos tangentes obtidos

na resolucao do sistema linear. Observa-se que com esse procedimento os valores obtidos
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ficam associados ao centro dos elementos, o que diminui o controle que possuimos sobre

malha na etapa de pds processamento.

Figura 12 — Campos secundérios calculados no centro de cada elemento. (a) Componente x. (b)

Componente z
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Em seguida, para cada elemento do dominio calculamos os campos secundarios
em seus nos, assumindo como valor a média aritimética da contribuicao de elementos que
compartilham o mesmo né da malha, representado na Figura 13. Desta forma, os valores
ficam associados aos nés, porém perdemos precisao com este procedimento, o qual aqui

chamamos de procedimento 1.

De qualquer maneira, as Figuras 12 e 13 servem para ilustrar o comportamento
dos campos secundarios em todo o dominio, porém nao obtemos os perfis, em z = 0, dos
campos secundarios por meio destas superficies. Para isso, adotamos o que chamamos

de procedimento 2: extraimos os campos diretamente das arestas, as quais previamente
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Figura 13 — Campos secundarios calculados nos nés de cada elemento. (a) Componente EZ. (b)
Componente E?
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impomos estarem alinhadas nas direcoes dos eixos cartesianos.

Na Figura 14 pode-se observar algumas diferencas sutis entre os campos obtidos
pelos procedimentos 1 e 2. Diferencas que se mostraram significativas na modelagem MT,

o que pode ser observado na Figura 15.

Assim, fazendo uso do procedimento 2, calculamos a resistividade aparente e a fase
em 28 estacoes, distribuidas entre x = —50 km e x = 50 km, posicionadas simetricamente
em relagao a falha. Utilizamos 71 frequéncias, igualmente espagadas em escala logaritmica,
entre 1073 e 10* Hz. A malha utilizada possui 18.917 elementos, 9.474 nés e 28.390 arestas.

Na Figura 16 podemos observar que nossas respostas sao coerentes com a solugao

semi-analitica proposta por Qin, Yang e Chen (2013), quando extrapolada para um modelo
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Figura 14 — Campos secunddrios na superficie. (a) Obtidos pelo procedimento 1. (b) Obtidos
pelo procedimento 2. (c) Diferencas entre os campos apresentados em (a) e (b).
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isotropico. Na maioria dos casos, o erro relativo percentual,

||SOlucaOanalitica — SOlucaOnumerica ”

e = 100 x : (4.1)

SOluca()analitica

nao ultrapassou 2 porcento do valor total, o que pode ser melhor visualizado nas Figuras
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Figura 15 — Resistividade aparente e fase calculados por meio dos campos obtidos pelos procedi-
mentos 1 e 2.
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17 e 18. Podemos observar ainda que os erros relativos percentuais obtidos nas estagoes
posicionadas sobre o corpo anémalo em geral foi maior, possivelmente devido as condigoes

de fronteira.

Uma andlise imediata é que o efeito da falha nas curvas de resistividade e fase é
tanto mais presente quanto menor a frequéncia e/ou quanto mais proximo estivermos da
descontinuidade. Este efeito foi mais pronunciado sobre o corpo de menor condutividade
tanto para a fase quanto para a resistividade aparente, onde esta tornou-se menor sobre o

corpo de menor resistividade e ligeiramente maior sobre o corpo de maior resistividade.

4.2 Eficiéncia do método

De forma a avaliarmos a eficiéncia do MEF de arestas, ainda para um modelo da
Figura 11, mas com p; = 10 e po = 1000, comparamos nossas respostas para a frequéncia de
0.1 Hz com as solucoes obtidas pelo MEF nodais, apresentadas na Figura 19. Informacoes

sobre este método se encontram no apéndice B.

Observamos que para atingirmos uma convergéncia similar ao MEF nodais, precisa-
mos demandar muito mais recursos: para o MEF nodais foi utilizada uma malha de 13.182
elementos e 7.248 nos, enquanto que para o MEF de arestas utilizamos uma malha de 18.291
elementos e 27.451 arestas. Em parte, isso se deve a, nesse caso, termos que discretizar o ar,
o que contribuiu com 9.517 elementos a mais na malha. E, apesar da matriz global obtida
com o MEF nodais nao ser tao esparsa quanto a obtida com MEF de arestas, a quantidade
de posi¢ao de meméria necessaria para este método (882 x 27.451 = 24.211.782 ) foi muito
maior do que aquele (1.037 x 7.248 = 7.516.176). Além disso, com o MEF de arestas o



Capitulo 4. RESULTADOS 38

Figura 16 — Pseudosegoes de resistividade aparente e fase. (a) Resposta numérica obtida. (b)
Solugdo semi-analitica. (c¢) Erro relativo percentual.
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Figura 17 — Perfilagem. (a) Resposta numérica obtida. (b) Solucao analitica. (c) Erro relativo

percentual.
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numero de incognitas é o nimero de arestas, e esse € 0 mesmo nimero de substitui¢des no

processo de eliminagao gaussiana, o que também contribuiu para o aumento de tempo de

0
Distancia (km)
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Figura 18 — Sondagem MT. (a) Resposta numérica obtida. (b) Solugdo analitica. (c) Erro
relativo percentual.
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processamento em relagao ao MEF nodais, onde a quantidade de incégnitas é igual ao

numero de nés da malha.
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Figura 19 — (a) Curvas de resistividade e fase. (b) Erros relativos percentuais dos meétodos MEF
nodais e de arestas .

10 70 T
Sol. Analitica
65l ) O  MEF Nodal ||
5 *  MEF Arestas
10" ¢ ®® ®
601 @ 1
PRLA: 1 55y ) l
é /\50, 3] 4
= o ®
S10' g & & ® E < &
459 & —d—oD )

%W®®®

Sol. Analitica | ]
O MEF Nodal 3%
*  MEF Arestas
_1 ®
10 50 (‘) 50 305 :
- PR -50 .,. 0, 50
Distancia (km) Distancia (km)
(a)
3 0.8 T
—&— MEF Nodal —&— MEF Nodal
—#— MEF Aresta 0.7 —*— MEF Aresta | |
25r b
ol i
1.5 1
g
<
w
1 . 4
0.5r ]
50 0. 50 -50 o0, 50
Distancia (km) Distancia (km)

Fonte: do autor

Uma maneira de compararmos os métodos numéricos para uma mesma malha é
utiliza-los para calcular o campo elétrico secundario em todo o dominio, independentemente
do modo de propagagao. Isso porque, neste caso, as condig¢oes de fronteira sao praticamente
idénticas. Uma ressalva é que aqui estamos interessados no tempo de processamento. Para

isso utilizamos o modelo representado na Figura 20, com p; = 5Qm e py = 100Qm.

Assim, por meio do campo elétrico secundério obtido em todo o dominio, obtivemos
as demais componentes e calculamos a resistividade aparente e a fase em 41 estagoes,
distribuidas entre x = —5 km e x = 5 km, posicionadas simetricamente em relagao a
origem. Utilizamos 71 frequéncias, igualmente espacadas em escala logaritmica, entre
1072 e 10* Hz. A malha utilizada possui 18.564 elementos, 9.307 nés e 27.870 arestas e a
quantidade de posicao de memoria necessaria foi de 1.135 x 27.870 = 31.632.450 para o
MEF de arestas e 1.849 x 9.307 = 17.208.643 para o MEF nodais. A demanda de tempo
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Figura 20 — Modelo 2 - corpo andémalo em subsuperficie.
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para ambos métodos se encontra na Tabela 3.

Tabela 3 — Demanda de tempo

MEF de arestas | MEF nodais
Tempo total de execucao 5931,92 s 2074,24 s
Tempo médio para a Montagem do sistema 0,35 s 0,16 s
Tempo médio para a solucao do sistema 83,18 s 27,77 s

Fonte: do autor

Medimos a demanda de tempo utilizando a fun¢ao intrinseca cpu_ time na linguagem
fortran. Para rodar os cédigos utilizamos um computador pessoal com processador intel
pentium Dual Core T3400, com 4G de memoéria RAM.

As respostas MT obtidas neste experimento numérico podem ser observadas nas
Figuras 21, onde obtivemos a resposta M'T para o modo TM com o MEF de arestas, e 22,

onde mostramos a resposta MT para o modo TE com o MEF nodais.
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Figura 21 — MEF de Arestas - Resposta MT para o modo TM de um corpo andémalo em
subsuperficie. (a) Pseudosecao. (b) Perfilagem. (c) Sondagem MT.
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Figura 22 — MEF nodais - Resposta MT para o modo TE de um corpo anémalo em subsuperficie.
(a) Pseudosecao. (b) Perfilagem. (¢) Sondagem MT.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos uma formulagao para a modelagem 2D do problema
direto do método magnetoteltrico com o método dos elementos finitos de arestas. Este
método numérico, promissor na resolucao de problemas envolvendo eletromagnetismo, esta
em fase inicial de estudo nesta intituicao de ensino e maiores investigagoes serdao necessarias

para extrair vantagens com o uso deste método numérico em problemas geofisicos.

O método dos elementos finitos de arestas nao contempla algumas simplificagoes
que um modelo 2D permite na modelagem MT. Com o procedimento que adotamos, com
a solucao do sistema linear obtemos as componentes descontinuas x e z do campo ES, por
meio das quais calculamos a componente y do campo H. Como consequéncia disso, em
cada estacdo MT foi necessario efetuar derivadas nas duas dire¢es principais do plano

r — z.

Além disso, quando o método dos elementos finitos de arestas é utilizado para
resolver uma equagao diferencial vetorial em termos do campo H, as condig¢oes de fronteira

nao sao tao imediatas, necessessitando de um calibre adicional, devido a nao unicidade

OH, __ 0H,
0z ~ Oz °

método de decomposicao T - Q.

da relacao Mitsuhata e Uchida (2004) apresenta uma resposta coerente pelo

Comparamos nossas respostas relacionadas a um modelo contendo uma falha com
o método dos elementos finitos nodais. Nao obtivemos vantagem na modelagem 2D em
relacao a este método, pois o custo computacional foi mais elevado para resolver o mesmo
problema. Em parte isso se deve a termos que discretizar o ar e aos graus de liberdade
estarem associado as arestas da malha, o que contribuiu para aumentar a dimensao do
sistema linear. Porém, este sistema é extremamente esparso, o que contribui para diminuir

a quantidade de posicao de memoria necessaria para a resolucao do problema.

De forma a comparar os métodos utilizando a mesma malha, calculamos o campo
elétrico secundario £° em todo o dominio de um modelo contendo um corpo anémalo em
subsuperficie. Mais uma vez tivemos maior custo computacional com MEF de arestas.
Entretanto, comparando com o experimento numérico anterior, podemos inferir que quanto
maior a dimensao do problema, maior sera a discrepancia entre as bandas reduzidas obtidas
para cada método. Assim, em problema de grande porte possivemente isso serd uma

vantagem em favor do método de elementos finitos de arestas.

Outra possivel vantagem: o método dos elementos finitos de arestas permite que
os modos de propagacao sejam acoplados, o que serda muito 1til na formulagao de outros
métodos eletromagnéticos, como por exemplo nos métodos eletromagnéticos de fonte

controlada (CSEM). Para isso, basta ter em maos as componentes x e z dos campos
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primarios gerados pela fonte, por exemplo o dipolo elétrico horizontal. Neste método
geofisico, a informacao mais relevante da subsuperficie é a componente E,, que pode ser

extraida diretamente da solucao do sistema linear.

Em trabalhos futuros pretendemos aprimorar a resolugao das integrais de superficie
relacionadas ao vetor fonte, para aumentar a eficiéncia do método. A aproximacao que
fizemos, de certa forma, é grosseira, pois os pesos que utilizamos na interpolagao dos
campos primarios nao sao informagoes precisas destes campos. De fato, os campo variam
ao longo da aresta e, aproximar o campo tangente como a projecao no centro da aresta

pode nao ser a melhor metodologia.

Pretendemos também estudar modelos com topografia. Utilizando a equacgao
de Faraday na forma integral, na etapa de pds-processamento, se torna evidente uma
vantagem do método dos elementos finitos de arestas na inclusao de topografia, pois os
valores obtidos para a camponente tangencial do campo elétrico corresponde melhor a

realidade de aquisicao.

Estudaremos também se havera melhor convergéncia do método utilizando quadri-

lateros para discretizar o dominio.
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APENDICE A - CAMPOS PRIMARIOS

A.1 Solucdo analitica em modelos 1D

Assumindo que a componente Z dos campos primarios sejam nulas e que J; = 0,

em um modelo 1D as equagoes de Maxwell se resumem a,

—aazy -9k, = 0, (A.1)
a;? —-yE, = 0, (A.2)
—%E;y +3H, = 0, (A.3)
aab; *4+3H, = 0. (A.4)

Assim, substituindo (A.4) em (A.1) e (A.3) em (A.2) podemos obter duas equagoes

diferenciais independentes em termos das componente x dos campos,

a;ZE; + KBS = 0, (A.5)
€,

0’H, 9 11

5.2 +rk°H, = 0, (A.6)
onde k? = —p3 é o nimero de onda destas equacdes de Helmholtz homegéneas (A.5)

e (A.6). O mesmo procedimento pode ser feito em termos da componente y, obtendo

equagoes idénticas, a menos do indice.

A solugdo das equagoes escalares (A.5) e (A.6) sdo conhecidas em meios estratifica-
dos (RIJO, 1996). Para a equagao (A.5), por exemplo,

(A.7)

EV) = E; [e—uj(z—zj) + Rjeuj(z—zj)} e~
Eg(ﬁn) — Ene—un(z—zn_1)6—z)\x

onde u; = VA2 — k2 é a constante de propagacdo de onda no meio (j), E; e R os
coeficientes de transmissao e reflexao na interface j, respectivamente; A\ = x; sin(6;), onde
0 é o angulo de incidéncia na interface j. No MT, devido ao contraste ar-terra, ki > ko
e, portanto independente do angulo de incidéncia, os campos penetram verticalmente na

terra, assim A = 0.

Agora, para obter os coeficientes de transmissao e reflexdo em cada interface

recorre-se também a equacao (A.4),

H(J) — _ijj {e*uj(Zij) o Rjeuj'(zfz]')} efz)\a:

Y
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n _ —un(z2—2zpn—1) ,—A\T
H = —Y,E.e RS

onde, Y = Z—J Devido as condicoes de fronteira, na interface j, EU) = EUtD ¢ HU) =

HU+D | Assim, igualando estes campos é possivel obter,
14+ R/

Ej = Ejia— ——

ewini 4+ Rie—winj

Ey = En(14R1),

a partir de,

y(j) - JA}j+1

R = ot
Vi) + Y+

que por sua vez é obtido a partir de,

| Vi1 + V) tanh(u;h;)

Y, = : ,
’ D Vi) + Py tanh(ushy)
J}n = yn

onde h; é a espessura da camada j.

Desta forma a componente E, pode ser obtida em qualquer coordenada do dominio
a partir de (A.7).
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APENDICE B - METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
NODAIS

O texto que segue é uma breve referéncia ao método dos elementos finitos, referido
por MEF nodal ao longo da dissertacao. Detalhes da teoria e implementagao podem ser
consultados em outras fontes (RIJO, 1996; VOLAKIS; CHATTERJEE; KEMPEL, 1998;
JIN, 2002).

Aqui demos enfase a discretizacao por elementos triangulares, apesar de outros

poligonos poderem ser utilizados.

B.1 Equacdes diferenciais escalares

Assumindo que os campos sejam constantes na direcdo g e que a componente 2
dos campos primarios sejam nulas, de (3.5) podemos obter duas equagoes diferenciais

independentes,

OH; 0H; 4
() ) 8

oz \y oz 9z \y 0z p Oz’
ou,

0 (10E:\ 0 (10 . L AZOH?

w<56x>+az<5 az>‘UEy = Ak =t

Estas equacoes escalares sdo o ponto de partida para a resolucao pelo método dos

elementos finitos “nodais”.

B.2 Elementos Finitos 2D

Vamos resolver equacoes do tipo,

0 0 0 0
p (k(x,z)az> + gy (k(x,z)az> + q(z, 2)u = h(x, 2). (B.1)
Para isso, discretizaremos o dominio e consideraremos as propriedades fisicas constantes

dentro de cada elemento, k(x, z) = k. e q(x, z) = ge.

Para reduzirmos as exigéncias da solugao da equagio (B.1) recorreremos a formula-
cao fraca. Se fizermos o produto interno entre a fungdo peso ¢ e o vetor erro, assumindo

que sejam ortogonais entre si,

/Q o K;x (k;eau(;x’ ) ) + ;Z (keaug;’ Z)> + qoula, z)) _ h(z, z)] dxdz = 0,
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e usarmos a identidade diferencial,

o (n) _ 0 [ ow) opou
Spax ox ox (pﬁx Oz Oz’

(B.1) pode ser reescrita como,

b o () + 5 (o )| mte = | (G252 + (525 ) o

qe/ ou dxdz :/ h pdxdz . (B.2)
Qe Qe

Agora, usando o teorema de Green,

0 ou 0 ou ou ou ou .
/Qelax@ax)Jraz( a)]dxdz / (axdz—cpa da:)dxdz—/mean.tdl,

vemos que a primeira integral de (B.2) pode ser desprezada para elementos internos ao
dominio, pois a integral de linha se anula se considerarmos a contribuicao de elementos

adjacentes. Nas fronteiras do dominio deve-se impoér condigoes de fronteira.

Interpolando u pelas fungoes bases,
n
U= Z UjPj,
j=1
e usando o critério de Galerkin, para cada elemento obtemos o sistema local,

—k. Z / [8% 3% 0 (‘3%] drdz + qez:uj/Q ipj dedz :/Q h @; dzdz (B.3)
=1 % ‘

oxr Ox 0z 0z

1=1,2,...,n,
onde n = 3 em dominios triangulares.

Muitos autores, como Rijo (1996) e Jin (2002), utilizam as bases nodais representa-

das pela equagao (3.11),

1
0 = 20, —(a; + bix + ¢;2),

equagoes de planos que valem a unidade no iésimo né e zero nos demais. Assim, recorrendo
a integracao exata,

algly!
(a+B8+7v+2)V

as integrais encontradas no sistema local (B.3) sao de facil resolugao.

/ 0S o padadz = 29,
Qe

Da mesma forma, o vetor fonte local pode ser interpolado pelas fungoes bases,
n
h = Z hjej
i=1
o que recai em integrandos similares.

Resolvido cada sistema local, estes devem ser mapeados no sistema global (RIJO,
1996; VOLAKIS; CHATTERJEE; KEMPEL, 1998). Ao final desse processo obtém-se um
sistema linear e, com a resolu¢do do mesmo, a intensidade da componente y do campo E*

ou H?® associada aos nés da malha.
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