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BELÉM - PA
Março de 2012



Marly dos Anjos Nunes

ESTABILIDADE EXPONENCIAL DE UM
SISTEMA TERMO ELÁSTICO POROSO: LEI
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pós-graduação em matemática e estat́ıstica - PPGME
da Universidade Federal do Pará, como um pré-requisito
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não estava bem de saúde, pela preocupação que tiveram comigo desde o meu nascimento, pela
amizade e pelas conversas na cozinha.
Ao meu namorado, Rezala Chadad, que mesmo desconfiando dos meus estudos, passou a acre-
ditar no meu potencial, obrigada meu bem, por me deixar relaxada e pelo carinho todo especial
que tens comigo. Além disso, agradeço por ter reproduzido comigo um ser muito especial que
estamos à espera, nossa filha Yasmin Chadad. Tenho certeza que a existência dela nos faz ter
forças para mais conquistas em nossas vidas.
Um agradecimento muito especial ao meu tio Paulo dos Anjos, que na verdade foi como um pai
na minha vida, mesmo com todo seu jeito carrasco de ser, conseguia expressar o seu sentimento
por todos, em particular por mim a quem sempre falava com orgulho. Tenho certeza tio, que
apesar de tudo, o senhor encontrou a luz e está em paz junto com Deus pai todo poderoso
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RESUMO

No presente trabalho estudamos a existência e unicidade de solução bem como o decaimento
exponencial do modelo abaixo. Nosso resultado mais importante versa sobre o decaimento
exponencial do sistema termo-elástico-poroso: Cattaneo versus Fourier, dado por

ρutt = µuxx + bφx − βθx em (0, π)× (0,∞),

Jφtt = αφxx − bux − ξφ+mθ − γφt em (0, π)× (0,∞),

cθt = k∗qx − βuxt −mφt em (0, π)× (0,∞),

τqt = −βq − θx em (0, π)× (0,∞),

u = φx = θ = q = 0 sobre (0, π)× (0,∞),

(u(., 0), φ(., 0), θ(., 0), q(., 0)) = (u0(x), φ0(x), θ0(x), q0(x)) em (0, π),

(ut(., 0), φt(., 0)) = (u1(x), φ1(x)) em (0, π),

a existência e unicidade será obtida usando o Teorema de Lumer-Phillips e para o decaimento
exponencial usaremos uma técnica de semigrupo.

Palavras Chaves: Decaimento exponencial, Sistema termo elástico poroso e semigrupo.
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ABSTRACT

In this dissertation we study there first distance and uniqueness of solutions dog as well as the
exponential decay model. Our most important result concerns the exponential decay of the
system porous-thermo-elasticity:

ρutt = µuxx + bφx − βθx em (0, π)× (0,∞),

Jφtt = αφxx − bux − ξφ+mθ − γφt em (0, π)× (0,∞),

cθt = k∗qx − βuxt −mφt em (0, π)× (0,∞),

τqt = −βq − θx em (0, π)× (0,∞),

u = φx = θ = q = 0 sobre (0, π)× (0,∞),

(u(., 0), φ(., 0), θ(., 0), q(., 0)) = (u0(x), φ0(x), θ0(x), q0(x)) em (0, π),

(ut(., 0), φt(., 0)) = (u1(x), φ1(x)) em (0, π),

the existence and uniqueness is obtained using the Theorem of Lumer-Phillips and the expo-
nential decay will use a technical the semigroup.

Keywords : Exponential decay, System porous-thermo-elasticity, Semigroups .
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Introdução

Nesta dissertação estudamos o comportamento assintótico de um sistema termo elástico poroso:
Cattaneo versus Fourier em uma dimensão. Nessa abordagem as equações de evolução são dadas
por

ρutt = tx , ρκφtt = hx + g e dηx = qx,

onde t é a tensão, h é a tensão de equilibrio e g é a força de equilibrio e q é o fluxo de calor. As
variáveis u e φ e η representam o deslocamento do material elástico sólido, volume fracional e
a entropia, respectivamente.

Assumimos que as constantes ρ , κ e d são positivas em relação ao mecanismo f́ısico, e as
equações constitutivas são

t = µux + bφ− βθ,
h = αφx,

η = βux +mφ+ cθ,

g = −bux − ξφ+mθ − γφt,
q = κθx.

Nesse problema, a densidade da energia interna é uma forma definida positiva e os coefici-
entes constitutivos satisfazem as seguintes condições:

µ > 0 , α > 0 , c > 0 ξ > 0 e µξ > b2.

Assumimos que a função responsável pela dissipação porosa é definida por −γφt e que o
parâmetro β é diferente de zero, onde βq é responsável pela dissipação térmica. Substituindo
as equações constitutivas nas equações de evolução, obtemos a equação de campo, isto é, um
sistema formado por três equações dadas por:

ρutt = µuxx + bφx − βθx

Jφtt = αφxx − bux − ξφ+mθ − γφt

cθt = κ∗θxx − βuxt −mφt.

Aqui J = ρκ e κ∗ = κ
d
, mas a partir de agora omitiremos o śımbolo ∗.

6
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Esse sistema termo elástico poroso foi estudado por Casas e Quintanilla [2], com respeito
a estabilidade exponencial, considerando ambos os tipos de dissipação: a viscosidade com
estrutura porosa e a dissipação térmica, nas equações de evolução. Em [6] Quintanilla estuda
o sistema elástico obtendo o decaimento lento de soluções, isso acontece quando considera-se o
amortecimento térmico ou poroso.

Um crescente interesse tem sido desenvolvido nos últimos anos para determinar o com-
portamento de decaimento das soluções de problemas de elasticidades. Sabe-se que a com-
binação das equações de elasticidade com os efeitos térmicos provoca estabilidade exponencial
de soluções para o caso de uma dimensão.

Vários resultados desse tipo foram obtidos, dentre eles a teoria clássica estudada no
livro de Jiang e Racke [3], encontramos sistemas onde somente a dissipação porosa está pre-
sente nos estudos de Muñoz-Rivera e Quintanilla, vale ressaltar o livro de Liu e Zheng [4], os
autores de forma sistemática utilizam uma técnica para provar a estabilidade exponencial de
um semigrupo, a fim de aplicá-los a vários problemas termomecânicos. Uma outra referência
é a tese de doutorado Pamplona [5], lá o autor estuda vários tipos de sistemas, dentre eles um
sistema elástico poroso com condução de calor levando em conta as dissipações viscoelástica e
viscoporosa tem-se a estabilidade exponencial.

O objetivo principal deste trabalho é estudar o decaimento exponencial de solução para
o sistema dado por:

ρutt − µuxx − bφx + βθx = 0 em (0, π)× (0,∞),

Jφtt − αφxx + bux + ξφ−mθ + γφt = 0 em (0, π)× (0,∞),

cθt − k∗qx + βuxt +mφt = 0 em (0, π)× (0,∞),

τqt + βq + θx = 0 em (0, π)× (0,∞),

u = φx = θ = 0 sobre (0, π)× (0,∞),

(u(., 0), φ(., 0), θ(., 0), q(., 0)) = (u0(x), φ0(x), θ0(x), q0(x)) em (0, π),

(ut(., 0), φt(., 0)) = (u1(x), φ1(x)) em (0, π).

Observe que o sistema acima é originado do artigo de Casas e Quintanilla [2], pórem
acrescentamos a última equação, chamada Lei de Cattaneo. A principal contribuição do pre-
sente trabalho é mostrar que esse sistema decai exponencialmente.

Santos, M.L, Almeida Júnior e Muñoz Rivera em [7] consideram o sistema de Ti-
moshenko com a lei de Fourier e encontraram duas importantes constantes associada ao sistema
que caracterizam a estabilidade exponencial e polinomial do modelo. Em outro trabalho, Sare
e Racke [8] usando o mesmo método de [7] obteve duas constantes associadas ao sistema de
Timoshenko com memória, onde para lei de Cattaneo não havia estabilidade exponencial, assu-
mindo que essas constantes são iguais, por outro lado com a lei de Fourier obtemos decaimento
exponencial.

Passemos agora a descrever o conteúdo desta dissertação que está organizada da seguinte
forma: No Caṕıtulo 1, apresentamos algumas definições, teoremas e alguns resultados que serão
usados para entender e desenvolver o trabalho.
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No Caṕıtulo 2, mostramos a existência e unicidade de solução do nosso sistema, utili-
zando o lema de Lax-Milgran.

Finalmente no Caṕıtulo 3, será demonstrado o nosso resultado principal que é o de-
caimento exponencial de soluções para o nosso sistema. O método usado são as técnicas de
semigrupos, sendo mais espećıfico, utilizaremos o teorema de Gearhart e colaboradores.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo veremos um breve levantamento dos conceitos e resultados, a fim de nos auxiliar
na compreensão dos caṕıtulos seguintes. Desse modo, não nos preocuparemos com a demons-
tração dos resultados utilizados, mas para posterior consulta mencionaremos as referências onde
poderão ser encontradas.

1.1 Algumas noções de Análise Funcional

Definição 1.1 (Norma). Seja E um espaço vetorial real. Uma aplicação

‖.‖ : E −→ R

é dita uma norma em E se, para quaisquer x, y ∈ E e para qualquer λ ∈ R, as seguintes
condições são satisfeitas:

a) ‖x‖ ≥ 0;

b) ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0;

c) ‖λx‖ = |λ|‖x‖;

d) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Um espaço vetorial E munido de uma norma ‖.‖ é chamado espaço vetorial normado e
denotado por (E, ‖.‖).

Observação 1.1. Sendo U ∈ E, denotaremos por ‖U‖H a norma do vetor U do espaço de
Hilbert H.

Definição 1.2 (Métrica). Seja M um conjunto não vazio. Uma métrica em M é uma função

d : M ×M −→ R

que associa a cada par (x, y) ∈ M ×M um número real d(x, y), denominado distância de x a
y. Para tal função, considerando-se x, y, z ∈M devem satisfazer as seguintes condições:

9
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a) d(x, x) = 0;

b) Se x 6= y então d(x, y) > 0;

c) d(x, y) = d(y, x);

d) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Se M é um conjunto não vazio e d é uma métrica em M , dizemos que o par (M,d) é um
espaço métrico.

Observação 1.2. Em particular todo espaço vetorial normado é um espaço métrico.

Definição 1.3 (Completo). Um espaço métrico E é dito completo se toda sequência de
Cauchy em E é convergente, isto é, a sequência converge para um elemento do próprio espaço.

Definição 1.4 (Banach). Um espaço vetorial normado que é completo com a métrica induzida
pela norma é dito um espaço de Banach.

Definição 1.5 (Produto Interno). Um produto interno num espaço vetorial E é uma forma
bilinear simétrica definida positiva, isto é, uma função

(., .) : E × E −→ R

que satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer u, v, w ∈ E e α, β ∈ R :

a) (αu+ βv, w) = α(u,w) + β(v, w)
(u, αv + βw) = α(u, v) + β(u,w);

b) (u, v) = (v, u);

c) (u, u) ≥ 0;

d) (u, u) 6= 0 se u 6= 0.

Observação 1.3. Podemos omitir o sub́ındice E da notação (., .)E, semelhante ao caso da
norma.

Definição 1.6 (Hilbert). Um espaço vetorial dotado de um produto interno é dito um espaço de
Hilbert se ele é completo com relação à norma dada por

‖u‖ =
√

(u, u).

Definição 1.7 (Imersão Cont́ınua). Sejam E e H espaços de Hilbert. Dizemos que E está
imerso em H com imersão cont́ınua, quando existe uma constante positiva c tal que

|u|H ≤ c‖u‖E

para todo u ∈ E.
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Definição 1.8 (Forma bilinear cont́ınua e coerciva). Seja H um espaço de Hilbert real. Uma
forma bilinear

a : H ×H −→ R
é dita:

a) Cont́ınua, se existe uma constante c > 0 tal que

|a(u, v)| ≤ c|u||v|, ∀u, v ∈ H

b) Coerciva, se existir uma constante α > 0 tal que

a(v, v) ≥ α|v|2, ∀v ∈ H.

Lema 1.1 (Lax-Milgran). Suponhamos que a(u, v) seja uma forma bilinear, cont́ınua e coerciva
num espaço de Hilbert H. Então, dado qualquer funcional linear cont́ınuo f em H, existe um
único u ∈ H tal que

a(u, v) = f(v), ∀v ∈ H.

Demonstração. Ver [1].

1.2 Espaços de Sobolev

Nesta seção apresentaremos uma classe de espaços fundamentais para o estudo das Equações
Diferenciais Parciais. Esta classe é conhecida como espaços de Sobolev.

Definição 1.9 (Espaços Lp(Ω)). Seja Ω um subconjunto aberto do Rn dotado da medida de
Lebesgue. Seja p ∈ R com 1 ≤ p <∞, denotamos por Lp(Ω) o espaço

Lp(Ω) := {u : Ω −→ R;u é mensurável e

∫
Ω

|u(x)|p dx <∞}

com a norma definida por

‖u‖Lp := ‖u‖p =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

.

Proposição 1.1. Lp(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração. Ver [1].

Quando tivermos p = 2, temos que L2(Ω) é um espaço de Hilbert com produto interno

(u, v) :=

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

e norma induzida

‖u‖2 =

(∫
Ω

|u(x)|2dx
) 1

2

.
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Observação 1.4. Seja 1 ≤ p ≤ ∞, denotamos por q o expoente conjugado,

1

p
+

1

q
= 1.

Para um tratamento moderno das equações diferenciais parciais é essencial o conceito de
distribuição. Consideremos os elementos x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn e α = (α1, α2, · · · , αn) ∈ Nn

e |α| = α1 +α2 + · · ·+αn. Denotamos por Dα o operador derivada de ordem α, onde escrevemos
da forma

Dα =
∂|α|

∂x1
α1∂x2

α2 . . .∂xnαn
.

Denotamos Dαu = u, quando α = (0, 0, · · · , 0). Agora, construimos um espaço de todas as
funções u de Lp(Ω), onde Dα ∈ Lp(Ω), sendo que Dαu é a derivada no sentido das distribuições.

Definição 1.10 (Espaços de Sobolev). Seja Ω um aberto do Rn. Definimos o espaço de Sobolev
de ordem m sobre Ω como:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), com |α| ≤ m},

com a norma

||u||Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

, 1 ≤ p <∞.

Proposição 1.2. Wm,p(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração. Ver [1].

Em especial quando m = 0, H0,p(Ω) é identificado com Lp(Ω) e quando p = 2, tem-se que
Wm,2(Ω) é um espaço de Hilbert que denotamos por Hm(Ω), isto é,

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω), com |α| ≤ m},

munido do produto interno

((u, v))Hm =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) ,

com a norma

||u||Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|2 dx.

Em particular temos a norma para o espaço H1(Ω), denotada por

||u||2H1(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|2 dx+
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2 dx.
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Considerando C∞0 (Ω) como sendo o espaço das funções ϕ infinitamente diferenciáveis em Ω e
que possuem suporte compacto. Portanto, definimos o espaço Wm,p

0 (Ω) como sendo o fecho de
C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω). Desse modo, obtemos

C∞0 (Ω)
Wm,p(Ω)

= Wm,p
0 (Ω).

Quando p = 2, escrevemos Hm
0 (Ω) no lugar de Wm,2

0 (Ω), onde m ≥ 1.

Proposição 1.3. Hm(Ω) ↪→ L2(Ω).

Demonstração. Ver [1].

1.3 Teoria de Semigupos

Nesta seção apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre a teoria de semigrupos, dentre
eles o teorema de Gearhart, que é de extrema importância para este trabalho.

Definição 1.11 (Semigrupo). Dizemos que a famı́lia de subconjuntos {T (t) : t ≥ 0} de L(X)
é um semigrupo de operadores lineares em X, quando:

a) T (0) = I, onde I é o operador identidade;

b) T (t+ s) = T (t)T (s), ∀ t, s > 0.

Definição 1.12. Um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é dito uniformemente cont́ınuo, quando
tivermos

lim
t→0+
||T (t)− I|| = 0.

Definição 1.13. Um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é dito fortemente cont́ınuo ou C0−semigrupo,
se

lim
t→0+

T (t)x = x, ∀x ∈ X.

De modo equivalente, temos

lim
t→0+
||T (t)x− x|| = 0, ∀x ∈ X.

Definição 1.14 (Gerador Infinitesimal). Sendo o conjunto {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo
fortemente cont́ınuo em X. Seu gerador infinitesimal é o operador A : D(A) ⊂ X → X
definido por

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

,

onde

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
.
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Observemos que

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

=
d+

dt
T (t)x

∣∣∣
t=0

para x ∈ D(A).

Teorema 1.3.1. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo. Então existem constantes ω ≥ 0 e
M ≥ 1 tais que

||T (t)|| ≤Meωt , ∀t ≥ 0.

Demonstração. Ver [9].

Corolário 1.3.1. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo. Então para cada x ∈ X, a função
t 7−→ T (t)x é cont́ınua de R+ em X.

Demonstração. Ver [9].

Definição 1.15. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0 - semigrupo. Quando ||T (t)|| ≤ M dizemos que o
semigrupo é uniformemente limitado. Quando ||T (t)|| ≤ 1, diremos que o semigrupo é de
contrações.

Definição 1.16 (Conjunto Resolvente). Seja A um operador linear em X, limitado ou não.
Denotamos por ρ(A) o conjunto resolvente formado por λ ∈ C tais que λI −A seja invert́ıvel
e (λI − A)−1 é um operador limitado. A famı́lia R(λ : A) = (λI − A)−1 , λ ∈ ρ(A) é chamada
de resolvente de A.

Teorema 1.3.2. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0 - semigrupo e A o seu gerador infinitesimal. Então
são válidas as seguintes propriedades:

(a) ∀x ∈ X, lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x.

(b) ∀x ∈ X,
∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A) e A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x.

(c) ∀x ∈ D(A), t ≥ 0, T (t)xds ∈ D(A) e
d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax, para t > 0.

(d) ∀x ∈ D(A), t, s ≥ 0 e T (t)x− T (s) =

∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

AT (τ)xdτ.

Demonstração. Ver [9].

Corolário 1.3.2. Seja A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0}. Então
D(A) é denso em X e A é um operador linear fechado.

Demonstração. Ver [9].
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Proposição 1.4. Seja A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0} e D(An)
o domı́nio de An. Então,

⋂∞
n=1D(An) é denso em X.

Demonstração. Ver [9].

Proposição 1.5. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear, fechado de modo que
D(A) = X, ρ(A) ⊃ (0,∞) e ‖R(λ : A)‖ ≤ 1

|λ| para todo λ > 0. Então são válidas as se-
guintes propriedades:

a) lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x para todo x ∈ X.

b) Se Aλ = λ2R(λ : A)− λI então lim
λ→∞

Aλx = Ax para todo x ∈ D(A).

c) Para cada λ > 0, Aλ é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente cont́ınuo
{etAλ : t ≥ 0}. E para λ, µ, t > 0 e x ∈ X, temos∥∥etAλ − etAµ∥∥ ≤ t ‖Aλx− Aµx‖ .

Demonstração. Ver [9].

Teorema 1.3.3. (Hille-Yosida) Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um C0-
semigrupo de contrações se e somente se

a) A é fechado e D(A) = X.

b) ρ(A) ⊃ (0,∞) e ‖R(λ : A)‖ ≤ 1
λ

para todo λ > 0.

Demonstração. Ver [9].

Corolário 1.3.3. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0} de con-
trações. Se Aλ é a aproximação de Yosida de A, então para x ∈ X, temos

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx.

Demonstração. Ver [10].

Corolário 1.3.4. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0} de con-
trações. O conjunto resolvente de A contém o semi-plano {λ : Reλ > 0} e para λ > 0 temos

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

Reλ
.

Demonstração. Ver [10].

Definição 1.17 (Operador Dissipativo). Diremos que um operador A é dissipativo, se para
todo x ∈ D(A), existe um x∗ ∈ F (x) tal que Re 〈x∗, x〉 ≤ 0.
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Teorema 1.3.4. Um operador A é dissipativo se, e somente se,

‖(λI − A)x‖ ≥ λ ‖x‖ , ∀x ∈ D(A) e λ > 0.

Demonstração. Ver [10].

Teorema 1.3.5. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear em X, com domı́nio D(A)
denso em X.

a) Se A é dissipativo e existe λ0 > 0 tal que a imagem R(λ0I−A) = X, então A é o gerador
infinitesimal de C0-semigrupo de contrações em X.

b) Se A é o gerador infinitesimal de C0-semigrupo de contrações em X, então R(λI−A) = X,
para todo λ > 0 e A é dissipativo.

Demonstração. Ver [10].

Lema 1.2. Seja S : X → X um operador linear e cont́ınuo com inversa cont́ınua. Seja
B ∈ L(X) tal que

||B|| < 1

||S−1||
então S +B é linear, cont́ınuo e invert́ıvel.

Demonstração. Ver [10], página XX.

Corolário 1.3.5. Seja A um operador com domı́nio D(A) denso em um espaço de Hilbert
H. Se A é dissipativo e 0 ∈ ρ(A), então A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de
contrações sobre H.

Demonstração. Suponhamos que 0 ∈ ρ(A), então A é invert́ıvel e A−1 é limitado. Notamos que

(λI − A) = A.(λA−1 − I)

Por outro lado, tomando B = λA−1 e S = −I, para |λ| < ||A−1||−1. Logo, usando o lema 1.2.,
conclúımos que (λA−1 − I) é invert́ıvel. Além disso, o operador λI − A é invert́ıvel, por ser
composição de operadores invert́ıveis. Assim, segue do teorema de Lumer-Phillips que A é o
gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações.

Proposição 1.6. Seja A um operador linear dissipativo em H. Se D(A) = H então A é
fechado.

Demonstração. Ver [9].

Teorema 1.3.6. (Gearhart) Seja S(t) = eAt um C0-semigrupo de contrações sobre o espaço
de Hilbert H. Então, S(t) é exponencialmente estável se e somente se

ρ(A) ⊇ {iβ : β ∈ R} ≡ iR e lim
|β|→∞

∥∥(iβI − A)−1
∥∥
H
<∞.

Demonstração. Ver [10].
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1.4 Resultados Auxiliares

Veremos nesta seção resultados avulsos de extrema importância que serão usados para o desen-
volvimento de pequenos cálculos. Aqui apresentamos algumas desigualdades que desempenham
um papel muito importante

1. Desigualdade Elementar
Para a, b ∈ R temos

ab ≤ 1

2
a2 +

1

2
b2

Demonstração. 0 ≤ (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2.

2. Desigualdade Cauchy-Schwarz
Seja V um espaço vetorial com produto interno, e sejam u, v ∈ V . Então

|(u, v)| ≤ (u, u)
1
2 .(v, v)

1
2 .

Demonstração. Ver [1].

3. Desigualdade de Young

Se 1 < p, q <∞ tais que
1

p
+

1

q
= 1. Então para a, b ≥ 0,

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq

Demonstração. Ver [1], página 92.

4. Desigualdade de Hölder

Sejam u ∈ Lp e v ∈ Lq com 1 ≤ p ≤ ∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então u, v ∈ L1(Ω) e∫

Ω

|uv|dx ≤ ‖u‖p‖v‖q.

Demonstração. Ver [1], página 25.

5. Desigualdade de Minkowski
Sejam 1 ≤ p <∞ e u, v ∈ Lp(Ω). Então

‖u+ v‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω)

Demonstração. Ver [1].

6. Desigualdade de Poincaré
Seja Ω um aberto e limitado do Rn. Então existe uma constante C (depende de Ω) tal que

||u||Lp(Ω) ≤ Cp||∇u||Lp(Ω) ∀ u ∈ W 1,p
0 (Ω)

Demonstração. Ver [1].



Caṕıtulo 2

Existência e Unicidade de Solução

Neste caṕıtulo estudamos a existência e unicidade de solução para o sistema termo elástico
poroso: Cattaneo versus Fourier, dado por:

ρutt = µuxx + bφx − βθx (2.1)

Jφtt = αφxx − bux − ξφ+mθ − γφt (2.2)

cθt = k∗qx − βuxt −mφt (2.3)

τqt = −βq − θx (2.4)

satisfazendo as condições de fronteira

u(x, t) = φx(x, t) = θ(x, t) = q(x, t) = 0, x = 0, π, t ∈ (0,∞) (2.5)

com as seguintes condições iniciais

u(x, 0) = u0, φ(x, 0) = φ0, θ(x, 0) = θ0, q(x, 0) = q0, x ∈ [0, π] (2.6)

ut(x, 0) = u1(x), φt(x, 0) = φ1(x), x ∈ [0, π]

Para que a disegualdade de Poincaré seja válida impomos que:

∫ π

0

φ0(x)dx =

∫ π

0

φ1(x)dx = 0 (2.7)

E para garantir o decaimento das soluções, definamos os seguintes espaços

L2
∗(0, π) =

{
w ∈ L2(0, π);

∫ π

0

w(x)dx = 0

}
,

18
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e

Hm
∗ (0, π) =

{
w ∈ Hm(0, π);

∫ π

0

w(x)dx = 0, m = 1, 2

}
.

Para mostrar existência e unicidade de solução utilizaremos o Teorema de Lumer-Phillips que
garante a existência de uma única solução do sistema (2.1)− (2.6).

2.1 Funcional de Energia

Nesta seção encontraremos a energia associada ao sistema (2.1) − (2.6), que sugere o espaço
de Hilbert H. Além disso, encontramos o operador A com seu respectivo domı́nio D(A) e
construiremos o problema de Cauchy.

Lema 2.1. A Energia E(t) associada ao sistema (2.1)− (2.6) dada por:

E(t) := ρ

∫ π

0

|ut|2dx+ µ

∫ π

0

|ux|2dx+ J

∫ π

0

|φt|2dx+ α

∫ π

0

|φx|2dx

+ ξ

∫ π

0

|φ|2dx+ c

∫ π

0

|θ|2dx+ τ

∫ π

0

|q|2dx+ 2b

∫ π

0

φuxdx

satisfaz

d

dt
E(t) = −γ

∫ π

0

|φt|2dx− β
∫ π

0

|q|2dx ≤ 0

Demonstração. De fato, considerando as equações (2.1)− (2.4) e usando o método multiplica-
tivo, juntamente com as condições de contorno Dirichlet-Neumann-Dirichlet, obtemos:

ρutt − µuxx − bφx + βθx = 0∫ π

0

(ρutt − µuxx − bφx + βθx)utdx = 0

1

2

d

dt
ρ

(∫ π

0

|ut|2dx
)

+
1

2

d

dt
µ

(∫ π

0

|ux|2dx
)
− b
∫ π

0

φxutdx+ β

∫ π

0

θxutdx = 0 (2.8)

Jφtt − αφxx + bux + ξφ−mθ + γφt = 0∫ π

0

(Jφtt − αφxx + bux + ξφ−mθ + γφt)φtdx = 0

1

2

d

dt
J

(∫ π

0

|φt|2dx
)

+
1

2

d

dt
α

(∫ π

0

|φx|2dx
)

+ b

∫ π

0

φtuxdx

+
1

2

d

dt
ξ

(∫ π

0

|φ|2dx
)

+ γ

∫ π

0

|φt|2dx−m
∫ π

0

θφtdx = 0 (2.9)
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cθt − κ∗qx + βuxt +mφt = 0∫ π

0

(cθt − κ∗qx + βuxt +mφt) θdx = 0

1

2

d

dt
c

(∫ π

0

|θ|2dx
)
− β

∫ π

0

θxutdx+m

∫ π

0

θφtdx− κ
∫ π

0

qxθdx = 0 (2.10)

τqt + βq + θx = 0∫ π

0

(τqt + βq + θx) qdx = 0

1

2

d

dt
τ

(∫ π

0

|q|2dx
)

+ β

∫ π

0

|q|2dx+

∫ π

0

θxqdx = 0 (2.11)

Somando (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) encontramos

1

2

d

dt
{ ρ

∫ π

0

|ut|2dx+ µ

∫ π

0

|ux|2dx+ J

∫ π

0

|φt|2dx

+ α

∫ π

0

|φx|2dx+ ξ

∫ π

0

|φ|2dx+ c

∫ π

0

|θ|2dx

+ τ

∫ π

0

|q|2dx+ 2b

∫ π

0

φuxdx} (2.12)

= −γ
∫ π

0

|φt|2dx− β
∫ π

0

|q|2dx

Definindo a energia associada ao sistema (2.1)− (2.6) por

E(t) := ρ

∫ π

0

|ut|2dx+ µ

∫ π

0

|ux|2dx+ J

∫ π

0

|φt|2dx+ α

∫ π

0

|φx|2dx

+ ξ

∫ π

0

|φ|2dx+ c

∫ π

0

|θ|2dx+ τ

∫ π

0

|q|2dx+ 2b

∫ π

0

φuxdx

a equação (2.12) pode ser escrita na forma

d

dt
E(t) = −γ

∫ π

0

|φt|2dx− β
∫ π

0

|q|2dx

sendo assim

d

dt
E(t) ≤ 0

isto é, a energia é decrescente, como queŕıamos mostrar.
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A energia sugere que denotemos o espaço de Hilbert H por

H = H1
0 (0, π)× L2(0, π)×H1

∗ (0, π)× L2
∗(0, π)× L2(0, π)× L2(0, π),

com produto interno

〈U, V 〉H =

∫ π

0

[ρvv∗ + Jϕϕ∗ + cθθ
∗

+ µuxux
∗ + αφxφx

∗
+ ξφφ

∗
+ b(uxφ

∗
+ ux

∗φ) + Jqq∗]dx(2.13)

onde U = (u, v = ut, φ, ϕ = φt, θ, q) e V = (u∗, v∗, φ∗, ϕ∗, θ∗, q∗). A norma correspondente em
H é dada por

‖U‖2
H =

∫ π

0

[ρ|v|2 + J |ϕ|2 + c|θ|2 + µ|ux|2 + α|φx|2 + ξ|φ|2 + 2bRe(uxφ) + J |q|2]dx.

Vamos reescrever o sistema (2.1) − (2.6) como um sistema de EDO’s de primeira ordem para
U = (u, v, φ, ϕ, θ, q)T , ao qual ′′T ′′ denota a transposta do vetor U . Logo U satisfaz o problema
de Cauchy

Ut = AU, U(0) = U0

onde U0 = (u0, u1, φ0, φ1, θ0, q0) e A : D(A) ⊂ H −→ H é o operador definido por:

A=



0 Id 0 0 0 0
µ

ρ
D2 0

b

ρ
D 0 −β

ρ
D 0

0 0 0 Id 0 0

− b
J
D 0

(
α

J
D2 − ξ

J

)
−γ
J

m

J
0

0 −β
c
D 0 −m

c
0

k∗

c
D

0 0 0 0 −1

τ
D −β

τ


(2.13)

sendo D = d
dx

, o operador derivada na variável x e Id o operador identidade, com domı́nio
D(A) = {U ∈ H | AU ∈ H} dado por:

D(A) = (H1
0 (0, π)∩H2(0, π))×H1

0 (0, π)×(H1
∗ (0, π)∩H2

∗ (0, π))×H1
∗ (0, π)×H1

0 (0, π)×H1
0 (0, π)
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2.2 Existência e Unicidade de Solução

Lema 2.2. O Operador A definido em (2.13) é dissipativo.

Demonstração. De fato, considerando U = (u, v, φ, ϕ, θ, q)T ∈ D(A), obtemos

〈AU,U〉 = 〈



v
µ

ρ
uxx +

b

ρ
φx −

β

ρ
θx

ϕ
α

J
φxx −

b

J
ux −

ξ

J
φ+

m

J
θ − γ

J
φt

k∗

c
qx −

β

c
uxt −

m

c
φt

−β
τ
q − 1

τ
θx


,


u
v
φ
ϕ
θ
q

〉

〈AU,U〉 =

∫ π

0

[
ρ

(
µ

ρ
uxx +

b

ρ
φx −

β

ρ
θx

)
ut + J

(
α

J
φxx −

b

J
ux −

ξ

J
φ+

m

J
θ − γ

J
φt

)
φt

]
+c

(
k∗

c
qx −

β

c
uxt −

m

c
φt

)
θ + µutxux + αφtxφx + ξφtφ

+b(utxφ+ uxφt) + τ

(
−β
τ
q − 1

τ
θx

)
qdx

Fazendo a distribuição, temos

=

∫ π

0

µuxxut + bφxut − βθxut + αφxxφt − buxφt − ξφφt +mθφt − γφtφt

+k∗qxθ − βuxtθ −mφtθ + µutxux + αφtxφx + ξφtφ+ butxφ+ buxφt − βqq − θxqdx

Associando as partes que nos convém∫ π

0

µuxxut + µutxux + αφxxφt + αφtxφx − buxφt + buxφt − ξφφt + ξφtφ

−γφtφt − βqq +mθφt −mφtθ + bφxut + butxφ− βθxut − βuxtθ + k∗qxθ − θxqdx

Aplicando a propriedade da integral e sabendo que (a+bi)−(a+ bi) = 2bi e (f)(f) = |f |2 temos:

Re〈AU,U〉H = −γ
∫ π

0

|φt|2dx− β
∫ π

0

|q|2dx ≤ 0.

Visto que γ e β são positivos, portanto A é dissipativo.
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Enunciaremos agora o resultado que nos garante que o operador A é o gerador infinitesimal,
usaremos o Lema de Lax-MIlgran como um recurso matemático para provar que 0 ∈ %(A) e o
Teorema de Lumer-Phillips para mostrar o principal resultado desta seção.

Teorema 2.2.1. O Operador A definido em (2.13) é o gerador infinitesimal de um semigrupo
C0 de contrações sobre o espaço de Hilbert H.

Demonstração. De fato, de acordo com o corolário 1.3.5. resta mostrar que 0 ∈ %(A), já que o
domı́nio D(A) é denso em H e pelo Lema 2.2., A é dissipativo.

Desse modo, consideremos F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6)T ∈ H, queremos encontrar

U = (u, v, φ, ϕ, θ, q)T ∈ D(A)

que satisfaça a seguinte equação resolvente (λI −A)U = F , com λ = 0, implica

−AU = F

Dáı temos o seguinte sistema

v = −f1 ∈ H1
0 (0, π) (2.14)

µuxx + bφx − βθx = −ρf2 ∈ L2(0, π) (2.15)

ϕ = −f3 ∈ H1
∗ (0, π) (2.16)

αφxx − bux − ξφ+mθ − γφt = −Jf4 ∈ L2
∗(0, π) (2.17)

k∗qx − βuxt −mφt = −cf5 ∈ L2(0, π) (2.18)

−βq − θx = −τf6 ∈ L2
∗(0, π) (2.19)

De (2.14) e (2.16) conclúımos que

v ∈ H1
0 (0, π) e ϕ ∈ H1

∗ (0, π).

Substituindo (2.14) e (2.16) em (2.18) e sabendo que H1
0 ⊂ L2 e se f ∈ H1

∗ =⇒ f ∈ H1 ⊂ L2

temos

κqx = +β(f1)x +mf3 − cf5 ∈ L2(0, π)

assim, qx ∈ L2(0, π) =⇒ q ∈ H1, segue de (2.19) que θ ∈ H2(0, π).
Assim, obtemos o seguinte problema eĺıptico

µuxx + bφx = βθx − ρf2 ∈ L2(0, π), (2.20)

αφxx − bux − ξφ = −mθ − γf3 − Jf4 ∈ L2(0, π), (2.21)
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com condições de fronteira Dirichlet/Neumann, isto é, u(0) = u(π) = φx(0) = φx(π) = 0.
Agora multiplicando (2.20) por ϕ e integrando de 0 a π, encontramos

µ

∫ π

0

uxx ϕdx+ b

∫ π

0

φx ϕdx = −
∫ π

0

(ρ f2 − β θx)ϕdx. (2.22)

Usando integração por partes na primeira integral do primeiro membro de (2.22), obtemos

µ

∫ π

0

ux ϕx dx+ b

∫ π

0

φx ϕdx =

∫ π

0

(ρ f2 − β θx)ϕdx. (2.23)

Por outro lado, multiplicando (2.21) por η e depois integrando de 0 a π, encontramos

α

∫ π

0

φxx η dx− b
∫ π

0

ux η dx− ξ
∫ π

0

φ η dx = −
∫ π

0

(mθ + γf3 + Jf4)η dx. (2.24)

Usando integração por partes na primeira integral do primeiro membro de (2.24), obtemos

α

∫ π

0

φx ηx dx+ b

∫ π

0

ux η dx+ ξ

∫ π

0

φ η dx =

∫ π

0

(mθ + γf3 + Jf4)η dx. (2.25)

Somando (2.23) com (2.25), obtemos o seguinte problema variacional:
Determinar (u, φ) ∈ E onde E = H1

0 (0, π)×H1
∗ (0, π) munido com a norma:

‖V ‖2
E =

∫ π

0

u2
x dx+

∫ π

0

φ2
x dx

onde V = (u, φ) ∈ E, tal que a forma bilinear

a(V, Ṽ ) = a((u, φ), (ϕ, η)) = α

∫ π

0

φx ηx dx+ b

∫ π

0

(ux η − φx ϕ) dx

+ ξ

∫ π

0

φ η dx+ µ

∫ π

0

ux ϕx dx.

é cont́ınua e coerciva no espaço de Hilbert E × E, onde Ṽ = (ϕ, η) ∈ E.
De fato,

• a(V, Ṽ ) é bilinear

Segue pela linearidade da integral.
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• a(V, Ṽ ) é cont́ınua

|a(V, Ṽ )| =

∣∣∣∣µ ∫ π

0

uxϕxdx− b
∫ π

0

φxϕdx+ α

∫ π

0

φxηxdx+ b

∫ π

0

uxηdx+ ξ

∫ π

0

φηdx

∣∣∣∣
≤ µ

∣∣∣∣∫ π

0

uxϕxdx

∣∣∣∣− b ∣∣∣∣∫ π

0

φxϕdx

∣∣∣∣+ α

∣∣∣∣∫ π

0

φxηxdx

∣∣∣∣+ b

∣∣∣∣∫ π

0

uxηdx

∣∣∣∣+ ξ

∣∣∣∣∫ π

0

φηdx

∣∣∣∣
≤ µc1‖u‖‖ϕ‖ − bc2‖φ‖‖ϕ‖+ αc3‖φ‖‖η‖+ bc4‖u‖‖η‖+ ξc5‖φ‖‖η‖

como ‖(u, φ)‖ = (‖u‖2 + ‖φ‖2)
1
2 ≥ ‖u‖, ‖φ‖, temos

|a(V, Ṽ )| ≤ µc1{‖(u, φ)‖‖(ϕ, η)‖} − bc2{‖(u, φ)‖‖(ϕ, η)‖}+ αc3{‖(u, φ)‖‖(ϕ, η)‖}
+ bc4{‖(u, φ)‖‖(ϕ, η)‖}+ ξc5{‖(u, φ)‖‖(ϕ, η)‖}
≤ k‖(u, φ)‖‖(ϕ, η)‖

Portanto,

|a(V, Ṽ )| ≤ k‖V ‖E‖Ṽ ‖E, ∀ V, Ṽ ∈ E.

• a(V, Ṽ ) é coerciva

a(V, V ) = a((u, φ), (u, φ)) = µ

∫ π

0

u2
xdx− b

∫ 1

0

φxudx+ α

∫ π

0

φ2
xdx+ b

∫ π

0

uxφdx+ ξ

∫ π

0

φ2dx

Integrando por partes temos

a(V, V ) = µ

∫ π

0

u2
xdx+ 2b

∫ 1

0

uxφdx+ α

∫ π

0

φ2
xdx+ ξ

∫ π

0

φ2dx

Sabendo que 0 ≤ (a+ b)2 ⇒ +ou− 2ab ≤ a2 + b2 e fazendo a =
bux

(ξ)
1
2

e b = ξ
1
2φ usamos

2b

∫ π

0

uxφdx =

∫ π

0

2

(
bux

ξ
1
2

)(
ξ

1
2φ
)
≥ −

∫ π

0

(
b2

ξ
u2
x + ξφ2

)
temos

a(V, V ) ≥ µ

∫ π

0

u2
xdx−

b2

ξ

∫ π

0

u2
xdx+ α

∫ π

0

φ2
xdx

a(V, V ) ≥
(
µξ − b2

ξ

)∫ π

0

u2
xdx+ α

∫ π

0

φ2
xdx
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Portanto, pela condição µξ > b2 e tomando c = min

{
µξ − b2

ξ
, α

}
a(V, V ) ≥ c‖V ‖2

E, ∀ V ∈ E.
Agora, consideremos o seguinte funcional definido por

h(ϕ, η) =

∫ π

0

(ρf2 − βθx)ϕ dx+

∫ π

0

(mθ + γf3 + Jf4)η dx,

• h é linear

De fato, sejam Ṽ = (ϕ, η), W = (σ, ω) em E e λ ∈ R, temos

h(Ṽ + λW ) = h(ϕ+ λσ, η + λω)

=

∫ π

0

(ρf2 − βθx)(ϕ+ λσ) dx+

∫ π

0

(mθ + γf3 + Jf4)(η + λω) dx

=

∫ π

0

(ρf2 − βθx)ϕ dx+

∫ π

0

(mθ + γf3 + Jf4)η dx

+ λ

[∫ π

0

(ρf2 − βθx)σ dx+

∫ π

0

(mθ + γf3 + Jf4)ω dx

]
= h(Ṽ ) + λh(W ).

• h é cont́ınua

Usando a desigualdade de Holder e Poincaré, obtemos

|h(Ṽ )| =

∣∣∣∣∫ π

0

(ρf2 − βθx)ϕ dx+

∫ π

0

(mθ + γf3 + Jf4)η dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ π

0

(ρf2 − βθx)ϕ dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ π

0

(mθ + γf3 + Jf4)η dx

∣∣∣∣
≤

∫ π

0

|(ρf2 − βθx)||ϕ| dx+

∫ π

0

|(mθ + γf3 + Jf4)| |η| dx

≤ ρ||f2||.||ϕ||+ β||θx||.||ϕ||+m||θ||.||η||+ γ||f3||.||η||+ J ||f4||.||η||
≤ C1(ρ||f2||+ β||θx||)||ϕx||+ C2(m||θ||+ γ||f3||+ J ||f4||)||ηx||
≤ C3(||ϕx||+ ||ηx||)

= C3

{[∫ π

0

|ϕx|2 dx
] 1

2

+

[∫ π

0

|ηx|2 dx
] 1

2

}

≤ 2.C3

{∫ π

0

|ϕx|2 dx+

∫ π

0

|ηx|2 dx
} 1

2

≤ C||Ṽ ||.
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Assim, pelo Lema de Lax-Milgran, existe uma única solução V = (u, φ) ∈ E para o problema
variacional

a(V, Ṽ ) = h(Ṽ )

isto é, V satisfaz ao sistema (2.20) − (2.21). Por outro lado, usando a regularidade eĺıptica,
concluimos que existe uma única U ∈ D(A) solução para o sistema −AU = F . Portanto, A é
o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações sobre o espaço de Hilbert H.



Caṕıtulo 3

Estabilidade Exponencial

Neste caṕıtulo mostramos a estabilidade exponencial para a solução do sistema (2.1)− (2.4) e
para esse objetivo usamos técnicas de semigrupos, em especial o teorema de Gearhart.

3.1 Técnicas de Semigrupo

Nessa seção usamos o teorema de Gearhart para mostrar que a solução do sistema (2.1)− (2.4)
decai exponencialmente. Para atingir esse objetivo usamos os argumentos de Liu e Zheng [4].

Lema 3.1. Seja A definido em (2.13). Então, vale a condição

{iλ;λ ∈ (−∞,∞)} ⊆ ρ(A). (3.1)

Demonstração. A prova consiste nas seguintes etapas:

(i) Desde que 0 ∈ ρ(A). Então para todo λ ∈ R com |λ| < ||A−1||−1 o seguinte operador

(iλI −A) = A(iλA−1 − I)

é invert́ıvel. Além disso, ||(iλI−A)−1|| é uma função cont́ınua para λ ∈ (−||A−1||−1, ||A−1||−1).

(ii) Se sup{||(iλI −A)−1||; |λ| < ||A−1||−1} = M <∞ então o operador

(iλI −A) = (iλ0I −A).(I + i(λ− λ0)(iλ0I −A)−1),

com |λ0| < ||A−1||−1 é invert́ıvel para |λ − λ0| < M−1. Por outro lado, o seguinte conjunto
{λ; |λ| < ||A−1||−1 + M−1} está contido em ρ(A). Além disso, ||(iλI − A)−1|| é uma função
cont́ınua para λ ∈ (−||A−1||−1 −M−1, ||A−1||−1 +M−1).

(iii) Suponha que (3.1) seja falso. Então existe $ ∈ R, com ||A−1||−1 ≤ |$| <∞ tal que

{iλ; |λ| < |m|} ⊂ ρ(A) e sup{||(iλ−A)−1||; |λ| < |m|} =∞.

28
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Portanto, existe uma sequência de números reais λn com λn → $, |λn| < |$| e uma sequência
de vetores ωn = (un, vn, φn, ϕn, θn, qn) com norma unitária no domı́nio de operador A tal que

||(iλnI −A)ωn|| −→ 0. (3.2)

quando n→∞, isto é,

iλnun − vn −→ 0 em H1
0 (0, π), (3.3)

iλnvn − ρ−1µD2un − ρ−1bDφn + ρ−1βDθn −→ 0 em L2(0, π), (3.4)

iλnφn − ϕn −→ 0 em H1
∗ (0, π), (3.5)

iλnϕn + J−1γϕn + J−1bDun − J−1(αD2φn − ξφn)− J−1mθn −→ 0 em L2
∗(0, π), (3.6)

iλnθn + c−1βDvn + c−1mϕn − c−1κDqn −→ 0 em L2(0, π), (3.7)

iλnqn + τ−1Dθn + τ−1βqn −→ 0 em L2
∗(0, π). (3.8)

Fazendo o produto interno < (iλnI −A)ωn, ωn > em H. Obtemos

=

〈


iλnun − vn
iλnvn − ρ−1µD2un − ρ−1bDφn + ρ−1βDθn

iλnφn − ϕn
iλnϕn + J−1γϕn + J−1bDun − J−1(αD2φn − ξφn)− J−1mθn

iλnθn + c−1βDvn + c−1mϕn − c−1κDqn
iλnqn + τ−1Dθn + τ−1βqn

 ,


un
vn
φn
ϕn
θn
qn


〉

=

∫ π

0

ρ(iλnvn − ρ−1µD2un − ρ−1bDφn + ρ−1βDθn)vn dx

+

∫ π

0

J(iλnϕn + J−1γϕn + J−1bDun − J−1(αD2φn − ξφn)− J−1mθn)ϕn dx

+

∫ π

0

c(iλnθn + c−1βDvn + c−1mϕn − c−1κDqn)θn dx

+

∫ π

0

µ(iλnunx − vnx)unx dx+

∫ π

0

α(iλnφnx − ϕnx)φnx dx

+

∫ π

0

ξ(iλnφn − ϕn)φn dx+

∫ π

0

b[(iλnunx − vnx)φn + unx(iλnφn − ϕn)] dx

+

∫ π

0

τ(iλnqn + τ−1Dθn + τ−1βqn)qn dx.

Em seguida tomando a parte real, temos

Re(〈(iλnI −A)ωn, ωn〉) = γ

∫ π

0

ϕnϕn dx+ β

∫ π

0

qnqn dx.

Portanto,



CAPÍTULO 3. ESTABILIDADE EXPONENCIAL 30

γ||ϕn||2 + β||qn||2 −→ 0 em L2(0, π).

Logo, concluimos que

ϕn −→ 0

qn −→ 0

e de (3.5), temos que

φn −→ 0.

De (3.8) segue que

||Dθn|| −→ 0

Assim, simplificando (3.7) obtemos

βDvn − κDqn −→ 0 em L2(0, π).

Integrando (3.9) em relação à x, encontramos

βvn − κqn −→ 0 em L2(0, π).

Então

vn −→ 0 em L2(0, π).

Tomando o produto interno de (3.4) com un, temos

iλn 〈vn, un〉 − ρ−1µ
〈
D2un, un

〉
− ρ−1b 〈Dφn, un〉+ ρ−1β 〈Dθn, un〉 −→ 0

Integrando por parte, obtemos

||Dun|| −→ 0

E, também tomando o produto interno de (3.6) com φn, tem-se

iλn 〈ϕn, φn〉+ J−1γ 〈ϕn, φn〉+ J−1b 〈Dun, φn〉 − J−1α
〈
D2φn, φn

〉
+ J−1ξ 〈φn, φn〉 − J−1m 〈θn, φn〉 −→ 0

Conclúımos que

||Dφn|| −→ 0.

Assim, ωn não tem norma unitária, o que é uma contradição.
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Lema 3.2. Seja o operador A definido em (2.13). Então é válida a condição

lim
|λ|→∞

∥∥(iλI −A)−1
∥∥ <∞. (3.9)

Demonstração. Suponha, por contradição, que (3.9) seja falso. Então, existe uma sequência de
números reais λn ∈ R tal que

|λn| −→ ∞

e uma sequência de vetores ωn = (un, vn, φn, ϕn, θn, qn)T no D(A) com norma unitária em H,
de modo que

||(iλnI −A)ωn|| −→ 0.

Já vimos que

Re(〈(iλnI −A)ωn, ωn〉) = γ

∫ π

0

ϕnϕn dx+ β

∫ π

0

qnqn dx.

isto é,

γ||ϕn||2 + β||qn||2 −→ 0 em L2(0, π).

Dividindo (3.7) por λn e usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

λ−1
n (c−1κDqn − c−1βDvn) −→ 0 em L2(0, π) (3.10)

Dividindo (3.3) por λn e usando (3.10), obtemos

λ−1
n c−1κDqn − ic−1βDun −→ 0 em L2(0, π) (3.11)

Desde que ||Dun|| é limitado, temos que ||λ−1
n Dqn|| é limitado.

Tomando o produto interno de (3.11) com Dun, temos

λ−1
n c−1κ 〈Dqn, Dun〉 − ic−1β 〈Dun, Dun〉 −→ 0

λ−1
n c−1κ 〈Dqn, Dun〉 − ic−1β||Dun||2 −→ 0 (3.12)

Agora, integrando por partes, temos
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λ−1
n c−1κ 〈Dqn, Dun〉 = −λ−1

n c−1κ
〈
qn, D

2un
〉

(3.13)

Por outro lado, dividindo (3.4) por λn

λ−1
n (ρ−1bDφn + ρ−1µD2un) −→ 0 em L2(0, π) (3.14)

Dividindo (3.5) por λn e usando (3.14), obtemos

i−1λ−2
n ρ−1bDϕn + λ−1

n ρ−1µD2un −→ 0 em L2(0, π) (3.15)

Desde que ||Dϕn|| é limitado, temos que ||λ−1
n D2un|| é limitado. Tendo em vista

γ||ϕn||2 + κ||qn||2 −→ 0

temos de (3.13)

c−1κ
〈
qn, D

2un
〉
−→ 0

De (3.12), obtemos

||Dun|| −→ 0

e

λ−1
n Dvn −→ 0

Tomando o produto interno de (3.4) com vn e dividindo por λn, temos

i||vn||2 + ρ−1µ
〈
Dun, λ

−1
n Dvn

〉
− ρ−1b

〈
Dφn, λ

−1
n vn

〉
−→ 0

Portanto,

vn −→ 0 em L2(0, π).

Agora, façamos o produto interno de (3.6) por φn, temos

iλn 〈ϕn, φn〉+ J−1α||Dφn||2 + J−1ξ||φn||2 −→ 0
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Segue de (3.5) que,

−〈ϕn, ϕn〉+ J−1α||Dφn||2 + J−1ξ||φn||2 −→ 0

isto implica que

||Dφn|| −→ 0 em L2(0, π).

Portanto ωn não tem norma unitária, o que é uma contradição.

Teorema 3.1.1. Seja (u, ut, φ, φt, θ, q) solução do problema determinado pelo sistema (2.1) −
(2.4) com condições fronteira (2.5) e condições iniciais (2.6). Então a solução (u, ut, φ, φt, θ, q)
decai exponencialmente.

Demonstração. Segundo os lemas 3.1 e 3.2 usamos o resultado devido a Gearhart e colabora-
dores afirmamos que o semigrupo de contrações no espaço de Hilbert H é exponencialmente
estável se, e somente se, satisfaz as condições (3.1) e (3.9). Assim, o teorema está provado.
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