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RESUMO

No presente trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solugao bem como o decaimento
exponencial do modelo abaixo. Nosso resultado mais importante versa sobre o decaimento
exponencial do sistema termo-elastico-poroso: Cattaneo versus Fourier, dado por

PUt = Uz + by — B0, em (0,7) x (0,00),
Jou = adyy — buy — Ed +mb — y¢, em (0,7) x (0, 00),
ey = k" qp — Bugs — maoy em (0,7) x (0, 00),
Tq = —fq — 0, em (0,7) x (0,00),

u=¢, =0=q=0 sobre (0,7) x (0, 00),
(u('vO)a¢("0)79('70)aQ('70)) = (Uo(ﬂ?),¢0($),90(1’),qO(ZL')) em (0>7T)7
(ur(-,0), ¢4(.,0)) = (ur(x), ¢1(x)) em (0,7),

a existéncia e unicidade serd obtida usando o Teorema de Lumer-Phillips e para o decaimento
exponencial usaremos uma técnica de semigrupo.

Palavras Chaves: Decaimento exponencial, Sistema termo elastico poroso e semigrupo.



ABSTRACT

In this dissertation we study there first distance and uniqueness of solutions dog as well as the
exponential decay model. Our most important result concerns the exponential decay of the
system porous-thermo-elasticity:

PUyy = gy + by — B0, em (0,7) x (0, 00),
S = Ay — buy — &P +mb — y¢, em (0,7) x (0, 00),
cl; = k¥qy — Pug — maoy em (0,7) x (0,00),
Tq = —PBq — 0, em (0,7) x (0,00),
u=¢, =0=q=0 sobre (0,7) x (0, 00),
(u(-,0), ¢(-,0),0(.,0),q(.,0)) = (uo(z), ¢o(x), Oo(x), go(x)) em (0, ),
(ue (-, 0), ¢4(.,0)) = (ur(x), ¢1(x)) em (0,7),

the existence and uniqueness is obtained using the Theorem of Lumer-Phillips and the expo-
nential decay will use a technical the semigroup.

Keywords : Exponential decay, System porous-thermo-elasticity, Semigroups .
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Introducao

Nesta dissertagao estudamos o comportamento assintético de um sistema termo eléstico poroso:
Cattaneo versus Fourier em uma dimensao. Nessa abordagem as equagoes de evolucao sao dadas
por

pu =tz pl{¢tt = hg + g € dna: = (x,
onde t é a tensao, h é a tensao de equilibrio e g é a for¢a de equilibrio e ¢ é o fluxo de calor. As
variaveis u e ¢ e 1 representam o deslocamento do material elastico sélido, volume fracional e

a entropia, respectivamente.
Assumimos que as constantes p , k e d sao positivas em relacao ao mecanismo fisico, e as

equacoes constitutivas sao

t iy + bp — 50,

h = ag,

n = Pu, +mo+ ch,

g = —buy —Ed+mb — vy,
q KO,

Nesse problema, a densidade da energia interna é uma forma definida positiva e os coefici-
entes constitutivos satisfazem as seguintes condicoes:

u>0 , a>0 , ¢>0 E>0 e pé> b2

Assumimos que a funcao responsavel pela dissipacao porosa é definida por —v¢; e que o
parametro (3 é diferente de zero, onde [q é responsavel pela dissipagao térmica. Substituindo
as equacoes constitutivas nas equagcoes de evolugao, obtemos a equacao de campo, isto é, um
sistema formado por trés equacoes dadas por:

PUt = [Ugy + b¢$ - 6‘9$
J¢tt = a¢zx - bux - 6@5 +mb — 7¢t
cty = K0, — Puy — may.

Aqui J = pk e k* = 5, mas a partir de agora omitiremos o simbolo *.
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Esse sistema termo elastico poroso foi estudado por Casas e Quintanilla [2], com respeito
a estabilidade exponencial, considerando ambos os tipos de dissipacao: a viscosidade com
estrutura porosa e a dissipagao térmica, nas equagoes de evolu¢ao. Em [6] Quintanilla estuda
o sistema elastico obtendo o decaimento lento de solugoes, isso acontece quando considera-se o
amortecimento térmico ou poroso.

Um crescente interesse tem sido desenvolvido nos dltimos anos para determinar o com-
portamento de decaimento das solugoes de problemas de elasticidades. Sabe-se que a com-
binagao das equagoes de elasticidade com os efeitos térmicos provoca estabilidade exponencial
de solugoes para o caso de uma dimensao.

Vérios resultados desse tipo foram obtidos, dentre eles a teoria classica estudada no
livro de Jiang e Racke [3], encontramos sistemas onde somente a dissipagdo porosa esta pre-
sente nos estudos de Munoz-Rivera e Quintanilla, vale ressaltar o livro de Liu e Zheng [4], os
autores de forma sistematica utilizam uma técnica para provar a estabilidade exponencial de
um semigrupo, a fim de aplicéd-los a varios problemas termomecanicos. Uma outra referéncia
é a tese de doutorado Pamplona [5], 14 o autor estuda vérios tipos de sistemas, dentre eles um
sistema elastico poroso com conducao de calor levando em conta as dissipacoes viscoeldstica e
viscoporosa tem-se a estabilidade exponencial.

O objetivo principal deste trabalho é estudar o decaimento exponencial de solugao para
o sistema dado por:

PUy — Mgy — bpy + 50, =0 em (0,7) x (0,00),

Ty — Qpy + by + Ep — mb + v, =0 em (0,7) x (0, 00),
cly — kK qp + Pug + moy =0 em (0,7) x (0, 00),
Tq + Bg+ 0, =0 em (0,7) x (0,00),

u= ¢, =60=0 sobre (0,7) x (0,00),
(u('ve)v¢("O)70('70)aQ('70)) = (UO(IE),QZ)O(ZE),QO(ZL‘),qO(ZL‘)) el (0777-)7
(ut('>0)v¢t('70)> = (Ul(ﬂf),¢1($)) el (077T)'

Observe que o sistema acima é originado do artigo de Casas e Quintanilla [2], pérem
acrescentamos a ultima equacao, chamada Lei de Cattaneo. A principal contribuicao do pre-
sente trabalho é mostrar que esse sistema decai exponencialmente.

Santos, M.L, Almeida Junior e Munoz Rivera em [7] consideram o sistema de Ti-
moshenko com a lei de Fourier e encontraram duas importantes constantes associada ao sistema
que caracterizam a estabilidade exponencial e polinomial do modelo. Em outro trabalho, Sare
e Racke [8] usando o mesmo método de [7] obteve duas constantes associadas ao sistema de
Timoshenko com memoria, onde para lei de Cattaneo nao havia estabilidade exponencial, assu-
mindo que essas constantes sao iguais, por outro lado com a lei de Fourier obtemos decaimento
exponencial.

Passemos agora a descrever o conteuido desta dissertacao que esta organizada da seguinte
forma: No Capitulo 1, apresentamos algumas defini¢oes, teoremas e alguns resultados que serao
usados para entender e desenvolver o trabalho.
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No Capitulo 2, mostramos a existéncia e unicidade de solu¢ao do nosso sistema, utili-
zando o lema de Lax-Milgran.

Finalmente no Capitulo 3, serd demonstrado o nosso resultado principal que é o de-
caimento exponencial de solugoes para o nosso sistema. O método usado sao as técnicas de
semigrupos, sendo mais especifico, utilizaremos o teorema de Gearhart e colaboradores.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo veremos um breve levantamento dos conceitos e resultados, a fim de nos auxiliar
na compreensao dos capitulos seguintes. Desse modo, nao nos preocuparemos com a demons-
tracao dos resultados utilizados, mas para posterior consulta mencionaremos as referéncias onde
poderao ser encontradas.

1.1 Algumas nocoes de Analise Funcional

Defini¢ao 1.1 (Norma). Seja E' um espago vetorial real. Uma aplicagao
Il : E— R

¢ dita uma norma em F se, para quaisquer x,y € E e para qualquer A € R, as seguintes
condicoes sao satisfeitas:

a) [lzll = 0;

Azl = Al

)
b) flz]| = 0 <=z = 0;
c)

)

d

Um espago vetorial F munido de uma norma ||.|| é chamado espago vetorial normado e
denotado por (E, ||.]]).

12+ yll < ll=ll + llyll-

Observagao 1.1. Sendo U € E, denotaremos por |U||g a norma do vetor U do espago de
Hilbert H.

Defini¢ao 1.2 (Métrica). Seja M um conjunto nao vazio. Uma métrica em M é uma funcao
d:MxM-—R

que associa a cada par (z,y) € M x M um ntumero real d(z,y), denominado distancia de x a
y. Para tal funcao, considerando-se z,y, z € M devem satisfazer as seguintes condicoes:

9



CAPITULO 1. PRELIMINARES 10

) d(z,x) =0

b) Se x # y entdo d(z,y) > 0;
) d(z,y) = dly, v);

d) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

a
C

Se M é um conjunto nao vazio e d é uma métrica em M, dizemos que o par (M,d) é um
espago métrico.

Observacao 1.2. Em particular todo espaco vetorial normado é um espaco métrico.

Definigao 1.3 (Completo). Um espago métrico £ é dito completo se toda sequéncia de
Cauchy em E é convergente, isto ¢, a sequéncia converge para um elemento do préoprio espago.

Defini¢ao 1.4 (Banach). Um espago vetorial normado que é completo com a métrica induzida
pela norma é dito um espago de Banach.

Defini¢ao 1.5 (Produto Interno). Um produto interno num espago vetorial F é uma forma
bilinear simétrica definida positiva, isto é, uma funcao

(,):ExE—R
que satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer u,v,w € F e o, € R :

a)

au + fv,w) = a(u,w) + B(v,w)
u, v + fw) = a(u,v) + Bu, w);

(

(
b) (u,v) = (v, u);
c) (
d) (u,u) #0seu#0.

Observagao 1.3. Podemos omitir o subindice E da notacao (.,.)g, semelhante ao caso da
norma.

w,u) >

Definigao 1.6 (Hilbert). Um espaco vetorial dotado de um produto interno é dito um espago de
Hilbert se ele é completo com relacao a norma dada por

[ull = v/ (u, w).

Defini¢ao 1.7 (Imersao Continua). Sejam E e H espagos de Hilbert. Dizemos que E estd
imerso em H com imersao continua, quando existe uma constante positiva ¢ tal que

ulg < cljullg

para todo u € E.
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Defini¢ao 1.8 (Forma bilinear continua e coerciva). Seja H um espago de Hilbert real. Uma

forma bilinear
a: HxH—R

¢ dita:
a) Continua, se existe uma constante ¢ > 0 tal que

la(u,v)| < clul|lv|, Yu,ve H

b) Coerciva, se existir uma constante a > 0 tal que

a(v,v) > alv|?, Vve H.

Lema 1.1 (Lax-Milgran). Suponhamos que a(u,v) seja uma forma bilinear, continua e coerciva
num espaco de Hilbert H. Entao, dado qualquer funcional linear continuo f em H, existe um
unico uw € H tal que

a(u,v) = f(v), Yve H.
Demonstragao. Ver [1]. O

1.2 Espacos de Sobolev

Nesta secao apresentaremos uma classe de espacos fundamentais para o estudo das Equacoes
Diferenciais Parciais. Esta classe é conhecida como espagos de Sobolev.

Definigao 1.9 (Espagos LP(£2)). Seja 2 um subconjunto aberto do R* dotado da medida de
Lebesgue. Seja p € R com 1 < p < 0o, denotamos por LP(£2) o espago

LP(Q) :={u: Q — R;u é mensuravel e / |u(x)|P dx < oo}
Q

ol = = ( [ Jutop dx)’l’ .

Proposicao 1.1. L*(Q2) é um espago de Banach.

com a norma definida por

Demonstracao. Ver [1]. O

Quando tivermos p = 2, temos que L*(2) é um espaco de Hilbert com produto interno

(1, ) = /Q w(@)o(x)dz,

ful = ( [ ru<x>|2dm)%.

e norma induzida
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Observacao 1.4. Seja 1 < p < oo, denotamos por ¢ o expoente conjugado,

-+-=1
P q
Para um tratamento moderno das equacoes diferenciais parciais é essencial o conceito de
distribuigao. Consideremos os elementos = = (1,29, ,2,) € R" e v = (v, v, - -+, cr,) € N
e |la] = ag+ag+---+a,. Denotamos por D* o operador derivada de ordem «, onde escrevemos
da forma

D> = o .
8x1a13x2a2. . .&Jcnan
Denotamos D*u = u, quando a = (0,0,---,0). Agora, construimos um espago de todas as

fungoes u de LP(€2), onde D* € LP(Q), sendo que D®u é a derivada no sentido das distribuigoes.

Defini¢ao 1.10 (Espagos de Sobolev). Seja € um aberto do R". Definimos o espago de Sobolev
de ordem m sobre €2 como:

WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), com |a| < m},

com a norma

lallwmsey = [ S 1Dl | + 1<p <o

|| <m
Proposigao 1.2. W™P(Q) é um espago de Banach.
Demonstracao. Ver [1]. O

Em especial quando m = 0, H*?(Q) ¢ identificado com LP(Q) e quando p = 2, tem-se que
W™2(Q) é um espago de Hilbert que denotamos por H™(fQ), isto &,

H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(2), com |a| < m},
munido do produto interno

((uvv))H’" = Z (Dauv DQU)L2(Q)7

la<m
CcOo1m a norma

el [y = 3 /Q‘Dau(x”? dz.

lal<m

Em particular temos a norma para o espago H'(f2), denotada por

lulfey = [ @) do+ 3 [
Q = Jo

ou(x)|?

—=| dx.
8$i o
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Considerando C§°(€2) como sendo o espago das fungoes ¢ infinitamente diferencidveis em €2 e
que possuem suporte compacto. Portanto, definimos o espago W;""(Q) como sendo o fecho de
CR(92) em W™P(Q)). Desse modo, obtemos

———WmP(Q

(O (0))

Quando p = 2, escrevemos H{*(€2) no lugar de Wg”’z(ﬂ), onde m > 1.
Proposigao 1.3. H™(Q) — L*(Q).

Demonstragao. Ver [1]. O

1.3 Teoria de Semigupos

Nesta se¢ao apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre a teoria de semigrupos, dentre
eles o teorema de Gearhart, que ¢ de extrema importancia para este trabalho.

Definicao 1.11 (Semigrupo). Dizemos que a familia de subconjuntos {T'(¢) : t > 0} de L(X)
¢ um semigrupo de operadores lineares em X, quando:

a) T'(0) = I, onde I é o operador identidade;
b) T(t+s)=T({t)T(s), VYVt s>D0.

Definicao 1.12. Um semigrupo {7'(t) : ¢ > 0} é dito uniformemente continuo, quando

tivermos
lim ||T(t) —I|| = 0.
t—0+

Defini¢ao 1.13. Um semigrupo {7'(¢) : ¢ > 0} é dito fortemente continuo ou Cy—semigrupo,
se

lim T(t)z =z, Vre X.

t—0t

De modo equivalente, temos

lim ||T'(t)x —z|] =0, Ve X.

t—0t

Defini¢ao 1.14 (Gerador Infinitesimal). Sendo o conjunto {T'(t) : ¢ > 0} um semigrupo
fortemente continuo em X. Seu gerador infinitesimal é o operador A : D(A) € X — X
definido por

T _
Az = lim (t)e — 2

)
t—0+ t

onde

t—0t

T(t)x —
D(A) = {:c € X : lim W existe}.
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Observemos que

para x € D(A).

Teorema 1.3.1. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo. Entdo existem constantes w > 0 e
M > 1 tais que

IT(t)]] < Me*, vt >0.
Demonstragao. Ver [9)]. O

Corolario 1.3.1. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo. Entdo para cada x € X, a fungdo
t — T(t)x é continua de RT em X.

Demonstragao. Ver [9]. O

Definicao 1.15. Seja {T'(t) : t > 0} um Cj - semigrupo. Quando ||T'(¢)|] < M dizemos que o
semigrupo é uniformemente limitado. Quando ||T'(¢)|| < 1, diremos que o semigrupo é de
contracgoes.

Defini¢ao 1.16 (Conjunto Resolvente). Seja A um operador linear em X, limitado ou nao.
Denotamos por p(A) o conjunto resolvente formado por A € C tais que Al — A seja invertivel

e (A — A)~! ¢ um operador limitado. A familia R(A: A) = (Al — A)~!' | X € p(A) é chamada
de resolvente de A.

Teorema 1.3.2. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy - semigrupo e A o seu gerador infinitesimal. Entao
sao validas as sequintes propriedades:

1 t+h
(a) Vo e X, lim —/ T(s)xds =T(t)x.
h—0 h/ t

(b) Vz € X, /tT(s)xds €D(A) e A (/tT(s)mds) =T(t)xr — .
(c) Vee D(A), t>0, T(t)xzdse D(A) e %T(t):v = AT (t)x =T(t)Ax, para t> 0.

(d) Vx € D(A), t,s>0 e T(t)x —T(s) = /tT(T)ALL'dT = /t AT (T)zdr.

s

Demonstragao. Ver [9]. O

Corolario 1.3.2. Seja A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t) : t > 0}. Entao
D(A) ¢ denso em X e A € um operador linear fechado.

Demonstragao. Ver [9)]. O
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Proposicao 1.4. Seja A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T(t) : t > 0} e D(A™)
o dominio de A™. Entao, (., D(A") é denso em X.

Demonstragao. Ver [9)]. O

Proposicao 1.5. Seja A : D(A) € X — X wum operador linear, fechado de modo que
D(A) = X, p(A) D (0,00) e ||R(A:A)| < ﬁ para todo A > 0. FEntdo sdo vdlidas as se-
gquintes propriedades:

a) lim AR(\: A)x =« para todo x € X.

A—00

b) Se Ay = NR(\: A) — M entdo Jim Az = Ax para todo x € D(A).
— 00

¢) Para cada \ > 0, Ay € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo
{et™ 1t >0}. Epara \,pu,t >0 ex € X, temos

||eMA — etA“H <t|Ayz — A,z .

Demonstragao. Ver [9]. O

Teorema 1.3.3. (Hille-Yosida) Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um Coy-
semigrupo de contragoes se e somente se

a) A € fechado e D(A) = X.
b) p(A) D (0,00) e ||[R(X: A)|| < 5 para todo A > 0.
Demonstragao. Ver [9]. O

Corolario 1.3.3. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t) : t > 0} de con-
tragoes. Se Ay € a aproximacao de Yosida de A, entao para v € X, temos

T(t)z = lim e .
A—00

Demonstragao. Ver [10]. O

Corolario 1.3.4. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T(t) : t > 0} de con-
tragoes. O conjunto resolvente de A contém o semi-plano {\ : Re\ > 0} e para X\ > 0 temos

1
A < —.
1RO A)] < s

Demonstragao. Ver [10]. O

Defini¢ao 1.17 (Operador Dissipativo). Diremos que um operador A é dissipativo, se para
todo x € D(A), existe um z* € F(z) tal que Re (z*,z) <0.
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Teorema 1.3.4. Um operador A ¢ dissipativo se, e somente se,
(AL = A)z|| > Azl , Vz e D(A) e A>0.
Demonstragao. Ver [10]. O

Teorema 1.3.5. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear em X, com dominio D(A)
denso em X.

a) Se A é dissipativo e eziste Ao > 0 tal que a imagem R(Aol — A) = X, entdo A é o gerador
infinitesimal de Cy-semigrupo de contragoes em X.

b) Se A € o gerador infinitesimal de Cy-semigrupo de contragcoes em X, entao R(A[—A) = X,
para todo A > 0 e A € dissipativo.

Demonstragao. Ver [10]. O

Lema 1.2. Seja S : X — X wum operador linear e continuo com inversa continua. Seja
B e L(X) tal que
1
1Bl < o=
15|

entao S + B € linear, continuo e invertivel.
Demonstragao. Ver [10], pagina XX. O

Corolario 1.3.5. Seja A um operador com dominio D(A) denso em um espaco de Hilbert
H. Se A ¢ dissipativo e 0 € p(A), entao A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de
contragoes sobre H.

Demonstragdo. Suponhamos que 0 € p(A), entao A é invertivel e A~! é limitado. Notamos que
(M —A)=AMNA = 1)

Por outro lado, tomando B = AA™! e S = —I, para |A| < ||[A7!||7!. Logo, usando o lema 1.2.,
concluimos que (AA~! — I) ¢ invertivel. Além disso, o operador A\ — A ¢é invertivel, por ser
composicao de operadores invertiveis. Assim, segue do teorema de Lumer-Phillips que A é o
gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contracoes. [

Proposicao 1.6. Seja A um operador linear dissipativo em H. Se D(A) = H entio A €
fechado.

Demonstragao. Ver [9)]. O

Teorema 1.3.6. (Gearhart) Seja S(t) = et um Cy-semigrupo de contragoes sobre o espago
de Hilbert H. Entdo, S(t) é exponencialmente estdvel se e somente se

p(A) D{ip:peR}=iR e m”(i,@I—A)_lHH<oo.

|8l—=o00

Demonstragao. Ver [10]. O
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1.4 Resultados Auxiliares

Veremos nesta se¢ao resultados avulsos de extrema importancia que serao usados para o desen-
volvimento de pequenos calculos. Aqui apresentamos algumas desigualdades que desempenham
um papel muito importante

1. Desigualdade Elementar
Para a,b € R temos
1 1
b< —a®+ =b°
ab < 2a + 5
Demonstragdo. 0 < (a — b)* = a* — 2ab + V*. O

2. Desigualdade Cauchy-Schwarz
Seja V' um espaco vetorial com produto interno, e sejam u,v € V. Entao

|(u,v)] < (u,u)%.(v,v)%.
Demonstracao. Ver [1]. O

3. Desigualdade de Young
1 1

Se 1 < p,q < oo tais que — + — = 1. Entao para a,b > 0,
P q

1 1
ab < —aP + —b?
b q

Demonstragao. Ver [1], pagina 92. ]

4. Desigualdade de Holder

1 1
Sejamu € [P eveE Licom1<p<ooe—-+—=1 Entaou,v € L'(Q) e
p q

/Q fuoldz < [l llolly

Demonstragao. Ver [1], pagina 25. ]

5. Desigualdade de Minkowski
Sejam 1 < p < 0o e u,v € LP(N2). Entao

[u + vl o) < l[ullLe@) + [vllzr@)
Demonstragao. Ver [1]. O

6. Desigualdade de Poincaré
Seja € um aberto e limitado do R™. Entao existe uma constante C' (depende de ) tal que

ull o) < Col| Vo) ¥ u € WyP(Q)

Demonstracao. Ver [1]. O



Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

Neste capitulo estudamos a existéncia e unicidade de solucao para o sistema termo elastico
poroso: Cattaneo versus Fourier, dado por:

Py = [y + DO, — [0, (2.1)
Cet = k*qac - /Buxt - m¢t (23)
T = —Bq—0, (2.4)
satisfazendo as condicoes de fronteira
w(z, 1) = du(e,1) = 0(z,1) = qla,8) = 0, == 0,7, € (0,00) (2.5)
com as seguintes condicoes iniciais
u(x, O) = U, Cb(l’, 0) = ¢0, Q(l’, 0) = 007 Q(:Ea O) =dqo, T € [Oa W] (26)

u(,0) = up(x), ¢(z,0) = ¢1(x), =€ 0,7

Para que a disegualdade de Poincaré seja valida impomos que:

/OW bolx)dz — /OW 61(z)dz = 0 2.7)

E para garantir o decaimento das solucoes, definamos os seguintes espacos

L2(0,7) = {w € L2(0, 7); /Oﬁw(x)dx _ 0} ,

18
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H™(0,7) = {w e H™(0, 7); /Oww(m)dm =0, m= 1,2} .

Para mostrar existéncia e unicidade de solucao utilizaremos o Teorema de Lumer-Phillips que
garante a existéncia de uma tnica solugao do sistema (2.1) — (2.6).

2.1 Funcional de Energia

Nesta segao encontraremos a energia associada ao sistema (2.1) — (2.6), que sugere o espago
de Hilbert H. Além disso, encontramos o operador A com seu respectivo dominio D(A) e
construiremos o problema de Cauchy.

Lema 2.1. A Energia E(t) associada ao sistema (2.1) — (2.6) dada por:

| e [ uaPas g [CoPdo o [ o

0 0 0 0

+ f/ |¢|2dx+c/ |49|2dx+7/ |q|2dx+26/ pudr
0 0 0 0

B = / oPdz — 8 / gPde < 0
0 0

Demonstragao. De fato, considerando as equagoes (2.1) — (2.4) e usando o método multiplica-
tivo, juntamente com as condigoes de contorno Dirichlet-Neumann-Dirichlet, obtemos:

satisfaz

PU — gy — by + 00, = 0

§%p (/ || dx) —|—§£,u (/ || dx) —b/ ¢xutd:c+ﬁ/ Oupdr = 0 (2.8)

J¢tt - a¢xx + buz + £¢ —mb + 7¢t = 0
/ (Jbet — Aus + bty 1 €6 — m0 + 160) dudr = 0
0

1d T
§£J </ ’¢t‘2dx) + §£04 </ || d:zc) —|—b/ drugdr
+§£§ (/0 ]¢\2d:c) —1—7/0 ]¢t|2dx—m/0 Opdr = 0 (2.9)
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ety — K*qe + By +mey = 0
/ (cOy — K*qp + Buge + maey) 0dz = 0
0

1d & T ™ T
57 (/ |9|2dx> —6/ qutdﬁm/ 9¢tdx—m/ g0dr = 0
24t \ J, ; ; ;

Tq + g +0, = 0
/ (Tqt + Bg+0,)qgdx = 0

0
5] (/0 lq] d:)s) + i lg|“dx + i 0.qdx = 0

Somando (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) encontramos

1d ™ ™ ™
sl e [uPdrsu [Cupde s [l
oo [loPdose [Copdoe [ opas

0 0 0

+ 7'/ ]q|2dx+2b/ pudr}
0 0

- / 6:Pdz — B / g2 dx
0 0

Definindo a energia associada ao sistema (2.1) — (2.6) por

E@t) = p / P + / g 2z + T / 6:Pdz + a / 62]2de
0 0 0 0

+ 5/ \¢]2dw+c/ |9|2dx+7'/ yq|2dx+2b/ Pugdx
0 0 0 0

a equagao (2.12) pode ser escrita na forma

d iy i
Bt = —7/ !qbt\de—ﬁ/ |q|*da
0 0
sendo assim

d
- <
—E(t) <0

isto é, a energia é decrescente, como queriamos mostrar.

20
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A energia sugere que denotemos o espaco de Hilbert H por

H = Hy(0,7) x L*(0,7) x HX(0,7) x L2(0,7) x L*(0,7) x L*(0,7),

com produto interno

(U, V)a = / (V0" + Jpp" + 00" + pu, 0" + adedy +E0G + b(upd +u"0) + Jqg*)dR.13)
0
onde U = (u,v = uy, 0,0 = ¢1,0,q) e V = (u*,v*,¢*, ©*, 0%, ¢*). A norma correspondente em
H é dada por
U115 = / [plo]? + J1p[? + |0 + plue]* + aldu|* + €|¢]* + 20Re(u,¢) + J|g|*]dx.
0

Vamos reescrever o sistema (2.1) — (2.6) como um sistema de EDO’s de primeira ordem para

U= (u,v,0,9,0,q)T, ao qual "T" denota a transposta do vetor U. Logo U satisfaz o problema
de Cauchy

U =AU, U(0)="U,
onde Uy = (ug, uq, ¢o, 41,00, q0) € A : D(A) C H — H é o operador definido por:

0 Id 0 0 0 0
Ep2 ’p o ’p o
p p p
0 0 0 d 0 0
_ b o 13 v m
A=| _bp am &) voom (2.13)
J 0 (J J) JJ 0
o _p 0 oy Ep
C C 1 C ﬂ
0 0 0 0 --p -Z
T T

sendo D = %, o operador derivada na variavel x e Id o operador identidade, com dominio
D(A) ={U € H | AU € H} dado por:

D(A) = (Hy(0,7)NH?*(0,7)) x Hy(0,7) x (H(0,7)NHZ(0, 7)) x H (0, 7) x Hy (0, 7) x Hy (0, )
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2.2 Existéncia e Unicidade de Solucao

Lema 2.2. O Operador A definido em (2.13) ¢é dissipativo.

Demonstragdo. De fato, considerando U = (u,v, ¢, ¢,0,q)" € D(A), obtemos

v
b
pgp v
¢
(Avuy=(| @, _b &, my .| )
k* g m 0
FQx - Euxt - _gbt q
1
_Eq - _ez
T T

A Y LV VI T (S S SLP R T e

k* m _ _
+c (FQI - gumt - ?th) 0 + iUy + 0y + EPrd

(B + Tde) + (—ﬁq - 1@) dda
T T

Fazendo a distribuicao, temos

0

+k* @0 — Bugid — mi0 + gty + by + Edid + b + bz — Bqq — 0.qdx

Associando as partes que nos convém

0

Aplicando a propriedade da integral e sabendo que (a+bi)—(a + bi) = 2bi e (f)(f) = | f]* temos:

Re(AU, Uy — —7/ o2 — 5/ g2z < 0.
0 0

Visto que 7 e 8 sao positivos, portanto A ¢é dissipativo. O
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Enunciaremos agora o resultado que nos garante que o operador A é o gerador infinitesimal,
usaremos o Lema de Lax-Mllgran como um recurso mateméatico para provar que 0 € o(A) e o
Teorema de Lumer-Phillips para mostrar o principal resultado desta secao.

Teorema 2.2.1. O Operador A definido em (2.13) é o gerador infinitesimal de um semigrupo
Cy de contragoes sobre o espaco de Hilbert H.

Demonstragao. De fato, de acordo com o coroldrio 1.3.5. resta mostrar que 0 € o(A), ja que o
dominio D(A) é denso em H e pelo Lema 2.2., A é dissipativo.
Desse modo, consideremos F' = (f1, fa, f3, f1, [5, f6)T € H, queremos encontrar

U = (u,v,0,0,0,9)" € D(A)

que satisfaca a seguinte equagao resolvente (Al — A)U = F', com A = 0, implica

-AU = F
Dai temos o seguinte sistema
v = —fi € Hy0,m) 2.14
[gy + Doy — B0, = —pfo € L*(0, ) 2.15
p = —fs€ H(0,) 2.16

Q¢xm_bux_€¢+m9_7¢t _Jf4 € Li<07ﬂ')
k*qr — Buge — may —cfs € L*(0,7)
—Bq—0, = —7fse L2(0,m)

De (2.14) e (2.16) concluimos que

ve Hy(0,7) e @€ HN0,m).

Substituindo (2.14) e (2.16) em (2.18) e sabendo que H} C L* ese f € Hl = fe€ H' C L?
temos

Ry = +B(f1):t + mf3 - Cf5 € L2(077T)
assim, ¢, € L*(0,m) = q € H', segue de (2.19) que § € H?*(0, 7).

Assim, obtemos o seguinte problema eliptico

Mgy + by = PO, —pfs € L*(0,7), (2.20)
Abpy — by —E¢ = —mb —~fs— Jfy € L*0,7), (2.21)
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com condigoes de fronteira Dirichlet/Neumann, isto é, u(0) = u(n) = ¢,(0) = ¢.(7) = 0.
Agora multiplicando (2.20) por ¢ e integrando de 0 a 7, encontramos

,u/o umgodac+b/0 (bmgodx:—/o (pfo—pBb)pde. (2.22)

Usando integracao por partes na primeira integral do primeiro membro de (2.22), obtemos

M/o UzSOxderb/O gbwgodx:/o (pfo—B0)pdr. (2.23)

Por outro lado, multiplicando (2.21) por n e depois integrando de 0 a 7, encontramos

O‘/o cbmndx—b/o umdaf—é/o pnde = —/0(m9+7f3+Jf4)ndx- (2.24)

Usando integracao por partes na primeira integral do primeiro membro de (2.24), obtemos

04/ GOz Mo da:—irb/ umndx—i—f/ ¢pndr = /(m9+”yf3+Jf4)77da:. (2.25)
0 0 0 0

Somando (2.23) com (2.25), obtemos o seguinte problema variacional:
Determinar (u, ¢) € F onde E = H}(0,7) x H!(0,7) munido com a norma:

”V”%:/o uidw+/0 ¢ du

onde V = (u, ¢) € E, tal que a forma bilinear

oV, V) = al(u,6), (p.m)) = o /Ommdwb/o (e — o) du
+ §/Oﬂ¢ndm+u/07ruxgpxdx.

é continua e coerciva no espaco de Hilbert E x E, onde V = (¢,n) € E.
De fato,

e a(V,V) é bilinear

Segue pela linearidade da integral.
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e a(V,V) é continua

|a(V,\~/)| = ‘u/ uxgazdx—b/ gzﬁxtpda:—i—oz/ gbxmdx—i—b/ uxndx—f—f/ ondx
0 0 0 0 0

/ Uy P dx / Opipdx / Oundx / uzndx / ¢ndzx
0 0 0 0 0

< peillullllel = beall @l ]l + acsl@llinll + deallullllnll + Eeslll ]l

IN

U —b +a +b +¢

1
como [|(u, @) = (ull* + [[¢]1*)2 = [Jull, [[¢]l, temos

(V) < per{ll(w, )1 o, m 1} = bea{ Il (s )1 (o M1} + cca{ll (w, &) 1| (2, ) 1}
+ beadl[(w, &) 12, M} + Ees{l (w, D)1 (0, [}
< kll(u, @)l (@, )l
Portanto,

a(VI < EIIVIEIVIE, YV.V € E.

e a(V,V) é coerciva

T 1 s m s
o(V.V) = al(w.0).(.0) =p [ utdo b /0 dpuds + o /0 o2z + /0 i + € /0 ¢

0

Integrando por partes temos

T 1 T T
a(V,V) :u/ uidm+2b/ ux¢dx—|—oz/ ¢§daz+§/ P*dx
0 0 0

0

Sabendo que 0 < (a + b)* = +ou — 2ab < a* + V? e fazendo a = (b;;xl e b= £2¢) usamos
2

zb/oﬂumzx:/owz <b§u> GOE —/Ow (bgui%#)

temos

™ b2 ™ ™
a(V,V) > u/ uidr — —/ uidx—l—oz/ P2dx
0 € Jo 0

<,u§£—b2> /Oﬂuidx—l—oz/oﬂ(bid:c

=)
=
=

v
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— b
Portanto, pela condicao ué > b? e tomando ¢ = min {M€ ,a}

3
a(V,V)>c|V|%, VYV €E.

Agora, consideremos o seguinte funcional definido por

h(e,n) = / (pfa — B02)p dx + /Oﬁ(me +f3+ Jfa)n de,

e h ¢é linear

De fato, sejam V =

h(V + AW)

e h ¢é continua

(¢

), W= (o,w) em E e X € R, temos

= hlp+ Ao, n+ \w)

= [ o= 800+ 20) dat [ (bt L0+ N d
0 0

— /W(pr — B0,)p dx + /ﬂ(me +7fs+ Jfa)n d
0 0

+ A [/W(pfg — p0,)o dx + /W(m9+7f3 + Jfy)w dz
0 0
= (V) + An(W).

Usando a desigualdade de Holder e Poincaré, obtemos

[A(V)]

IN

INIAIA

IN

“(ofs — B0)p dr + / O+ 2y + T do
0 0

(pr - 6‘995)‘;0 dz| +
0

/W(mé’ +fs+ Jfy)n dx
0

/ (oo — 502 do + / b+ fs+ T2 I do
0 0

pll Ll el + BIO-Nlell + O]l + A fsl |-l + Sl fal]-||n]]
Cr(pllfoll + BlIO=Dll @zl + Co(m|0]] + (| f5]] + | fal D[]
C(ll@l + [In])

{[/ ol o +[/0”|nm2dfsr}
2.C3 {/Oﬂ\m? d:c+/0ﬂ 17| dx}2

ClVII.

26
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Assim, pelo Lema de Lax-Milgran, existe uma tnica solugdo V' = (u, ¢) € E para o problema
variacional

a(V, f/) = h(V)
isto é, V satisfaz ao sistema (2.20) — (2.21). Por outro lado, usando a regularidade eliptica,
concluimos que existe uma tnica U € D(A) solucdo para o sistema —AU = F. Portanto, A é
o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contracoes sobre o espago de Hilbert H. [



Capitulo 3

Estabilidade Exponencial

Neste capitulo mostramos a estabilidade exponencial para a solugao do sistema (2.1) — (2.4) e
para esse objetivo usamos técnicas de semigrupos, em especial o teorema de Gearhart.
3.1 Técnicas de Semigrupo

Nessa segao usamos o teorema de Gearhart para mostrar que a solugao do sistema (2.1) — (2.4)
decai exponencialmente. Para atingir esse objetivo usamos os argumentos de Liu e Zheng [4].

Lema 3.1. Seja A definido em (2.13). Entao, vale a condigdo
[N A € (—00,00)} C plA). (3.1)
Demonstracdao. A prova consiste nas seguintes etapas:
(i) Desde que 0 € p(A). Entao para todo A € R com [A| < ||[A7!|7! o seguinte operador
A — A) = AN — 1)

é invertivel. Além disso, ||(iA\] —A)7!|| ¢ uma funcao continua para A € (—||A||74 [JA7Y[TY).
(ii) Se sup{||(iA] — A)7|; |\ < |[[A7Y|7'} = M < oo entao o operador

(N — A) = (iXgd — A).(I + (A — Xo) (il —A)7Y),
com || < [JA7Y|7! é invertivel para |A — A\g| < M~!. Por outro lado, o seguinte conjunto
NI < JJATYITY + M1} esta contido em p(A). Além disso, [|(1A] — A)7Y] é uma fungao
continua para A € (—|[A7Y|7t = ML JATH T M.
(iii) Suponha que (3.1) seja falso. Entao existe w € R, com ||A™7!||7! < |@| < oo tal que

{ix AL < Iml}t € p(A) e sup{||iA — A) I A] < |m[} = oo

28
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29

Portanto, existe uma sequéncia de nimeros reais A, com A\, — @, |\,| < || e uma sequéncia
de vetores w,, = (U, Vn, Gn, n, Ony @) com norma unitéria no dominio de operador A tal que

|| (iA ] — A)w, || — 0.

quando n — oo, isto é,

AUy — Up,
MV — p~ ' uD*uy, — p~ 0D, + p~' BDO,

iAo + I Yon + J 0D, — J N (aD%¢y — ) — T mb,
iMby, + ¢ 18Dy, + c_lmgon — ¢ 'kDg,
ZAnQn + TﬁlDen + Tﬁlﬁqn

LELLLd

Fazendo o produto interno < (i\,I — A)w,,w, > em H. Obtemos

AUy — Uy,
iAUn — p~ ' pD*up — p~'0D ey, + p~' DI,
Z)‘ngbn — ©¥n

'L/\ngon + J717Q0n + JﬁlbDun — Jfl(aDngn — £¢n) _ Jflmen
iMby + ¢ BDv, + ¢ Py, — ¢ 'kDy,
'L)\nQn -+ T_lDQn —+ T_lﬁqn

™

p(iAgvn — p~ ' uD?uy — p~ 0Dy + p~ ' 8DO,)T, dx

I
S— —

™

™

c(iAb, + c L BDv, 4 ¢ r'mp, — ¢ eDy )0, da
1(i A Ung — Vpg U da + / A(iAnPna — Pna)Pna A
0

™

_|_

™

+ T(iAnqn + 1D, + Tﬁlﬁqn)q_n dz.

+
S— — — —

Em seguida tomando a parte real, temos

Re(((iM] — Ao, wn)) = 7 / o o+ B / o do.
0 0

Portanto,

em

em

em

em

em

em

Y

(3.2)

J(iApn + I v + J 0Dy — J N (D g — E¢n) — T mb,) 0y, da

S(i)‘nﬁbn - %)@ dr + /07r b[(i)‘nunx - Unx)a + U_na:(ZAnQﬁn - SOn)] dx
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Heall® + Bllgal* — 0 em  L*(0, ).

Logo, concluimos que

©n — 0

Gn — 0
e de (3.5), temos que

¢n — 0.
De (3.8) segue que

Assim, simplificando (3.7) obtemos

BDv, — kDq, — 0 em L*(0,7).

Integrando (3.9) em relacdo a z, encontramos

Bu, — kg — 0 em  L*(0,7).

Entao

v, — 0 em L*0,7).

Tomando o produto interno de (3.4) com u,, temos

A (U, Un) — p i <D2un, un> — p 0 (Do, up) + p (DO, uy) — 0

Integrando por parte, obtemos

|| Duy|| — 0

E, também tomando o produto interno de (3.6) com ¢,,, tem-se

X (s On) + T (ny Gn) + T 10 (D, ¢n) = I @ (D> P, b + T by bn) —

Concluimos que

|1D¢n|| — 0.

Assim, w,, nao tem norma unitaria, o que é uma contradicao.
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Lema 3.2. Seja o operador A definido em (2.13). Entao € vdlida a condi¢ao

dim [[(GA = A) 7| < oo (3.9)

[A| =00

Demonstragao. Suponha, por contradicao, que (3.9) seja falso. Entao, existe uma sequéncia de
nimeros reais A\, € R tal que
| An] — o0

e uma sequéncia de vetores wy, = (Upn, Vn, Ons Py O, gn)T 10 D(A) com norma unitaria em H,
de modo que

|| (iA — A)wy|| — 0.

J& vimos que
Re({(il = M) =7 [ do 48 [ o e
0 0
isto é,

7||‘Pn||2+6||Qn||2—>0 em L2(077T)'

Dividindo (3.7) por A, e usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

N e 'kDg, — ¢ 'BDv,) — 0 em L*(0,7) (3.10)

Dividindo (3.3) por A, e usando (3.10), obtemos
N te 'kDg, —ic'\BDu, — 0 em L*(0,7) (3.11)

Desde que ||Du,|| ¢ limitado, temos que ||\, *Dg,|| é limitado.
Tomando o produto interno de (3.11) com Du,,, temos

Mt s (Dgy, Duy) —ic™ '3 (Duy, Du,) — 0

M te e (Dqy, Duy) — e B]|Duy||* — 0 (3.12)

Agora, integrando por partes, temos
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Mt v (Dgn, Duy) = =\t 'k <qn, D2un>

Por outro lado, dividindo (3.4) por A,

N (p oD, + ptuD*u,) — 0 em  L*(0,7)

Dividindo (3.5) por A, e usando (3.14), obtemos

i\ 2p D, + N p  uD*u, — 0 em  L*(0,7)

Desde que ||Dyp,|| é limitado, temos que ||\, *D?u,|| é limitado. Tendo em vista

I [F—0

Neenll” + £llgn

temos de (3.13)

¢k <qn, Dzun> —0

De (3.12), obtemos

|| Duy|| — 0

A D, — 0

Tomando o produto interno de (3.4) com v,, e dividindo por A, temos

i||val|> 4+ p <Dun, A;len> —p'b <D¢n, A;lvn> —0

Portanto,

v, — 0 em L*0,7).

Agora, facamos o produto interno de (3.6) por ¢, temos

i (#n, On) + T al[Dgyl[* + T[] |* — 0

32

(3.13)

(3.14)

(3.15)



CAPITULO 3. ESTABILIDADE EXPONENCIAL 33

Segue de (3.5) que,

— (s @a) + T ][ D + T |60]P — 0

isto implica que

||[Dgn|| — 0 em L*(0, ).
Portanto w, nao tem norma unitaria, o que é uma contradicao. [

Teorema 3.1.1. Seja (u,uy, &, ¢, 0,q) solugao do problema determinado pelo sistema (2.1) —
(2.4) com condigoes fronteira (2.5) e condigoes iniciais (2.6). Entdo a solugao (u,uy, ¢, ¢y, 0,q)
decai exponencialmente.

Demonstracdao. Segundo os lemas 3.1 e 3.2 usamos o resultado devido a Gearhart e colabora-
dores afirmamos que o semigrupo de contracoes no espaco de Hilbert H é exponencialmente
estavel se, e somente se, satisfaz as condigoes (3.1) e (3.9). Assim, o teorema estd provado. [
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