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“A trigonometria esférica € a irma mais velha da
trigonometria plana”.
MORITZ



RESUMO

O presente estudo trata da historia da trigonometria plana e esférica, tendo como
proposta central compreender como surgiram as trigonometrias em diferentes
civilizagbes quais sejam: Egipcia, Babilonica, Grega, Hindu, Arabe e Chinesa. Nossa
meta foi identificar como surgiram as trigonometrias nas diferentes civilizacGes e
quais as relagdes estabelecidas entre elas. Para alcangcarmos esta meta, dividimos a
pesquisa em trés fases. Na primeira fase do estudo, adotamos como percurso
metodologico a pesquisa bibliografica, na histéria da matematica e da ciéncia,
baseada na investigacdo histdrica do desenvolvimento das trigopnometrias plana e
esférica. Entre os referenciais tedricos com os quais trabalhamos estdo: Marconi
(1986, 2007), Gil (1991, 1999), Lakatos & Martins (2005), Miguel e Miorim (2002,
2011), Valente, (2007), D Ambrosio (2007) e Valdés (2012). Na segunda fase do
estudo, buscando evidenciar o surgimento e a evolucdo e no desenvolvimento
conceitual da trigpnometria plana e esférica em diferentes civiliza¢cdes quais sejam:
Egipcia, Babilénica, Grega, Hindu, Arabe e Chinesa, na antiguidade passando pelo
medievo e até o periodo Renascentista com o auxilio da histéria da matematica.
Para isso, utilizamos como referenciais tedricos: Ronan (1987), Wussing (1998),
Morey (2001, 2003), Cajori (2007), Mendes (2009), Pereira (2010, 2013), Katz
(2010), Rooney (2012), Rosa (2012), Brummelen (2009, 2013), Flood & Wilson
(2013), entre outros. Na terceira fase do estudo fizemos um estudo historico das
geometrias e nas geometrias ndo euclidianas, para evidenciamos o surgimento da
geometria esférica e sua implicacdo com a trigonometria esférica e mostramos como
existem relacfes entre as trigonometrias plana e esférica, para isso usamos o0
método das séries de Taylor, nosso objetivo principal de estudo, para tanto
utilizamos como referenciais teoricos: Ayres Jr. (1954), Hogben (1970), Do Carmo
(1987), Wussing (1998), Imre Toth (2011), Brummelen (2009, 2013), entre outros.
Como consideracfes finais do estudo realizado, mostramos como surgiram as
trigonometrias nas diferentes civilizagbes e as relacbes estabelecidas entre elas,
respondendo assim nossa questdo de pesquisa, e também deixamos caminhos para
outros pesquisadores realizarem novas pesquisas como consequéncia da
apresentacao e defesa da dissertacao.

Palavras - chaves: Historia da Matematica. Histéria da Trigonometria. Trigonometria
Plana. Trigonometria Esférica.



ABSTRACT

The present study deals with the history of the plane and spherical trigonometry, with
the central proposal emerged understand how the trigonometry's in different
civilizations which are: Egyptian, Babylonian, Greek, Hindu, Arabic and Chinese. Our
goal was to identify how trigonometry's emerged in which different civilizations and
the relations between them. To achieve this goal, we divided the research into three
phases. In the first phase of the study, we adopt as a methodological approach to
literature, the history of mathematics and science, based on historical research into
the development of flat and spherical trigonometry's. Among the theoretical
frameworks with which we work are: Marconi (1986, 2007), Gil (1991, 1999), Lakatos
& Martins (2005), and Miguel Miorim (2002, 2011), Valente (2007), D Ambrosio
(2007) and Valdés (2012). In the second phase of the study in order to enhance the
appearance and the evolution and development of the conceptual plane and
spherical trigonometry in different civilizations which are: Egyptian, Babylonian,
Greek, Hindu, Arabic and Chinese in antiquity through the Middle Ages and until the
Renaissance period with the aid of mathematical history. For this, we use as
theoretical Ronan (1987), Wussing (1998), Morey (2001, 2003), Cajori (2007),
Mendes (2009), Pereira (2010, 2013), Katz (2010), Rooney (2012 ), Rosa (2012),
Brummelen (2009, 2013), Flood and Wilson (2013), among others. In the third phase
of the study made a historical study of geometry and non-Euclidean geometries, we
observed for the appearance of spherical geometry and its implication with spherical
trigonometry and show how relationships exist between flat and spherical
trigonometry's, for this we use the method of series Taylor, our main objective of the
study, both for use as theoretical: Ayres Jr. (1954), Hogben (1970), Do Carmo
(1987), Wussing (1998), Imre Toth (2011), Brummelen (2009, 2013), among others.
As conclusion of the study, we show how the trigonometry's in different civilizations
and the relations between them arose, thus answering our research question, and
also ways to let other researchers conduct further research as a result of the
presentation and defense of the dissertation.

Key - Words: Mathematical of History. History of Trigonometry. Plane Trigonometry.
Spherical Trigonometry.
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APRESENTACAO

O surgimento da matematica permeou as primeiras civilizagdes e tornou
possivel o desenvolvimento de aplicacdes concretas: o comércio, 0 manejo de
plantacdes, a medicao de terra, a observacéo e previsao de eventos astrondmicos, e
por vezes, a realizagcdo de rituais religiosos. Nestas civilizagdes, os estudos de
estruturas matematicas, quais sejam: a geometria e a trigonometria emergiram e
possibilitaram alavancar, tanto economicamente quanto -culturalmente, essas
sociedades.

Nesse sentido, apresentamos um estudo que objetiva evidenciar o
surgimento das trigonometrias em diferentes culturas e as relacdes estabelecidas
entre elas, para tanto identificamos, com a contribuicdo da histéria da matematica,
histéria da ciéncia e da pesquisa bibliografica como surgiram tais trigopnometrias.

Temos como objetivo reconhecer, com auxilio da histéria da matematica e
da ciéncia, e fundamentado na pesquisa bibliografica, como surgiram as
trigonometrias nas civilizacdes dentre elas: Egipcia, Babildnica, Grega, Hindu, Arabe
e Chinesa e quais as rela¢gBes estabelecidas entre elas ao longo da histéria o
posterior surgimento das geometria nao-euclidianas e o0 desenvolvimento da
geometria esférica e sua implicacdo com a trigopnometria esférica.

Este trabalho foi desenvolvido com base nos estudos de Gil (1991, 1999),
Lakatos & Marconi (1986), que fundamentam a tematica da pesquisa bibliografica
em seus estudos e Martins (2005), que referenda a pesquisa bibliografica em
histéria da ciéncia e nos informa a possibilidade de fazer a pesquisa em fontes
secundarias, tais como os livros, além de mostrar um caminho para relacionar a
pesquisa bibliografica com a histéria da matematica.

Segundo Marconi (2007), as denominacbes referentes a pesquisa
bibliografica estdo ligadas muito mais ao ambiente onde se realiza a pesquisa do
gue ao tipo ou caracteristicas da mesma. Logo, a pesquisa bibliografica pode ser um
trabalho independente ou constituir-se no passo inicial de outra pesquisa. No meio
académico, € de amplo conhecimento que a pesquisa bibliografica é basica,
portanto, obrigatéria em qualquer modalidade de estudo. Qualquer informacéo
publicada (impressa ou eletrbnica) é passivel de se tornar uma fonte de consulta,

porem os livros constituem-se nas principais fontes de referéncias bibliograficas.
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Aprofundamos assim a nossa pesquisa com a investigacao em histéria da
matematica, onde dialogamos com alguns tedricos que nos apontam caminhos.
Dentre eles estédo: Miguel e Miorim (2002, 2011), Valente, (2007), D Ambrosio (2007)
e Valdés (2012), os quais mostram a investigacdo em historia da matematica
tratando de diferentes temas, por exemplo, o desenvolvimento histérico de um
conceito matemético, biografias de matematicos, as relacdes da matemética com
outras areas do conhecimento humano.

No capitulo I, apresentamos a motivacdo para o estudo; a escolha do
tema; os objetivos; os referenciais tedricos e a metodologia de pesquisa. Desta
forma, fazemos uso da pesquisa bibliografica para alicercar nosso estudo e
utilizaremos: Gil (1991, 1999), Lakatos & Marconi (1986) e Martins (2005).

Martins (2005) trabalha com a pesquisa bibliografica na Historia da
Ciéncia, e suas pesquisas serviram de base para realizacdo da pesquisa
bibliografica na histdria da matematica, a qual também esta apoiada nos estudos de:
Miguel e Miorim (2002, 2011), Valente, (2007), D Ambrosio (2007) e Valdés (2012),
gue tratam da investigacao em historia da matematica.

O capitulo Il esté alicercado na histéria da matemética e na histéria da
ciéncia, abordamos o surgimento da trigonometria em diferentes civilizacdes que
viveram na Antiguidade, dentre elas: Egipcia, Babildnica, Grega, Hindu, Arabe e
Chinesa. O estudo histérico neste capitulo faz um recorte historico desde a

Antiguidade passando pelo medievo' até o periodo Renascentista®, finalizando o

! Medievo: E um termo criado para referir-se ao modo como 0s renascentistas chamavam a era
medieval, e significa medie (do latim)-mediocre, evo-era. Uma era medicre (mediocre) na referéncia a
Idade Média. E um periodo da histéria da Europa que se inicia com a Queda do Império Romano do
Ocidente em 476 e estendeu-se até 1453, com a queda do Império Romano do Oriente pela tomada
de Constantinopla pelos turcos, fato esse que marca transicdo para a ldade Moderna é também o
periodo intermédio da divisdo classica da Histéria Ocidental descrita em trés periodos: a Antiguidade,
Idade Média, sendo frequentemente dividido em Alta e Baixa Idade Média e Idade Moderna. Divalte
52002).

Movimento Renascentista ou apenas Renascimento: Foi o nome dado ao Renascimento Cultural
que aconteceu durante os séculos XIV, XV e XVI na Europa, e que procurava resgatar as culturas
esquecidas (grego-romana) durante o medievo. As principais caracteristicas do Renascimento foram
o Racionalismo, Experimentalismo, Individualismo e Antropocentrismo. Uma grande caracteristica do
Renascimento foi 0 Humanismo que valorizava o homem, que a partir dai comecou a ser tratado
como ser racional e posto assim no centro do Universo. O Renascimento também foi marcado por
importantes descobertas cientificas, notadamente nos campos da astronomia, fisica, medicina,
matematica e geografia. O Renascimento nasceu na ltalia, mais especificamente nas cidades que
enriqueceram com o0 comércio no Mediterraneo. Porém com a expansdo maritima a ideia
Renascentista foi divulgada por diversas partes do mundo como na Inglaterra, Alemanha e os Paises
Baixos. O Renascimento foi muito importante também, porque foi a principal influencia dos
pensadores lluministas do século XVII. Divalte (2002).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Queda_do_Imp%C3%A9rio_Romano_do_Ocidente
http://pt.wikipedia.org/wiki/Queda_do_Imp%C3%A9rio_Romano_do_Ocidente
http://pt.wikipedia.org/wiki/Idade_Moderna
http://pt.wikipedia.org/wiki/Idade_Antiga
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capitulo analisamos a trigonometria: de ciéncia auxiliar da astronomia a
transformacao em ciéncia independente na Europa.

No capitulo Ill, apresentamos os fundamentos e desenvolvimento da
geometria esférica, e sua implicacdo com a trigonometria esférica e evidenciamos
também a existéncia das relacdes estabelecidas entre as trigonometrias plana e
esférica. Como parte final da pesquisa, apresentamos nossas consideracgdes finais,
enfatizamos o0s objetivos que foram alcancados, a relevancia da pesquisa, e
propusemos entédo outros desdobramentos como consequéncia da apresentacéo e

defesa da dissertacao.
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1. DELINEANDO O ESTUDO

1.1 A MOTIVACAO, A ESCOLHA DO TEMA E OS OBJETIVOS DO
ESTUDO, PROBLEMA E QUESTOES DE PESQUISA.

1.1.1 A Motivacao para o Estudo

Ao estudar a disciplina Astronomia de Posicdo e Introducdo a Geodésia
Geométrica, no Curso Técnico em Agrimensura, na antiga Escola Técnica Federal
do Para, hoje Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Para
IFPA/Campus Belém, entrei em contato com uma trigonometria (etimologicamente a
palavra trigonometria vem do grego TRI-trés, GONO-angulo, METRIN-medida, trata-
se assim, do estudo das relacdes entre lados e os angulos de um triangulo, o que
modernamente significa medidas de um triangulo), bem diferente, e que se
apresenta conforme figura (1), chamada de trigonometria esférica (trigonometria
esférica € um ramo da geometria esférica que lida com poligonos na esfera e as
relacdes entre lados e angulos). E € de grande importancia para os célculos da
astronomia e da superficie da Terra, orbital e navegacado espacial. Notei que
essa trigonometria possuia varias semelhancas com a que é tradicionalmente
ensinada aos alunos do ensino médio, que € a trigonometria plana (trigopnometria
plana é um ramo da geometria plana que lida com poligonos no plano e as relacdes
entre lados e angulos. E tem muitas aplicacdes tais como Fisica, Engenharia entre

outras).

Figura 1: Triangulo Esférico®
Fonte: Site:www.ime.unicamp.br

® Fonte da figura disponivel em http://www.ime.unicamp.br/~marcio/ps2005/hvetor14.htm, acesso em
30 de junho de 2013.


http://www.ime.unicamp.br/~marcio/ps2005/hvetor14.htm

19

A época, o saudoso Professor Paulo de Tarso* ministrou um minicurso
denominado “Introducéo a trigonometria esférica” para os alunos do curso técnico do
qual era estudante. Apés este minicurso, minha curiosidade aumentou ainda mais,
solicitei ao professor que me cedesse alguns livros para tirar copias, o referido
professor me emprestou alguns livros para tirar copias e assim poder aprofundar
meus estudos.

Quando busquei o aprofundamento sobre trigonometria esférica,
encontrei um objeto de estudo com definicbes e aplicagcbes bem elaboradas em

outros campos das ciéncias. Explicitarei aqui algumas dessas aplicacdes nas figuras

seguintes.
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Figura 2: Triangulo de Posicdo para a Astronomia de Posic&o®
Fonte: Site:www.portaldoastronomo.org

Figura 3: Navegacéo Astrondmica’®
Fonte: Site:www.portaldoastronomo.org

* Professor da disciplina matematica da antiga Escola Técnica Federal do Para e Piloto da Marinha
Mercante, falecido em 1999.

® Fonte da figura disponivel em: http://www.portaldoastronomo.org, acesso em 01 de outubro de
2013, Triangulo de posicao para o calculo da astronomia de posigéo.

® Fonte da figura disponivel em: http://www.portaldoastronomo.org, acesso em 01 de outubro de 2013,
Triangulo de posicao para o calculo da Navegacéo Ortodromica.
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GEODESIA

R

Figura 5: Aplicacéo a Cartografia8
Fonte: Site:www.brasilescola.com
Ainda com interesse no estudo dessa tematica, procurei durante o Curso
de Licenciatura em Matematica, na Universidade do Estado do Para (UEPA),
retomar as pesquisas que iniciei no curso técnico. Contudo, somente alguns
professores detinham conhecimento a respeito da trigonometria esférica.
Nesse sentido Pereira (2013) afirma:

No curso de Bacharelado em Matematica no Brasil, uma disciplina que
aborda a trigonometria esférica € a geometria ndo-euclidiana, no estudo da
geometria eliptica. Porém, na formacdo do professor de matematica, ou
seja, nos cursos de licenciaturas, numa pesquisa realizada em 2005, por
Barreto e Tavares (2007, p.02) das 47 Instituicdes de Ensino Superior

" Fonte da figura disponivel em: http://www.geocaching.com, acesso em 01 de outubro de 2013,
levantamento geodésico com aplicagéo do GPS.

® Fonte da figura disponivel em: http://www.brasilescola.com, acesso em 22 de abril de 2014. E a
projecdo de Mollweide é também chamada de projecdo de Aitoff, que é uma projecao cartografica
elaborada no ano de 1805, pelo astrbnomo e matematico aleméao Karl Mollweide (1774-1825), muito
utilizada para a elaboragdo de mapas-mundi atualmente.


http://www.geocaching.com/
http://www.brasilescola.com/
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Brasileiras pesquisadas por eles somente 5 abordavam conceitos de
geometrias ndo-euclidianas nas suas matrizes curriculares,
consequentemente o estudo de tridngulos esféricos. Isso nos leva a concluir
gue a trigonometria esférica esta perdendo lugar no ensino de matematica.
(PEREIRA, 2013 p.3)

Essa afirmagdo de Pereira evidencia que o ensino da trigonometria
esférica perdeu espaco nos cursos de licenciatura em Matematica no Brasil.

Por suas aplicacbes em outras areas faz-se necessario o regate desse
conteudo de matematica nas matrizes curriculares dos cursos de graduacdo de
matematica, porem depois de graduado, quando era professor substituto da
Universidade do Estado do Pard (UEPA), tive conhecimento, por meio de conversas
mantidas com o Professor Dr. Iran de Abreu Mendes, que a época era coordenador
do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado do Para e hoje
€ Professor da Universidade Federal do Rio Grande do Norte, que a Professora Dra.
Bernadete Barbosa Morey, da Universidade Federal do Rio Grande do Norte,
desenvolvia estudos sobre a tematica trigonometria no programa de Pés-graduacéo
daquela Universidade, fato este que me despertou o interesse de elaborar um
projeto para cursar uma Pds-graduacao.

No entanto, a vida profissional levou-me a outros caminhos e a
trigopnometria esférica ficou esquecida. Mesmo assim, sempre tive vontade de
desenvolver um trabalho nesse sentido com objetivo de: reconstruir, a partir dos
fundamentos da geometria esférica, a definicdo, propriedades e suas implicacdes
com a trigonometria esférica, e, a partir desta, fazer um estudo mais aprofundado,
sobre as relacdes estabelecidas entre a trigonometria esférica e a trigonometria
plana, para fazer frente a essa demanda de estudo alicercamos nosso trabalho na

Historia da Matematica e das Ciéncias e na pesquisa bibliogréfica.

1.1.2 A Escolhado Tema

Ao ser aprovado no programa de Pds-graduacao do Instituto de Educacao
Matematica Cientifica (IEMCI/UFPA), e nos debates no Grupo de Estudos de
Historia e Ensino da Matematica, (GEHEM/IEMCI/UFPA) do qual participo como
estudante, ao desenvolvermos estudos e debates sobre alguns capitulos do livro “A
Historia da Matematica” de autoria de Anne Rooney onde constam alguns tépicos
sobre trigonometria plana e esférica, expus meus conhecimentos referente a

trigonometria esférica e ap0s esses debates minha orientadora junto com a co-
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orientadora, me perguntaram se eu queria desenvolver a dissertagdo nessa
tematica. Pensei um pouco e respondi que sim, pois sempre tive vontade de
desenvolver uma pesquisa nesse sentido, utilizando a histéria da matematica para
resgatar o surgimento das trigopnometrias esférica e plana, e as relacbes que se
estabelecem entre elas, pois existem grandes semelhangas entre a trigonometria
esférica e a trigonometria plana, porém, ha uma diferenca muito importante: a
primeira é aplicada a triangulos esféricos enquanto a segunda a triangulos planos,
por tanto a trigonometria plana trata da resolucéo de triangulos no plano enquanto a
trigonometria esférica diz respeito a resolucdo de triangulos na esfera, conforme
ilustrado na figura (6). Dessa forma, surgiu o tema de nossa pesquisa, e para
embasar nossa pesquisa utilizamos a histéria da matematica para resgatar os
fundamentos da geometria esférica, da trigonometria esférica e a trigonometria plana

e assim podermos evidenciar as rela¢des estabelecidas entre essas trigonometrias.

c

o

c

triangulo esférico tningulo plano
Figura 6: Triangulos Esférico e Plano®
Fonte: Site:www.iniganieria.anahuac.mx

Em nosso estudo, evidenciamos que ao longo da histéria, outras
trigopnometrias surgiram além da trigonometria plana e esférica, outra é a
trigonometria hiperbdlica que une o estudo da funcdo logaritmo natural e da
geometria analitica da Hipérbole.

A partir dessas consideragbes, elaboramos a seguinte questao de
pesquisa: Como surgiram as trigonometrias nas diferentes culturas e quais as
relacbes estabelecidas entre elas?

Para responder a questdo delineada, foram elencamos o0s seguintes

objetivos:

° Fonte da figura disponivel em: http://Awww.iniganieria.anahuac.mx, acesso em 15 de agosto de 2013.
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1.1.3 Objetivo Geral

Reconhecer, com auxilio da histéria da matematica e da ciéncia, e
fundamentado na pesquisa bibliografica, como surgiram as trigonometrias nas
civilizagdes dentre elas: Egipcia, Babilénica, Grega, Hindu, Arabe e Chinesa e quais
as relacdes estabelecidas entre elas ao longo da historia o posterior surgimento das
geometria ndo-euclidianas e o desenvolvimento da geometria esférica e sua

implicacéo com a trigonometria esférica.

1.1.3.1 Objetivos Especificos

¢ Identificar, na historia da matematica, contribui¢cdes para o entendimento do
surgimento das trigonometrias em diferentes culturas e quais as relacdes
estabelecidas entre elas ao longo da histéria.

e Estudar o desenvolvimento e as transformacdes, sofridas ao longo do
tempo, da compreensdo do conceito de trigonometria nas diferentes culturas quais
sejam: Egipcios, Babilonios, Gregos, Hindus, Arabes e Chineses.

e Evidenciar 0 surgimento das geometrias nao-euclidianas, o
desenvolvimento da geometria esférica e suas implicacbes com a trigopnometria
esférica.

e Verificar como as relacbes entre as trigopnometrias se estabelecem e quais

0s argumentos matematicos possibilitam identificar essas relacdes.

1.1.4 Problema de Pesquisa

Com fundamentos na histéria da matematica e na histéria da ciéncia,
como podemos identificar o surgimento das trigonometrias nas diferentes

civilizacOes e as relacbes estabelecidas entre elas?

1.2 REFERENCIAIS TEORICOS DO ESTUDO
1.2.1 A pesquisa bibliografica

Podemos definir pesquisa como o0 procedimento racional e sistematico
gue tem por objetivo proporcionar respostas aos problemas que sao propostos. A
pesquisa é requerida quando néo se dispde de informacao suficiente para responder
ao problema, ou entdo quando a informacao disponivel se encontra em tal estado de

desordem que nao possa ser adequadamente relacionada ao problema.
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A pesquisa é desenvolvida mediante o concurso dos conhecimentos
disponiveis e a utilizacdo cuidadosa de métodos, técnicas e outros procedimentos
cientificos. Na realidade, a pesquisa desenvolve-se ao longo de um processo que
envolve inumeras fases, desde a adequada formulacdo do problema até a
satisfatoria apresentacéo dos resultados.

Nesse sentido em nosso estudo evidenciamos que referente a tematica
trigonometria tanto plano como esférica quando focamos a historia do
desenvolvimento desse conteudo, encontramos fragmentos em livros textos em
lingua portuguesa superado apenas em lingua estrangeira (Inglés e Espanhol).

A pesquisa bibliografica procura auxiliar na compreensado de um problema
a partir de referéncias publicadas em documentos, buscando conhecer e analisar as
contribui¢des culturais ou cientificas do passado sobre determinado assunto, tema
ou problema, por tanto utilizamos essa modalidade de pesquisa.

A pesquisa foi embasada nos textos de Gil (1991, 1999) e Lakatos &
Marconi (1986), que fundamentam a tematica da pesquisa bibliografica em seus
estudos, 0 que nos indicam que podemos realizar a pesquisa bibliografica a partir de
material j& elaborado, em livros, revistas, boletins, monografias, teses, dissertacdes,
material cartografico, com o objetivo de colocar o pesquisador em contato direto
como todo material ja escrito sobre o mesmo, utilizamos também Martins (2005),
que, no artigo Histéria das Ciéncias: Objetos, Métodos e Problemas, aponta um
caminho para fazer pesquisa em Historia da Ciéncia.

Para Gil (1991), a pesquisa bibliografica tem como caracteristica ser
sistematica, pormenorizada e exaustiva e deve ser organizado de forma logica, o
gue implica o exercicio do raciocinio e possui as seguintes etapas:

I. Definicdo etimoldgica dos termos;

Il. Conceitos possiveis sobre o objeto da pesquisa;

lll. Evolucéo do percurso histérico;

IV. Revisdo da literatura existente sobre o assunto;

V. Apresentacéo das leis, teorias e posi¢cdes dos principais autores, mesmo

que contrarias;

VI. Exame e contextualizacdo do objeto pesquisado;

VII. Andlise e posicionamento do pesquisador sobre o objeto de estudo com

base na fundamentacao da pesquisa.
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Fizemos também uso da obra de Lakatos & Marconi (1986), os quais nos
indicam que a pesquisa bibliografica compreende oito fases distintas, a saber:

a) Escolha do tema;

b) Elaboracéo do plano de trabalho;

c) ldentificacao;

d) Localizacéo;

e) Compilacéo;

f) Fichamento;

g) Andlise e interpretacéo;

h) Redacéo.

Analisando os textos dos autores citados, buscamos fundamentar a nossa
pesquisa, e categoriza-la dentro de cada subdivisdo apontada pelos autores e tendo
em vista que a pesquisa bibliografica é indispensavel nos estudos historicos.

As fontes bibliogréficas fornecem ao pesquisador diversos dados,
exigindo manipulacdo e analises diferenciadas. Caracterizam-se como fontes desse
tipo:

e Imprensa escrita: em forma de jornais e revistas, deve ser
independente, ter conteudo e orientagdo sem tendéncia, bem como difusdo e
influéncia. A analise deve ser feita de forma independente e, por fim, deve-se
verificar se ha grupo de interesse envolvido;

e Meios audiovisuais: esta midia deve ser analisada com base nos
mesmos itens especificados para a imprensa escrita;

e Material cartografico: estes meios bibliograficos sao especificos, de
acordo com a linha de pesquisa e atualizacdo no projeto, ndo havendo grandes
restricbes quanto a seu emprego;

e PublicacOes: livros, teses, dissertacbes, monografias, publicacdes
avulsas, pesquisas, entre outros, formam o conjunto de publicacdes basicas para
pesquisas cientificas.

Para aprofundar a construgéo do texto dissertativo, fizemos uso do texto
de Martins (2005), que caracteriza tipos de fontes de pesquisa em histéria da
ciéncia, no qual afirma que em uma pesquisa em histdria da ciéncia sdo utilizados
documentos de varios tipos. Costuma-se classificar estes documentos em fontes

primarias (material da época estudada, escrito pelos pesquisadores) e fontes
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secundérias (estudos historiogréaficos e obras de apoio que podem ser trabalhos de
filosofos e biografos a respeito do periodo e dos autores investigados).

Baseado nessas premissas, realizamos analise de teses, dissertacfes e
artigos, algumas listadas abaixo, que nos mostram o papel relevante da historia da
matematica nessas pesquisas e em livros que tratam da histéria da ciéncia em
diferentes civilizagdes e da evolugao conceitual da trigonometria tanto plana como
esférica nessas civilizacdes.

A tese “De Triangulis Onunimodis Libri Quinque” (Cinco Livros sobre
Todos os Tipos de Triangulos), de Johann Muller Regiomontanus (1436-1476), uma
contribuicdo para o desenvolvimento da trigonometria de autoria de Ana Carolina
Costa Pereira, orientada pela Professora Dra. Bernadete Barbosa Morey,
apresentada ao programa de Pdés-graduacdo em Educacédo da Universidade Federal
do Rio Grande do Norte (UFRN), no ano 2010, faz um estudo e discute a primeira
obra Europeia sistematica que trata da trigopnometria plana e esférica, independente
da astronomia, faz um estudo de todos os tipos de triangulos planos e esféricos.

A dissertacdao “Um Olhar Histérico nas aulas de trigonometria:
Possibilidades de uma pratica pedagogica investigativa”, de autoria de Gladis Bortoli,
orientada pela professora Dra. Mirian Ines Marchi e Co-orientada pela professora
Dra. leda Maria Giongo, apresentada ao programa de Pds-graduacdo do Centro
Universitario Univates Lageados RS no ano 2012, busca explicar quais sdo as
possibilidades da insercéo da histéria da matematica no ensino e na aprendizagem
da trigonometria presente no triangulo retangulo no Ensino Médio.

A dissertacdo “Estudo do sistema conceitual de trigonometria no ensino
fundamental: uma leitura histérico-cultural”’, de autoria de Karina Rossa Fritzen,
orientada pelo professor Dr. Ademir Damazio, apresentada ao programa de POs-
graduacdo em Educacdo da Universidade do Extremo Sul Catarinense - UNESC,
Estado de Santa Catarina, 2011, tem como objetivo a andlise do processo de
elaboracdo do pensamento conceitual de trigonometria, particularmente o conceito
de seno de um angulo, tendo por base uma atividade de ensino planejada a luz da
Teoria Historico-Cultural.

A dissertagdao “Trigonometria: A mudanga da pratica docente mediante
novos conhecimentos”, de autoria de Thais de Oliveira, orientada pelo professor Dr.
Jodo Carlos Vieira Sampaio, apresentada ao programa de Pdés-graduagdo em

Ensino de Ciéncias Exatas da Universidade de Séao Carlos (UFSCar-Sao Paulo) no
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ano de 2010, tem como objetivo investigar uma abordagem de ensino da
trigonometria desde o triAngulo retangulo até sua forma analitica no ciclo
trigonomeétrico.

A dissertacao “Geometria Esférica: Uma conexdo com a Geografia”, de
autoria de Irene da Concei¢cdo Rodrigues Prestes, orientada pelo Professor Dr.
Vincenzo Bongiovanni, apresentada ao Programa de Pés-graduacdo da Pontificia
Universidade Catolica de Sado Paulo (PUC-SP) no ano de 2006, pretende contribuir
com o processo de ensino e aprendizagem da geometria esférica, procurando
subsidiar a implementagcdo de propostas que visam a interacdo entre Matematica e
Geografia.

O artigo “Histéria da Matematica nas aulas de Trigonometria”, publicado
nos Anais de VIII Encontro Nacional de Educacdo Matematica no ano 2004, da
autoria de Francisco Canindé de Oliveira e da Professora Dra. Bernadete Barbosa
Morey, apresenta um estudo de utilizacdo de atividades de ensino com a aplicacéo
da historia da matematica que mostra também que toda a teoria da trigonometria foi

incluida na analise e até o final do século XVIII.

1.2.2 A utilizagdo da Histéria da Matematica

Utilizamos a histéria da matematica e tecemos didlogo com alguns
tedricos que nos apontam caminhos nessa tendéncia em educacdo matematica.
Dentre eles: Miguel e Miorim (2002, 2011), Valente, (2007), D Ambrosio (2007) e
Valdés (2012), os quais mostram, em diferentes textos, que a investigacdo em
historia da matematica trata de diferentes temas.

No primeiro momento utilizamos a pratica investigativa em histéria da
matematica, com base nos estudos de Miguel e Miorim (2011), onde percebemos
que tal pratica investigativa se desenvolve em diferentes frentes e apresenta como
temas principais: o desenvolvimento histérico de um conceito matemético, biografia
de matematicos, as relacdes da matematica com outras areas do conhecimento
humano.

Acreditamos que naturalmente, a pesquisa histOrica resgata a esséncia
da problematica vivida na Antiguidade, como essa problematica mobilizou aquela
sociedade e como essa esséncia do passado pode ser conectada com o
pensamento e as necessidades na atualidade, entendemos que desse ponto de

vista do ensino da trigonometria esta bem caracterizada pelas suas dificuldades e a
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possibilidade da utilizacdo da histéria da matematica como motivacdo de
ensino/aprendizagem desse conteldo da matematica.

Para D Ambrosio (2007), a histéria da matematica fornece condi¢des para
gque assuntos atuais relacionados aos conteudos trabalhados possam ser
resgatados sob uma visao critica, identificando os problemas ou as motiva¢des que
levaram a criacdo desses conteddos em uma determinada época e,
consequentemente, a utilidade dos mesmos no tempo vigente. Deste modo, séo
também esperadas as mudancas nas percepcdes dos alunos em relacdo a
necessidade de se aprender Matemética.

Para Miguel e Miorim (2011) os questionamentos da investigacdo em
histéria da matematica giram em torno das formas de conceber a relacdo entre a
cultura matematica'® e as formas de apropriacdo dessa cultura no presente, tanto
nas praticas pedagdgicas escolares, quanto nas de investigacdo académica em
matematica e educacdo matematica.

Quando tratamos da investigacdo em histéria da matematica verificamos
a existéncia de um movimento amplo e diversificado, que faz com que essa
investigacdo se constitua em campos de pesquisa autbnomos. Miguel e Miorim
(2011) destacam trés grandes campos: a historia da matematica propriamente dita, a
histéria da educacdo matematica e a histéria na educacdo matematica, além desses
campos 0s autores acrescentam ainda, Estudos Historiogréaficos, Teoria da Historia
na ou da Educacédo Matematica e campos afins.

Segundo Miguel e Miorim (2002) a investigacdo em histéria da
matematica propriamente dita € um campo do conhecimento ou conjunto cumulativo
de ideias e resultados. Incluem neste campo todos os estudos de natureza histérica
gue investigam as dimensdes da atividade matematica na historia, bem como as
praticas sociais que participam ou participaram da producdo do conhecimento
matematico. Partindo dessas primicias, acreditamos que dentre os seis campos
apresentados pelos tedricos, a classificacdo que melhor se adéqua em nossa
pesquisa é da histéria da matematica propriamente dita, onde o objetivo deste
campo de investigacdo € mostrar, segundo Valdés (2006), que do ponto de vista do
conhecimento mais profundo da propria Matematica, a histéria proporciona uma

visdo dos elementos matematicos em sua verdadeira perspectiva, enriquecendo a

19 para ALLEC (2006, p.9) cultura matematica é toda percepgao, nocdo e saber matematico que esta
intimamente ligado a todo ser humano que vive em sociedade.
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concepcao tanto do matemético, quanto do professor. Neste sentido o resgate dos
problemas da antiguidade permite ao investigador conhecer as indagacgbes e
possiveis solugdes propostas pela humanidade que se constituiram diante da
necessidade gerada por uma sociedade com uma determinada cultura.

A prética investigativa contribui tanto para mudar a visdo que se tem da
matematica como da histéria. A primeira torna-se contextualizada, integrada com as
demais éareas, tendo, portanto, uma imagem agradavel, criativa e humanizada,
enquanto que a segunda deixa de ser mostrada como uma coletanea de datas e
documentos.

Este tipo de investigagdo mostra a historia da matemética como um
campo que vai além de um mero estudo das ideias matematicas no tempo,
mostrando que um objeto matematico dentro de um contexto histérico pode sair da
obscuridade e ganhar sentido dentro da teoria.

Dessa forma, se estabelece uma metodologia de pesquisa historica
(Valente, 2007) que envolve a formulacdo de questbes para os fatos ocorridos no
passado, que sao levados a posicao de fontes de pesquisa por essas questées, com
o0 objetivo de construir fatos histéricos, representados pelas respostas a elas.

Valdés (2012), afirma que a matemética evolui de trés maneiras
diferentes: por evolugédo progressiva, por evolucado escalonada e por evolugdo em
recortes, as quais podem associar-se com determinados problemas resolvidos,
dentre essas subdivisbes, a evolucdo progressiva que embasa melhor nossa
pesquisa, pois € uma caracteristica das ciéncias, € a mais natural, que consiste no
desenvolvimento légico mediante cadeias de raciocinios que partem de principios
admitidos, claro que sempre manuseados frente ao formalismo matematico
expressamente construido para isso e pelo fornecimento de inUmeros cientistas que
em todo tempo se dedicaram a investigacdo da matematica, isso aumenta o
conjunto de conhecimento humano.

Analisando o desenvolvimento da trigonometria em diferentes culturas fica
bem claro, a luz da interpretacdo do texto de Valdés, de como o papel de varios
estudiosos contribuiram para o desenvolvimento de tais trigonometrias para
responder as necessidades praticas, de culturas diferentes e fizeram evoluir o
conceito e o desenvolvimento das trigonometrias, pois como afirma Valdés o saber

matematico evolui com o tempo.
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1.3 A METODOLOGIA DA PESQUISA

Respondendo a questdo norteadora da pesquisa: Como surgiram as
trigonometrias nas diferentes civilizagbes e quais as relacdes estabelecidas entre
elas?, utilizamos a pesquisa bibliografica que, de acordo com Lakatos & Marconi
(1986, p.57), “ndo é mera repeticdo do que ja foi dito ou escrito sobre certo assunto,
mas propicia 0 exame de um tema sob novo enfoque ou abordagem, chegando a
conclusbes inovadoras”.

Dialogamos também com a Histéria da Matemética onde percebemos
uma ciéncia de desenvolvimento de estruturas e ideias. Sendo assim, podemos
utilizar a investigacao histérica para obtermos um aprofundamento do conhecimento
matematico gerado em cada contexto, desta forma Mendes (2006, p.79-80) afirma:
“O percurso histérico permite estabelecer um didlogo entre o conhecimento
aprendido e disseminado mecanicamente, a memoéria da pratica manipulativa que
utiliza os objetos matematicos, os textos, os documentos, os relatos da prética e
outros registros, de um modo geral, que os armazenam para torna-los publicos”.

Este dialogo ao qual o autor se refere tem como propdsito estabelecer a
producdo de novos conhecimentos matematicos a partir dos conhecimentos
produzidos em outras geracées em uma dindmica de armazenamento e selecdo de
informacbes que permitam ao individuo adicionar suas impressdes ao
conhecimento, que Mendes chama de “conhecimento experienciado”.

Em nosso estudo, utilizamos a historia da matematica como meio para
identificar o desenvolvimento das trigonometrias e suas transformacfes ocorridas ao
longo da historia, fizemos uma pesquisa bibliografica e também a pesquisa em
histéria das ciéncias, desta forma proporcionando o entendimento de como
aconteceu o surgimento das trigonometrias nas diferentes civilizacdes e as relacdes
estabelecidas entre elas.

Realizamos uma pesquisa bibliografica, que estd centrada nas
contribuicdes tedricas de varios autores que desenvolveram teses, dissertacdes e
produziram livros sobre as formas de utilizacdo da histéria matematica e historia das
ciéncias que contribuiram e embasaram nosso estudo.

Desta forma evidenciamos as transformacdes, sofridas ao longo do
tempo, da compreensdo do conceito de trigonometria nas diferentes civilizagoes,

Egipcia, Babilénica, Grega, Hindu, Arabe e Chinesa.
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Utilizamos a pesquisa em historia da ciéncia, onde mostramos que a
geometria esférica possui implicagcbes na trigonometria esférica, e caracteriza o
surgimento desta ultima em diferentes povos, bem como sua utilizacdo por estes,
pois como afirma Kragh (2002, p.37), a histéria da ciéncia, quando bem conduzida,
pode ter uma influéncia benéfica na ciéncia dos nossos dias.

Fundamentado na histéria da matemética, na pesquisa bibliogréfica e
também na pesquisa em histéria da ciéncia, pude evidenciar as relacbes
estabelecidas entre as trigopnometrias planas e esféricas, onde verificamos as suas
caracteristicas e peculiaridades.

No proximo capitulo apresento os primérdios da trigonometria (Plana e
Esférica), nas diferentes civilizacdes, desde seu surgimento nos povos que viveram
na Antiguidade (Egipcios, Babildnios, Gregos, Hindus, Arabes e Chineses),

passando pelo medievo até o periodo Renascentista.
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2. OS PRIMORDIOS DAS TRIGONOMETRIAS PLANA E
ESFERICA

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, apresentamos um estudo histérico da trigonometria (Plana
e Esférica), evidenciando as transformagfes de compreenséo conceitual, sofridas ao
longo do tempo, nas diferentes civilizacbes, desde seu surgimento nos povos que
viveram na Antiguidade (Egipcios, Babildnios, Gregos, Hindus, Arabes e Chineses),
passando pelo medievo até o periodo Renascentista. Neste sentido, evidenciamos o
nascimento da trigonometria como ciéncia auxiliar da Astronomia e mostramos o
surgimento da trigonometria como ciéncia independente na Europa.

Acreditamos que uma pergunta ha muito tempo carece de resposta na
histéria da matematica € “como se deu a origem da trigonometria?”. A resposta a
esta pergunta € carregada de duvida, entretanto, pode-se afirmar que o inicio do
desenvolvimento da trigonometria se deu principalmente devido aos problemas
gerados pela Astronomia, Agrimensura e Navegacdes, por volta do século IV ou V
a.C., com os egipcios e babilénios.

Para entendermos a origem e o desenvolvimento do conceito de
trigonometria, primeiramente devemos analisar qual o significado que podemos
inferir & palavra Trigonometria. Sobre isso Brummelen apud Pereira (2010) tece

alguns comentarios:

O significado do termo trigonometria do ponto de vista do desenvolvimento
da ciéncia: “A propria palavra, que significa ‘medi¢cédo de tridngulo’, fornece
pouca ajuda: € um termo muito antigo, do século XVI, e a trigonometria
medieval utilizava circulos e seus arcos ao invés de triangulos, como seus
valores de referéncia”. Se quiséssemos definir trigonometria como uma
ciéncia, duas condi¢des necessérias surgiriam imediatamente:

* uma medida padrdo quantitativa da inclinacdo de uma linha para outra
linha;

* a capacidade para, e interesse em, calcular os comprimentos dos
segmentos de linha.

Assim, a definicdo da trigonometria desenvolveu-se com o tempo, porém “o
gue fez a trigonometria uma nova ciéncia foi a capacidade de assumir um
determinado valor de um &ngulo e determinar a esse um comprimento

correspondente” (PEREIRA, 2010, p.5).

Essa interpretacdo apresentada do conceito de trigonometria esta mais

adequada a sua versdo moderna, pois entendemos que a inclusdo do raio unitario
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por Leonhard Euler possibilitou definir as fun¢des trigonométricas aplicadas a um
ndmero ndo mais a um angulo.

Porem a histéria da trigonometria'* ndo é obra de um s6 homem ou
nacdo. Sua construcao foi feita em milhares de anos e esta presente em todas as
grandes civilizagdes.

Deve ser notado que, desde os tempos de Hiparco de Niceia*’(190 a.C.—
120 a.C.), até os tempos modernos, ndo havia tal coisa como “razao” trigonométrica.
Ao invés disso, 0os gregos e depois os hindus e os muculmanos usaram linhas
trigonométricas. Essas linhas primeiramente tomaram a forma de corda®® s6 mais
tarde meia corda, ou senos. Essa corda e linhas de seno entdo seriam associadas a
valores numéricos, possivelmente aproximacfes e listados em tabelas
trigonométricas.

Portanto os primeiros vestigios da trigopnometria plana surgiram ndo s6 no
Egito, mas também na Babilbnia, a partir do calculo de razdes entre nUmeros e entre
lados de triangulos semelhantes. Os babilbnios tinham grande interesse pela
Astronomia, tanto por razdes religiosas, quanto pelas conexdes com o calendario e
as épocas de plantio, a esses fatos acrescentamos que ndo ha registros de que
babilénios e nem egipcios usaram em seus calculos uma medida para angulos.

As sociedades pré-helénicas ndo possuiam o conceito de medida de um
angulo e, consequentemente, eram estudados os lados do triangulo, um campo de
estudo que seria melhor chamada de “Trilaterometria”.

Morey (2001) informa que:

'L A trigonometria: Foi algo completamente novo na histéria da geometria quantitativa, que surgiu na
escola de Alexandria, e evoluiu como criacéo de Aristarco, Hiparco, Menelau e Ptolomeu. O estudo
das trajetodrias e das posi¢des dos corpos celestes e o desejo de compreendé-los e também de obter
mais recursos, e a geografia, foram as motivacdes para o desenvolvimento das ideias originais da
trigonometria. Até entdo, adequadas as relacdes de semelhanca entre lados de um tridngulo
reténgulo eram utilizados, na pratica, para resolver problemas praticos. Rooney (2012).

12 Hiparco de Niceia: Foi um astrénomo greco-otomano, construtor de maquinas, eximio cartégrafo e
matematico da escola de Alexandria, sendo um dos grandes representantes da Escola Alexandrina,
do ponto de vista da contribuicdo para a mecéanica. Trabalhou sobre tudo em Rodes (161 a.C.—126
a.C.). Hoje é considerado o fundador da astronomia cientifica e também chamado de pai da
trigonometria por ter sido o pioneiro na elaboracéo de uma tabela trigonométrica, com valores de uma
série de angulos, utilizando a ideia pioneira de Hipsicles de Alexandria (240 a.C.—170 a.C.) inventou
um método para a resolucéo de triangulos esféricos. Flood & Wilson (2013).

3 A definicdo de corda de circunferéncia: E o segmento de reta que une dois pontos do circulo. A
etimologia da palavra corda advém do latim chorda (corda de arco), quando esta terminologia é
utilizada na matemaética, entende-se que a mesma tem por finalidade fazer alusédo ao segmento de
reta que conecta dois pontos extremos de um arco do circulo, possibilitando a integracdo do raio ao
angulo central a qual intercepta a corda. Katz (2010).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Hiparco
http://pt.wikipedia.org/wiki/Corda_(geometria)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Hiparco
http://pt.wikipedia.org/wiki/Alexandria
http://pt.wikipedia.org/wiki/Rodes
http://pt.wikipedia.org/wiki/Astronomia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Trigonometria

34

Ao falar dos estudos dos egipcios e babilénicos sobre triangulos, Boyer diz
que: Dada a falta, no periodo pré-helénico, do conceito de medida de
angulo, um tal estudo seria melhor chamado “Trilaterometria” ou medida de
poligonos de trés lados (trilateros), do que trigonometria, a medida das
partes de um tridngulo. E com os gregos que vamos encontrar pela primeira
vez um estudo sistematico das relacbes entre angulos (ou arcos) num
circulo e os comprimentos das cordas que os subtendem (MOREY, 2001,
p.17).

De fato como nos primérdios a trigopnometria estava relacionada aos lados
do tridangulo, ou seja, existia apenas relacdo de semelhanca entre triangulos,
podemos afirmar que o mais adequado chamar esse ramo da mateméatica de
Trilaterometria. No entanto por volta dos séculos IX e VIII a.C. a matematica
engatinhava na Babilbnia. Os babilénios e os egipcios ja tinham a algebra e a
geometria, mas somente o que bastasse para as suas necessidades praticas, ndo
uma ciéncia organizada. Apesar de todo material algébrico que tinham os babilénios
e egipcios, s6 podemos encarar a matematica como ciéncia, no sentido moderno da
palavra, a partir dos séculos VI e V a.C. na Grécia.

Na Grécia antiga, entre os anos de 190 a.C. e 125 a.C., viveu Hiparco, um
matematico que construiu a primeira tabela trigonométrica. Esse trabalho foi muito
importante para o desenvolvimento da Astronomia, pois facilitava o calculo de
distancias inacessiveis, o que Ihe valeu o titulo de “pai da trigopnometria”. Os estudos
da trigonometria esférica e, por conseguinte dos triangulos esféricos aparecem
primeiramente com os gregos no trabalho de Menelau de Alexandria*(70-140),
que escreveu um livro sobre triangulos esféricos, chamado Sphaerica onde
apresenta um teorema que se aplica a triangulos planos e esféricos, que
serviu de base para todo desenvolvimento posterior nesse campo da
matematica, o trabalho de Menelau marcou um ponto de virada na trigonometria
esférica, tendo sido aplicado em Astronomia.

Um fato importante para os arabes/mulgumanos foi o incentivo que deram
a astronomia, e, por conseguinte a matematica pelas suas necessidades praticas
aquela ciéncia. Entre os campos da matemética, o que os arabes cultivaram com

mais virtude pela sua aplicagdo a astronomia, foi a trigonometria. Pois para o0s

“Menelau de Alexandria: Foi um astrdnomo e matematico grego, tendo estado em Alexandria até a
sua juventude, mudando-se para Roma mais tarde, Menelau foi o primeiro a escrever a definicdo de
triangulos esféricos, “o espacgo incluido entre arcos de circulos maximos na superficie de uma esfera”.
Esses arcos sdo sempre menores que um “semi-circulo” ou angulo de 180°. Tucker (2005).
Posteriormente esse tridngulo recebeu o nome de Tridngulo Euleriano, que define-se como a porgéo
da superficie esférica limitada por trés arcos de circunferéncia maxima, menores que 180° ou,
poligono esférico formado por trés lados menores que 180°. Todo tridngulo corresponde um triedro
com vértice no centro da esfera a qual pertence o triangulo (ARANA, 2006, p. 23).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Trigonometria_esf%C3%A9rica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Trigonometria_esf%C3%A9rica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Astronomia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Esfera
http://pt.wikipedia.org/wiki/Semi-c%C3%ADrculo
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arabes a trigonometria esférica surgiu para resolver um problema aparentemente
simples que era a seguinte pergunta, em que direcdo € Meca? O assunto teve
origem nos califados islamicos do Oriente Médio, Africa do Norte e Espanha entre
VIII a XIV séculos.

Nesse sentido, Rooney (2012) afirma:

Um incentivo para os avancos Arabes na geometria e topografia foi a
necessidade de determinar a direcdo de Meca (qgibla) em qualquer lugar do
mundo, para que o devoto islamico pudesse se voltar para a cidade sagrada
para suas oracbes como manda o Alcordo ou Cordo. (ROONEY, 2012,
p.93)

Desta forma a necessidade dos islamicos de rezar voltados, para Meca
varias vezes ao dia foi um incentivo para o aperfeicoamento na localizacdo de
direcGes, alavancando alguns ramos da matematica (geometria e trigonometria),

também a Topografia e a Astronomia.

Figura 7: O devoto islamico fazendo uma das oracOes feitas durante o dia’
Fonte: Site:www.historiapensante.blogspot.com

Portanto, os matematicos islamicos tinham grande interesse na utilizacao
da trigonometria esférica, pois pela lei islamica exige que os mulgumanos quando de
suas orag¢Oes durante todo dia estivessem voltados para Meca.

Tanto hindus, como 0s gregos, consideravam a trigonometria como uma
ferramenta para a astronomia, essa trigonometria era mais aritmética do que
geomeétrica. Mesmo que os hindus tenham adquirido seus conhecimentos de
trigonometria dos gregos, o material em suas maos tomou um novo formato. A maior

obra dos gregos ficou conhecida como Almagesto (que significa “O grande tratado”),

!> Fonte da figura disponivel em: http://www.historiapensante.blogspot.co, acesso em 12 de marco de
2014. De acordo com o Cordo livro sagrado do Isla, o devoto islamico tem por obrigacéo, fazer cinco
rezas, espalhadas durante o dia, iniciando pela oracdo da alvorada, oracdo do meio dia, oracédo da
tarde, oracao do crepusculo (por do sol) e por ultima a oragdo do inicio da noite.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Almagesto
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0 maior tratado de astronomia da antiguidade de Claudio Ptolomeu ™ (90-170)
continha uma trigopnometria que se baseava na relacao entre cordas de um circulo e
os arcos centrais que subentendiam. No entanto os autores dos Siddhantas
transformaram a trigonometria em um estudo da relacédo entre metade de uma corda
de um circulo e metade do angulo subentendido no centro pela corda toda. Dessa
forma, nasceu na India a precursora da funcdo trigonométrica moderna que
chamamos seno de um angulo. A introducdo da funcdo seno representa a
contribuicdo mais importante dos Siddhantas para a histéria da matematica. O termo
“seno” € um acidente de tradugao e provém da palavra hindu jiva.

Alguns estudiosos acreditam que a matematica chinesa e a matematica
do mundo mediterraneo antigo desenvolveram-se mais ou menos independentes até
0 momento em que a obra Os Nove Capitulos da Arte Matematica'® chegou a sua
forma final. Os textos chineses que procederam a obra citada (Reckoning'e
Huainanzi®®) sdo contemporaneos aos escritos dos matematicos da Grécia Classica.

Como afirma Cajori (2007, p.134), h&a evidéncias de uma ligacéo entre a
matematica indiana e a chinesa. No quarto século e nos seguintes de nossa era, as
embaixadas indianas na China e as visitas chinesas a India eram registradas pelas
autoridades chinesas, mostrando que, indubitavelmente, houve um fluxo de

matematica chinesa para a india.

'® Claudio Ptolomeu: Foi um cientista grego que viveu em Alexandria, uma cidade do Egito, é
reconhecido pelos seus trabalhos em matematica, astrologia, astronomia, geografia e cartografia.
Realizou também trabalhos importantes em 6ptica e teoria musical. Na época de Ptolomeu, a
diferenca entre astronomia e astrologia ndo era muito clara e, portanto, os estudos dessas &reas
seguiam essa caracteristica, diferente da concepcdo atual que distingue bem essas duas éareas. O
grande mérito de Ptolomeu foi, baseando-se no sistema de mundo de Aristételes, fazer um sistema
geométrico-numérico, de acordo com as tabelas de observacBes babilbnicas, para descrever os
movimentos do céu. Tucker (2005).

' Surya Siddhanta: Era um livro-texto de astronomia hindu. Os hindus acreditam que o Surya
Siddhanta foi produzido por revelacdo divina e veio de Surya o Deus do Sol. Katz (2010).

'® Nove Capitulos da Arte Matematica: Foi um dos mais influentes livros chineses de matematica e
é composto de cerca de 246 problemas em Agricultura, Engenharia e Agrimensura. Embora os
autores sejam desconhecidos, eles deixaram uma contribuicdo enorme no mundo oriental. Os
meétodos foram feitos para a vida cotidiana e, gradualmente, passaram a ensinar métodos avancados.
Os Nove Capitulos também contém elementos da eliminagdo de Gauss, e foi escrito
asproximadamente em 1200 a.C. Katz (2010).

! Writingson Reckoning: O Livro Suan Shu Shu (escritos sobre acerto de contas) € um antigo texto
chinés sobre matemética com cerca de sete mil caracteres, escrito em 190 tiras de bambu. Foi
descoberto, em conjunto com outros escritos em 1984, quando arquedlogos abriram um timulo em
Zhangjiashan na provincia de Hubei, tendo tal tumba sido fechada em 186 a.C., conforme
documentos da época. Katz (2010).

?® Huainanzi: Este livro é uma colecdo de ensaios, resultado dos debates literarios e filoséficos entre
Liu An e diversos sabios convidados a sua corte, especialmente os conhecidos como oito imortais de
Huainan. A obra redne conceitos do Taoismo, do Confucionismo e do Legismo, apresentando
principios tedricos fundamentais da filosofia chinesa. Katz (2010).
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Embora os chineses tivessem se destacado em outros campos da
matematica, como a geometria soélida, teorema binomial, e complexas férmulas
algébricas, as primeiras formas de trigonometria ndo foram tdo amplamente
apreciadas como na matematica contemporanea indiana e islamica.

A Yi-Xing* (683-727), matematico e monge budista foi creditado a criagcdo
de uma da tabela de tangente. Em vez de usarem a tabela de tangente, os chineses
cedo usaram um substituto empirico conhecido como Chong cha, enquanto o uso
pratico da trigopnometria plana em usar 0 seno, a tangente e a secante ja eram
conhecidos.

E frequentemente sugerido que algumas descobertas de matematicos
chineses séo anteriores a suas contrapartes ocidentais. Um exemplo € o teorema de
Pitdgoras de Samos®(a.C. 571/70-497/96 a.C.). HA controvérsias quanto a esta
guestao e a natureza precisa deste conhecimento na China.

Para Ronan (1987),

Nem sempre é facil determinar a quantidade de conhecimento cientifico que
foi transmitida do Ocidente para a China, e vice-versa, pois linhas de
pesquisas e invenc¢bes independentes, mas paralelas poderiam aparecer, e
aparecem, em ambas as partes do mundo. (RONAN, 1987, p.28).

Um fato importante para entendermos o processo de transmissao de
conhecimento entre ocidente e oriente referisse a origem do teorema de Pitagoras,
pois temos informacao de ter aparecido em ambas as partes do mundo, outro caso
importante e a funcdo tangente também existem essa duplicidade de surgimento,
pois aprece primeiramente na China e depois no mundo Arabe ou vice-versa.

E segundo Rosa (2012, p.83), poucos registros se conhecem dos
primeiros tempos da civilizacdo chinesa. Além de muitos documentos terem sido
feitos em bambu, material perecivel, deve-se mencionar a decisdo do Imperador Shi
Huang-ti, em 213 a.C., de destruir todos os registros com informacbes e

ensinamentos sobre as realizagbes da cultura chinesa. Assim, ainda que alguns

2 Yi-Xing: Foi um chinés astrbnomo, matematico, mecanico engenheiro, e monge budista da Dinastia
Tang (618-907). Sua astronomia do globo celeste contou com um reldgio, o primeiro de uma longa
tradicdo de chineses reldgios astrondmicos. Katz (2010).

22 Pitdgoras de Samos: Foi um fildsofo e matematico grego, criou uma sociedade chamada de
pitagorico e segundo os pitagéricos, o cosmo é regido por relacdes mateméticas. A observacdo dos
astros sugeriu-lhes que uma ordem domina o universo. Evidéncias disso estariam no dia e noite, no
alterar-se das estacdes e no movimento circular e perfeito das estrelas. Por isso 0 mundo poderia ser
chamado de cosmos, mostra a rotacéo da Terra sobre o eixo, mas a maior descoberta de Pitdgoras
ou dos seus discipulos (j& que ha obscuridades em torno do pitagorismo, devido ao carater esotérico
e secreto da escola) deu-se no dominio da geometria e se refere as relagdes entre os lados do
triangulo retangulo. A descoberta foi enunciada no teorema de Pitdgoras. Tucker (2005).
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documentos tenham sido poupados, enquanto outros reconstituidos de memoaria, o
material disponivel ndo é suficiente, nem confiavel, para se conhecer o exato nivel
de conhecimento alcancado nos primeiros séculos da matematica chinesa.

O Persa Nasir Eddin al-Tusi*®(1201-1274), foi um homem de larga cultura
e um habil astrbnomo e matematico, deu contribuigcdes importantes a trigonometria e
a astronomia; foi responsavel pelo primeiro tratado sistemético de trigonometria
plana e esférica no ocidente medieval, intitulado de “Tratado sobre quadrilatero
completo” publicado em 1260, tratando as trigonometrias (Plana e Esférica) como
assunto independente da astronomia, em outro obra sua “sobre o anel” foi o primeiro
a enumerar os seis casos distintos para resolucao dos triangulo esférico qualquer
(trigonometria esférica), dentre seus trabalhos incluem-se versdes definitivas das
obras de Euclides**(325 a.C.-265 a.C.), Arquimedes Siracusa®(287 a.C.-212 a.C.),
Claudio Ptolomeu, e Teoddsio da Bitinia*®(c.ll-I a.C.) e ainda, tratados em algebra,
geometria e aritmética.

Wussing (1998) confirma.

Um dos matematicos mais importantes nessa época foi Nasir Eddin al-Tusi
deu contribuicbes importantes a trigonometria e a astronomia; foi
responsavel pelo primeiro tratado sistematico de trigonometria plana e
esférica, intitulado de “Tratado sobre quadrilatero completo” (1260), tratando

% Nasir Eddin al-Tusi: E talvez o primeiro mateméatico da antiguidade a trabalhar com a trigonometria
como uma disciplina ou ramo separado da astronomia. Sua obra em trigonometria o levou a ser o
primeiro astrdbnomo oriental de ter uma visao clara da trigonometria esférica. Ele inventou uma técnica
geométrica chamada “acoplamento Tusi” que ajuda na solu¢cdo do movimento linear na cinematica
como uma soma de dois movimentos circulares. Nasir calculou o valor de 51' para a precessao dos
equindcios e fez enormes contribuicbes para a construcdo e utilizacdo de alguns instrumentos
astrondmicos, incluindo astrolabios e relégios de sol. Flood & Wilson (2013).
4 Euclides: Nasceu na Siria estudou em Atenas, ganhou um enorme prestigio pela forma brilhante
como ensinava Geometria e Algebra na escola de Alexandria, onde foi convidado pelo proprio rei
Ptolomeu do Egito, cerca de 300 a.C.. Conta-se que quando o rei pediu a Euclides que Ihe indicasse
um processo facil de aprender Geometria, Euclides respondeu “Ndo ha uma estrada real para a
Geometria...”. A sua obra “Elementos” é gigantesca, dividindo-se em 13 volumes. Estes foram usados
durante cerca de 20 séculos. Por isso se diz que a obra de Euclides constitui um dos maiores best-
sellers da antiguidade sendo apenas ultrapassada pela Biblia. Flood & Wilson (2013).
2 Arquimedes de Siracusa: Nasceu na coldnia grega de Siracusa, na Sicilia. Filho de Fidias, um
astrdnomo grego, que costumava reunir em sua casa a elite de fildsofos e homens da ciéncia foi um
fisico, matematico e inventor grego. A “Espiral de Arquimedes” e a “Alavanca” sdo algumas de suas
invencgdes. Desenvolveu a ideia de “gravidade especifica”, denominado de “Principio de Arquimedes”,
estudou em Alexandria, que na época era o centro intelectual do mundo. Teve contato com o que
havia de mais avancado na ciéncia do seu tempo, convivendo com grandes matematicos e
astrbnomos, entre os quais Eratéstenes de Cirene, o matemético que fez o primeiro célculo da
g:sircunferéncia da terra. Rooney (2012). _ _ _ _ _
Teodédsio da Bitinia: Foi um matemético e astrdnomo da Grécia antiga conhecido por seu livro
Sphearica composto de trés livros em gque o conhecimento esta relacionado a geometria esférica,
utilizado especialmente para a astronomia. O primeiro livro contém 22 proposi¢des, o segundo 23 e 0
terceiro 14, todos foram demonstradas de uma maneira puramente geométrica como 0s antigos
gedbmetras. O objetivo do autor neste trabalho foi de estabelecer os principios da astronomia e
explicar os varios fendmenos associados a astronomia. Flood & Wilson (2013).
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a trigonometria como assunto independente da astronomia, foi o primeiro a
tratar a trigonometria como uma disciplina discreta, ele é lembrado
principalmente por ter inventado o astrolabio linear, que consistia numa vara
de madeira graduada com uma linha chumbada e uma corda dupla. Com
seu invento, mediu as altitudes das estrelas, bem como a direcdo de Meca.
(WUSSING, 1998, p.87, traducéo nossa).

A vasta obra de Nasir Eddin al-Tusi, principalmente em trigonometria
contribui para o desenvolvimento desse tépico da matemética, embasando toda a
trigonometria a parti de entdo, tronando-a uma disciplina e um ramo da matematica
independente da astronomia no ocidente medieval.

Posteriormente surge Regiomontanus®'(1436-1476), que no seu trabalho
mais original “De Triangulis Omnimodis Libri Quinque” (Cinco Livros sobre Todos 0s
Tipos de Triangulos), foi um dos primeiros livros que apresentam trigonometria tal
como estudamos atualmente e incluiu listas de perguntas para a revisdo dos
capitulos individuais, essa obra consiste de cinco livros, fez uma introducdo
completa a trigonometria e resolveu questfes de Geometria plana e esférica. Foi a
partir desse trabalho que a trigonometria se torna uma ciéncia independente da
Astronomia conhecido na Europa.

Outro matematico a fazer contribuicdes a trigonometria foi Bartholomeu
Pitiscius®®(1561-1613), quem usou a palavra “Trigonometria”, pela primeira vez na
secdo final de seu livro “Trigonometriae sive de solutione triangulorum Tractatus
brevis et perspicuus”, obra composta de cinco livros sobre a trigonometria plana e
esférica, publicado em Heidelberg em 1595. Na obra chamada de “Scultetus
Sphaericorum libri tres methodicé conscripti et utilibus scholiis expositi”, em 1600,

corrigiu as tdbuas de Georges Joachim conhecido como Rheticus®®(1514-1574), que

" Johannes Muller von Konisgsberg: Chamado também de Regiomontanus, foi um famoso
matematico, astrélogo e cosmografo alemédo do século XV. Em 1461 Regiomontanus deixou Viena
com a familia Bessarion e passaram os quatro anos seguintes viajando pelo Norte da Italia como um
membro da familia de Bessarion, procurando e copiando manuscritos matematicos e astronémicos
para os Bessarion, que possuia a maior biblioteca privada na Europa na época. Regiomontanus
também aprendeu o conhecimento dos principais mateméticos italianos da época, como Giovanni
Bianchinie Paolo dal Pozzo Toscanelli (1397-1482), que também tinham sido amigos de George von
Peuerbach (1423-1461), durante sua permanéncia prolongada na Italia ha mais de vinte anos antes.
Flood & Wilson (2013).

8 Bartholomeu Pitiscius: Foi um astrénomo e teodlogo, introduziu a palavra “trigonometria” para a
lingua Inglesa e francesa em tradug¢Bes que tinham aparecido em 1614 e 1619, respectivamente.
Pitiscius as vezes é creditado como tendo inventado o ponto decimal, o simbolo que separa inteiros
de fracBes decimais, que aparece em suas tabelas trigonométricas e posteriormente foi aceito por
John Napier (1550-1617), em seus estudos sobre logaritmicos. Rooney (2012).

» Georges Joachim Rheticus: Foi um matematico e astrdnomo austriaco e o Unico discipulo de
Copérnico, conhecido por sua assisténcia na obra Sobre as Revolu¢gbes das Esferas Celestes, no
verdo de 1539 Rheticus chegou em Frombork (Frauenburg), a fim de aprender com o proprio
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€ uma versao revisada do trabalho de Pitiscius, foi publicada com o nome
“Trigonometriae sive de dimensione triangulorum libri Quinque” (Livro de
Trigonometria, ou a Medigdo de Tridngulos). Este trabalho esta dividido em trés
secoOes.

Nessa obra a primeira secao é dividida em cinco livros, no primeiro livro,
ele introduziu as principais definicbes e teoremas da trigonometria plana e esférica.
No segundo livro, ele definiu as seis fun¢des trigopnométricas dando resultados sobre
as propriedades de um triangulo conhecido, a fim de resolvé-lo usando essas
fungBes trigonométricas, e também deu técnicas para a construgdo de tabelas de
fungbes trigonométricas. Por exemplo, ele mostra como construir tabelas de seno
com base em conhecimento dos valores do seno 45°, seno 30° e do seno 18°. O
terceiro dos cinco livros € dedicado a trigonometria plana e consiste de seis
teoremas fundamentais. Talvez devéssemos notar que Pitiscius realmente chama
esses “teoremas” de “axiomas”, mas de fato s&o teoremas no sentido usual dado
com provas. O quarto livro € composto por quatro teoremas fundamentais sobre
trigonometria esférica, enquanto o quinto livro prova uma série de proposicdes sobre
as funcdes trigpnométricas.

Rheticus chamava o seno de “perpendiculum” e ao co-seno “base” do
triangulo com hipotenusa fixa. Outros autores deram outros nomes as funcdes
trigopnométricas mostraremos isso ao longo do texto.

Os avangos que vieram depois sdo devidos a Nicolau Copérnico*(1473—
1543) em sua obra ‘De Revolutionibus Orbium Coelestium”, Das revolucbes das
esferas celestes, considerada o ponto de partida da astronomia moderna e ao seu
aluno Rheticus, em sua obra “Opus palatinum de triangulis”, provavelmente o
primeiro livro que aparece as definicbes das seis fungBes trigopnométricas
diretamente em termos de triangulos retangulos ao invés de circulos, com tabelas

para todas as seis funcdes trigonométricas. Esse trabalho foi terminado em 1596

Copérnico sobre a cosmologia, esse encontro importante entre Rheticus e Copérnico precipitou o
inicio da astronomia moderna. Tucker (2005).

% Nicolau Copérnico: Foi um astrdnomo e matematico Polonés que desenvolveu a teoria
heliocéntrica do Sistema Solar. Foi também cénego da Igreja Catdlica, governador e administrador,
jurista, astrélogo e médico. Sua teoria do Heliocentrismo, colocou o Sol como o centro do Sistema
Solar, contrariando a entdo vigente Teoria Geocéntrica (que considerava a Terra como 0 centro).
Tucker (2005).
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pelo aluno de Rheticus, Valentino Otho*(1550?7-1605), escreveu ainda o livro “De
triangulis globias sine angulo recto libri Quinque”.

Francois Viete *(1540-1603), um dos matematico mais importante do
século XVI, a partir de 1571, publicou “Canonem mathematicum liber singularis”, um
livro de trigonometria, em abreviado “mathematicum Canonen”, onde ha muitas
féormulas de seno e cosseno, criou varias tabelas trigonométricas estas tabelas
trigonométricas superaram as de Regiomontanus (Triangulate Omnimodis de 1533)
e a de Rheticus (1543, anexo ao De Revolutionibus de Copérnico ...), outra obra sua
chamada de “Canon mathematicus seu ad triangula cum appendicibus”, nela
desenvolveu técnicas de resolugdo dos tridngulos planos e esféricos e apresenta a
ideia de decompor em triangulos retangulos os triangulos obliqguos (Planos e
Esféricos) para determinar todas as medidas dos seus lados e angulos, utilizou
também as seis fungdes trigonométricas seus trabalhos adicionou um tratamento
analitico a trigonometria em 1579. Desenvolveu também varias identidades

trigonométricas tais como:
sen(a) = sen(60° + a) —sen(60° —a)

cossec(a) + cotg(a) = cotg [%j

cossec(a)—cotg(a) =tg [%j

Analisando a trigonometria de Viéte, assim como sua algebra, séo
caracterizadas pela generalidade. Ele foi o verdadeiro fundador de uma abordagem
analitica generalizada para a trigopnometria, introduziu o triangulo polar no estudo da
trigonometria esférica, as férmulas de angulo duplo para seno e cosseno ja eram
conhecidas, mas Viéte, usando de engenhosa manipulacéo, obteve as férmulas do
produto (ou logaritmicas), as formulas da tangente [tg(A/2), tg(B/2), tg(C/2)], num

triangulo ABC de lados a, b, ¢ e perimetro e as formulas do angulo mditiplos

% valentin Otho: Foi um matematico e astronomo alemo aluno de Rheticus, contribui com os
trabalhos em 1575 de Georg Joachim Rheticus na construcdo suas tabelas trigopnométricas. No ano
seguinte, eles foram para Kaschau na Hungria onde Rheticus morreu. Assim, Otho herdou o De
revolutionibus orbium coelestium obra de Nicolau Copérnico que Rheticus tinha publicado em 1543
em Nuremberg. Brummelen (2009).

% Francois Viéte: Foi um francés matematico cujo trabalho sobre a nova algebra foi um passo
importante para a algebra moderna, devido a sua utilizagdo inovadora de letras como parametros em
equacdes. Ele era um advogado de profisséo, e serviu como um conselheiro privado de Henry Il e
Henrique IV. Entre 1564 e 1568, Viéte preparou para sua aluna, Catarina de Parthenay, alguns livros
didaticos de astronomia e trigonometria e um tratado que nunca foi publicado “Harmonicon coelestis’.
Brummelen (2009).
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[cos(nx), sen(nx), etc...], no livro “Variorum de rebus mathematicis”, apareceu um

a+
a—

th.(mB)}

th-(A—B)}

A e B, angulos e a e b os lados respectivos. Essa relacdo, so foi publicada pelo

. . : . b
equivalente da leis da tangentes da trigopnometria plana b com

matematico dinamarqués Thomas Fincke®*(1561-1656) no livro “Geometria rotundi
libra XIV” sua obra mais importante escrita em Basel 1583, apesar que essa relagao
€ creditada a Viete, essa obra foi concebida como um livro e foi enviado para
Regiomontanus para mais detalhes, baseada em obras de Peter Ramus®(1515-
1572), de quem tomou a palavra “rotundi” do titulo, que significa circulo e esfera, e a
palavra “raio”. O livro apresenta os termos “tangente” e “secante”. Essa obra, foi
escrita em latim, e é dividida em 14 livros, mas seria mais apropriado pensar neles
como capitulos. A teoria fundamental do circulo é apresentada em Livros 1 a 4,
trigonometria plana é estudado nos livros 5 a 11, e os ultimos trés livros tratam
trigonometria esférica. A maioria dos 14 Livros possui legendas.

A transicdo das razdes trigopnométricas para as funcBes periddicas
comecou com Viéte no século XVI, teve novo impulso com o aparecimento do
calculo Infinitesimal no século XVII e culminou com os trabalhos de Euler.

Com Leonhard Euler*(1707-1783) a trigonometria toma sua forma atual,
guando adota a medida do raio de um circulo como unidade e define funcdes

aplicadas a um namero e ndo mais a um angulo como era feito até entdo, o

* Thomas Fincke: Nascido em Flensburg (Alemanha), foi um dos cientistas mais importantes e
significativos da Dinamarca, durante o século XVII, um matematico e astr6logo e médico no inicio da
ciéncia moderna, um representante do humanismo e um organizador académico influente.
Brummelen (2009).

% peter Ramus: Foi um I6gicista, humanista e reformador educacional francés nascido na localidade
de Cuts na Picardia, membro de uma familia nobre, mas empobrecida: seu pai era um fazendeiro e o
pai de seu avdé de um carvoeiro. Ele foi morto durante 0 massacre da noite de S&o Bartolomeu,
publicou mais de 50 obras em vida, entre elas temos nos campos da légica e retérica, gramatica,
matematica, astronomia e 6tica. Cajori (2007).

% Leonhard Euler: Foi um grande matematico e fisico suico de lingua aleméa que passou a maior
parte de sua vida na RUssia e na Alemanha, fez importantes descobertas em campos variados em
célculo e grafos. Também fez muitas contribuicdes para a matematica moderna no campo da
terminologia e notagdo, em especial para a analise matematica, como a no¢do de uma funcao
matematica. Além disso, tornou-se célebre por seus trabalhos em mecéanica, 6ptica, e astronomia.
Euler é considerado um dos mais proeminentes matematicos do século XVIIl. Uma declaracéo
atribuida a Pierre-Simon Laplace (1749-1823), que foi o Ultimo matematico importante do século
XVIII, manifestada sobre Euler na sua influéncia sobre a matematica é: “Leiam Euler, leiam Euler, ele
€ o0 mestre de todos nés”. Euler foi um dos mais prolificos matematicos, calcula-se que toda a sua
obra reunida teria entre 60 e 80 volumes. Suas Principais obras: “Introductio in analysin infinitorum?”,
“Institutiones calculi differentialis”, “Institutiones calculi integrali”, “Theoria motus corporum solidorum
seu rigidorum”, “Mechanica; Letters to a German princess”. Tucker (2005).
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tratamento analitico das funcdes trigonométricas consta no livro “Introductio in
Analysin Infinitorum”, (Introducdo a analise de quantidades) de 1748, considerado a
obra chave da Anélise Matematica. Nele, o seno deixou de ser uma grandeza e
adquiriu o status de numero obtido pela ordenada de um ponto de um circulo
unitario.

De acordo com Kennedy (1992),

A trigonometria, talvez mais que outros ramos da matematica, desenvolveu-
se como resultado de uma interacdo continua e fértil entre oferta e
demanda: a oferta de teorias matematicas aplicaveis e técnicas acessiveis
em qualquer momento e a demanda de uma Unica ciéncia aplicada, a
astronomia. A relacdo era tdo intima que s6 no século Xlll tornou-se
proveitoso considerar os dois assuntos como topicos separados.
(KENNEDY, 1992, p.01).

Nesse breve relato apresentamos o desenvolvimento das trigonometrias
(plana e esférica) em diferentes culturas, ao longo dos séculos e a contribuigdo de
varios estudiosos para o desenvolvimento dessas trigonometrias.

Assim, a trigopnometria, que no seu primordio serviu a Agrimensura e a
Astronomia, tornou-se primeiramente autbnoma para depois ser incorporada a
Analise Matematica.

No decorre desse capitulo, vamos discorrer e evidenciar com auxilio da
histéria da matematica e da ciéncia, e fundamentado na pesquisa bibliografica, como
surgiram as trigopnometrias nas civilizacdes dentre elas: Egipcia, Babildénica, Grega,
Hindu, Arabe e Chinesa e quais as relacbes estabelecidas entre elas ao longo da
histéria, passando pelo medievo até o periodo Renascentista. Finalizando esse
capitulo evidenciamos o nascimento da trigonometria como ciéncia auxiliar da
Astronomia e mostramos o surgimento da trigonometria como ciéncia independente

na Europa.
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2.2 A TRIGONOMETRIA NO EGITO

A localizacdo geografica do Egito Antigo se limita as areas proximas ao
Nilo, que se encontram entre os desertos da Arébia, a leste, e da Libia, a oeste. Ao
norte se encontra o Mar Mediterraneo, onde desagua o rio Nilo. O ciclo de cheia
desse rio, que acontecia de acordo com as estacdes do ano, determinou o tipo de
cultivo na agricultura praticada.

Durante o verdo, que acontece de junho a setembro, ocorriam as cheias,
que invadiam os vales e deixavam aluvides no solo (sedimentos muito férteis).
Depois que a agua recuava no inicio de outubro era hora de semear a terra e

comecar o cultivo de alimentos durante o outono.

> e
Figura 8: Mapa do Egito Antigo>®
Fonte: Site:www.historiadomundo.com.br

Por volta do ano 3000 a.C., o Egito transformou-se numa nagdo Unica.
Nesse periodo houve o desenvolvimento da agricultura, o que levou por sua vez a
necessidade de saber a altura da estacdo das enchentes do Nilo e da elaboracéo de
um calendario. O estudo da astronomia deu resposta a estas necessidades.

Ao longo do Nilo havia duas regides: o Delta, conhecido como Baixo Egito
e o Vale, Alto Egito. Em ambas as regides, foram construidas sociedades com base

no parentesco, as chamadas gens. Essas comunidades baseavam-se na agricultura

% Fonte da figura disponivel em: http://www.historiadomundo.com.br, acesso em 30 de junho de
2013.
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e na criacdo de animais. Com o passar do tempo cada pequeno cla foi se agrupando
e formaram pequenas sociedades urbanas, os nomos. Cada Nomo era uma cidade
independente. Os integrantes exerciam um tipo de trabalho coletivo baseado
principalmente, na construcao civil. Construiam canais e reservatorios de agua com
o0 intuito de facilitar a irrigagao nas plantagoes.

Com o tempo, a producdo dos nomos comegou a exceder, 0 que gerou
outro tipo de desenvolvimento econémico baseado em trocas de mercadorias entre
essas cidades. Esse novo estagio gerou uma evolucdo econdmica e cultural, visto
que desenvolveu-se a escrita, os famosos hieréglifos. Ha que se ressaltar que, a
maneira de governar também mudou, nesse momento, gquem governava era
chamado de rei e pertencia a uma familia com privilégios. Por causa dessa
aproximacdo econdémica entre eles, os nomos se fundiram por conquistas politicas
ou tratados e foram transformando-se em reinos maiores que ficaram conhecidos
como Baixo Egito e Alto Egito, ao norte e ao sul, respectivamente.

Mais tarde, esses dois reinos foram unificados sob o comando de Menés,
gue depois se tornou o faraé do Egito, comandando todo o territorio. Supostamente
Menés idealizou a construcdo de uma nova capital para o Egito unificado, Ménfis,
que foi seu grande legado. Nao se sabe ao certo, mas € possivel que ela tenha sido
erguida entre o Alto e o Baixo Egito. O governo de Menés subjugou a autonomia dos
nomos e de seus lideres, que se tornaram meros governadores do farad. A partir dai
teve inicio a era Dinastica do Antigo Egito.

O Periodo dinastico foi de grande importancia, porque é nesse periodo
que foram construidas as piramides. E quando se constata 0 maior crescimento
econdbmico do Egito e também a expanséo de suas terras. A unificacdo deu poder
absoluto para os farads. A monarquia era teocratica, ou seja, o farad era respeitado
e adorado como uma divindade, ele e seu governo eram sagrados. O faraé ndo era
s6 um chefe administrativo, era também chefe religioso, militar e juiz supremo.

A primeira fase do periodo dinastico foi chamada de Antigo Império. O
inicio foi marcado por prosperidade e o0s governantes mais poderosos foram
Quedps, Quefrén e Miquerinos. Eles pertenciam a quinta dinastia, a familia mais
importante do Egito até entdo. Seguindo a tradicdo, foram 0s responsaveis pela
construgcdo das piramides de Gizé, usadas para abriga-los depois da morte. Esse
periodo de prosperidade teve fim depois de uma série de revoltas organizadas pelos

administradores dos nomos, que queriam enfraquecer o poder dos farads. O
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resultado foi uma guerra civil que desorganizou toda a sociedade egipcia e provocou
enormes mazelas.

Os nobres do Alto Egito uniram forcas através da figura do farad e
reconquistaram o poder no Egito, para tentar controlar a situacdo de caos que
viviam. Depois que os trabalhos coletivos foram retomados na sociedade e as
classes mais baixas adquiriram alguns direitos (como ingressar no exército), a
situacdo econdmica se estabilizou, as doencas diminuiram e os conflitos foram
finalmente combatidos. Esse periodo é conhecido como Médio Império.

O crescimento territorial foi muito grande nesse periodo, 0s egipcios
conseguiram conquistar a Nubia e a Palestina, o que trouxe mais riquezas, pois la
encontraram metais preciosos como ouro e cobre. Esse novo periodo de
prosperidade atrai as tribos hebraicas, que migram para o Egito. Mas eles nao foram
0s Unicos a chegar.

Um povo némade, vindo da Asia, invadiu o Egito e conseguiu conquista-lo
e o principal motivo foi sua superioridade militar em relacéo aos egipcios. Os hicsos,
como sao conhecidos, lutavam montados em cavalos e possuiam enorme potencial
em tecnologia de guerra que o exército egipcio ndo tinha. Dessa forma, eles
instalaram-se no Delta do Nilo e assumiram o controle, subjugando o poder dos
farads e colocando fim a esse periodo.

O Novo Império teve inicio depois da expulsdo dos hicsos do Egito. Com
maior forca militar, desenvolvida por influéncia dos proprios invasores, 0s egipcios
conseguiram se unir e reconquistar o territorio. Depois que o poder foi recuperado,
comecgou novamente uma expansdo das fronteiras chegando até a Mesopotamia.
Assim como o territério, 0 comércio também cresceu, chegou até a Asia e
atravessou o Mediterraneo. Fizeram dos hebreus, que habitavam o Egito, escravos
em suas obras de reconstrucdo. Porém, mais tarde, o movimento de libertacéo,
liderado por Moisés, promoveu a retirada deles do local.

A nova centralizacdo do poder nas maos do farad permitiu a Amenofis
fazer uma reforma religiosa, transformando o politeismo em monoteismo, para
controlar o poder dos sacerdotes que ameacavam fazer uma revolta. Depois de
Amenofis, o governo de Tutancamon permitiu que os templos dos deuses politeistas
fossem abertos novamente e considerou legais as praticas religiosas derrubadas por

seu pai.
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Ja sob a lideranca de Ramsés Il, os egipcios sofreram ameacas de
invasdo, mas conseguiram vencer algumas batalhas para evitar a conquista de
outros povos. O fim do Novo Império deu-se por causa dos conflitos entre os
monarcas e o poder religioso dos sacerdotes, que Amendfis tentou evitar. Além
desses conflitos, a classe de camponeses também se rebelou contra os tributos
abusivos e o estado de miséria em que vivia em contradi¢do a vida de luxo que os
chefes de estado tinham. Assim, o poder dos farads foi descentralizado novamente,
o Egito foi dividido em Alto e Baixo Egito, enfraquecendo o governo e deixando o
pais suscetivel a invasores estrangeiros.

Por outro lado, a administracdo do territério levou a necessidade de
registrar e de calcular para se proceder, por exemplo, a cobranca de taxas. Assim,
por volta do ano 3000 a.C., os egipcios tinham j& desenvolvido um sistema de
escrita, os hierdglifos. Também por esta altura aparecem as primeiras piramides. Os
numerais escritos em hierdglifos encontram-se em timulos, em monumentos de
pedra e ceramica, e estes dao pouca informacdo sobre como eram realizados os
calculos com o sistema numeérico desenvolvido. Ao passarem a utilizar o papiro para
fazer os seus registros, os egipcios desenvolveram outro sistema de escrita mais
rapido, a escrita hieratica.

Na matemética, também tiveram grandes avancos. A matematica egipcia
sempre foi essencialmente pratica. Quando o rio Nilo estava no periodo das cheias,
comecavam 0s problemas para as pessoas. Para resolver este problema foram
desenvolvidos varios ramos da matematica, entre eles a geometria e a trigonometria,
buscando dar resposta a essas necessidades préticas.

Para Roque (2012):

Pode-se falar de “matematica” babilénica ou egipcia tendo em mente que se
trata de uma pratica distinta daquela atualmente designada por esse nome.
Houve um periodo no qual tal atividade envolvia sobre tudo ao registro de
guantidade e operacdes. Em seguida, ao mesmo tempo em que uma
parcela da sociedade comecou a se dedicar especificamente a matematica,
as préticas que podem ser designadas por esse nome teriam passado a
incluir também procedimentos para resolucdo de problemas numéricos,
tratados como “algébricos” pela historiografia tradicional. (ROQUE, 2012,
p.39).

Nesse sentido os Egipcios também criaram uma geometria elementar
(que significava calculo de areas das figuras planas conhecidas e também de seus
volumes) e uma trigonometria basica (esticadores de corda) a funcdo dos

esticadores de corda, considerados 0s primeiros agrimensores, tinha a incumbéncia
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de fazer a demarcacdo de terras, mediam o terreno com cordas nas quais uma
unidade de medida estava marcada. Com isto procedeu-se a um principio de céalculo
de éreas, raizes quadradas e fracbes. Também sabemos que 0s egipcios
conheciam as relacfes métricas em um triangulo retangulo e ja utilizavam o teorema
de Pitagoras.

Devido as cheias do Nilo, os habitantes das margens precisavam medir
seu terreno periodicamente para efetuar o calculo da porcéo do terreno perdido para
o vizinho. Essas medicbes eram efetuadas com cordas por encarregados do

governador (os esticadores de corda).

Figura 10 Est|cadores da Corda®

Figura 9: Esticadores da Corda
Fonte: Site:www.matematicaprofissional.blogspot.com

Embora as medicbes fossem bastante precisas, dificiimente a area do
terreno depois da cheia cabia um numero inteiro de vezes na area do terreno antes
das cheias. Para contornar este tipo de problema, os egipcios criaram 0os nameros
fraciondrios, que eram representados por fracbes. Nesse sentido o0s egipcios
utilizavam com frequéncia a fragdo 2/3, a qual era representada através de um
simbolo hieratico (como se fosse um padrdo). Também eram habeis na
decomposicao de fragcbes em fracBes unitarias, isto é, fracbes onde o numerador é
1. Acredita-se, pelos registros de célculos contidos no papiro Rhind, que dispunham
de técnicas inteligentes de decomposicdo em fracbes unitarias. Por exemplo, a
fracdo 3/5 era representada como a soma (1/3)+(1/5)+(1/15).

Os egipcios também utilizaram a trigonometria nas medi¢cbes das

piramides, essa técnica apareceu no Egito (1500 a.C. aproximadamente) a ideia de

% Fonte da figura disponivel em: http://www.matematicaprofissional.blogspot.com, acesso em 14 de
setembro de 2013, Esticadores de corda, pintura no timulo de Menna (século XIV a.C.).

® Fonte da figura disponivel em: http://www.matematicaprofissional.blogspot.com, acesso em 14 de
setembro de 2013, Esticadores de corda, pintura no tdmulo de Djeserkareseneb (1405 a 1395 a.C.).
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associar sombras projetadas por uma vara vertical a sequéncias numéricas,
relacionando seus comprimentos com horas do dia (relégios de sol).

Os mais antigos vestigios da aplicacdo da agrimensura, remonta ao
Antigo Egito através de papiros e pinturas em monumentos ou tumbas funerarias, as
quais nos ensinam a aplicacdo desta profissdo, o agrimensor era um funcionario
nomeado pelo farab com a tarefa de avaliar os prejuizos das cheias e restabelecer

as fronteiras entre as diversas propriedades.

Para construir &ngulos retos, os egipcios da
Antigliidade usavam uma corda de 12 nés,
igualmente espacgados, esticada de modo a
formar um tridngulo:

e

Figura 11: Agrimensores Egipcios™® Figura 12: Construc&o de um angulo reto®
Fonte: Site:www.catedu.es/matematicas_mundo.

Quando o rio Nilo voltava ao seu leito normal, os egipcios chamavam os
“esticadores de corda” (agrimensores da época) para fazerem a demarcacédo dos
terrenos as margens do rio. Eles sabiam que o triangulo de lados 3, 4 e 5 séo os
lados de um triangulo retangulo e servia para tragar uma perpendicular, desta forma
usavam uma corda com nos a igual distancia e dobravam esta corda a altura do 3
no, depois dobravam até a altura de mais 4 ndés e juntavam o dltimo n6 ha 5
unidades, com o no inicial, obtendo assim, o triangulo retangulo.

Vale observar que, a expedicdo militar e cientifica que o imperador
Napoledo Bonaparte realizou ao Egito trouxe consigo, entre inUmeras antiguidades,
uma pedra encontrada em agosto de 1799 por soldados franceses que trabalhavam
sob ordens de um oficial chamado Bouchard, por isso esta data € conhecida como a

‘redescoberta do Egito Antigo”, eles estavam restaurando e preparando os alicerces

* Fonte da figura disponivel em: http://www.catedu.es/matematicas_mundo, acesso em 06 de
setembro de 2013, Agrimensores egipcios medindo os terrenos, apos as enchentes do Nilo.

“0 Fonte da figura disponivel em: http://www.catedu.es/matematicas_mundo, acesso em 15 de abril de
2014, construcé@o de um angulo reto.
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para ampliagdo de um antigo forte medieval, posteriormente chamado de Forte de
Sao Juliano nas proximidades da cidade egipcia de Rachid (que significa Roseta,
em arabe), localizada a beira do braco oeste do Nilo, perto de Alexandria, junto ao
mar. Dois anos depois, pelo tratado de Alexandria, o achado foi cedido aos ingleses
e hoje se encontra no Museu Britanico de Londres, pesando cerca de % de tonelada,
mede 118 cm de altura, com 77 cm de largura e 30 cm de espessura, sendo
composta de granito negro.

* a estela®” foi reproduzida e

Por ordem de Napoledo Bonaparte
litografada e véarios copias enviadas a diversos especialistas em linguas mortas.
Entretanto, passaram-se 23 anos desde a data de sua descoberta até que um
homem pudesse decifrar integralmente o seu contetdo, o que coube ao francés
Jean Francois Champollion(1790-1832), foi um linguista, historiador e egiptologo
francés, considerado o pai da egiptologia, a ele se deve a decifracdo dos hierdglifos
egipcios, e quem decifrou os escritos egipcio, contidos nessa pedra de Roseta, sua
inscricao registra um decreto promulgado em 27 de marcgo de 196 a.C., na cidade de
Ménfis, em nome do rei Ptolomeu V Epifanio, registrado em trés paragrafos com o
mesmo texto: o superior esta na forma hieroglifica do egipcio antigo, o trecho do

meio em demdtico, variante escrita do egipcio tardio, e o inferior em grego antigo.

Figura 13: Pedra de Roseta®
Fonte: Site:www.mundoeducag¢do.com.br

“ Napoledo Bonaparte: Originalmente Napoleone di Buonaparte, nasceu em Ajaccio 15 de agosto
de 1769 e morreu em Santa Helena, a 5 de maio de 1821 foi um lider politico e militar durante os
Ultimos estagios da Revolucédo Francesa. Adotando o nome de Napoledo I, foi imperador da Franca
de 18 de maio de 1804 a 6 de abril de 1814, posi¢do que voltou a ocupar por poucos meses em 1815
(20 de marco a 22 de junho). Sua reforma legal, o Cédigo Napolebnico, teve uma grande influéncia
na legislagdo de varios paises. Através das guerras napolednicas, ele foi responsavel por estabelecer
a hegemonia francesa sobre a maior parte da Europa. Divalte (2002).
*Uma estela: E uma coluna monolitica ou pedra destinada a inscrigdes, que poderiam ser
%overnamentais ou religiosas, e era muito utilizada no antigo Egito. Divalte (2002).

Fonte da figura disponivel em: http://www.mundoeducacdo.com.br, acesso em 23 de agosto de
2013.
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Quando se estuda a matematica do antigo Egito sdo citadas diversas
informacdes a respeito de registros matematicos primitivos encontrados nessa
regido, tais como tabuletas de barro, pedras e papiros. Estes servem como fonte de
conhecimento matematico e auxilio para pesquisadores e estudiosos da area, para
melhor entendimento da metodologia utilizada naquela época.

No século XVIII, foram descobertos véarios papiros em escavacdes no
Egito. E do ponto de vista da matematica os mais importantes sdo os Papiros de
Moscou e o Papiro de Rhind. E quase tudo que sabemos sobre a matematica dos

antigos egipcios se baseia nesses dois grandes papiros.
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: Papiro Rhind* Figura 15: Papiro Moscou™®
Fonte:Site:www.uol.com.br Fonte:Site:www.matematica.br

Estes papiros trazem uma série de problemas e cole¢cdes mateméaticas em
linguagem hieroglifica, que s6 apés Champollion ter decifrado os escritos na pedra
de Roseta, foi possivel reconhecer as preciosidades matematicas contidas neles.

O primeiro foi comprado em 1855, pelo advogado, egiptélogo e antiquario
escocés, Alexander Henry Rhind (1833-1863) viajou, por razdes de saude, ao Egito
em busca de um clima mais ameno, e la comecou a estudar objetos da Antiguidade,
adquiriu o papiro na cidade de Tebas, as margens do Rio Nilo, tal documento havia
sido descoberto no templo mortuario de Ramsés |l (terceiro faraé da décima nona
dinastia egipcia). Rhind morreu cinco anos mais tarde e o seu papiro foi adquirido
pelo Museu Britanico de Londres. Em homenagem ao antigo dono, esse papiro ficou
conhecido como Papiro de Rhind, continha textos matematicos, esta escrito em

hieratico, e é datado de 1.650 a.C. e tem aproximadamente 5,5 m de comprimento e

** Fonte da figura disponivel em: http://www.uol.com.br/rhind.html, acesso em 10 de julho de 2013.
“* Fonte da figura disponivel em: http://www.matematica.br/historia/pmoscou.html, acesso em 10 de
julho de 2013.
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32 cm de largura, € conhecido também por Papiro Ahmes, no texto consta que foi
copiado de um manuscrito, de cerca de, 200 anos antes, Ahmes é o nome do
escriba egipcio que o copiou, contém 84 problemas, dos quais quatro fazem mencao
ao seqgt* de um angulo, além disso, é possivel que os conhecimentos contidos
neste Papiro sejam provenientes de estudos do arquiteto Imhotep*’, que teria sido
um dos responsaveis pela construgcédo da piramide do faraé Djezer (7000 a.C.).

A publicacdo do Papiro de Rhind foi realizada em 1927, no entanto,
quando foi adquirido pelo Museu Britanico apresentava um tamanho menor, pois
faltava uma parte. Alguns anos depois esse desfalque foi encontrado por estudiosos
junto a uma aquisicdo de Edwin Smith na qual se acreditava que seriam papiros
medicinais. A descoberta foi feita por especialistas da Sociedade Historica de Nova
York em 1932 que doou o pergaminho para o Museu Britanico completando assim o
Papiro de Rhind.

Conhece-se pouco sobre a verdadeira intencdo do Papiro de Rhind.
Alguns historiadores defendem a ideia de que o mencionado papiro representa um
guia de matematica do antigo Egito, pois é considerado o melhor texto de
matematica da época, no entanto, existem indicacfes de que poderia ser apenas um
documento com intengBes pedagogicas ou mesmo um simples caderno de
anotacdes de um aluno.

Contador (2008) afirma que o Papiro de Ahmes € considerado o
documento matematico mais antigo que a histéria registrou, inclusive com autor.
Nesse papiro ndo ficou bem claro ao expressar o significado da palavra seqt, mas,
pelo contexto, pensa-se que o seqt de uma piramide regular seja equivalente, hoje, a
cotangente de um angulo.

Os egipcios usavam trigonometria para seu beneficio em Agrimensura e
construgdo de piramides (ADAMEK, PENKALSKI, VALENTINE, 2005, tradugao

nossa).

4 Seqt: Os egipcios mediam a inclinagdo de uma face de uma pirdmide pela razdo entre o “percurso
e a elevagao’, isto é, dando o afastamento da face obliqua da vertical para cada unidade de altura.
Tomava-se como unidade vertical o cubito e como unidade horizontal a méo; havia sete m&os num
cubito. Utilizando-se essas unidades de medidas, chamava seqt da piramide a medida dessa
inclinacdo. Mais posteriormente, essa razdo (seqt) seria denominada cotangente de um &angulo.
Rooney (2012).

*"Imhotep: Foi um polimata egipcio, que serviu a Djoser, rei da Terceira Dinastia, na funcéo de vizir
ou chanceler do fara6 e sumo-sacerdote do deus-sol R4, em Heliopolis. E considerado o primeiro
arquiteto, engenheiro e médico da histéria antiga, embora dois outros médicos, Hesy-Ra e Merit-Ptah,
tenham sido contemporéaneos seus. Divalte, (2002).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Pol%C3%ADmata
http://pt.wikipedia.org/wiki/Egito_Antigo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Djoser
http://pt.wikipedia.org/wiki/Monarca
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Terceira_Dinastia_do_Egito&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/wiki/Vizir
http://pt.wikipedia.org/wiki/Chanceler
http://pt.wikipedia.org/wiki/Fara%C3%B3
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Deus-sol&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/wiki/R%C3%A1
http://pt.wikipedia.org/wiki/Heli%C3%B3polis_(antiga)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Arquiteto
http://pt.wikipedia.org/wiki/Engenheiro
http://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9dico
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Hesy-Ra&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Merit-Ptah&action=edit&redlink=1

53

No Egito Antigo existia uma trigonometria bastante diferente da que se
conhece atualmente. Na realidade, as aplicacdes trigonométricas feitas pelos
egipcios baseavam-se, na maioria das vezes, na semelhanca de triangulos.

Na construcdo das piramides era essencial manter uma inclinacao
constante das faces, 0 que levou 0s egipcios a introduzirem o conceito de seqt, que
representava a razao entre afastamento horizontal e elevagao vertical, e pode ter
sido essa a preocupacdo a levar os egipcios a introduzir um novo conceito
equivalente ao de cotangente de um angulo.

Nesse sentido, Rooney (2012) afirma:

Os egipcios tinham algum conhecimento de trigonometria, como demonstra
a construcao de suas piramides. O papiro de Ahmes inclui um problema que
determina a seqt, a inclinacdo de uma piramide a partir da altura e da base.
(ROONEY, 2012, p.87).

Dai pode-se inferir que essa deve ser a principal area onde os egipcios
aplicavam conceitos trigopnométricos, entre os problemas 56 a 60, do Papiro Rhind
tratam de situacdes envolvendo medidas de piramide. A aplicacdo nesses
problemas é exposta da seguinte maneira com a solucéo para ele:

Problema 56: Qual é o seqt de uma piramide de 250 cubitos de altura e 360 cubitos
de lado?
Solucédo: O escriba inicia a resolucédo do problema dividindo a medida do lado por 2,

isto é, % = 180 cubitos.
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Figura 16: llustrac&o referente ao problema 56
Fonte: Site:www.obaricentodamente.blogspot.com

Entdo, se temos uma piramide como mostra na figura 16, destacando o
tridngulo retdngulo sombreado, utilizando métodos modernos da trigonometria,

também encontramos as seguintes relagdes:

*® Fonte da figura disponivel em: http://www.obaricentodamente.blogspot.com/2010/08/0-seqtde-uma
piramide.html, acesso em 15 de agosto de 2013.


http://www.obaricentodamente.blogspot.com/2010/08/o-seqtde-uma%20piramide.html
http://www.obaricentodamente.blogspot.com/2010/08/o-seqtde-uma%20piramide.html
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Usando a equacdo (4) e aplicando o método egipcio, temos que a
cotangente do angulo diedro formada pela base e a face da piramide é equivalente

ao seqt da piramide. Desta forma temos:
5) S= H cubitos.
Vv

Substituindo os valores de H = 180 e V = 250, na equacéo (5), obtemos:

180 18 ., .
=—_— _—— cubitos.
250 25

Como ja falamos, os egipcios representavam uma fragdo com numerador
maior que 1 (e diferente de 2/3), como soma de fracdes unitarias.

S= Ee € equivalente a: S = 1+1+i cubitos.
25 2 5 50

Como a unidade de medida da altura era dada em cubitos e a unidade de
medida horizontal era dada em maos, onde em 1 cubito cabem 7 maos ou seja 1
cubito = 7 méos, serd necessario multiplicar o valor encontrado anteriormente por 7.
Pelo método da multiplicacdo egipcia, obtém-se:

S:%, maos/cubitos, que € equivalente a maneira de representar as

fracbes no Egitoa S = 52—15 maos/cubitos.

Os demais problemas desse grupo de questdes contidas no Papiro Rhind,
de nimeros 56 a 60 séo resolvidos de forma analoga ao problema 56.

Nesse sentido, Brummelen (2009) afirma:

Os problemas 56 a 60, em especial, apresenta célculos sobre a inclinagédo
de uma pirAmide dadas as suas dimensdes horizontais e verticais, e alguns
terem postulados estes problemas como uma espécie de proto-
trigonometria. A causa destas reivindicacbes é a nocao de seqt, um termo
que se refere a inclinagcao de um lado inclinado na arquitetura egipcia usado
no Papiro Rhind somente com relagdo a piramide, ha evidéncias que
sugerem que o seqt também foi utilizado para as inclinacdes da porta do
templo. Como uma medida de “inclinagao” e inverte o nosso uso da palavra:
seqt é a quantidade de deslocamento horizontal, medida em palmos, para
cada sete palmos de posicionamento vertical temos (portanto, s = 7/m, onde
m é a definicdo moderna de inclinagdo). (BRUMMELEN, 2009, p.11,
traducdo nossa).
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Desta forma na construcdo das grandes piramides faz supor que o
conhecimento matematico dos egipcios era muito mais avancado que o contido nos
papiros. Talvez o fato de a escrita parecer muito dificil tenha sido um dos motivos
que impediu este registro. Talvez, ainda, estes registros tenham sido feito em
papiros que ndo chegaram aos nossos dias.

Outra aplicacdo da trigonometria feita pelos egipcios esta na
determinacao da razado de semelhanca entre triangulos retangulos, Tales efetivou a
medicdo da altura de objetos por meio de sua sombra. Por volta de 600 a.C., Tales
estava no Egito e foi chamado pelo Fara6 para calcular a altura de uma piramide.
Com uma vara fincada no solo, esperou 0 momento solar em que o comprimento da
sombra da vara no chdo medisse a sua altura. Entdo, pediu que medissem
imediatamente a sombra da piramide. Ao comprimento da sombra, foi somada
metade da medida da base da piramide, pois sendo muito grande, escondia parte da
sombra. Assim, Tales demonstrou que a altura da piramide é igual a sua sombra
mais a metade da base. (MENDES, 2009).

Estabeleceu-se, entdo, que a altura da piramide era igual “a sombra mais
a metade da base (a metade da base da piramide oculta uma parte de sua sombra)’,

ou seja, o modelo matemético que determina a altura da piramide conforme

. . : a
observamos na figura 17, e como foi descrita temos: H= > +S.
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Figura 17: Medicao da Altura da Piramide™®
Fonte: Site:www.comahistoriadamatematica.blogspot.com

* Fonte da figura disponivel em: http://www.comahistoriadamatematica.blogspot.com/2011/04/tales-e
altura-da pirdmide, acesso em 15 de agosto de 2013.


http://www.comahistoriadamatematica.blogspot.com/2011/04/tales-e%20altura-da
http://www.comahistoriadamatematica.blogspot.com/2011/04/tales-e%20altura-da
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Poderiamos dizer entdo que essas ideias estavam anunciando a
chegada, séculos depois, da fungcdo tangente e cotangente. Os predecessores da
tangente e da cotangente, no entanto, surgiram de modestas necessidades de
medicao de alturas e distancias.

O outro Papiro é o Golenishchev ou de Moscou, foi escrito
aproximadamente no ano 1850 a.C., e recebeu este nome, em homenagem ao
egiptélogo Vladimir Semyonovich Golenishchev (1856-1947), que o comprou em
1893. Anos depois em 1917, esse Papiro foi comprado pelo Museu Estadual de

Belas Artes de Pushkin, em Moscou, passando a ser conhecido por Papiro de
Moscou, onde encontramos um texto matematico que contém 25 problemas. Entre

outros, contém o problema envolvendo a area de um triangulo e o Volume do Tronco
de Piramide, mas devido ao seu estado de degradacdo é impossivel interpretar
todos os problemas contidos nele, o Papiro de Moscou é uma estreita tira de 5,5 m
de comprimento por 8 cm de largura, encontra-se atualmente em Moscou, nédo se
sabe nada sobre o seu autor, no entanto, pensa-se que 0S conhecimentos
matematicos nele contidos datam de uma época anterior, provavelmente, do inicio
da civilizacéo egipcia.

Outros papiros, da mesma época, sdo o Papiro de Berlim, que contém
dois problemas que envolvem equacgbes do 2° grau e o Papiro de Kahun, temos
ainda o Papiro de Cairo (século | a.C.), onde se encontram varios problemas com o
teorema de Pitagoras e que denota uma forte influéncia babilonica.

O Papiro de Berlim foi comprado também por A. H. Rhind em Luxor em
1850, na mesma altura que o Papiro de Rhind, mas encontrava-se em mau estado e
s6 foi analisado e restaurado cerca de 50 anos mais tarde por Schack-
Schackenburg. O Papiro de Berlim encontra-se, ainda parcialmente estragado.
Datando aproximadamente de 1800 a.C., encontra-se atualmente no Museu
Staatliche em Berlim. Neste papiro aparece pela primeira vez a solucdo de uma
equacao do 2° Grau. Dois dos seus problemas dao origem a um sistema de duas
equacgdes, sendo uma delas uma equacao de 2° grau. Na notacao atual os sistemas

de equacdes envolvidos nos problemas sao:

X°+ y?= 100 e 4x — 3y = 0 (1) e X°+ y?=400 e 4x — 3y =0 (2)

O Papiro de Kahun, na verdade ndo € um papiro, mas sim, fragmentos de

diversos papiros, nem todos de origem matematica, encontrados em Kahun, no
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Egito por Flindrs Petrie (1853-1942), em 1889. Esses fragmentos foram restaurados
e traduzidos por F. L. Griffith e por Schack-Schackenburg. No entanto, o seu estado
de conservacdo sO permitiu que alguns fossem decifrados. Pensa-se que data de
cerca de 1800 a.C. e esta escrito em hieratico. Um destes fragmentos (1V, 2) contém
calculos que mostram 2 dividido por cada um dos numeros impares de 3 a 21. O
outro fragmento (IV, 3, colunas 13 e 14), contém um célculo que foi interpretado
como sendo do volume de um contentor cilindrico de cereais. No fragmento (LV, 3),
encontrasse a resolucédo da equacéo 1/2x —1/4x = 5. De acordo com Gillings (1982),
0s trés restantes fragmentos nao tém, ainda, uma interpretacao conclusiva.

O papiro referido anteriormente provém da época do Império Médio,
época de alguma estabilidade, em que imperava 0 comércio com outros povos e a
agricultura viu um grande desenvolvimento. Deste periodo até o periodo Persa (525
a.C.-332 a.C.), ndo sdo conhecidos papiros com conteldos especificos de
matematica no Egito, mas ndo podemos esquecer que o0 papiro € muito fragil e que a
sua conservacao nao é facil.

E aqui apresentado um papiro da época persa, o Papiro de Cairo que se
encontra atualmente no museu do Cairo, provavelmente data do século | a.C., e esta
escrito em demoético. Foi descoberto em TOna El Geber em 1938/39. Contém 22
fragmentos que combinados dao um papiro que deveria ter 2 metros de
comprimento por 35 cm de largura. Alguns dos seus 40 problemas revelam uma
forte influéncia de textos babilénicos. Entre estes estdo os que envolvem o Teorema
de Pitdgoras, também problemas relacionados com as medidas de panos de vela,
que envolvem “equacdes de 2° grau”, além de problemas de aritmética simples,
divisbes e fracdes unitarias. No mesmo sistema de escrita demadtica estdo escritos
outros papiros posteriores ao Papiro de Cairo. O primeiro € da época Ptolomaica
(332 a.C. a 30 a.C.), ndo se sabe sua origem. Foi adquirido em 1868 pelo Museu
Britanico, com largura de 36,5 cm e ndo se sabe ao certo seu comprimento. O
segundo papiro, igualmente escrito em demdtico, é do inicio do periodo Romano (30
a.C. a 395 a.C.), com origem igualmente desconhecida. Tem 7,545 metros de
comprimento e 25 cm de largura e parte dele contém 13 questdes de matematica
(calculo de multiplicacdo, divisdo, subtracdo, adicdo de dois numeros, dois
envolvendo extracdo da raiz quadrada e dois onde temos célculo da area de uma

porcao de terra dados dois dos seus lados).
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Além desses papiros acima citados, existem ainda prancha de madeira de
Akhim (Cairo) e um rolo de couro contendo listas de fragdes unitérias. Outro avanco
na matematica egipcia foi tratado na criacdo do relégio do Sol.

O homem primitivo, primeiramente, usou sua propria sombra para estimar
as horas (sombras moventes). Logo depois viu que podia, através de uma vareta
fincada no ch&o na posicao vertical, fazer estas mesmas estimativas. Estava criado
o0 pai de todos os relogios de Sol, o famoso Gnémon. Ao amanhecer a sombra
estara bem longa, ao meio dia estara no seu tamanho minimo e ao entardecer volta
a alongar-se novamente.

O Gnbmon era uma vareta (PQ na figura 18) que se espetava no chéo,
formando com ele um angulo de 90°, e o comprimento (AQ) seria observado num
horério determinado, meio dia. Como o tamanho do Gnédmon era constante, ou seja,

usava-se sempre a mesma vareta, na mesma posi¢cdo, o comprimento de AQ ao

PQ

meio dia variava com o angulo A. Para nds, isso significa uma colocacédo de E

como uma funcdo do angulo A, conhecido nos dias de hoje como cotangente.

Porém, ndo existe em documentos, vestigio desse nome no periodo.

AP Horas noclumas Quadrante

(em branco) Gnomon

- e
quinocio ae olsticio de verao

de inverno Primavera e

sombra minima

Outono ¢ >

| mostrando

. Sombra Maxima

= Ll as 16 horas
Figura 18: Modelo do Reldgio do Sol* Figura 19: Modelo do Relégio do Sol**
Fonte: Site:www.brasilescola.com Fonte: Site:www.brasilescola.com

*  Fonte da figura  disponivel em: http://www.miltonborba.org/Mat_Aplic/MAT_APLIC-

Trigonometria.pdf, acesso em 16 de abril de 2014.

*! Fonte da figura disponivel em: http://www.brasilescola.com/geografia/relogio-sol.htm, acesso em 24
de agosto de 2013.

O Relégio de Sol corresponde a um método ou procedimento utilizado para medir a sucessédo das
horas ou do tempo por meio da visualizacdo do modo como a luz solar incide na terra em diferentes
posicdes e € justamente essa variacdo que fornece as horas. O reldgio de sol pode ser como, por
exemplo, um relégio de jardim, constituido por um mostrador que é confeccionado em uma superficie
plana na qual sdo indicadas as respectivas horas, dessa forma, a sombra projetada no mostrador
funciona como uma espécie de relégio convencional. Assim, a luz do sol ao variar resulta nas
sucessfes das horas. Katz (2010).


http://www.brasilescola.com/
http://www.brasilescola.com/
http://www.miltonborba.org/Mat_Aplic/MAT_APLIC-Trigonometria.pdf
http://www.miltonborba.org/Mat_Aplic/MAT_APLIC-Trigonometria.pdf
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Também existem reldégios de Sol mais complexos, com mostradores
inclinados e/ou curvos, como apresentamos na figura (19). A medida que a posicdo
do Sol varia, a sombra desloca-se pela superficie do mostrador, passando
sucessivamente pelas linhas que indicam as horas.

Os egipcios apresentaram a primeira mencdo de um tridngulo esférico
encontrada em um trabalho do egipcio Menelau de Alexandria, ele desenvolveu os
equivalentes aos principios de Euclides da trigonometria plana, mas os aplicou a
triangulos esféricos.

Abu’l al Hasan ibn Yunus(ca.950-1009) foi um astrdbnomo e matematico
mulgumano egipcio, fez muitos célculos trigonométricos, resolveu dificeis problemas
de trigonometria esférica, demonstrou a seguinte identidade trigonométrica

2-cosa-cosb =cos(a+b)+cos(a—b). Seu trabalho mais importante foi “al-Zij al-

Kabir al-Hakimi”, uma obra de grande originalidade dos quais pouco mais de metade
sobreviveu até os nossos dias (c. 1000), era um manual de tabelas astronémicas,
gue continha observagfes muito precisas, muitos dos quais podem ter sido obtidos
com grandes instrumentos astronémicos. Yunus expressou as solucfes na sua Zzij
sem simbolos matematicos, porem Delambre®’(1749-1822) observou em 1819 em
sua traducado das tabelas Hakemite dois dos métodos Ibn Yunus para determinar o
tempo de altitude solar ou estelar em que continha férmulas equivalentes a
identidade trigonométrica de John Werner®(1468-1522), em um manuscrito do

século 16, na obra seccbes cbnicas encontramos algumas dessas formulas, entre
cos(a+b)+cos(a-b)

5 :
Essa formula passou a ser conhecida posteriormente como uma das

elas temos: cosa-cosb =

féormulas de Werner, e foi essencial para o desenvolvimento do método de
prosthaphaeresis™ e logaritmos® por matematicos posteriores.

%2 Jean Baptiste Joseph, Chevalier Delambre: Foi um matemético e astrébnomo francés. Foi diretor
do observatdério de Paris e autor de livros sobre a histéria da astronomia, desde os tempos antigos até
ao século XVIII. Flood & Wilson (2013).

*% John Wener: Seus principais trabalhos cientificos foram em astronomia, matematica e geografia.
Em astronomia, ele seguiu Regiomontanus, tendo acesso a todos 0s seus escritos, que ele estudou
com cuidado, enquanto no lado pratico era um fabricante especializado de instrumentos. Seus
instrumentos incluem astrolabios, reldgios, reldgios de sol, e os instrumentos para resolver problemas
tedricos na astronomia esférica. Em matematica Werner trabalhou em trigonometria esférica e se¢des
cbnicas. Um trabalho sobre triangulos esféricos ndo foi publicado durante a sua vida, mas foi
ublicado em 1907, cerca de 400 anos depois que foi escrito. Brummelen (2009).
* Prosthaphaeresis: Era um algoritmo usado no final do século XVI e inicio do XVII para aproximar
um produto usando formulas da trigonometria, 25 anos antes da invengéo dos logaritmos, em 1614,
esta era a Unica forma conhecida que podia ser largamente utilizada para aproximar o resultado de


http://pt.wikipedia.org/wiki/1009
http://en.wikipedia.org/wiki/Zij
http://en.wikipedia.org/wiki/Jean_Baptiste_Joseph_Delambre
http://pt.wikipedia.org/wiki/1009
http://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Werner
http://en.wikipedia.org/wiki/Prosthaphaeresis
http://en.wikipedia.org/wiki/Logarithms
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Regiomontanus.html
javascript:win1('../Glossary/conic',350,200)
javascript:win1('../Glossary/conic',350,200)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo
http://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9culo_XVI
http://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9culo_XVII
http://pt.wikipedia.org/wiki/F%C3%B3rmula
http://pt.wikipedia.org/wiki/Trigonometria
http://pt.wikipedia.org/wiki/Logaritmo
http://pt.wikipedia.org/wiki/1614
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Toda a informacdo obtida a respeito do conhecimento produzido pelos
egipcios chegou até os dias atuais por meio dos papiros, principalmente do papiro
Rhind, que deixou para posteridade o legado da mateméatica e da trigonometria
egipcia. O desenvolvimento da trigonometria levado a efeito pela civilizacdo egipcia
se deu principalmente a partir da agrimensura devido as necessidades préaticas de
medicdo de areas alagadas para plantio e na construgédo de piramides.

Portanto, a utilizacdo na agrimensura e na construcdo de piramides eram
0s objetivos principais da trigonometria egipcia.

No que se segue a matematica egipcia, serviu de sustentacdo para a
matematica grega e também serviu de base para a matematica moderna. Isto, em

geometria, trigopnometria € mesmo na astronomia.

uma multiplicacdo rapidamente. Prosthaphaeresis vem do grego “prosthesis e apharesis” que
significam “adi¢do” e “subtracdo” que sédo dois passos do processo. Brummelen (2009).
® Logaritmos: Considerando a e b dois nimeros reais e positivos, sempre com a diferente de 0,

define-se logaritmo de b (logaritmando) na base a, qual nUmero deve-se incluir no expoente de a
afim de termos b como resultado. Logg = x. Dante (2011).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Grego
http://pt.wikipedia.org/wiki/Adi%C3%A7%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/Subtra%C3%A7%C3%A3o
http://en.wikipedia.org/wiki/Logarithms
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2.3 A TRIGONOMETRIA NA MESOPOTAMIA

A Mesopotamia abrigou as primeiras civilizagbes do planeta, por volta do
IV milénio antes de Cristo. O nome Mesopotamia significa “terra entre rios” em
grego, devido a estar localizado entre os rios Tigre e Eufrates. Hoje, nessa regiao,
localiza-se o Iraque e a Siria principalmente, a regido da Mesopotamia foi
inicialmente povoada pelos Sumérios (3500 a.C.-2000 a.C.).

A regido sofreu diversas invasdes de outros povos que, ao invés de
interferirem negativamente em sua cultura, ao contrario, aprenderam e adotaram

muitos conhecimentos dos mesopotamios.

A CIVILIZACAO MESOPOTAMICA

TURQUIA

DESERTO
DA
ARABIA

EGITO

Principais Cida os na Mesopotamia

Figura 20: Mapa da Mesopotamia®®
Fonte: Site:www.ohistoriador.com.br

Os povos que formavam a Mesopotamia foram os Sumérios, Acadios,
Amoritas, Caldeus e Hititas, os quais lutavam pela posse das terras araveis.

Por estar situada em tal regido geogréfica, a Mesopotamia estava mais
Sujeita as invasfGes e conquistas de varios povos, ao contrario do que ocorreu no
Egito. As duas civilizacfes, Egipcia e Mesopotamica, desenvolveram-se no mesmo
periodo. Mas, este desenvolvimento deu-se em separado, ndo havendo um
intercambio de informacdes.

Rosa (2012, p.57), afirma que a civilizagcdo mesopotamia e das regides

vizinhas, construiram famosas cidades: Uruk, Nippur, Ur, Mari, Lagash, Ugarit,

*® Fonte da figura disponivel em: http://www.ohistoriador.com.br, acesso em 06 de setembro de 2013.


http://www.ohistoriador.com.br/
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Ashur, Hattusas, Susa, Babilénia, Ninive e foram criados varios impérios: sumério-
acadiano, babilénio, assirio, 2° babilénio-caldeu. Ao longo do 2° Periodo Babil6nico,
uma das cidades-Estados obteria hegemonia momentanea sobre as demais. A
unificacdo da Mesopotamia, porém, prevaleceria, a partir de 2750 a.C., com Sargao,
que iniciou a dinastia Acadiana, a qual, devido a influéncia cultural da Suméria, €
conhecida como dinastia Sumério-Acadiana, que duraria até cerca do ano 2 mil a.C.
O 1° Império Babilénio foi obra de Hamurabi (2067 a.C.-2025 a.C.), mas seria
conquistado, no século VIII, pelo Rei assirio Teglatefalasar Ill; os reis mais
conhecidos da dinastia Assiria sdo Sargdo Il e Assurbanipal. Em 612,
Nabucopolassar derrotou os assirios e fundou o efémero 2° Império Babilénio, cujo
governante mais famoso seria Nabucodonosor. A vitéria de Ciro, Rei dos Persas, em
539, significou o colapso definitivo do Império e da cultura da Mesopotamia, reduzida
a uma mera provincia aqueménida. A civilizacdo mesopotamia teve, assim, uma
duracéo, registrada, de cerca de 4500 anos.
Flood & Wilson (2013), informa:

Os matematicos mesopotamicos (ou babildnios) se desenvolveram durante
mais de 3000 anos numa vasta regido, mas 0s problemas que analisamos
aqui datam principalmente do antigo periodo babildnico (por volta de 1800
a.C.). (FLOOD & WILSON, 2013, p.18).

As mesmas dificuldades que acarretaram o desenvolvimento das ciéncias
no Egito foram a mola propulsora deste desenvolvimento nesta regido. Porém, ao
contrario do que ocorria com as aguas do rio Nilo, os periodos de cheia dos rios
Tigre e Eufrates eram bastante irregulares, obrigando a realizacdo de numerosas
obras de irrigacdo, drenagem e medicdo dos campos, com periodos de observacao
e desenvolvimento com maior dificuldade, requerendo com isso uma sofisticacdo
dos célculos mateméticos. A ciéncia e, por consequéncia, a matematica
mesopotamia, teve um grande desenvolvimento por parte dos sacerdotes que
detinham o saber nessa civilizacdo. Assim como a matematica Egipcia, esta
civiizacdo teve uma matematica e/ou ciéncia extremamente pratica. Os textos
matematicos disponiveis (cerca de 400 plaquetas) sdo de duas épocas muito
separadas no tempo: de 2000 a 1600 (Periodo Babilonio®’), e de 300 a 150 (Periodo

" Dominio da Suméria pelos Amoritas, que transferiram a capital para a Babildnia. O apogeu do
Primeiro Império Babilénio ocorreu com Hamurabi que criou o primeiro cédigo de leis escritas.
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Seléucida®), e podem ser classificadas em duas categorias: tabelas numéricas e
tabuas de problemas.

Em matematica, os mesopotamios foram capazes de desenvolver
técnicas para resolver problemas especificos de seu cotidiano, de acordo com seu
espirito prético. As tdbuas se referiam a problemas, mas nunca a teoria; as tabuas
ensinavam o resultado da operacgdo, mas nao a raciocinar, a compreender.

As tabuas, que tinham sido passadas de geracdo em geracao, sempre
produziam a resposta correta, e assim ndo havia preocupacdo em examinar ou
questionar a légica subjacente daquelas equagfes. Desta forma, os babilénios ndo
criaram um sistema logicamente formal, ndo estabeleceram principios, postulados
ou premissas, ndo desenvolveram uma metodologia. A matematica era,
fundamentalmente, uma técnica para calculos, sem qualquer outra preocupacao
intelectual.

A nosso ver parece ter existido uma relacdo entre o conhecimento
matematico dos egipcios e dos babilénios. Ambos, por exemplo, usavam as fracoes
de numerador 1. Também ¢é plausivel supor que 0s povos posteriores tivessem
conhecimento da trigonometria primitiva egipcia.

Os babilénios foram excelentes astronomos e influenciaram os povos
posteriores. Eles construiram no século 28 a.C., durante o reinado de Sargon (c.
2300 a.C.—c. 2215 a.C), que reinou por 58 anos, fez um calendario astrolégico e
elaboraram, a partir do ano 747 a.C., uma tabua de eclipses lunares. Este calendario
e estas tdbuas chegaram até os nossos dias (SMITH, 1958, tradu¢cdo nossa).

Os babilénios tinham grande interesse pela astronomia, pelas conexdes
com o calendéario e as épocas de plantio. Os astrdbnomos babil6bnios mediam os
meses de acordo com as fases lunares e os anos, conforme a posicédo do sol. Pelo
testemunho que perdura nas tabuas de argila que tém chegado até nds, sabemos
que por volta do ano de 1950 a.C.

A numeracdo tinha valor posicional e se baseava em um sistema
sexagesimal, combinado com o decimal, com apenas dois sinais cuneiformes para

registrar toda a numeracao; dai certa ambiguidade e dificuldade interpretativa. Como

% O Império Seléucida: Foi um Estado helenista que existiu apés a morte de Alexandre, o Grande,
da Macedonia, cujos generais entraram em conflito pela divisdo de seu império. Entre 323 e 64 a.C.
existiram mais de 30 reis da dinastia seléucida. Seleuco, um de seus generais, estabeleceu-se na
Babildnia em 312 a.C., ano geralmente usado para definir a data da fundac@o do Império Seléucida.
Ele governou nao somente a Babildnia, mas a gigantesca parte oriental do império de Alexandre o
Grande. Divalte (2002).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Estado
http://pt.wikipedia.org/wiki/Helenismo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Alexandre,_o_Grande
http://pt.wikipedia.org/wiki/Maced%C3%B3nia_(hist%C3%B3ria)
http://pt.wikipedia.org/wiki/323_a.C.
http://pt.wikipedia.org/wiki/64_a.C.
http://pt.wikipedia.org/wiki/Seleuco_I_Nicator
http://pt.wikipedia.org/wiki/Babil%C3%B4nia
http://pt.wikipedia.org/wiki/312_a.C.
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escreveu Colin Ronan (2001), o numero correto dependia do contexto, o que dificulta
a decifracdo das plaquetas. O sistema sexagesimal babilonio teve origem,
possivelmente, astronémica. A contagem dos dias de uma revolucdo solar ao longo
da ecliptica deve ter levado a divisdo desse circulo em 360 compartimentos ou
graus. A fécil divisdo do circulo em seis partes iguais, pela insercdo de um
hexéagono, teria levado a adocdo do numero 60 como base no sistema de
numeracao.
Para Mendes (2009):

A divisdo do circulo em 360°, por exemplo, teve origem na Babil6nia, onde
se convencionou dividir um circulo em seis partes iguais, em que cada uma
equivalia a 60. Assim, o circulo passava a ter 360°, que também designava
0 nimero de dias do ano segundo o seu calendario. Essa informacédo se
difundiu por conta das relacdes comerciais entre gregos, arabes e hindus,
até tornar-se conhecida por toda a Europa e tomar a forma dos dias atuais
(MENDES, 2009, p.119).

Desta forma, o sistema sexagesimal teve sua origem na astronomia,
especificamente, na contagem do tempo, ou melhor, na divisdo do tempo em horas,
minutos e segundos. No qual 1 (uma) hora equivale a 60 minutos.

Para Wussing (1998):

Este avancgado sistema posicional sexagesimal foi extraordinariamente util e
superou a todos os sistemas numéricos da antiguidade. Os matematicos
helenisticos o utilizaram bastante para dar conta de seus complicados
célculos, especialmente em astronomia, o matemético e astrbnomo
helenistico Ptolomeu (Século Il a.C.), impulsionou definitivamente os
sistemas em astronomia. (WUSSING, 1998, p.22, traduc&o nossa).

Com o desenvolvimento posicional feito pelos babilénicos o préximo
passo dado foi a construcdo de tabuas de trigonometria, com valores que
correspondem ao seno, cosseno, tangente e cotangente de um angulo ou arco de
circunferéncia. As tabuas contribuiram para a apresentacdo dos elementos basicos
da determinacdo das razdes trigonométricas, a partir de tridngulos retangulos
determinados pelas cordas da circunferéncia. (MENDES, 2009).

Astrdnomos babilénios relacionavam funcdes trigopnométricas e arcos de
circulos e os comprimentos das cordas que subtendem seus arcos (ADAMEK,
PENKALSKI, VALENTINE, 2005, traduc&o nossa).

No final do século XIX, arquebdlogos comecaram a escavar a regido da
Mesopotamia. As escavacdes forneceram, entre outras coisas, milhares de tabletes

de argila com inscricbes que foram reconhecidas lidarem com numeros em alguns
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deles. Somente ha algumas décadas que se chegou a compreensédo da matematica
Babilénia. Temos a disposi¢cdo mais de 400 tabletes ou fragmentos de tabletes de
conteudo matematico que foram copiados, traduzidos e explicados em alguns
volumes. Os tabletes estdo guardados em museus e cole¢Bes de varios paises, e
datam de cerca de 1700 a.C.

A escrita cuneiforme era realizada por meio de cunhas produzidas em
tabletes de barro cozido, o qual garantia a sua permanéncia e conservagao por um
longo periodo de tempo, sendo que desta forma muitos tabletes chegaram até

nossos dias, permitindo acesso a cultura babilénia.
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Figura 21: Tabua Cuneiforme®
Fonte: Site:www.historiazine.com

A escrita cuneiforme requeria a decifracdo para poder compreendé-lo;
nao podia ser identificado intuitivamente e assim dar uma compreensao imediata ao
leitor para isso o processo de decifrar esta escrita s6 foi conseguido no século XIX
por Henry Cheswike Rawlison®(1810-1895) e Georg Friedrich Grotenfend®(1775-
1835).

* Fonte da figura disponivel em: http://www.historiazine.com/2009/10/invencao-da-historia.html,

acesso em 31 de agosto de 2013.

% sijr Henry Creswicke Rawlinson: Foi um soldado e orientalista britdnico. De 1826 a 1833 serviu
no exército da Companhia anglo-indiana, tendo sido mandado a Pérsia, onde trabalhou na
reorganizacdo do exército do xa. Exerceu o cargo de agente politico da Inglaterra em Kandahar
(1840) e na Arabia (1843) e em 1844 foi nomeado cbdnsul-geral em Bagda. Foi um dos pioneiros na
decifragdo dos caracteres cuneiformes, tendo sido o primeiro a ensinar o seu carater polifonico.
Regressou a Inglaterra em 1856; foi nomeado membro do Parlamento e do conselho das indias,
recebendo em 1859 o posto de general-de-divisdo. Partiu para Teerd como embaixador, onde ficou
um ano. De volta a Londres, foi reeleito para o Parlamento (1865-1868). Pode ser considerado,
juntamente com Opperte Hincks, um dos fundadores da assiriologia. Rosa (2012).
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Os babilénios tinham maior habilidade e facilidade para efetuar célculos,
talvez em virtude de sua linguagem parecer mais acessivel que a egipcia. Também
conheciam as relacdes entre os lados de um triangulo retangulo e trigopnometria
basica, conforme descrito na plaqueta, “Plimpton 322", o nome faz referencia a
George Arthur Plimpton(1855-1936), foi um colecionador de livros que doou antes
de sua morte varios livros, dentre eles essa plaqueta para Universidade de
Columbia, nela existe uma notavel tabua de secantes, € a mais importante e
conhecida, por ser a 3222 plaqueta da colecdo Plimpton, da Universidade de
Columbia, em Nova lorque; pertence ao Periodo Babilénio antigo, foi confeccionada
entre 1800 e 1600 a.C., e o conhecimento sobre seu conteudo se deve,
principalmente, ao notavel trabalho de Otto Neugebauer®(1899-1990), em 1935, no
livro Textos Matematico Cuneiforme, e a Thureau-Dangin, em 1938.

Fonte: Site:www.ecalculo.if.usp.com.br

o1 Georg Friedrich Grotenfend: Foi um alemdo e pigrafista e fildlogo também conhecido
principalmente por suas contribuicbes para a decifragdo da escrita cuneiforme. As inscrices
cuneiformes da Pérsia j& tinham a algum tempo vindo atraindo atengdo na Europa; cOpias exatas dos
cuneiformes tinham sido publicadas pelo holandés artista Cornelis de Bruijn. Grotenfend comunicou
primeiramente sua descoberta a Sociedade Real de Goéttingen, em 1802, e foi revisto dois anos
depois por Tychsen. Em 1815, ele fez um relato de que na obra de Heeren em histéria antiga, e em
1837 publicou o seu “Der Neue Beitrdge zur Erlduterung persepolitanischen Keilschrift”. Trés anos
mais tarde escreveu outra obra “Der babylonischen Neue Beitrdge zur Erlduterung Keilschrift”. Rosa
2012).

‘(’2 Otto Eduard Neugebauer: Foi um matematico e historiador da ciéncia austro-estadunidense.
Conhecido por suas pesquisas sobre a histéria da astronomia e outras ciéncias exatas na ldade
Antiga e na Idade Média. Estudando tabletes de argila descobriu que os antigos babilénios sabiam
muito mais sobre matematica e astronomia do que se supunha. A Academia Nacional de Ciéncias
dos Estados Unidos a ele referiu-se como “o mais original e produtivo pesquisador da histéria das
ciéncias exatas, talvez da histéria da ciéncia, de nosso tempo”. Entre seus textos classicos, devemos
mencionar “As Ciéncias Exatas na Antiguidade” (1951) e os trés volumes “History of Ancient
Matematica Astronomia” (1975). Rosa (2012).

% Fonte da figura disponivel em: http://www.ecalculo.if.usp.com.br, acesso em 30 de junho de 2013.
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Os povos mesopotamios, desde os sumérios aos babilénios, alcancaram
notédvel nivel de conhecimentos em trigonometria esférica, que Ihes servia de base
para a observacao do firmamento, na qual fundamentavam sua filosofia astrolatrica.
Enquanto isso, 0s gregos desenvolviam a geometria, termo que procede
etimologicamente da expressao grega “medida da Terra”. Essas duas civilizagbes
tiveram especial importdncia no mundo antigo como iniciadoras do saber
matematico.

Eves (1995) afirma:

E possivel que as investigacdes modernas sobre a matematica da
Mesopotamia antiga venham a revelar um desenvolvimento apreciavel da
trigonometria pratica. Os astrébnomos babilénios dos séculos IV e V a.C.
acumularam uma massa consideravel de dados de observacdes e hoje se
sabe que grande parte desse material passou para os gregos. Foi essa
astronomia primitiva que deu origem a trigonometria esférica. (EVES, 1995,
p.203).

Entendemos que o desenvolvimento da mateméatica Mesopotamica fica
claro quando da transcricdo e interpretacdo dos tabletes, e por estarem ali contida
as vastas aplicacbes da matematica. Por outro lado, a utilizacéo do sistema de base
60, fortaleceu todo o desenvolvimento posterior da matemética Babil6nia e de outras
civilizacoes.

Por tudo isto que foi descrito, a matematica da Babildnia tinha um nivel
mais elevado que a matematica egipcia. Ha que se ressaltar que, pelo fato da
Mesopotamia estar situada no centro do mundo conhecido da época, o que
propiciava grandes invasdes e muitos contatos com outros povos, ela teve um papel
grandioso no desenvolvimento da matematica de um povo que teve um papel
importante na histéria, o povo grego. Gracas a este contato com 0s gregos, muito

desta matematica chegou até os nossos dias.
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2.4 A TRIGONOMETRIA NA GRECIA

A historia da civilizacdo grega tem suas origens nas invasées de povos
barbaros (dorios, aqueus, jonicos e eolios), na peninsula balcanica por volta do
segundo milénio a.C. Estes povos foram conquistando as civilizagbes ali

estabelecidas e avancando em direcao a ilha de Creta.
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Figura 23: Mapa da Grécia Antiga®
Fonte: Site:www.historiadomundo.com.br

O periodo historico da civilizacao grega teria inicio, por volta de 800 a.C.
Nesta altura, os gregos mudaram do sistema de escrita hieroglifica para o alfabeto
fenicio. Isto Ihes permitiu transmitir por escrito a sua literatura, utilizando o papiro.
Sua cultura teve varios avancos tanto que em 776 a.C. realizaram 0s primeiros
Jogos Olimpicos da Antiguidade. Com o crescente comércio e a necessidade de
defesa, o povo reuniu-se em torno de fortificacBes, formando a principal unidade
politica da Grécia Antiga, as Cidades-Estado ou Polis (Atenas, Esparta, Tebas,
Corinto, Argos...).

Os gregos espalharam-se por varios pontos do litoral dos mares Egeu e
Negro, chegando a atingir a Bacia do Mediterraneo. Fundaram diversas cidades,
como Cretona, Elea e Siracusa (cidades da Magna Grécia, no sul da Italia) ou como

Mileto e Samos na Asia Menor.

® Fonte da figura disponivel em: http://www.historiadomundo.com.br, acesso em 30 de junho de
2013.
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O grande florescimento da cultura grega surgiu na colénia situada na Asia
Menor, principalmente na cidade de Mileto. No inicio do século VI a.C., os filésofos
de Mileto, entre eles Tales®(c.a.624-546 a.C.), comegaram a tentar compreender 0s
fendbmenos da natureza sem recorrer a mitos e a religido. A utilizacdo do raciocinio
dedutivo deu origem a criacdo de uma matematica dedutiva e formalmente
organizada, bem diferente da matematica de carater eminentemente pratico,
desenvolvida no Egito e na Mesopotamia, com quem, certamente, tinham contatos
comerciais.

No final do século IV a.C. o centro do conhecimento e das Matematicas
Gregas mudou-se de Mileto e de outras cidades na Asia Menor para a Magna
Grécia, onde viveu Pitagoras(569 a.C.-475 a.C.).

Por volta de meados do século V a.C., o centro mudou-se de novo, desta
vez para Atenas, onde a matematica e a filosofia se desenvolveram principalmente
na Academia de Plat&o.

O maior desenvolvimento da matematica grega deu-se no periodo
helénico, de (300 a.C.-200 d.C). Por volta de 300 a.C. o centro da matematica
mudou-se de Atenas para a cidade construida por Alexandre, o Grande (358 a.C.—-
323 a.C.), Alexandria (no Egito), em cuja Biblioteca® serviu de base para varios
estudiosos.

Flood & Wilson (2013), afirma:

Por volta de 300 a.C., com a chegada ao poder de Ptolomeu |, a atividade
matematica se deslocou para a parte egipcia do império grego. Em
Alexandria, Ptolomeu fundou uma universidade que se tornou o centro
intelectual da erudicdo grega durante mais de 800 anos. Ele também deu
inicio a famosa biblioteca que chegou a guardar mais de meio milhdo de
manuscrito antes de ser destruida pelo fogo. (FLOOD & WILSON, 2013,
p.26).

® Tales de Mileto: Foi fundador da escola Jénica, acreditava na existéncia de um “principio unico”.
Afirmou que a agua era origem de toda a existéncia, embora outros fildsofos e discipulos seus nao
concordassem, como Anaximandro e Anaximenes. Teve o grande mérito de antecipar algumas
teorias evolucionistas, quando afirmou que o mundo poderia ter surgido da agua, e que dessa
substancia, teria havido evolucéo, por processos naturais. Foi o primeiro fildsofo a estudar astronomia
e em suas observacfes sobre o sol e a lua, previu e explicou o eclipse solar, ao verificar que a lua era
iluminada por ele, no ano de 585 a.C, o que foi comprovado pelos astrdbnomos posteriormente. Flood
& Wilson (2013).

® A Biblioteca de Alexandria: Foi uma das maiores bibliotecas do mundo e localizava se na cidade
egipcia de Alexandria. Considera-se que tenha sido fundada no inicio do século Ill a.C., durante o
reinado de Ptolomeu | do Egito, depois de seu pai ter construido o Templo das Musas (Museum). Foi
destruida parcialmente inmeras vezes, até que em 646 foi destruida num incéndio acidental
(acreditou se durante toda a ldade Média que tal incéndio tivesse sido causado pelos arabes).
Alexandria permaneceu como centro dos estudos mateméaticos durante cerca de um milénio. Rooney
(2012).
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Em Alexandria, as margens do Mediterraneo, reinou quase absoluta como
centro da cultura mundial entre os séculos Il a.C. e IV d.C. Sua famosa biblioteca
continha praticamente todo o saber da Antiguidade, em cerca de 700 mil rolos de
papiro e pergaminhos. Seu lema era “adquirir um exemplar de cada manuscrito
existente na face da Terra’. Nessa biblioteca trabalharam matematicos como:
Euclides, Aristarco de Samos® (310 a.C.-230 a.C.), Arquimedes de Siracusa,
Eratéstenes de Cirene®(276 a.C.-194 a.C.), Hipatia ou Hipéacia de Alexandria®(ca.
350/70-415) e Claudio Ptolomeu.

Segundo Bell (1985, tradug&o nossa), o hascimento e desenvolvimento da
matematica grega abrange aproximadamente dez séculos, do ano de 600 a.C. até
400 d.C.. A primeira escola alexandrina, foi fundada por Alexandre Magno em 332
a.C., este foi um ponto chave na historia da matematica grega.

Nesta época Euclides formou rigidos sistemas de deducdo em geometria
plana elementar e geometria sdlida, servindo de fonte de estudos cientificos durante
mais de dois mil e duzentos anos. Ele sistematizou a geometria grega tal como

existia no seu tempo.

®7 Aristarco de Samos: Foi um astrénomo e matematico grego, sendo o primeiro cientista a propor
que a Terra gira em torno do Sol (sistema heliocéntrico) e que a Terra possui movimento de rotacéo.
Apenas uma obra sua é conhecida: Sobre os tamanhos e distancias entre o Sol e a Lua. Neste
tratado, Aristarco realizou calculos geométricos das dimensdes e distancias do Sol e da Lua. Também
tentou determinar as distancias e o tamanho do Sol e da Lua. Atualmente o seu nome ¢é atribuido a
uma cratera lunar. As suas conclusdes sobre a organizagéo do Sistema Solar, mesmo sendo simples,
sdo admiradas ainda hoje pela sua coeréncia. Tucker (2005).
® Eratostenes de Cirene: Foi um matematico, gramatico, poeta, gedgrafo, bibliotecario e astrénomo
da Grécia Antiga. Nasceu em Cirene, Grécia, e morreu em Alexandria. Estudou em Cirene, em Atenas
e em Alexandria. Os contemporadneos chamavam-no de “Beta” porque o consideravam o segundo
melhor nome no mundo antigo em varios aspectos. Desenvolveu um método matemético para
medir as dimens@es da Terra, é considerado o inventor da Esfera Armilar (astrolabio
esférico), que é uma espécie de esfera celeste que serve para mostrar o0 movimento das
estrelas ao redor do Sol e do planeta Terra, criador do Crivo de Eratéstenes, método
(algoritmo) pratico para encontrar nimeros primos dentre os naturais, o pioneiro na
medicdo do raio do planeta Terra, Elaborou um mapa de todas as terras emersas dentro de
um quadriculado geografico, fez ainda varios estudos das areas de Geografia, Matematica,
Geometria e Astronomia. Suas principais obras:Catasterismos (conjunto de lendas em que
0s personagens transformam-se em astros), Platonicus (obra sobre conhecimentos
matematicos), Sobre os significados (livro de estudos geométricos), Sobre a medi¢cao da
Terra (estudos sobre a medicdo da circunferéncia do planeta Terra), Erigones e Hermes
gg)oema). Tucker (2005).

Hipacia de Alexandria: Ela é a mais antiga matematica feminina importante que conhecemos filha
e aluna do gedbmetra Theon de Alexandria (é de sua versdo dos Elementos de Euclides que derivaram
todos os textos que sobreviveram). Atribuem-se a Hipacia comentarios impressionantes sobre muitos
textos classicos, como as Cobnicas de Apolénio e Aritmética de Diofano, e uma edi¢cdo do Almagesto
de Ptolomeu, nenhum dos seus trabalhos sobreviveu, embora seus comentarios sobre o trabalho de
outros matematicos possam estar preservados em algumas das anotacdes que chegaram até nés.
Rooney (2012).
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A base da revolugdo matemética exercida pela civilizacdo grega partiu de
uma ideia muito simples. Enquanto Egipcios e Babilbnicos perguntavam “como”?, 0s
filésofos gregos passaram a indagar “por qué”?. Assim, a matematica que até aquele
momento era, essencialmente pratica, passou a ter seu desenvolvimento voltado
para conceituacao, teoremas e axiomas.

Todas as descobertas matematicas realizadas pelos povos pré-historicos,
egipcios e babilénios serviram como subsidio para a matematica desenvolvida pelos
gregos. Esta matematica grega foi, e continua sendo, a base de nossa matematica.

Todo o desenvolvimento tecnolégico obtido em nossos dias tem como
ponto de partida a mateméatica grega. Assim, sem a axiomatizacdo desenvolvida
pelos gregos, ndo haveria o desenvolvimento da matematica abstrata e dos
conceitos, postulados, definicbes e axiomas tdo necessarios a nossa matematica.

A maioria dos textos dos matematicos gregos ndo chegaram aos Nnossos
dias na sua verséao original, uma vez que eram escritos em papiro. Pois os rolos de
papiro eram muito frageis e com a utilizacdo estragavam-se.

Flood & Wilson (2013), confirma:

Ao contréario do antigo Egito, do qual ha alguns papiros bem preservados, e
da Mesopotamia, onde muitos milhares de placas de argila sobreviveram,
temos pouquissimas fontes primarias gregas. Como no Egito, os gregos
escreviam em papiro, que ndo sobreviveu aos seculos, e houve desastres
como incéndio da biblioteca de Alexandria nos quais muitas fontes primérias
pereceram. (FLOOD & WILSON, 2013, p.20).

Assim, sendo apenas os trabalhos considerados importantes, como 0s
Elementos de Euclides, dentre outras obras foram copiados, € chegaram até aos
nossos dias.

Nesse sentido Roque (2012), afirma:

Grande parte do que se conhece sobre a matemética na Grécia antiga parte
de conclusBes extraidas de um exame minucioso, por um lado, dos escritos
de Platdo e Aristételes, e, por outro lado, dos Elementos de Euclides. A
versdo mais popular é a de que esse livro de Euclides resulta de uma
compilacdo de conhecimentos matematicos anteriores, ainda que a forma
de exposicdo deva ser caracteristica do tempo e do meio em que ele viveu.
Nao é possivel confirmar essa tese, mas € fato que uma boa parte da
matematica contida nessa obra associa-se a outros trabalhos gregos
(ROQUE, 2012, p.115).

A matematica dos gregos tinha um carater dedutivo, ndo havendo
propriamente livros contendo problemas, em vez disso havia axiomas, proposicoes,

teoremas e demonstracdes. Percebemos entdo que a matematica grega se distingue
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da babilénia e egipcia pela maneira de encara-la. Os gregos fizeram-na uma ciéncia
propriamente dita sem a preocupacédo de suas aplica¢des praticas, também do ponto
de vista da estrutura, a matematica grega se distingue da babilénia e egipcia, por ter
levado em conta problemas relacionados com processos infinitos, movimento e
continuidade.

Nesse sentido Rooney (2012), afirma:

Enquanto os mateméticos, Egipcios e Babildnios, muitas vezes se
relacionam com situagdes praticas particulares, uma civilizacéo posterior, os
antigos gregos, tiveram mais interesse por problemas puramente abstratos
(ROONEY, 2012, p.78).

As diversas tentativas dos gregos de resolverem tais problemas fizeram
com que aparecesse 0 método axiomatico-dedutivo. Este método consiste em
admitir como verdadeiras certas proposi¢cdes (mais ou menos evidentes) e a partir
delas, por meio de um encadeamento l6gico, chegar a proposi¢cdes mais gerais.

Com as dificuldades com que os gregos se depararam ao estudar os
problemas relativos a processos infinitos (sobretudo problemas sobre numeros
irracionais) talvez sejam as causas que os desviaram da algebra, encaminhando-os
em direcdo a geometria. Realmente, € na geometria que 0s gregos se destacam,
culminando com a obra de Euclides, intitulada “Os Elementos”. Sucedendo Euclides,
encontramos os trabalhos de Arquimedes de Siracusa e de Apoldnio de Perga™(262
a.C.-194 a.C)).

Por outro lado Arquimedes desenvolve a geometria, introduzindo um novo
método, denominado “método de exaustao”, que seria um verdadeiro germe do qual
mais tarde iria brotar um importante ramo de matematica (teoria dos limites).

Brummelen (2009) afirma:

Encontramos estudos similares da trigonometria nos trabalhos de
Arquimedes um dos cientistas mais antigos e criativos e renomados por sua
habilidade de abordar dificeis problemas, geométrico, incluindo suas
determinagdes de areas de figuras curvas. “Seu método de exaustdo”, que
funciona escrevendo gradualmente e sucessivamente a figura requerida

com poligonos, aproximando a curva. Arquimedes também escreveu

® Apoldnio de Perga: Foi um matematico e astrénomo grego da escola alexandrina, chamado de o
Grande Gedmetra. Viveu em Alexandria, Efeso e Perga. Sua obra foi vasta e algumas foram
perdidas: Uma dessas obras apresenta o método para efetuar calculos de aproximagdo do nimero n
mais precisa que a dada por Arquimedes; Dividir em uma razdo (perdida), varios casos sobre o
problema dado duas retas e um ponto em cada uma, tracar por um terceiro ponto dado uma reta que
corte sobre as retas dadas segmentos que estejam numa razdo dada; Cortar uma area; Sobre sec¢ao
determinada, geometria analitica; Tangéncias, onde consta o conhecido “problema de Apolénio”,
inclinacGes, sobre problemas planos utilizando régua e compasso; “Lugares planos”. Flood & Wilson
(2013).
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http://pt.wikipedia.org/wiki/Astr%C3%B4nomo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Gr%C3%A9cia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Alexandria
http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%89feso
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inimeros trabalhos com tdpicos antes dos estudos modernos da Fisica,
incluindo mecénica, otica e hidrostatica. Suas temidas maquinas de guerra
e outros instrumentos divulgaram sua fama muito além dos confins da
ciéncia. (BRUMMELEN, 2009, p.26, traducdo nossa).

Apolénio de Perga, contemporaneo de Arquimedes, da inicio aos estudos
das denominadas curvas conicas: a elipse, a parabola, e a hipérbole, que
desempenham, na matematica atual, papel muito importante.

No tempo de Apoldnio e Arquimedes, a Grécia ja deixara de ser o centro
cultural do mundo, o qual, por meio das conquistas de Alexandre, havia se
transferido para a cidade de Alexandria. Depois de Apolonio e Arquimedes, a
matematica grega entra no seu declinio. A matematica grega teve origem no
racionalismo jénico e seu principal estimulador foi Tales de Mileto, considerado o pai
da matemética moderna grega. O racionalismo jénico objetivou o estudo de quatro
pontos fundamentais: compreensao do lugar do homem no universo conforme um
esquema racional, encontro da ordem no caos, ordem das ideias em sequéncias
l6gicas e obtencado dos principios fundamentais. Tais pontos partiram da observacgao
gque 0s povos orientais tinham deixado de fazer a respeito do processo de
racionalizacdo de sua matematica, contentando-se, tdo somente, com sua aplicacao.

Neste periodo comecam a surgir as primeiras divisdes nas ciéncias. Na
Grécia surgem dois grupos distintos de filésofos: os Sofistas e os Pitagdricos, os
quais passam a analisar as ciéncias de dois modos diferentes.

Os Sofistas abordavam os problemas de natureza matematica como uma
investigacao filoséfica do mundo natural e moral, desenvolvendo uma matemética
mais voltada & compreensdo do que a utilidade. E a énfase na abstracéo
matematica em detrimento da matematica essencialmente prética.

Os Pitagoricos, sociedade secreta criada por PitAgoras de Samos,
enfatizavam o estudo dos elementos imutaveis da natureza e da sociedade. O chefe
desta sociedade foi Arquitas de Tarento ™ (428 a.C.-347 a.C.). Os Pitag6ricos

estudavam o quadrivium (geometria, aritmética, astronomia e musica). Sua filosofia

" Arquitas de Tarento: Foi filésofo, cientista, estrategista, estadista, matematico e astrénomo grego,
considerado o mais ilustre dos matematicos Pitagoéricos. Acredita-se ter sido discipulo de Filolau de
Crotona e amigo de Platdo. Fundou a mecanica matematica e influenciou Euclides. Foi o primeiro a
usar o cubo em geometria e a restringir as matematicas as disciplinas técnicas como a geometria,
aritméticas, astronomia e acustica. Embora inimeras obras sobre mecanica e geometria lhe sejam
atribuidas, restaram apenas fragmentos cuja preocupacao central € a Matematica e a Musica,
acredita-se que Arquitas seja o fundador da mecénica matematica. Tucker (2005).
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pode ser resumida na expressao “tudo € numero”, com a qual diziam que tudo na
natureza pode ser expresso por meio dos numeros.

Aos Pitagoricos, a Pitdgoras de Samos, principalmente podemos creditar
duas descobertas importantes: o conceito de numero irracional por meio de
segmentos de retas incomensuraveis e a axiomatizacao das relagdes entre os lados
de um tridngulo retangulo (teorema de Pitagoras), que ja era conhecido por

babildnicos e egipcios.

Figura 2:"»"P3ijtglg—c;ahls‘ de
Fonte: Site:www.wordpress.com

Os matematicos gregos do periodo classico comecam a trabalhar com o
principio da inducdo légica apagoge™ que é o inicio da axiomatica, a qual foi
desenvolvida por Hipocrates. Os trés problemas que deram inicio ao estudo da
axiomatica foram: trisseccdo de um angulo, duplicacdo do volume do cubo
(problema délico) e quadratura do circulo.

Podemos observar que as descobertas matematicas estdo relacionadas
com 0s avancos obtidos pela sociedade, tanto intelectuais quanto comerciais. Se no
principio a matematica era essencialmente pratica, visto que as sociedades eram
rudimentares, com o desenvolvimento destas sociedades a matematica também
evoluiu, passando de uma simples ferramenta, que auxiliava nos problemas préticos,
para uma ciéncia que serviu como chave para analisar o mundo e a natureza em
gue vivemos.

A trigonometria, no inicio, ndo era vista como uma ciéncia, mas sim

BN

enquanto ferramenta para auxiliar no estudo da astronomia e a medida que a

"2 Fonte da figura disponivel em: http://www.gloriacansecoalvarez.files.wordpress.com.pitagoras.jpg,
acesso em 10 de julho de 2013.

% Prova através da apresentacdo da falsidade do oponente; argumentacdo indireta que prova a
impossibilidade ou falta de l6gica do oponente.
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trigonometria foi se desenvolvendo, ela passou a servir de base para outras areas
do conhecimento.
Segundo Rosa (2012),

Para muitos autores, a trigonometria, ainda que incipiente e no estagio
pioneiro, foi objeto de estudos na antiga Grécia. A evolucao foi lenta, ja que
ndo dispunham os matematicos helénicos de instrumental apropriado para a
geometria esférica e a trigonometria. (ROSA, 2012, p.154).

Portanto os gregos antigos transformaram a trigonometria em uma ciéncia
ordenada, e desta forma a Astronomia foi a forca motriz para tais avangos em
trigonometria, que nos primordios estava na trigonometria esférica principalmente
por causa daquela aplicacéo.

Katz (2010) afirma,

Na aplicacdo da matematica ao estudo da astronomia, 0os gregos criaram a
trigonometria plana e esférica e também desenvolveram um modelo
matematico do universo, um modelo que modificaram muitas vezes durante
0s cincos séculos entre os tempos de Platdo e Ptolomeu. (KATZ, 2010,
p.171).

E os trés principais nomes que conhecemos no desenvolvimento da
trigonometria grega sao: Hiparco, Menelau e Ptolomeu. Havia provavelmente outros
colaboradores, mas ao longo do tempo suas obras foram perdidas e seus nomes
foram esquecidos.

Flood & Wilson (2013), afirma:

Embora pouco da obra de Hiparco tenha sobrevivido, Claudio Ptolomeu o
considerava 0 seu antecessor mais importante. Na verdade, a disciplina
Trigonometria (que significa medicdo de angulos), criada por Hiparco por
volta de 150 a.C., foi desenvolvida por Claudio Ptolomeu. (FLOOD &
WILSON, 2013, p.32).

Nesse sentido relativo ao problema da navegacdo e a astronomia,
encontramos, entre 0s gregos, grandes matematicos que contribuiram com
medicdes, célculos e ideias, que poderiamos considerar como 0s primeiros estudos
com indicios de trigopnometria.

Podemos citar, por exemplo, Hipsicles de Alexandria™(240 a.C.—170 a.C.)
Aristarco de Samos, Eratéstenes de Cirene, Hiparco de Niceia, Claudio Ptolomeu,

outras fontes precursoras da trigonometria sdo normalmente, citadas, com a obra

™ Hipsicles de Alexandria: Foi um Astrdnomo e gedmetra grego nascido em Alexandria, Egito,
especialista em estudos de sélidos regulares e suposto autor de uma obra de astronomia, De
ascensionibus (180 a.C.), onde dividiu o dia em 360 partes, inspirado na astronomia babildnica,
popularizada mais tarde por Hiparco de Nicéia (190 a.C-126 a.C.). Tucker (2005).
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Arenario de Arquimedes de Siracusa, Optica de Euclides de Alexandria, Dindstrato™
(ca.390 a.C.—ca.320 a.C) e a descoberta, por Apoldnio de Perga da projecdo
estereografica da esfera sobre o plano.

Apesar de, estritamente falando, ndo haver nenhuma trigonometria, nos
trabalhos de Euclides e de Arquimedes, existem teoremas apresentados de uma
forma geométrica que s&do equivalentes a férmulas ou leis trigonométricas
especificas. Por exemplo, as proposi¢cdes 12 e 13 do Livro Il dos Elementos séo a lei
dos cossenos para angulos agudos e obtusos, respectivamente. Teoremas a
respeito do comprimento das cordas sao aplicacdes da lei dos senos.

a b ¢
senA senB senC

a’> =b?>+c?-2bc-cosA

7

E o teorema de Arquimedes sobre cordas rompidas € equivalente as
férmulas para o seno de somas e diferencas de angulos. Para compensar a falta de
uma tabela de cordas, os matematicos da época de Aristarco de Samos as vezes
usavam um conhecido teorema de que, em notacdo moderna, seria
sena o Tga

<—<—
senf B Tgp

, sempre que 0° < (B, a) < 90°, dentre outros.

Nesse sentido Neugebauer (1983), afirma:

Com a ajuda de tais desigualdades Aristarco estimou 0s valores numeéricos
de fungdes trigonométricas em alguns casos especificos de &angulos
pequenos. Algumas décadas mais tarde, Arquimedes fez uso da mesma
férmula. Al-Biruni preservou um Lema de Arquimedes, o que mostra que ele
tinha uma versédo equivalente do teorema de Ptolomeu a sua disposicao
(NEUGEBAUER, 1983, p.773, traduc&o nossa).

A primeira amostra documentada de contribuicdo grega para o estudo da
trigonometria apareceu por volta de 180 a.C. quando Hipsicles, influenciado pela
cultura babilénia, dividiu o zodiaco em 360 partes. Essa ideia foi posteriormente
generalizada por Hiparco para qualquer circulo.

A primeira tabela trigonométrica foi aparentemente compilada por Hiparco
de Niceia, que passou a ser conhecido como o “pai da trigonometria”, pois na

segunda metade do seéculo Il a.C., realizou muitas observacbes planetérias,

® Dinéstrato: Foi um matemaético e grego irmao Menaechmus é conhecido por empregar quadratrix
para resolver o problema da quadratura do circulo. Embora Dindstrato tenha resolvido o problema da
guadratura do circulo, ndo foi usado para essa finalidade utilizou apenas régua e compasso, por
assim a sua solucéo violou os principios gregos fundadores da matematica. Mais de dois mil anos
mais tarde, iria provar que é impossivel resolver o problema da quadratura do circulo usando apenas
régua e compasso. Rooney (2012).
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introduziu um sistema de coordenadas para a esfera celeste, visando relacionar as
coordenadas de um ponto num sistema de coordenadas com as suas coordenadas
de outro sistema, esses trabalhos serviriam para resolver problemas astronémicos,
mais a ferramenta matematica para resolver tal problema era a trigonometria
esférica, mais para poder utilizar a trigonometria esférica seria necessario
desenvolver antes a geometria esférica, varias pesquisas histéricas foram feitas em
varias fontes primarias para poder ter uma imagem razoavel do seu trabalho.

Nesse sentido Heath (1981, p.257, tradugao nossa), afirma: “Mesmo que
Hiparco ndo tenha inventado a Trigonometria, ele € a primeira pessoa, de quem
temos provas documentais, que tenha feito uma utilizacdo sistematica da
trigonometria”.

Devido suas necessidades praticas em Astronomia 0S gregos criaram a
uma unidade angular e dessa forma era possivel medir o angulo ou arco em graus e
minutos, Hiparco decidiu usar a mesma medida para o raio da circunferéncia,
adicionalmente, era feita a construcdo de uma tabela de cordas de circulo,
instrumento fundamental em trigonometria, € atribuida a Hiparco, o pioneirismo na
medicdo dos angulos.

Katz (2010, p.180-181) afirma, o elemento basico na trigonometria de
Hiparco e também, mais tarde, na trigonometria de Ptolomeu era a corda que
subentende um dado arco (ou angulo central) numa circunferéncia de raio fixo. Os

dois deram uma tabela listando o e corda(c), para varios valores de arc.o .
Notemos que a corda(a), doravante abreviada para crd (o), € simplesmente um

comprimento conforme figura 25.

crd(130°—0t)

crd(a)

Figura 25: A representacdo da corda (ou angulo central)76
Fonte: Vitor J. Katz 2010

’® Fonte da figura extraida do livro Histéria da Matematica de Vitor J. Katz 2010, p.181.
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Se o raio da circunferéncia for representado por R, entdo, a corda

encontra-se relacionada com o seno pelas seguintes equacdes abaixo.

1

=.Crd(a)

d = sin(g] ou Crd (o) =2R- sin(gj
R 2 2

Sarton (1959, p.286, traducao nossa) afirma, Hiparco escreveu um tratado
em doze livros sobre cordas em um circulo, no qual se ocupou da construcéo do que
deve ter sido a primeira tabela trigopnométrica, que se perdeu ao longo tempo.
Acredita-se que este tratado continha alguma teoria trigonométrica geral
conjuntamente com algumas tabelas e também fez uso sistematico do circulo de
3600°.

Katz (2010) afirma,

Para lidar quantitativamente com as posicdes das estrelas e dos planetas, é
necessario fixar uma unidade de medida de arcos e angulos e um método
de especificar onde um corpo particular se encontra localizado na esfera
celeste isto é, um sistema de coordenadas. A unidade para medida de
angulos de Euclides era simplesmente o angulo reto. Outros angulos eram
referidos como partes ou multiplos deste angulo. Os babilénios, no entanto,
iniciaram, antes de 300 a.C., a divisdo da circunferéncia em 360 partes,
chamadas graus, e nos dois séculos seguintes esta medida, juntamente
com a divisdo sexagesimal dos graus em minutos e segundos, foi adaptado
no mundo grego. Hiparco foi um dos primeiros a fazer uso desta medida,
embora também usasse arcos de 1/24 e 1/48 de circulo, assim
denominados “passos” e “semi-passos”, em parte do seu trabalho (KATZ,
2010, p.179).

Evidentemente, Hiparco fez esses calculos para usa-los em seus estudos
de astronomia. Hiparco foi uma figura de transicdo entre a astronomia babilénia e a
obra de Ptolomeu. As principais contribuicdes a Astronomia, atribuidas a Hiparco se
constituiram na organizacdo de dados empiricos derivados dos babilénios, bem
como na elaboracdo do primeiro um catalogo estrelar com as posicbes de 850
estrelas, aperfeicoamento de constantes astrondmicas importantes, duragdo do més
e do ano, o tamanho da Lua, o angulo de inclinacdo da ecliptica e, finalmente, a
descoberta da precesséo dos equindcios’.

Nesse sentido Heath (1981), afirma:

E creditado a Hiparco ser a primeira pessoa a determinar exatamente os
horarios do nascer e pbr os signos zodiacais. Pappus de Alexandria, que

" Precess&o dos equinécios: E literalmente um circulo imaginario, riscado na esfera celeste pela
projecdo do eixo de rotagdo terrestre. Esse risco, que ha milénios vem sendo acompanhado, se
chama precessao que é um movimento para trds em relacdo ao avanco do ponto vernal do equador
celeste. Neto (2013).
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era um professor de matematica, no século |V, observou que Hiparco em
seu livro sobre a ascensédo dos doze signos do zodiaco mostra por meio de
célculos numéricos que arcos iguais do inicio semicirculo com Cancer que
fixou em tempos que tém uma certa relacdo uns aos outros e ndo mostram
em toda parte a mesma relacdo entre os tempos em que se levantam.
(HEATH, 1981, p.257. traducdo nossa)

Hiparco incorporou dados das suas observagcbes astronbmicas aos
modelos geométricos usados para explicar movimentos astrondmicos. Também
pode ter desenvolvido um instrumento do tipo de um astrolabio para calcular a hora
da noite a partir da observacao das estrelas.

Parece que o uso sistematico do circulo de 360° e em boa medida é
devido a Hiparco, ele pode ter tirado a ideia dessa divisdo de Hipsicles, que tinha
anteriormente dividido o dia em 360 partes, uma divisdo do dia que deve ter sido
para as necessidades da astronomia babilbnica, pois na astronomia babildnica

antiga, o zodiaco havia sido dividido em doze “signos” ou 36 “decanos”.

Figura 26: Relégio Zodiaco™
Fonte: Anne Rooney 2012

(ROONEY, 2012, p.88) afirma, foram os babilénios que dividiram o
zodiaco em 12 signos ou 36 decanos, refletindo seu ciclo sazonal de
aproximadamente 360 dias.

Nesse sentido um ciclo sazonal é de aproximadamente 360 dias pode ter
correspondido aos signos e decanos do zodiaco, dividindo cada signo em trinta
partes e cada decano em dez partes. Infelizmente toda a obra de Hiparco se perdeu,
exceto uma tabela de corda, que eram uma ferramenta essencial para o

"8 Fonte da figura extraida do livro Histéria da Matematica de Anne Rooney 2012.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Astronomia_babil%C3%B4nica

80

desenvolvimento precoce da trigonometria, todavia ganhou-se o conhecimento de
seu trabalho através de Ptolomeu.

Depois de Hiparco o préximo matematico grego conhecido por ter feito
contribuicdo importante para a trigonometria foi Menelau de Alexandria, sabe-se que
escreveu varias obras de trigonometria e geometria, através de comentarios de
sabios gregos e arabes, alguns desses comentadores foram, Pappus’(290-350) e
Proclus * (412/17-485) e Theon de Alexandria * (335-405), ficaram poucas
informacdes sobre sua vida, mas sua obra teve grande influéncia na evolucdo da
trigonometria esférica e na astronomia. Dentre as obras de Theon temos, uma
colecdo de seis livros sobre “Cordas no Circulo”, um livio de “Elementos da
Geometria” e uma série de trabalhos em geometria e astronomia, todos perdidos.

O Unico livro de Menelau que sobreviveu ao tempo foi 0 “Sphaerica”, um
tratado em trés volumes sobre geometria e trigonometria esférica, no terceiro livro
contém algumas excelentes informacdes sobre o desenvolvimento da trigonometria
e é o primeiro trabalho que foi preservado em trigonometria esférica. Infelizmente, a
versao grega do texto esta perdida, e tudo o que resta € uma versado arabe traduzida
mil anos depois que o original foi escrito.

Vérios tradutores ao longo dos anos tiveram seu comentario incluido

nessa obra, tornando dificil separar o original dos comentaristas. No entanto, este

7 Pappus: Foi um dos ultimos grandes matematicos gregos da Antiguidade, conhecido por sua
Sinagoga ou Collection (c. 340), cole¢do, sua obra mais conhecida, € um compéndio de matemética
em oito volumes, o primeiro livro foi perdido e o restante dos livros sobreviveu até hoje, abrange uma
ampla gama de tépicos, incluindo geometria, matemética recreativa, duplicacdo do cubo, poligonos e
Poliedros, desenvolveu um teorema que leva seu nome Teorema de Pappu sem geometria projetiva.
Rosa (2013).

% Proclus: Um dos Ultimos grandes filosofos classicos, a maioria das obras de Proclus séo
comentarios sobre os dialogos de Platédo (Alcibiades, Cratilo, Parménides, Republica, Timeu). Nestes
comentarios ele apresenta seu préprio sistema filoséfico como uma interpretacao fiel de Platdo, e
nisso ele nao difere de outros neoplaténicos, pois ele considerava os textos platbnicos ser
divinamente inspirado (ho theios Platon) O divino Platdo, inspirado pelos deuses e, portanto, eles
falaram muitas vezes de coisas sob um véu, escondendo a verdade do ndo-iniciado filosoficamente.
Proclus também escreveu um influente comentéario sobre o primeiro livro de Euclides Elementos de
geometria. Este comentario € uma das fontes mais valiosas que temos para a histéria da matemética
antiga. Neste trabalho, Proclus também listou um conjunto dos primeiros mateméticos associados
Platdo (Leodamas de Tasos, Arquitas de Taras e Teeteto), um segundo conjunto de matematicos
mais jovens (Neoclides, Eudoxo de Cnido), e um terceiro conjunto ainda mais jovem (Amintas,
Menaechmus e seu irméo Dinostratus, Theudius de Magnésia, Hermotimus de Colofon). Alguns
desses matematicos foram influentes na organizacdo dos Elementos de Euclides publicados mais
tarde. Rosa (2013).

® Theon de Alexandria: Foi professor de matematica e astronomia, famoso por seus comentarios
sobre varias obras, como Almagesto de Ptolomeu e a obras de Euclides, estes comentarios foram
escritos por seus alunos e alguns sdo até mesmo pensados para ser notas de aula tomadas por
estudantes em suas palestras. Notabilizou por ser pai da filosofa Hipatia e por produzir em 390 uma
versdo mais elaborada da obra dos Elementos de Euclides e foi o Unico texto grego dos elementos
conhecidos, até que uma versao foi descoberta no Vaticano no final do século 19. Tucker (2005).
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trabalho ainda proporciona uma boa fonte para o desenvolvimento de trigonometria
grega.

No Livro |, da Sphaerica, estabelece-se uma base tedrica para estudo dos
triangulos esféricos assim como Euclides fez para os triangulos planos, como
teoremas usuais de congruéncia e teoremas sobre tridangulos isosceles entre outros.
Além disso, contém um teorema que ndo possui um analogo euclidiano, que é “dois
tridngulos esféricos sdo congruentes quando os angulos correspondentes sdo
iguais” (Menelau nao fazia distingdo entre tridngulos esféricos congruentes e

simétricos).

Menelau estabeleceu também o fato de que a soma dos angulos de um

triangulo esférico € maior que 180°. O Livro Il contém teoremas de interesse da

astronomia e no livro Il desenvolve-se a trigonometria esférica através da proposicao

conhecida como teorema de Menelau, esse teorema tem uma representacédo para 0s

casos plano e esférico, vamos apresentar apenas o caso esférico.
De acordo com Katz (2010, p.191-193) temos um resultado importante
desse trabalho (Sphaerica), hoje conhecido como o Teorema de Menelau, que faz

as relagBes entre os arcos dos circulos maximos, apresentado na figura abaixo.

B &
Figura 27: Teorema de Menelau para Triangulos Esféricos®
Fonte: Vitor J. Katz 2010

Dois arcos AB e AC sédo cortados por outros dois arcos BE e CD que

se interceptam em F. Com os arcos rotulados na figura 27, e com os arcos AB=m,
AC=n, BE=r e CD=s, o Teorema de Menelau, escrito usando senos em vez de

sen(n,) _sen(s,) sen(m,) o sen(n) _ sen(s) sen(r,)
sen(n,) sen(s,) sen(m) sen(n,) sen(s,) sen(r)

cordas, afirma que:

% Fonte da figura extraida do livro Histéria da Matematica de Vitor J. Katz 2010, p.191.
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Menelau estabeleu estes resultados (e a mesma demonstracdo aparece
também no Almagesto) provando-os primeiro para uma configuracdo plana
(representacdo do triangulo plano), semelhante e projetando, entdo, o diagrama
esférico num plano. Ptolomeu usou, entdo, o teorema de Menelau para resolver
triangulos retangulos esfeéricos, triangulos compostos de arcos de circulos maximos,
onde dois dos arcos e encontram num angulo reto.

Dado um tridangulo retangulo esférico com angulo reto em C, e os lados
opostos aos angulos C, B e A, respectivamente ¢, b e a, conforme figura 28,
Ptolomeu configuracdo de Menelau (representacdo do triangulo esférico), contendo.
Por exemplo, se ABC for o triangulo retangulo, construam-se o0s circulos maximos
PM, QN gque tem A, B respectivamente, como polo, e prolonguemos cada lado do
triangulo de modo a encontrar aqueles dois circulos maximos. Existem entdo duas
configuracbes de Menelau, uma com o vértice em M, a outra com o vértice em N.
Visto que o comprimento de um arco de circulo maximo subentendido por um angulo
no poélo desse circulo é igual & medida em graus de angulo, e como P e Q sao polos
de QM, PN, respectivamente, as duas equacbes podem ser simplificadas
consideravelmente para obter resultados relacionando os angulos e os lados do

triangulo dado.

Figura 28: Triangulos Esféricos Retangulos®
Fonte: Vitor J. Katz 2010

Primeiro, usando a configuragdo com vértice M, a equacgdo,

sen(n,) _ sen(s,) . sen(m,)

, fazendo as devidas substituicbes de acordo com a
sen(n,) sen(s;) sen(m)

® Fonte da figura extraida do livro Histéria da Matematica de Vitor J. Katz 2010, p.192.
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sen(90° —A) _sen(90° -a) sen(b)

sen(A)  sen(a) sen(90°)
obter: COS(A) _ cos(a) sen(b)
sen(A)_sen(a). 1

figura 28, torna-se, gue resolvendo podemos

cotg(A) =cotg(a)-sen(b) , como por definicdo cotg(A)= onde

1
tg(A)
também podemos aplicar ao lado (a) e substituindo na equacgédo anterior essa

identidade trigonométrica obtemos.

1 sen(b), portanto temos:
tg(A) t9(@)

_ 9(®
tg(A) = sen(d)’ (01).

sen(n) _ sen(s) 'sen(rz) fazendo as devidas

Utilizando agora a relagao =
sen(n,) sen(s,) sen(r)

sen(90°) _ sen(90°) sen(c)

substituicbes de acordo com a figura 28, torna-se, N
sen(A) sen(a) sen(90")

gue resolvendo podemos obter:
1 1 sen(c)
sen(A) sen(a) 1

, logo obtemos:

sen(a)

sen(A) =seT(c)'

(02).

Segundo, usando a configuracdo com vértice N, a equacao,

sen(n,) _sen(s,) ‘ sen(m,)
sen(n,) sen(s,) sen(m) ’

fazendo as devidas substituicdes de acordo com a

sen(@ _  sen(c) sen(90°-B)
sen(90° —a) sen(90°-c) sen(90°)

figura 28, torna-se, gue resolvendo

podemos obter:

sen(a) _sen(c) cos(B)
cos(a) - cos(c) 1

tg(a) =tg(c)-cos(B), portanto temos:

cos(B) = :3—8 (03).
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sen(n) _ sen(s) sen(r,) fazendo as devidas
sen(n,) sen(s,) sen(r)’

Utilizando agora a relagao

substituicbes de acordo com a figura 28, a relacdo anterior torna-se,

sen(90°) _ sen(90°) sen(90° —b)
sen(90° —a) sen(90°-c) sen(90°)

1 1 cos(b)
cos(a) cos(c) 1

cos(c) =cos(a)-cos(b) (04).

, que resolvendo podemos obter:

, logo obtemos:

Fazendo rotacbes nos outros vértices P, e Q, obtemos de maneira
analoga as demais férmulas, no capitulo Ill, desse texto mostramos um quadro na
pagina (195) onde serdo listadas todas as formulas possiveis para resolucdo do
triangulo esférico retangulo e retilatero.

O grande legado do teorema de Menelau foi ser utilizado como a prépria
trigonometria esférica por varios séculos.

O restante do terceiro livro, de Menelau é composto de proposicdes
trigopnométricas que eram necessarias para resolver problemas em astronomia
esférica.

Outro grande cientista a fazer contribuicdes importantes em trigonometria
do periodo grego foi o astrbnomo, matemético e gedgrafo Claudio Ptolomeu, que em
seu trabalho expandiu as cordas em um circulo de Hiparco, obra essa intitulado de
Almagesto®, e também é chamada de Syntaxis Mathematica (Colecdo Matematica).
A obra é dividida em 13 livros é a sintese dos trabalhos dos astrobnomos da
Antiguidade entre eles temos Aristételes, Hiparco, Posidonio®*(135 a.C.-51 a.C.),
sendo a principal fonte a respeito do trabalho de Hiparco, que € considerado o maior
astrébnomo da Grécia antiga.

Toomer (1984, traducdo nossa) chama o Almagesto uma obra-prima de
clareza e método, superior a qualquer antigo livro cientifico e com alguns colegas de

todo o periodo. Mas é muito mais do que isso. Longe de ser uma mera compilacdo

84 Almagesto: Este tratado € famoso por sua compacidade e elegancia, e para distingui-lo de outros
foi associado a ele o superlativo magiste ou "o maior”, foi chamado também de “O Grande Tratado”,
um tratado de astronomia, mais tarde na Arabia o chamaram de Almagesto, e a partir de entdo a obra
é conhecida por esse nome. Rooney (2012).

% posiddnio: Foi um politico, astrénomo, gedgrafo, historiador e fildsofo estoico grego. Racionalista e
mistico, reuniu diversas correntes filoséficas dentro da estrutura de um monismo estoico, e tratou de
apoiar as suas teorias com o seu grande saber empirico. Zeller chamou-o de “o espirito mais
universal que houve na Grécia desde a época de Aristételes”. Rooney (2012).
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de astronomia antes grega, como as vezes é descrito, € em muitos aspectos um
trabalho original.

O Almagesto é os mais influentes e significativos trabalhos sobre
trigonometria de toda a Antiguidade, baseado na cosmologia aristotélica, apresenta
0 sistema cosmoldgico geocéntrico, o sistema que diz que a Terra é o centro do
Universo e 0s outros astros e corpos celestes descrevem 6érbitas ao seu redor.
Essas Orbitas seriam circulos perfeitos, conforme ensinavam Platdo e Aristételes.
Essa concepcéo foi adotada pelos tedlogos medievais, que rejeitavam qualquer
teoria que n&o colocasse a Terra em lugar privilegiado. Por isso o modelo
geocéntrico foi considerado como correto por cerca de 1500 anos.

Figura 29: Capa do Livro Almagesto de Claudio Ptolomeu®
Fonte: Vitor J. Katz 2010

No Almagesto estd descrito todo o conhecimento astronémico babilénico
e grego, e nele se basearam os astrbnomos arabes, indianos e europeus e tornou-
se o principal texto sobre astronomia nos dezesseis séculos seguintes, até que John
Kepler®’(1571-1630), forneceu os argumentos que consolidaram definitivamente a

teoria heliocéntrica formulada por Nicolau Copérnico®(1473-1543).

% Fonte da figura extraida do livro Histéria da Matematica de Vitor J. Katz 2010, essa capa consta de
um trabalho gravado em madeira de uma primeira impressdo de um resumo do Almagesto (1496),
g7Fonte: Smithsonnian Institution Libraries, Photo. N°. 76-14409) p.183.

John Kepler: Foi um astrébnomo, matematico e astrélogo aleméao e figura-chave da revolugdo
cientifica do século XVII. E mais conhecido por ter formulado as trés leis fundamentais da mecanica
celeste, conhecidas como Leis de Kepler, codificadas por astrdnomos posteriores com base em suas
obras Astronomia Nova, Harmonices Mundi, e Epitome da Astronomia de Copérnico. Essas obras
também forneceram uma das bases para a teoria da gravitagdo universal de Isaac Newton. Tucker
2005).
gs Nicolau Copérnico: Foi um astrbnomo e matematico polonés que desenvolveu a teoria
heliocéntrica do Sistema Solar. Foi também cénego da Igreja Catdlica, governador e administrador,
jurista, astrélogo e médico. Sua teoria do Heliocentrismo, que colocou o Sol como o centro do
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E segundo Ptolomeu, os planetas, o Sol e a Lua giravam em torno da
Terra na seguinte ordem: Lua, Mercurio, Vénus, Sol, Marte, Japiter e Saturno. Com
a ajuda da trigonometria, Ptolomeu estudou o0 movimento desses astros, mas propos
uma explicacdo muito simplista para o problema do movimento aparente dos
planetas: em determinados pontos de suas 6rbitas eles parecem deter-se, inverter
seu movimento, deter-se novamente, finalmente mover-se na diregdo primitiva.
Esses fendbmenos devem-se, na realidade, ao fato de a Terra e os planetas
moverem-se com velocidades diferentes em Orbitas aproximadamente concéntricas
e circulares. Ptolomeu, porém, para procurar explicar esse fendmeno aparentemente
tdo estranho, elaborou um sistema bastante complicado, embora geometricamente
plausivel.

Os planetas estariam fixados sobre esferas concéntricas de cristal,
presididas pela esfera das estrelas Todas essas esferas girariam com velocidades
diferentes, o que, julgava Ptolomeu, explicava as diferentes velocidades médias com

gue se moviam os diversos planetas.

Figura 30: Sistema Geocéntrico de Ptolomeu®
Fonte: Site:www.mundofisico.joinvile.udesc.br

Heath (1981, traducdo nossa) diz que € evidente que nenhuma parte da
trigonometria, ou da questao preliminar para que, em Ptolomeu era novo. Que ele

fez foi abstrair a partir de tratados anteriores e condensar no menor espacgo possivel,

Sistema Solar, contrariando até entdo vigente Teoria Geocéntrica (que considerava a Terra como o
centro), € considerada como uma das mais importantes hipéteses cientificas de todos os tempos,
tendo constituido o ponto de partida da astronomia moderna. Tucker (2005).

% Fonte da figura disponivel em: http:// www.mundofisico.joinvile.udesc.br, acesso em 29 de maio de
2014.
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0 minimo de proposicdes necessarias para estabelecer os métodos e formulas
utilizados.

Alguns historiadores da matematica acreditam que Ptolomeu tenha
concluido a obra iniciada por Hiparco que ele trabalhou alguns detalhes necessarios
e compilados novas tabelas. E dificil dizer o que acréscimos e modificagbes feitas
por Ptolomeu das obras ja existentes.

Katz (2010), afirma:

A trigonometria de Hiparco e de Ptolomeu possibilitou aos gregos "medir”
triangulos nos céus, assim como na Terra, relacionados com ocorréncias
nos céus. Mas seguramente 0s gregos necessitaram ser capazes de
resolver tridngulos ordinarios na Terra, a fim de fazer medidas indiretas de
distancia e de altura (KATZ, 2010, p.197).

O Almagesto € uma fonte mais importante de informacées sobre Hiparco,
também pouco sabe da vida de Ptolomeu além do que aparece la. As observacdes
astrondmicas de Ptolomeu dizem respeito ao periodo entre 127 e 141, e se
basearam em Alexandria, por isso € conhecido como Claudio Ptolomeu de
Alexandria.

O Almagesto é um marco, nele estd contido um modelo de astronomia
que perdurou até Copérnico, no século XVI. Dos treze livros que compdem o
Almagesto, o primeiro contém as informacdes matematicas preliminares,
indispensaveis na época, para uma investigacdo dos fenbmenos celestes, tais como
proposicdes sobre geometria esférica, métodos de célculo, uma tabela de cordas e
explicagbes gerais sobre os diferentes corpos celestes. Os demais livros séo
dedicados a Astronomia.

Katz (2010) afirma,

Foi o trabalho astrondmico com mais influéncia desde o tempo em que foi
escrito até ao século dezessete, e foi copiado e analisado tantas vezes sem
conta. Mais do que outros livros, este deu um impeto a nacéo de que os
astrdnomos podiam criar um modelo matematico - ou seja, uma descricdo
guantitativa dos fendbmenos naturais - que dessa origem a previsdes
confiaveis. (KATZ, 2010, p.183).

Ptolomeu desenvolveu o estudo da trigopnometria nos capitulos dez e
onze do primeiro livro do Almagesto. O capitulo 11 consiste numa tabela de cordas e
o capitulo 10 explica como a tabela pode ser calculada. Na verdade, ndo existe no
Almagesto nenhuma tabela contendo as fun¢des seno e cosseno, mas sim a funcéo

corda do arcoa, ou crda, embora naturalmente esses termos néo aparegcam.
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A funcéo corda do arco o era definida como sendo o comprimento da

corda que corresponde a um arco de o graus em um circulo cujo raio é 60. Assim,
na tabela de cordas de Ptolomeu existiam trés colunas: a primeira listando os arcos,
a segunda, o comprimento da corda correspondente a cada arco e a terceira que

dava o aumento médio de crda, correspondente a um acréscimo de um minuto em
a . Esta coluna era usada pelas interpolacdes, isto &, para achar o valor de crda se

o estivesse entre duas entradas na coluna de arcos. A tabela de cordas de
Ptolomeu é completada por arcos que subtendem angulos crescentes a partir de 1/2
graus a 180° graus em passos de 1/2 graus.

Rooney (2012) afirma,

Ptolomeu usou um raio de 60 como base de sua tabela de cordas e deu
valores em passos de 1/2° de 0° até 180° com precisdo de 1/3600 de uma
unidade. Isto é equivalente a uma tabela de senos para cada 1/4° de 0° até
90°. (ROONEY, 2012, p.90).

No entanto, a tabela de cordas pode ser usada em formulas que sao
equivalentes as formulas atuais para as funcdes trigopnométricas. A tabela de cordas
no Almagesto é provavelmente a mesma tabela de Hiparco ou uma expansdo, mas
nado podemos ter certeza, jA que ndo ha uma coépia da tabela de Hiparco para

comparar com ela. (HEATH, 1981, p.259, traducao nossa).

Arcos Cordas 1/60 Arcos Cordas 1/60
4 0:31,238 0;1,2,50 6 6;16,49 0;1,2,44
1 1:2,50 0;1,2,50 47 47:51,0 0:0,57,34
| % 1;34,15 0:1,2,50 49 49:45 48 0:0,57,7
2 2:5,40 0;1,2,50 72 70;32,3 0;0,50,45
2% 2:374 0:1,2.48 80 77:8,5 0:0,48,3
3 3;8,28 0;1,2,48 108 97:4,56 0;0,36,50
4 4:11,16 0;1,2,47 120 103;55,23 0;0,31,18
4% 4:42.40 0;1,2,47 133 110;2,50 0;0,24,56

Figura 31: Tabela de Corda de Ptolomeu®
Fonte: Vitor J. Katz 2010

Um teorema central para o célculo das cordas de Ptolomeu, e é
conhecido ainda hoje como teorema de Ptolomeu, que é enunciado da seguinte
maneira: “Em qualquer quadrilatero ciclico o produto das diagonais é igual a soma
dos produtos dos lados opostos”, ou seja: AC-BD=AB-CD+ AD-BC.

% Fonte da figura extraida do livro Histéria da Matematica de Vitor J. Katz 2010, p.187.
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Figura 32: Teorema de Ptolomeu®
Fonte: Vitor J. Katz 2010

Nessa obra, aparece a percussora das férmulas de soma e diferenca de
arcos da trigonometria plana, sendo formulada em funcdo da corda e tem a seguinte
representagdo: 120 -crd(o. —B) = crda - crd(180° —B) —crd B - crd(180° — o).

Esta representagdoé facilmente transformada na férmula moderna do

seno da diferenca de dois angulos, sen(a—f3) = sena.-cosf—senf-cosa.

Usando argumentos semelhantes em funcdo da corda, para esta
representacao, 120-crd(180° — (o + B)) = crd(180° — o) - crd(180° —B) —crd B - crd a,
essa expressao tranforma no equivalente a formula do cosseno da soma de dois

angulos. cos(o+B)=cosa-cosp+senao-senp.

Desta forma, o teorema de Ptolomeu leva ao equivalente das quatro
férmulas de soma e diferenca para senos e cossenos, conhecidos como férmulas de
Ptolomeu, apesar de que Ptolomeu na verdade usava corda em vez de seno e
cosseno. Utilizou assim, o que pode ser considerado o prenuncio da conhecida
relacdo trigonométrica fundamental sen®x +cos’x =1.

Toomer (1984) confirma,

A fim de ter calculado é a tabela de corda Ptolomeu deve ter tido
conhecimento dos equivalentes de varias identidades trigonométricas e
formulas. Ptolomeu tinha conhecimento da formula,

corda 2x +(corda(180° —2x)) =4r, o que é equivalente a férmula
sen’x +cos’x = 1(TOOMER, 1984, p.57-58, traduc&o nossa).

Ptolomeu ainda derivou o equivalente a formula da metade de um angulo

: X) 1-cos(x :
SInZ(EJZT()' Ele usou esses resultados para criar suas tabelas

°! Fonte da figura extraida do livro Histéria da Matematica de Vitor J. Katz 2010, p.186.
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trigonométricas, juntamente com interpolagdo, permitiu-lhe calcular tabelas de
cordas com um bom grau de precisao.

Semelhantemente, em termos de corda, Ptolomeu conhecia as
propriedades de seno e cosseno. De posse do equivalente dessas formulas,
Ptolomeu construiu uma tabela de cordas de uma circunferéncia, para angulos que
variam de meio em meio grau, entre 0° e 180°. Calculou comprimentos de corda,
inscrevendo poligonos regulares de 3, 4, 5, 6 e 10 lados num circulo. Isso lhe
possibilitou encontrar a corda subtendida por angulos de 36°, 60°, 72°, 90° e 120°.
Descobriu entdo, um método para encontrar a corda subtendida pela metade do
arco de uma corda conhecida. E também em linguagem atual, semelhante em
termos de cordas teria conhecimento das formulas:

sen(Xx+y)=senx-cosy+seny -cosx
COS(X*tYy)=COSX-COSY FSeny -senx

a b ¢
senA senB senC

N&o é possivel determinar se essas formulas foram derivadas do trabalho
de Hiparco. H& que se dizer que, nem as tabelas de Hiparco nem as de Ptolomeu
sobreviveram aos nossos dias, mas descricbes delas, feitas por outros autores
antigos, deixam pouca duvida da sua existéncia. Menelau avancou muito no campo
da trigonometria esférica, quem sucedeu os gregos na historia da trigonometria
foram os hindus, os quais ainda continuaram a aplicar a trigopnometria a astronomia.
A mais importante contribuicdo do Almagesto foi tornar evidente a possibilidade de
uma descricdo quantitativa dos fendmenos naturais, pela matematica, jA que ele
desenvolveu métodos da trigonometria esférica que simplificaram bastante as
interpretacdes e andlises de tais fenbmenos.

AABOA (1984) confirma:

[...] ndo somente seus modelos astrondmicos, mas também as ferramentas
matematicas, além da geometria elementar, necessarias para a Astronomia,
entre elas a trigonometria. Mais do que qualquer outro livro, o Almagesto
contribuiu para a ideia tdo basica nas atividades cientificas, de que uma
descricdo quantitativa Matemética dos fendmenos naturais, capaz de
fornecer predigbes confidveis, é possivel e desejavel (AABOA, 1984, p.
129).

A evolucéo dada pelos gregos no campo da trigonometria supera os feitos
realizados pelos egipcios e babilénicos, a pesar de os gregos terem utilizados feitos

elaborados daquelas civilizagcbes, porem o0s gregos deram novo formato a
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trigonometria existente até essa época, alguns trabalhos trouxeram avangos
significativos, como os contidos nas obras de Hiparco, Menelau e Ptolomeu, que
serviram de apoio para os matematicos posteriores, que fardo compilacao, traducao
e aperfeicoamento nos textos desses grandes matematicos.

Vale resaltar que por alguns séculos a trigonometria esférica foi o proprio
Teorema de Menelau, um instrumento poderoso para a solucdo de problemas da
astronomia esférica, 0s matematicos posteriores criaram meétodos e o0s
aperfeicoaram para estudar triangulos planos e esféricos, com o intuito de simplificar
os célculos criando, formulas, algoritmos e regras especificas.

E apesar de se considerar que foram o0s gregos o0s grandes
impulsionadores da trigopnometria, € evidente que ndo foram eles os Unicos que a
estudaram. Entretanto, o essencial esta feito, os sucessores indianos, persas e
arabes passam a usar as linhas trigonométricas, aperfeicoando a trigonometria
existente e legando aos séculos posteriores trabalhos que serviram para melhorar

varias ciéncias com seu auxilio.
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2.5 A TRIGONOMETRIA INDIANA

A india é uma vasta peninsula situada ao Sul da Asia, entre 0 Oceano
indico e a Cordilheira do Himalaia. Caracteriza-se pela diversidade e complexidade
das condi¢des naturais.

A historia indiana tem pelo menos 5000 anos. Perto de 3500 a.C., nasceu
a civilizacdo do Indo, no vale desse importante rio, na atual fronteira entre india e
Paquistdo. Os primeiros habitantes dessa regido eram tribos nomades que
cultivavam a terra e domesticavam animais. Apds milhares de anos, uma cultura
urbana passa a surgir nessas tribos. Por volta de 2500 a.C. grandes cidades foram
estabelecidas, foco do que ficou conhecido como a cultura de Harappeana que se

desenvolveu por mais de mil anos.
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A Civilizacdo Indiana, também conhecida como Civilizagdo Hindu, no
inicio de sua histéria teve como principal pilar da sociedade a religido do vedismo. A
histéria da cultura indiana é a soma de varias idades, sendo a primeira, pré-védica, a
civilizacdo harappeana. Fizeram parte dela, entre outras: Harappa, Mohenjo-Daro e
Lothal, cidades que foram destruidas por volta de 1900 a.C. Esta cultura ocupou o

lugar central no mundo, nos quarto e terceiro milénios a.C.

% Fonte da figura disponivel em: http://www.historiadomundo.com.br, acesso em 30 de junho de
2013.
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As cidades de maior destaque desse periodo foram Mohenjo-Daro,
Harappa, ambas no atual Paquistdo, e Lothal, na india. Tais cidades se destacam
por sua organizacdao, culto religioso e tamanho (calcula-se que Mohenjo-Daro tenha
tido cerca de 50.000 habitantes). Essa civilizacdo ainda mantinha relacdes
comerciais com a Mesopotamia. Eles desenvolveram sistemas avancados de
pesagem e medidas. Muito dessa cultura influenciou a cultura hindu, como o culto a

deuses, a figura de Shiva e outras praticas espirituais.

Figura 34: Mapa dos Povos Antigos da india®
Fonte: Site: www.historiadomundo.com.br

Harappaera, uma das cidades, é um dos sitios arqueoldgicos da antiga
civilizacdo harappeana, também chamada de “civilizagdo do Vale do Indo”. Esta
civilizacdo floresceu quando o equindcio vernal do hemisfério norte ocorria na
constelacdo do Touro. Foi esquecida por milénios, e sua existéncia veio a luz com
escavacoes feitas em 1920.

Apesar da falta de adequada documentacéo, ha algumas evidéncias de
que a rudimentar e incipiente matematica na cultura do Indo (Harappa e Mohenjo-
Daro) deva ter sido de aplicacdo prética, voltada para a solucdo dos problemas
diarios da sociedade, como util instrumento no comeércio, na Engenharia e na
Arquitetura; teria havido, por exemplo, um sistema padronizado de pesos e medidas.
A civilizacdo harappeana, até cerca de 1980 era conhecida como civilizacdo do Vale

% Fonte da figura disponivel em: http://www.historiadomundo.com.br, acesso em 20 de setembro de
2013.
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do Indo, se estendeu por mais de 1,5 milhdo de quildmetros quadrados, mais que as
antigas civilizagcbes Egipcias e Mesopotamia junta.

O declinio dessa civilizagcdo ocorreu por volta do segundo milénio antes
de Cristo. Historiadores atribuem o fim do império as diversas inundacdes e o
grande aumento das chuvas, que destruiu a agricultura dessa civilizagdo. A
evidéncia arqueoldgica atual indica que ndo foram invasores arianos, mas desastres
ecologicos, que destruiram esta cultura.

No entanto, a mais duradoura (porém muito contestada) teoria € que
invasdes arianas® colocaram um fim a essa civilizacdo. Ndo ha muitas provas desse
fato e diversos historiadores indianos mostram que a palavra Arya (que em sanscrito
significa “Nobre”) foi empregada erroneamente por historiadores estrangeiros.

EscavacBes arqueoldgicas ocorridas em Mohenjo-Daro nos dao a
indicacdo de uma civilizagdo muito antiga e de uma cultura muito rica na india,
ocorrida na mesma época em que eram construidas as pirdmides no Egito.
Posteriormente o pais foi ocupado pelos invasores arianos que impuseram o sistema
de castas, 0 qual trouxe um atraso muito grande ao desenvolvimento.

Esses invasores arianos desenvolveram na india a escrita sanscrita. Na
mesma época em que Pitdgoras comecou a desenvolver seus teoremas e axiomas
na Grécia, Buda agia na india. Especula-se que Pitagoras esteve em contato com
Buda e que desenvolveu seu mais famoso teorema com os hindus.

Por volta de 1750 a.C., os arianos chegaram a regido, onde encontraram
os dravidas®, um povo mercantilista. Muitos arianos dirigiram-se para o sul e, aos
poucos, sua influéncia espalhou-se por quase toda a India. Eles entdo criaram
barreiras sociais entre arianos e o0s dravidas considerados um povo inferior, o que
originou o sistema de castas. Acredita-se que a entrada das linguas europeias na
india ocorreu no periodo da primeira enchente que atravessou o Hindu Kush,
alcancando as nascentes do rio Indo ou do rio Ganges (ou, provavelmente, as duas).

O periodo védico iniciou-se por volta de 1500 a.C. e durou até o século VI

a.C. O Império Indiano formado era controlado pelos arianos. A lingua falada na

“ A palavra aryan, em Sanscrito, est4 ligada linguisticamente a palavra harijana (pronunciada
hariyana), significando “relacionado a Deus”. Entdo, ariano refere-se aos que praticam o0s
ensinamentos védicos, e ndo significa uma raga em particular. Qualquer pessoa pode ser um ariano
seguindo a clara filosofia védica, enquanto os que ndo a seguem sao ndo-arianos. Rosa (2012).

% Os Dravidas sdo um povo de pele escura, cujos descendentes atuais sdo encontrados
principalmente no sul da india, viviam também no norte ha cerca de cinco mil anos. Porem podem até
ser os indianos aborigines. Rosa (2012).
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regido passou a ser 0 Sanscrito, uma mistura da lingua primitiva com a lingua
ariana. Os arianos se achavam superiores aos habitantes nativos da india.

Para se perpetuarem no poder eles escreveram os Vedas, os livros do
conhecimento. Segundo o Vedismo, todas as pessoas ao nascerem ja tinham seus
destinos determinados pelos deuses. Baseado nestes preceitos a sociedade indiana
foi divida em classes, as chamadas castas.

Os vedas sdo distribuidos em rigveda, yajurveda, samaveda e
atarvaveda. S&8o os quatros livros sagrados escritos em Sanscrito.

Desta forma o escrito mais antigo do sanscrito védico, preservado apenas
no rigveda, € datado de aproximadamente 1200 a.C. A partir do Indo, as linguas
indo-arianas se disseminaram com 0s migrantes que, de 1500 a.C. até 500 a.C.,
foram capazes de se espalhar sobre todo o norte e centro do subcontinente indiano,
com excecao do extremo sul.

Os indo-arianos nestas regifes estabeleceram varios reinos poderosos e
principados, do Afeganistdo oriental até a entrada de Bengala. O mais poderoso
destes reinos foi Magadha, que durou até o século IV a.C., quando foi conquistado
por Chandragupta Maurya e anexado ao Império dos Mauryas.

No Afeganistdo oriental e no sudoeste do Paquistdo, ndo importando
quais linguas indo-arianas eram faladas, elas foram finalmente engolidas pelas
linguas iranianas. A maioria das linguas indo-arianas, no entanto, foram e ainda sao
importantes no resto do subcontinente indiano. Atualmente, as linguas indo-arianas
s&o faladas na india, Paquistdo, Bangladesh, Nepal, Sri Lanka e Maldivas.

Entre 327 a.C. e 325 a.C., ap0s a invasdo de Alexandre, o Grande, surge
o Império Maurya, fundado por Chandragupta Maurya, que se expandiu até abranger
quase toda a india e uma parte da Asia Central. O imperador Asoka, governante
Maurya mais famoso, converteu-se ao Budismo, deixou de guerrear e ajudou a
difundir essa religi&o.

Flood & Wilson (2013), afirma:

Por volta de 250 a.C., o rei Asoka, governante de quase toda a Iindia, se
tornou o primeiro monarca budista. A sua conversdo foi comemorada em
todo o reino com a construcdo de muitos pilares com os seus éditos
esculpidos. (FLOOD & WILSON, 2013, p.42).

Séculos depois, surge outro império forte da regido, conhecido como

dinastia Grupta. Essa familia governou o norte da india e partes do Afeganistio de
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320 a 540, periodo conhecido como Idade de Ouro. Belas cidades foram
construidas, universidades foram fundadas e uma grande civilizagdo floresceu.

As principais obras escritas pelos indianos sdo: Os Sulvasutras e 0s
Siddhantas. Os sulvasutras ou regras de corda, utilizadas para medidas. Ja os
Siddhantas, provenientes do final do quarto século e inicio do quinto, tratavam de
astronomia.

Na india, como o Egito, tinha seus “Esticadores de cordas”, e as primitivas
nocdes geomeétricas adquiridas em conexdo com o tracado de templos e medida e
construgdes de altares tomaram a forma de um corpo de conhecimentos, conhecido
como os SULVASUTRAS, ou “Regras de Cordas”.

Corda ou sulva era uma corda usada para medidas e sutra significava um
livro de regras. A origem e a data dos Sulvasutras séo incertas, de modo que nao é
possivel relacion-los com a primitiva agrimensura egipcia ou com o problema grego
de duplicar um altar. O Sulvasutra tratava-se de um compéndio de livros, todo
escrito em versos.

Nesse sentido Rooney (2012), afirma:

Os primeiros textos hindus a apresentar problemas matematicos foram
Sulvasutras, textos em Sanscritos que apresentam problemas e solugdes
relacionados com a construcéo e posicionamento dos altares de sacrificio.
(ROONEY, 2012, p.76).

A matematica hindu apresenta mais problemas histéricos do que a grega,
pois 0os matematicos indianos raramente se referiam a seus predecessores e
exibiam surpreendente independéncia em seu trabalho matemético.

Nesse sentido, Eves (1995) comenta:

Os textos de histéria da matemética mostram algumas contradicdes e
confusBes ao focalizar os hindus. Isto se deve, provavelmente, em escala
consideravel, ao carater obscuro e quase ininteligivel dos escritos dos
autores hindus. A histéria da matematica hindu carece ainda de uma
abordagem mais confidvel e erudita. (EVES, 1995, p.252).

Por tanto entre os séculos VIII e VII a.C., temos dois dos mais antigos
monumentos da cultura matematica dos hindus, os livros religiosos Sutras e Vedas,
escritos em Sanscrito. O desenvolvimento da matematica na cultura indiana, nos
tempos veédicos e bramanicos, se deveu, principalmente, a sua utilizacao para fins
religiosos e de Astronomia de posi¢cdo. Os primeiros textos de geometria aplicada
tiveram o objetivo, de fundo religioso pratico, de ditar as regras, técnicas e as

instrugbes para a construgéo de altares ou piras rituais de sacrificio. Os Sulvasutra,
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no total de quatro, anexos ao Livro dos Vedas, foram escritos pelos sacerdotes
Baudaiana(800 a.C.), Manava(750 a.C.), Apastamba(600 a.C.) e Katiaiana(200
a.C.), cujas biografias sdo desconhecidas.

No final do Periodo Sulvasutra (lll século a.C.) surgiram 0s primeiros
numerais, mas sem ainda qualquer sinal para o zero. O desenvolvimento do sistema
de notacdo para 0os nuUmeros naturais foi certamente um das duas mais importantes
contribuicdes da india para a histéria da matematica.

Durante os primeiros séculos da era cristd, no periodo do império Kushan
e dos Gruptas, ha testemunhos evidentes da transmissdo do conhecimento
astrondémico grego para a India, provavelmente através das vias comercias romanas.
Curiosamente, a astronomia e a matematica de Ptolomeu ndo foram transmitidas,
mas sim, em particular, a obra de alguns dos seus predecessores, como Hiparco.
Assim como as necessidades da astronomia grega levaram ao desenvolvimento da
trigonometria, as necessidades da astronomia indiana levaram a desenvolvimentos
progressivos neste campo. (KATZ, 2010, p.263).

O comeco da dinastia Gruptas (290) assinalou um renascimento da
cultura sanscrita e estes escritos podem ter sido um produto disto. A trigonometria
de Ptolomeu se baseava na relacdo funcional entre as cordas de um circulo e os
angulos centrais que subentendem. Para os autores dos Siddhantas, a relacéo
ocorre entre metade de uma corda de um circulo e metade do angulo subentendido
no centro pela corda toda.

A obra indiana mais antiga conhecida incluindo texto com trigpnometria é
o Paitamahasiddanta, escrito no principio do século quinto. Esta é a mais antiga
entre varias obras semelhantes que tratavam de astronomia e da matematica
associada, escritas ao longo dos séculos seguintes. Nessa obra contém contetdo de
trigonometria esférica importante na resolucdo de problemas astronémicos,
apresenta também uma tabela de “semi-corda”, que a traducéo literal do termo em
sanscrito € jya-ardha. (KATZ, 2010, p.263).

Existiam também outras obras escritas em Sanscrito, que traz
trigonometria atrelada a astronomia, pois de acordo com Morey (2003, p.19), na
matematica indiana antiga, a trigopnometria era uma parte integrante da astronomia,
referéncias aos conceitos trigopnométricos sdo encontradas nas seguintes obras:

¢ No Surya Siddhanta (c. 400 d.C., de autor desconhecido);

¢ No Prancha Siddhanta de Varahamihira (c. 500 d.C.) €;
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¢ No Brahma Sputa Siddhanta de Brahmagupta (628 d.C.).

Os hindus né@o seguiram o mesmo caminho de Ptolomeu, pois este
relacionava as cordas de um circulo com os angulos centrais correspondentes. Nas
aplicacbes da funcéo corda, era necessario dobrar o arco antes de usa-lo na tabua
de cordas. Naturalmente, era mais conveniente ter uma tabua na qual o préprio arco
fosse a variavel independente. Finalmente, alguém pensou em calcular e usar a

metade da corda de um arco duplo.

c
T sen(%]: 2
cf2 '
- ©oenl3)(5)
sen| = |=| =
2 2r
sen(ij _ crd(x)
- 2 2r

crd(x) = corda de x
Figura 35: O “jiva” hindu®
Fonte: Lobo da Costa, N.M

Outra obra importante dos indianos € os “Siddhantas” que possuem varias
versfes épicas, que teriam sido ditadas pelo Deus do Sol, de nome Surya e se
referem a regras astronémicas (gregas misturadas com o misticismo hindu), de sua
leitura pode-se inferir o nascimento, na india, da precursora da funco trigonométrica

moderna chamada seno.

Wussing (1998) confirma:

A Antiguidade helenistica tinha elaborado uma trigonometria altamente
desenvolvida. Na matemética Hindu ocorreu uma conexdo com a
astronomia uma transformacao trigonométrica: passou da trigonometria da
corda para trigonometria do seno a relagdo entre as duas é dada pela
Igualdade ch(2a) =2-sen(a), que ndo parece ser muito significativo a

primeira vista. No entanto, essa alteracao repercutird no desenvolvimento
posterior por que a relacdo basica entre os lados e dngulos de um tridngulo
particularmente faceis de formular com a trigonometria do seno. (WUSSING,
1998, p.78, tradugdo nossa).

Outro grande nome da matematica indiana é Aryabhata® (c.475-550),

autor de um dos mais antigos textos matematicos indianos, chamado de

% Fonte da figura extraida de Funcdes Seno e Cosseno: Uma Sequéncia de Ensino a Partir dos
Contextos do Mundo Experimental e do Computador — Dissertacdo de Mestrado, Lobo da Costa, N.M,
PUC/SP, 1997.

9 Aryabhata: Também é conhecido como Aryabhata | para distingui-lo do matematico posterior do
mesmo nome, que viveu cerca de 400 anos mais tarde. O seu texto principal que sobreviveu é a
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Aryabhatiya, correspondente a “Os elementos”, de Euclides, a parte matematica
dessa obra cobre topicos de aritmética, algebra, trigpnometria plana e esférica.
Katz (1998) confirma:

As estrofes matematicas do Aryabhatiya contem muito mais do que
resultados trigonométricos. De fato, fornecem regras de procedimentos para
resolugdo de uma grande variedade de problemas matematicos, incluindo
problemas de agrimensura, célculos numéricos e algebra. Mas Aryabhata
ndo da, no texto qualquer justificativa para os seus métodos. (KATZ, 2010,
p.268).

Na obra Aryabhatiya, também contém fracdes continuas, equagbes do
segundo grau, somas de séries de poténcia e uma tabela de senos. A partir do
século V, os hindus passaram a trabalhar com a semi-corda, que atualmente
corresponde ao seno, ao qual chamavam de jiva. Isto possibilitou a visdo de um
triangulo retdngulo na circunferéncia, também escreveu a obra Arya Siddhanta, que
agora esté perdida, mas as contribuicdes em trigonometria dessa obra incluiam:

* Introduzam das quatro principais funcdes trigonométricas feita pelos
astronomos indianos: jya, koti-jya, utkrama-jya e otkram-jya.

* Definido o seno (jya) como a relagdo moderna entre meio angulo e meia

corda.

* Definido o cosseno (koti-jya).

* Definido o senevero (utkrama-jya).

* Definido o seno inverso (otkram-jya).

* Trigonometria Esférica.

Para termos uma visdo desses elementos da trigonometria apresentado
na obra de Aryabhata, apresentamos as trés funcdes trigopnométrica representada na

figura abaixo.
B

0 M A
Figura 36: Diagrama moderno do Jya e Koti-jya98

Fonte: Elaborado pelo Autor

obra-prima Aryabhatiya que é um pequeno tratado astrondmico escrito em 118 versos que dao um
bom resumo da matematica hindu até aquele momento. Brummelen (2009).
% Elaborado pelo autor.
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Na figura (36) no diagrama temos o arco AB, que denota um arco cujas
extremidades sédo A e B de um circulo com o centro O. Temos o segmento BM
perpendicular ao segmento OA, logo temos 0s seguintes segmentos:

» jya (arco AB) = BM
» Koti-jya (arco AB) = OM
» Utkrama-jya (arco AB) = MA

Mais como o raio do circulo € R e o comprimento do arco AB é s, o angulo

subtendido pelo arco AB é s, medido em radianos e é dado por 6 = —. Portanto

s
R
temos as trés fungdes trigopnométricas:

» jya (arco AB) = R-sen(%}
» Kaoti-jya (arco AB) = R-cos(%j

» Utkrama-jya (arco AB) = R-[l—cos(%ﬂ

O termo seno somente foi introduzido na cultura ocidental com os arabes.

A relacdo entre o jya e 0o seno moderno é dada por jya(8) =R-sen(6), com R

representando o raio da circunferéncia.

iya

Figura 37: Meia corda (jya)®

Fonte: Morey (2003, p. 20).

Diferentes astronomos hindus utilizaram diferentes valores para o raio da
circunferéncia. Com isso, varias tabuas de jya (ou seno) foram construidas. As mais
conhecidas estdo descritas nos trabalhos de Aryabhata que utilizava um raio de
3438 unidades e de Varahamihira ** (505-587), com raio de 120 unidades.

% Fonte presente no texto MOREY, B. B. Geometria e Trigonometria na india e nos paises Arabes.
Rio Claro, SP: Editora SBHMat, 2003. (Colecéo Histéria da Matematica para Professores).

19 arahamihira: Também chamado de Varaha ou Mihir, foi um astrénomo, matematico e astrélogo
Indiano que viveu em Ujjain. Brummelen (2009).


http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DVarahamihira%2B%2B(505%25E2%2580%2593587),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Astronomer&usg=ALkJrhjTQ8l5PHeaI-hYgscmX1PtWH4bsw
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DVarahamihira%2B%2B(505%25E2%2580%2593587),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematician&usg=ALkJrhijCSupGPT9eai9qxcVB9y4ya1HDg
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DVarahamihira%2B%2B(505%25E2%2580%2593587),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Astrologer&usg=ALkJrhis4YRnKct8VVXnNBJzMVaUaJkt1Q
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DVarahamihira%2B%2B(505%25E2%2580%2593587),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Ujjain&usg=ALkJrhif2AomVYD1ObNSDPRyfou4Y2UQsw
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(BRUMMELEN, 2009, p.96, tradugcdo nossa). Provavelmente estes astrbnomos
utilizaram métodos de interpolacdo para construir suas tabelas.

Outro grande astronomo/matematico é Varahamihira elaborou um tratado
astronémico, intitulado Panca Siddhanta, datado de 575, continha um bom sumario
de trigonometria hindu antiga, este trabalho foi importante, por trazer informacdes
sobre textos antigos indianos, que agora estao perdidos. A obra € um tratado sobre
astronomia matematica e resume cinco tratados astronémicos anteriores, ou seja, a
“‘Surya Siddhantas”, “Romaka Siddhantas”, “Paulisa Siddhantas”, “Vasistha
Siddhantas” e “Paitamaha Siddhantas”, continha também e uma tabua de senos
aparentemente oriunda da tdbua de cordas de Ptolomeu.

Esta mesma tabela foi reproduzida no trabalho de Bramahagupta'*(598—
670), em 628, e um método detalhado para construir uma tabela de senos para
qualquer angulo foi dado por Bhaskara'®*(1114-1185) em 1150, é um trabalho muito
importante de Bhaskara para lidar com questdes de aritmética, algebra,
trigopnometria e astronomia, resume e baseia-se na obra. Bramahagupta neste
trabalho existem tabelas de senos e outras relacfes trigopnométricas, e até mesmo
dicas de ideias subjacentes no célculo de que estavam explicitamente a ser
desenvolvidas para varios séculos mais tarde, como por exemplo.

(KATZ, 2010, p.266) afirma, que é credita a Bhaskara uma férmula para

0
determinar valores para senos, R-sen(8) = T R-6-(180" -6) _
~+/ 40,500-0(180° - 0)|
4

Na obra de Bramahagupta encontramos um esquema de aproximacoes

um pouco mais rigoroso, usando diferencas de segunda ordem. Em notacéo

191 Bramahagupta: Foi um matematico e astrdnomo Indiano que escreveu duas obras importantes

em Matemética e Astronomia: o Brahmasphutasiddhanta (Extenso Tratado da Brahma de 628), um
tratado tedrico, este livro discute a astronomia, mas pela primeira vez ele olha para como podemos
estudar astronomia usando algebra. Ele ajudou a definir como a matematica indiana desenvolveu,
com seu foco em algebra e aritmética. E também influenciou muito dos matemaéticos islamicos. O livro
€ interessante por vérias razbes e o Khandakhadyaka, um texto mais pratico foi o primeiro a dar
regras para calcular com a zero. Tucker (2005).

192 Bhaskara: Foi um matematico, professor, astrélogo e astronomo, 0 mais importante matematico
do século XIl é o dltimo matematico medieval importante da India. Seus méritos foram logo
reconhecidos e muito cedo atingiu o posto de diretor do Observatério de Ujjain, o maior centro de
pesquisas matematica e de astronomia da india na época, fama desenvolvida por excelentes
matematicos como Varahamihira e Brahmagupta, que ali tinham trabalhado e construido uma forte
escola de astronomia e matematica. Viveu na regido de Sahyadri. Sua obra representou a culminacéo
de contribuicdes hindu anteriores. Seis trabalhos seus sdo conhecidos e um sétimo trabalho,
reivindicado para ele, é considerado por muitos historiadores como uma nao falsificacdo posterior.
Tucker (2005).
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moderna, se D. representa a i-ésima diferenga (dada na estrofe de Aryabhata), X, o

L 3° N ,
i-ésimo arco, e h :3Z o intervalo entre estes arcos, entdo o resultado é mostrado

na formula, sen(x, +0) = sen(xi)+i-(Di +Di+1)—e—22-(Di -D..,)-
2h 2h

Para o seno 3(3/4)° tanto o Siddhantas como o Aryabhatiya tomam
exatamente o numero de unidades contidas no arco, ou seja, 60 [3(3/4)] = 225;
traduzida em linguagem moderna, o seno de um angulo pequeno € quase igual a
medida do angulo em radianos, que é exatamente o que fizeram os hindus. Para as
entradas restantes de seno utilizavam os Hindus uma férmula de recursdo que pode
ser expressa em da seguinte forma: se denotamos por S, a e-nésima sucessédo de
seno que vaide n =1 an =24, e se a soma dos n primeiros senos a R, € entdo Sy, +
Sn+1=S1 - Ri/Sa.

Portanto pode deduzir facilmente que o sen 7(1/2)° = 449, sen 11(1/4)° =
671, e 0 sen 15° = 890, e assim até sen 90° = 3,438, que sdo os valores que
aparecem nas tabelas do Siddhantas e Aryabhatiya. As tabelas incluem os valores
do que chamamos hoje do seno versado ou senoverso de um angulo, ou seja,

1-cos6, na forma trigonométrica moderna, ou 3,438-(1—cos6), na trigonometria

Hindu, do senoverso 3(3/4)° = 7 a senoverso 90° = 3,438. Se dividirmos 0os niumeros
na tabela por 3.438 encontramos resultados que se aproximam dos valores
correspondentes em tabelas trigopnométricas modernas.

Rooney (2012) afirma,

Os mateméticos hindus foram os primeiros a trabalhar com senos da forma
como os definimos agora. No século IV, ou talvez mais tarde no século V, o
autor desconhecido do tratado astronémico hindu Surya Siddhanta, calculou
a fungéo seno para intervalos de 3,75° de 3,75° até 90°. (ROONEY, 2012,
p.91).

Na verdade, a mais antiga tabela dos valores de senoverso sédo dos
séculos IV e V, contidas no Siddhantas da india, foi apenas uma tabela de valores
para o seno e senoverso (em incrementos de 3,75° de 0° a 90°). Isto, talvez, é
menos surpreendente, considerando que 0 senoverso apareceu cOmo um passo

. . L . . 0 senoverso .
intermediario na aplicacdo da féormula de semi-arco, sen? (Ej =5 derivada

das formulas de Ptolomeu, e foi usado para produzir tais tabelas.
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Esta funcdo senoverso foi encontrada pela primeira vez na india no
tratado “Surya Siddhanta” da astronomia, e logo ap0s nos escritos de Aryabhata, o
matematico indiano, compilou uma tabela destas fun¢cbes. A funcdo seno foi
chamado de “jya”, quando girada em 90° e ainda limitada pelo arco, tornou-se
‘utkrama-jya” ou “utramadjia” (versado sine / seno rodado / senoverso).

Em matematica, o senoverso (versin da latin do seio contra), € uma
funcdo da trigonometria (por vezes abreviado como “vers”) definida como em termos
de equacdo:

senoverso(8) = (1—-cosB)

2-sen’ g =(1-cosB), portanto temos.
sen? ] :senoverso(e)
2 2
sen? ] :(1—cose)
2 2

Modernamente o senoverso de um arco 6 é definido como complemento
do seu cosseno em relacdo ao raio unitario do circulo trigonométrico isto €

(1-cos0). Historicamente, o senoverso foi considerado uma das mais importantes

funcBes trigonometricas, mas perdeu popularidade nos tempos modernos, devido a
disponibilidade de computadores e calculadoras cientificas. Quando o angulo 6
tende a zero, senoverso(0) € a diferengca entre dois valores quase iguais, para os
quais o utilizador de uma tabela trigopnométrica que contém apenas os valores de
cosseno exigiriam uma precisdo muito grande, tornando-o conveniente ter tabelas

separadas com 0os mesmos valores de senoverso. Mesmo com o computador, o erro
de arredondamento, convém utilizar a formula sen®(6) para pequenos valores de 6.

Brummelen (2013) afirma:

Na histéria da navegacdo, o0s navegadores tinham mais fungdes
trigonométricas disponiveis que nos temos hoje, e algumas delas tinham
propriedades muito boas. Em adicdo ao seno, os antigos astrdnomos
indianos inventaram o senoverso. Alguém poderia imaginar que a
introducéo desta funcdo poderia simplificar a trigonometria s6 um pouco,
desde que o senoverso é apenas (1—cos6). No entanto, uma vantagem

oculta entra em jogo com a aplicacdo de uma identidade conhecida:

sen? (gj _ Lzose). (BRUMMELEN, 2013, p.159, tradug&o nossa).

Uma outra vantagem do senoverso histéricamente é que é sempre nao-

negativa, de modo que o seu logaritmo é definido em todos os lugares, exceto para
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os valores individuais, onde é zero, de modo que vocé pode usar as tabelas de

logaritmos para férmulas de multiplicagdo que envolvem senoverso.

Figura 38: Representacao no circulo trigonométrico do senoverso'®
Fonte: Elaborada pelo Autor

Como ja falamos, a contribuicdo importante dos hindus foi a introducéo de
um equivalente da fungdo seno na trigonometria para substituir a tabela de cordas
dos gregos. A trigonometria hindu era um instrumento (til e preciso para a
astronomia, essa astronomia hindu, foi influenciada pela astronomia grega. No que
se refere a trigopnometria, temos uma diferenca fundamental, pois a trigonometria
grega tinha carater geométrico enquanto a trigonometria hindu era fundamentada na
aritmética e na algebra.

Embora a influéncia grega seja evidente na trigpnometria hindu, os hindus
nao parecem ter tido oportunidade na ocasido de adotar a geometria grega, ou nao
viram nenhuma vantagem nesse momento, pois eles s6 estavam interessados em
regras de medicao simples.

Wussing (1998) confirma:

Apesar destes resultados da geometria e trigonometria hindu,
particularmente, notavel, o carater geral da matematica hindu estava
marcado por predominio do célculo algoritmico e pelo alto nivel da
aritmética e da algebra (WUSSING, 1998, p.79, traducdo nossa).

Em consonancia com Morey (2003) enumeramos aqui a férmulas que
Joseph, fornece (2000, p.396-397). Ao lado de cada férmula, consta o autor em cuja
obra, segundo Joseph, a féormula aparece pela primeira vez. Além disso, sempre que

possivel, fornecemos datas do periodo de vida de cada um deles.

193 5 grafico elaborado pelo autor e nele esta representa o senoverso (verde escuro) e € mostrado no

eixo horizontal, proximo do cosseno (em vermelho). A partir da figura, é visto que 0 senoverso é o
complemento para 1 de cosseno: na verdade 0 senoverso em conjunto com O COSSeno
correspondente ao raio da circunferéncia trigonométrica, que € unitario.
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Tabela 1. Férmulas e relac®es trigonométricas e seus autores que aparecem pela primeira vez.

TABELA DE FORMULAS

1
1) sen(n+1)a-sen(na)=sen(na)-sen(n—La- (2—25]sen(na) Aryabhata | (476 d.C.)
1
2) cosa= sen(zn - a) Verahamihira (c.505 — 587 d.C.)
3) sen‘a+cos’a=1 Verahamihira (c.505 — 587 d.C.)
4) sen’a= %(sen2 2a-+versen’2a) = %(1—cos 2a) Verahamihira (c.505 — 587 d.C.)
1
5) 1-sen’a=cos’a=sen’ [En -~ aj Brahmagupta (n.598 d.C.)
1 1 1 4
6) sen Zn+§a = E(li sena) Aryabhata™ Il (c.900.)
7) sen(A+B)=senA-cosB+cosA-senB Bhaskaracharya (n.1114 d.C.)

Fonte: Morey, 2003 p. 23

E de amplo conhecimento pelos historiadores da matematica que a
contribuicdo mais importante da trigonometria indiana foi a introducdo da funcéo
seno na sua forma moderna, porém em nosso entendimento outra contribuicdo
importante foi a apresentacdo também da funcdo senoverso ou seno versado, que
dard& um novo impulso nos problemas de Astronomia de Posicdo aplicada a
Navegacao Astrondmica.

Com a transformacdo da funcdo senoverso, séculos depois na funcéo
semisenoverso utilizado para navegacdo, os cdlculos aplicados ao triangulo de
posicdo, foram modernizados e melhorados, pela transformacdo de todas as
férmulas da trigonometria esférica para a utilizacdo da funcdo semisenoverso, e no
século XIX, também pela criacdo por John William Norie **(1772-1843), da tabua
trigonométrica chamada de Norie, aplicada aos calculos de Navegacédo, com valores
logaritmos de todas as funcdes trigopnométricas e também para funcéo
semisenoverso que sera bastante utilizada por navegadores em todo mundo.

Apoés os hindus, foram os arabes e os persas a dar sua contribuicdo a
trigonometria, a matematica e astronomia hindu chegaram aos éarabes que a

absorveram, refinaram e a aperfeicoaram antes de transmiti-la a Europa.

1% 3ohn William Norie: Foi um matematico, hidrégrafo, fabricante grafico e editor de livros nauticos,

sua obra mais famosa foi “Epitome da Navegacdo Pratica (7805)”, que se tornou um padrédo de
trabalho em navegacdo e passou por muitas edicbes como fizeram muitos das obras de Norie. A
Tabua Norie: Esta tdbua era aplicada a Navegacédo Astrondmica, e se constituia, na realidade, uma
série de solugBes pré-computadas de triangulos esféricos, para todas as combinacdes possiveis de
Latitude, Declinagdo e Angulos Horéarios (ou angulo no polo), a fim de facilitar ao navegante a
resolugdo do triangulo de posicéo e a determinagéo rapida e precisa do ponto no mar (Azimute de
Saida e Azimute de Chegada). Tucker (2005).



http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DJohn%2BWilliam%2BNorie%26biw%3D1024%26bih%3D565&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Hydrographer&usg=ALkJrhh0jFnUSWg-89SBTZyPrGHDqCNMOw
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DJohn%2BWilliam%2BNorie%26biw%3D1024%26bih%3D565&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Navigation&usg=ALkJrhhADSrhH6MpgTvG_HzEWu0_RAtBsw
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2.6 A TRIGONOMETRIA ARABE

Até o século VII os arabes encontravam-se divididos em varias tribos,
sendo originarias dos semitas (judeus, fenicios e assirios), algumas sedentarias e
outros nOmades. Geralmente, estas tribos eram hostis entre si e desde tempos
remotos ocupavam a peninsula arabica, localizada no oriente proximo e limitada

pelo mar Vermelho, Golfo Pérsico e Oceano indico.
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Figura 39: Mapa da Expansao dos Povos Arabes™
Fonte: Site: www.historiadomundo.com.br

Em 613, Maomé'®(570-632) comeca a pregacédo de uma nova religido, na
condicao do profeta de Ala (Deus Unico e verdadeiro). Esta nova religido denominou-
se religido Islamica (Islam significa: submisséo).

Em 622 ocorre a “hégira™"’

, mudanca de Maomé de Meca, por causa das
perseguicdes sofridas, marcando o inicio do calendario islamico. Apés muitos anos
de luta, Maomé consegue impor a nova religido a todos os muculmanos, sendo
Meca a principal cidade sagrada. As demais cidades logo foram conquistadas e
também aderiram ao islamismo. Depois da morte de Maomé, os arabes foram

governados pelos califas'®. Estes califas estenderam o dominio mugulmano da india

% Fonte da figura disponivel em: http://www.historiadomundo.com.br, acesso em 30 de junho de

2013.
1% Apu al-Qasim Muhammad ibn 'Abd Allah ibn 'Abd al-Muttalib ibn Hashim é o nome completo de
Maomé (570-632) foi um lider religioso, fundador do islamismo, considerada a segunda religido do
mundo em numero de adeptos, esta uma forma aportuguesada do francés Mahomet. Nasceu em
Meca, localizada na atual Arabia Saudita. Rooney (2012).
107 Hégira, fuga de Maomé de Meca para Medina, marcou também o inicio da era maometana, era
%Lée exerceria forte influéncia sobre o desenvolvimento da matematica. Rooney (2012).

A palavra “califa” é o termo em portugués para a palavra arabe “khalifa”, que é uma abreviacdo de
khalifatu rasulil-lah e que significa sucessor do mensageiro de Deus. Califa era o titulo que se atribuia


http://www.historiadomundo.com.br/
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até a peninsula Ibérica. Esta expansdo &rabe auxiliou para que a Europa
interiorizasse a economia e aumentasse a ruralizacdo da sociedade, expandindo o
processo de feudos.

Com o advento do islamismo, os arabes conquistaram a india, a Pérsia, a
Mesopotamia, o norte da Africa e a Espanha. Tiveram acesso aos escritos cientificos
destes povos e os traduziram para a lingua arabe, enquanto que, na mesma época,

a Europa atravessava a ldade das Trevas.
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Fonte: Site:www.historiadomundo.com.br

Na peninsula l|bérica os arabes realizaram uma revolucdo agricola
construindo canais de irrigagcao, acudes e moinhos d’agua, introduzindo o cultivo de
cana-de-acucar, algodao, canhamo e arroz. Por todo o império circulavam moedas
cunhadas em Bagda, capital do império.

Para unir as varias tribos em Meca foi construido um templo religioso, a
Caaba ou Kaaba (casa de Deus), para o muculmano, a Caaba representa a casa de
Deus, ndo sé o centro do mundo, mas o centro do préprio universo, com as
principais divindades, e quando o profeta Maomeé repudiou todos os deuses pagaos

e proclamou um deus unico, Al4 poupou a Caaba e tornou-a de um centro de

ao chefe supremo do islamismo, durante o periodo de expansdo do Império Arabe (entre os séculos
VIl e XV). O califa possuia varios poderes relacionados a justica, economia, agées militares e acdes
religiosas. Divalte (2002).

199 Fonte da figura disponivel em: http://www.historiadomundo.com.br, acesso em 01 de maio de
2014.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Maom%C3%A9
http://pt.wikipedia.org/wiki/Paganismo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Al%C3%A1
http://www.historiadomundo.com.br/
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peregrinacdo pagd em um centro da nova fé (Isld), submeter-se a vontade de Deus
€ uma mesquita sagrada de al Masjid al-Haramem Meca, e é considerado pelos
devotos do Isla como o lugar mais sagrado do mundo. Na Caaba, encontrava-se a
pedra negra, que de acordo com a crencga, veio do céu pelas maos do anjo Gabriel,
a Caaba é o centro das peregrinacfes (hajj) e € para onde o devoto muculmano

volta-se para as suas preces diarias (salat).
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Figura 41: Caaba™™

Fonte: Site:www.historiadomundo.com.br

As atividades matematicas arabes comecaram com a traducdo do
Siddhantas hindus por Ibrahin Al-Fazari**(m.777) e culminaram com varios tratados
sobre matematica e astronomia escritos por Muhammad Ibn Musa AlKhwarizmi*?
(780-850), por volta de 825. Esses tratados explicavam o sistema de numeragao
hindu. A Europa ficou conhecendo esse sistema de numeragdo gracas a uma copia

latina do século XIlI, visto que o original arabe se perdeu.

10 Eonte da figura disponivel em: http://www.historiadomundo.com.br, acesso em 01 de abril de 2014.

" prahin Al-Fazari: Foi um filésofo, matematico e astrdnomo muculmano, traduziu muitos livros
cientificos em &rabe e persa. A ele é creditado ter construido o primeiro astroldbio no mundo islamico.
Juntamente com Ya Qub ibn Tarig e seu pai ajudou a traduzir o texto astronémico indiano de
Brahmagupta, o Brahmasphutasiddhanta, para o arabe como Az-Zij ala Sini al-Arab., ou o Siddhanta.
Esta traducgéo foi, possivelmente, o veiculo por meio do qual os numerais hindus foram transmitidos a
Plgrtir de india ao Isla. Katz (2010).

Al Khwarizmi: Foi um matematico, astrénomo e gedgrafo persa que viveu durante o império
abéssida, foi um dos primeiros estudiosos da Casa da Sabedoria, em Bagda. As contribuicdes de Al-
Khwarizmi a matemética, geografia, astronomia e cartografia estabeleceu a base para a inovacao em
algebra e trigonometria. No século IX, é o autor de duas famosas tabelas estelares astrondmicas e de
um tratado influente sobre o astrolabio, ele é lembrado pelas suas obras em aritmética e algebra
Nenhum dos livros contém resultados de grande originalidade, mas a sua Aritmética foi importante
por apresentar o sistema numérico indiano ao mundo islamico e, mais tarde, ajudar a disseminar o
sistema de contagem decimal na Europa cristd. Na verdade, o seu nhome arabe, foi transformado em
“algarismos”, foi usado mais tarde na Europa para dar nome aos numerais, também usamos a
palavra algoritmo, que significa procedimento passo a passo para resolver problemas. O titulo do livro
de algebra de al-Karismi é Kitab al-jarb wal mugabala (Compéndio sobre célculo por conclusédo (al-
jabr) e reducéo (al-mugabala). O titulo desse livro € a origem da palavra “algebra”, quando, no século
Xll, as suas obras espalharam-se pela Europa através de traducdes latinas, teve um profundo
impacto sobre o avango da matematica na Europa. Tucker (2005).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Al_Masjid_al-Haram
http://pt.wikipedia.org/wiki/Meca
http://pt.wikipedia.org/wiki/Isl%C3%A3
http://www.historiadomundo.com.br/
http://www.historiadomundo.com.br/
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Philosopher&usg=ALkJrhiIOeqxs1PBZ35Ev89aMmJ7a49a5A
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematician&usg=ALkJrhgMNBtWQNDafVD8NbyAiZyUQ0xD7w
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Astronomer&usg=ALkJrhiv60HkE6N0Eo2BJ2qKWwDA3Mb7hQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Muslim&usg=ALkJrhhY1rHFOD_1phIhHnS-vGkDCXADvQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Arabic_language&usg=ALkJrhjwKc4mLGUMbUh8KRjkGIQj1f1J6w
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Persian_language&usg=ALkJrhhnseFd5MUpzGt-tT6f3TRN0ybuug
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Astrolabe&usg=ALkJrhhB7Kj6utquirvkoGcWKthj88oJuQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Islamic_world&usg=ALkJrhjzLYryXk3T0OLintXY3i0PajBsJw
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Ya%25CA%25BFq%25C5%25ABb_ibn_%25E1%25B9%25AC%25C4%2581riq&usg=ALkJrhjO32eSCOr9W9nHqzcGr0Gx1c5Bcg
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Brahmagupta&usg=ALkJrhjbXOhnoqyYf8EG9bptdCO2JlqovA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Br%25C4%2581hmasphu%25E1%25B9%25ADasiddh%25C4%2581nta&usg=ALkJrhhn-ELVd0dTVjG5AlHCANjiVYT6jg
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Hindu_numerals&usg=ALkJrhgXdH-I8YMuZ5cHR2AtXtDa-2bsdA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Dbiografi%2Bibrahim%2Bal%2Bfazari%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/India&usg=ALkJrhigQ4J-IVx5w0YZx7_BBdlF5YF5zw
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DMuhammad%2BIbn%2BMusa%2BAlKhwarizmi%2B%2B(780%25E2%2580%2593850),%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Islamic_mathematics&usg=ALkJrhj7Ik05ONcv2wS7cZohramxTrAyFQ
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WUSSING (1998, p.86, traducao nossa) confirma, o ponto de partida para
os trabalhos arabes em trigonometria foi a traducdo de um dos Siddhantas hindus
por Al-Fazari em Bagda no ano de 733.

A astronomia de Al Khwarizmi era um resumo dos Siddhantas, que
continha tabelas para as funcfes trigpnométricas de senos e cosseno e um tratado
relacionado sobre trigpnometria esférica o qual mostrava uma influéncia grega nos
textos sanscritos. A matematica do periodo islamico revela a mesma mistura de
influéncias que se tornaram familiares em Alexandria e na india.

Katz (2010) confirma:

Tal como na Grécia e na india, a trigonometria do Isla esteve intimamente
ligada a astronomia e, assim, em geral, os textos matematicos de
trigonometria foram escritos como capitulos de trabalhos astronémicos mais
extensos. (KATZ, 2010, p.341).

Os Astronomos/Matemaéticos islamicos tinham grande interesse em usar a
trigonometria para resolver os triangulos esféricos, pelas aplicagdes nos calculos em
Astronomia, e também porque de acordo com a lei islamica, os muculmanos deviam
se voltar para Meca quando faziam suas rezas (cinco vezes ao dia) durante o dia.
De fato, foi a necessidade de descobrir a direcdo de Meca a mola propulsora para o
desenvolvimento e o aperfeicoamento da trigonometria plana e esférica pelos

arabes.

Figura 42: Meca'™
Fonte: Site: www.historiadomundo.com.br

13 Fonte da figura disponivel em: http://www.historiadomundo.com.br, acesso em 15 de margo de

2014. De acordo com a tradicdo do Isld, a fundacdo da Meca foi realizada por descendentes de
Ismael, primeiro filho de Abrado, durante o século VII, a cidade funcionava como um grande centro
comercial e, naquele mesmo periodo, o profeta Maomé proclamou o Isla na regido. Depois de 966, os
xarifes locais passaram a governar a Meca. Em 1916, com o final do dominio Otomano no territério,
foi fundado o Reino Hashemita do Hejaz por meio de governantes regionais. Em 1925, Meca foi
tomada pela Dinastia Saudita. Desde entéo, a cidade passou por um processo de crescimento muito
rapido no que se refere a infraestrutura e ao tamanho. Geordani (1985).
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Katz (2010, p.341) afirma que para determinar a direcdo a Meca, 0s
matematicos islamicos tinham que ter um conhecimento grande de solucdo dos
triangulos esféricos sobre a esfera terrestre. A solucdo tanto de triangulos planos
como esféricos era também importante na determinacdo dos tempos corretos para
as oracoes. Esses tempos eram definidos em relacao ao inicio e o final do dia, assim
como a duracgéo da luz do dia e da altitude do Sol num dado dia. Para dar cabo a
tais problemas exigia-se elaborados célculos aplicados da trigonometria esférica.

A Casa da Sabedoria ou Casa do saber (em arabe: Baytal-Hikmah) foi
uma biblioteca e centro de traducGes estabelecido a época do Califado Abassida'",
em Bagda, no Iraque. Foi uma instituicdo chave no “movimento das traducdes”,
tendo sido considerada como o maior centro intelectual durante a Idade de Ouro do

Isla.

5

Lssie i
Figura 43; Casa da Sabedoria®
Fonte: Site:www.historiativanet.wordpress.com

A matematica e a astronomia foram enormemente incentivadas pelos
califas de Bagda; Al-Mansur '*® (754-775), Harun al-Raschid '’ (766-809) e Al-

14 5 califado Abassida: Foi o terceiro califado islamico, que construiu sua capital em Bagda apos

terem destronado o Califado Omiada, cuja capital era Damasco, com excec¢do da regido de al-
Andalus. O Califado Abéassida foi fundado pelos descendentes do profeta islamico Abbas ibn Abd al-
Muttalib, o tio mais jovem de Maomé, em Harran, em 750, mudou a sua capital em 762 para Bagda.
Os abassidas fora influenciados pelas mandamentos e hadith coranicos, que dizia “a tinta de um
académico é mais sagrada que o sangue de um martir”, exaltando o valor do conhecimento. Durante
este periodo, o0 mundo islamico se tornou um centro intelectual para ciéncia, filosofia, medicina e a
educacdo, pois os abassidas abracaram a causa do conhecimento e criaram a Casa da Sabedoria
em Bagda. Ali, académicos muculmanos e nao mugulmanos lutaram para juntar todo o conhecimento
do mundo e traduzi-lo para o arabe. Rosa (2012).

5 Fonte da figura disponivel em: http://www.historiativanet.wordpress.com/category/oriente-medio/,
acesso em 12 de julho de 2013.
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Mamun*®(786-833), que reinou entre 813 e 833 e estabeleceu, em Bagda, o centro
de cultura conhecido como “Casa da Sabedoria”, composta de uma biblioteca e um
observatorio.

A Al-Mamun também é creditado o fato de ter atraido muitos eruditos
conhecidos para compartilhar informagdes, ideias e cultura na casa da sabedoria
baseada em Bagdéa. Entre os séculos I1X e XIl, varios dos mestres mugulmanos mais
eruditos fizeram parte deste importante centro educacional, visavam traduzir livros
do persa para o arabe, além de preservar os livros existentes.

Flood & Wilson (2013), afirma:

Em Bagd4, os califas promoviam ativamente a matemética e a astronomia
e, no inicio do século IX, o califa Harun al-Rashid e o seu filho al-Mamun
criaram e sustentaram a “Casa da Sabedoria”, academia cientifica com
extensa biblioteca e observatério. La, os matematicos islamicos traduziram
e comentaram as obras de Euclides, Arquimedes e outros e desenvolveram
o0 sistema de contagem decimal e posicional indiano até os atuais
algarismos indo-arabicos. (FLOOD & WILSON, 2013, p.46).

Com o reinado de Al-Mamun, foram estabelecidos observatorios, e a casa
da sabedoria tornou-se o centro de estudo das humanidades e das ciéncias no Isla
medieval, incluindo matematicas, astronomia, medicina, alquimia e quimica, zoologia
e geografia e cartografia.

Diversas obras classicas da Antiguidade, que de outra forma teriam se
perdido, foram traduzidas para o arabe e o persa, e depois foram traduzidas para o

turco, hebreu e o latim, baseados em textos persas, indianos e gregos, incluindo os

18 Al-Mansur: Foi o primeiro califa abassida que reinou entre 754 e 775, é geralmente considerado

como o verdadeiro fundador do califado abassida. Durante seu reinado, a literatura e as obras
académicas do mundo islamico comecaram a aparecer com forca total, apoiada pela nova tolerancia
dos abassidas aos persas e outros grupos que eram oprimidos pelos Omiadas. Embora o califa
Omiada, Hisham ibn Abd al-Malik tenha adotado praticas persas em sua corte, ndo foi no reinado de
al-Mansur gue a literatura persa e seus trabalhos académicos passaram de fato a serem apreciados.
Geordani (1985).

" Harun al-Raschid: Foi o quinto Califa abassida, reinou entre 786-809, seu governo abrangeu
Irague moderno, seu Califado foi marcado por prosperidade cientifica, cultural e religiosa da arte
islamica e musica islamica também floresceu significativamente a biblioteca lendaria Bayt al-Hikma
(Casa da Sabedoria), durante o seu reinado floresceu em Bagda a mais espléndida cidade de seu
periodo. Geordani (1985).

118 Al-Mamun: Foi o sexto Califa abassida, reinou entre 813-833, no seu reinado teve grande sucesso
do ponto de vista cultural. O califa interessava-se pessoalmente pelo trabalho dos sabios, sobretudo
daqueles que conheciam a lingua grega. Ele reuniu em Bagda de estudiosos de todas as religides, os
quais tratavam magnificamente e com a mais completa toleréncia. Fez vir de Biz&ncio manuscritos
entre eles uma copia do Almagesto, o tratado de astronomia do século Il da autoria de Ptolomeu. Al
Mamum era um apaixonado por astronomia e também em 829 criou um observatério no local mais
elevado de Bagda, perto da porta Chammassiya, o qual foi o primeiro observatério permanente do
mundo. Geordani (1985).
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textos dos seguintes autores: Pitagoras, Platdo '*° (428/27 a.C.—348/47 a.C.),
Aristételes *° (384 a.C.—322 a.C.), Hipdcrates de Quios *** (460 a.C.—377 a.C.),
Euclides, Plotino'#460-377), Claudio Galeno'*(130-200), e os médicos indianos
Sushruta Samhita®**, Charaka ***, sem uma data de nascimento e falecimento
definido e também os matematicos indianos Aryabhata e Brahmagupta, todos
estudiosos acumularam uma grande colecédo de saber mundial, e desenvolveram
sobre essas bases as suas proprias descobertas. Bagda era conhecida como a
cidade mais rica do mundo e centro de desenvolvimento intelectual do momento,
tinha uma populacdo de mais de um milhdo de habitantes, era a cidade mais
povoada da época.
Rooney (2012) afirma,

Conta-se que o califa al-Mamum (786-833) teve um sonho no qual
Aristételes apareceu para ele. Em consequéncia disso, o califa ordenou que

119 p|atdo: Foi um filésofo e matematico do periodo classico da Grécia Antiga, autor de diversos

didlogos filoséficos e fundador da Academia em Atenas, a primeira instituicdo de educacédo superior
do mundo ocidental. Juntamente com seu mentor, Sécrates, e seu pupilo, Aristételes, Platdo ajudou a
construir os alicerces da filosofia natural, da ciéncia e da filosofia ocidental. Acredita-se que seu nome
verdadeiro tenha sido Aristocles. Rosa (2012).
120 Aristoteles: Foi um fildsofo grego, aluno de Platdo e professor de Alexandre, o Grande. Seus
escritos abrangem diversos assuntos, como a fisica, a metafisica, as leis da poesia e do drama, a
musica, a logica, a retdrica, 0 governo, a ética, a biologia e a zoologia. Juntamente com Platdo e
Socrates (professor de Platdo), Aristételes é visto como um dos fundadores da filosofia ocidental. Em
343 a.C. torna-se tutor de Alexandre da Macedénia, na época com 13 anos de idade, que sera o mais
célebre conquistador do mundo antigo. Em 335 a.C. Alexandre assume o trono e Aristételes volta
PZ?ra.Atenas. Rosa (2012). . _ . . . .
Hipo6crates de Quios: E considerado por muitos, uma das figuras mais importantes da histéria da
saude, frequentemente considerado "pai da medicina", apesar de ter desenvolvido tal ciéncia muito
depois de Imhotep, do Egito antigo. E referido como uma das grandes figuras entre Socrates,
Aristoteles durante o florescimento intelectual ateniense. Hipdcrates era um asclepiade, isto &,
membro de uma familia que durante varias geracfes praticara os cuidados em salude. Rosa (2012).
122 plotino: Foi um filésofo neoplatdnico, autor de Enéadas, discipulo de Amdnio Sacas por onze
anos e mestre de Porfirio. A influéncia de Plotino foi importantissima para os pensadores
neoplaténicos cristao, islamico e judeu. Rosa (2012).
128 Claudio Galeno: Mais conhecido como Galeno de Pérgamo foi um proeminente médico e filosofo
romano de origem grega, e provavelmente o mais talentoso médico investigativo do periodo romano.
Suas teorias dominaram e influenciaram a ciéncia médica ocidental por mais de um milénio. Seus
relatos de anatomia médica eram baseados em macacos, visto que a dissecacdo humana néo era
permitida no seu tempo, mas foram insuperaveis até a descricdo impressa e ilustragdes da dissecgéo
humanas por Andreas Vesalius em 1543. Desta forma Galeno é também um precursor da pratica da
vivisseccao e experimentacdo com animais. Rosa (2012).
124 Sushruta Samhita: Foi um cirurgido e professor de Aiurveda seus trabalhos iniciais foram na
cidade indiana de Benares (Kashi) no século VI a.C. O tratado médico Sushruta Samhita compilado
em sanscrito védico é atribuido a ele. O Sushruta Samhita contém diversas referéncias detalhadas a
doencas e procedimentos médicos. E considerado o “Pai da Cirurgia”. Girish & Shridhar (2007).
125 Charaka: Foi um médico indiano ao qual Ihe é atribuido o Charaka Samhita que, com o Sushruta
Samhita (entre o século IV a.C. e o século Il d.C.), sdo os textos fundamentais da medicina ayurveda
(a tradicional da india). A primeira mencdo a Charaka aparece numa traducéo para o chinés do
Tripitaka budista, que se refere a Charaka como médico pessoal do rei caxemiriano Kanishka (que
reinou 23 anos até 144, aproximadamente). Encontraram-se textos arabes do século VIII nos quais é
mencionado Charaka. Tiwary (1982).
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fossem feitas traducfes de todos os textos gregos que pudessem ser
encontrados. Os arabes viviam em uma paz instavel com o Império
Bizantino e negociaram a aquisicdo dos textos através de uma série de
tratados. Sob o califato de al-Mamum em sua casa da sabedoria, foram
traduzidas versdes completas dos Elementos de Euclides e o Almagesto de
Ptolomeu, entre outras obras. (ROONEY, 2012, p.130).

Essa foi umas das grandes contribuicbes dos arabes, pois tiveram um
papel muito importante na histéria da matematica e das ciéncias em geral, ao
traduziram, fielmente, os classicos gregos (Apolénio, Arquimedes, Euclides,
Ptolomeu e outros). Esses classicos estariam perdidos para ndés sem as traducdes
arabes, devido ao fechamento da escola de Atenas, por Justiniano'**(483-565),
Imperador Romano do Oriente.

Eves (1995) confirma:

Foi de importancia fundamental para a conservacdo de grande parte da
cultura mundial a maneira como os arabes se apoderaram do saber grego e
hindu. Os califas de Bagda foram governadores esclarecidos e muitos deles
tornaram-se patronos da cultura e convidaram intelectuais eminentes para
se instalarem junto as suas cortes. IniUmeros trabalhos de astronomia,
medicina e matematica gregos foram laboriosamente traduzidos para o
arabe e assim preservados até que posteriormente intelectuais europeus
tivessem condi¢des de traduzi-los para o latim ou outras linguas. Nao fora o
trabalho dos intelectuais arabes a grande parte da ciéncia grega e hindu
teria se perdido irremediavelmente ao longo da baixa Idade Média. (EVES,
1995, p.260).

Por tudo isso, ressalta-se a importante influéncia do povo &rabe na
matematica. Contudo, vale ressaltar que os mugulmanos, ao expandir o islamismo,
cometeram um dos maiores crimes contra a humanidade, no que diz respeito ao
conhecimento desenvolvido no periodo até entédo. Pois apds a queda de Alexandria
em 642 frente aos mugulmanos, o califa Omar também chamado de (Umar) ibn al-
Khattab'’'(586-644), teria ordenado ao Emir Amr Ibn Al que procedesse a destruicéo

126 justiniano o Grande: Foi imperador do Império Romano do Oriente, governou desde 01 de

agosto de 527 até sua morte. Durante o seu reinado, Justiniano procurou reviver a antiga grandeza
do império romano classico, reconquistar os territérios perdidos do Império Romano do Ocidente.
Uma das figuras mais importantes da Antiguidade Tardia e dltimo imperador que usou Latim como
lingua materna, o governo de Justiniano € um marco na histéria do Império Romano do Oriente. O
impacto de sua administracdo estendeu além das fronteiras do seu tempo e do seu. Seu reinado é
marcado pelo ambicioso, mas parcial “renovatio imperii Romanorum”, ou “restauragcao do império”.
Geordani (2008).

2 Omar ibn al-Khattab: Foi o segundo califa mulgumano e reinou de 633 até seu assassinato em
644. Epoca de Omar como califa viu o império islamico crescer a um ritmo sem precedentes, levando
o Iraque e partes do Ird desde os sassanidas, e terminando, assim, que o império, e tendo o Egito,
Palestina, Siria, Norte de Africa e Arménia dos bizantinos. Omar também codificou a lei islamica, e
era conhecido por seu estilo de vida simples e modesta vida. A famosa historia fala de ele chegar em
Jerusalém caminhando ao lado de seu camelo em que seu servo estava sentado. Omar € mais
reconhecido pela origem das principais instituicdes politicas do estado mugulmano e estabilizar a
rapida expanséo do império arabe. Geordani (1985).
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de todos o0s manuscritos encontrados na biblioteca (cerca de 600.000)
argumentando que: “Se os escritos dos Gregos concordam com as Sagradas
Escrituras (Coréo), ndo sdo necessarios, se nao concordam, sao nocivos e devem
ser destruidos”. Conta a lenda que os escritos alimentaram as caldeiras das casas
de banhos durante muito tempo.Mas, também a credibilidade desta histéria tem sido
contestada por muitos estudiosos. De qualquer modo, as magnificas obras antigas
(manuscritos) da Biblioteca teriam acabado nos fornos que, durante varios meses,
agueceram as numerosas casas de banhos publicos da cidade. Apenas teriam sido
poupados os livros de Aristoételes.
Katz (2010) afirma,

Para muitos chefes islamicos, as ciéncias estrangeiras eram potencialmente
subversivas da fé, e certamente supérfluas para as necessidades da vida,
seja aqui na Terra, seja no além. E embora os primitivos chefes religiosos
islamicos encorajassem o estudo das ciéncias estrangeiras, ao longo dos
séculos o0 apoio para um tal estudo diminui quando mais chefes religiosos
se impuseram. (KATZ, 2010, p.410).

No entanto a matematica arabe selecionou e aperfeicoou a tradicdo
matematica originada na Grécia e na india, a matemaética arabe foi um vetor para a
divulgacdo dos algarismos hindus no Ocidente, esse desenvolvimento trouxe para

os célculos astronémicos dois tipos de trigonometria: a geometria grega das cordas,

7z

como € encontrada no Almagesto, as tabelas hindus de senos, derivadas dos
Siddhanta, os avancos conseguidos pelos arabes serviram para a matematica que
utilizamos até hoje.

Morey (2001) confirma,

Como em outra &rea da matemética, os arabes selecionaram conceitos de

trigonometria helenistico e indianos e as combinaram numa disciplina que

ficou com poucos similares com suas precursoras. Neste trabalho

consideramos trés aspectos da trigonometria arabe.

a) A introducdo de seis funcdes trigpnométricas basicas: seno e cosseno,
tangente e cotangente, secante e cossecante;

b) A deducéo da regra do seno e o estabelecimento de outras identidades
€,

¢) A construcdo de tdbuas trigonométricas detalhadas com ajuda de varios
procedimentos de interpola¢éo. (MOREY, 2001, p.29).

Entendemos que os avancos realizados pelos arabes na matematica
trouxeram um desenvolvimento e aperfeicoamento a trigonometria que foi instituida

como um ramo distinto das matematicas, 0s matematicos muculmanos,
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principalmente Al Battani*® (c.850-929), Al-Biruni***(973-1055), Abu’l Wafa™°(940—
997/8), lIbn Yunus e Abu Ali Ibn al Haytham ***(965-1039), também estudaram e
desenvolveram a trigonometria esférica e aplicaram-na na solucdo de problemas
astrondmicos.

Podemos dizer que a influéncia arabe comecou com a fundagédo da
Escola de Bagda, no século IX, e um dos seus maiores expoentes foi o principe da
Siria  Mohamed-ben-Geber, conhecido como AL Battani ou Albategnius, nas
traducdes latinas, chamado também de Ptolomeu de Bagda.

Os estudos de Al Battani, ficaram entre o Almagesto e o Siddhanta e foi
por sua influéncia que a trigonometria hindu foi adotada pelos &rabes, o mais
importante foi a utilizagdo que hoje chamariamos de trigonometria o estudo das
proporcdes relativas aos lados e angulos de triangulos para fazer seus calculos. Al-
Battani fez uso de conceitos como 0 seno, cosseno, tangente e cotangente, fez
melhoria em relacdo aos métodos utilizados pelo maior dos astrénomos gregos,

Claudio Ptolomeu, principalmente a partir de sua genial ideia de introduzir o circulo

128 Al Battani: Foi um astronomo e matematico arabe é mais conhecido na astronomia por suas

melhorias e corre¢des da tradicdo ptolomaica. Seu Kitab al-Zij, que em traducéo latina foi muito
influente na Idade Média e do Renascimento, contém um conjunto elaborado de tabelas astrondmicas
e discute uma ampla gama de problemas praticos na astronomia esférica, alguns dos quais foram
concebidos com a finalidade de resolver problemas relacionados astrol6gicos. Ele reconheceu a
possibilidade de um eclipse anular do Sol e obteve o valor muito preciso de 23° 35' para a obliquidade
da ecliptica. Varios outros aspectos especificos da obra de al-Battani exerceu uma forte influéncia
sobre as geracdes posteriores de estudiosos. Katz (2010).

129 Al-Biruni: E considerado como um dos maiores estudiosos da era islamica medieval e era bem
versado em fisica, matematica, astronomia e ciéncias naturais, e também se distinguiu como um
historiador e linguista. Ele também fez contribui¢cdes para as ciéncias da Terra e é considerado como
0 “pai da geodesia” por suas contribuicdes importantes para essa area do conhecimento, junto com
suas contribui¢cdes significativas para a geografia. Noventa e cinco dos 146 livros conhecidos escrito
por Biruni, foram dedicados & astronomia, matematica e geografia e assuntos relacionados. O
principal trabalho de Al Biruni em astrologia € um texto astronémico e matematico, apenas o ultimo
capitulo possui preocupacgdes e progndstico astrolégico. Katz (2010).

1% Muhammah Abu’l Wafa: Foi um matematico e astrénomo persa que trabalhou em Bagda. Ele fez
importantes inovacdes em trigonometria esférica, astronomia e valiosos trabalhos em geometria, e
seu trabalho em aritmética para empresarios contém o primeiro exemplo do uso de nimeros
negativos em um texto islamico medieval. Katz (2010).

31 Abu Ali Ibn al Haytham: Foi um astrébnomo, matematico e fisico persa, ficou conhecido no
Ocidente por Alhazen e de acordo com biégrafos medievais, escreveu mais de 200 obras em uma
ampla gama de assuntos, elaborou um extenso trabalho sobre Optica também escreveu sobre, uma
teoria sobre a luz e uma sobre a visdo, escreveu também sobre Astronomia e Matematica, incluindo
Geometria e Teoria de Numeros dos quais pelo menos 96 de seus trabalhos cientificos séo
conhecidos a maioria de suas obras estdo agora perdidas, 50 delas sobreviveram até certo ponto.
Quase a metade de suas obras sobreviventes sdo em matematica, 23 deles estdo em astronomia, e
14 delas estdo em optica, o restante sdo sobre outros assuntos. Nem todas as suas obras
sobreviventes foram ainda estudados. Seus trabalhos em Geometria tiveram muito influéncia sobre
os gebmetras arabes. Das obras em astronomia que continham alguns estudos em trigonometria
plana e esférica temos: Corre¢cdes do Almagesto, Dlvidas sobre Ptolomeu, Resolugcao de Duvidas
sobre o Almagesto, A Correcéo das Operagcdes em Astronomia e A Direcdo de Meca. Tucker (2005).
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de raio unitario e é responsavel também pela formulacdo e estabelecimento de
algumas das relac¢des trigonométricas importantes, quais sejam:

tgx senx
senx = ——9%X tgx =

«/tg2x+1 ~ cosX

cosx=——1 secx = \tgx? +1
Jtg? x+1

No século IX os arabes conheciam a tangente e a cotangente, que a

tabularam pela primeira vez nessa época, Introduziu-as nos céalculos gnémicos e
chamou-as de “sombras ampliadas”. E o que nds chamamos na moderna
trigonometria de tangente, a ideias associadas a sombras projetadas por uma vara
colocada na horizontal. A variacdo na elevacdo do Sol causava uma variagcdo no
angulo que os raios solares formavam com a vara e, portanto modificava o tamanho
da sombra.

T

{ y
sol |

k\_\;/ :
3 ~

vara

N sombra

Figura 44: Figura da Sombra™?
Fonte: Site:www.historiativanet.wordpress.com

A introducdo da tangente na trigonometria provou ser de capital
importancia. As primeiras tabelas de sombras conhecidas foram produzidas pelos
arabes por volta de 860.

Rooney (2012) afirma,

A primeira tabela de tangente e cotanglente foi criada por volta de 860 pelo
astronomo persa al-Hasib al-Marwazy 3 (c.778-870), o astrdnomo sirio al
Battani (c.858—-929) formulou uma regra para determinar a elevacdo do sol

%2 Fonte da figura disponivel em: http://www.historiativanet.wordpress.com/category/oriente-medio/,

acesso em 15 de fevereiro de 2014.

138 Al Hasib al-Marwazy: Foi um astronomo, o geégrafo e matematico um persa, fez observacdes
entre 825-835, e compilou trés tabelas astronémicas: a primeira ainda estava na forma Hindu, o
segundo, chamado de tabelas, foram os mais importantes, pois eles sdo provavelmente idénticos
com os testados Mamunic ou tabelas arabes e pode ser um trabalho coletivo de astrébnomos de Al-
Mamun, o terceiro, chamado de tabelas do xa, eram menores. A propésito do eclipse solar de 829, Al
Hasib nos da o primeiro exemplo de uma determinacdo de tempo por uma altitude (neste caso, do
sol) um método que foi amplamente adotado por astrbnomos mugulmanos. Katz (2010).


http://historiativanet.wordpress.com/category/oriente-medio/
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DHabas%2Bal-Hasib%2B(770-870)%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Astronomy_in_medieval_Islam&usg=ALkJrhikv3nIhQKOlOrvsoS4xr-hS6B_qA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DHabas%2Bal-Hasib%2B(770-870)%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Geography_in_medieval_Islam&usg=ALkJrhi5MyHsorz--EIB-7wsPbkT4U-X1g
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DHabas%2Bal-Hasib%2B(770-870)%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematics_in_medieval_Islam&usg=ALkJrhg-_K6mmYBaj13gBrugwMJUbuuynA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DHabas%2Bal-Hasib%2B(770-870)%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Persian_people&usg=ALkJrhgQH4agwP7YNK5S0d0p5LPB28hRDw

117

acima do horizonte medindo uma sombra (o principio de funcionamento dos
relégio de sol). Sua “tabela de sombras” é efetivamente uma tabela de
cotangente para angulos de 1° até 90°, com intervalos de 1°. (ROONEY,
2012, p.91).

(KATZ, 2010, p.342) informa: As funcbes tangentes, cotangentes,
secantes e cossecante apareceram em trabalhos islamicos no século IX, talvez mais
cedo na obra de Al Hasib, apesar de que a funcdo tangente ja ter sido usada na
china no século VIII.

Depois de Al-Battani, foi Al Hasib a fazer contribuicbes em trigonometria,
que descreveu pela primeira vez as relagbes trigopnométricas: sen, cos, tan e cotg,
no seu trabalho em 830, parece ter introduzido a nogdo de “sombra”, cujo nome
original era umbra (versa), equivalente a nossa tangente em trigonometria, e ele
compilou uma tabela de tais sombras que parece ser a mais antiga do seu tipo. Ele
também introduziu a co-tangente, e produziu as primeiras tabelas para essa funcéo.

Assim, a tangente e a cotangente vieram por um caminho diferente
daquela da corda que geraram o seno. Foram conceitos desenvolvidos juntos e nao
foram primeiramente associados a angulos, sendo importante para calcular o
comprimento da sombra que é produzida por um objeto, o comprimento das
sombras foi também importante no reldgio de sol.

Depois de Al Hasib, digno de nota é o matematico e astrénomo persa
Abu’l-Wafa que fez importantes inovacdes em trigonometria esférica, compilacédo
das tabelas de senos e tangentes em intervalos de 15', com até oito casas decimais,
introduziu as funcdes sec e cossec, estudou as inter-relacées entre as seis linhas
trigopnométricas associadas a um arco. Entre seus trabalhos sobre astronomia,
apenas o0s primeiros sete tratados de seu Almagesto (Kitab al-Majisti) sdo agora
existentes, consta uma teoria planetaria e solucbes para determinar a direcdo de
Meca, essa obra foi amplamente lida por astrbnomos arabes medievais, nos séculos
apoOs sua morte. Iniciou uma organizacao e sistematizacdo de provas e teoremas de
trigonometria, definiu todas as rela¢des trigonométricas no circulo, pois até entdo, as
relagdes trigonométricas haviam sido introduzidas no triangulo retangulo.

Estabeleceu vérias identidades trigopnométricas como soma e diferenca de

arcos (x+y) onde os mateméaticos gregos antigos tinham feito as identidades

equivalentes em termo de corda, que em sua forma moderna é

sen2x =2-senx-cosx, embora isso pudesse facilmente ter sido deduzido pela
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formula de Ptolomeu sen(x+y)=senx-cosy +seny-cosx, fazendo x =y, também

deu os equivalentes das seguintes formulas trigopnométricas:

tgx senx tgx 1 e 2
2= _-- = = = sSec X =4/1+tg°x cos(2x) =1-2-sen“(X
1 COSX 1 cotgx g (2x) )

Abull-Wefa definiu todas as rela¢des trigpnométricas no circulo, relagédo
gue até entdo havia sido introduzida no triangulo retangulo. Para as demonstracoes,
utilizou primeiro o teorema de Menelau, sendo paulatinamente desprezado a partir
do século X, por ter sido a época descoberto o teorema do seno. No século XIll, se
conheceu também o teorema do cosseno introduzido por Al-Jalili.

Grande parte do trabalho Abul‘l-Wefa foi perdida, porem em seus estudos
introduziu também a funcdo tangente, criou métodos novos para calcular tabelas
trigonométricas, seu uso da tangente ajudou a resolver problemas envolvendo
triangulos retangulos esféricos, demonstrando outros casos especiais do teorema de
Menelau, obtendo os seguintes resultados:

cosa 1 senc 1
cosb cosc tga tgA

Desenvolveu uma nova técnica para calcular tabelas de seno, permitindo-
Ihe construir tabelas mais precisas do que 0s seus antecessores, deu prova a
sen(a) sen(b) sen(c)
sen(A) sen(B) sen(C)’

férmula do seno para a geometria esférica:

Depois de Abu’l-Wafa, o préximo grande sabio mulcumano a fazer
contribuicdes a trigonometria plana e esférica foi Al Biruni, escreveu mais de 146
obras, principalmente em matemaética trabalhou a trigonometria fazendo aplicacdes
em Varios campos, ha astronomia, na geografia e no calendario.

Entre suas principais realizacées em trigonometria temos:

e A utilizacdo de todas as seis fun¢des trigopnométricas.

e Determinacao e utilizacdo de varias identidades trigpnométricas;

e Simplificacdo e organizacdo e provas de teoremas da trigonometria
esfeérica;

e Maior precisdo das tabelas trigonométricas;

Em mateméatica foi um dos primeiros a investigar as fungdes
trigonométricas: tangente, cotangente, secante e cossecante no seu “Tratado

Exaustivo sobre Sombras”, neste tratado apresenta varias demonstragfes de
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identidades trigonométricas, que serviam para resolucdo de problemas
astronomicos.

senx X
tgx = SenX = ——— senx =sen(90° —x)
COS X X2 +1

cotgx = tg(90° —x) secx =/tgx? +1 cossec X = y/cotgx® +1

Essas identidades trigonométricas serviram para padronizacdo de

técnicas de resolucéo de triangulos e aplicadas nos calculos da trigopnometria plana
e esférica.

Rodrigues (2011) confirma:

Uma inovacdo dos matematicos arabes foi a introdugdo e utilizacdo das
fungBes trigonométricas tangente, cotangente, secante e cossecante que
aparecem plenamente estudadas nos trabalhos Al Biruni no seu “Tratado
Exaustivo sobre Sombras”. (RODRIGUES, 2011, p.8)

Outra obra sua importante para o desenvolvimento da trigonometria foi
“Canon sobre a astronomia e as estrelas”, pois nela se reuniu todos os
conhecimentos de seus predecessores, completados e enriquecidos pelas suas
proprias contribui¢des.

Uma das grandes realiza¢cfes feita por Al Biruni estd na aplicacdo do
teorema do seno, para determinar a direcdo de Meca, as suas obras tiveram uma
influéncia consideravel sobre os cientistas mulgumanos seus contemporaneos, mas
nenhuma das suas obras foi traduzida para uma lingua europeia até o século XX.
Assim, a sua influencia foi apenas indireta e minima sobre a ciéncia do
Renascimento, na Europa.

O matematico Abu Nasr Mansur***(c. 960-1036), foi um dos professores
de al-Biruni, trabalhou em muitos temas, como resultado de solicitacdes de al-Biruni
escreveu um total de vinte e cinco obras, dessas apenas dezessete trabalhos
sobreviveram até os nossos dias. Dessas producfes, sete sdo em matematica, o
restante sobre astronomia. Todas as obras que sobreviveram foram publicados, a
maioria tem sido traduzida em pelo menos uma lingua europeia, e isso demonstra
alguma indicagdo sobre a importancia de seu trabalho, e mostrando ser um

excepcional astronomo e matematico.

13 Abu Nasr Mansur: Foi um matematico persa e muculmano a maioria do seu trabalho foi em

matematica, mas alguns de seus escritos eram sobre astronomia. Na matematica, ele tinha muitos
escritos importantes sobre trigonometria, que foram desenvolvidos a partir dos escritos de Ptolomeu.
Ele também preservou os escritos de Menelau de Alexandria e reelaborando muitos dos teoremas
gregos. Katz (2010).
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Katz (2010) informa,

Os matematicos islamicos foram capazes de derivar métodos mais simples
para tratar estes problemas do que os de Ptolomeu. Parece que o0s
resultados basicos para tratar estes problemas foram descobertos,
independente, por dois contemporaneos de al-Biruni, Abu Nasr Mansur, foi
um dos professores de al-Biruni, e Abu’l-Wafa um astrébnomo importante de
Bagda. (KATZ, 2010, p.344).

A principal realizacdo de Abu Nasr Mansur foi o comentario e
reformulacdo da “Sphaerica”, de Menelau, foi particularmente importante uma vez
gue o original grego do trabalho Menelau foi perdido, embora existam varias versdes
em arabe. O trabalho esta dividido em trés livros: o primeiro livro estuda as
propriedades dos triangulos esféricos, o segundo livro investiga propriedades de
sistemas de circulos paralelos em uma esfera, como eles se cruzam em grandes
circulos, enquanto o terceiro livro d4 uma prova do teorema Menelau, que também
descobriu a lei dos senos, da trigonometria esférica.

Vale ressaltar que, diversos astrdbnomos arabes se deslocaram para a
Espanha para trabalhar e passaram a difundir o saber. Os mais importantes
escritores foram os astrbnomos Abu Ishaq ibn lbrahim Yahya al-Naqqash al
Zargali *° (1029-1087), conhecido como Abd Ishaq ou lbn al-Zargala ou, nas
traducdes latinas como Arzachel, e que viveu em Cérdoba, autor de um conjunto de
tabuas trigonométricas em 1050, que serviram para melhorar as observacdes e
simplificar os céalculos astrondmicos, suas obras inspiraram uma geracdo de
astronomos islamicos na Andaluzia.

Outro grande matematico islamico a trabalhar na Espanha foi Abu
Muhammad ibn Jabir Aflah***(1100-1150), conhecido como Jeber ibn Aphla, e em
traducdes latinas € Geber/Gebir, viveu em Sevilha, na obra ‘Islah al-Majisfi”
(Correcéo do Almagesto) fez um comentario e a reformulacdo do Almagesto de
Ptolomeu, nessa obra fez critica a base matematica incluida nela. Por exemplo, ele
substituiu 0 uso do Teorema de Menelau baseados em trigonometria esférica, no
que parece ser uma tentativa de aumentar a precisdo matematica da obra. As

correcBes foram desenvolvidas por um grupo de matematicos islamicos do século X

¥ Abu Ishaq Ibrahim al-Zargali: Foi um mucgulmano fabricante de instrumentos, astrélogo, e um dos

principais astronomos do seu tempo. Embora seu nome é convencionalmente dada como al-Zarqgali, é
provavel que a forma correta era al-Zargalluh. Ele viveu em Toledo em Castela, Al-Andalus (hoje
Espanha), mudou-se para Cérdoba mais tarde. Katz (2010).

1% Jeber ibn Aphla: Foi um astrénomo, matematico e inventor arabe, conhecido pela invencéo do
torquetum, um dispositivo mecénico para realizar transformacdo entre os sistemas de coordenadas
esféricas e por seus trabalhos em matematica que foram traduzidos para o latim. Brummelen (2009).


http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DAbu%2BNasr%2BMansur%2Bibn%2BIraq%2BZij%2Bal-Majisti%26biw%3D1280%26bih%3D656&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Menelaus.html&usg=ALkJrhiDZYBtAySjYKrU-YXNfCC6caGpPQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DAbu%2BNasr%2BMansur%2Bibn%2BIraq%2BZij%2Bal-Majisti%26biw%3D1280%26bih%3D656&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Menelaus.html&usg=ALkJrhiDZYBtAySjYKrU-YXNfCC6caGpPQ
javascript:win1('../Glossary/great_circle',350,200)
javascript:win1('../Glossary/great_circle',350,200)
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DAbu%2BNasr%2BMansur%2Bibn%2BIraq%2BZij%2Bal-Majisti%26biw%3D1280%26bih%3D656&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Menelaus.html&usg=ALkJrhiDZYBtAySjYKrU-YXNfCC6caGpPQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DArzachel%2B(1029%25E2%2580%25931087),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www.babylon.com/definition/Astronomy%2520in%2520medieval%2520Islam/%3Fuil%3DEnglish%26uris%3D!!ARV6FUJ2JP%26tid%3DDefinition&usg=ALkJrhiloVfw_U94_fZf-YNUEcMVEirDQQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DArzachel%2B(1029%25E2%2580%25931087),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www.babylon.com/definition/Andalusia/%3Fuil%3DEnglish%26uris%3D!!ARV6FUJ2JP%26tid%3DDefinition&usg=ALkJrhgJljKh6KXwfXAF3dBuotE5Xg6j4g
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DJabir%2Bibn%2BAflah%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Almagest&usg=ALkJrhgQz-ul7RMhseGZgP0CX9K87R90WA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DJabir%2Bibn%2BAflah%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Menelaus%27_theorem&usg=ALkJrhhs-rRnXgwEyney5CdR3Wk-DkUk5g
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DJabir%2Bibn%2BAflah%26biw%3D1280%26bih%3D699&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_trigonometry&usg=ALkJrhhm-kLuA_a7o2m3nlLmpa8z1Au_xA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DArzachel%2B(1029%25E2%2580%25931087),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www.babylon.com/definition/Muslim/%3Fuil%3DEnglish%26uris%3D!!ARV6FUJ2JP%26tid%3DDefinition&usg=ALkJrhj31s2hyPn0uCBol6RtSoErMR7XlQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DArzachel%2B(1029%25E2%2580%25931087),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www.babylon.com/definition/Islamic%2520astronomy/%3Fuil%3DEnglish%26uris%3D!!ARV6FUJ2JP%26tid%3DDefinition&usg=ALkJrhjPn9j2QvXQY9VciZ0s-cimpMd43g
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DArzachel%2B(1029%25E2%2580%25931087),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www.babylon.com/definition/Toledo,%2520Spain/%3Fuil%3DEnglish%26uris%3D!!ARV6FUJ2JP%26tid%3DDefinition&usg=ALkJrhgqr5RDBDvU_BXhOdAXtNcRnjtdKA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DArzachel%2B(1029%25E2%2580%25931087),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www.babylon.com/definition/Kingdom%2520of%2520Castile/%3Fuil%3DEnglish%26uris%3D!!ARV6FUJ2JP%26tid%3DDefinition&usg=ALkJrhj2UQsKMGAtI-PDFPuQrhvl3El4Bw
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DArzachel%2B(1029%25E2%2580%25931087),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www.babylon.com/definition/Al-Andalus/%3Fuil%3DEnglish%26uris%3D!!ARV6FUJ2JP%26tid%3DDefinition&usg=ALkJrhhU6ZJx2wdduc_Df7b-J5sqXWuJJg
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DArzachel%2B(1029%25E2%2580%25931087),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www.babylon.com/definition/Spain/%3Fuil%3DEnglish%26uris%3D!!ARV6FUJ2JP%26tid%3DDefinition&usg=ALkJrhiJquakgmKqsJY-JotrTrkbJeBk1w
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3DArzachel%2B(1029%25E2%2580%25931087),%26biw%3D1280%26bih%3D675&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://www.babylon.com/definition/C%25C3%25B3rdoba,%2520Spain/%3Fuil%3DEnglish%26uris%3D!!ARV6FUJ2JP%26tid%3DDefinition&usg=ALkJrhjtrF75Rwd2e7j0WvXIQSjNFUu5Cw
http://pt.wikipedia.org/wiki/Astronomia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Inventor
http://pt.wikipedia.org/wiki/Torquetum

121

que incluiam Abu al-Wafa depois também por Abu Abd Allah Muhammad ibn Al-
Muadh Jayyani'*'(989-1079), também trabalhou na Andaluzia atual Espanha durante
0 século XI. Seus estudos astrondmicos se mostraram tdo interessantes que,
séculos mais tarde mais precisamente em (1543), foram publicados em Nuremberg.

Al-Jayyani escreveu o tratado chamado de “Kitab Mayhulat qisi al-kura”,
(Determinacdo das magnitudes dos arcos na superficie de uma esfera), que é
considerado o primeiro tratado sobre trigonometria esférica separado da astronomia
no ocidente medieval, nessa obra esta reunida toda trigonometria oriental
introduzida nos séculos anteriores por importantes matematicos arabes: Abu Nasr
Mansur, Abu al-Wafa, al-Biruni, entre outros, apesar da trigonometria esférica em
sua forma antiga helenistica ter sido abordada por matematicos anteriores, como
Menelau de Alexandria, que criou o teorema de Menelau para lidar com problemas
da esfera.

Brummelen (2009) afirma,

E de se esperar que os desenvolvimentos fundamentais que tornaram o
Teorema de Menelau obsoleto provocaria alguém para escrever um tratado
abrangente no campo reformulado, e ndo ficaria desapontado. No entanto, a
chegada muito rapida de um primeiro tipo de trabalho e, especialmente, a
sua chegada ndo no leste do Isla, mas para longe para o oeste, na
Espanha, deve levantar as sobrancelhas. O livro em questdo é a
“Determinacédo das magnitudes dos arcos na superficie de uma esfera” por
Al Jayyani, que parece ter passado a maior parte de sua vida em Coérdoba.
Nao se sabe muito sobre ele, escreveu varios tratados em astronomia e
astrologia, alguns dos quais foram traduzidos por Gerard de Cremona, e
uma defesa de concepcéo de raio por Euclides. Mais tentador para nés € o
fato de que ele passou varios anos, ainda muito jovem no Cairo, onde
estudou com Ibn al Haytham e soube da nova trigonometria esférica do
Oriente. Determinagdo das magnitudes € a obra mais antiga que
conhecemos de trigonometria esférica independente de aplicacédo
astrondémica. Ele comeca com uma apresentacdo da figura transversal (sem
provas), e segue-se com problemas de mesma forma: dada a soma ou a
diferenca de dois arcos e a relacdo de seus senos, e encontrar os dois
arcos. Este resultado acaba por ser util na resolucdo de certos triangulos
esféricos e levou Al-Jayyani, a construir uma tabela de tangentes nao pelo
comprimento da sombra, mas explicitamente definindo como a “divisdo do
seno pelo cosseno”. (BRUMMELEN, 2009, p.186, tradu¢&o nossa).

O trabalho de Al-Jayyani sobre trigonometria esférica apresenta formulas

para triangulos retangulos, e lei geral dos senos e a solucdo de triangulo esférico por

137 Al-Muadh Jayyani: Foi um matematico, estudioso islamico, em Qadi de Al-Andalus (na atual

Espanha). Al-Jayyani viveu durante o século Xl, alcan¢ou grande fama no mundo &rabe e no final do
Renascimento Europeu, especialmente por suas pesquisas e realizacbes, tanto na trigonometria,
como no conceito de razdo matematica, seus manuscritos cientificos e obras foram impressas em
arabe, latim, hebraico e italiano, assim sua reputacdo foi importante nos séculos XI e Xl em Al-
Andalus e nos séculos XV e XVI para os Europeus, atualmente suas principais obras encontram-se
espalhadas em algumas Bibliotecas, como a Nacional da Argélia, Paris e Medicea Laurenziana de
Florencia. Villeundas (1979).
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meio do seu triangulo polar, a principal finalidade foi fazer um compendio de
resolucdo todos os seis casos de triangulos esféricos, sendo conhecidos quatros
elementos do triangulo esférico, poder encontrar o0s outros elementos
desconhecidos. Esse tratado mais tarde teve uma forte influéncia sobre a
matematica da Europa, e sua definicdo de indices como numeros e “‘método de
resolver um tridngulo esférico quando todos os lados sdo desconhecidos” sao
susceptiveis de ter influenciado os estudos de Regiomontanus.

De acordo com STRUIK (1992), quando a Escola de Bagda entrou em
declinio, o centro das atividades intelectuais deslocou-se para o sul da Europa, na
Peninsula Ibérica, e com ele o estudo da trigonometria, particularmente nos
triangulos esféricos necessarios aos estudos astrondmicos. A cidade de Toledo
tornou-se o0 mais importante centro da cultura, a partir de 1085, quando foi libertada
pelos cristdos do dominio mouro. Isto ocorreu porque para ela afluiram os
estudiosos ocidentais, visando a adquirir o saber mucgulmano. O século Xl na
histéria da matematica foi, entdo, um século de tradutores dos quais citamos: Platdo
de Tivoli, Gerardo de Cremona, Adelardo de Bath e Robert de Chester. Com isso, a
Europa teve acesso a mateméatica arabe e a heranca grega que havia sido
conservada, na medida do possivel, por eles.

Apresentamos no quadro abaixo as principais obras que se relacionam

com a trigonometria feita por tradutores, conforme Katz (2010, p. 360).

TABELA 2. TRADUTORES E OBRAS QUE FORAM TRADUZIDAS

TRADUTORES E AS SUAS TRADUCOES

Adelar de Bath (1116-1142)

Tabelas Astronémicas de al-Khwarizmi.
Elementos de Euclides.
Liber ysagogarum Alchorismi, a obra aritmética de al-Khwarizmi.

Platdo de Tivoli (1134-1145)

Spherica de Teodésio (c.100)

De motu stellarum de al-Battani, que contém material importante sobre Trigonometria.
Sobre a medida do circulo de Arquimedes.

Libre embadorum de Abraham bar Hiyya.

Robert de Chester (1141-1145)

Algebra de al-Khwarizmi.
Revisdo das Tabelas de astronomia de al-Khwarizmi para o meridiano de Londres.

Gerardo de Cremona (1150-1185)
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Posterior Analitica de Aristételes.

De sphera mota de Autdlico.

Elementos de Euclides.

Data de Euclides.

Sobre a medida do circulo de Arquimedes.
Spherica de Teodadsio.

Almagesto de Ptolomeu.

De figuris sphaericis de Menelau.

Algebra de al-Khwarizmi.

Elementa astrondémica de Jabit ibn Aflah.

E preciso lembrar, também, o papel das cruzadas, pois com as cruzadas
a Europa crista teve, novamente, contato com a matematica grega, traduzida para o
arabe. Isto veio influenciar muito a Europa medieval e serviu como fonte para o
desenvolvimento da matemética durante a Idade Média.

Um dos ultimos grande expoente da matemética/astronomia islamica a
fez contribuicbes importantes a trigonometria plana e esférica foi Nasir Eddin al-Tusi
(1201-1274), quando trabalhava em Bagda, estava descontente com sua ocupacao
de astrélogo do governador e planejou fugir da corte, mas teve seus planos
descobertos e foi aprisionado. Quando em 1256 os mongodis tentaram tomar a
cidade de Bagda, que tinha se tornado a capital sede do islamismo, Nasir foi
libertado por eles em troca de ajuda-los a derrubar as defesas da cidade.

Em 1258 ocorreu a queda do Império Arabe e os mongdis assumiram a
cidade de Bagda. O chefe dos mongois, em reconhecimento a ajuda de Nasir,
construiu para ele um observatdrio de Astronomia, onde ele tinha acesso a mais de
quatrocentos mil livros e todo material que precisava para realizar suas pesquisas.
Ele dedicou-se a pesquisar a respeito das seis func¢des trigonométricas. O produto
final de suas pesquisas foi a obra “Kitab al shakl al-gita”, (Tratado sobre Figuras
Transversais), conhecido como “Tratado sobre quadrilatero completo” (1260),
tratando a trigonometria tanto plano e esférica, como assunto independente da
astronomia, foi o primeiro a tratar a trigonometria como uma disciplina discreta.

Nessa obra aprece a técnica de dividir os triangulos plano e esférico nos
casos duvidosos de solugdo, em dois tridngulos retadngulos tanto no caso plano ou
esférico, e apresentou ainda a primeira discussao da solu¢cdo do caso em que 0s
trés angulos séo conhecidos. Os trabalhos de al-Tusi, pouco influenciaram os

matematicos, na Europa, por néo ter sido amplamente conhecida a sua obra, porem
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seu trabalho foi um marco importante para a separagdo da trigonometria da

astronomia.

-

%,

Figura 45: Astrolabio Linear, criado por Al-Tusi, no século XII'*®

Fonte: Site:www.if.ufrgs.br

Nasir é lembrado principalmente por ter inventado o astrolabio linear, que
consistia numa vara de madeira graduada com uma linha chumbada e uma corda
dupla. Com seu invento, mediu as altitudes das estrelas, bem como a direcao de
Meca.

No desenvolvimento da trigonometria pelos arabes, um fato importante foi
dado a palavra hindu jiva, meia corda, dada ao seno que foi traduzida para o arabe
que chamou o seno de jiba, uma palavra que tem o mesmo som que jiva. Dai, jiba
se tornou jaib nos escritos arabes. A palavra arabe adequada que deveria ter sido
traduzida seria jiba, que significa a corda de um arco, em vez de jaib, pois foi o
estudo das cordas de arcos numa circunferéncia que originou o seno.

Uma justificativa para esse erro de traducao seria o fato de que em arabe,
como em hebraico, € frequente escrever-se apenas as consoantes das palavras,
cabendo ao leitor a colocacdo das vogais. Além de jiba e jaib terem as mesmas
consoantes, a primeira dessas palavras era pouco comum, pois tinha sido trazida da
india e pertencia ao idioma sanscrito.

Katz (2010) informa,

A palavra “seno” vem de uma série de tradugdes incorretas do sanscrito jya-
ardha (semi-corda). Aryabhata frequentemente abreviou este termo jya, ou
0 seu sin6nimo jyva. Quando, mais tarde, algumas das obras hindus foram
traduzidas em arabe, a palavra foi simplesmente transcrita foneticamente
numa palavra sem qualquer significado, jiba. Mas como o arabe é escrito
sem vogais, escritores, mais tarde, interpretaram as consoantes jb como
jaib, que significa peito ou seio. No século doze, quando uma obra arabe foi
traduzida para o latim, o tradutor usou a palavra latina equivalente sinus,
gue também significa peito e, por extensdo, dobra (como uma toga sobre o
peito), ou baia, ou golfo. Esta palavra latina originou entdo a palavra que
usamos “seno”. (KATZ, 2010, p.265).

%8 Fonte da figura disponivel em: http://www.if.ufrgs.br/category/oriente-medio/, acesso em 30 de

setembro de 2013.
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Porem o nome seno vem do latim sinus que significa seio, volta, curva,
cavidade. Muitas pessoas acreditam que este nome se deve ao fato de o gréafico da
funcdo correspondente ser bastante sinuoso. Mas, na verdade, sinus € a tradugéo
latina da palavra &rabe jaib, que significa dobra, bolso ou prega de uma vestimenta
que ndo tem nada a ver com 0 conceito matematico de seno, trata-se de uma
traducdo defeituosa que dura até hoje. Quando os autores europeus traduziram as
palavras matematicas arabes para o latim, eles traduziram jaib na palavra sinus. Em
particular, o uso de Fibonacci do termo sinus rectus arcus rapidamente encorajou 0
uso universal de seno.

Como base nos estudos de Katz (2010, p.299), afirma que n&o é possivel
escrever uma histéria completa da matemética arabe, uma vez que muitos
manuscritos ainda ndo foram estudados ou mesmo nunca foram lidos. Esta situagéo
€ ainda mais complicada quando o que se pretende estudar sdo a transmisséo e a
originalidade de problemas do cotidiano, uma vez que alguns dos manuscritos ja
estudados contém partes com problemas deste tipo que nao foram estudados. Katz,
ainda acrescenta uma dificuldade ainda maior, que séo as dificuldades politicas que
nao permitiam o acesso a muitas cole¢des importantes.

Do mundo grego, a Trigonometria passou em 400, para a india onde era
usada nos calculos astrologicos (ainda eram problemas de Astronomia). Por cerca
de 800, ela chega ao mundo islamico, onde foi muito desenvolvida e aplicada na
Astronomia, Agrimensura e Cartografia. Por cerca de 1100, a trigonometria chegou,
junto com os livros de Ptolomeu, na Europa Cristd. Ai, inicialmente estudada téo
somente por suas aplicacdes na Astronomia, com 0s portugueses da Escola de
Sagres encontra uma aplicacao de enorme valor politico e econémico na navegacao
oceanica.

Rooney (2012) afirma,

O conhecimento combinado grego e arabe de tridngulos veio para a Europa
com a tradugdo de muitos textos arabes para o latim a partir do século XI.
Os europeus aderiram ao astrolabio entusiasticamente e ele permaneceu
como o principal instrumento de navegacao até o desenvolvimento do
sextante no século XVIII. (ROONEY, 2012, p.94).

Os matematicos islamicos exerceram influéncia sobre o desenvolvimento
da ciéncia na Europa, enriquecido tanto por suas proprias descobertas como as que
eles tinham herdado pelos gregos, os indianos, os sirios, 0os babilénios. Mesmo

assim, os avancos dado pelos matematicos arabes a trigpnometria serviram de base
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para todo desenvolvimento em outras culturas no que se refere a esse tépico da
matematica e exerceram uma notavel influéncia sobre o pensamento ocidental.

A proxima civilizacdo a contribuir com os avancos da trigonometria é a
chinesa que sofreu influéncia da trigonometria Indiana, vale ressaltar que também os
arabes sofreram influéncia chinesa e vice-versa no que refere ao inicio do estudo da
tangente, e em alguns momentos da histéria o desenvolvimento da matematica foi
concomitante com as outras civilizacdes, mas também os chineses ofereceram

contribuicdes importantes a trigopnometria.



127

2.7 A TRIGONOMETRIA NA CHINA

A civilizacdo chinesa desenvolveu-se, desde o 3° milénio a.C., ao longo
das margens do rio Amarelo e do Azul, bem como a civilizagdo indiana, sdo muito
mais antigas que as civilizacdes grega e romana, mas nao mais antigas que as

civilizacGes egipcia e mesopotamica.
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Figura 46: Mapa da China'*

Fonte: Site:www.historiadomundo.com.br

Podemos dividir a histdria chinesa em quatro grandes periodos:

o China Antiga (2000 a.C.-600 a.C.)

e China Classica (600 a.C.-221 d.C.)

e China Imperial (221 d.C.-1911 d.C.)

e China Moderna (1911 d.C.-hoje)

Apesar de a china antiga ter sido governada por monarquias Hsia, Shang
e Chou, o poder real estava nas maos de pequenos senhores, governantes de
pequenas cidades. Este periodo foi caracterizado por inUmeras guerras, taxas sobre
a populacéo e muita pobreza do povo.

Durante o periodo classico, o filésofo Conflcio* (551 a.C.-479 a.C.)

pregava uma total reestruturacdo social e politica. Conflcio pregava o respeito pelas

¥ Fonte da figura disponivel em: http://www.historiadomundo.com.br, acesso em 30 de junho de

2013.

4% Confucio: Foi um pensador e filésofo chinés do Periodo das Primaveras e Outonos. A filosofia de
Conflcio sublinhava uma moralidade pessoal e governamental, também os procedimentos corretos
nas relacdes sociais, a justica e a sinceridade. Estes valores ganharam valor na China sobre outras
doutrinas, como o legalismo e o taoismo durante a Dinastia Han (206 a.C.—220 a.C.). Os
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http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Sinceridade&action=edit&redlink=1
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autoridades, cuidados com a pobreza, humildade, ética por parte dos governantes e
ndo fazer aos outros o que nao queremos que nos facam. Conflucio ndo conseguiu,
em vida, fazer com que suas ideias fossem aceitas pela aristocracia. Neste mesmo
periodo € criado o taoismo por Chang Tzu(399 a.C.-295 a.C.), o qual proclamava
uma ordem no universo e recomendava a paz e a benevoléncia governamental.
Estes conceitos foram criados em virtude dos desgovernos dos senhores e a miséria
de seus suditos. Em 200 a.C. a dinastia Han criou um império que durou até o fim da
china classica. Esta dinastia expandiu os limites da china e adotou o confucionismo
como religido oficial. Vindo da india, o budismo fundiu-se com o taoismo e ganhou
ampla aceitacéo entre os camponeses.

Os chineses se interessavam mais por literatura e arte, a matematica e a
ciéncia chinesa sofreram um atraso em relacao as outras matérias.

A Matematica chinesa era essencialmente préatica, de cunho utilitario,
motivada por problemas de calendario, observacdo celeste, registros
governamentais, impostos, mensuracao agraria, Comercio.

Katz (2010) afirma,

Na China houve matematicos que aplicaram o0s seus talentos ndo s
aperfeicoaram velhos métodos de resolu¢do de problemas praticos, mas
também alargando esses métodos muito para além das exigéncias das
necessidades préticas. (KATZ, 2010, p.240).

Neste sentido, pouco diferia da mateméatica pratica dos mesopotamios e
dos egipcios. O primeiro documento mateméatico desse povo, que data de
aproximadamente mil anos a.C.. O “Chou Pei Suang Shing” (Calendério das Horas
Solares), um pergaminho de dois metros e trinta, que aborda diversos assuntos
cientificos sob a forma de diadlogos entre o imperador e um de seus ministros. O
autor, desconhecido, inicia sua obra afirmando ser o quadrado o simbolo da Terra, e
o circulo, do céu. Em seguida apresenta a primeira demonstracdo Geométrica que
conhecemos do Teorema de Pitdgoras, o qual chama de hsuang-thue as vezes de
chi-chu (agrupamento de quadrados).

O diagrama do “Chou Pei Suang Shing” demonstra a identidade
3% +4% =57, é uma raridade, pois os chineses dessa época, ao que tudo indica ndo

se interessavam pela geometria. Desse documento conclui-se também que o

conhecimento de entdo era tutelado pelo imperador.

pensamentos de Conflcio foram desenvolvidos num sistema filoséfico conhecido por confucionismo.
Divalte (2002).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Confucianismo
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Abaixo transcrevemos o enunciado do problema:

“.. 0 quadrado formado pelo lado maior (hipotenusa) do triangulo a, b, c
constituido de quatro tridangulos e um quadradinho (quadrado de lado unitério).
Somando os quatro triangulos, dois a dois, encontram-se mais doze quadradinhos,

que somados com o quadradinho central, resulta 25”.
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Figura 47: Agrupamentos de Quadrados**
Fonte: Site:www.pitagorica.blogspot.com.br

A utllizacdo da identidade x*+y?=z? a numeros relacionados com

profundidades de lagos, bambus quebrados, sombra de arvores, enfim, exercicios
de triangulos e retangulos. Chou Pei apresenta igualmente a mais antiga
demonstracdo chinesa da teoria de angulos retos através do diagrama hsuan-thu,
muito séculos antes do nome de Pitdgoras ter sido atribuido ao famoso teorema.

Na figura 48 refere-se ao famoso problema do bambu quebrado, cuja
aplicacdo na associacdo geométrica de quadrados, popularizada como chi-chu (a

montagem vertical de quadrados) viria a ser crucial na engenharia chinesa.

J_-iﬂﬁhll‘\,j

EREmAman | ARy
e PR ATR S RNYE
PHINBPRNERE RS
PR I e A BN

E v xE
Figura 48: Problema do Bambu Quebrado
Fonte: Site:www.gave.mim.edu.pt
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“! Fonte da figura disponivel em: http://www.ccmn.ufrj.br/curso/trabalhos/pdf/matematica, acesso em

14 de julho de 2013.
1“2 Fonte da figura disponivel em: http://www.gave.mim.edu.pt /o-livro-de-chui-chang.html, acesso em
14 de julho de 2013.
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Esse problema é um classico problema chinés chamado de problema do
bambu quebrado onde chi é uma unidade de comprimento de acordo com (Flood &
Wilson, 2013, p.41), seu enunciado é “Um bambu com 10 chi de altura se quebra e a
ponta superior chega ao chdo a 3 chi da base”. Determine a altura da quebra?

Solucéo: Na notacéo algébrica moderna, chamamos de x a altura onde o

bambu se quebrou e de 10— x,0 comprimento do resto do bambu. Pelo teorema de
Pitdgoras, x* +3° = (10-x)?, Ao resolver a equagéo, encontramos X = 4%chi.

Outra publicacédo tdo antiga quanto o Chou Pei, é o livro de matematica
“Chui Chang Suan Shu” (Nove capitulos sobre a arte da matematica, em torno de
1200 a.C.). Entre varios assuntos abordados, o que chama a atencdo sdo 0s
problemas sobre mensuracdo de terras, agricultura, sociedades, engenharia,
impostos, calculos, solucbes de equacdes e propriedades dos triangulos retangulos.
Nesta mesma época os Gregos compunham tratados logicamente ordenados e
expostos de forma sistematica. Os chineses seguiam a mesma linha babilbnica,
compilando cole¢cdes com problemas especificos. Assim como os Egipcios, os
chineses alternavam, em seus experimentos, resultados precisos e imprecisos,
primitivos e elaborados. Nesta publicacdo aparecem solugbes de sistemas lineares
com ndmeros positivos e negativos.

Desde os primeiros tempos, foi adotado um sistema de numeracao
centesimal de posi¢cdo, em barras (precursor do abaco), que se utilizava de arranjos
com varetas de bambu e que representava 0 zero por um espaco em branco;
nenhuma outra cultura, que se saiba, usou o sistema de barras para calculo na
dinastia que se seguiu, a dinastia Han(200 a.C.-220 d.C.), muitos dedicaram o seu
tempo a transcrever, de memoria, textos literarios e cientificos destruidos pelo
imperador Shih Huang Ti'*®(260-210), que tinha mandado queimar os livros
existentes, e mesmo que algumas copias tenham sido salvas, a perda foi irreparavel,

centralizou o poder, construiu cidades, palacios e estradas, e, para deter as

%% Shih Huang Ti: (Shi Huang Ti ou Qin) era o herdeiro do trono de Chin, um poderoso estado
feudal, no noroeste da China. Em sua ascensao ele comecou a unir China, anexando os outros
estados feudais, com eficiéncia, ajudado por espionagem, suborno e guerra. Fundando a dinastia
Chin, a China a partir do qual deriva seu nome e encerrou o periodo dos Reinos Combatentes,
completando a conquista da China em 221 a.C.. Ao invés de manter o titulo de rei suportados pelos
Shang e Zhou governantes, Qin governou como o primeiro imperador da dinastia Qin 220-210 a.C. O
titulo vai continuar a ser usado pelos governantes chineses nos proximos dois milénios. Divalte
(2002).
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invas@es das tribos mongdlicas, iniciou a construcdo da “Grande Muralha”, que so
viria a ser terminada no século XV, durante a dinastia Ming.

China foi reunificada pelo imperador Shih Huang Ti, por volta de 221 a.C.
E também desse periodo o texto “Shu Shu Chi Yi” onde se encontra uma primeira
abordagem dos quadrados magicos.

Dessa forma, Ronan (2001) nos informa:

“Quadrados magicos” sdo quadrados formados por compartimentos
preenchidos com ndmeros cuja soma da sempre o mesmo total, quer se
tomem os numeros no sentido vertical, horizontal ou diagonal. O quadrado
magico poderia tornar-se elaborado até se imaginaram quadrados
tridimensionais mas, em sua forma mais simples, parece ter origem pelo
menos no ano 100 a.C., ou ainda mais cedo, embora esse assunto ndo se
tenha desenvolvido senédo 1.400 anos depois (RONAN, 2001, p.31).

A obra “Suan shu shu” (escritos sobre acerto de contas) é um antigo texto
chinés sobre matematica com cerca de sete mil caracteres, escrito em 190 tiras de
bambu, e uma colecdo de noventa problemas envolvendo as quatros operacdes
fundamentais recuperado. Essa obra foi descoberta em conjunto com outros escritos
em 1984, quando arquedlogos abriram um tumulo em Zhangjiashan na provincia de
Hubei. Foi encontrada na tumba uma prova documental que a colecao teria sido
transcrito por volta de 186 a.C., no inicio da dinastia Han do Oeste.

Embora a sua relacdo com os nove capitulos ainda esteja em discussao
pelos estudiosos, alguns dos seus contetdos sao claramente paralelos. O texto do
Suan Shu Shu é, contudo muito menos sistematico do que os nove capitulos, e
parece consistir de um nimero de mais ou menos independentes seccdes curtas de
texto extraidas a partir de um nuimero de fontes, atualmente € o trabalho matematico

chinés mais antigo.
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San Shu Shu escrito em tiras de bambu
Fonte: Site:www.cam.ac.uk
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% Fonte da figura disponivel em: http://www.cam.ac.uk, acesso em 14 de julho de 2013.
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Essa notacdo em barras ndo era simplesmente utilizada em placas de
calcular (escrita). Barras de bambu, marfim ou de ferro eram carregadas em sacolas
pelos administradores para que os calculos fossem efetuados. Este método era mais
simples e rapido do que o célculo realizado com abaco, soroban ou suanphan.

Durante toda sua historia, a ciéncia chinesa sofreu com varios problemas,
que impediram sua continuidade e aprimoramento, foi nesse periodo que o mais
influente dos textos matematicos chineses foi compilado, o Jiu zhang suanshu (Os
nove capitulos da arte matematica), o livro contém 246 problemas distribuidos por 9
capitulos, onde destacamos trechos do nono capitulo, Um capitulo inteiro sobre o
conhecidissimo teorema de Pitagoras.

Flood & Wilson (2013), afirma:

A maior parte da antiga matematica chinesa foi escrita em bambu ou papel,
gue perecem com o0 tempo. Uma peca extraordindria que nos restou,
possivelmente datada de 200 a.C., é o Jiu zhang suan shu (Os nove
capitulos da arte matematica). Essa obra notavel contém 246 questdes com
as respostas, e pode ter sido usado como livro didatico. (FLOOD &
WILSON, 2013, p.41).

Com essa maneira de representar os célculos chineses, seus métodos
chegaram até nés, e provavelmente houve contato cultural entre india e China e
entre a China e o ocidente. Muitos dizem que houve influéncia babilbnica na
matematica chinesa, apesar de que a China nao utilizava fragbes sexagesimais. O
sistema de numeracdo chinés era decimal, porém com notacdes diferentes das
conhecidas na época.

Katz (2010) confirma,

Para certas ideias, as linhas de transmissdo s&o claras. Assim, a
trigonometria moveu-se da Grécia para a india, para o Isld e voltou a
Europa, com cada cultura modificando o conteldo para satisfazer as suas
exigéncias. Também o sistema posicional com os seus come¢os na China
ou na India (ou talvez na fronteira entre ambas) moveu-se para Bagda no
século oitavo e depois, para a Europa (por via tanto da Italia como na
Espanha) nos séculos Xl e XIl. (KATZ, 2010, p.448).

Nesse periodo, viveu 0 matematico Liu Hui (c. 260), que comentou 0s
Nove Capitulos e escreveu Haidao Suanjing, o manual matematico da ilha do mar.
Escrito inicialmente como apéndice ao capitulo 9° dos Nove Capitulos, esse livro
contém 9 problemas, versando sobre o teorema de Pitdgoras com solucdes,
continha também a determinacgéo da altura do Pinheiro, da dimenséo da distancia da

cidade a muralha da profundidade de uma vale, da altura de um edificio visto de


http://www.malhatlantica.pt/mathis/China/china3.htm
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cima de um monte, largura da foz de um rio, da profundidade de um lago, largura de

um rio e do tamanho de uma cidade visto de um ponto mais alto.
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=== == =

Figura 50: Uma das aplicacées da trigonometria na China**

Fonte: Site:www.ccmn.ufrj.br

No Manual Matematico da llha do Mar, contém uma das aplicacdes da

trigonometria utilizada pelos chineses, a topografia para determinar a distancia a

uma ilha e qual a sua altura.
Katz (2010) afirma,

Com o objetivo de observar uma ilha maritima cravei duas varas da mesma
altura, 5 metros, sendo de 1000 metros a distncia entre e elas. Suponha
gue a vara mais préxima esta alinhada com a mais afastada. Afasta-se 123
metros da vara da frente e observe o pico da ilha situando-se ao nivel do
solo. Afasta-se 127 metros para tr4s da vara mais afastada, e observe de
novo, do solo, o pico da ilha; a extremidade da vara faz-se coincidir como o
pico. Qual é a altura da ilha e quéo longe fica da vara da frente?. A resposta
de Liu Hui a esse problema é que a altura da ilha é 1255 metros enquanto
gue a sua distancia da vara da frente é de 30.750 metros. Também
apresenta a regra para a resolucdo do problema para determinar a altura h

- . , a
utilizavam a seguinte formula h=a+

dada por s = b;‘i'j. (KATZ, 2010, p.241).
C —

e a distancia entre as varas s é

O método apresentado no manual matematico da Ilha do mar indica que

uma trigonometria basica ja existia na China, com vastas aplicagbes, portanto

mostrando que existia uma antiga trigopnometria na China.

Uma trigonometria primitiva foi encontrada no Oriente. Na China, no

reinado de Choéu-pei Suan-king, aproximadamente 1110 a.C.,

0os triangulos

retdngulos eram frequentemente usados para medir distancias, comprimentos e
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14 de julho de 2013.

Fonte da figura disponivel em: http://www.ccmn.ufrj.br/curso/trabalhos/pdf/matematica, acesso em


http://www.ccmn.ufrj.br/curso/trabalhos/pdf/matematica,%20acesso%20em%2014%20de%20julho%20de%202013.
http://www.ccmn.ufrj.br/curso/trabalhos/pdf/matematica,%20acesso%20em%2014%20de%20julho%20de%202013.
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profundidades. Existem evidéncias tanto do conhecimento das relagGes
trigonométricas quanto do conceito de angulo e a forma de medi-lo, mas,
infelizmente ndo ficaram registro de como eram feitas as medicbes e quais as
unidades de medida usadas.

Na literatura chinesa, segundo COSTA (s/d), encontramos uma certa
passagem que podemos traduzir por: “O conhecimento vem da sombra, e a sombra
vem do gndmon”, 0 que mostra que a trigonometria plana primitiva ja era conhecida
na China no segundo milénio a.C.

Em 589, a dinastia Sui(589 a 618), reunificou de novo o pais, seguida
pela dinastia Tang(618-907). Durante essa época, a China conheceu grande
desenvolvimento artistico (poesia e pintura) e cientifico e entrou em contato com
outras civilizagcbes, como a japonesa, a coreana, a indiana e a arabe e o
desenvolvimento das mateméticas floresceu.

Formas antigas de trigonometria aparecem na mateméatica chinesa no
século VI, mas grandes avancos na trigonometria ndo vao aparecer até os séculos
XIl e XIll, para utilizagdo nos calculos astrondbmicos e do calendario e resolver
problemas de arcos e cordas.

A tabela de senos construida pelo matematico indiano, Aryabhata, foi
traduzida para o livro chinés do Zhanjing Kaiyuan**®, compilado em 718, durante a
dinastia Tang(618-907), essa tabela comecou a ser distribuida em cépias desde o
século X, mas recebeu uma atencao especial pelo estudioso Cheng Mingshan em
1616 e mais tarde foi incluido nas Siku quanshu cole¢fes do século XVIII.

Embora os chineses tenham se destacado em outros campos da
matematica, como a geometria solida, teorema binomial, e complexas féormulas
algébricas, as primeiras formas de trigonometria ndo foram tdo amplamente
apreciadas como na matematica contemporanea indiana e islamica.

Katz (2010) confirma,

146 Zhanjing Kaiyuan: E um tratado chinés de astrologia enciclopédia compilada pelo editor principal

Gautama Siddha que foi um astrdnomo e astrélogo e com ajuda de vérios estudiosos no periodo de
(714-724). O titulo completo é considerado como o Great Tang Treatise on Astrologia do Kaiyuan na
época. Ele também é referido como as observagfes Kaiyuan Star. O livro é dividido em 120 volumes
e consistia de cerca de 600.000 palavras. A compilagdo dos escritos tinham-se baseado em muitos
materiais previamente catalogados em astrologia e adivinhacdo, e, provavelmente, um classico
similar conhecido como o Yisizhan, compilado por Li Chunfeng aproximadamente em 645. Ele
incorporou muitas obras fragmentos, incluindo os catalogos de estrelas de Shi Shen e Gan De, e
continha uma verséo traduzida do Navagraha. Katz (2010).
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Parece que apenas a trigonometria faltou a China, embora mesmo os
indianos tivessem introduzido os elementos da disciplina nas suas visitas no
século VIIl. E provavel que a trigonometria ndo fosse considerada
simplesmente (til para os chineses nos seus proprios calculos astrondmicos
e calendarios. (KATZ, 2010, p.406).

A Yi-Xing(683—727), matematico e monge budista é creditado a criacdo
da primeira da tabela da tangente, no inicio do século VIII, na china foi determinada

pela formula s(a)=8-tg(a), provavelmente Yi-Xing teve como ajuda os

conhecimentos contidos nas tabelas dos senos Indianos.

Durante as dinastias anteriores Sui e Tang(960-1368) foi introduzido na
China conhecimento sobre trigonometria esférica, através da india, porém estes néo
foram interessantes para os matematicos e astrdbnomos chineses deste periodo.

O estado embrionario de trigonometria na China comecou lentamente a
mudar e avancar durante a dinastia Sung (Song ou Sung de 960 a 1279) onde
matematicos chineses comecaram a expressar maior énfase para a necessidade de
trigonometria esférica em ciéncia calendarical e calculos astronémicos. Ainda que
nos Nove Capitulos sobre a arte matematica se mencione uma breve relagéo sobre
0 arco o segmento e a corda, s6 no século XI é quando realmente se introduz uma
férmula que relaciona o arco, o segmento e a corda.

Katz (2010) confirma,

De fato o cientista chinés polimata**’ matematico e oficial Shen Kud, usou

funcdes trigonométricas para resolver problemas mateméaticos de cordas e
arcos, “escreve que, na féormula técnica de intersec¢do de circulos”, Shen
criou uma aproximagéo do arco de um circulo dado o didametro d, segmento
v, e comprimento de corda ¢ subentendendo o arco, cujo comprimento ele
aproximou pela formula, S = ¢ + 2v?/d. (KATZ, 2007, p.308).

Esta formula foi dada por Shen Kuo'*® (1031-1095) e foi chamado de
“Técnica de interseccao Circulos” que foi usado pelos astrbnomos da época para
calcular “a inclinagdo até o equador”, isto €, a Longitude e “os graus acumulados ao
longo do equador”, que quer dizer, Latitude, de fato estes célculos pertencem ao

campo da trigonometria esférica.

" Um Polimata (é aquele que aprendeu muito) € uma pessoa cujo conhecimento ndo esté restrito a

uma unica area. Em termos menos formais, um polimata pode referir-se simplesmente a alguém que

detém um grande conhecimento. Muitos dos cientistas antigos foram polimatas de acordo com os
adrdes atuais. Katz (2010).

8 Shen Kuo ou Shen Kua: Foi um gedlogo, astrénomo, embaixador, general militar, matematico,

cartégrafo, engenheiro hidraulico, botanico, zodlogo, farmacologo, escritor, e burocrata do governo da

Dinastia Song (960-1279), na China. Katz (2010).
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No entanto, este conhecimento ndo seguiu desenvolvendo-se, pois com a
“Técnica de Interpretar Circulos”, os calculos que se realizavam eram inexatos, ja
gue consideravam o valor de = 3.

Sal Restivo (1992, p.32) escreve também que o trabalho de Shen sobre
0os comprimentos de arcos de circulo forneceu a base para trigonometria esférica
desenvolvida durante os séculos XIl e Xlll pelo matematico e astronomo Guo
Shoujing** (1231-1316).

Cajori (2007, p.123) nos informa que “no século XIV, a astronomia e o
calendario foram estudados”. Esses estudos envolveram rudimentos de geometria e
trigonometria esférica. Neste campo foram feitas importacbes dos arabes. Muitos
avancos da matematica chinesa foram transmitidos para Europa através da india e
Arabia, tais avancos se concretizaram depois do declinio da matematica grega
classica.

De acordo com os historiadores L. Gauchet e Joseph Needham™® (1900—
1995), Guo Shoujing usou 0 manuscrito sobre trigonometria esférica que em chinés
chama-se “Shou shi li” (Obras e dias de calendario), nos seus calculos para melhorar
0 sistema de calendario e a astronomia chinesa. Junto de uma ilustracdo do século
XVII depois de provas matematicas de Guo.

Needham (1986) afirma:

Guo usou uma piramide quadrangular esférica, cujo quadrilatero de base
consistia em um arco equatorial e outro eliptico, juntos com dois arcos
meridianos, um dos quais passava pelo ponto do solsticio de verao...
Através desses métodos ele foi capaz de obter os du lU (graus de equador
correspondentes aos graus da ecliptica), os ji cha (valores das cordas para
dados arcos elipticos) e os cha lu (diferenca entre cordas de arcos com
diferenca de 1 grau). (NEEDHAM, 1986, V. 3, p.109-110, tradu¢cdo nossa).

Apesar das conquistas nos trabalhos de Shen e Guo na trigopnometria

outro trabalho substancial em trigonometria chinesa n&o seria publicado novamente

1 Guo Shoujing: Foi um astrbnomo, engenheiro e matematico chinés, nascido em Xingtai que viveu

durante a dinastia Yuan (1271-1368). Quanto mais tarde Johann Adam Schall von Sino (1591-1666)
ficou tdo impressionado com os instrumentos astrondmicos preservados de Guo, ele chamou de “O
Télcho Brahe da China”. Katz (2010).

%9 Noel Joseph Terence Montgomery Needham: Mais conhecido como Joseph Needham, foi um
embriologista, historiador de ciéncias, bioquimico e sinologista inglés. Ficou famoso por seu trabalho
sobre ciéncia, tecnologia e medicina tradicional chinesa, sua obra mais famosa é Ciéncia e
Civilizagdo na China (Science and Civilisation in China) dividida em 15 volumes, iniciada em 1954 é
um estudo sobre a evolucdo da ciéncia chinesa, foi realizado por Joseph Needham e uma equipe
internacional de colaboradores, publicada pela Cambridge University Press em sete volumes. A partir
do volume 4, cada volume é dividido em volumes menores. O projeto teve continuidade sob a
orientacdo do Conselho de Publicagdes do Instituto de Pesquisa Needham (Needham Research
Institute), presidido por Christopher Cullen. Divalte (2002).
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até 1607, quando da publicacdo da obra Os Elementos de Euclides, um livro
fundamental da geometria, e varias obras de astronomia (ex: sobre eclipses, sobre a
tese de que a Terra é redonda, etc.), de trigopnometria (consideradas as primeiras
obras de trigonometria na China e em chinés), obras essas traduzidas para o chinés
pelo jesuita italiano Matteo Ricci*'(1552-1610) com a colaboracdo do astrbnomo
Hsu Kuang-Ching (1562-1634).

Nesse sentido Cajori (2007) nos informa:

No século XVI, quando miss@es cristds entraram na China, o jesuita italiano
Matteo Ricci (1552-1610) levou para la a astronomia e a matematica
europeia. Com a ajuda de um cientista chinés, chamado Hsu Kuang-Ching,
publicou em 1607 uma traducdo dos primeiros seis livros de Euclides. Logo
depois surgiu uma continuacdo de Euclides e um tratado em agrimensura.
(CAJORI, 2007, p.124).

Matteo Ricci supondo as limitacbes de seus conhecimentos sem
trigonometria enviou varias cartas a missionarios que tinham conhecimento desses
temas, os quais ndo tardaram em chegar. Depois de varias propostas erradas o
governo Ming decretou que o método ocidental deveria ser adotado e, portanto,
mudar o calendario. Pouco depois o exército Manchl penetrou na China e a dinastia
Ming deixou de existir. Ao segundo ano do comeco da dinastia Qing o governo
decretou a adocao do novo calendario baseado no calendario ocidental, o qual foi
chamado calendério Shixian.

Existem varias mateméticas incluidas em varios livros de calendario. A
mais importante € de trigonometria plana e esférica e as tabelas que sdo requeridas
para tais matematicas. Dentre as quais destacamos: As longitudes de segmentos
que eram usadas para definir o significado de func¢des trigonométricas.

Com por exemplo no Capitulo sete da Completa Teoria de Observacgéao.
Cada arco e cada angulo tém oito tipos de linhas conforme o segmento descrito na

figura (51), a saber: seno (zhengxian), tangente (zheng que xian), secante

%1 Matteo Ricci: Foi um sacerdote jesuita, missionario, cientista, gedgrafo e cartégrafo renascentista

italiano. E conhecido pela sua actividade missionaria na China da dinastia Ming, onde era conhecido
por Li Madou. Ele é considerado o fundador das modernas missfes catélicas na China, contribuindo
assim de modo fulcral para a introducdo do catolicismo na China. Recebeu a sua primeira formacao
na sua cidade natal de Macerata (ltadlia). Em 1568, partiu para Roma para estudar Direito na
Universidade La Sapienza, dado que seu pai ambicionava para si a ascensdo na administracao
pontificia. Foi em Roma que comecou a frequentar as reunides da Annunciata, uma associa¢ao crista
de jovens ligada a Companhia de Jesus, que promovia a oragao e 0s exercicios espirituais de Santo
Inacio de Loyola. Este desenvolvimento espiritual leva a que a 15 de Agosto de 1571, contra a
vontade do seu pai, solicitou ingresso na Companhia de Jesus. Ingressou depois no Colégio Romano,
onde estudou Retérica, Filosofia e Teologia. Ai estudou também Matematica, Cosmologia, Geografia
e Astronomia, sob a orientagdo do célebre padre Cristévao Clavio. Katz (2010).
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(zhenggexian), senoverso*®*(zhengshi), cosseno (yuxian), cotangente (yUgiexian),

cossecante (ylugexian) e cossenoverso'**(ylshi).

H
\G -

D E
C A B

Figura 51: Completa teoria da observacédo descricdo das funcdes trigonométricas™*
Fonte: Site:www.gave.mim.edu.pt

Desta forma temos AD é o seno, CH a tangente, BH a secante, AC o
senoverso, DE o cosseno, GF a cotangente, BG a cossecante e EF 0 cossenoverso.
Também na obra completa teoria de observacado, contém varias férmulas

da trigonometria plana, que sdo apresentadas em notacdo moderna da seguinte

forma: 2 v2 _
sen(x)-cosec(x) =1 a“=b°+c —2bc-cosf\
cos(x)-sec(x) =1 b? =a®+c® —2ac-cos B
tg(x)-cotg(x) =1 c?=a’+b?-2ab-cos C
tg(x) = M sen(2x) =2-sen(x)-cos(x)
cos(x) sen(ij - [=cos()
cotg(x) = cos(x) 2 \/ 2
sen(x) B ] AiE
- a- +
2 2 _ t _ -
sen Ex)+cos Ex) 1 ) g( 5 ) (a+bj g( > )
sen(A) sen(B) sen(C)
a b ¢ sen(x) =sen(60° + x) +sen(60° —x)

{sen(x +y) =sen(x)-cos(y)+cos(x)-sen(y)
2

90° — x
sec(x)=tg(x)+tg
cos(x +y) =cos(x)-cos(y)+sen(x)-sen(y)
Na Europa nessa época nao havia notacao para funcdes trigopnométricas,
portanto as férmulas eram escritas em palavras, na obra teoria de observagao

apresenta férmulas equivalentes as da trigopnometria atual.

%2(1-cosx).

(1-senx).

Fonte da figura disponivel em: http://www.gave.mim.edu.pt/o-livro-de-chui-chang.html, acesso em
14 de marco de 2014.
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Na China chegou uma multiplicidade de férmulas da trigonometria
esférica, pelos trabalhos de Jen Mikollaj Smogulecki **° (1610-1656) e Xue
Féngzuo™°®(1600-1680) os quais implementaram métodos para calcular os lados e
angulos de triangulos usando logaritmos, assim eles introduziram os logaritmos nas
funcBes trigonométricas e também métodos gerais para Varios tipos de calculo

sen(A) _sen(B)
o

fica

trigonométricos logaritmicos. Por exemplo, a regra do seno,

transformada usando logaritmo, Logb =Loga+Logsen(B)—Logsen(A).

Na China os “logaritmos” eram chamados de “numeros correspondentes”
(Bi lishu) ou nimeros poderosos (jia shu).

Depois de termos uma visdo da histéria da matematica chinesa, os
estudos do historiador George Rusby Kaye (1866-1929), foram capazes de
estabelecer comparacdes entre a matematica chinesa e a indiana, mostrou entéo
que a india esta em divida com a China (CAJORI, 2007, p.151).

Em trigonometria os Chineses fizeram contribuicbes na construgcéo de
tabela de tangente, em varias obras civis trabalharam com a trigonometria plana
para aplicacdo na Engenharia em geral, e em trigonometria esférica, para utilizacao
de calendario e astronomia e com o advento da visita dos jesuitas na China outras
obras classicas dos gregos, arabes e hindus foram traduzidas para o chinés.
Posteriormente, os préprios chineses fizeram aperfeicoamento na trigonometria
existente.

No proximo item apresentamos a trigonometria: De ciéncia auxiliar da

astronomia e como se deu a transformacgdo em ciéncia independente na Europa.

%% Jen Mikollaj Smogulecki: Foi um nobre polonés, politico, missionario, estudioso e jesuita, foi

creditado com a introducdo do estudo dos logaritmos a China, ele escreveu obras sobre manchas
solares e eclipses e também foi professor do astronomo Xue Fengzu0, que seria o primeiro Chinés a
%léblicar trabalhos usando logaritmos. Cajori (2007).

Xue Féngzud: Foi o aluno mais importante do Smogulecki, em 1664 publicou também Lixue
Huitong (Integracdo das ciéncias astrondmicas), no qual ele reeditou e elaborou o conteddo do
trabalho anterior, somando também informacdes de outros campos. O trabalho € composto por 50
capitulos e esta dividido em trés partes: Zheng Ji, Kdoyan (experimentos) e Zhiyong (aplicagdo). A
principal inovacao consistia de tabelas logaritmicas Bili si Xian xiin bido (Novas tabelas de funcdes
trigonométricas Quatro logaritmicas), Bili duishu bido (tdbuas de logaritmos com explicacdes) e
Sanjiao suanfa (Fundamentos da Trigonometria) Xue Féngzud com Smogulecki os traduziu para o
chinés, e o texto original foi provavelmente, como Shi Yunli argumenta, “Tabulae motuum coelestium
perpetuae” de Philip von Lansberge (1561-1632), que servia para prever as posi¢cdes planetéarias.
Esta foi a primeira descricdo e aplicagdo de logaritmos para célculos astrondmicos na China, e os
conteddos matematicos desse trabalho ja foram bastante estudado. O exame dos contelidos
astrondmicos, no entanto, mostra que esses tratados também sdo os primeiros a fazer os chineses
conhecer com a teoria heliocéntrica. Cajori (2007).
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2.8 A TRIGONOMETRIA: DE CIENCIA AUXILIAR DA ASTRONOMIA A
TRANSFORMACAO EM CIENCIA INDEPENDENTE NA EUROPA

A observacéo do céu e da terra criou a necessidade de uma disciplina de
medicdo e calculo. Os povos egipcios, mesopotamicos, desde 0s sumérios aos
babilénios, alcangcaram notavel nivel de conhecimentos em trigonometria plana e
esférica, que lhes servia de base para medicdo terrestre, e observacdo do
firmamento na qual fundamentavam sua filosofia astrolatrica.

Enquanto isso, 0s gregos desenvolviam a geometria, termo que procede
etimologicamente da expressado grega "medida da terra". Essas duas culturas
tiveram especial importdncia no mundo antigo como iniciadoras do saber
matematico. Para isso contribuiram também outras importantes civilizacdes preé-
cristds, como as que se estabeleceram no Oriente Médio, na bacia do Nilo e, mais
distante dos centros ocidentais, na China e na india.

Como fonte primordial da cultura ocidental, a sociedade grega representa
o0 ponto de convergéncia do estudo histérico das ciéncias. O mérito principal da
abordagem helenistica do conhecimento firma-se, mais do que nas conquistas
realmente alcancadas por suas escolas filoséficas mais ilustres, na originalidade de
seu método de raciocinio e trabalho.

Algumas das descobertas na geometria, aritmética e na trigonometria que
geralmente se atribuem a figuras transcendentes na historia dessas ciéncias séo, na
realidade, versbes revistas de trabalhos anteriores da tradicdo matematica do
Oriente Médio.

Katz (2010) confirma,

Na aplicacdo da matemética ao estudo da astronomia, 0s gregos criaram a
trigonometria plana e esférica e também desenvolveram um modelo
matemaético do universo, um modelo que modificaram muitas vezes durante
0s cinco séculos entre os tempos de Platdo e Ptolomeu. (KATZ, 2007,
p.170).

Dessa feita, a matematica grega desempenhou papel importante também
na transmisséo, recopilacéo e fusdo do saber herdado de culturas passadas e de
povos vizinhos. Sobre esse alicerce, a for¢ca e o brilho da filosofia helenistica se
manifestaram na formulacdo de importantes definicbes, postulados logicos e
raciocinios dedutivos que muitas vezes eram expressos com auxilio da geometria.

Esses trabalhos foram reunidos em tratados que conseguiram sobreviver a
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passagem dos séculos e constiiuem a base da matematica na idade
contemporanea.

Os principes arabes e os mongois estimularam o estudo das matematicas
e mandaram traduzir as obras gregas de Bizancio, mas prenderam-se, sobretudo a
ciéncia da india. Os arabes adotaram o sistema de numerag&o escrita dos hindus;
denominaram a Geometria-handasa (arte hindu), utilizou também, a trigonometria o
seno (em lugar da corda) e a tangente.

Wussing (1998) confirma:

A trigonometria hindu deve seu desenvolvimento pelas necessidades da
astronomia, no entanto os resultados obtidos pela astronomia hindu néo
superou em nenhum momento a da antiguidade helenistica. (WUSSING,
1998, p.78, tradugéo nossa).

Lembremos que o islamismo absorveu muito da cultura grega. Aos
poucos, os textos cientificos gregos foram sendo trabalhados pelos intelectuais
islamicos. As obras de Euclides e de outros matematicos gregos foram traduzidas. E
particularmente importante, foi a traducdo da obra de Ptolomeu sobre o sistema
planetario, denominada Almagesto (A Maior) pelos arabes, e os tratados de
geografia.

Os arabes ndo se limitaram a assimilar os conhecimentos existentes
avancaram, legando-nos a sua contribuicdo. A partir da Tabua de Cordas de
Hiparco, criaram a Tabua dos Senos e das Tangentes, que foi o inicio definitivo da
Trigonometria.

Wussing (1998) confirma:

Os mateméticos dos paises islamicos introduziram as relagBes
trigonométricas tangentes e cotangentes e investigaram suas propriedades,
assim como as relagdes seno e cosseno, se ocuparam de todos os tipos de
triangulos planos e esféricos e ampliaram passo a passo a trigonometria até
gue se tornou um ramo cientifico independente e fechado. (WUSSING,
1998, p.86, traducéo nossa).

A importancia da contribuicdo islamica para a geometria foi obscurecida
pela relevancia de suas descobertas sobre as técnicas de célculo. O confuso
sistema de numeracdo classico europeu tinha dificultado o desenvolvimento da
aritmética, o problema foi solucionado com a adog¢éo do sistema &rabe, de influéncia
indiana, que empregava pela primeira vez o digito zero e atribuia valores relativos

aos algarismos, dependendo de sua posi¢cdo num determinado numero.
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Os primordios da ldade Média assinalaram na Europa Ocidental a
paralisacdo das Matematicas tedricas e, até mesmo, sua decadéncia. Durante a
Idade Média e na Renascenca, difundiu-se no ocidente a ciéncia dos gregos, dos
arabes e dos hindus. Na antiga civilizacdo hindu foram cultivados métodos
matematicos e sua astronomia também se desenvolveu bastante, embora pouco se
conheca a respeito.

O Conhecimento aperfeicoado pelos arabes da Antiguidade foi transferido
para Europa com a traducdo de muitos textos arabes para o latim a partir do século
XI. A trigonometria no periodo medieval néo foi usada para resolver triangulo plano e
sim para resolver triangulos esféricos, pelas necessidades da astronomia.

Poucas inovacfGes importantes podem ser atribuidas ao pensamento
matematico romano e cristdo da alta ldade Média, razdo pela qual ficou para a
civilizacéo islamica o trabalho de reunir e reelaborar as grandes conquistas gregas
nessa ciéncia.

Rooney (2012) afirma,

Embora os estudiosos europeus da Idade Média tenham traduzido trabalhos
arabes e gregos sobre trigonometria e geometria, eles ndo acrescentaram
nada proprio a esses trabalhos. (ROONEY, 2012, p.94).

Os povos arabes, em seu processo de rapida expansdo, tiveram a
oportunidade de adotar a sabedoria indiana e a filosofia mediterranea, a partir das
quais uma brilhante geracdo fixada na Pérsia extraiu uma sintese que teve
importancia vital para a evolu¢éo da matematica.

Na Europa, as universidades do final da Idade Média incorporaram o0s
sistemas darabes de numeracdo. A eles somaram-se 0s textos gregos,
frequentemente traduzidos para o arabe, gracas ao contato direto que as duas
culturas mantinham através das fronteiras espanhola e bizantina.

Flood & Wilson (2013), afirma:

O renascimento do estudo da matemética durante a ldade Média se deveu

principalmente a trés fatores:

e A traducdo de textos classicos arabes para o latim durante os séculos XiII
e XII.

¢ A fundacéo das primeiras universidades europeias.

e Ainvencao da imprensa. (FLOOD & WILSON, 2013, p.50).

Um aspecto da consolidacdo da trigonometria como disciplina
independente da astronomia, é evidenciado com o0 surgimento de tratados

especificos de trigonometria, dentre eles o que culminou com a separacdo foi o
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tratado sobre quadrilatero completo, escrito em 1260, de autoria do matematico e
astronomo arabe Nasir Eddin al-Tusi. Essa obra exercera uma decisiva influéncia no
trabalho de Regiomontanus.

Wussing (1998) confirma:

Este desenvolvimento alcanca o ponto culminante com o tratado sobre
guadrilatero completo em 1260 de Nasir Eddin al-Tusi (1201-1274), que
reuniu neste trabalho todos os aspectos anteriormente, apresentando uma
construcdo completa e sistematica da trigonometria desde os conceitos e
relagbes basicas e ainda procedimentos para resolucdo de todos os
problemas tipicos de seu tempo. Dele procedem também novos e
importantes, resultados, como por exemplo, a determinacdo dos tridngulos
de angulos obliquos a partir dos trés lados e dos angulos. Sua obra exerceu
uma decisiva influéncia na obra de Regiomontanus, constitui-o os trabalhos
deste ultimo o ponto de partida para o desenvolvimento da trigonometria na
Europa. (WUSSING, 1998, p.87, traducdo nossa).

Essa informagcdo € bastante discutida e cheia de duvidas pelos
historiadores da matematica tanto que: Pereira (2010), afirma em sua tese que
autores como Zeller (1944) e Zinner (1990) discordam na questdo de
Regiomontanus ter tido ou ndo acesso a obra de al-Tusi. Deste modo, a autora
comenta: “nada podemos inferir sobre a influéncia da obra de al-Tusi no
desenvolvimento da Trigonometria na Europa”, apesar que alguns autores afirmem o
contrario.

No final do século XIl, muitas obras dos matematicos gregos e de alguns
islamicos estavam ao dispor dos estudiosos na Europa que sabiam latim. Durante os
séculos seguintes essas obras foram assimiladas e o0s proprios europeus
comecaram a criar uma nova matematica. Deve, no entanto notar-se que alguns dos
estudiosos hispano-judaicos tinham ja anteriormente lidos as obras em é&rabe, no
original, e tinham produzido trabalhos pessoais em hebraico.

(KATZ, 2010, p.361) afirma, durante o século Xll, de fato, o intercambio
cultural entre as trés maiores civilizacdes da Europa e da bacia do Mediterraneo,
judaica, a cristd e a islamica foi muito intensa. Porém ao acontecer o declinio da
cultura islamica, e ascensdo das culturas judaica cristd, temos contribuicdes de
matematicos judeus desse periodo a trigonometria, a saber:

Abraham Bar Hiyya™’(1092-1167), também era conhecido pelo seu nome

em hebraico, que no seu tempo era Ha-Nasi e significava o lider, mas ele também é

" Abraham Bar Hiyya: Foi um matematico e astrénomo judeu que viveu na Espanha. Foi educado

em um dos principados arabes do califado de Cérdoba, mas foi em Barcelona que Abraham escreveu
as suas obras originais em hebraico. Katz (2010).
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conhecido pelo nome latino Savasorda que vem de sua descricdo de trabalho,
mostrando que ele tinha uma posicéo oficial no governo, em Barcelona.

Conhecem-se duas obras suas com conteudos matematicos: a primeira
enciclopédia escrita em hebraico, sobre matematica, astronomia, Optica e musica,
chamada de “Yesodey ha-Tevuna u-Migdal ha-Emuna”, (Fundacdo de Entendimento
e a Torre de Fé) e uma obra de geometria pratica, chamada de “Hibbur ha-Meshiha
we-ha-Tishboret”, de 1116. Esta obra foi traduzida para latim, em 1145, por Platdo
de Tivoli, com o nome “Liber embadorum’.

Katz (2010, p.363) diz, o texto de Abraham, em hebraico, foi uma das
mais antigas obras de geometria préatica a aparecer na Europa medieval.

Essa obra teve como objetivo ajudar os judeus espanhdis e franceses no
calculo da medicdo dos campos, nele encontram-se algumas definicdes, axiomas e
teoremas de Euclides. E interessante ver as areas da matematica e os matematicos
com que Abraham estava familiarizado. E claro que ele sabia geometria através das
obras de Euclides, mas ele também sabia que as contribuicdes para a geometria de
outros textos gregos como Theodosius Sphaerica em trés livros, Sobre a Esfera
Movendo que é um trabalho sobre a geometria da esfera de Autélico de Pitane™®
(360 a.C.—290 a.C.), ainda as Cobnicas de Apoldnio, e as contribuicbes posteriores
do trabalho de Heron de Alexandria**(10-70) e Menelau de Alexandria. Abraham
também havia estudado algumas das importantes obras sobre algebra dos

matematicos arabes, em particular, al-Khwarizmi e al-Karaji**(c. 953—c. 1029).

%8 Autélico de Pitane: Foi um astronomo, matematico e geografo grego. Uma cratera lunar recebeu

0 seu nome em sua homenagem. Autdlico nasceu em Pitane, uma cidade da Edlia, na Anatélia
Ocidental. De sua vida pessoal nada é conhecido, a ndo ser que foi contemporéaneo de Aristételes e
suas obras parecem ter sido concluidas em Atenas entre os anos 335 a.C. e 300 a.C. Euclides faz
referéncia a alguns trabalhos de Autélico, as obras sobreviventes de Autélico incluem um livro sobre
esferas, intitulado Sobre a esfera mdével (ou A esfera em movimento) e outra Dos nascentes e dos
Poentes de corpos celestes. As obras de Autdlico foram traduzidas no século XVI por Francesco
Maurolico (1494-1575) foi um matematico e astrbnomo italiano de origem grega que realizou
contribuicbes nos campos da geometria, Optica, cbnica, mecanica, musica e astronomia. Tucker
2005).

gsg Heron de Alexandria: Foi um gedmetra e engenheiro grego, esteve ativo em torno do ano 62, é
especialmente conhecido pela formula que leva seu nome e se aplica ao célculo da area do triangulo.
Seu trabalho mais importante no campo da geometria, foi Métrica, que versa sobre a medi¢do de
figuras simples de planos solidos, com prova das férmulas envolvidas no processo. Tratava da
divisdo das figuras planas e sélidas e contém a féormula de Herdo (embora esta talvez tenha sido
descoberta por Arquimedes) para o calculo da area de um tridngulo e um método (ja antecipado pelos
babilénios) de aproximacdo a uma raiz quadrada de ndmeros ndo quadrados, que permaneceu
desaparecido até 1896. Tucker (2005).

% |bn al Husayn al-Karaji (ou al-Karkhi): Foi um matematico do século 10 e engenheiro que
trabalhou em Bagda. Suas trés principais obras que chegou até nos, em matematica: Al-Badi 'fi'l-
hisab (Wonderful em célculo), Al-Fakhri fi'l-jabr wa'l-muqabala (Glorioso em &lgebra) e Al-Kafi fi'l-
hisab (suficiente sobre célculo). Tucker (2005).
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Abraham também escreveu uma série de textos sobre astronomia; em
particular, ele escreveu sobre a forma da Terra e para o calculo dos caminhos das
estrelas na esfera celeste. Seus quatros livro do Principe refere-se as tabelas de al-
Battani, enquanto o tratado de Abraham Sefer ha-Ibbur (Livro de intercalacéo),
escrito entre 1122/23, é o primeiro trabalho hebraico dedicado exclusivamente ao
estudo do calendario.

Talvez uma das caracteristicas mais importantes do trabalho de Abraham
bar do Hiyya € o fato de que parece ter estimulado o interesse em matematica arabe
e, em conjunto com Abraham ibn Ezra, marca o inicio do estudo académico hebreu
em matematica.

Abraham ben Meir ibn Ezra'®*(1092/93-1167) que em hebraico também
conhecido por Abenezra, foi um importante escritor judeu da idade média. Nasceu
em Tudela, no artigo reino Navarra (hoje, Espanha). Os seus comentarios sobre o
Antigo Testamento sdo notaveis por uma grande ousadia de opinides. Abraham ibn
Ezra, foi homenageado dando seu nome a uma cratera lunar.

Foi um dos primeiros a traduzir obras do arabe para o hebreu. Sua obra
abrigava varios livros sobre matematica, introduzindo o sistema decimal para o povo
judeu (e, por via de consequéncia, para os cristaos), e astrologia.

Escreveu diversos livros relativos a navegacdo nautica, astronomia e
matematica como:

a) “Tratado do Astrolabio” (Nautico) antigo instrumento para medir a altura de
determinados astros, permitia determinar a latitude em que estavam as naus pela
altura de outras estrelas acima do horizonte, conforme o prisma utilizado de acordo
com o meridiano. Também foi chamado de Régua dos Planetas, foi bastante
aperfeicoado pelos judeus na idade aurea da Espanha.

b) “Keli Nechoshe” - Instrumentos de Cobre e a obra filosofica e

c) “Yessod Mora” - Fundamento do Temor/Respeito - Foi contemporaneo do Rabenu

Yaacov Tam (neto de Rashi), com quem trocou muitas cartas.

'°1 Abraham ben Meir ibn Ezra: Foi um sabio e rabino espanhol, cultivou todas as ciéncias, e mais

particularmente a astronomia. Viveu em varios lugares, em sua terra natal Tudela, ele ja tinha
ganhado a reputacao de um distinto poeta e pensador, mas para além de seus poemas, suas obras,
gue foram todos na lingua hebraica, foram escritas no segundo periodo de sua vida. Com estas
obras, que abrangem em primeira instdncia o campo da filologia hebraica e exegese biblica, ele
cumpriu a grande missao de tornar acessiveis aos judeus da Europa Cristd os tesouros dos
conhecimentos consagrados nas obras escritas em arabe que tinha trazido com ele da Espanha. Katz
(2010).
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Outro judeu a fazer contribuicdes a trigonometria foi 0 Rabino Levi ben
Gerson*®(1288-1344), viveu em Barcelona, parte de seus escritos consistem em
comentarios sobre trabalhos de Aristoteles e Ptolomeu, alguns deles sdo as
primeiras edicOes latinas dessas obras. Seu tratado mais importante, na historia da
filosofia, é intitulado “Sefer Ha-Shem” (As Guerras do Senhor), ocupou 12 anos na
sua composicdo. Uma parte dele, contendo um levantamento elaborado de
astronomia como conhecido dos arabes, e foi traduzido para o latim, em 1342, a
pedido do Papa Clemente VI, também no ano de 1342, escreveu ‘Em Sines,
acordes e Arcs”, que examinou a trigopnometria, em particular comprovando a lei do
seno para triangulos planos e dando cinco digitos para tabelas de seno.

Katz (2010) informa,

A trigonometria de Levi baseia-se, principalmente, em Ptolomeu, embora,
novamente, como Richard, Levi use geralmente senos em vez de cordas. A
diferenca principal de Levi relativamente a Ptolomeu e, também, a Richard,
€ a de indicar procedimentos pormenorizados para resolucao de tridngulos
planos. (KATZ, 2010, p.371).

Levi também mostrou que o modelo de Ptolomeu para Orbita linear,
embora reproduzisse corretamente a evolucdo da posicdo da Lua, falha
completamente em prever tamanho aparente da Lua em seu movimento.
Infelizmente, ndo h& nenhuma evidéncia de que os resultados tiveram um impacto
sobre as geracfGes posteriores de astrdbnomos, embora escritos Levi tenham sido
traduzidos e estivessem disponiveis, para seus contemporaneos, os métodos
apresentados por Levi sGo sempre para resolver triangulos astronémicos, ou seja,
triangulos de posicéo, nunca para resolver triangulos planos.

Richard de Wallingford **(1291-1336) foi um monge que passou 0s
altimos noves anos da sua vida como abade escreveu o Quadripartium, obra em

quatro partes sobre fundamentos da trigonometria, que foi escrita por volta de 1320,

182 | evi ben Gerson: Foi um filésofo judeu, matemético e astrobnomol/astrélogo, escreveu “Maaseh

Hoshev” em 1321, que continha operacgfes aritméticas incluindo extracdo de quadrados e cubos de
raizes, varias identidades algébricas, determinadas quantias, incluindo somas de numeros inteiros
consecutivos, quadrados e cubos, coeficientes binomiais e identidades combinatérias simples. A obra
€ notavel por seu uso precoce de prova por indugcdo matematica, e um trabalho pioneiro na anélise
combinatéria, o titulo desse livro significa literalmente uma obra de Calculo, mas também € um
trocadilho com uma frase biblica que significa “trabalho inteligente”. Katz (2010).

183 Richard de Wallingford: Foi um mateméatico e astrdnomo inglés, estava na Universidade de
Oxford como estudante entre os anos 1308-1314 e ensinou l& no periodo de 1317-1326 antes de se
tornar 0 abade de St. Albans. Existia uma série de estudiosos, que incluiram Richard em sua
referencias, pois estavam profundamente conscientes das limitagfes impostas pelos métodos
matematicos tradicionais para lidar com praticamente qualquer problema de Fisica. Foi Richard quem
introduziu trigonometria na Inglaterra, em sua forma moderna e em uma série de manuscritos que ele
produziu. Katz (2010).
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reescreveu esse tratado num outro chamando de De sectore. O objetivo dos dois
trabalhos, como os de trigonometria dessa época era desenvolver métodos para
resolucdo de problemas de trigonometria esférica, visando melhorar os calculos
astrondmicos.

Katz (2010) informa,

Parece que a fonte principal do Quadripartium, foi o Almagesto de
Ptolomeu, modificado para incorporar os senos hindus, além das cordas,
mais antigas. Mas ao tempo em que Richard reviu a obra, tinha-se
familiarizado com a trigonometria esférica de al-Jabir. (KATZ, 2010, p.370).

No periodo medieval a trigonometria estava ainda estritamente
relacionada com a astronomia, desta forma as necessidades dessa ciéncia, tinha
aporte da trigonometria esférica, para solucdes dos problemas apresentados.

O desenvolvimento da Trigonometria na Europa foi apoiado nos célculos
da Antiguidade e nos conhecimentos procedentes do ambito cultural islamico. A
atencdo se centrou em primeiro lugar no melhoramento e aperfeicoamento das
tabelas astrondmicas e trigopnométricas e também com a utilizacdo das técnicas de
resolucao de triangulos planos e esféricos.

As Tabelas Afonsinas foi uma das mais importantes tabelas astrondmicas
elaboradas por iniciativa de Afonso X, o Sébio, no século Xlll, contém as posi¢cdes
exatas dos corpos celestes em Toledo desde 1 de janeiro de 1252, ano da coroacéo
do rei Afonso, e consignam o movimento dos respectivos corpos celestes sobre a
ecliptica, calculadas entre 1260 e 1266 por ordem do Rei Afonso X'*(1221-1284),
de Castilla, que haviam desempenhado um papel muito destacado, porém nao
lograram alcancar suficiente exatiddo por ndo serem suficientemente completas.
Também colaborou no “El Libro del Saber de Astronomia”, obra baseada no sistema
ptolomaico. Esta obra teve a participacdo e contribuicdo de varios cientistas que o
rei congregara, e aos quais proporcionava meios de estudo e investigacao, tendo

mesmo mandado instalar um observatério astronébmico em Toledo.

164 Rei Afonso X: (em espanhol: Alfonso X), o Sabio ou o Astrélogo foi rei de Castela e Ledo de 1252

até a sua morte em 1284. Criou famosa escola de tradutores de Toledo juntou um grupo de
estudiosos cristdos, judeus e mucgulmanos. Foi principalmente nesta escola que se realizou o
importantissimo trabalho de traduzir para as linguas ocidentais os textos da antiguidade classica,
entretanto desenvolvidos pelos cientistas islamicos. Estas obras foram as principais responsaveis
pelo renascimento cientifico de toda a Europa medieval, que forneceria inclusivamente os
conhecimentos necessarios para o subsequente periodo dos descobrimentos. A verdadeira revolugao
cultural que impulsionou foi qualificada do renascimento do século XIll. Divalte (2002).
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Como tributo a sua influéncia para o conhecimento da astronomia, 0 seu
nome foi atribuido a cratera lunar Alfonsus.

No El Libro del Saber de Astronomia, continha as Tabelas Afonsinas, que
foram influenciadas em alto grau por trabalhos dos muculmanos, sendo baseadas
inteiramente nelas. As observacbes originais das Tabelas Afonsinas foram feitas
pelo astrbnomo arabe cordovés, Azarquel, (nascido em cordoba/Espanha) no século
Xl, posteriormente foi realizada revisdes baseadas nas observacdes levadas a cabo
em Toledo pelos cientistas judeus, Yehuda ben Moshe'® e Isaac ben Sid'*® entre

1262 e 1272.
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Figura 52: Tabelas afonsinas, contida no livro “El Libro del Saber de Astronomia
Fonte: Site:www.pt.wikipedia.org

A influéncia das tabelas afonsinas abrangeu toda Europa através de uma
revisdo francesa do comeco do século XIV, cuja utilizacdo chegou mesmo até o
Renascimento.

A queda de Constantinopla frente aos Turcos, fez com que houvesse

grande fluxo de refugiados para a lItalia, principalmente. Por este motivo, varios

1°% yehuda ben Moshe: Viveu no século XllII, foi médico de verdade, astrénomo e um dos principais
escritor da Escola de Tradutores de Toledo, no tempo de Alfonso X, o S&bio, para traduziu obras
importantes cientista arabe e hebraico para o castelhano. Foi rabino da sinagoga de Toledo, passou a
ser 0 médico pessoal do rei sabio, e se destacou como uma das personalidades mais influentes da
comunidade judaica da cidade das trés culturas do seu tempo. Katz (2010).

168 |saac ben Sid: Foi um astrénomo espanhol-judeu, trabalhou na Escola de Tradutores de Toledo,
na segunda metade do século XllIl, tomou parte importante na compilacdo das Tabelas Afonsinas.

Katz (2010).
%7 EFonte da figura disponivel em: http://www.pt.wikipedia.org, acesso em 05 de junho de 2014.
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escritos da civilizagdo grega retornam ao ocidente. Assim, a Europa volta a ter
contato com os originais gregos, agora acrescidos das influéncias orientais.

Nesse ritmo de permanente transmissdo das ideias matematicas do
mundo, a sociedade europeia da primeira fase do Renascimento possuia uma
riqueza intelectual resgatada da tradicdo greco-romana e um poderoso sistema de
calculo, enriquecida pelas contribuicbes islamicas, que faltou aos sabios da
Antiguidade. Essa sedimentacdo secular do saber haveria de se cristalizar nos
séculos seguintes numa revolucdo dos principios da ciéncia, cuja reelaboracao se
praticou com o espirito de abstracdo, simbolizacdo e raciocinio que caracterizava o
pensamento mateméatico da época.

Na aritmética tivemos a invencao dos logaritmos que, ndo s6 veio em
socorro da grandeza dos céalculos astronémicos, como ainda facilitou os célculos dos
navegantes que se langcavam ao Atlantico.

A navegacdo no oceano Atlantico, de longo alcance, Unica alternativa
possivel, exigia técnicas mais avancadas que a navegacdo no mediterraneo. A
navegacao neste oceano era extremamente adversa e desafiava a pericia dos
navegadores.

Para que essa navegacao fosse plena de éxito era necessario aprimorar
as técnicas de construcdo de navios, confec¢do de instrumentos para navegacao,
melhoria e criacdo de novas cartas nauticas e geogréaficas e o aprimoramento da
matematica.

Foram instrumentos valiosos nessa etapa:

. Invencdo da bussola, que aliada ao astroldbio, auxiliou a leitura de
latitudes e longitudes;

. Descoberta da imprensa de tipos méveis, que auxiliou a difusdo e a
confeccgéo de cartas de navegacao;

. Descoberta da pélvora €;

« Aprimoramento dos calculos matematicos.

Flood & Wilson (2013, p.51) afirma: Tudo isso contribui para a evolugéo
da nogdo de que o universo é um livro escrito na linguagem da matematica.
Conforme os instrumentos ficavam cada vez mais sofisticados, crescia a matematica
com objetivos préticos, principalmente na navegacao, na cartografia, na astronomia
e na guerra.

Flood & Wilson (2013), confirma:
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O espirito investigativo e a inventividade da Idade Média e do Renascimento

levaram a uma atitude mais critica perante as ideias aceitas durante

séculos. Isso se revelou de muitas maneiras:

« As viagens para descobrir terras desconhecidas.

« O desenvolvimento e a invencdo de instrumentos cientificos e
matematicos com varios propdésitos.

« O uso da perspectiva geométrica na pintura e em outras artes visuais.

o A solucao de equaces clbicas e quarticas.

« O desenvolvimento e a padronizacdo da terminologia e da notacéo
matematica.

« A abordagem revolucionaria do movimento planetério.

« Aredescoberta e a reinterpretacdo dos textos classicos.

« O desenvolvimento da mecéanica.

« A remocdo da dependéncia entre a algebra e a geometria. (FLOOD &
WILSON, 2013, p.51).

Mesmo com todas as descobertas realizadas, ainda havia um grande
empecilho para a expansao maritima: os altos custos financeiros. Este problema foi
solucionado pela burguesia que comecou a financiar as grandes expedi¢cdes em
troca de futuros beneficios. As cortes reais também passaram a financiar essas
expedi¢cdes, em troca de ouro, prata e especiarias.

E evidente que esta expansdo maritima necessitava de altos
conhecimentos matematicos e cientificos de uma Europa que comecava a sair do
isolamento marcado pela ldade Média. Esse processo de expansdo maritima e
comercial foi um dos fatores que fizeram com que a mateméatica, bem como as
demais ciéncias, tivesse a maior expansdo em todos os tempos da historia. Tal
expansao fez com que o continente europeu chegasse a revolucdo industrial como
poténcia mundial. Vale observar que, os conhecimentos mateméaticos na peninsula
ibérica eram muito diferentes, no conteddo e nos objetivos. O estilo da matemética
ibérica era outro.

Ha que acrescentar que, ja no final do século Xlll, Portugal, ao decidir se
tornar independente dos reinos da Espanha, viu-se forcado a procurar opcoes
comerciais pelo Atlantico. Assim definiu-se a vocagao portuguesa pela navegacéao.
Na era das grandes navegacdes, no final do século XV e inicio do século XVI, a
matematica incluia um interesse em geometria, desenvolvido com vistas aos estudos
astrondmicos e as navegacodes. Particularmente, o estudo da geometria da esfera,
por Johannes ou John de Holywood ou Sacrobosco **® (1195-1256), foram

importantissimos no movimento das grandes navegacoes.

'%8 Johannes de Sacrobosco: Também é conhecido também pelo nome de John of Holywood, foi um

matematico e astrdnomo, professor da Universidade de Paris e autor da obra medieval “Tractatus de
sphaera” (Tratado da esfera) viveu na Escocia. Katz (2010).
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Nos séculos XV e XVI em Portugal desenvolveu estudos sobre
navegacdo que culminaram com as viagens de Cristovdo Colombo'°(1451-1506),
no hemisfério norte, em 1492, de Vasco da Gama'"(1460/69-1524), que chegou a
india em 1498, pelo hemisfério Sul, e de Ferndo de Magalhdes'?(1480-1521), que
encontrou a passagem maritima para o Pacifico em 1520.

O planeta entdo se globalizou. Observac¢des do céu no hemisfério sul, a

descoberta de outros povos e de outras civilizacBes, e as novas possibilidades

109 Fonte da figura disponivel em: http://www.geocities.ws, acesso em 15 de outubro de 2013.

"® Cristovao Colombo: Foi um explorador italiano, navegador, e colonizador, nascido na Republica
de Génova (Italia). Sob os auspicios dos Reis Catélicos de Espanha, ele completou quatro viagens
através do Oceano Atlantico, que levaram a consciéncia europeia geral dos continentes americanos.
Essas viagens, e os seus esforcos para estabelecer assentamentos permanentes na ilha de
Hlspamola iniciaram a colonizacao espanhola do Novo Mundo. Divalte (2002).

! Vasco da Gama: Foi um navegador e explorador portugués. Na Era dos Descobrimentos,
destacou-se por ter sido o comandante dos primeiros navios a navegar da Europa para a india, na
mais longa viagem oceénica até entdo realizada, superior a uma volta completa ao mundo pelo
Equador No fim da vida foi, por um breve periodo, Vice-Rei da india. Divalte (2002).

% Ferndo de Magalh&es: Foi um navegador portugués, que se notabilizou por ter organizado a
primeira viagem de circum-navegacdo ao globo de 1519 até 1522. Nascido em familia nobre,
Magalhaes era inquieto por natureza: queria ver o mundo e explora-lo. Em 1506 viajou para as indias
Ocidentais, participando de vérias expedi¢6es militares nas Molucas, também conhecidas como as
llhas das Especiarias. A servigo do rei de Espanha, planejou e comandou a expedi¢do maritima que
efetuou a primeira viagem de circum-navegacéo ao globo. Foi o primeiro a alcancar a Terra do Fogo
no extremo sul do continente americano, a atravessar o estreito que hoje leva seu nome e a cruzar o
Oceano Pacifico. Divalte (2002).
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econdmicas oferecidas as nac¢fes da Europa tiveram consequéncias profundas no
conhecimento.

O tesouro do conhecimento cientifico e matematico, adquirido pelos
praticos, foi assimilado teoricamente pelos representantes da ciéncia oficial, esse elo
entre a teoria e a pratica foi uma fusdo gradual que traria consequéncias
revoluciondrias aos conhecimentos até o século XVII.

Durante os séculos XIV-XV, se desenvolveu em Viena uma importante
escola astrondmica-matematica, nela ensinaram o professor John von Gmunden'”
(1380-1442), e seu seguidor Georg von Peurbach'*(1423-1461) e um dos seus
alunos e amigo Johann Miiller, o Regiomontanus.

Ronan (1987), afirma que um ramo da geometria cujos estudos foram
iniciados pelos gregos e ampliados pelos matematicos do mundo muculmano foi o
método de célculos que empregava as relacbes entre os lados dos triangulos e os
angulos compreendidos entre eles, que é a técnica hoje chamada de trigonometria.
Sua evolucédo durante o século XV deveu-se principalmente a Georg von Peuerbach
e Johann Muller (Regiomontanus), que fundamentaram a trigonometria moderna.

Posteriormente Peurbach sugeriu a Regiomontanus, ordenar todos os
teoremas sobre trigopnometria dispersos nos escritos classicos, islamicos e europeus,
os resultados e as tabelas auxiliares e oferecer uma apresentacdo sistematica de
todo este material, dai surgiu a sua obra intitulada “De Triangulis Omnimodis Libri
Quinque” (Cinco livros sobre todas as classes de Triangulos), nessa obra o autor
reuniu todas as férmulas necessarias para trabalhar com trigonometria plana e
esférica, e foi escrita por volta de 1464 e publicada postumamente em 1533.

Flood & Wilson (2013), afirma:

% 3ohn von Gmunden: Foi um humanista, matematico, tedlogo, filésofo, astrbnomo e fabricante de

instrumentos, austriaco é o fundador da Escola de Matemética de Viena. O asteroide 15955,
descoberto em 26 de Janeiro de 1998 pelo astrbnomo austriaco Erich Meyer, recebeu a denominacéo
de Johannes gmunden em sua homenagem. A partir de 1420, John Von Gmunden se permitiu
restringir suas aulas para o campo especializado de matematica e astronomia, focando-se
particularmente nos Elementos de Euclides e na Sphaera materialis de John de Hollywood. Com a
ajuda de seus alunos criou volumosas tabelas astrondmicas (que constam na obra Historia
astronomiae de 1741, escrita por Weidler, onde Georg Pruneck de Ruspach, Georg de Neuenburg,
Johannes Schinkelius, e Johannes Feldner também sdo mencionados). Tucker (2005).

" Georg von Peurbach: Foi um astrénomo e professor da Universidade de Viena, considerado um
dos precursores europeus da visdo heliocéntrica do mundo da cosmologia e depois adaptada por
Nicolau Copérnico e John Kepler. Foi um dos precursores do humanismo na Europa Central,
adaptando as ideias que tinham chegado a Viena com Enea Silvio Piccolomini (mais tarde eleito Papa
Pio Il). Primeiro professor de astronomia em Viena, construiu instrumentos de medida inovadores,
tendo parte da sua obra sido traduzida para o portugués por Pedro Nunes. Tucker (2005).
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Em “De Triangulis Onunimodis Libri Quinque” (Cinco Livros sobre Todos os
Tipos de Tridngulos), Regiomontanus continuou esse desenvolvimento e
organizou de forma sistematica a sua obra trigonométrica anterior, usando
como modelo a abordagem dos Elementos de Euclides. A obra consiste de
cinco livros. O primeiro contém definicdes e axiomas seguidos de solucbes
geomeétricas de tridngulos planos. A trigopnometria comeca no segundo livro,
no qual vemos, pela primeira vez, um resultado que deduz a féormula da
area de um triangulo em termos do comprimento de dois lados e do angulo
entre eles. Os trés dltimos livros tratam de geometria e trigonometria
esférica. (FLOOD & WILSON, 2013, p.61).

Com essa obra de fato temos o primeiro tratamento exaustivo e
sistematico de trigonometria plana e esférica, que pelo seu rigor e aprofundamento
tedrico passaram a chamar-se do primeiro texto de trigonometria “pura”, escrito na
Europa, e caracteriza a separacao definitiva da trigopnometria da astronomia.

Com as informacdes e trabalhos realizados por Regiomontanus, a
matematica, e como consequéncia a trigonometria, se consolidou em um marco
europeu e como disciplina matematica independente da astronomia.

A partir da obra De triangulis sphaericis, sobre Triangulos Esféricos de
John Werner(1468-1522), escrita em quatros livros e ndo publicada até 1907,

apresenta o método chamado de prostaferece, que aparece no livro IV, onde consta

. o 1 . .
a formula matematica senoc-senﬁzE-[cos(oc—B)—cos(oHB)], tal formula serviu

para o aprimoramento dos célculos astrondmicos até o século XVII.

Brummelen (2009) afirma,

O livro IV de John Werner, da sua obra De triangulis sphaericis, era o0 que
mais o interessava. Pois como um cientista teria evidenciado o tédio de
realizar multiplicacdo, com cinco casas decimais, principalmente aplicadas a
seno e cosseno. Uma maneira inteligente de contornar isso é sugerida pelas
solugdes de tridngulos contida no livro IV, que dependiam do equivalente de
uma das chamadas férmulas do produto de senos:

seno.-senp = % [ cos(a.—B) —cos(o +B) |-

O produto como aparece do lado esquerdo desta equagéo ocorrem o tempo
todo, especialmente na astronomia esférica. Substituir o produto da
esquerda, com diferenca do lado direito estava a tornar-se uma ferramenta
muito Gtil, conhecido como préstaferece. Foi usada por varias décadas até
0os logaritmos uma poderosa ferramenta que veio depois consegui um
resultado semelhante. Por ndo ter sido publicado de imediato o trabalho de
Werner, a prostaferece ndo se propagou, na verdade, a historia de seu
desenvolvimento e totalmente obscura. A formula do produto de senos
apareceu pela primeira vez na década 1580 mais tarde, em 1588, na obra
de Nicolai Reymers Baer (1551-1600), conhecido também como Ursus.
Intitulada de Fundamentum Astronomicum, junto com a regra
correspondente para produto de cossenos.

cosa - CoSp = %-[cos(a—B)—cos(a+[3)]. (BRUMMELEN, 2009, p.264-265,

traducdo nossa).
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O método de proéstaferece, junto com a invencdo dos logaritmos, deu
novo impulso e melhoramento dos célculos Astronémicos, trazendo mais preciséo e
rapidez nas solucdes desse tipo de problemas.

O matematico Escocés John Napier**(1550-1617), deixou como legado,
quatro produtos de seu génio: os logaritmos, um dispositivo para reproduzir férmulas
usadas na resolucdo de tridngulos esféricos, formulas trigopnométricas Uteis na
resolucdo de triangulos esféricos obliquangulos e um instrumento usado para
multiplicacbes, divisdes e extrair raizes quadradas de nameros.

Napier ao inventar os logaritmos, publicou a obra com o nome “Mirifici
Logarithmorum Canonis Descriptio” (Descricdo da admiravel tabela de logaritmos)
em 1614.
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Figura 54: Frontispicio dos Logaritmos de Nepier'’®
Fonte: Flood & Wilson, 2013

A obra contém extensas tabelas de logaritmos dos senos e tangentes de
todos os angulos de 0° a 90° graus, em passos de 1 minuto, o uso desses logaritmos
por Napier surgiu porgque ele teve a ideia de aproveita-los como auxilio nos célculos
de navegacdo e astronomia, como exemplo desse tipo de célculo, aplicado a
tridngulo retangulo cuja hipotenusa é c e lado a sdo conhecidos. O problema é
encontrar o angulo o oposto ao lado dado. Napier utiliza a relagdo trigonométrica

seno a . . ] ~ -
=—, onde r=10", é o raio do circulo no qual os senos sdo definidos.
r c

basica.

% John Napier: Também assinou como Neper, foi um fazendeiro escocés conhecido como um

matematico, fisico e astronomo. John Napier € mais conhecido como o inventor de logaritmos. Ele
também inventou os chamados “ossos de Napier” e fez comum o uso do ponto decimal em aritmética
e matematica. Flood & Wilson. (2013).

176 Eonte da figura extraida do livro A Histéria dos Grandes Mateméticos de Flood & Wilson, 2013,
p.88.
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Napier utiliza entdo a sua tabela e a regra para a propor¢cdo dada acima serve
calcular utilizando a teoria dos logaritmos que resolvendo essa equagéo temos:
N-Log senaa=N-Loga—N-Logc+N-Logr, como N-Logr=0. Desta
forma determina-se o sen a em termos dos logaritmos dos lados.
Napier também mostra muitos outros exemplos da utilizacdo da tabela de
logaritmo, aplicando nas resolugdes de triangulos retangulos com o auxilio da lei dos

senos e triangulo qualquer com a utilizacdo da lei das tangentes.
seno _ senf

th-(A+B)} "

a b th_(A_B)}_a—b

O estudo dos logaritmos de Neper foi aperfeicoado por Henry Briggs

177

(1561-1630) em 1616 Briggs visitou Napier em Edimburgo, a fim de discutir a
alteracdo sugerida por Neper para o seu trabalho em logaritmos. No ano seguinte,
ele visitou novamente para um proposito similar. Durante estas conferéncias a
alteracdo proposta por Briggs foi acordado, e em seu retorno a partir de sua
segunda visita a Edimburgo, em 1617, publicou num pequeno panfleto impresso o
trabalho, “Logarithmorum Chilias Prima”, (Os primeiros mil logaritmos) e também
completou uma tabela de senos e tangentes logaritmicas para a centésima parte de
cada grau com quatorze casas décimas posteriormente essa obra foi revisada e
ampliada por Briggs.

A evolugao posterior na trigonometria vai acontecer com advento da
notacdo moderna da matematica, desta forma passamos a ter o nome e
abreviaturas das funcdes trigonometrias sendo dado por varios matematicos.

A invengéo das palavras tangente, e secante foram usadas primeiramente
por Thomas Fincke'®(1561-1656), no livro “Geometria rotundi libra XIV” publicado
em (1583), obra escrita em 14 livros, apresenta a teoria fundamental do circulo é
apresentado em Livros 1 a 4, trigonometria plana é estudado nos livros 5 a 11, e 0s
altimos trés livros tratam trigonometria esférica. A maioria dos 14 Livros tém
legendas. Também chamava as trés co-funcdes de seno, tangente e secante de

LE 11

“‘complemento de seno”, “complemento de tangente” e “complemento de secante”.

" Henry Briggs: Foi um matematico notavel, aperfeicoou os logaritmos originais inventados por

John Napier em comum (base 10), o seu trabalho ficou conhecidos como logaritmos Briggsian em
sua honra. Katz (2010).

® Thomas Fincke: Foi fisico, matematico e médico dinamarqués e professor da Universidade de
Copenhague por mais de 60 anos. Katz (2010).
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Muitos destes textos de trigonometria davam varios exemplos numericos
para ilustrar os métodos de resolver triangulos planos e esféricos (Katz, 2010,
p.505).

O termo co-seno e co-tangente foi primeiro usado por Edmund Gunter'”
(1581-1626), na sua obra “Tabela de Sines Artificial e tangentes”, publicada em
(1620), é a primeira publicacdo dos Logaritmos de Briggs para as funcgbes
trigonométricas, continha os logaritmos dos senos e tangentes dos arcos variando
de minuto a minuto, até sete casas decimais.

As notacbes para a tangente e a cotangente seguiram um
desenvolvimento semelhante aquele do sen e cos. Nesse sentido temos Boaventura
Cavalieri*®(1598-1647) usando Ta e Ta.2, publicou, também em 1632, o livro
“‘Directorium Universale Uranometricum” (Diretério Universal de Uranometria). O
termo uranométrico esta relacionado a medi¢cdo de distancias celestes. Entretanto,
Cavalieri adotou esse nome provavelmente apenas com o significado de medigdes.
O trabalho divulgou tabelas de senos, tangentes, secantes, cossenos e logaritmos.
Este trabalho foi responsavel pela introducdo na Italia do logaritmo de funcdes
trigonomeétricas para o emprego em calculos astronémicos.

William Oughtred*®(1575-1660) usou também a notacgdo t arc e co arc,
para tangente e a cotangente na obra Trigonometrie publicada em 1675, alguns de

seus contemporaneos ingleses, Richard Norwood'?(1590-1675) e John Speidell e

% Edmund Gunter: Foi um clérigo, matematico, gedbmetra e astrdnomo inglés, é mais lembrado por

suas contribuicbes matematicas que incluem a invencdo da cadeia de Gunter, o quadrante de Gunter,
e a escala de Gunter, foi professor de astronomia no Gresham College, em Londres, a partir de 1619
até sua morte. As descri¢cdes de algumas de suas invenc¢@es foram dadas em seus tratados sobre o
sector, arco, quadrante e outros instrumentos. Ele também sugeriu a seu amigo Henry Briggs, o
inventor dos logaritmos, o uso do complemento aritmético. Tucker (2005).
18 Boaventura Cavalieri: Foi um matematico italiano conhecido por seu trabalho sobre os problemas
de Gtica e movimento, percussor do célculo infinitesimal, e a introducéo de logaritmos para a Itdlia, o
principio da Cavalieri em geometria parcialmente introduziu o calculo integral. Cavalieri também
escreveu sobre sec¢Bes conicas, trigonometria esférica, Otica, astronomia e astrologia, desenvolveu
uma regra geral para a distancia focal das lentes e descreveu um telescdépio refletor, trabalhou
também em uma série de problemas de movimento chegou a publicar também uma série de livros
sobre astrologia, um em 1639 e outro, seu Ultimo trabalho, “Trattato della ruota planetaria
erpetuaem”, publicado em 1646. Tucker (2005).
& William Oughtred: Foi um matematico Inglés e pastor anglicano. Depois de John Napier ter
inventado os logaritmos, e Edmund Gunter ter criado as escalas logaritmicas (linhas, ou regras) e é
creditado como o inventor da régua de célculo, em 1622. Oughtred também introduziu o simbolo “x”
da multiplicacéo, bem como as abreviaturas “sen” e “cos” para as fungbes seno e cosseno. Tucker
2005).
gsz Richard Norwood: Foi um matematico, mergulhador e topografo Inglés. Ele foi chamado de
“génio excepcional das Bermudas do século XVII”, suas obras em trigonometria foram Trigonometrie,
ou a Doutrina Tridngulos, publicada em 1631 e Epitomy de Norwood, sendo a aplicagdo da doutrina
de Tridngulos, publicada em 1667. Tucker (2005).
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outros criaram varias abreviaturas para as funcdes trigonométricas: s, se, ou sen
para a fungdo seno; sco ou seco para “seno complementar’ ou co-seno, se para a
funcado secante.

John Wallis'®(1616-1703) usou para tangente T e t. A abreviagdo comum
usada hoje é tan (ou tg) sendo que a primeira ocorréncia desta abreviacdo € devida
a Albert Girard'*(1595-1632) em 1626, com tan escrito por cima do angulo e cot foi
primeiro usada por Sir Jonas Moore**(1617-1679) usou também pela primeira vez a
notacao “cot” abreviado para o termo trigopnométrico co-tangente em 1674.

A fungcdo secante e a cossecante nao foram usados pelos antigos
astronomos ou agrimensores. Estas surgiram quando os navegadores por volta do
século XV comecaram a preparar tabelas, para utilizacdo em calculos de

navegacao. Copérnico sabia da secante que ele chamou a hipotenusa. Viéte

. ~ __ cossecX 1 ~ .
conhecia as relagbes ———— =cotgx e cotgx=——, outra relagcdo que Viete
secX tgx
. 1 COS X COS X
conhecia era a = e =senx

cossecx cotgx  cotgx

As abreviacBes usadas por varios autores foram semelhantes para as
funcbes trigopnométricas, secante e cossecante. Cavalieri usou Se e Se.2, Oughtred
usou se arc. E sec co arc, enquanto John Wallis(1616-1703) usou s e G. Albert
Girard, usou sec, escrito por cima do angulo como tinha feito para a tan.

Em nosso estudo evidenciamos o ponto de partida na separacao da
trigopnometria da astronomia dada por Al-Jayyani, na obra intitulada “Determinacéo
das magnitudes dos arcos na superficie de uma esfera”, publicada por volta 1060,
nesse sentido Brummelen (2009) considera essa obra o primeiro tratado sobre

trigonometria esférica, apresentada em sua forma moderna, além de traducdes de

183 John Wallis: Foi um matematico Inglés a ele é creditado parcialmente o desenvolvimento do

célculo infinitesimal. Entre 1643 e 1689 atuou como chefe criptégrafo para o Parlamento e, mais
tarde, da corte real, fez contribuicbes significativas para a trigonometria, calculo, geometria, e da
andlise de séries infinitas. Em sua Opera Mathematica | (1695) Wallis introduziu o termo “fragéo
continua”. Tucker (2005).

8 Albert Girard: Foi um matematico francés estudou na Universidade de Leiden, “teve o
pensamentos inicial sobre o teorema fundamental da algebra” e deu a definicdo indutiva para os
numeros de Fibonacci. Ele foi o primeiro a usar as abreviagbes “sen”, “cos” e “tan” para as fun¢des
trigonométricas em um tratado de sua autoria. Girard também mostrou como a area de um triangulo
esférico depende dos angulos internos esse resultado é chamado teorema de Girard. Tucker (2005).
% sir Jonas Moore: Foi um matematico, topégrafo, Inglés, e patrono da astronomia. Ele participou
de dois dos mais ambiciosos projetos de engenharia civil inglés do século 17: A drenagem do grande
nivel de Fens e do Edificio do Mole em Tanger. O seu trabalho, “Um novo sistema de Mathematicks”
publicado em 1681, escreveu também sobre as se¢Bes sobre aritmética, geometria, trigonometria e
cosmografia. Tucker (2005). Tucker (2005).
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suas obras a partir do arabe, seu trabalho influenciou alguns matematicos europeus,
entre eles temos Regiomontanus, porem outros autores como Wussing (1998),
Cajori (2007), Katz (2010) consideram a obra de Al-Tusi intitulada “Tratado sobre
quadrilatero completo” publicada em 1260, sendo a primeira obra a tratar
trigonometria plana e esférica como assunto separado da astronomia, e como
conseguéncia criando uma disciplina discreta tal qual temos na atualidade.

Mais a obra definitiva que transforma a trigopnometria como ciéncia
independente na Europa foi “De Triangulis Onunimodis Libri Quinque” (Cinco Livros
sobre Todos os Tipos de Triangulos), de Regiomontanus, reunindo a trigonometria
plana e esférica conhecia até esse momento em cinco livros independente da
astronomia, e publicado postumamente em 1533, passando a ser a obra de
referéncia dos matematicos posteriores e € o marco definitivo da separacdo da
trigonometria da astronomia.

Ha de se considerar também, que a transformacéo e aperfeicoamento da
trigopnometria no medievo possibilitou 0 movimento das grandes navegacoes,
alargando o conhecimento do mundo nessa época. No periodo Renascentista a obra
de Regiomontanus, “De Triangulis Onunimodis Libri Quinque”, forneceu uma base
sélida em trigonometria plana e esférica, para fins astronémicos na Europa e serviu
de base para todos os avanc¢os da trigopnometria posterior, tanto que a invengao dos
logaritmos tornou os calculos astronémicos mais simples.

No préximo capitulo realizamos um estudo histérico das geometrias néo-
euclidianas, suas implicagcdes com a geometria esférica e esta com a trigonometria
esférica onde as formulas fundamentais serdo apresentadas e mostramos a
transicdo para a trigonometria plana quando o raio da circunferéncia tende para o
infinito e por fim apresentamos as relacdes estabelecidas entre as trigopnometrias

planas e esféricas.
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3. A GEOMETRIA ESFERICA E SUA IMPLICACAO COM A
TRIGONOMETRIA ESFERICA

3.1 AS GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS E EUCLIDIANAS

Neste capitulo fazemos um estudo sucinto das geometrias n&o-
euclidianas embasado na histéria da matematica, mostrando as implica¢cdes com a
geometria esférica e essa com a trigopnometria esférica e evidenciamos também a
existéncia das correlacdes entre as trigonometrias plana e esférica quando o raio da
circunferéncia tende para o infinito.

Os primordios das geometrias ndo euclidianas surgiram nas discussdes
feitas, por varios matematicos ao longo da histéria, do quinto postulado de Euclides,
gue consta nos Elementos, publicado por volta de 300 a.C. contemplando areas
como a Aritmética e a Geometria. Tal documento € um conjunto de 13 volumes
abrangendo diversas matérias como teoria dos triangulos, algebra geométrica, teoria
dos numeros, geometria dos solidos entre outros, onde Euclides apresenta a
Geometria com estrutura de Ciéncia, sistematizando a grande massa de
conhecimentos matematicos adquiridos ao longo do tempo, dando ordem légica e
estabelecendo o conceito de lugar geométrico.

No Livro | dos Elementos, os postulados sédo assim enunciados
(EUCLIDES, 2009, p. 98):

» Postulado I: Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto;

» Postulado Il: Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma

reta,;

» Postulado IlI: E, com todo centro e distancia, descrever um circulo;

» Postulado IV: E serem iguais entre si todos os angulos retos;

» Postulado V: E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos
interiores e do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas
retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que
dois retos.

Este dltimo postulado € conhecido como o postulado das paralelas. Por
Nao possuir, aparentemente, o mesmo grau de evidéncia que o0s restantes, este

postulado recebeu muitas criticas. O préprio Euclides deve ter considerado o
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Postulado V pouco evidente, pois retardou o quanto péde o seu uso. Euclides
demonstra as 28 primeiras proposigoes do Livro | sem utilizar o Postulado V.

T

/ T2
Figura 55: Postulado V ou das Paralelas'®
Fonte: Elaborada pelo autor

O Postulado V, dos Elementos, foi objeto de muitas tentativas de
demonstracdo, mas a maioria delas ou admitiam fatos equivalentes a ele ou néo
podiam ser concretizadas, utilizando-se apenas 0s outros quatro postulados.

Hoje o quinto postulado de Euclides € apresentado por um enunciado
equivalente, denominado Postulado das paralelas, apresentado por John
Playfair'®’(1748-1819) em 1795, “Por um ponto P exterior a uma reta r, consideradas

em um mesmo plano, existe uma Unica reta paralela a reta dada”.

r

Figura 56: Postulado V na formulacdo de John Playfair®
Fonte: Elaborada pelo autor

Desde a primeira formulacdo dos postulados de Euclides para a
geometria, 0s matematicos acreditavam que o quinto postulado de Euclides poderia
ser demonstrado como teorema. Entre os que tentaram demonstra-lo encontraram-
se 0s seguintes matematicos: Ptolomeu(85-165), Proclus(410-485), Ibn al-Haitham
conhecido por Alhazen (965-1039), Omar Khayyam'*(1048-1131), Nasir Eddin al-

188 Elaborado pelo autor.

87 professor John Playfair: Foi um matematico e geologo escocés, lecionou matematica na
Universidade de Edimburgo. E responsavel pela formulagdo moderna do quinto postulado de
Euclides.

1% Elaborado pelo autor.

% Omar Khayyam: Foi um poeta, matematico e astronomo persa dos séculos XI e XlI. Khayyam
corrigiu o calendario persa, escreveu um livro intitulado Declaracdes de as dificuldades de os
postulados em Elementos de Euclides. O livro € composto por varias se¢des sobre o postulado das
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Tusi(1201-1274), John Wallis *° (1616-1703), Girolamo Saccheri ™" (1667-1733),
Johann Heinrich Lambert *?(1728-1777) e Adrien Marie Legendre*?(1752-1833).
Waussing (1998) confirma:

Ja desde a antiguidade o quinto postulado de Euclides, conhecido como
postulados das paralelas possuia um carater excepcionalmente claro de
excegado e registraram-se numerosos intentos de demonstrar este postulado
com ajuda dos demais. Em ambito da matematica islamica se conheciam
intentos similares, por exemplo, com al-Tusi no século Xlll. Na cadeia dos
esforgcos de demonstracdo chega até mesmo Legendre no seu importante
livro Elementos de Geometria (1794). (WUSSING, 1998, p.240, traducéo
nossa).

Durante dois mil anos de fato, muitos mateméticos tentaram fazer uma
demonstracdo do quinto postulado com base nos quatros anteriores, tentativas
frustradas porque ha geometrias “ndo-euclidianas” que satisfazem aos quatros
primeiros postulados mas n&ao ao quinto.

Esse processo culminou com a descoberta das Geometrias nao-
euclidianas. Entdo, aceitando-se uma nova redacdo para 0 quinto postulado é
possivel construir outras geometrias, tdo consistentes como a de Euclides.

As Geometrias nao-euclidianas surgiram formalmente no século XIX, mas
esta descoberta ndo se deve unicamente aos matematicos do século XIX. Elas sdo

um produto de arduo trabalho de matematicos em tentativas frustradas de

paralelas (Livro 1), sobre a definicdo euclidiana de relacdes e a proporcédo Anthyphairetic (modernos
fracBes continuas) (Livro I1), e na multiplicacdo de rela¢ges (Livro Ill) publicou também sobre &lgebra
e mecénica. Flood & Wilson (2013).

% j3ohn Wallis: Foi um matematico britanico cujos trabalhos sobre o célculo foram precursores aos
de Isaac Newton contribuiu substancialmente para a origem do Célculo e foi 0 matemético inglés mais
influente antes de Newton. Estudou os trabalhos de Kepler, Cavalieri, Roberval, Torricelli e Descartes.
Wallis foi também um historiador da matematica. O seu livro “Treatise on Algebra” tem uma enorme
riqueza histérica. Flood & Wilson (2013).

! Girolamo Saccheri: Foi um italiano jesuita padre, fildsofo escolastico e matematico, € conhecido
principalmente hoje para sua Ultima publicagdo, em 1733, pouco antes de sua morte. Agora
considerado o segundo trabalho em geometria ndo-euclidiana, “Euclides ab Omni Naevo Vindicatus”
(Euclides inocente de todas falhas) definhava na obscuridade até que foi redescoberto por Eugenio
Beltrami (1835-1900) em meados do século XIX. Flood & Wilson (2013).

192 Johann Heinrich Lambert: Foi um matematico fisico e astrénomo suico radicado na Prissia. A
obra de Lambert inclui a primeira demonstracdo de que T é um nUmero irracional (1768), o
desenvolvimento da geometria da regra, o célculo da trajetéria de cometas. Também se interessou
por cartografia e definiu a projecdo de Lambert. Foi um dos criadores da fotometria e autor de
trabalhos inovadores sobre geometrias ndo euclidianas. Cajori (2007).

19 Adrien Marie Legendre: Foi um matematico francés, fez importantes contribuicdes a estatistica,
teoria dos nimeros, algebra abstrata e analise matematica, foi educado no Colégio Mazarin, uma das
escolas mais avancadas do século XVII, em Paris, durante cinco anos, de 1775 a 1780, trabalhou
junto com Laplace, quando ambos lecionavam na Ecole Militaire de Paris. Legendre fez inimeras
contribuicbes para a matematica. Bem conhecido e conceitos importantes, tais como os polindmios
de Legendre e transformacéo de Legendre. Tucker (2005).
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demonstracao do Postulado V de Euclides. A busca por resultados serviu como guia
para outros mateméaticos na descoberta de novas geometrias.

Os primeiros matematicos suspeitarem que era impossivel obter uma
contradicdo negando o postulado das paralelas, ou seja, que ele era independente
dos outros postulados, foram: o aleméo Carl Friederich Gauss™*(1777-1855), o
hingaro Janos Bolyai'**(1802-1860) e o russo Nikolai Ivanovich Lobatchevski'*
(1793-1856). Todos os trés chegaram as suas conclusdes analisando o quinto
postulado através da forma de representar de Playfair, considerando as trés
possibilidades.

O eminente matematico alemdo Carl Friedrich Gauss(1777-1855),
“‘entreviu” a nova geometria desde 1792, com apenas 15 anos. A negacdo do V
axioma também n&o o levava a resultados contraditérios com 0s axiomas mais
basicos e sintéticos da geometria, hoje dita “geometria absoluta”, foi o primeiro a
descobrir a nova geometria, embora nao tivesse publicado nada, pois a Geometria
Euclidiana ainda era vista como uma verdade infalivel. Qualguer um que se
atrevesse a contradizer isso era desprestigiado, e a Ultima coisa que Gauss
desejaria, seria manchar a reputacao que tinha frente ao meio cientifico.

Segundo o professor Manfredo P. do Carmo (1987), Gauss estudou as
superficies de curvatura negativa constante e provou que se considerarmos como
reta uma curva de menor comprimento que liga dois pontos, entdo a soma dos

angulos internos de um triangulo tracado na superficie € menor que dois angulos

retos (180°) e a diferenca entre essa soma e dois retos é proporcional a area do

194 carl Friederich Gauss: Foi um matematico, astronomo e fisico alemao que contribuiu muito e em

diversas éreas da ciéncia, dentre elas a teoria dos numeros, estatistica, analise matematica,
geometria diferencial, geodésia, geofisica, eletroestatica, astronomia e éptica. Alguns o referem como
princeps mathematicorum (em latim, “o principe da matematica” ou “o mais notavel dos matematicos”)
e um “grande matematico desde a antiguidade”, Gauss tinha uma marca influente em muitas areas da
matematica e da ciéncia e é um dos mais influentes na histéria da matemética. Ele refere-se a
matematica como “a rainha das ciéncias”. Flood & Wilson (2013).

1% janos Bolyai: Foi um matematico hingaro, entre 1818 e 1822, estudou no Royal College of
Engineering, em Viena, um dos fundadores da geometria ndo-euclidiana, a sua obra foi um tratado
sobre um sistema completo de geometria ndo-euclidiana, escrita entre 1820 e 1823. O trabalho de
Bolyai foi publicado em 1832 como um apéndice de um livro didatico de matematica por seu pai.
Flood & Wilson (2013).

1% Nikolai Ivanovich Lobatchevski: Foi um matematico russo. Estudou no Instituto de Kazan, a
partir de 1802, destacando-se, desde cedo, por seu pendor pela matematica. Aos 14 anos estava
preparado para ingressar na Universidade de Kazan, recentemente fundada, iniciando seus estudos
superiores em 1807. Passou quarenta anos de sua vida ligados a essa universidade, como aluno,
professor ajudante (1824), professor ordinario (1826) com apenas 23 anos, bibliotecario, conservador
do museu e, por fim, reitor (1827), cargo que ocupou até 1846. Lobatchevski foi considerado por
Clifford (1845-1879) como o "Copérnico da geometria”, em virtude de suas descobertas relacionadas
com as chamadas geometrias ndo-euclidianas. Tucker (2005).
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tridngulo. A constante de proporcionalidade € precisamente o valor absoluto da

curvatura e tais curvas sdo chamadas geodésicas™’.

Curvatura Positiva Curvatura Zero Curvatura Negativa

Soma dos angulos do Soma dos angulos do Soma dos angulos do
triangulo > 180° triangulo = 180° triangulo < 180°

Figura 57: Superficies de curvatura®®
Fonte: site:www.on.br

Nikolai Ivanovich Lobatchevski(1793-1856), com a publicacdo, em 1829,
de seu artigo sobre os Principios da Geometria, marca o nascimento oficial da
geometria ndo-euclidiana. Neste artigo ele se mostra completamente convencido de
gue o quinto postulado de Euclides ndo pode ser provado com base nos outros
quatro, e constroi a ideia da nova geometria fundamentada na hipétese, contraria ao
V Postulado de Euclides, de que por um ponto fora de uma reta pode-se tracar mais
de uma reta no plano que ndo encontra a reta dada.

Estes resultados se tornaram um marco revolucionario da geometria,
mostrando que a Geometria Euclidiana ndo era a verdade absoluta suposta até
entdo, e tornando necessario fazer-se uma revisdo completa nos conceitos
fundamentais da Matematica. O principal trabalho de Lobatchevski foi “Geometrya”
terminado em 1823, mas somente no dia 23 de fevereiro de 1826 € que ele fez sua
famosa apresentacdo “Sobre os Fundamentos da Geometria” em uma sessao do
conselho cientifico do departamento de Fisica e Mateméatica da Universidade de
Kazan. Lobatchevski foi perseguido por seu trabalho. Membros da comunidade de
matematicos russos faziam zombarias e publicavam rudes comentarios sobre ele.

Imre Toth (2011) confirma:

Na Russia, Ostrogradski € considerado pela historiografia soviética corrente
ndo somente como um dos maiores matematicos do séc. XIX, mas também
como um sabio progressista, materialista e ateu, que se torna acusador
publico da geometria do Lobatchevski. Nomeado em 1828, aos 27 anos

7 Geometrias n&o-euclidianas. In Aprendendo pelas raizes: alguns caminhos da matematica na

historia. Tenorio, Robinson Moreira. Ed. UFBA, Salvador, 1995. p.33.
%8 Fonte da figura disponivel em: http://www.on.br/site.edu.dist/pdf/modulo3, acesso em 15 de
novembro de 2013.
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para a academia de S&o Petersburgo, tornou-se mais tarde inspetor geral
do ensino de matematica na Ruissia sob Nicolau I, Ostrogradski tornou-se
autoridade matematica suprema de seu pais. Entre 1832 a 1842, em dois
relatérios oficias (em francés) apresentado a Academia de Ciéncias, ele
julgou os trabalhos de Lobatchevski como incompreensiveis e marcados de
erros, segundo ele, eles ndo merecem a atencdo Académica. Em 1834, isto
€, entre esses dois relatérios, Ostrogradski publicou uma ata menos
académica no jornal Le Fils de La Patrie (Os filhos da Patria), nao assinado
mas redigido por um dos jornalistas reacionarios mais notorio da época S.O.
Bouratchek: Geometria Imaginaria? Por que, com efeito ndo se imaginar
que o preto € branco, o quadrado e redondo e a soma dos angulos do
triangulo € menor que dois retos? Pergunta-se por que se escrever e,
sobretudo se publicar tais fantasmagorias. O verdadeiro alvo do Sr.
Lobachevski foi certamente jogar uma farsa aos matematicos. E por que
entdo o titulo “Os Fundamentos da Geometria” e ndo a “Sétira da
Geometria” a “A Caricatura da Geometria”. (IMRE TOTH, 2011, p.37-52,
traducdo nossa).

Outro matematico a desenvolver estudos em geometria nao-euclidianas
foi JAnos ou (Johann) Bolyai(1802—-1860), tinha apenas 20 anos quando comecgou a
desenvolver uma geometria independente do “Quinto postulado” de Euclides sobre
as paralelas, ao invés de tentar o impossivel, desenvolveu o que chamou de
“Ciéncia absoluta do espacgo”, partindo da hipotese que por um ponto fora de uma
reta podem ser tracadas infinitas retas do plano, ndo uma sé, cada uma paralela a
reta dada.

Janos foi educado para o exército, chegando a ser oficial do corpo de
engenheiros militares do exercito hangaro. Mas, Janos estudou mateméatica com seu
pai, e, devido a isto, acabou se interessando pela teoria das paralelas. Seu pai
saturado com esse problema pede que deixe de lado essa questdo: “Pelo amor de
Deus, te peco que abandones. Ela teme mais do que paixdes sensuais, porque ela
também ocupa todo o seu tempo, te priva de salde, paz de espirito e felicidade na
vida”.

Wussing (1998) confirma:

Bolyai pai advertiu seu filho varias vezes, e com palavras fortes, das
consequéncias que poderia ter de ocupasse com o problema das paralelas,
dos perigos graves em que qualquer um poderia sofrer um naufragio, o de
lidar com inquietante campo de batalha, essa fortaleza inexpugnavel que
confiava a ambicdo de todo o espirito penetrante. Apesar disso, seu filho
ndo foi dissuadido de sua paixdo. Inicialmente, dedicou-se também a
hipétese do angulo agudo, mais tarde, com uma demonstracao indireta do
postulado das paralelas, Janos Bolyai com a idade de 20 anos desenvolveu
as ideias fundamentais da geometria ndo-euclidiana. (WUSSING, 1998,
p.243, traducdo nossa).

Janos continuou trabalhando, e, admitindo que por um ponto fora de uma

reta passam pelo menos duas retas paralelas a reta dada, conseguiu resultados de
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natureza diferenciada, de modo que sua atencao foi voltando para a possibilidade de
formular outra Geometria. Inicialmente imaginou uma Geometria geral que tivesse a
Geometria Euclidiana como caso particular. No entanto, o trabalho de Janos foi
publicado pela primeira vez por volta de 1830.

Admitindo uma proposi¢cdo que contrariasse o0 postulado das paralelas,
Janos alcancou diversos resultados, que vieram a constituir a geometria que mais
tarde seria chamada de Geometria Hiperbdlica.

Quando anunciou suas descobertas em geometria para seu pai, este lhe
escreve recomendando a publicacdo: “Parece-me aconselhavel que, se tem obtido
uma solucao para o problema, por duas razdes, sua publicagédo deve ser acelerada:
em primeiro lugar, porque as ideias passam facilmente de um para outro, que pode
publicar; em segundo lugar, porque parece ser que muitas coisas tem uma época na
qual sdo descobertas em muitos lugares simultaneamente, igual as violetas que
surgem por toda parte na primavera”.

Janos Bolyai publicou seu trabalho em um apéndice de 26 paginas em um
livro do seu pai, chamado de o “Tentamen iuventutem studiosam em elementa
matheosos introducendi”, publicado em 1832. Wolfgang ou (Farkas) Bolyai***(1775—
1856) enviou uma coépia deste livio a seu amigo Gauss. Wussing (1998, p.243)
confirma: “Apés algumas discussdes com seu pai, a geometria euclidiana de Janos
apareceu como apéndice de um livro de geometria de seu pai (Tentamen) no ano de
1832”.

Wolfgang Bolyai apresentou os feitos de seu filho a Gauss, que recebe a
noticia com certo descrédito, porem Gauss aceitou 0s resultados, mas declarou-os
seus:

“Se eu comecgasse dizendo que sou incapaz de elogiar esse trabalho, sem
duavidas ficaria um momento surpreso. Mas nao posso dizer outra coisa. Elogia-lo
seria elogiar a mim mesmo. Na verdade, todo o conteudo do trabalho, o caminho

adotado por teu filho, os resultados aos quais foi levado, coincidem quase

199 Wolfgang Bolyai: Foi um matematico hingaro, conhecido principalmente por seu trabalho em

geometria, pai do matematico Janos Bolyai, amigo de Carl Friedrich Gauss. Principais interesses de
Bolyai foram os fundamentos da geometria e do axioma paralelo. Sua principal obra, a “Tentamen
iuventutem studiosam em elementa matheosos introducendi”, foi uma tentativa de uma
fundamentacéo rigorosa e sistematica da geometria, aritmética, algebra e analise. Neste trabalho,
mostrou iterativos procedimentos para resolver equacdes que depois provou ser convergente,
mostrando-lhes a ser monoétona crescente e delimitada acima. Wussing (1998).
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inteiramente com as minhas meditacbes, que ocuparam em parte a minha mente
nos ultimos trinta ou trinta cinco anos”. Flood & Wilson (2013, p.139).

Janos ficou completamente decepcionado com a carta do grande
matematico amigo do seu pai, pois esta lhe trouxe a noticia que outra pessoa ja
havia feito as mesmas descobertas. Depois disto, Janos Bolyai ndo voltou a publicar
seus resultados. Mesmo assim continuou suas investigacdes e deixou mais de
20.000 paginas de manuscritos matematicos. Estes podem ser encontrados na
Biblioteca Bolyai-Teleki em Morosvasahely, atual Targu-Mures, Roménia.

Outro matemético a estudar as geometrias ndo-euclidianas foi Georg
Friedrich Bernhard Riemann®**(1826-1866). Em 1851, na sua aula inaugural para
admissdo como professor-adjunto na Universidade de Goéttingen, Riemann apontou
possibilidades para outras Geometrias, criando a Geometria Eliptica.

Na verdade, Riemann fez mais do que criar uma nova geometria, ele
colocou tanto a Geometria Euclidiana como a nao-euclidiana em um quadro tedrico
mais geral. Em 1854, em seu trabalho “Sobre os fundamentos nos quais se assenta
a geometria” desenvolveu o que ele chamou de teoria geral das variedades.
Riemann defende uma mudanca completa na ideia de Geometria, onde esta sera
formulada a partir das hipoteses consideradas (que devem ser bem postas).

Do Carmo (1987) afirma,

Segundo Riemann, o objetivo da geometria é tratar de modelos gerais aos
quais se podem adicionar hipéteses particulares (as de Euclides, por
exemplo), a validade das quais é verificada experimentalmente, pela Fisica.
Como um exemplo de modelo geral, Riemann desenvolveu as ideias
principais do que hoje chamamos de Geometria Riemanniana; com
hip6teses adicionais, tal geometria reobtém a geometria euclidiana, a
geometria hiperbdlica e outra geometria, chamada eliptica. (DO CARMO,
1987, p. 32)

Desse modo, ja ndo se tratava apenas de cumprir ou ndo o postulado das
paralelas. Mas, qualquer outro axioma poderia ser questionado e substituido, e é
claro que isso acarretaria em consequéncias estruturais da Geometria que se

formaria.

200 Georg Friedrich Bernhard Riemann: Foi um matematico alemao, com contribuicGes

fundamentais para a andlise e a geometria diferencial. Obteve o doutorado na Universidade de
Gottingen, com uma tese no campo da teoria das funcbes complexas. Na tese encontramos as
equaglOes diferenciais de Cauchy-Riemann, que garantem a andlise de uma funcdo de variavel
complexa e o conceito de superficies de Riemann, que trouxe consideracdes topologicas a andlise.
Com uma definicdo prépria integral de Riemann, tornou mais claro o conceito de integrabilidade
abrindo caminho para a generalizacdo deste conceito no século XX, a integral de Henri Lebesgue
(1875-1941) e dai para horizontes mais amplos como a relatividade geral. Tucker (2005).
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Dentro deste raciocinio surge a Geometria Eliptica, onde o postulado das
paralelas também € substituido por uma proposicdo que o contraria. Ao negar 0
postulado das paralelas que no seu enunciado diz que: Por um ponto fora de uma
reta passa uma Unica paralela a reta dada”, existem duas possibilidades: a primeira
admite a existéncia de pelo menos duas paralelas, o que é equivalente a existéncia
de uma infinidade delas, como foi feito para estudar a Geometria Hiperbdlica; a
segunda, que é adotada na Geometria Eliptica, diz que: “Por um ponto fora de uma
reta ndo passa nenhuma reta paralela a reta dada”. Equivalentemente pode-se dizer
que, na Geometria Eliptica, duas retas quaisquer sempre se cruzam, ou
simplesmente, pode-se dizer gue nessa geometria ndo existem retas paralelas.

Mas, ja foi visto que este axioma contraria alguns resultados da
Geometria Absoluta (Euclidiana). Riemann prop6s outra mudanca. Ele abandona a
ideia de que a reta € infinita, porém continua admitindo que o processo de se
estender um segmento ndo tem fim, ou seja, que a reta € ilimitada. Foi Riemann o
primeiro a apontar a importancia de distinguir os termos infinito e ilimitado em
relacdo com o0s conceitos geométricos. Neste sentido, é importante salientar que
muitos dos resultados da Geometria Absoluta ndo se aplicam a Geometria Eliptica.
O modelo mais simples da Geometria Eliptica € o modelo da Esfera (e neste caso
especifico, a Geometria Eliptica pode ser chamada de Geometria Esférica). Neste
modelo os pontos séo pontos de uma esfera e as retas séo circulos maximos desta.

Da Geometria Euclidiana Plana, estamos acostumados a ver a reta que
passa por dois pontos como aquela que determina “a menor distancia entre esses
dois pontos”. Essa propriedade sugere que uma boa interpretacéo de “reta” para a
Geometria Eliptica, onde ela deve descrever o caminho mais curto, sobre a
superficie da esfera, entre dois pontos desta. Uma curva que da o caminho mais
curto entre dois pontos de uma superficie € chamada de geodésica.

Observando a figura 58, verificamos que quaisquer duas retas (circulos
maximos) sempre se cruzam. Alids, se cruzam em dois pontos distintos. Nesta
Geometria ndo vale a ideia de que dois pontos quaisquer determinam uma Unica

reta. Vale notar ainda que por estes dois pontos passam, na verdade, infinitas retas.
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Figura 58: Superficies de curvatura®™*
Fonte: Elaborada pelo autor

Em 1871, Felix Klein**(1849-1925) deu forma e nome aos trés tipos de
geometria: Geometria hiperbdlica (de Bolyai e Lobachevsky), Geometria parabdlica
(geometria Euclidiana) e Geometria eliptica (geometria de Riemann).

Wussing (1998, p.246) nos informa que a Felix Klein se deve também os
nomes de geometria eliptica, parabdlica, e hiperbdlica. E quanto a existéncia de

paralelas, temos o seguinte:

» Geometria Eliptica: Nenhuma Paralela.
» Geometria Euclidiana Exatamente uma Paralela.
» Geometria Hiperbdlica Infinitas Paralelas.

. Pamalelaar —— _Pamlelasar —

P"r’//

Figura 59: Comparacao dos planos®®
Fonte: Site:www.bertolo.pro.br

Na figura 59, no quadro da esquerda, esta representada a geometria
Euclidiana, onde por um ponto exterior a uma reta passa apenas uma paralela a
essa reta. Ainda na mesma figura temos no do centro aparece a Geometria
Hiperbdlica, onde por um ponto exterior a uma reta passam infinitas paralelas a reta

inicial.
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Elaborado pelo autor.
202

Felix Christian Klein: Foi um matematico alem&o seu trabalho incidiu nas geometria nao-
euclidianas e nas interligacdes entre a teoria dos grupos e a geometria.
%% Fonte da figura disponivel em: http://www.bertolo.pro.br, acesso em 19 de novembro de 2013.


http://www.bertolo.pro.br/fisica_cosmologia/Cosmologia/Cosmology/Properties-of-Space.htm
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_n%C3%A3o-euclidiana
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_n%C3%A3o-euclidiana
http://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_grupos
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria
http://www.bertolo.pro.br/fisica_cosmologia/Cosmologia/Cosmology/Properties-of-Space.htm
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Finalmente, na figura da direita, estd representada a Geometria Esférica,
em que por um ponto exterior a uma reta (circunferéncia maxima) ndo passa

nenhuma paralela a reta inicial.
Nessas novas geometrias 0s espacos definem também tridangulos que
estdo na figura 60, onde ainda temos também um tridngulo da geometria euclidiana,

e para as outras geometrias.

Espaco Esferico

a+b+c= 180
Curvatura = Positiva

Esoaco Plano

a+b+c=180
Curvatura =0

Espaco Hiperbolico
atbtce 180 7=
Curvatura = Negativa

Figura 60: Comparacdo dos Espagos®
Fonte: Site:www.bertolo.pro.br

Os estudos de Bolyai, Lobachevsky e Riemann demonstraram que o
quinto postulado de Euclides se trata de um axioma independente dos outros quatro,
supuseram que o postulado de Euclides ndo era verdadeiro e substituiram-no por
outros axiomas. Foi demonstrado que se alguma das Geometrias ndo-euclidianas
apresentar uma contradicdo, a propria Geometria Euclidiana seria contraditoria.

Waussing (1998) afirma:

O reconhecimento das geometrias ndo-euclidianas aconteceu muito
lentamente. Com a publicagdo da correspondéncia de Gauss demonstrou-
se que ele estava convencido de que as geometrias ndo-euclidianas eram
possiveis. Sua eminente autoridade proporcionou que se considerassem
seriamente os resultados de Lobachevsky e Bolyai e avancadas propostas
de Riemann. De todos os documentos publicados s6 pode inclusive concluir
que Gauss, Lobachevsky e Bolyai estavam convencidos da auséncia de
contradicdo interna das geometrias nao-euclidianas, porém faltava uma
demonstracdo. Esta se obteve quando se pode dispor de modelos de
geometrias ndo-euclidiana. (WUSSING, 1998, p.245, traducdo nossa).

Essas novas Geometrias permitiram as ciéncias uma série de avancos,
entre os quais a elaboracdo da Teoria da Relatividade de Einstein, provando que ao

contrario do que muitos afirmavam essas teorias tinham sim aplica¢des teoricas.

2%% Fonte da figura disponivel em: http://www.portalescolar.net, acesso em 19 de novembro de 2013.


http://www.bertolo.pro.br/fisica_cosmologia/Cosmologia/Cosmology/Properties-of-Space.htm
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3.2 A GEOMETRIA ESFERICA

A Geometria Esférica (E também conhecida como Geometria
Riemanniana ou Geometria Eliptica) é a geometria da superficie bi-dimensional de
uma esfera. E um exemplo de geometria ndo-euclidiana.

Uma esfera € um corpo tridimensional limitado por uma superficie,
designada por superficie esférica, cujos pontos sdo equidistantes de um ponto
interior a que se chama centro. Uma superficie esférica pode supor-se gerada por
uma circunferéncia que gira em torno do seu didmetro. Uma esfera sera, entdo, um
conjunto formado pelos pontos de uma superficie esférica e pelos pontos interiores a
essa superficie. De forma idéntica ao que se diz em relacdo a circunferéncia e ao
circulo no plano, chama-se raio de uma esfera a distancia entre o seu centro e
qualquer ponto da sua superficie.

Um segmento de reta cujos extremos se situem na superficie esférica e
gue contenha o centro da esfera tem o nome de didametro, e a um plano que passe
pelo centro da-se o nome de plano diametral. Este plano divide a esfera em duas

partes iguais que recebem o nome de semiesferas ou hemisférios.

Figura 61: Superficie Esférica®®
Fonte: Site:www.kaubysantos.blogspot.com

Na geometria plana, os conceitos basicos sdo ponto e alinha. Na esfera,
0s pontos estao definidos no sentido usual. Os equivalentes das linhas néo estéao
definidos no sentido usual da “linha reta” e sim no sentido de “as trajetérias mais
curtas entre os pontos”, o qual é chamado de geodésica. Na esfera as geodésicas
sdo os grandes circulos, e assim 0s outros conceitos geométricos sdo definidos

como na geometria plana, mas com as linhas substituidas pelos grandes circulos.

2% Fonte da figura disponivel em: http://www.kaubysantos.blogspot.com, acesso em 19 de outubro de

2013.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Esfera
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_n%C3%A3o_euclidiana
http://www.kaubysantos.blogspot.com/
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_plana
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ponto_(geometria)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Recta
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geod%C3%A9sica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Grande_c%C3%ADrculo
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Temos entdo na préxima figura as geodésicas, que sao 0s grandes

circulos, formando tridngulos na superficie da esfera.

Figura 62: Geodésicas da superficie esférica®®
Fonte: Site:www.Impa.br

Na geometria esférica os angulos estdo definidos entre os grandes

circulos, resultando numa trigonometria esférica que se diferencia da trigonometria

plana em muitos aspectos (por exemplo, a soma dos angulos interiores do triangulo

esférico excede os 180°).

A geometria esférica € o modelo mais simples da geometria eliptica, na

qual numa linha ndo h& nenhuma paralela através de um ponto dado. O uso do

modelo esférico ajuda a explicar o que significa uma reta ilimitada. Embora um

circulo maximo na esfera, representando uma reta da Geometria Eliptica, tenha um

comprimento finito, ele ndo pode ser enclausurado por uma curva da superficie.

Podemos fazer as seguintes comparacdes entre a geometria esférica com a

geometria euclidiana, em seus fundamentos:

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

Plano

Superficie esférica

Ponto

Ponto

Reta

Geodésica, circulo maximo ou grande circulo

Segmento de reta

Arco da geodésica

Dois pontos determinam uma reta

Dois pontos determinam uma (reta) geodésica

Na geometria esférica o plano euclidiano é substituido pela superficie

esférica. Os pontos desta Geometria sdo 0s pontos da superficie esférica e as

figuras geométricas sao tracadas sobre esta superficie.
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Fonte da figura disponivel em: http://www.Impa.br, acesso em 19 de outubro de 2013.



http://pt.wikipedia.org/wiki/Grande_c%C3%ADrculo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Grande_c%C3%ADrculo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Trigonometria_esf%C3%A9rica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Trigonometria
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http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_el%C3%ADptica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Paralelismo

172

As geodésicas sdo circulos maximos (grandes circulos) obtidos pelos
planos que interceptam a esfera e passam pelo seu centro. Os outros circulos séo

menores quando for esse o caso.

Figura 63: Circulos maximos na Figura 64: Circulos maximo e minimo
superficie esférica®’ na superficie esférica®®
Fonte: Site:www.atractor.pt Fonte: Site:www.atractor.pt

Desse modo, na superficie de uma esfera a reta pode ser chamada além
de geodésica, como circulo maximo ou grande circulo e sdo determinadas por dois
pontos como na geometria euclidiana. A partir dai, € possivel que uma reta na
superficie esférica possua propriedades préprias. Ela deixa de ser infinita e torna-se
ilimitada.

Figura 65: Circulos maximos na superficie esférica®®®
Fonte: Site:www.pt.wikipedia.org

Duas geodésicas sdo perpendiculares se formam um angulo reto quando

se interceptam. Enquanto na geometria euclidiana, retas perpendiculares a uma

207
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Fonte da figura disponivel em: http://www.atractor.pt, acesso em 19 de novembro de 2013.
Fonte da figura disponivel em: http://www.atractor.pt, acesso em 19 de novembro de 2013.
Fonte da figura disponivel em: http://www.pt.wikipedia.org, acesso em 19 de novembro de 2013.
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terceira sdo paralelas entre si, na geometria esférica isto ndo acontece, pois as
geodésicas perpendiculares a uma geodésica ndo sdo paralelas entre si, mas sim
concorrentes, isto é, todas as geodésicas perpendiculares tém um ponto comum

chamado de polo.

Figura 66: Geodésicas Perpendiculares®®
Fonte: Site:www.foro.elhacker.net

Na superficie esférica, quaisquer dois circulos maximos sao secantes, ou
seja, se interceptam, alids, em dois pontos e evita-se esse inconveniente
considerando-se idénticos os dois pontos de interseccdo. Considerando a esfera a
seguir, podemos observar que duas retas AC e AB, interceptam-se em dois pontos
distintos (A e A', chamados pontos antipodas, que sdo pontos diametralmente

opostos ou extremidades de um mesmo diametro da esfera).

Figura 67: Identificacdo de pontos antipodas®**
Fonte: Site:www.prof2000.pt

A distancia dos pontos Antipodas A e A' a qualquer ponto da reta CB € a
mesma. Polar comum do ponto A é o circulo maximo CE, perpendicular aos circulos

méaximos AC e AB. Diz-se que o ponto A é o polo de CE. Embora uma reta na
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o Fonte da figura disponivel em: http://www.foro.elhacker.net, acesso em 19 de novembro de 2013.

Fonte da figura disponivel em: http://www.prof2000.pt, acesso em 19 de novembro de 2013.


http://www.prof2000.pt/users/marilia-br/ex7/ex7.htm
http://www.prof2000.pt/users/marilia-br/ex7/ex7.htm
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geometria esférica, tenha um comportamento finito, ndo pode ser enclausurada por
uma curva da superficie. Ndo h& como rodear, isto €, dar uma volta em torno de um
circulo maximo, sem intercepta-lo.

Outro ponto importante a considerar é que na geometria esférica nao
existem retas paralelas nem retas secantes, pois quaisquer duas retas dessa
geometria sempre se encontram. Para poder ter clareza em relagdo aos elementos
da geometria esférica que serviram de subsidios para a trigonometria esférica
vamos definir angulos sobre a superficie esférica.

Sendo os circulos maximos as “retas” da superficie esférica, define-se
angulo esférico como sendo a intersec¢do de dois circulos maximos e sua medida é

a mesma do angulo plano.

Figura 68: Angulos na superficie esférica®?
Fonte: Site:www.cienciaxreligiao.blogspot.com

Denomina-se poligono esférico a porcdo da superficie esférica limitada
exclusivamente por arcos da circunferéncia maxima, e desta forma sejam A, B e C
trés pontos distintos sobre uma esfera e ndo pertencentes ao mesmo circulo
maéaximo. A figura formada pelos arcos de circulos maximos que unem esses pontos
dois a dois chama-se triangulo esférico ABC. Os lados a, b e ¢ séo arcos e os lados
do tridangulo esférico, conforme mostrado na figura 68.

Além dos lados e angulos, os triangulos esféricos possuem trés alturas,
trés bissetrizes, trés medianas, enfim, todos esses elementos s&o definidos
igualmente como se faz na geometria euclidiana para os triangulos planos, com a
diferenca que para aqueles triangulos fala-se em retas, na superficie esférica, que
sdo geodésicas, para termos uma visdo geral dessas comparacfes apresentamos o

quadro a seguir.

2 Fonte da figura disponivel em: http://www.cienciaxreligiao.blogspot.com, acesso em 19 de

novembro de 2013.


http://cienciaxreligiao.blogspot.com/2010_03_22_archive.html
http://cienciaxreligiao.blogspot.com/2010_03_22_archive.html
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Classificacdo dos tridngu

los quanto aos angulos

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

Retangulo: Um dos angulos é reto.

Retangulo: Um angulo reto.

Acutangulo: Os trés angulos sédo agudos.

Biretangulo: Dois angulos retos.

Obtusangulo: Um angulo obtuso.

Triretdngulo: Trés angulos retos.

Classificacao dos triang

ulos quanto aos lados

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

Equilatero: Trés lados congruentes.

Retilatero: Um lado medindo 90°.

Isésceles: Dois lados congruentes.

Biretilatero: Dois lados medindo 90°.

Escaleno: Trés lados de medidas diferentes.

Triretilatero: Trés lados medindo 90°.

Retas notaveis d

e um triangulo

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

Bissetrizes de um tridngulo: Possui trés. Séo
semirretas que dividem o &ngulo ao
meio.

Bissetrizes de um triangulo: Possui trés. Sao
circulos maximos.

Alturas de um tridngulo: Possui trés. Séo
segmentos de retas.

Alturas de um tridngulo: Possui trés. Séo
arcos de circulos maximos.

Medianas de um tridngulo: Possui trés. Sao
segmentos de retas.

Medianas de um tridngulo: Possui trés. S&o
arcos de circulos maximos.

Convém notar que, se um triangulo esférico é triretangulo, sé-lo-a também

triretilatero e, reciprocamente, ou seja,

trata-se de um triangulo que cobre

exatamente a oitava parte da superficie esférica associada.

Figura 69: Triangulo esférico

triretangulo e triretilatero®?

Fonte: Site:www.experienciasnamatematica.blogspot.com

No quadro seguinte apresentamos alguns resultados que apontam

condi¢cbes que garantem a congruéncia de

como na geometria esférica.

triangulos, tanto na geometria euclidiana

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

As seguintes combinacdes de lados e angulos
congruentes garantem a congruéncia de
tridngulos: LLL, LAL, ALA e LAA,.

As seguintes combinagfes de lados e angulos
congruentes garantem a congruéncias de
tridangulos: LLL, AAA, LAL e ALA.

A condicdo LLA garante a congruéncia somente
para certos triangulos (retangulos).

As condicbes LLA e AAL ndo garantem a
congruéncia de triangulos.

A correspondéncia AAA garante que dois
tridngulos sejam semelhantes.

N&o ha triangulos semelhantes na esfera.
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de novembro de 2013.

Fonte da figura disponivel em: http://www.experienciasnamatematica.blogspot.com, acesso em 19



http://experienciasnamatematica.blogspot.com/2010/08/motivando-as-geometrias-nao-euclidianas_21.html
http://experienciasnamatematica.blogspot.com/2010/08/motivando-as-geometrias-nao-euclidianas_21.html
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Pode-se ainda fazer as seguintes comparagbes entre a geometria

euclidiana e a geometria esférica, conforme quadro a seguir:

Dois segmentos de retas (arcos geodésicos) com a origem em comum

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

Dois segmentos de reta com a origem em comum

nunca se encontram.

Dois arcos de circulos maximos se encontram
nos polos formando um biangulo.

E impossivel criar um poligono de dois lados

E possivel criar um poligono de dois lados,
chama-se biangulo tem dois lados e dois
angulos congruentes. Cada lado mede 180°.

Dois segmentos de reta com a origem em comum

dividem o plano em duas regides infinitas.

Dois meridianos com origem em comum
dividem a esfera em dois bidngulos (infinitos).

Tridangulos e

Poligonos

Geometria Plana

Geometria Esférica

Um par de pontos pode ser conectado por um
trés pontos néao

Unico segmento de reta,
colineares determinam um Unico triangulo.

Um par de pontos que nédo os polos, podem ser
ligados por dois arcos do circulo maximo.
Como resultado, trés pontos ndo colineares
determinam oito tridngulos esféricos diferentes.
Se um par de pontos for o polo, o triangulo ndo
€ unico.

A soma dos angulos internos de um tridngulo é

180°.

A soma dos angulos internos varia e depende
do tamanho desse triangulo, mas é maior que
180°.

Um tridngulo tem no maximo um angulo reto.

Um tridangulo pode ter um, dois, ou trés angulos
retos.

E possivel ter poligonos semelhantes no plano.

N&o é possivel ter poligonos semelhantes na
superficie esférica.

O caso AAA, no plano, ndo garante a congruéncia

de dois tridngulos.

O caso AAA garante a congruéncia de triangulo
para dois tridngulos esféricos.

Quadrados e Areas

Geometria Plana

Geometria Esférica

E possivel construir um quadrado.

N&o é possivel construir um quadrado, contudo
pode-se construir um quadrilatero com quatro
lados congruentes e quadro angulos
congruentes (porém nao retos).

Um quadrado pode ser dividido em quadrados
menores congruentes entre si e semelhantes ao

primeiro.

O quadrildtero acima mencionado pode ser
dividido em quadrilateros menores
congruentes, contudo apenas o0s angulos séo
iguais, os lados néao.

A area é medida em unidades de area.

A area é medida em graus.

A area de um triangulo é o produto da medida da

base pela medida da altura dividida por dois.

Para se calcular a area de um tridangulo
esférico, deve-se encontrar a soma das
medidas de seus angulos internos e subtrair
180°, multiplicando este resultado por r°.

Pode-se encontrar a area de um poligono por
triangulacdo, somando-se a area dos triangulos

gue dividem o poligono.

Pode-se encontrar a area de um poligono por
triangulacédo, somando-se a area dos triangulos
gue dividem o poligono.

Assim como os triangulos planos, os triangulos esféricos possuem

féormulas fundamentais, propriedades e teoremas importantes que servem para

resolucao de tal triangulo, tendo dado alguns elementos, encontraremos 0S outros

desconhecidos, para isso precisamos conhecer essas férmulas.

Na sequéncia, vamos apresentar e demonstrar as férmulas mais

importantes para a resolugéo de tridngulos esféricos.
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3.3. FORMULAS FUNDAMENTAIS DA TRIGONOMETRIA ESFERICA
3.3.1. Lei dos Cossenos paralados da Trigonometria Esférica

A lei dos cossenos é conhecida como uma das formulas fundamentais
da trigonometria esférica ou formula dos quatro elementos, pois, por meio dela é
possivel calcular a medida de um lado, conhecendo as medidas dos outros dois e 0
angulo compreendido entre eles.

Para demonstrarmos a formula fundamental, vamos inicialmente
considerar a Figura 70, baseada em Hogben (1970), que apresenta uma superficie

esférica de centro e raio, e contém um triangulo esférico ABC de lados a, b e ¢, e de
angulos A, B e C, internos formados pelas interseccdes de trés circunferéncias

maximas, portanto temos.

cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A)
cos(b) = cos(a) - cos(c) + sen(a) - sen(c) - cos(B)
cos(c) =cos(a)-cos(b) + sen(a) - sen(b) - cos(@)

Demonstracao: Para a demonstracdo apresentamos a figura 70, onde
por construcdo temos as retas APe AQ sdo tangentes a superficie esférica S e
concorrem no ponto A. Isso quer dizer que os segmentos de reta AO e AP e, AO e
AQ sdo, respectivamente, perpendiculares. A interseccdo da reta AQ com a reta
que passa pelos pontos O e B, obtém-se o ponto Q. Ja a interseccdo da reta AP

com a reta que passa pelos pontos O e C, determina o ponto P. Note que os pontos

0O, A, P e Q, séo os vértices de uma piramide triangular.

Figura 70 — Demonstracédo da férmula fundamental — parte espacial ***

Fonte: Hogben (1970)

1 Fonte da figura extraida de Hogben (1970).
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Para tornar mais didatica essa demonstracdo, o préximo passo é
planificar tal piramide (Figura 71), pois, com isso, aplicaremos algumas regras de

resolucao dos triangulos planos conhecidas, facilitara a demonstracao.

Ly

A
Figura 71 — Demonstracéo da férmula fundamental — parte planificada®*®
Fonte: Hogben (1970)
Analisando a figura anterior, verificamos que os triangulos AOAP e

AOAQ, sao retangulos em A, entdo temos:

cos(b) = % (01 cos(c) = & (03)
_AP _AQ
sen(b) = =5 (02) sen(c) Q_O (04)

Também como os triangulos AOAP e AOAQ, retangulos em A, podemos

utilizar o Teorema de Pitdgoras nesses triangulos, onde obtemos:

—2 —2 —=2 —2 —=2 —=2

PO =A0 +AP (05) QO =A0 +AQ (07)

—2 —2 —2 —2 —=2 —=2

AO =PO -AP (06) AO =QO -AQ (08)

Somando as equacdes (06) e (08) em ambos os lados, obtemos:

AO° —PO’ - AP’
—_—2 —2 —=2
AO =0Q0 -AQ

2.A0 =(PO -AP)+(Q0 -AQ) (09)
Aplicando, a lei dos cossenos para triangulos planos nos triangulos
APQO e APQA, obtemos: PQ =PO +QO -2.PO-QO-cos(a) (10)
PQ =AP +AQ —2-AP-AQ-cos(A) (11
Fonte da figura extraida de Hogben (1970).

215



179

Fazendo a subtracao das equacgdes (10) — (11), obtemos:
PQ -PQ =0
PO’ +Q0" ~2-P0-QO-cos(a)- (AP’ +AQ" ~2-AP-AQ-cos(A)) -
PO +QO -2-PO-QO-cos(a)-AP —AQ +2-AP-AQ-cos(A)=0 (12)
Reorganizando, a equacéo (12), obtemos:

— = —2 —=2 —2 —=2 —_— — ~
2-PO-Q0O-cos(a)=(PO —-AP )+(QO —AQ )+2-AP-AQ-cos(A) (13)
Substituindo a equacao (09) em (13), obtemos:

2.PO-QO0-cos(a)=2-A0" +2-AP-AQ-cos(A)

2.PO-Q0-cos(a)=2-(AO +AP-AQ-cos(A)) (14)
Agora, dividindo a equagcéo (14) pelo fator (2-PO-QO), temos:

2.P0-QO-cos(a) 2-(AO +AP-AQ-cos(A))

2-PO-QO 2.-PO-QO
cos(a) - AO” + AP-AQ-cos(A)
., PO-QO
cos(a) = _AO_ AP-AQ- cos(A)
PO-QO PO-QO
cos(a) = A_O ﬁ) AP AQ os(A)

PO-Q0  PO-QO
cosa)=A0.AO AP AQ <A  (15)
PO QO PO QO

Agora substituindo as equacdes (01), (02), (03) e (04), na equacéao (15),

obtemos a férmula fundamental, lei dos cossenos para lado da Trigonometria
Esférica. cos(a) =cos(b)-cos(c) +sen(b)-sen(c)-cos(A)
De maneira analoga obtemos as demais formulas.
cos(b) = cos(a) - cos(c) + sen(a) - sen(c) - cos(B)

cos(c) =cos(a)-cos(b) +sen(a) -sen(b) - cos(é)
Esta férmula também é conhecida como formula dos 4 elementos, em que

os 3 lados do triangulo esférico sao associados a um de seus angulos. Note que o
lado cujo cosseno aparece no lado esquerdo é aquele oposto ao angulo que entra
na férmula.

A lei dos cossenos para lados também pode ser descrita dessa maneira
“O cosseno de um lado ¢é igual ao produto dos cossenos dos outros dois lados mais
o produto dos senos desses dois lados multiplicado pelo cosseno do angulo oposto

ao lado inicial”.
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Esse grupo de férmulas também tem uma verséo para angulos, chamada
de lei dos cossenos para angulos, mas para iSso precisamos conhecer os teoremas
dos triangulos polares para trigonometria esférica.

Triangulos Polares

Dois triangulos esféricos sdo polares um em relacdo ao outro se 0s
vértices de um deles sdo os polos dos lados do outro.

Polar € o lugar geométrico dos pontos da superficie esférica que distam
90° dos polos; assim, todas as circunferéncias maximas perpendiculares a polar
contém os polos. Dois triangulos esféricos sdo polares quando os vértices do

primeiro sao os polos dos lados homonimos do outro, e reciprocamente.

Figura 72 — Triangulos Polares®*®
Fonte: Elaborada pelo autor

A relacdo existente entre os tridngulos polares diz: “os lados de um
triangulo esférico polar sdo suplementos dos angulos do triangulo dado, e seus
angulos sdo os suplementos dos lados do tridngulo dado’.

Sejam os tridangulos esféricos polares AABC e AAB'C'. Os vértices A’, B’

e C’ sdo polos dos lados correspondentes a, b e ¢ do outro.

a
Figura 73 — Tridngulos Polares®’
Fonte: Elaborada pelo Msc. Marcelo Serrdo

216

o Elaborado pelo autor.

Elaborado pelo Msc. Marcelo Serréo.
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Desde que os lados de um triangulo esférico sdo arcos de circulos
maximos, segue-se que cada ponto do lado a, dista de 90° do seu pélo A’ 0 mesmo
se da para outros lados e 0s seus respectivos polos. Portanto, o arco de grande
circulo que liga dois vértices correspondentes, A e A’ por exemplo, € menor do que
90° em outros termos temos “dois vértices correspondentes devem estar num
mesmo hemisfério, em relagao a um deles”.

Os teoremas fundamentais relativos aos triangulos polares séo:

Teorema 1: Se um triangulo esférico € polar de outro, reciprocamente

este outro é polar do primeiro.

Figura 74 — Triangulos Polares®®
Fonte: Ayres Jr (1954)

Demonstragédo: Seja o triangulo AA'B'C', polar do triangulo AABC.

Se B’ é o pdélo do lado AC, o arco B’A é de 90°.

Se C’ é o polo do lado AB, também o arco C’A é de 90°.

Os pontos B’ e C’ estao, pois, a 90° do ponto A, e o ponto A é o polo do
lado B’C’, pois que B’C’ € um arco de circulo maximo.

De modo analogo provariamos que os vértices B e C do tridangulo AABC

séo os polos do triangulo AA'B'C'.

Teorema 2: Em dois triangulos polares, cada angulo de um deles tem por
medida o suplemento do lado que Ihe é diretamente oposto no outro tridngulo.
Sejam os triangulos AA'B'C'é o triangulo polar do AABC. Devemos ter,

por exemplo, A =180°-B'C' ou seja A=180°-a', que é apenas uma das relacdes
gue obtemos analisando os triangulos polares.

A=180°—a' B=180°—b' C=180°—c¢'

A'=180°—a B'=180° —b C'=180°—c¢

8 Fonte da figura extraida de Ayres Jr (1954).
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B

7 D
E

Figura 75 — Triangulos Polares®*
Fonte: Ayres Jr (1954)

G

Demonstracao: Para os triangulos polares ABC e A'B’C’, (Figura 75),
provaremos a primeira relacdo A =180°—-B'C' ou seja A=180°—-a', as demais
relacdes obtém-se analogamente.

Com efeito, prolonguem-se AB e AC respectivamente até D e E, pontos
do lado B'C’. A medida de angulo de A é o arco DE, pois DE é o arco de circulo

méaximo descrito de A como polo. Além disso, os arcos B’E e C’D sao iguais a 90°.
Logo temos:

DE =DC'-EC'=90°-EC",

B'C'=B'E+EC'=90°+EC',

Somando-se membro a membro, obtemos:
DE =DC'-EC'=90°-EC'
B'C'=B'E+EC'=90°+EC'
DE +B'C'=180°

Como DE é o vértice A e B'C’ é igual ao lado a’, trocando esses elementos temos;
DE +B'C'=180°

A+a'=180°
A =180°-a’
Do mesmo modo mostrariamos que os angulos B e C sao suplementares

dos lados A'C’ e A’B’, e obteriamos as outras expressdes relacionando lado e

angulo.

3.3.2. Lei dos Cossenos para angulos da Trigonometria Esférica

1% Fonte da figura extraida de Ayres Jr (1954).
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Para demonstrar esse grupo de formulas utilizaremos o triangulo polar

AAB'C' de AABC, para o qual temos: a'=180° —A e A'=180° —a.

Figura 76 — Triangulos Polares®?
Fonte: Elaborada pelo Msc. Marcelo Serrao

Utilizando a lei dos cossenos para lados e aplicando as transformacgdes
de triangulo polar, e também recordando da trigopnometria plana as identidades
sen(180° —a) =sen(a) € cos(180° —b)=—cos(b), substituindo as identidades na
equacéao abaixo, obtemos:

cos(a') = cos(b')-cos(c') + sen(b") - sen(c’) - cos(A’)
cos(180° — A) = cos(180° —B)-cos(180° — C) + sen(180° — B)-sen(180° — C) - cos (180° — a)
—CosA = —cos(é)- —cos(é)+ sen(é) : sen(é) -—cos(a)

—cosA =cos(B)-cos(C)+sen(B)-sen(C) - —cos(a)

—cosA = cos(é)- cos(é)— sen(é) . sen(é) -cos(a)

Multiplicando a equacao anterior por: —1, obtemos.

[— cosA = cos(B)-cos(C)-sen(B)-sen(C)-cos (a)} x (~1)

COSA = —cos(é)- cos(é)+ sen(é) . sen(é) -cos(a)

Analogamente obteriamos as outras expressoes.

cosB = —cos(A)-cos(é)+ sen(A) . sen(é) -cos(b)

cosC = —cos(A)-cos(é)+ sen(A) . sen(é) -cos(c)

3.3.3. Lei dos Senos Ou Analogia dos Senos para a Trigonometria
Esférica
Ela é conhecida também como uma das férmulas fundamentais da

trigonometria esférica por relacionar a medida de um lado, com a medida de seus

angulos opostos, respectivamente.

?20 Elaborado pelo Msc. Marcelo Serréo.
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sen(a) _sen(b) sen(c)
sen(A) sen(B) sen(C)

Para demonstrarmos essa férmula fundamental, vamos inicialmente
considerar a Figura 77, baseada em Hogben (1970), que apresenta o triangulo

esférico de lados a, b e ¢, de angulos A, B e C, internos, respectivamente, o ponto

O é o centro da superficie esférica que contém o triangulo esférico AABC.

Figura 77 — Demonstrag&o da Lei dos senos para triangulos esféricos ***
Fonte: Hogben (1970)

Demonstracdo: Vamos considerar a reta perpendicular ao plano BOC
cuja interseccdo determina o ponto P e que tal reta passa pelo vértice A. Por P
tracamos as retas perpendiculares aos segmentos BO e CO que resulta nos pontos
Q e R respectivamente. Agora pelo ponto A, também tracamos as perpendiculares
aos segmentos BO e CO cujas interseccdes séo os pontos Q e R.

O angulo B é formado pela interseccdo dos planos que passam por COA
e COB. Como as retas AQ e QP sdo perpendiculares no ponto Q, entdo o angulo
AQP é congruente ao angulo B.

O angulo Cé formado pela intersec¢éo dos planos que passam por BOA
e BOC. Como as retas AR e RP sdo perpendiculares no ponto R, entdo o angulo é
ARP congruente ao anguloC.

No que acabamos de descrever, temos quatro tridangulos planos

retdngulos na figura 78.

?%1 Fonte da figura extraida de Hogben (1970).
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Figura 78 — Quatro triangulos planos retangulos®?
Fonte: Elaborada pelo autor.

Analisando esses triangulos retangulos obtemos as seguintes equacoes.

sen(B) = 2:2 (01 sen(c) = % (03)
sen(C) = % (02) sen(b) = % (04)
Reorganizando as equac¢des (01), (02), (03) e (04), obtemos:
AP = AQ-sen(B) (05) AQ=AO-sen(c) (07)
AP = AR-sen(C) (06) AR =AO-sen(b) (08)
Substituindo a equacéo (07) em (05) e a equacéo (08) em (06), obtemos:
AP = AO-sen(c)-sen(B) (09) AP = AO-sen(b)-sen(C) (10)

Igualando as equacgdes (09) com a (10), obtemos:
AP = AP
AO-sen(b)-sen(C) = AO-sen(c)-sen(B)
sen(b)- sen(é) =sen(c)-sen(B)

sen(b) _ sen(c) (11)
sen(B) sen(C)

Usando construcdo semelhante, e considerando agora o vértice B ou C,

. . . sen(a) .
encontramos para a igualdade anterior a razéo (A) , onde podemos concluir que.
sen

sen(a) sen(b) sen(c)
sen(A) sen(B) sen(C)

A lei dos senos também conhecida como analogia dos senos pode ser

descrita dessa maneira “O seno dos lados s&o proporcionais aos senos dos angulos

?22 Elaborado pelo autor.
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e vice-versa ou entdo a razdo dos senos dos lados para os senos dos angulos
opostos € constante”.

As demais formulas que servem para a resolucéo dos triangulos esféricos
surgem dessas duas principais formulas, leis dos cossenos para lados e a leis dos
senos ou Analogias dos senos. A trigonometria esférica estabelece relacdes
convenientes entre 0s 6 elementos de um triangulo esférico (3 lados e 3 angulos),
tornando possivel o calculo de 3 desses elementos, quando forem conhecidos os
outros 3, utilizando a analise combinatoria podemos confirmar a quantidade de
formulas possiveis que servem para resolver um triangulo esférico qualquer.

Assim, cada elemento desconhecido é calculado em funcéo de outros 3,
proporcionando, em cada caso, uma combinacdo de 4 elementos. Como séo 6 0s
elementos de um triangulo, temos que determinar quantas combinac¢des podemos

fazer com esses 6 elementos combinado 4 a 4, portanto.
" P, P, 1x2x3x4

n

15

3.3.4. Férmulas dos cincos elementos para a Trigonometria Esférica

Esse grupo de formulas é derivado das leis dos cossenos para lados e da

lei dos senos, envolve trés lados e dois angulos.

Demonstracdo: Aplicando a férmulas dos quatros elementos aos lados a
e c e utilizando as equacdes abaixo:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A) (01)
cos(c) =cos(a)-cos(b) + sen(a) - sen(b) - cos(C) (02)
Substituindo a equacao (02) na equacéo (01), obtemos:
cos(a) = cos(b)- [cos(a) -cos(b) + sen(a) - sen(b) - cos(f:)} +sen(b)-sen(c)- cos(A)
cos(a) = cos(a) - cos?(b) + sen(a) - sen(b) - cos(b) - cos(é) + sen(b)-sen(c)- cos(A)
cos(a) —cos(a) - cos®(b) = sen(a) - sen(b) - cos(b) - cos(f:) +sen(b)-sen(c)- cos(A)
cos(a)- [l— cos’ (b)] =sen(a)-sen(b)-cos(b)- cos(f:) +sen(b)-sen(c)- cos(A)
cos(a)-sen’(b) = sen(a) - sen(b) - cos(b)- cos(f:) +sen(b)-sen(c)- cos(A)
Agora, dividindo ambos os membros da equacao por sen(b), teremos:
cos(a)-sen®(b) _ sen(a)-sen(b)-cos(b)- cos(@) +sen(b)-sen(c)-cos(A)
sen(b) sen(b)

cos(a)-sen’(b) _ sen(a)-sen(b)-cos(b)- cos(@) N sen(b)-sen(c)- cos(A)
sen(b) - sen(b) sen(b)
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cos(a)-sen(b) = sen(a)-cos(b)- cos(f:) +sen(c)-cos(A) (03)

Reorganizando a equacéo anterior obtemos:

sen(c)-cos(A) = sen(b)-cos(a) — sen(a) - cos(b)- cos(@) (04)

Analogamente encontramos as outras formulas que compde esse grupo
tais como: sen(c)-cos(B) = sen(a)-cos(b) — sen(b) - cos(a) - cos(C)

sen(a) - cos(B) = sen(c) - cos(b) — sen(b) - cos(c) - cos(A)

sen(a) - cos(C) = sen(b)-cos(c) — sen(c) - cos(b) - cos(A)

sen(b)-cos(C) = sen(a)-cos(c) —sen(c) -cos(a) - cos(B)

sen(b)-cos(A) = sen(c)-cos(a) — sen(a) - cos(c) - cos(B)

3.3.5. Férmula da Co-Tangente para a Trigonometria Esférica

Esse grupo de formulas € derivado da férmula dos cincos elementos e da
lei dos senos e relaciona dois lados e dois angulos.

Demonstracdo: Aplicando a férmulas dos cincos elementos e utilizando a
lei dos senos, desta forma obtemos a equacdo que relaciona dois lados e dois
angulos num triangulo esférico.

sen(c)- cos(A) = sen(b) - cos(a) — sen(a) - cos(b) - cos(C)

Agora, dividindo a equacdo anterior em ambos 0os membros por sen(a),

teremos:
sen(c)- cos(A) _ sen(b)-cos(a)—sen(a)-cos(b)- cos(é)
sen(a) - sen(a)
sen(c)-cos(A) _sen(b)-cos(a) sen(a)-cos(b)-cos(C)
sen(a)  sen(@a sen(a)
sen(c) cos(a)

.cos(A) = sen(b)- a)—cos(b)-cos(é) (01)

sen(a)
sen(a) _ sen(b) sen(c)

Utilizando a lei dos senos, ~ = _
sen(A) sen(B) sen(C)

, € reorganizando a

sen(c) sen(C)( 02).
sen(a) sen(A)

lei dos senos obtemos

Agora substituindo (02) em (01), obtemos:
sen(c)
sen(a)
sen(C)
sen(A)

.cos(A) = sen(b)- nEZ;—cos(b) cos(C)

.cos(A) = sen(b)-cotg(a) — cos(b)- cos(C)
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sen(C)- gz:((é)) = sen(b) - cotg(a) — cos(b) - cos(C)

sen(C)-cotg(A) = sen(b) - cotg(a) — cos(b) -cos(C) (03)

Analogamente encontrariamos as outras férmulas que compde esse

grupo tais como: sen(C)-cotg(B) = sen(a)-cotg(b) — cos(a) -cos(C)
sen(B)-cotg(A) = sen(c) - cotg(a) —cos(c) -cos(B)
sen(B)-cotg(C) = sen(a) - cotg(c) — cos(a) - cos(B)
sen(A)-cotg(B) = sen(c)-cotg(b) —cos(c) - cos(A)
sen(A)-cotg(C) = sen(a)-cotg(c) — cos(b) - cos(A)

Com esse grupo de férmulas, mais a lei dos cossenos para lados e lei dos
senos, completamos o total de 15 férmulas que servem para resolver qualquer
triangulo esférico. Todo o trabalho restante da trigonometria esférica se resume,
praticamente, na simplificacdo destas férmulas gerais, que sdo suficientes para
resolver qualquer caso classico que se apresente.

Existem outras férmulas que podem ser aplicadas na resolucdo de
problemas em tridngulos esféricos. Algumas dessas férmulas sdo conhecidas como:

» Formulas da Borda;

» Formulas dos Marinheiros;

» Formulas de Briggs;

» Analogias de Gauss/Delambre;

» Analogias de Neper.

» Formulas de L’ huillier (Para calculo de area e excesso esférico)

A semelhanca que se observa entre algumas formulas da trigopnometria
plana e da trigonometria esférica € uma consequéncia da correlacdo que existe
entre elas, pois sendo um plano o limite de uma esfera cujo raio cresce até o infinito,
deduz-se que todo triangulo plano pode considerar-se como limite de um triangulo
esférico em que o raio da esfera cresce sem cessar. Desta forma a trigopnometria
plana vem a ser um caso particular da trigonometria esférica, e as féormulas desta
surgem, com efeito, das formulas da trigonometria plana, quando se supfe o raio
igual ao infinito.

Para verificar esta propriedade, é preciso observar que as formulas foram
deduzidas na hipotese de utilizar o raio da esfera igual & unidade, e estas formulas

nao sao aplicaveis em todos os casos. Com efeito, se considerar os lados por seu
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valor em grau, nenhuma influéncia tem o valor do raio, pois os valores em grau dos
lados homélogos de triangulos semelhantes tracados sobre esferas quaisquer sdo
sempre iguais, todavia isso ndo acontece quando utilizamos os comprimentos dos
lados, por que estes sao proporcionais aos raios das esferas, e torna-se necessario
restabelecer o raio.

Para tornar essa explicacdo clara, utilizamos a leis dos senos e dos
cossenos da trigonometria esférica para mostrar que podemos passar das formulas
fundamentais de uma trigonometria para outra, utilizamos para isso o estudo de

série de Taylor.

Demonstracdo 1: Vamos mostrar que, no limite, quando o raio da esfera
tende para o infinito, a lei dos senos da trigonometria esférica tronar-se-4, a lei dos
senos da trigonometria plana.

A lei dos senos formula da trigonometria esférica €
sen(a) sen(b) sen(c)

= = —— = — . Desta forma reorganizando a equacao anterior temos,
sen(A) sen(B) sen(C)

sen(A) _sen(B)
sen(a) sen(b)

, agora supondo que os lados sao expressos por seu valor linear, e

gue sao proporcionais ao raio da esfera, temos sen(A) = sen(l;) (01).
sen(} sen(j

R

Utilizando a série de Taylor, para o seno e expandindo com X, =0,

3 X5 X7

temos: sen(x)=x—x—+———+---(02).
3! 51 7

Substituindo (02) em (01) obtemos:
sen(A) ~ sen(B)
a a a’ a’ b b’ b° b’
- — + f— cee - — + p—
R 3I.R® 5I.R° T7!I.R’ R 3I.R® 5I.R* 7I.R’

3

e multiplicando os dois lados pelo raio R, e depois fatorando temos,

sen(A) sen(B)

1 (a3 a° a’ j_ 1 (b3 b°® b’ j
-3l o T 2~ 4" b-—51 5+ 2~ 4
R°{ 3! 5I.R* 7!I'R R*{ 3! 5I.R* 7!I'R
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Mas, pelo teste da razdo de séries, uma série com termo geral da forma

k  2nl_ 1
(2n+2)! k (2n+2)(2n+1)!

k |
on € convergente. De fato — 0, quando n — .
n!

Como esta série € maior, em modulo, para R>1, que a série com termo

k . o
geral W assim ambas convergem, e ao tomarmos o limite de R —»>o0, em
-2n!

ambos os lados (note que o angulo A e B, podem mudar se mantivermos o

comprimento dos trés lados fixos), quando temos o limite de R — o, caso este em

que a esfera se reduz a um plano e, por conseguinte o triangulo esférico a um plano,

sen(A) _sen(B)
a b

sen(A) 3 sen(l§) 3 sen(é)
a b C

a férmula se transforma em,

, € de maneira analoga obteriamos.

Demonstracao 2: Vamos mostrar que, no limite, quando o raio da esfera
tende para o infinito, a lei dos cossenos da trigonometria esférica tronar-se-a, a lei
dos cossenos da trigonometria plana.

A lei dos Cc0Ssenos da trigonometria esférica é
cos(a) = cos(b)-cos(c) + sen(b)-sen(c) -cos(A), Desta forma reorganizando a

cos(a) —cos(b) - cos(c)
sen(b)-sen(c)

equacdo anterior temos, cos(A) = , agora supondo que os

lados sdo expressos por seu valor linear, e que sao proporcionais ao raio da esfera,
a b c
cos R —Ccos R -COS R
01).
B
sen| — |-sen| —
R R

Utilizando a série de Taylor, para o cosseno e o seno e expandindo com

temos, cos(A) =

2 4 6

X X X

COS(X):l——I+—I——|+"'(02)
X, =0, temos 2'3 4'5 6'7 , Substituindo (02) e (03) em (01)
sen(x)—x—x—+x——x—+~-(03)
-7 31 51 7

obtemos:
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@R (aR)’ +..._(1_ (b/R)” , (b/R)’ +....M1_ (CR)”, (CRY +]

Ay 2 41 2! 4 2 .
cos(A) = E_er... . E_er...
R 3l R 3

1_12.[8'2+...J_1+[_:2L].(_Cz+..._b2+....j_(_(b/R)2+....].(_(C/R)2_|_
~_ R 2! R 2! 2! 2! 2!

Mas, pelo teste da razdo de séries, uma série com termo geral da forma
k a1
@2n+2)! k (2n+2)(2n+1)!

k |
o € convergente. De fato — 0, quando n — .

Como esta série € maior, em modulo, para R>1, que a série com termo

geral assim ambas convergem, e ao tomarmos o limite de R —»> o, em

(R*™-2n!)’
ambos os lados (note que o angulo A , pode mudar se mantivermos o comprimento
dos trés lados fixos), quando temos o limite de R — o, caso este em que a esfera se
reduz a um plano e, por conseguinte o tridngulo esférico a um plano, a formula se
a> c* b’

_7+7
transforma em, cos(A) = 2! b2! 2! , reorganizando essa equacao obtemos:
c

a®> c¢* b’
_7_'_7 -
cos(A) 20 21 2!
bc
2 2 2 R
a—:c—+——bc'cos(A)
20 21 21
2 2 2 R
a—:c—+b——bc'cos(A)
2 2 2
a? =c? +b? —2bc -cos(A)

Desta forma obtemos a lei dos cossenos para a trigonometria plana.

Outro aperfeicoamento adveio na transformacdo moderna, do senoverso
gue apareceu no desenvolvimento da trigonometria Indiana antiga transformando-se

para a funcdo semisenoverso e com o aperfeicoamento do estudo do logaritmo e a
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posibilidadede de logaritmizar todas as formulas das trigonometrias tanto plana
como da esférica o que melhorou e simplificou os célculos trigopnométricos. Isso em
particular, foi importante na navegacao, pois 0 semisenoverso € utilizado para
calcular com precisao as distancias, as datas de posi¢c6es angulares, por uma esfera
(por exemplo, longitude e latitude), onde vocé pode usar diretamente a funcao
semisenoverso. O termo semisenoverso foi cunhado nos textos de navegacao
precisamente para esta aplicagcdo, vamos demonstrar aqui algumas formulas
fundamentais da trigopnometria esférica que podemos transforma-las com o auxilio
da funcdo semisenoverso.

Brummelen (2013) afirma:

O semisenoverso foi primeiramente tabelado por James Andrew em 1805, e
aos poucos se tornou favorito entre os marinheiros. Uma vantagem natural
do semisenoverso € que seus valores, quando tomamos o quadrado do
seno, sera sempre positivos. Essa propriedade significativa garantia ao
marinheiro nunca precisava se preocupar, pois o valor do semisenoverso é
positivo ou negativo, ainda melhor, desde que o semisenoverso tende de 0
para 1, para angulos de 0° para 180°, a funcéo é inversivel nessa variagéo.
(BRUMMELEN, 2013, p.160, traducdo nossa).

~ 0 1—-cosB
Como temos uma expressdo para O Senoverso senz(aj:(—z),

obtida na péagina (97), arrumando essa equacdo 2-sen’ (gjz(l—cose), divindo

0
2. 21 X
Sen (2] _ (1-cosb)
2

essa equacao por 2 em ambos os lados , obtemos uma nova

equacdo que é sen? [gj - Lzose), (01).
E como por definicdo a funcdo semisenoverso € metade do senoverso ou

. senoverso(0) ~ . . senoverso(0)
seja — logo a funcdo semisenoverso é

=ssvB (02).
Finalmente comparando (01) com (02), temos a expressdo matematica

- . 1-cosb6
para a funcéo semisenoverso ssvo = %

ou ssv(0) :%-(1—0039).

Demonstragdo: Utilizando as leis dos cossenos para lados da

trigonometria  esférica, cos(a) = cos(b)-cos(c) + sen(b)-sen(c)-cos(A), vamos
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mostrar que essa equacao fica pode ser representada na versao semisenoverso da
seguinte maneira ssv(a) = ssv(b —c)+sen(b)-sen(c) - ssv(A).

Para nos auxiliar nessa demonstracdo veremos algumas propriedade da
funcdo semisenoverso.

1) ssv(0°)=0 3) ssv(—0) = ssv(0)
2) ssv(180°) =1 4) cos(0) =1-2-ssv(B)

Utilizando a lei dos cossenos para lados e substituindo a funcéo

semisenoverso e suas propriedades obtemos.

cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A), subtraindo de um, ambos
os lados essa equacéo obtemos.

1-cos(a)=1- [cos(b) -cos(c) +sen(b)-sen(c)- cos(,&)]

1-cos(a) = 1-cos(b) - cos(c) —sen(b) - sen(c)-cos(A), vamos multiplicar

por % ambos lados da equacao anterior.
% -[1-cos(a)]= % : [1— cos(b) - cos(c) —sen(b) - sen(c)- cos(,&)], substituindo
na equac3o anterior a propriedade (4) cos(A)=1—2-ssv(A), obtemos.

% -[1-cos(a)] = % J1- cos(b)-cos(c) —sen(b)-sen(c)- (1— 2-ssv (A))}

% . [1— cos(a)] == :1— cos(b)-cos(c)—sen(b)-sen(c) + 2- sen(b)-sen(c) - ssv (A)]
% -[1-cos(a)]==- :1— (cos(b)-cos(c) +sen(b) - sen(c)) +2-sen(b) - sen(c) - ssv (A)]
1

> [1-cos(a)]==- :1— cos(b—c)+2-sen(b)-sen(c)-ssv (A)]

ssv(a) =

NI, NEFR NN -

| 2-ssv(b—c)+2-sen(b)-sen(c)-ssv(A) |
com efeito multiplicando por 1/2, o segundo membro da equacéo obtemos.

ssv(a) = % -2-ssv(b—-c)+ % -2-sen(b)-sen(c)-ssv (A)

ssv(a) =ssv(b—c)+sen(b)-sen(c)-ssv(A), que é a formula procurada, e de
maneira analoga obteriamos as outras férmulas.
ssv(b) = ssv(a—c)+sen(a)-sen(c) - ssv(B)

ssv(c) = ssv(a—b) +sen(a) - sen(b) - ssv(C)
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Demonstracdo: Para podermos determinar uma férmula para angulos
internos de um tridngulo esférico a partir da aplicagdo da funcdo semisenoverso,
utilizamos para essa demonstracdo umas das formulas da trigonometria esférica
chamada de férmula da Borda ou dos Marinheiros, também conhecida como formula
de Briggs.

sen| 2 |- sen(p —b)-sen(p —c) , onde p:i.(a+b+c). Vamos mostrar
2 sen(b)-sen(c) 2

gue essa equacéao fica representada na versao semisenoverso da seguinte maneira
ssv(A) = sen(p —b)- sen(p—b) - cossec (b) - cossec (c).
Utilizando umas das equacdes da trigonometria esférica chamada de

férmula da Borda ou dos Marinheiros, substituindo algumas co-funcbes e suas

propriedades obtemos.

sen? (AJ _sen(p—b)-sen(p —c) , OuU seja

,(A) (1-cosA)
e como sen“| — |=— —+~
2 sen(b)-sen(c) 2 2

-~ (1-cosA)
2

fazendo a comparagdo com SSVA = , portanto podemos dizer que

sst=sen2[%}, logo substituindo na equacdo chamada da Borda ou dos

Marinheiros, também conhecida como férmula de Briggs. temos:

SSVA — sen(p-b)-sen(p—c)
sen(b)-sen(c)

ssvA =sen(p—b)-sen(p-c)-

sen(b)-sen(c)

~ 1
ssvA =sen(p-b)-sen(p—c)- . , utilizando a co-funcédo para
(p=b) (p=c) sen(b) sen(c) cao b
~ . 1 1
a funcdo seno tais como cossec(b)= e cossec(c)=———, fazendo as
sen(b) sen(c)

devidas substituic6es obtemos: ssv A = sen(p —b)- sen(p —c)- cosec (b) - cosec(c), que
€ a formula procurada e de analogas podemos obter as demais férmulas:
ssv(B) =sen(p-a)-sen(p—c)-cosec(a)-cosec(c)

Ssv (6) =sen(p—a)-sen(p—b)-cosec(a)-cosec(b)
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Observando as transformagbes das formulas fundamentais da
trigonometria esférica feitas com o advento da funcdo semisenoverso, e com 0
auxilio dos logaritmos, temos a ideia de como facilitou em sobremaneira os calculos
para as aplicacdes da trigonometria esférica.

Apresentamos também um estudo similar para os tridngulos esféricos

retdngulos como consequéncia do estudo da trigonometria esférica.

3.4 TRIANGULOS ESFERICOS RETANGULOS

O estudo dos triangulos retangulos esféricos que nos seu primordio
apareceu como aplicacdo do teorema de Menelau e posteriormente apareceu
também no Almagesto, ao longo da histéria foi objeto de estudo de vérios
matematicos e desta forma passando a servir para varias aplicacées.

O triangulo esférico com pelo menos um angulo reto se denomina
tridngulo retangulo, uma caracteristica importante é que qualquer triangulo esférico

pode descompor-se em dois triangulos esféricos retangulos.

A

B
a D C

Figura 79 — Triangulos Esféricos Qualquer %3
Fonte: Elaborado pelo MSc. Marcelo Serréo

Sendo ja conhecido um angulo reto, temos apenas 5 elementos dos seis
possiveis do triangulo esférico retangulo, como serdo ainda fornecidos dois
elementos quaisquer, dentre 0s cinco restantes. Desta forma podemos obter os dois
outros elementos desconhecidos, do triangulo, utilizando a andlise combinatoria
podemos fazer a combinacdo de cinco elementos dois a dois, que fornecera o total
de formulas possiveis para resolugéo dos triangulos retangulos esféricos.

c2 :m(m—l):5(5—1) :5><4:

2 10
n! 21 1x2

223 Elaborado pelo Msc. Marcelo Serrao.
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Podemos obter todas as formulas, a partir de um tridngulo retdngulo em

C, conforme figura 80.

b
Figura 80 — Triangulos Retangulos Esféricos **
Fonte: Elaborado pelo MSc. Marcelo Serréo

Fazendo parte dos 3 elementos dados de um triangulo um angulo ou lado

igual a 90° (triangulo esférico retangulo ou retilatero), é evidente que este elemento

ird simplificar a combinac&o escolhida, como podemos verificar no quadro abaixo, no

qual consta as formulas gerais e as formulas simplificadas da trigonometria esférica

que servem para resolver qualquer caso dos triangulos retangulos e retilateros.

QUADRO DEMONSTRATIVO DAS FORMULAS SIMPLIFICADAS PARA TRIANGULOS

ESFERICOS RETANGULOS E/OU RETILATEROS

FORMULAS GERAIS

FORMULAS SIMPLIFICADAS

Angulo A = 90°

Lado a = 90°

cos(a) = cos(b)-cos(c)+sen(b) -sen(c)- cos(A)

cos(a) = cos(b) - cos(c)

cos(A) = —cotg(b) - cotg(c)

cos(b) = cos(a)-cos(c)+sen(a)-sen(c)- cos(@)

cos(b) = sen(c) - cos(B)

cos(c) = cos(a)-cos(b) +sen(a)-sen(b)- cos(é)

cos(c) = sen(b)-cos(C)

cosA = —cos(B)- cos(C)+ sen(B)-sen(C)-cos(a)

cos(a) = cotg(B) - cotg(C)

cos(A) = —cos(B) - cos(C)

cosB = —cos (A) -COos (é) +sen (A) -sen (é) -cos(b)

cos(B) = sen(C)-cos(b)

cosC = —cos(A)- cos (é)+ sen(A) . sen(é) -cos(c)

cos(C) = sen(B)- cos(c)

sen(a) _sen(b)
sen(A) sen(B)

sen(b) = sen(a)- sen(B)

sen(B) = sen(b) - sen(A)

sen(a) _ sen(c)
sen(A) sen(C)

sen(c) = sen(a) - sen(C)

sen(C) = sen(c)-sen(A)

sen(b) sen(c)
sen(B) sen(C)

cotg(a)- sen(c) = cotg(A) - sen(B) + cos(c) - cos(B)

cotg(a) = cotg(c)- cos(B)

cotg(A) = —cos(c)- cotg(B)

cotg(a)-sen(b) = cotg (A) -sen (é) +cos(b)- cos(f:)

cotg(a) = cotg(b)- cos(é)

cotg(A) = —cos(b) - cotg(C)

cotg(b) - sen(a) = cotg(B) - sen(C) + cos(a) - cos(C)

cotg(b) = cotg(B) - sen(C)

cotg(b) - sen(c) = cotg(B)- sen(A) + cos(c) - cos(A)

cotg(B) = cotg(b) - sen(c)

cotg(c) - sen(a) = cotg(C) - sen(B) + cos(a) - cos(B)

cotg(c) = cotg(C)-sen(B)

cotg(c)-sen(b) = cotg(C) - sen(A) +cos(b) - cos(A)

cotg(é) = cotg(c)-sen(b)

?2% Elaborado pelo Msc. Marcelo Serréo.
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No quadro acima apresentamos uma versao para o teorema de Pitdgoras
do triangulo plano, que também tem uma versdo para geometria esférica que se

apresenta dessa forma cos(a) = cos(b) - cos(c).

Demonstracdo: Para demonstrar o teorema de Pitagoras para a
geometria esférica, utilizaremos a lei dos cossenos para a trigonometria esférica e
como o angulo A =90° do triangulo esférico, portanto temos cos 90°=0.

cos(a) = cos(b)-cos(c) + sen(b) - sen(c) -cos(,&)
cos(a) = cos(b)-cos(c) + sen(b) -sen(c) -cos(90°)
0
cos(a) = cos(b)-cos(c)+sen(b)-sen(c)-0
cos(a) = cos(b)-cos(c)
Ao longo da histéria da matematica, varios algoritmos foram

desenvolvidos para demonstrar as dez formulas para resolucdo de triangulos
retangulos. Demonstraremos aqui apenas dois desses algoritmos.

Regra de Neper ou Algoritmo de Neper: Recorrendo-se ao artificio
abaixo, devido a Neper, é possivel escrever-se, imediatamente, as dez férmulas
fundamentais, (Ayres Jr, 1954, p.271-272).

ch

Figura 81 — Esquema para aplicacdo da Regra de Neper 225
Fonte: Elaborada pelo autor

Na figura 81, mostramos um triAngulo esquematico obtido a partir do
triangulo esférico figura 80, pela substituicdo de ¢ por co - ¢ = 90° — ¢; A por co - A =
90° — A; B por co - B = 90° — B. Note que a letra C é omitida no circulo, no circulo é
apresentado apenas cinco elementos.

Escolhendo qualquer um dos cinco elementos e denominar-se-ao de
meédio, ou meio, 0os dois préximos serdo os adjacentes e 0s dois restantes em
opostos. Entdo, as regras de Neper sao:

1 - O seno do meio é igual ao produto das tangentes adjacentes;

#% Elaborado pelo autor.
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2 - O seno do meio € igual ao produto dos cossenos opostos.

Exemplos:

01) Toma-se por co — B, como meio, entdo co — ¢, e a sdo os adjacentes
e co — A e b sé@o os opostos, utilizando a 12 Regra, obtemos.

sen(90° -B) =tg(90° - c)-tg(a)
cos(B) =cotg(c)-tg(a)

02) Toma-se por co — B, como meio, entdo co — ¢, e a sdo os adjacentes
e co — A e b s&o os opostos, utilizando a 22 Regra, obtemos.

sen(90° —B) = cos(90° — A)-cos(b)
cos (B) =sen(A)-cos(b)

Regra de Mauduit: E uma regra para facilitar a memorizacdo das
férmulas que servem para resolver um triangulo esférico retangulo, (Ferraz, 2006,
p.15).

E € enunciado da seguinte maneira “O cosseno do elemento médio é
igual ao produto das cotangentes dos elementos conjuntos ou produtos dos senos
dos senos dos elementos separados”, representando de outra maneira teriamos:

Cos=Co-Co=Se-Se

Na aplicacdo desta regra, ha que se considerar:

1 - Admitindo a como elemento médio (poderia ser escolhido qualquer
elemento do triangulo, exceto o angulo reto), seus elementos conjuntos serdo 0s
lados B e C, seus elementos separados serdo b e c.

2 - O Elemento reto € considerado inexiste na aplicacdo da regra. Se
admitirmos b como elemento médio, seus conjuntos serdo C e c; e

3 - Nao se “tomam” os catetos, e sim seus complementos: Se A for o

angulo reto, utilizaremos (90° —c) e n&o c; (90° —b) e ndo b.

B

c b A
Figura 82 — Esquema para aplicacédo da Regra de Mauduit®
Fonte: Ferraz, 2006

6

% Fonte da figura disponivel em Ferraz, 2006, p.15.
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Para entendermos, o significado das palavras médio, conjunto e
separado, descrevemos: O elemento médio € aquele escolhido aleatoriamente entre
os demais elementos do triangulo esférico (exceto o angulo reto), e que servira de
base para obtencao dos elementos conjuntos e separados.

Exemplos:

01) Sendo dados os dois catetos b e c, utilizando a 12 Regra, calcule a
hipotenusa a, obtemos. cos(a) =sen(90° —b)-sen(90° —c)

cos(a) =cos(b)-cos(c)
02) Sendo dados os dois catetos b e c, utilizando a 22 Regra, calcule o
angulo C, obtemos. cos(90° —b) = cotg(C) - cotg(90° —c)
sen(b) = cotg(C)-tg(c)
sen(b)
1g(c)
Entendemos que com o advento do estudo logaritmo no século XVII,

cotg(C) =

propiciou que os calculos trigopnométricos fossem simplificados, desta forma todas as
férmulas da trigonometria tanto plana como esférica passam a ser utilizadas com
logaritmo. Quase exatamente meio século apdés a publicacdo de seus logaritmos,
surgiu a analise matematica, e com o aprofundamento do estudo das séries
matematica pode-se demonstrar que as formulas fundamentais de uma
trigonometria transformam-se da outra trigonometria, semelhante com suas proprias
caracteristicas.

Finalizando esse capitulo, afirmamos como os estudos da geometria néo-
euclidiana desenvolveu a geometria esférica e como essas rela¢cdes fundamentam a
trigonometria esférica.

Evidenciamos também que com advento da andlise matematica, a
trigonometria passou a ser incorporada por essa area da matematica, e o estudo das
series matematicas as férmulas fundamentais da trigonometria esférica se
transformam nas da trigonometria plana, desde que consideremos o0 raio da
circunferéncia tendendo para o infinito.

A seguir, apresentamos nossas consideragoes finais do estudo realizado,
que buscou responder nosso questionamento inicial “Como surgiram as
trigonometrias nas diferentes civilizagdes e quais as relagcbes estabelecidas entre

elas”?, pergunta essa feita por nés como objeto de pesquisa.



200

CONSIDERACOES FINAIS

Ao concluir nosso estudo faremos uma reflexdo sobre o objeto de
pesquisa, com o intuito de evidenciar as transformacdes ocorridas no conceito da
trigonometria e de como surgiram as trigonometrias nas diferentes civilizagoes;
também analisamos quais as relacdes estabelecidas entre elas e 0 quanto nosso
estudo é relevante para entendermos as relagdes historicamente construidas nas
sociedades da Antiguidade. Neste compasso, procuramos entender em que medida
se deu o processo de desenvolvimento das trigonometrias plana e esférica como
base propulsora da evolucao cultural de grupos humanos da antiguidade oriental e
ocidental e também do medievo na busca da sobrevivéncia humana ao longo do
tempo. Para atender as demandas tedricas que evidenciamos na pesquisa fizemos
um recorte histérico, compreendendo o periodo da Antiguidade em algumas
civilizacdes (Egipcia, Babilonica, Grega, Hindu, Arabe e Chinesa) até o periodo
Renascentista.

Quando iniciamos nosso estudo tinhamos a intengdo de responder a
nossa questdo norteadora, essa gque se tornou o objeto de pesquisa, que surgiu na
época de aluno do curso no Curso Técnico em Agrimensura, na antiga Escola
Técnica Federal do Para, hoje Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia
do Pard IFPA/Campus Belém ao estudar as disciplinas Astronomia de Posicéo e
Introducdo a Geodesia Geométrica, onde tivemos contato com a trigonometria
esférica, pela primeira vez, tendo em vista que tal conteddo faz parte das matrizes
curriculares dessas duas disciplinas.

No desenvolvimento do nosso estudo dialogamos com teéricos que em
seus estudos fundamentam a tendéncia em historia da matematica e da ciéncia e
alicercamos nossa investigacdo em histéria da matematica acrescentamos ainda a
pesquisa bibliografica, pois esse ramo da pesquisa serviu de apoio no estudo do
objeto de pesquisa, desta forma foi possivel responder a nossa questdo norteadora.

Inicialmente recorremos aos priméordios da trigonometria (Plana e
Esférica), com auxilio da histéria da matematica para evidenciarmos as
transformacdes de compreensdo conceitual, sofridas ao longo do tempo, nas
diferentes civilizacbes, desde seu surgimento nos povos que viveram na Antiguidade
(Egipcios, Babildnios, Gregos, Hindus, Arabes e Chineses), passamos pelo medievo

até o periodo Renascentista, também evidenciamos o nascimento da trigopnometria
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como ciéncia auxiliar da Astronomia e como trigonometria tornou-se independente
na Europa.

Evidenciamos em nosso estudo que a principal contribuicdo da civilizagéao
egipcia em trigonometria estava contida no papiro Rhind, pois consta nesse papiro a
ideia inicial da funcéao cotangente, para utilizagdo na construgéo de piramides, outra
contribuicdo importante foi dada pela agrimensura para fins de demarcacéo de areas
alagadas para cultivo e plantio e posterior taxacao feita pelo Farao.

Investigar o desenvolvimento da matematica babilénica s6 foi possivel
quando foram feitas as transcricdes e interpretacfes das tabuas, que contém as
vastas aplicacbes da mateméatica deste povo, como por exemplo, a utilizacdo do
sistema de base 60, o qual fortaleceu todo o desenvolvimento posterior da
matematica babilbnia e de outras civilizacbes, e a criacdo das tabelas
trigonométricas.

As contribuigbes dos gregos em trigonometria comegam na reelaboracao
e resignificacdo dos conhecimentos oriundos dos egipcios e babilénicos, também na
primeira definicdo do triangulo esférico, que aparece no trabalho de Menelau de
Alexandria, porém a mais importante contribuicdo, foi a obra Almagesto de Claudio
Ptolomeu, 0 mais importante tratado da trigonometria da antiguidade essa obra é
uma Sintaxe de toda conhecimento em Astronomia até esse periodo histérico e que
contém uma boa base da trigopnometria plana e esférica utilizada até entéo, a servico
da astronomia. Outro marco significativo foi o teorema de Menelau que sera a
propria trigonometria esférica, por alguns séculos, as contribuicdes dos gregos em
trigonometria serviram de sustentacao para avanc¢os dados por outras civilizagoes.

A contribuicdo dos matematicos indianos foi primordial para o
desenvolvimento moderno da trigopnometria com a apresentacdo da funcédo seno na
sua forma moderna, legando aos matematicos a possibilidade de criarem outras
funcbes trigonométricas na sua forma moderna, como fruto dessa inovacéo,
apresentaram também a funcdo senoverso ou seno versado, que dard um novo
impulso na resolugcdo dos problemas de Astronomia de Posicdo aplicados a
Navegacado Astrondmica e no posterior aperfeicoamento da funcédo senoverso para
fungcdo semisenoverso no seculo XIX, tais avangos foram evidenciados e
disseminados pelos navegadores, os métodos de solugdo dos triangulos esféricos
com a utilizagdo da funcdo semisenoverso, que em muito facilitou os célculos

aplicados a Navegacao Astrondmica.
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A importancia da civilizacdo é&rabe foi preservar o conhecimento da
antiguidade porém, além disso, acrescentaram e melhoraram 0s conceitos e
métodos, em trigonometria, apresentaram tratados que culminaram com a
separacdo da trigonometria da astronomia. O primeiro desses tratados foi “Kitab
Mayhulat qisi al-kura”, “Determinacdo das magnitudes dos arcos na superficie de
uma esfera”, publicado por volta de 1060, por Al-Jayyani, cujo o objetivo principal foi
apresentar métodos para resolucdo de todos os casos de triangulos esféricos:
qualquer e retangulos, sendo conhecido quatro dos seis elementos do triangulo,
tratando a trigonometria separada da astronomia no ocidente medieval.

Outro tratado que também contribui para separacdo da trigonometria da
astronomia foi “Kitab al shakl al-qgita”, (Tratado sobre Figuras Transversais),
conhecido também pelo nome “Tratado sobre quadrilatero completo” de 1260, de
Nasir Eddin al-Tusi, e o primeiro a tratar a trigonometria separado da astronomia no
oriente medieval.

Nesse sentido existe uma dualidade de interpretacdo para definir qual foi
a primeira obra de fato a tratar a trigonometria independente da astronomia no
medievo.

Na china a trigonometria esférica foi o aporte fundamental para o estudo
do calendario e célculos astrondémicos e a trigonometria plana para utilizagdo em
Engenharia, porem a primeira tabela da funcdo da tangente e creditada ao
matematico Yi-Xing, posteriormente a trigopnometria foi aperfeicoada e melhorada
pelos chineses.

No Renascimento europeu entre os séculos XV e XVI, Georg von
Peuerbach incumbiu ao seu aluno e amigo Regiomontanus, compilar e ordenar
todos os teoremas dispersos nos textos classicos, islamicos e europeus e todas as
tabelas trigonométricas, importante para os calculos astronémicos, esses estudos
iniciaram em 1464 e desse trabalho surge entdo a obra definitiva que transforma a
trigonometria como ciéncia independente na Europa “De Triangulis Onunimodis Libri
Quinque” (Cinco Livros sobre Todos os Tipos de Triangulos), reunindo a
trigonometria plana e esférica conhecia até esse momento histérico em cinco livros
independente da astronomia, e publicado postumamente em 1533, passando a ser a
obra de referéncia dos mateméticos posteriores e € o marco definitivo da separacéo
da trigonometria da astronomia na Europa, e servira de apoio a todas as pesquisas

em trigonometria feitas a partir de entao.
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Igualmente realizamos uma pesquisa historica e pormenorizada das
geometrias n&o-euclidianas, quando evidenciamos o0 surgimento da geometria
esférica e as implicacbes dessa com a trigopnometria esférica, onde as férmulas
fundamentais surgem. Na sequéncia verificamos como ocorre a transicdo das
formulas fundamentais da trigonometria esférica para a trigonometria plana
utilizando para essas afirmacfes o argumento matematico da série de Taylor, desta
forma verificamos as relacbes estabelecidas entre as trigonometrias planas e
esféricas, objetivo primordial de nossa pesquisa e alcan¢cado em nosso estudo.

Muitas dificuldades foram encontradas no desenvolvimento da pesquisa,
a principal foi no que se refere a leitura de textos sobre historia da matematica e
particularmente sobre o tépico trigonometria principalmente quando focamos as
culturas Indiana e chinesa, em lingua portuguesa devido a escassez de bibliografia
sobre o assunto, tal dificuldade somente foi superada com leituras em lingua
Espanhola e Inglesa, onde encontramos bibliografias antigas e atuais que se
tornaram contribui¢cdes importantes, na construcéo e producédo do texto dissertativo.
N&o tivemos intencdo de esgotar o0 assunto, pois novas ideias surgiram no
desenvolvimento deste, portanto propomos outros desdobramentos de nossa
pesquisa, para que outros pesquisadores possam dar continuidade a nosso estudo
em teses, dissertacOes, artigos e monografias, e nesse sentido indicamos um objeto
de estudo que é verificar as aplicacBes da trigonometria esférica nos campos da
astronomia, agrimensura, cartografia, geodesia e na navegacéao, pois essa tematica
ainda estd aberta para novas pesquisas, desta forma também poderdo contribuir
com a ampliacdo do campo de visdo sobre esse topico da matematica.

Minha curiosidade e anseio no estudo sobre o surgimento e origem da
trigonometria plana e esférica se iniciou desde o primeiro contacto que tive no
ensino fundamental com a trigonometria plana e depois no ensino médio com a
trigonometria esférica foi amplamente saciada. O estudo em tela possibilitou o
resgate da histéria desse conteddo e me possibilitou 0 amadurecimento profissional
e a percepcédo do quanto € importante esse topico da matematica e quanto a historia
da matemética pode ser um instrumento para a melhoria na triade
ensino/aprendizagem/avaliacdo, saciando amplamente o interesse que possuia na
tematica.

A importancia da trigonometria na atualidade consiste em ser uma

ferramenta bastante poderosa e é usada em muitas areas do saber, temos inUmeras
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aplicagcbes do seu uso nos mais modernos instrumentos tecnoldgicos de medida,
bem como em ciéncias de Cartografia, Sistemas de Informacao Geogréfica, Biologia,
Geologia e até mesmo na Economia, para obtencéo de resultados nos mais variados
problemas, além de inUmeras aplicacdes na Fisica, nas Engenharias.

Esperamos que nosso estudo seja util para pesquisas de alunos e
profissionais da disciplina matematica e areas afins que tenham interesse nessa
tematica, tendo em vista que o estudo da trigonometria esférica, na atualidade faz
parte de poucas matrizes curriculares de curso de licenciatura em matematica,
sendo objeto de estudo apenas de alguns cursos de graduacdo, como por exemplo,
Astronomia, Ciéncias Geodésicas, Engenharia: Cartografica, de Agrimensura,
Aeronautica e curso de Formacéao para Oficial da Marinha de Guerra e Mercante.

E é possivel encontrar fragmentos de conceitos de Trigonometria Esférica
em outras disciplinas como em geometria ndo-euclidianas, no calculo diferencial e
integral aplicados a problemas de Astronomia, e por tudo isso ressaltamos e
reafirmamos a necessidade dos cursos de graduacdo de matemética resgatar e

incluir o contetdo de trigopnometria esférica nas suas matrizes curriculares.
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