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RESUMO

Neste trabalho aplicamos a teoria de grupos magnéticos em sec¢des transversais de guias de
ondas quadrado, retangular e circular preenchidos com ferrite ou material semicondutor com
diferentes tipos de magnetizacdo. Estes guias de ondas sdo estruturas usadas em tecnologia de
microondas como phase shifters, cut-off switches e isoladores. Analogamente como feito em
guias de ondas com diferentes simetrias, foram analisadas e classificadas também cavidades
ressonantes com geometrias cubica, paralelepipeda e cilindrica utilizando teoria de grupos
magnéticos. Considerando se¢fes de guia de onda com quatro portas e usando métodos de
teoria de grupo calculou-se a estrutura da matriz de espalhamento para estes guias com
diferentes simetrias e sdo discutidas algumas de suas propriedades. Além disso, as matrizes de
espalhamento obtidas para os modos TEg, sdo exatas e, a partir delas, foram calculados os
autovalores e autovetores destas matrizes. Os resultados obtidos servem como referéncia

teorica para checar a precisao de calculos numeéricos em estruturas de guias de ondas.

PALAVRAS-CHAVE: Simetria , Grupo Magnético, Guias de Onda, Cavidades Ressonantes.
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ABSTRACT

In this paper we apply the theory of magnetic groups in cross sections of waveguides square,
rectangular and circular filled with ferrite or semiconductor material with different types of
magnetization. These wave guides are structures used in microwave technology as phase
shifters, cut-off switches and insulators. Similarly as done in waveguides with different
symmetries, were analyzed and classified also resonant cavities with cubic and cylindrical
paralelepipeda geometries using group theory magnetic. Considering waveguide sections with
four doors and using group theory methods calculated to scattering matrix structure for these
guides with different Symmetries and are discussed some of its properties. Furthermore,
scattering matrices obtained TEOn modes are accurate and, from them, were calculated
eigenvalues and eigenvectors of matrices. The results serve as theoretical reference to check

the accuracy of numerical calculations in structures of waveguides.

KEYWORDS: Symmetry, Magnetic group, Waveguides, Resonant Cavities.
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INTRODUCAO

Analise de simetria pode ser efetivamente usada em muitos problemas que envolvem
teoria eletromagnética. Podem-se aplicar em equacOes diferenciais, equacbes integrais,
problemas variacionais e descrigdo de matriz de fendmenos eletromagnéticos. Em sistemas
fisicos, sistemas de coordenadas, descricdo classica ou mecénica quantica sdo fundamentais.

Simetria é uma transformacao que deixa a estrutura relevante invariavel. A colecédo de
simetrias de um objeto preserva a estrutura que forma o grupo. A teoria de grupos é um
instrumento para estudar a simetria e as consequéncias de um dado sistema.

Os primeiros matematicos que introduziram o conceito de teoria de grupos em algebra
no contexto das solucdes de equacdes algébricas foram Evarist Galois e Niels Henrik Abel.
No final do século X1X, Felix Klein e Sophus Lie desenvolveram a teoria de grupos discretos
e grupos continuos, respectivamente. O famoso teorema de Emmy Noether provado em 1917
afirma que todos os grupos de simetria das equacdes diferenciais origina uma quantidade que
é preservada. Assim, o teorema diz respeito a grupos de simetria e leis de conservacdo. A
introducdo de métodos em teoria de grupos a mecanica quantica estdo conectados com 0s
nomes de H. Weyl, E. P Wigner, e outros. Vale frisar que Wigner recebeu em 1963 o prémio
Nobel de Fisica pela aplicagdo de principios de simetria em teoria de particulas elementares.

As equacbes de Maxwell possuem alta simetria. Todas as solucdes exatas das
equacOes de onda em coordenadas retangulares, cilindricas e esféricas seguem da simetria
dessas equac0es diferenciais. Além disso, as solucbes provenientes das equacdes de Maxwell
sdo determinadas pelos seus grupos de simetria.

As propriedades de ortogonalidade e completude de senos e cossenos, exponenciais e
funcBes especiais tais como Bessel, Legendre, Harmdnicos esféricos e outras funcdes
classicas de fisica matematica sdo definidas por decomposicao de simetria. A interpretacdo do
grupo tedrico pode ser dado também para formulas de recursdo e teoremas de funcGes
especiais.

A teoria de autovalores e autofuncbes para 0s casos simétricos pode ser facilmente
convertida em linguagem de grupo tedrico. Por exemplo, a frequéncia o ¢é invariante devido a
invariancia do meio com respeito a operacdo de translacdo no tempo. As componentes
cartesianas do vetor de onda ky, ky e k; para um meio infinito homogéneo sdo os autovalores
continuos que sdo invariantes devido a invaridncia do meio de propagagdo com respeito as
translacOes nas direcdes X, y e z, respectivamente. A decomposi¢do de ondas eletromagnéticas

TE-TM decorre da operacgéo de simetria de inversdo. O indice m das ondas HE,, € EHy, para



guia de ondas dielétricos circulares é também definido pela simetria, e assim por diante.

Este trabalho tem por objetivo analisar teoria de grupos magnéticos aplicados em guias
de ondas e cavidades ressonantes com diferentes simetrias; Investigar como modos de campo
elétrico e magnético podem ser classificados de acordo com as representacdes irredutiveis da
cavidade; Calcular matrizes de espalhamento para os modos TEg, em guias de ondas com
simetria quadrada e retangular; Calcular autovalores e autofuncbes das matrizes de
espalhamento e Classificar automodos TEmn € TMmy em cavidades ressonantes com
geometria cilindrica e em forma de paralelepipedo.

O trabalho est& dividido em cinco capitulos, sendo o capitulo 1 destinado a Teoria de
grupos aplicados a guias de onda ndo magnetizados. O capitulo 2 trata-se da Teoria de grupo
aplicada a cavidades ressonantes ndao magnetizadas. O capitulo 3 aborda a Teoria de grupos
magnéticos. O capitulo 4 se refere a Grupos magnéticos aplicados em guias de ondas. E o
capitulo 5 aborda Grupos magnéticos aplicados a cavidades de ressonadores. Por fim sdo
discutidos os resultados e conclusoes.



CAPITULO 1
GUIAS DE ONDA SEM MAGNETIZACAO

1.1 — Teoria de Grupos aplicados a guias de onda sem meio magnéticos.

1.1.1 — Simetria de um guia de onda uniforme [20].

A simetria de um guia de onda controla vérias caracteristicas importantes de seus
modos de propagacdo. Uma determinacdo do tipo de simetria em um guia de onda permite
classificar os modos possiveis no guia e prever sua degenerescéncia. Tudo isso pode ser
realizado a partir de um conhecimento da simetria do guia de onda, sem precisar resolver a
equacéo diferencial que modela a estrutura do modelo estudado.

A solucdo para os campos eletromagnéticos modais de um guia de ondas em uma
frequéncia particular envolve a solucdo de um problema de autovalores, onde estes sdo 0s
valores de y(w). Para qualquer modo de um guia de ondas uniforme, os campos elétricos e
magnéticos transversais podem ser expressos em termos de componentes longitudinais, E; e
H,. Por conseguinte, os pares de E; e H;, formam as autofun¢des do problema. Para um guia
de onda uniforme, as equac@es diferenciais parciais e as condi¢bes de contorno para E; e H,
envolvem apenas as coordenadas transversais. Como consequéncia, apenas a simetria da
secdo transversal do guia de onda tem de ser considerada. Isso restringe os tipos de guia de
onda de simetria relevantes para apenas duas familias em geral.

Uma operacdo de simetria em uma figura espacial é uma transformacdo que deixa a
figura inalterada apds esta transformacédo. Para uma figura bidimensional, existem apenas dois
tipos de operagOes de simetria; rotacbes em torno de um eixo de simetria orientada
perpendicularmente ao plano da figura, e as reflexdes de planos orientados

perpendicularmente ao plano da figura (ver apéndice 1).

1.1.2 — Classificagdo de modos e degenerescéncia [20].

O numero de simetrias azimutais distintas dos padrGes de campo eletromagnético
modais para uma estrutura de um tipo de simetria dada é C, ou C,, é da ordem de n. Assim,
0s modos de um guia de onda podem ser atribuidos a classes dependendo da simetria azimutal
dos padrdes do campo modal. Essas classes serdo chamadas classes de modo, e cada uma
contém um ndmero infinito de modos.

Os campos eletromagnéticos para todos os modos em uma classe de determinado

modo terd a mesma simetria azimutal, embora a dependéncia dos campos eletromagnéticos



sobre a coordenada azimutal serd diferente. As principais diferencas entre os padrBes de
campo eletromagnético para modos diferentes no mesmo modo de classe ndo sdo iguais em
suas variacOes radiais. Para guias de onda com simetria C, existem n diferentes modos de
classes, enquanto para simetria C, existem n+1 (para n impar) e n+2 (para n par) distintos
modos de classes.

O campo magnético de um modo particular pode ser escrito por duplo indice, como
exemplo Eyq e Hpg. O primeiro indice p indica a classe de modo, enquanto o indice g
distingue o p-ésimo modo de classe. Para guias de onda com simetria C,,, 1< p < n. Enquanto
para guias de onda com simetria Cpy, 1< p <n+1 se n € impar ou 1<p <n+2 se n € par. Pode
ser mostrado que todos os modos em uma classe ndo sdo degenerados, ou que Sdo
degenerados com o modo correspondente no modo de classe complementar. Modos
degenerados podem ocorrer apenas em pares. Para um dado guia de onda com dada simetria,
0 numero de modo de classes degenerados e ndao degenerados sao conhecidos. As tabelas 1 e 2
apresentam modo de classes e suas respectivas degenerescéncias para guia de ondas com

simetria C, e C,,, respectivamente.

Tabela 1. Classes de modos e modos degenerados para guia de onda com simetria C,, [20].

NUmero de classes de | Numero de pares de
n modos nédo classes de modos Total de classes de
degenerados degenerados modos
impar 1 (n-1)/2 n
par 2 (n-2)/2 n

Tabela 2. Classes de modos e modos degenerados para guia de onda com simetria Cp, [20].

Numero de classes de | Numero de pares de
n modos nédo classes de modos Total de classes de
degenerados degenerados modos
impar 2 (n-1)/2 n+1
Par 4 (n-2)/2 n+2

Um comentario sobre as possiveis degenerescéncias de um guia de onda uniforme

deve ser feita. As degenerescéncias descritas aqui sdo todas produzidas pela simetria do guia




de onda e ocorrerdo para todos os valores de o. Além disso, vale frisar que anélise de simetria
pode prever corretamente 0os modos de degenerescéncia de um guia de onda, somente se todas
as operacOes de simetria da estrutura sdo contabilizadas. Nem todas operacfes de simetria
envolvem apenas operacdes de rotacdes e reflexdes espaciais. Existem outros tipos de
operagdes.

Aqui é suficiente afirmar que as tabelas 1 e 2 aplicam-se a todos os guias de onda néo
homogéneos da classe geral considerada, e a todos os guias de onda homogéneos, com
excecao dos trés casos especiais de guia retangular homogéneo, guia quadrado, circular e com
fronteiras fechadas. Por exemplo, a Tabela 2 prevé corretamente as caracteristicas de modo de
guias de onda homogéneos de segdo transversal eliptica, com uma parede de conducdo
perfeita, cujos modos foram classificados. O guia de onda eliptico tem 0 mesmo grupo de
simetria, C,, que um guia de onda retangular [3].

1.1.3 — Simetrias de campo magnético modal [20].

A caracteristica que distingue fisicamente as classes de modo de uma guia de onda
particular é a simetria azimutal dos campos eletromagnéticos. Uma maneira de mostrar
analiticamente a simetria azimutal das componentes longitudinais dos campos elétricos e
magnéticos é expressa-las em termos de séries de Fourier no angulo azimutal 6. Por exemplo,
0s componentes elétricos e magnéticos longitudinais de campo para os modos de classe ndo

degenerado de uma guia de onda com simetria C3, podem ser expressos por:

g = i A, (r)exp(j3vo) 1)

@
H z1q(r,0) = Z quv (r) eXp( 13‘/0) .

V=—00

O indice g indica que este é o g-ésimo modo de classe. Observe que na série de
Fourier, apenas um terco dos possiveis termos que ocorrem numa série de Fourier geral estdo
presentes para esta classe modo. Este resultado para este modo de classe € uma consequéncia
da simetria do guia de onda. A andlise de simetria ndo fornece possibilidade para obter os

coeficientes A, e B Para calcular estes coeficientes deve-se resolver a equagéo

v *
diferencial parcial do sistema associado as apropriadas condi¢fes de contorno do problema.
Pode-se concluir a partir da série de Fourier em (1) e (2) que os campos eletromagnéticos para
0s modos nesta classe-modo devem ser periddicas em 6 com periodo 27/3 rad. Assim, em
qualquer andlise numérica dos modos ndo degenerados deste guia de onda, 0s quais

pertencem a esta classe de modo (ver tabela 1), apenas um setor de angulo 2n/3 rad



necessitam de ser considerados (com as condi¢des em que 0s campos eletromagnéticos devem
ser idénticos para os dois limites azimutais do setor). Além disso, a Tabela 3 apresenta a
forma geral da série de Fourier para as componentes longitudinais dos campos elétricos e
magnéticos para guias de onda com simetria C,. Observe que a Tabela Ill d& a dependéncia
azimutal explicita de E e H, para as classes de modo de guias de onda com simetria C.
Embora a simetria azimutal dos campos elétrico e magnético longitudinais para as
varias classes de modo sera apresentada por escrito. Outras representacdes podem muito bem
ser preferiveis para um estudo numérico de um guia de onda particular. O objetivo da
utilizacdo desta representacdo em série de Fourier aqui, é para ser capaz de extrair

informagdes facilmente acessiveis sobre a simetria azimutal dos campos eletromagnéticos

modais.

Tabela 3. Representacdes em série de Fourier dos campos elétrico e magnético para

guias de ondas uniformes com simetria C,.

n Classe de
modos p Ezpq Hzpq
Par, impar 1 © ) = .
Par, impar k > . S .
D Ag (Nexp j(v+k/2)6 D B, (rexp j(nv+k/2)6
Par, impar k+1 i ) z .
Z Aksnye (1) exp j(nv—k/2)60 Z By (F)exp j(nv—k/2)6
Par n i . 2 ]
> A, (Nexp jn(v-1/2)6 D B, (Nexp jn(v-1/2)6
» 1 Aq(r) By, (1)
oo k Akq (rexp(jkée!2) qu (r)exp(jké/2)
o k+1 A (r)exp(= kO 2) By (r) exp(— k6 2)




CAPITULO 2
CAVIDADES RESSONANTES SEM MAGNETIZACAO

2.1 — Teoria de Grupo aplicada a cavidades ressonantes ndo-magnetizadas.

A propagacdo de ondas eletromagnéticas em regides confinadas tem natureza diferente
da propagacdo no espaco livre. De fato, apesar de E e H satisfazerem a mesma equacdo de
onda, a presenca de superficies confinantes impde condi¢des de contorno sobre 0s campos,
modificando seu comportamento [16].

Essas consideraces apresentam grande importancia tecnoldgica, pois tubos metélicos,
guias de onda, constituem uma maneira pratica para transmitir energia eletromagnética na
regido de microondas e cabos dielétricos (fibras dpticas) na regido do infravermelho e do
visivel.

2.2 — Cavidade cubica.

Estudaremos agora alguns tipos de cavidades ressonantes. Estas “caixas” metalicas sao
Uteis para o confinamento de modos eletromagnéticos de frequéncia bem definida [16].
Utilizaremos a teoria de grupos para cada simetria de cavidades ressonantes e com isso,
poderemos analisar 0 grupo de simetria formado para cada caso de geometria estudada.
Comecaremos com a cavidade cubica preenchida com ferrite descrita pela figura 1. Neste
caso, ndo ha perturbacdo sobre a cavidade, caracterizado desta maneira por um grupo de

simetria ndo magnético Ca,.

PN P x

Figura 1. Cavidade cubica sem perturbagéo.



Cav={E, C;, C4, C;*, 6, Gy, Ox, Gd1, Od2}-

A cavidade descrita pela figura 1 apresenta tabela de caracteres de representacoes de
grupo irredutivel dado pela tabela a seguir. Nesta cavidade, temos grupo de simetria dado por

Tabela 4. Tabela de caracteres de representacdes irredutiveis do grupo C,.

Cuv E C, Cy C;i a, o, T44 Taa
Ay 1 1 1 1 1 1 1 1
A 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
B; 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
B, 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
E 2 -2 0 0 0 0 0 0

2.3 — Cavidade em forma de paralelepipedo.

Em seguida, vamos considerar uma cavidade em forma de paralelepipedo, conforme

indica a figura a seguir. Nesta cavidade temos grupo de simetria dado por Do = {E, Cy;, Cyy,

Cox, I, o, oy, oy}, onde Cy, Cyy Cox sdo rotagdes de 180° sobre os eixos z, y e X

respectivamente, e 6, , Gy, 0x Sd0 reflexdes nos planos x-y, z-x e y-z, respectivamente. Vale

frisar também que os caracteres deste grupo de simetria sdo dados pela tabela 5.

»
L

Figura 2. Cavidade em forma de paralelepipedo sem perturbacéo.



Tabela 5. Tabela de caracteres de representacdes irredutiveis do grupo Dan.

Do, E C3 4 c3 I c; oy Ox
Ay 1 1 1 1 1 1 1 1
Big 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
Bog 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
Bsg 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
Ay 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
Biy, 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
B,y 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
B, 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

2.4 — Cavidade cilindrica.

Seja uma cavidade cilindrica conforme a figura 3, definimos o eixo de coordenadas no
centro da cavidade, com altura do cilindro na direcéo do eixo z, conforme é mostrado a seguir.
Esta cavidade é simétrica sobre operac¢fes do grupo de simetria, dado por D, ={E, C(a), oy, |,
IC(a), oy}, onde E € a operacdo identidade; C(a) sdo rotagdes através do angulo a sobre o
eixo z; oy sdo reflexdes no plano contendo o eixo z; | denominada de operagao inversdo. Além
disso, o grupo D, tem quatro representacdes unidimensionais, denominadas Ay Aiy, Agg €
Ay, e infinitas representacdes bidimensionais E,q € Eny, onde os sufixos g e u indicam
respectivamente as paridades par e impar sobre a inversdo, e n € um ndmero inteiro que indica

um indice azimutal. Observe que existem infinitos nimeros de rotagdes e reflexdes.

y

-
W,

Figura 3. Geometria da cavidade cilindrica.

» X

As representacdes irredutiveis do grupo D., sdo dadas pela tabela 6. Esta tabela
mostra 0s caracteres correspondentes de cada operagdo e cada representacdo irredutivel
associada. Os caracteres sdo definidos pelo trago da matriz de representacdo. Observe que

para representacdes irredutiveis bidimensionais temos um conjunto de tragos de matrizes.




Tabela 6. Tabela de caracteres representacdes irredutiveis do grupo Doy
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Don E C(a) Oy I IC(a) loy
Aig 1 1 1 1 1 1
Ay 1 1 -1 -1 -1 1
Ay 1 1 -1 1 1 -1
Ay 1 1 1 -1 -1 -1
Eig 2 2c0s(o) 0 2 2c0s(or) 0
Ew 2 2cos(ar) 0 -2 -2cos(a) 0
Ezg 2 2¢0S(2a) 0 2 2c0s(2a) 0
Eo 2 2¢0s(20) 0 -2 -2c0s(20) 0
Eng 2 2cos(na) 0 2 2cos(na) 0
En 2 2cos(na) 0 -2 -2c0s(20) 0

2.5 — Classificagdo de automodos em cavidades ressonantes utilizando teoria de grupos.

Cavidades ressonantes sdo caracterizadas por sua simetria. Alta simetria de uma
cavidade simplifica sua analise para modos ressonantes. Para classificar os automodos em
cavidades com dada simetria, aplicamos o estudo de teoria de grupos. Usando funcdes de base
sobre o conjunto completo de automodos, podemos formar representacdes do grupo de
simetria da cavidade e, portanto, podemos classifica-los de acordo com representacGes
irredutiveis do grupo de simetria [19]. Além disso, vale frisar que este método é utilizado
particularmente em cavidades complexas e para compreenséo de efeitos de perturbacdes sobre
0S Mesmos.

Os automodos da cavidade cilindrica sdo dados por TEnmp € TMump , Onde n, m e p séo
nameros inteiros. Investigando como os modos de campo elétrico transformam sob as
operacdes de simetria, esses modos podem ser classificados de acordo com as representacoes
irredutiveis desta cavidade, de acordo com a tabela abaixo.

Tabela 7. Classificacdo de automodos em cavidade cilindrica de acordo com representacGes
irredutiveis do grupo Doy, .

Representacdes irredutiveis Automodos
Arg TMonp (p: impar)
Ay TEomp (p: par)
Az TEomp (p: impar)
A2u TMOmp (p par)
Engn > 1) TEnmp » TMnmp (n+p: impar)
Enupn > 1) TEnmp , TMamp (N+p: p)
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Tabela 8. Classificacdo de automodos em cavidade retangular de acordo com representacdes
irredutiveis do grupo Doy .

D2n n m P
Ay impar impar impar
Big par par impar
Bag par impar par
Bag impar par par
A, par par par
By impar impar par
Bay impar par impar
Bsy par impar impar

Os automodos das cavidades retangulares e cilindricas séo dados por TEymp € TMump ,
onde n, m e p sdo ndmeros inteiros. Investigando como os modos de campo elétrico
transformam sob as operacdes de simetria, esses modos podem ser classificados de acordo
com as representacdes irredutiveis destas cavidades, de acordo com a tabela 7 e tabela 8,

respectivamente.
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CAPITULO 3
GRUPOS MAGNETICOS

3.1 — Introducdo a teoria de grupos magnéticos.

Para estruturas magnéticas € necessario incluir o operador de inversdo temporal T que
escolhe o sinal de (t) — (-t) e combinagOes de operagdes de simetria do espago com T. Este
operador comuta com todos os elementos espaciais e tem também a propriedade TT = T> = e
[1]. O operador T pertence a chamada classe de operadores antilineares. Estes na grande
maioria tem as mesmas propriedades dos operadores lineares. As diferengas surgem quando a
operacdo de complexo conjugado é envolvida. Um operador antilinear € definido tal que
satisfaca a seguinte condicéo:

T(V)=cTV 3)

onde V é um autovetor do problema, ¢ € uma constante complexa e a operacdo * significa
complexo conjugado. Portanto, um operador antilinear, ao contrario do linear, ndo comuta

com niéimeros complexos.

3.2 — Operadores antiunitarios.

O operador de inversdao temporal T, ao ser combinado com operadores espaco-
temporais, que pode ser representado pelo produto de T e operador espacial de rotagao-
reflexdo, é também operador antiunitario. Um operador antiunitario é antilinear quando

satisfaz a condicdo unitéria, isto €, conserva a magnitude do produto escalar [1]:

| TVi, TV | = |Vi,Vi| (@)

Operadores antiunitarios diferem de operadores unitarios pelo esquema de multiplicacdo. Um

exemplo de operador antiunitario é o operador de complexo conjugado.

3.3 — Categoria de grupos magnéticos.

Existem trés categorias de grupos magnéticos pontuais continuos e discretos. O grupo
da primeira categoria consiste de um subgrupo unitario H (neste estudo, contem elementos

usuais de rotacao e reflex@o) e produto de T com todos elementos de H. O grupo completo é
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entdo H+TH, incluindo T = Te, onde e é o elemento unidade. Algumas vezes, estes grupos sao
chamados de ndo magnéticos.

No caso de grupos magnéticos de segunda categoria G, ndo existem elementos
espaciais combinados com o operador de inversdo temporal T e este ndo é elemento do grupo.
A nomenclatura e as notagdes dos grupos de primeira categoria (ndo magnéticos) e de
segunda categoria (magnéticos) coincidem, porém a ordem os distinguem [1].

Os grupos magnéticos de terceira ordem G(H) contem, além do elemento unitario u; do
subgrupo unitario H, um numero igual de elementos antiunitarios a; que sdo produtos de T
com elementos de simetria geométrica usual. Estes elementos combinados formam uma classe
conjugada TH' do subgrupo H e leva a existéncia de anti-eixos, anti-planos e anti-centros de
simetria. O grupo completo é H + TH sem T. Observe que os elementos de H’ sdo diferentes
daqueles de H [1].

Os elementos unitarios de um grupo magnético de terceira categoria formam um
subgrupo unitario de indice 2. Isto significa que em muitos grupos de terceira ordem existem
nimeros de elementos iguais com e sem T. Em contraste, para um grupo de primeira
categoria, 0 mesmo operador T ndo é um elemento do grupo magnético de terceira categoria

[1]. O conteldo das trés categorias dos grupos magnéticos é apresentado na tabela a seguir.

Tabela 9. Contetdo dos grupos magnéticos de simetria.

Primeira categoria Segunda categoria Terceira categoria
G=H+TH G G(H)=H+ TH’, H#H’
Inclui T SemT T apenas em combinagéo
com rotacoes e reflexdes.

Na literatura russa [1], os grupos de primeira categoria sdéo chamados neutros (ou
cinzentos), os grupos de segunda categoria sdo denominados polares (ou de uma cor), e 0s
grupos da terceira categoria sdo denominados duas cores. Se um grupo magnético de terceira
categoria G’(H’) ¢ um subgrupo de um grupo nao magnético G que tem a estrutura G = H +
TH, as relagdes do subgrupo sdo dadas na tabela 9.

As setas na tabela 10 demostram que H e H’ sdo subgrupos unitdrios de G ¢ G’

respectivamente, ¢ G” ¢ H’ sdo subgrupos de G e H, respectivamente. Tais relacdes devem
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existir, por exemplo, para uma estrutura que é descrita por um grupo G em estado nao

magnético e por um grupo G’(H’) depois da aplicagdo do campo magnético.

Tabela 10. Relag¢Ges do subgrupo de um grupo G e seu subgrupo G’(H”).

Grupo ndo unitario Subgrupo unitéario
Grupo nao magnético G — H
l }
Grupo magnético G’ — H’

Geradores de um grupo de simetria podem ser escolhidos de diferentes maneiras. Para
um grupo de primeira e segunda categoria, usualmente podemos usar um, dois ou mais de trés
geradores. Isto dependerd do grupo [1]. Neste caso de simetria de grupos magnéticos de
terceira categoria G(H), pode-se definir, por exemplo, geradores do subgrupo unitario H e
qualquer elemento antiunitario. Segue sobre o fato que outros elementos antiunitarios devem
ser obtidos multiplicando este elemento antiunitario por todos os elementos unitarios. Tal
escolha de geradores € util em problemas de tensor constitutivo e calculos de matriz de
espalhamento, pois reduz o volume de tais célculos.

3.4 — Corepresentacgoes.

Juntamente com representagbes de matrizes que podem ser escritas para grupos
unitarios, Wigner [10] introduziu a chamada corepresentagdo (o termo “corepresentagdo”
lembra um dos sinais complexo conjugado no esquema de multiplicacdo matricial). Estes
sistemas de matrizes descrevem o grupo de simetria que contém elementos unitarios u; e anti-
unitarios a;, isto €, 0s grupos da terceira categoria.

O esquema de multiplicacdo para estes casos € mais complicado do que para 0s grupos

de primeira e segunda categoria escritos na equacéo (5). E como segue:

()

R, K, =R R, R, =R

ug j 'I.If'l.if’ uy " j u[-u,f !

Duas corepresentacdes sdo chamadas equivalentes, se puderem ser transformadas uma

na outra utilizando uma matriz unitaria L:

(6)
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R, =[(]*.R,.L, R, =[L].R,. [0

O conceito de simetria € usado em muitos problemas na fisica. Uma das defini¢Ges de
simetria diz [15]: “Se as leis, que governam as correlacdes entre as quantidades
caracterizando um sistema fisico, ou certa mudanca desta quantidade com tempo, ndo se
alteram sob certas transformacdes, isto €, é dito que estas leis possuem simetria, ou estas sao
invariantes em relacéo a estas transformacdes”. No sentido matematico, as transformagdes de
simetria formam um grupo.

Principios de simetria sdo, muitas vezes, usados como uma ferramenta para testar e
validar novas teorias fisicas. Neste sentido, elas séo maiores do que teorias fisicas e leis.

Em teoria eletromagnética classica, baseadas sobre as equagdes de Maxwell
complementada com relag¢Ges constitutivas, considera-se as seguintes simetrias:

(I) Simetrias de espaco e tempo continuos que incluem:
e Translagdes separadas no espaco e tempo
e Rotacdes no espaco

e Combinacdo da simetria do espago-tempo continuo

(1) Simetrias discretas de espaco e tempo que consistem de:
e Translagdes discretas no espago
¢ Rotacdes discretas no espago
e Inversao espacial
e Inversdo temporal

e Combinag0es de transformagdes discretas de inversdo temporal e espacial

(1) Transformagdes de inversdo temporal e espacial combinadas:

Se existir simetria de um objeto fisico as equacdes de Maxwell e todos os corolarios
deles, tal como equacdes da onda, equagbes integrais de espalhamento eletromagnético ou
equacOes algébricas de teoria de circuitos, sdo invariantes sobre as propriedades de
transformacgdes de simetria. Isto leva a uma importante consequéncia nas solucgdes das
equacbes. A simetria de estruturas fisicas com translacbes continuas no espaco
(homogeneidade do espacgo), tempo (homogeneidade do tempo), e rotagOes (isotropia do
espaco) fornecem a conservagdo do momento linear, energia e momento angular,

respectivamente.
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As estruturas de guias de onda apresentadas, neste trabalho, possuem usualmente um
ou varios elementos de simetria. Analisando uma dada estrutura, deve-se considerar
separadamente a simetria dos diferentes constituintes: material preenchendo o guia de onda; a
geometria e as condi¢bes de contorno; as fontes eletromagnéticas excitantes e o ambiente
fisico (perturbaces); e, além disso, as propriedades eletromagnéticas de guias de onda, pois
estas dependem da simetria da estrutura estudada.

3.5 — Grupos pontuais magnéticos continuos de simetria.
3.5.1 — Grupos magnéticos continuos de simetria de primeira categoria.

Toda seguinte discussdo de simetria de problemas em guias de onda é valido para
qualquer tipo de simetria magnética pontual. Os 21 grupos continuos de primeira, segunda e
terceira categoria ocupam um especial lugar no sistema de grupos pontuais, pois:

a) Eles descrevem um grande nimero de objetos fisicos tais como: campo elétrico, campo
magnético, meios e guia de ondas.

b) Alguns efeitos fisicos sdo exibidos na media descrita pelos grupos continuos na forma
pura.

Abaixo é dada uma pequena descricdo de elementos de simetria para estes grupos.
Iniciaremos com 7 grupos de primeira categoria que sdo algumas vezes chamados de néo
magnéticos.

(1) O grupo K, tem os seguintes elementos de simetria:
e Um namero infinito de eixos C_. de uma ordem infinita,
e Um namero infinito de planos,

e Centro de simetria i.

(2) O grupo K contém:

e Um namero infinito de eixos C_., sem planos e sem centro.

Sem perda de generalidade, o eixo C_. deve ser orientado ao longo do eixo z para todos 0s
casos de grupos continuos com um eixo principal.
(3) O grupo D, tem:

e Um eixo principal C_. ,

e O plano de simetria z = 0 (este plano é denotado por a;,),

e Um namero infinito de eixos duplos C; no plano z = 0,

e Um numero infinito de planos (denotados por a,,) passando através do eixo C..,

e Centro de simetria i.
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(4) O grupo D, e caracterizado por:
e Um eixo principal C..,

e Um namero infinito de eixos duplos C; no plano z = 0.

(5) O grupo C...., tem:
e O eixo principal C_.

e Um numero infinito de planos &, passando através deste eixo.

(6) O grupo C._.;, possui:
e O eixo principal C_.,
e O plano gy,

e Centro de simetria i.

(7) O grupo C_.tem:

e UmeixoC,,.

Todos os grupos magnéticos de simetria de primeira categoria G contém o operador de
inversdo temporal T e o produto dele com todos os elementos de simetria geométrica H e,
dessa maneira, 0 grupo serd dado por G =H + TH.

3.5.2 - Grupos magnéticos continuos de simetria de segunda e terceira categoria.

Objetos magnéticos exigem grupos magnéticos de segunda e terceira categoria para
sua descricdo. A nomenclatura dos 7 grupos de segunda categoria nao diferem dos grupos de
primeira categoria. A fim de distingui-los, os grupos de segunda categoria serdo escritos em
negrito. Mas o conteudo das duas categorias de grupos é diferente.

Modelos geométricos de grupos magnéticos podem ser apresentados por figuras com
corrente elétrica produzindo campo magnético entre os 7 grupos de terceira categoria,
juntamente com as rotacGes e reflexdes geométricas usuais, combinadas com elementos de
inversdo espacial-temporal [1]. Agora, considera-se o conteudo destes grupos em detalhes.

(1) O grupo K, (K) contém:
e Um ndmero infinito de eixos C..,
¢ Um numero infinito de antiplanos To passando pela origem.

e Anticentro de simetria Ti.

(2) O grupo D, (D) tem:

e Um eixo principal C..
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e Um numero infinito de antiplanos To,, passando através do eixo C..,
e Um numero infinito de eixos duplos C, falsos no antiplano Ta;,,

e Anticentro de simetria.

(3) D..(C....) tem o0s seguintes elementos de simetria:
e Um eixo principal C_.,

e Um ndmero infinito de planos o, passando através do eixo C..,

Um antiplano de simetria Ta,, que é perpendicular ao eixo principal,

Um ndmero infinito de anti-eixos duplos TC, falsos no antiplano Tay,,

Anticentro.

(4) O grupo D_.,,(C_.;,) contém:
e Um eixo principal C_.,
e Um plano gy,
e Centroi
e Um ndmero infinito de anti-eixos duplos TC, normal ao eixo principal,

e Um ndmero infinito de antiplanos Ta,, passando através do eixo C...

(5) O grupo D..(C..) consiste de:
e Eixo principal C_.

e Um numero infinito de anti-eixos duplos TC, normal ao eixo principal.

(6) O grupo C..,(C..) contém
e Eixo principal C..,

e Um numero infinito de Antiplanos Toy,, passando através do eixo principal.

(7) O grupo C..,(C..)
e Eixo principal C_.,
e Antiplano Tay,

e Anticentro.

Os grupos magnéticos de segunda categoria sdo subgrupos dos grupos de primeira
categoria, pois estes Ultimos contém um elemento adicional T, inversdo temporal, e também o

produto de T com todos os elementos espaciais.
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3.6 - Representacdo matricial de operadores de simetria espacial tridimensional.

Na ordem para descrever operages de simetria em espaco tridimensional tais como
rotacbes e reflexdes, devemos usar representacdes matriciais tridimensional de grupos
pontuais. Cada elemento de um grupo correspondendo a uma simetria espacial pode ser
apresentada por uma matriz R real ndo singular e ortonormal quadrada 3x3. As matrizes R
estdo relacionadas com rotagGes proprias e improprias positivas (sentido horéario — direcdo

positiva do eixo) através de um angulo o sobre os €ixos X, y € z sdo:

— £l 0 0 _ COsa 0 sena
ch(sx) = 0 COS0 —send |, Rcy(sy) = 0 +1 0 ,
1]

0 senc Cosc

(")

cosae —sena 0
Re,s,) =| sena  cosa 0 |,
0 sena T1

respectivamente, os C,, C e C, de R correspondem a rotagGes proprias (puras) com o sinal +
nas unidades das matrizes. E S,, S e S, sdo rotacGes improprias (rotagdes seguidas por

reflexdes no plano perpendicular ao eixo das rotagbes) com o sinal — nas unidades das
matrizes. O sinal do angulo a de ser invertido para uma rotagao negativa.

Existem dois pontos de vista sobre a operacdo de rotacao, ou seja, passiva e ativa [16].
No ponto de vista passiva, um dado vetor de interesse (ou tensor, ou uma estrutura fisica) é
fixado e o sistema de coordenadas é rotacionado. No ativo, o sistema de coordenadas é fixado
e um dado vetor € rotacionado.

As representacdes matriciais tridimensionais para reflexdes nos planos x =0,y =0e z

= 0 sdo dadas respectivamente por:

B -1 0 0 1 0 0y 1 0 0
R.=|0o 1 0] R,=(0o -1 o), R,=(0 1 o0 |, 8)
X y z
0 0 1 0 0 1 0 0 —1
e a matriz que representa a inversao i (centro de simetria) é:

-1 0 0
ﬁiz(n -1 u). 9)

0 o -1
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O determinante de R para rotages puras é +1, mas para rotagdes improprias, reflexdes e
inversdes é igual a -1. Qualquer vetor V ¢ transformado por R em outro vetor V' de acordo

com a relagido V'= R.V. Observe que esta relacdo é diferente da que é usada para a

transformacéo de vetores de base [17].

3.7 - Principio de Curie de superposi¢do de simetria.

As estruturas de guias de onda devem conter um material interno ao guia. Este
material deve ter uma dada simetria, e seus arranjos e sua distribuicao espacial deve também
ser descrita por grupo de simetria. Perturbacdes externas devem ser de diferentes naturezas
(por exemplo, campos elétricos e magnéticos, forcas mecéanicas, campos de temperatura e
suas combinagdes) e de diferentes simetrias. Neste caso, 0 problema de determinacdo do
grupo de simetria da estrutura do guia de onda € resolvido com base no conhecimento do
principio de Curie. Na linguagem matematica, o principio de Curie pode ser escrito como a
intersecdo dos grupos de simetria de todos os elementos constitutivos de uma dada estrutura
do guia de onda: A geometria da estrutura com um todo, o material interno, as perturbacoes
externas:

G, =G,NG,NG,.... )

A relacdo (10) expressa o principio de superposi¢do de simetrias. Ou seja, a simetria de um

objeto complexo é definida pelo maior subgrupo comum dos grupos G,, G, e G;,..., que

descreve os constituintes do objeto.
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CAPITULO 4
GUIAS DE ONDAS COM MAGNETIZACAO

4.1 — Grupos magnéticos aplicados em guias de ondas.

Estruturas de guias de onda tém muitas aplicagdes em dispositivos de microondas e
oOticos. Eles sdo acopladores direcionais, conversores de modo, circuladores, filtros e outros
[1].

As propriedades da estrutura do guia de onda e sua simetria podem ser analisados em
termos da matriz de espalhamento. Vale frisar que o importante na analise € a simetria da
estrutura, isto é, a simetria do guia de onda referido [1].

O mais alto grupo de simetria tridimensional que descreve estruturas de guia de onda
sem magnetizacao é Doy. Este grupo contém os seguintes elementos de simetria:

e ¢ ¢ 0 elemento unidade.
e i é o0 centro de simetria
o Cyy, Cyy e Cy, sdo rotagdes por m sobre os eixos X, y € z, respectivamente.

® oy, Oy € 6, Sd0 reflexdes nos planos x = 0, y = 0 e z = 0, respectivamente.

Os grupos magnéticos de segunda categoria sdo Do, D2, Copn, Cay, Ci, Cy, Cs, Cy. Os
possiveis grupos magnéticos de terceira categoria das estruturas estudadas sdo Don(D-),
D2n(Czn), Dan(Cav) D2(C2), Can(Ci), Can(C2), Can(Cz), Can(Cs), Cau(Cy), Cau(Cs), Ci(Cy), Co(Cy)
e Cs(Cy). Adiante, serd& mostrado como se calcular as matrizes de espalhamento para as
simetrias de guias de onda estudadas neste trabalho.

O grupo de simetria de uma dada estrutura de guia de onda é definido pela simetria de
seus constituintes: preenchimento do guia de onda (material interno), geometria do guia de
onda, campo magnético, arranjo geométrico da estrutura toda. Além disso, a simetria
resultante que governa as propriedades da estrutura do guia de onda pode ser determinada
pelo principio de superposicao de simetria de Curie descrito anteriormente.

Para estruturas de guias de onda com magnetizacdo azimutal, objeto de estudo
principal deste trabalho, usou-se a teoria de grupos magnéticos. Definiu-se a estrutura de
matrizes de espalhamento 4x4 para os casos de guias de onda quadrado, retangular e circular,
preenchidos com ferrite.

Aplicou-se a teoria de grupos magnéticos em guias de ondas preenchidos com ferrite
ou material semicondutor, de modo que se um campo magnético gerado a partir de uma

corrente aplicada em um fio condutor ao longo do eixo do guia de onda [fig. 4(a)]. Tais
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estruturas sdo usadas em tecnologia de microondas, isoladores, phase shifter ndo reciproco,
cut-off switches [2].

Guia de onda circular Condutor metélico
\ com corrente I

Campo magnético H,

ferrit :
L produzido pela corrente I

. ferrite
Campo magnético

b)

Figura 4. Secdo transversal de guias de onda circular com magnetizacdo azimutal. Hy é 0 campo
magnético. a) Guia de onda com uma camada de ferrite, b) guia de onda com opostas magnetizagdes

e com dunla camada de ferrite.

A complexidade da andlise destes guias de ondas se origina pela natureza do tensor da

ferrite e por um grande numero de pardmetros geométricos e fisicos. Na teoria destas
estruturas de guia de ondas, varios métodos de aproximacgdes tém sido utilizados. Dentre
estes: método variacional [6] e de perturbacdes [7], representacdo de rede transversal [5], e
também algumas técnicas numeéricas, tais como método FDFD [8].
Solugdes analiticas exatas das equacOes diferenciais sdo conhecidas para alguns casos
especiais, por exemplo, para os casos dos modos TEg, com aproximagdes da magnetizacdo
uniforme da ferrite. Estas solugdes sdo escritas em termos de funcbes hipergeométricas
confluentes [3].

No entanto, em casos de um meio homogéneo de ferrite e magnetizacdo por uma
corrente em um condutor sobre o eixo central do guia de onda tem uma dependéncia radial.
Isto é, a magnetizacdo é ndo uniforme. Portanto, os pardmetros do tensor permeabilidade
dependem da coordenada radial. Para este caso, as solu¢Ges analiticas sdo conhecidas. Uma
outra complicagéo aparece em casos de estruturas com varias camadas [fig. 4(b)].

A fim de validar solugdes analiticas e numéricas aproximadas € necessaria uma

referéncia exata como critério de conservacdo de energia. Para esta finalidade, a analise de
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simetria [1] [18], pode ser usada. Uma anélise da matriz de espalhamento em estruturas de
guias de onda usando a teoria de grupos magnéticos ndo tem sido publicada na literatura.
Porém, é de extrema importancia. Tal analise pode ser muito Util em investigacdes tedricas e
em projetos praticos de dispositivos baseados nestes guias de onda.

Consideramos estruturas de guia de ondas e seus constituintes, tais como meio fisico,
geometria das estruturas, campos externos e perturbacdes, do ponto de vista da simetria.
Discutiremos a descricdo tedrica de grupos de objetos que sdo conhecidas na préatica. Estes
objetos diferem pela natureza fisica em questdo. O que 0s une € a simetria do problema [1].

Muitas estruturas de guia de ondas podem ser descritas por grupos pontuais
magnéticos [1]. Estes grupos consistem de rotagdes geométricas, reflexdes, operador de
inversdo temporal, e algumas vezes de uma combinacdo de operacGes geométricas com
operador de inversdo temporal. As operacfes geométricas do grupo pontual deixam pelo
menos um ponto do objeto inalterado [1]. Assim, estruturas periddicas, onde as operacGes de
translacdo que alteram todos os pontos do objeto estdo além do escopo deste trabalho.

4.2 - Simetria de meio eletromagnético, guia de ondas e fontes.

O meio linear é descrito pelo grupo pontual de simetria K,. Grupos continuos K,
definem a mais alta possivel simetria esférica. Para meios homogéneos, qualquer ponto do
espaco deve possuir a simetria K,;,. Pode-se considerar tal meio com um guia de onda especial
com onda plana polarizada linearmente. Uma sec¢do transversal deste guia de onda, isto €, um
plano normal ao vetor de onda, tem a simetria C...,. Propriedades eletromagnéticas deste meio
ndo dependem da direcao.

Um meio quiral homogéneo possui uma simetria inferior que é descrita pelo grupo
pontual K. Qualquer sec¢éo transversal deste meio tem simetria C...

O meio destes dois exemplos citados tem propriedades simples devido sua simetria
esférica. Estas simetrias correspondem a simetria de escalares (pseudo escalares), e 0s
parametros constitutivos do meio sao escalares (pseudo escalares).

Um meio uniaxial com um eixo principal de ordem infinita C.. pode ser de diferentes
tipos. Um meio que € formado por um cilindro orientado ao longo de um eixo tem simetria
D ... Um meio formado por cones orientados ao longo de um eixo apresenta simetria C..,,. O

meio uniaxial é descrito por tensores constitutivos e as propriedades eletromagnéticas deles

dependem da direc&o.
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Meios anisotropicos sdo descritos por simetria de grupos discretos inferiores tem
usualmente um maior nimero de pardmetros independentes e propriedades eletromagnéticas
mais complexas.

Examinou-se simetrias de algumas estruturas de guias de onda. Para simplificar,
assumiremos que estes estdo preenchidos com um meio isotrdpico, tal que a simetria do guia
de onda é fornecida apenas pela sua geometria. Uma seccdo transversal de um guia de onda
circular, isto €, uma figura plana é descrita pelo grupo C...., ja uma secg¢do tridimensional de
um guia de onda circular tem simetria D_.;,, e um guia de onda planar tem simetria C,,,. Sendo
que dois guias de onda acoplados strip tém apenas um plano de simetria C, de sua segéo
transversal e a estrutura tridimensional apresenta simetria C.,.

Alguns exemplos de estruturas de guias de onda preenchidos com ferrite magnetizados
sdo apresentados na figura 5. O primeiro € um guia de onda circular preenchido com ferrite e
magnetizado ao longo do eixo [fig. 5(a)]. A simetria magnética da secao transversal deste guia
€ 0 grupo magnético de terceira categoria C...,(C..) € de uma secdo do guia é D_.,(C..). Um
guia de onda planar preenchido com ferrite com magnetizacdo longitudinal [fig. 5(b)]. A
simetria de sua secdo transversal é C,,,(C,) e a simetria de sua se¢do é D, (C,y,). A simetria de
secdo transversal de um guia de onda com plasma magnetizado e de sua se¢éo estao presentes

na [fig. 5(c)], sdo C. de segunda categoria e C,, (C.) de terceira categoria, respectivamente.

Figura 5. Simetria de estruturas de guias de onda: Guia de onda circular preenchido com ferrite (a); Guia de
onda planar acoplado preenchido com ferrite (b); Guia de onda strip com plasma magnetizado (c). Ho é 0

campo magnético aplicado na estrutura.

Fontes eletromagnéticas podem também ser descritas em termos de grupos

magnéticos. O dipolo elétrico, por exemplo, tem a simetria C_,.. O dipolo magnético é
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descrito pelo grupo D_,(C.p). A simetria de muitos objetos complexos tais como

distribuicGes de carga e corrente, etc., pode ser descrita usando o principio de Currie.

4.3 — Sec0es transversais de guias de ondas e teoria de grupos.
4.3.1 — Guia de onda quadrado.
A secdo transversal do guia de onda com um meio ndo magnetizado [fig. 6(a)] tem

simetria Cq4y. As representacdes irredutiveis deste grupo séo dadas pela tabela 11 a seguir [1]:

| SO

b a b
(C) C4v
Y
?Hu d
Z ——— X
b
(d) C4V(C2V) (e) C4V(CS)

Figura 6. Secdo transversal do guia de onda quadrado (a); Guia de onda preenchido com
ferrite com magnetizacdo longitudinal (b); Com magnetizacdo circular (c); Com campo

magnético quadrupolo (d); Com magnetizacao transversal (e); Ho € 0 campo magnético.



Tabela 11. Tabela de caracteres de representacdes irredutiveis do grupo Cay.
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Cay e G, Cq ' | ox Oy Od1 Od2
I 1 1 1 1 1 1 1 1
I 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
I's 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
Iy 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
I's 2 -2 0 0 0 0 0 0

Na figura 7 sdo apresentados configuracbes de campo eletromagnético em guias de

onda quadrado. Cada configuracdo de modo estd relacionada a respectivas representaces

irredutiveis do grupo que forma a simetria do guia de onda. Neste caso, temos 0 grupo Cyy,

evidenciado pela tabela 11. O campo elétrico E esta caracterizado pelas linhas sélidas, e o

campo magnético H pelas linhas pontilhadas.

Figura 7. Modo TEj; (a); Modo TM;i; (b); Modo TEj (c); Modo TEq; (d).

Ty

TE;

/, oy "v
S N
T'l:' l_ui
SO e A

(@) Cay,rep I,

TE1o

(c) Coy, rep T,

(b) Cay,rep I,

TEo1

(d) Cyy, rep T,

Em seguida, apresentamos as tabelas de corepresentacdes irredutiveis para os casos de

guia de onda quadrado preenchido com ferrite e com magnetizacao azimutal [fig. 6(b), Tabela
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12]; Com magnetizagdo circular [fig. 6(c), Tabela 13]; com quadrupolo do campo magnético

[fig. 6(d), Tabela 14], e com magnetizacéo transversal [fig. 6(e), Tabela 15], respectivamente.

Tabela 12. Tabela de caracteres de corepresentacdes irredutiveis do grupo C4(Cs) [1].

Cav(Cys) e C, C, C4*1 To, To, TO'dl TO'dz
D(T,) 1 1 1 1 1 1 1 1
D(T,) 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
D(T,) 1 -1 [ -i 1 -1 i -i
D(T,) 1 -1 -i [ 1 -1 -i [
Tabela 13. Tabela de caracteres de corepresentagdes irredutiveis do grupo Cyy [1].

Cay e C, C, c' To, To, Toy To,,
D(T,) 1 1 1 1 1 1 1
D(T,) 1 1 -1 -1 1 -1 -1
D(T,) 1 -1 i -i 1 -1 -i 1
D(T,) 1 -1 -i i 1 -1 i -i

Tabela 14. Tabela de corepresentaces irredutiveis do grupo magnético C4,(Cay) [1].
Cu(Ca) e C, o, o, TC, TC,! To, To,
D(r,) | 1 1 1 1 L !
D(r,) | 1 ! 1 1 1 *
1 0 -1 0 0 -1 0 0o -1 0 1 0 1 0o -1
D(T3) (IZI 1) ( 0 —1) —1) 0 1 1 0 ) (—1 III) (1 IZI) (—1 0

Tabela 15. Tabela de caracteres de corepresentagdes irredutiveis do grupo magnético C4(Cs) [1]

C4v(Cs) (5] O-X T Uy T CZ
D(T,) 1 1 1
D(T,) 1 1 1

Neste trabalho, tem-se o interesse nos modos dominantes TEo e TEo [fig. 7(c) e (d)].

Os campos elétricos deles tém méaximo no plano x = 0 e y = 0, respectivamente. A fim de

discutir as propriedades de transformacfes de simetria dos campos eletromagnéticos,
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podemos usar 0 espaco funcional com as autofungdes descrevendo estes campos. Mas por
razdes de simplicidade, iremos considerar o espaco vetorial correspondente [1]. Os modos
TE1o e TE séo representados por vetores unitarios V, e Vi, respectivamente [fig. 6(a)]. O

vetor V pertence a linha (I'y),, da representagdo bidimensional T';, o vetor V; pertence a
linha (T'y),, . Em guias de ondas magnetizados, a estrutura dos campos eletromagnéticos sera

diferente dos modos TEjo e TEp. Contudo, nesta pesquisa as propriedades das transformacdes
dos campos foram considerados mais importantes e ndo suas estruturas.
No espaco bidimensional xQy [fig. 6(a)], os vetores V1 e V, podem ser escritos da

seguinte forma:
(11)

Esses dois modos TE1g e TEp; sdo degenerados, pois pertencem a mesma representacao
irredutivel. Sob transformacdes de simetria, eles transformam-se em outro ou em si mesmo.

Por exemplo, o operador C, aplicado a V; e V; fornece:

C,(V1, Vo) = (Ve Vo) (] 7 0) = (Va, Vo), (12)

Isto é, o vetor de base V; é transformado em V; e V, é transformado em -V;.
4.3.2 — Guia de onda Retangular.
A secéo transversal do guia de onda retangular com um meio ndo magnetizado [fig.
8(a)] tem simetria C,,. As representacdes irredutiveis deste grupo séo dadas pela tabela 16 [1]:
A seguir sdo mostradas secOes transversais de guias de onda retangular com diferentes
tipos de magnetizacdes. Diferentes tipos de grupos magnéticos sdo correlacionados para cada

tipo de magnetizacao.
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J Ty N
» X %}— —— X \ » X
H, H,
(@) Cov (b) C2(C2) (c) Coy
Y y
ry F Y [-["

(c) Coy (b) C2u(Cy)
Figura 8. Secdo transversal do guia de onda retangular (a); Guia de onda preenchido com ferrite com

magnetizacdo longitudinal (b); Com magnetizacao circular (c); Com campo magnético quadrupolo (d);

Com magnetizacdo transversal (€); Ho € 0 campo magnético.

Tabela 16. Tabela de caracteres de representacdes irredutiveis do grupo Cyy [1].

Co e C, Ox oy
T, 1 1 1 1
T, 1 1 1 1
T, 1 1 1 1
r, 1 1 1 1

A seguir sdo apresentados configuracfes de campo eletromagnético em guias de onda
retangulares. As configuracdes de modo estdo relacionadas as respectivas representacdes
irredutiveis do grupo que forma a simetria do guia de onda retangular. Neste caso, temos o
grupo C,,, que é um grupo magnético que apresenta operador de inversdo temporal aplicado a
cada elemento de simetria do grupo, e que existem métodos analiticos para calcular
corepresentacdes [20], evidenciados na tabela 19. O campo elétrico E esté caracterizado pelas

linhas solidas e o campo magnético H pelas linhas pontilhadas.
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TE;; ™y,
Ay B l. | ) [
g AR
o L L A
\:\‘ . If f’i _-.‘ L +l ]rr . ]

(@) Coy, rep T, (b) Coy, rep T,

ST L
dode *"’ {H—*”“ )—-f’

(c) Coy, rep T, (c)Co,rep T,

Figura 9. Modo TEj; (a); Modo TMu; (b); Modo TEiq (c); Modo TEz; (d).

Em seguida, apresentamos as tabelas de representacdes irredutiveis para os casos de
guia de onda retangular preenchido com ferrite e com magnetizacdo azimutal [fig. 8(b),
Tabela 17]; Com magnetizacdo circular [fig. 8(c), Tabela 19]; com quadrupolo do campo
magnético [fig. 8(d), Tabela 19], e com magnetizacdo transversal [fig. 8(e), Tabela 18],

respectivamente.

Tabela 17. Tabela de caracteres de corepresentacées irredutiveis do grupo magnético C,,(C,)

ran

Ca(Cy) C Tox Toy
D(T,) 1 1 1
D(T,) 1 1 1

Tabela 18. Tabela de caracteres de corepresentac@es irredutiveis do grupo magnético C,,(Cs) [1].

D(T,) 1 1 1 1
D(T,) 1 1 1 1
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Tabela 19. Tabela de caracteres de corepresentacgdes irredutiveis do grupo magnético C,.

Coy € C, Ox Oy
D(T) 1 1 1
D(T,) 1 1 1
D(T) 1 -1 -1 -1
D(T,) 1 1 1 1

4.3.3 — Guia de onda Circular.

A secdo transversal do guia de onda circular com um meio ndo magnetizado [fig.
10(a)] tem simetria C.,,. Analogamente como feito para guias de onda quadrado e retangular,
também € realizado para guia circular. Ou seja, a simetria deste é caracterizado pelo grupo

Doon(Cov), Sendo o grupo C,, um subgrupo de D.n. As diferentes magnetizacdes estdo
representadas a seguir [fig. 10]:

b y y
rF 3 r

@c,, Bc, () ©c,,

@c._ () C,(C)

Figura 10. Secdo transversal do guia de onda circular (a); Guia de onda preenchido com ferrite
com magnetizacdo longitudinal (b); Com magnetizacao circular (c); Com quadrupolo do campo

magnético (d); Com magnetizacdo transversal (e); Ho € 0 campo magnético.
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a) Matriz de espalhamento em secdes de guia de onda.

A matriz de espalhamento foi utilizada como ferramenta para analise do sinal
transmitido e refletido em relagdo ao sinal incidente para os guias de onda com geometria
quadrada e retangular.

Foi demonstrado que os campos em guias de onda com simetria angular podem ser
decompostos em autos modos TM (E;, Hy, E,) e TE (H,, Eo, H;) [3]. Propagacdo de modos
TM ao longo do guia de onda nédo difere da propagagdo em guia de ondas preenchido com
dielétrico isotropico [4]. Desta forma, neste estudo serdo considerados apenas modos TE. Para
estes modos, a propagagdo dos mesmos ao longo do guia de onda € ndo reciproco e depende
dos parametros da ferrite. Foi considerada uma se¢do do guia de onda com quatro portas
enumeradas, como mostra a figura 11. Cada porta corresponde a componente H' de qualquer
modo TEqn. A onda incidente H' = (H, HS, HE, HY) e a refletida H' = (H],H}, HI, H])' podem
ser escritas em relacdo a matriz de espalhamento § na forma H" = §H'.

Observe que a descricdo do guia de onda pode ser feita em termos das componentes
elétricas do campo: E" = SE'. Pode ser mostrado que as estruturas calculadas de matrizes de

espalhamento podem ser obtidas por meio de método de grupo teorico.

4.4 — Analise de guias de ondas circular e quadrado
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b)

Figura 11. a) Secédo de guias de onda circular, grupo magnético é D, (C....). b) Secdo de guia de

onda quadrado, grupo magnético D, (Cs,). Ho € 0 campo magnético.

A sequir, calculamos a estrutura da matriz de espalhamento § utilizando teoria de
grupos magnéticos.

b) Descricdo de simetria de guias de onda usando grupos magnéticos.

O grupo magnético do cilindro magnetizado na figura 11(a) é D..,(C....). O grupo
magnético da secdo do guia de onda quadrado na figura 11(b) é D, (C,,), que é subgrupo de
D_.n(C..). As quatro portas em ambos 0s casos da figura 11 podem ser analisadas usando o
grupo D4, (C,,.), devido a mesma forma de magnetizacdo em ambos. Este grupo consiste de 8
elementos e 8 anti-elementos [1]:

e e elemento unidade
e (C,, rotagdo por 7 sobre 0 €ixo z

e Cy e C;2 sho rotagBes sobre o eixo z pelos dngulos = e - =, respectivamente.

e TS, e TS;! sdo antirotagdes imprdprias sobre o eixo z por angulos

B A
bl A

respectivamente.
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e oy e oy sdo reflexdes nos planos passando atraves do eixo z, y e x do guia de onda,
respectivamente.

® G@a) € O Sao reflexdes nos planos passando através do eixo z do guia de onda, e
pelos eixos (a-a) e (b-b), respectivamente.

e To, é antireflexdo no plano z = 0.

e Ti é o anticentro.

¢) Representacdo matricial de elementos de simetria.

Para a andlise a seguir, serdo usados os geradores [1] do grupo D, (C..) e suas
representacfes matriciais. Um dos possiveis conjuntos de geradores sdo os elementos Cy,, oy €
To,. As representagdes das matrizes 4x4 destes elementos de simetria podem ser escritas
analisando a figura 11. Por exemplo, o operador correspondente a rotacéo da estrutura sobre o

eixo z por = a seguir. O campo na porta 2 apos esta rotagdo é substituido pelo campo na porta

1. Isto significa que o elemento Ri, da matriz Rc_deve ser igual a 1. Todos os outros
elementos sobre a linha 1 e coluna 2 da matriz sdo zero. Essa rotacdo leva também a mudanca
do campo na porta 1 por um campo da porta 2 com sinal oposto, entdo R,; = -1, etc. Como

resultado, a representagdo matricial de R, R,_e R _dos elementos Cy,, oxe o7 €

T

0 1 0 0
= _[-1 0 0 o
Re.l 0o o0 o0 1 (13)
0 -1 0
10 0 O
= [0 1 0 o
== 0 0 -1 0 (14)
0o 0 0 1
00 10
= _|0 0 0 1 (15)
=~{1 0 0 0
0100

Observe que ao se escrever os operadores de reflexdo R_, e R_, nas expressdes acima,
toma-se em consideracdo a natureza axial do campo magnético.
d) Célculo da matriz de espalhamento e sua analise.

Agora, realiza-se o calculo a matriz de espalhamento §, usando as seguintes relacdes

de comutacdo para a mesma e escolhendo as operacdes de simetria [8]:
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c..- S=SR_, (16)
R...S=SR_, (17)
R_.. S=S"R_.. (18)

Observe que no lado direito da relacdo (18), a matriz § é transposta e esta é a
consequéncia da presenca do operador de inversdo temporal T na correspondéncia do
elemento de simetria To,.

Assim, obteve-se a matriz de espalhamento desejada na seguinte forma:

Si1 542 O 0

= 5,4 544 0 0
B 0 0 S;|_;|_ S12 ' (19)
0 0 S, Snn

Esta matriz tem 3 parametros complexos independentes. 8 elementos da matriz séo
zero por restrices de simetria: Sy3 = 844 = 8§53 = 855 = 834 = 85, = 843 = 84, = 0. Entdo as
portas 1 e 3, portas 1 e 4, portas 2 e 3, e portas 3 e 4, sdo desacopladas uma das outras.
Observe que a desigualdade 8§ # §' (t denota transposto) significa que a quarta porta é ndo
reciproca.

Os valores numéricos dos elementos nédo zeros Sn, dependem dos parametros do guia
de onda e seu comprimento. Com Sy = S;, tem-se a matriz de espalhamento com apenas 2
pardmetros complexos. Esta matriz descreve o guia de onda com meio isotropico nédo
magnético.

Analisando a matriz (19) por blocos, temos duas matrizes 2x2, §; = §;, com

autovalores e autovetores iguais a:

A1p=8y & v/ 512521 (20)

A34= 511 T 4/84585 . (21)
512

v, = | V512521 |, (22)

1

843
Vy = *."512521 . (23)
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Desta forma, podemos rescrever a matriz (19) para dois casos particulares, usando as
condigdes unitarias [1]:

§=(8)=L=()".5 (24)
onde I, é a matriz indentidade. A matriz de espalhamento § para as quatro portas sem perdas &
dada por:

S, [S,,[e 0 0
__|[S,le |S,|e 0 0
§= Sua Sul “ 0 | (25)
0 0 |Sll|e_ : |Slz|e_ 2
0 0 |512|eJ¢z1 |Sll|eJ¢11

onde ¢mn S30 as fases dos elementos S € Su1 = [Sy,|e!™, Sz =[S, Sa1 = [S,,[e™.
Observe que devido a condicéo unitaria temos |S,,|=|S,,|. A matriz (25) é definida por cinco

, 911, p12€ @o1.

Se S1; = 0, tem-se a matriz de espalhamento para uma sec¢do do guia de onda infinita

parametros: |S11 | |S1z
ou para uma secéo do guia de onda idealmente finita:

ej‘l‘n ejﬁz 0 0
g 3 ej¢21 ej¢11 0 O
"l o 0 et gl | (26)

O elemento S;, da matriz de espalhamento pode ser real, isto €, S;, = 1. Assim, a porta é

definida por um parametro real, ou seja, uma diferenca de fase ndo reciproca (¢ 1 - ¢ 12).

4.5 — Andlise de guia de onda retangular.
O guia de onda retangular possui uma menor simetria em comparagdo com o guia de
onda quadrado. O grupo magnético de simetria da secdo de um guia de onda retangular

preenchido com ferrite e com magnetizacdo azimutal [fig. 12] é dado por D2y(Cyy).
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4

<
"

Figura 12. secdo de guia de onda retangular, Hy € 0 campo magnético.

Este grupo consiste de quatro elementos e quatro anti-elementos [8]:
e e é o0 elemento unidade,
e (Cy; érotagdo por 7 sobre 0 €ixo z,
® oy ¢ oy sdo reflexdes no plano passando através do eixo z do guia de onda e pelos
eixosx ey.
o TCy, TCyy sdo antirotagdes por m sobre o €iXo X €y, respectivamente.
e To, é antireflexdo no plano z = 0;

e Ti é o anticentro.

Um conjunto de geradores podem ser escolhidos. Por exemplo, Co;, ox, TCax. Seguindo o
mesmo procedimento descrito para o guia de onda quadrado, a matriz de espalhamento para o

guia de onda retangular é dado por:

511 Sy2 0 0
521 S11 0 0
0 Sg: SEH :

2 (27)
0 0 S S22

esta matriz tem seis parametros complexos. O maior nimero de parametros da matriz é
estipulado pela menor simetria fisica do guia de onda retangular em comparag¢do com o guia
de onda quadrado. As quatro portas sdo nao reciprocas. Como no caso do guia de onda
quadrado, as portas 1 e 3, portas 1 e 4, portas 2 e 3, e por fim, as portas 3 e 4, sdo
desacopladas uma das outras.

De forma anadloga como realizado para a matriz (19), tratamos a matriz (27). Ou seja,
esta matriz foi dividida em dois blocos de matrizes 2x2, §;3 e §,4. Seus respectivos autovalores
e autovetores séo:

111,2 =5 + + S125851 (28)
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43 - (29)

312 543
t, = V512521 |ty =|  /S12821 | (30)
1 1
__Sza ___S3a
t, = | 523534 | t, = V543534 |,
1 . 3 1 (31)

Assim, a matriz (27) possui quatro autovalores ndo degenerados e quatro autovalores

diferentes. Usando as condicGes unitarias, para o guia de ondas sem perdas obtém-se a matriz:

0 e% 0 0

e 0 0 0
0 0 0 e (32)
0 0 e 0

5=

com superficies escolhidas corretamente, o elemento S;3 da matriz de quatro portas pode ser
escolhido para ser real, ou seja, S12 = 1, isto ¢, ¢12 = 0. Portanto, o guia de onda retangular
sem perdas ¢ descrito por 3 parametros reais ¢21, ¢34, € P43.

Os autovalores das matrizes S (19) e (27) sdo expressos em termos de elementos destas
matrizes usando método de teoria de grupo sem resolver a equacdo para autovalores
correspondente [1]. O método de diagonalizacdo aplicado na matriz espalhamento reduz a

matriz § em forma diagonal por blocos devido a transformacao unitaria (16)-(18).
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CAPITULO5
CAVIDADES RESSONANTES COM MAGNETIZACAO

5.1 — Grupos magnéticos aplicados a cavidades de ressonadores.

De forma anédloga como foi feito no capitulo 4, estudaremos agora alguns tipos de
cavidades ressonantes magnetizadas. Estas “caixas” metalicas sdo uteis para 0 confinamento
de modos eletromagnéticos de frequéncia bem definida. Utilizaremos a teoria de grupos
magnéticos para cada simetria de cavidades ressonantes e com isso, poderemos analisar o
grupo de simetria formado para cada caso de geometria estudada. Comegaremos com a
cavidade cubica preenchida com ferrite descrita pela figura 13. Neste caso, ha perturbacao

sobre a cavidade, caracterizando desta maneira por um grupo de simetria magnéetico D4n(Cap).

Y

|
[
|
|
N DU x

/

Figura 13. Cavidade cubica com perturbacdo de campo magnético Hy paralelo ao eixo y.

A cavidade descrita pela figura 13 apresenta elementos de simetria para este grupo que
sdo:
Elementos Unitarios

e ¢ é 0 elemento unidade,
~ ~ T .
o 2Cyy sdo rotagoes por > sobre o eixo y,

e C,y sdo rotagdes por z sobre o eixo y,

e i éo0elemento de inverséo,
x N T
e 2S5, sdo rotacOes improprias por >

e opé reflexdo no plano horizontal.
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Elementos antiunitérios
o 2TCy;
o 2Toy;
o 2Toy.

O grupo magnético formado por esta simetria descrita apresenta 14 elementos de simetria e
sua tabela de caracteres de corepresentacfes pode ser calculada utilizando as relacOes

apresentadas no apéndice B deste trabalho.
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CONCLUSAO

Neste trabalho consideramos aplicacfes de teoria de grupos para analise de guias de
ondas e cavidades ressonantes com meio magnetizado e ndo magnetizado. Estes guias de onda
apresentam geometria circular, quadrada e retangular e, as cavidades ressonantes apresentam
geometria cubica e em forma de paralelepipedo.

Discutimos grupos magnéticos que podem ser usados para analisar estruturas
eletromagnéticas ou efeitos na estrutura em meio magnetizado. Os elementos e anti-elementos
destes grupos fornecem uma completa descricao da simetria magnética do problema.

Classificamos automodos em cavidades ressonantes com geometria cilindrica. Estes
automodos séo dados por TEmnp € TMmnp, ONde m, n e p sdo ndmeros inteiros. Com isso,
pode-se investigar como os modos de campo elétrico e campo magnético transformam-se sob
as operacdes de simetria e, portanto, podem ser classificados de acordo com as representacdes
irredutiveis desta cavidade.

Foram apresentados também alguns exemplos de célculo de matriz de espalhamento
para guias de onda preenchidos com ferrite e magnetizados azimultamente. As matrizes de
espalhamento obtidas (19) e (27) para os modos TEg, sdo exatos e eles sdo validos para uma
dependéncia radial arbitraria dos parametros materiais onde solug¢Ges analiticas exatas nao sdo
conhecidas. Além disso os autovalores e autofuncbes das matrizes de espalhamento foram
calculados. Dois casos idealizados para guias de onda sem perdas com quatro portas.

Os resultados obtidos podem servir como referéncia em investigacdes teoricas e
experimentais. Por exemplo, podem ser aplicados para checar precisdo de calculos numéricos

em estruturas de guias de onda e de ressonadores.

Publicagdes relacionadas com este trabalho

1. Dmitriev Victor ; BEIRAO, A. T. M. Checking accuracy of numerical and approximate
analytical calculus of symmetrical multiports by group-theoretical methods.. In: Annual
International Conference 'Days on Diffraction’, 2014, St. Petersburg-Russia "Days on
Diffraction", 2014.

2. Dmitriev Victor ; BEIRAO, A. T. M. Barbin, S. E. Scattering matrix analysis of circular,
square and rectangular ferrite waveguides with azimuthal magnetization. In: The Sixteenth
Biennial IEEE Conference on Electromagnetic Field Computation - CEFC, 2014, Annecy-
France. CEFC.
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APENDICE A

A.1- Elementos de Teoria de Grupos
A.1.1 — Definicdo de Grupo Abstrato

Um conjunto G é um grupo quando uma operacdo entre os elementos de G estiver
definida e tem as seguintes propriedades [1]:

a) Se u; e u;séo elementos de G, entdo o produto uju; e também elemento do mesmo grupo;
b) Possui uma lei associativa de combinagdo que € u;(ujux) = (Uiu;)uk , ¥ ui, uj, ux € G;

c) Contém um elemento unitario e tal que eu; = u; ;

d) Para todo u; € G, existe um elemento inverso u; *; tal que u;* u;=e.

O numero de elementos de um grupo designa a ordem do mesmo. E esta é dada por M. A
ordem do grupo do grupo deve ser finito ou infinito. Se for possivel uma mudanca
infinitesimal de um elemento do grupo para tornar-se outro elemento, o grupo é chamado de
continuo. Ao se usar um pequeno numero de elementos chamados geradores, por meio de um
deles, pode-se obter todos os outros elementos do grupo. Isto é, os elementos de um grupo
podem ser escritos como um produto de geradores e seus inversos [1].

Em geral, qualquer elemento do grupo comuta apenas com o elemento unidade e com seu
inverso. Se todos os elementos do grupo comutam, o grupo é chamado Abeliano [1].

Qualquer subconjunto H de G que, por si s6, forma um grupo, € chamado subgrupo.
Todas as quatros propriedades da defini¢do de grupos sdo inerentes sobre o subgrupo H. Um
subgrupo H de um grupo finito G tem um indice. Este é um inteiro e definido pelo quociente
das ordens do grupo e do subgrupo [1].

Para um dado subgrupo H de G pode-se definir o conjunto de elementos u;Hu;*. Este é
um subgrupo conjugado de G. Para todo u; o subgrupo H é chamado de invariante ou
subgrupo normal [1].

Coset a direta ou a esquerda sdo cole¢des de elementos da forma u;H (Hu;), onde H é um
subgrupo normal de G e u; é um elemento que ndo esta contido em H. Os cosets ndo sdo
subgrupos desde que eles ndo contenham o elemento unitario e [1].

Os grupos pontuais de interesse neste trabalho sdo aqueles em que seus elementos
descrevem uma transformacdo geométrica ou fisica. Todas as operacdes de simetria de um
objeto formam um grupo pontual [1]. Todos os eixos e planos de um grupo pontual tem pelo
menos um ponto de intersecdo em comum.

Qualquer grupo G pode ser dividido em classes tal que os elementos em cada classe séo
conjugados de outro. Dois elementos do grupo G, u; e u;j séo ditos conjugados se existir um

elemento u, em G tal que:
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Uliez L = U
P (A1)

Os elementos da classe sdo também chamados como equivalente ou similar.

Para dois grupos independentes G* de ordem M’ e G’* de ordem M’’, com os elementos
u; e u; respectivamente, pode-se identificar um conjunto de elementos uju;" para todo i e j.
Se u} e u] comutam, entdo, seus produtos formam um novo grupo. Este grupo G de ordem M
=M’M”’ ¢ chamado de produto direto de G’ ¢ G’ e denotado por G = G’xG”’.

A teoria de representacdes lida com o mapeamento de grupos sobre grupos de operadores
lineares (matrizes). Se um conjunto de matrizes quadradas R, de ordem n, tem com relagéo a
multiplicacdo de matriz ordinaria, as propriedades (a) — (c) de um grupo G escrito
anteriormente, entdo este conjunto forma uma representacao de G [1]. Assim, as matrizes R
satisfazem a equacao

R 'Ru_;l' =R, uj (AZ)
onde u; e u; sdo dois elementos quaisquer do grupo G. As matrizes quadradas R, s&o unitarias
e ndo singulares e sua ordem n é chamada de dimensdo da representacdo. As matrizes R
formam um grupo de transformacoes lineares.

Se duas representacdes do grupo G estdo ligados uns aos outros pela relagéo
R, =[LIT"R,.L (A.3)

valido para todo u;  sendo L uma matriz ndo singular fixa, tais representaces sdo chamadas
equivalentes.
Uma representacdo € chamada redutivel se pode ser reduzida (decomposta) a uma

forma mais simples. Ou seja, é equivalente a representacéo R ; da forma:

ui Uy (A4)

A forma mais simples (de menor dimensionalidade) das representacdes RS, que ndo
pode mais ser reduzida, sdo chamadas de representagOes irredutiveis do grupo [1]. As

representacdes irredutiveis sdo denotadas como Ty (u), k = 1,2,3,... . O nimero de
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representacdes equivalentes para grupos de ordem finita € igual ao nimero de classes do
grupo.

Na matriz acima (A.4) apresentam-se distintas representacGes irredutiveis de g. O
namero de vezes nI, de uma determinada representacao irredutivel I'y esta contida na matriz

(36) e é definido pela seguinte relacdo

nl = %Z;{(ui);ﬁr (u) (A.5)

onde yx(u;) € o caracter da representacdo irredutivel; y, (u,) € o caracter da representagao

irredutivel; E a soma € sobre todos os elementos do grupo. O caracter da representacdo do
grupo é o traco da matriz correspondente, isto €, a soma dos elementos diagonais da matriz.
Uma descricdo detalhada dos nomes das representacdes irredutiveis e as tabelas de caracteres
apropriadas podem ser encontradas em [10, 11].

Simbolicamente, a matriz (A.4) pode ser escrita como
R, =nr T(U)® np Th(u) ©..0np T (ui) ©..0 “r‘srﬁ(ui), (A.6)

onde o simbolo @ designa uma soma direta.
Em um espaco n-dimensional podemos criar vetores de base (funcbes)
vV, V...V, ...V, tal que para toda operagdo de simetria u;, eles se transformam na

seguinte relagéo:

Uivy = ViR, (A7)

Esta relacdo associa a transformacdo de simetria correspondente a um elemento do grupo u; e
uma matriz R, que depende da escolha da base.

Vetores de base pertencentes a duas representacdes irredutiveis diferentes ou a duas
linhas diferentes da mesma representagdo séo ortogonais.

Uma representacdo matricial arbitraria R),. pode ser decomposta na forma blocos na

diagonal, igual a matriz (A.4), usando uma transformacédo de similaridade da forma

R, =[U]" R, .U (A.8)

u; -
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onde U é uma matriz formada por um conjunto de base vetorial.

Geralmente, um conjunto de vetores bases N-dimensional que carregam uma
representacdo particular do grupo pode ser escolhido diferentemente, mas estes conjuntos nao
diferem fundamentalmente, pois eles sdo relacionados por uma transformacdo de
similaridade.

Um vetor arbitrério V pode ser expresso como uma soma de vetores que atuam como

3

.. (k L, . ~ . ;. ; -
bases vetoriais V, ~ em varias representacdes irredutiveis. Os vetores de base para a k-ésima

representacdo irredutivel podem ser encontrados pela relacdo

S u)uV ~ VO (dadom;1=1,2, ..., g) (A.9)

onde o sinal ~ significa uma transformacéo, isto é, fornece uma representacdo idéntica; A

soma em (41) é sobre todos os M elementos do grupo; T, (u;) sdo elementos da k-ésima

representacéo irredutivel distintas; e g, € a dimensionalidade.
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APENDICE B

B.1 - Corepresentacoes.

A seguir foram calculados os caracteres das tabelas de corepresentacfes irredutiveis
para 0s casos de guia de onda quadrado preenchido com ferrite e submetido & magnetizacdo
azimutal [fig. 6(b), Tabela 12] e também para o caso onde a magnetizacdo da estrutura gera
um quadrupolo do campo magnético [fig. 6(d), Tabela 14]. Para se calcular os caracteres das
tabelas de corepresentagdes irredutiveis do grupo Ca(Cs) € do grupo Ca(Cy,) deve-se
identificar o tipo de corepresentacédo irredutivel. No caso para o grupo C4,(C4) temos o caso
(a) e para C4,(C5y) teremos o caso (c), ambos com P = 1.

B.2 - Tipos de corepresentacdes irredutiveis.

Seja R um elemento unitario do subgrupo C4; ou C,, A e B sdo elementos anti

unitarios dos grupos magnéticos Cay(Cs) ou Cay(C2y), A € a representacdo irredutivel de R.

. caso (a)
A(R) =PA"(A'RA)P, (B.1)
D'(R)=A(R), (B.2)
D'(B)=A(BA™)P. (B.3)
e caso (b)
A(R) =PA"(A"'RA)P, (B.4)
v (AR) 0
D(R)—( 0 A(R)j, (B.5)
. 0 —-A(BA™)P
b ®) _(A(BAl)P 0 j (B.6)
e caso (c)
(R - AR) 0
) _[ 0 Z(R)J’ &0

AR)=A"(A"RA), (B.8)
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0 A(BA)
D(B) :[ j (B.9)

ABA™Y) 0

onde o sinal * significa complexo conjugado.
B.3 - Exemplos de célculos de corepresentagoes.
A seguir realizaremos dois exemplos de calculos de caracteres das tabelas de

corepresentacdes irredutiveis dos grupos Cay(Ca) € Cay(Cyy), respectivamente. O subgrupo Cs4

apresenta a seguinte tabela de representacdes irredutiveis:

Tabela 24. Tabela de representaces irredutiveis do grupo Cj.

Cy e Co Cy C;l
T, 1 1 1 1
T, 1 1 -1 -1
r, 1 -1 i -i
r, 1 -1 -1 I

Para se calcular os caracteres da tabela de corepresentacdes irredutiveis do grupo

magnético Cyy(C4) devemos utilizar o caso (a) descrito no item B.2. Alem disso, escolhemos e

fixamos um elemento anti-unitario A = To,do grupo magnético estudado e escolhemos

também o elemento anti-unitario B = T o, . Utilizando a equacéo (B.3) temos:

D (B)=A(BA™) =A[To, (Ts,) "1=A(e),

(B.10)
D' (To,) = Ae). (B.11)

Fagamos agora A = T o, e B =T o, obtemos:
A(R) = A"(A"RA) = A'[(TC,) *0,TC,] = A'[C, "5,C,]=A"(q,), (B.12)
Alo,)=A'(o,). (B.13)
D (B) = A(BA™) =A[To, (To,) 1= A(C,), (B.14)
D (To,) =A(C,). (B.15)

ParaA=To, eB=To, teremos:

D (B)=A(BA™) =A[To,(To,) "1=A(C,), (B.16)
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D (Toy,) =A(C,). (B.17)

E por fim, facamos A=To, e B =To, logo:
D'(B) = A(BA™) = A[To,,(To,) 1= A(C,), (B.18)

D (To,,) =A(C,) . (B.19)

Portanto, obtemos os caracteres da tabela de corepresentacdes irredutiveis do grupo
magnético C4(Cy4) [Tabela 11] a partir da representacdo irredutivel do elemento unitario
pertencente ao subgrupo C4[Tabela 19].

Analogamente serd feito para o0 grupo C4,(C>,), porém, neste caso utilizaremos o0 caso
(c) do item B.2. E calculado os caracteres da tabela de Corepresentag@es irredutiveis do grupo
magnético C4(Cyy) [Tabela 14] a partir da representacdo irredutivel do elemento unitario

pertencente ao subgrupo C,y, [Tabela 16]. Fixando o anti elemento A = TC, e escolhendo o

elemento unitario R = o, vamos obter:

A(R)=A"(A'RA)=A[(TC,)0,TC,]=A"[C,'5,C,1=A(0,), (B.20)
_ , 1 0
A(o,)=A (o) =(0 _J (B.21)
Escolhendo agoraR = C, temos:
A(R) = A (A™RA) = A[(TC,)*C,TC,]=A"(C,), (B.22)
- . -1 0
A(C,)=A"(C,) :( 0 _J : (B.23)
ParaR = o, obtemos:
A(R) = A"(A"RA) = A'[(TC,) "0, TC,1= A"(5,), (B.24)
— \ -1 0
A(o,)=A (GX)=( 0 1]- (B.25)

Agora utilizando a equacdo (B.9) no caso (c) podemos obter as corepresentacdes

bidimensionais irredutiveis. Fixando A = TC, e escolhendo B = T C,* calculamos:

A(BA) =A[(TC,)"TC,]=A(e), (B.26)

A(BA™) =A[(TC,) (TC,) "1=A(C,), (B.27)
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D(B):D(I'C41):(_1 oj'

ParaB=TC," temos:
A(BA) = A[(TC,)'TC,]1=A(e),

A(BA™) = A[(TC,) *(TC,) "1=A(C,),

(01
D(B) = D(TC, )=(_1 oj'

Para B = T C, teremos:
A(BA) = A[TC4TC4] = A[C4C4] = A(Cz) ;

A(BA™) = A[(TC,(TC,) " 1=A(e),

0 -1
D(B)=D(TC4):(1 oj'

Escolhendo B =T o, temos:

A(BA) =AlTo, TC,] = Alo,C,]1=Als,)

A(BA™) =A[(To,(TC,) " 1=A(c,,C, ") =A(0,)

0 1
D(B)=D(To-d1)=(1 OJ.

E por fim, fagamos B = T o, teremos.

A(BA)=A[To,,TC,]1=Alo,,C,]= A(O'y) )

A(BA™) =A[(To,,(TC,) 1=A(0,,C, ) =A(5,)

0 -
D(B):D(Tadz):(_l oj'
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(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)
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