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trabalho posśıvel. Serei eternamente grato por ter-me dado todas as oportunidades de
desenvolver os trabalhos cujos frutos têm transformado a minha vida.

Agradeço aos amigos Solange Leal Souza, Pedro Valdo Souza, Daniel Leal Sousa, Lucas
Leal Souza, Marcelo Nobuyuki Kawakatsu, Williams Kawakatsu, Luciana Gonzalez, Tháıs
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vir à luz.

vi



(...)
”Sin embargo, el golpe de humanización no modificó su conducta profesional. Frente al

cuarto de Melqúıades, que estaba otra vez con candado, Santa Sof́ıa de la Piedad acudió
a una última esperanza. ”Hace como un siglo que no vive nadie en ese aposento”, dijo.

El oficial lo hizo abrir, lo recorrió con el haz de la linterna, y Aureliano Segundo y Santa
Sof́ıa de la Piedad vieron los ojos árabes de José Arcadio Segundo en el momento en que
pasó por su cara la ráfaga de luz, y comprendieron que aquel era el fin de una ansiedad

y el principio de otra que sólo encontraŕıa un alivio en la resignación. Pero el oficial
siguió examinando la habitación con la linterna, y no dio ninguna señal de interés
mientras no descubrió las setenta y dos bacinillas apelotonadas en los armarios.

Entonces encendió la luz. José Arcadio Segundo estaba sentado en el borde del catre,
listo para salir, más solemne y pensativo que nunca. Al fondo estaban los anaqueles con
los libros descosidos, los rollos de pergaminos, y la mesa de trabajo limpia y ordenada, y

todav́ıa fresca la tinta en los tinteros. Hab́ıa la misma pureza en el aire, la misma
diafanidad, el mismo privilegio contra el polvo y la destrucción que conoció Aureliano

Segundo en la infancia, y que sólo el coronel Aureliano Buend́ıa no pudo percibir. Pero
el oficial no se interesó sino en las bacinillas.

-Cuántas personas viven en esta casa? -preguntó.
-Cinco.

El oficial, evidentemente, no entendió. Detuvo la mirada en el espacio donde Aureliano
Segundo y Santa Sof́ıa de la Piedad segúıan viendo a José Arcadio Segundo, y también
éste se dio cuenta de que el militar lo estaba mirando sin verlo. Luego apagó la luz y
ajusté la puerta. Cuando les habló a los soldados, entendió Aureliano Segundo que el

joven militar hab́ıa visto el cuarto con los mismos ojos con que lo vio el coronel
Aureliano Buend́ıa. ”

(...)

Gabriel Garćıa Márquez in Cien años de soledad
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Lista de Śımbolos
σ(φ, θ) Seção transversal de radar
σsca Seção transversal de espalhamento total
σg Seção transversal geométrica
λ Comprimento de onda
εo Permissividade elétrica do vácuo
µo Permeabilidade magnética do vácuo
εrel Permissividade elétrica relativa
µrel Permeabilidade magnética relativa
εr Componente radial da permissividade elétrica
µr Componente radial da permeabilidade magnética
εt Componente tangencial da permissividade elétrica
µt Componente tangencial da permeabilidade magnética
εθ Componente zenital da permissividade elétrica
µθ Componente zenital da permeabilidade magnética
εφ Componente azimutal da permissividade elétrica
µφ Componente azimutal da permeabilidade magnética

Ex, Ey e Ez Componentes de ~E no sistema cartesiano

Hx, Hy e Hz Componentes de ~H no sistema cartesiano

Er, Eθ e Eφ Componentes de ~E em coordenadas esféricas

Hr, Hθ e Hφ Componentes de ~H em coordenadas esféricas
ρ Densidade de cargas
~j Densidade de corrente
gij Tensor métrico
xl Parâmetro de tamanho da camada l

ml Índice de refração da camada l
yl Admitância da camada l
i Unidade imaginária
ψ e ζ Funções de Riccati-Bessel
aln, b

l
n, c

l
n e dln Coeficientes de espalhamento da camada l

S1(θ) e S1(θ) Amplitudes de espalhamento
P 1
n(cosθ) Função de Legendre associada de primeira ordem
σ(φ, θ) Seção reta radar bi-estática
Me1n, Ne1n, Mo1n e No1n Harmônicos esféricos vetoriais de ordem n
x, y e z Coordenadas do Sistema Cartesiano
τ Largura do pulso
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como parâmetros de busca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2.1 Cálculo das ”posições para as camadas anisotrópicas”como ponto
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B.6 Equações de Maxwell para um meio dielétrico em coordenadas arbitrárias . 104
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em função do ângulo de espalhamento no plano xz. . . . . . . . . . . . . . 48

4.2 Seção transversal de radar normalizada pela seção transversal geométrica
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tipo A da cobertura isotrópica dispersiva. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.4 Curvas de dispersão da permeabilidade para as camadas de dielétrico do
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sem cobertura. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

6.1 Função custo (seção transversal de espalhamento total) versus número de
iterações nas simulações com PSO. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

6.2 Seção transversal de radar normalizada no plano xz como uma função do
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camadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

D.1 Distribuição espacial das componentes dos campos ~E e ~H para a célula de
Yee (i, j, k). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

E.1 O cromossomo reserva um certo número de genes para cada variável . . . . 120
E.2 Roleta ponderada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
E.3 Cruzamento entre pares de cromossomos selecionados. A partir do ponto
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6.1 Parâmetros da cobertura otimizada: propriedades materiais (permissivi-
dade e permeabilidade relativas) e os raios das camadas. . . . . . . . . . . 67

xvii



Resumo

Neste trabalho, foram analisadas e otimizadas coberturas de invisibilidade estratificadas
em camadas esféricas concêntricas constitúıdas por materias dielétricos homogêneos e
isotrópicos, em que tanto a seção reta de espalhamento total quanto o número de camadas
foram minimizados. Também foram realizadas otimizações para aumentar a faixa de
frequências na qual há invisibilidade, para isso, efeitos dispersivos foram levados em conta.

Foram obtidas coberturas discretizadas (obtidas a partir de coberturas anisotrópicas)
com reduções significativas (maiores do que 20 dB) da seção reta radar com relação ao
espalhador sem cobertura em todas as direções de espalhamento, quando apenas 20 ca-
madas foram utilizadas. Valores de redução equivalentes foram obtidos na literatura com
no mı́nimo 80 camadas. Esses resultados foram obtidos em microondas.

Nós obtivemos uma redução, com relação a esfera sem cobertura, de 32 dB na seção
reta de espalhamento total para uma cobertura estratificada (não obtida a partir de
camadas anisotrópicas) em apenas 13 camadas. Esses resultados foram obtidos em mi-
croondas.

Nós otimizamos coberturas de invisibilidade dispersivas que apresentaram uma faixa
de largura 5,4 vezes maior do que a que seria obtida sem considerar os efeitos dispersivos,
na faixa de microondas.

Foram projetadas coberturas de invisibilidade que funcionam em frequências ópticas,
para uma faixa de frequências.

Palavras-chave: Espalhamento eletromagnético, algoritmos bio-inspirados, otimização
por enxame de part́ıculas, algoritmo genético, método da matriz de transição, coberturas
de invisibilidade.



Abstract

In this work, we analyze and optimize invisibility cloaks stratified in concentric spherical
homogeneous and isotropic layers, in which both the total scattering cross section and
the number of layers have been minimized. In order to increase the range of frequencies
in which there is invisibility, dispersive effects are taken into account.

In microwaves, We obtained discretized invisibility cloaks (obtained from anisotropic
cloaks) with significant reductions (greater than 20 dB) of the total scattering cross sec-
tion, for only 20 layers (which is achieved in the literature with at least 80 layers).

We obtained a reduction of 32 dB in the total scattering cross section for a cloak
stratified in only 13 layers. This result was obtained in microwaves.

In microwaves, we optimized dispersive invisibility cloaks which present a bandwidth
5.4 times larger than would be obtained by a optimized cloak without dispersive effects.

Cloaks are designed to operate in optical frequencies, for a wide range of frequencies.
Keywords : Electromagnetic scattering, bio-inspired algorithms,particle swarm opti-

mization technique (PSO), genetic algorithm (GA), transition matrix method, invisibility
cloaks.



Caṕıtulo 1

Introdução

Malgrado um corpo inv́ısivel não seja um objeto que faça parte do nosso cotidiano, é
posśıvel descrever facilmente o seu comportamento f́ısico. O que torna um objeto viśıvel
é o campo espalhado produzido quando sobre ele incide uma onda. Pois, no momento em
que esse campo espalhado está dispońıvel para detecção por um sensor (que pode ser a
retina humana, por exemplo) pertencente a um determinado sistema externo ao objeto,
é posśıvel afirmar que o objeto está viśıvel a esse sistema, mesmo que por alguma falha
de qualquer ordem, o sistema não seja capaz de efetivamente ”enxergar o objeto”(como
no caso dos deficientes visuais).

Dessa feita, uma cobertura de invisibilidade pode ser definida como a estrutura que
ao ser utilizada para envolver um objeto, torna-o inviśıvel ou, reduz drasticamente a sua
visibilidade. Em outras palavras, uma cobertura de invisibilidade é a estrutura capaz
de praticamente eliminar o campo espalhado produzido por um objeto. Contudo, essa
redução do espalhamento não deve ter a absorção como causa, pois, nesse caso, tratar-se-ia
de um corpo negro, o qual obviamente não estaria inviśıvel.

Em termos técnicos, podemos afirmar que um objeto é perfeitamente inviśıvel se a sua
seção transversal de espalhamento total, que é média dos valores de seção transversal de
radar em todas as direções [1], é nula [2, 3].

Uma vultosa quantidade de trabalhos vem sendo publicada recentemente sobre cober-
turas de invisibilidade, devido ao interesse em suas muitas possibilidades de aplicação,
tais como: camuflagem de sensores [4, 5, 6, 7]; redução da seção transversal de radar
de aeronaves e mı́sseis (aplicações militares) [8, 9, 10]; eliminação do efeito de carga
(loading effect) de objetos de grandes dimensões próximos a antenas irradiando [11]; ca-
muflagem e sondagem não-invasiva em nano-óptica [12]; super-antenas [13]; substratos
para antenas conformes [10], redução dos efeitos da desorganização urbana que intef-
erem nas comunicações em microondas [10] e redução da perturbação eletromagnética da
medição em um microscópio óptico de varredura de campo-próximo [5].

As coberturas de invisibilidade não se restringem aos problemas de eletrodinâmica,
existindo, por exemplo, coberturas de invisibilidade acústicas [14, 15, 16, 17] e quânticas
[18, 16, 17]. Entre as posśıveis aplicações de coberturas de invisibilidade acústicas estão a
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obtenção de isolamento acústico [14] e a ocultação de submarinos que estejam na circun-
vizinhança de um sonar [15]. Por sua vez, a cobertura de invisibilidade quântica possui
as armadilhas de ı́ons eletrostáticas quase inviśıveis para ondas de matéria como uma de
suas posśıveis aplicações [18].

Diversos efeitos f́ısicos podem ser utilizados na obtenção de coberturas de invisibili-
dade, a saber: cancelamento de espalhamento [3, 19, 4, 5], transformação de coordenadas
[20, 21, 22], redes de linhas de transmissão [2], mapeamento conforme [23], ressonâncias
plasmônicas [24] e material de ı́ndice negativo [25].

As aplicações do método da transformação de coordenadas não se restringem a cober-
turas de invisibilidade. Outras possibilidades de aplicação podem ser: concentradores,
rotacionadores [26, 27, 28], buracos de minhoca eletromagnéticos [28], ilusões ópticas com
transformação da forma do objeto [29], ilusões ópticas com deslocamento e aumento do
tamanho do objeto [30].

Verificações experimentais de dispositivos de invisibilidade, baseadas no método da
transformação de coordenadas, foram realizadas por meio de dispositivos operando em
uma faixa de frequências estreita na região de microondas para uma geometria ciĺındrica
[31, 10] e, mais recentemente, em banda larga na faixa da luz viśıvel para uma geometria
poligonal [32].

O uso de metamaterials, os quais possuem propriedades f́ısicas diferentes daquelas
apresentadas pelos materiais convencionais, tem-se mostrado importante para a realização
prática de dispositivos de invisibilidade [10, 31, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39].

A unicidade do problema de espalhamento inverso para ondas propagando em um
meio isotrópico [40] torna imposśıvel a existência de coberturas isotrópicas perfeitamente
inviśıveis, uma vez que, sendo a solução única, o caso de espalhamento nulo deve sempre
coincidir com o vácuo sem obstáculos. Portanto, só resta a possibilidade de que uma
cobertura perfeitamente inviśıvel seja anisotrópica.

Em 2006, coberturas anisotrópicas perfeitamente inviśıveis foram teoricamente pro-
postas [20, 21], corroborando o que fora previsto anteriormente. Além disso, constatou-se
que essas coberturas deveriam ser heterogêneas, com parâmetros eletromagnéticos que
variam ao longo do raio. Diante dessas adversidades, podemos afirmar que a fabricação
dessas coberturas de invisibilidade anisotrópicas é praticamente imposśıvel com a tec-
nologia atual, e até mesmo a simulação computacional de tais estruturas é uma tarefa
complexa [41].

Por outro lado, boas aproximações para as coberturas de invisibilidade anisotrópicas
podem ser obtidas utilizando a teoria de meios de parâmetros efetivos, através de es-
truturas constitúıdas de múltiplas camadas homogêneas e isotrópicas, as quais apresen-
tam dois tipos de materiais dielétricos alternantes [42, 43]. Entretanto, estruturas es-
tratificadas em múltiplas camadas homogêneas e isotrópicas baseadas em outros efeitos
f́ısicos, como o cancelamento de espalhamento, podem ser utilizadas para produzir cober-
turas de invisibilidade [12, 44]. Para diferenciar essas estruturas, adicionaremos o termo
”discretizada”para a cobertura estratificada obtida por discretização de uma cobertura
anisotrópica.
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A principal diferença entre elas é que uma cobertura de invisibilidade discretizada
requer a igualdade entre a permissividade relativa e a permeabilidade relativa de cada
uma das camadas, o que não ocorre para outros tipos de coberturas de invisibilidade.

Existem coberturas de invisibilidade capazes de envolver objetos com várias formas,
tais como: ciĺındricas [45, 46, 47, 48, 49], eĺıpticas [50, 51, 52, 53], esféricas [20, 21, 54, 55]
ou ainda, com formas arbitrárias [56, 57, 58].

Nós analisaremos coberturas de invisibilidade constitúıdas de múltiplas camadas es-
féricas concêntricas, homogêneas e isotrópicas. A fim de que possamos analisar o compor-
tamento dessas estruturas para diferentes valores de frequência, serão feitas análises de
campo distante baseadas em curvas de seção transversal de espalhamento total em função
da frequência. Contudo, por menor que seja o valor da seção transversal de espalhamento
total em uma certa frequência, não é posśıvel garantir que em pelo menos uma direção
espećıfica, como na direção de espalhamento para trás ou na direção de espalhamento para
frente, não ocorra um espalhamento acentuado. Assim, também precisaremos analisar as
curvas de seção transversal de radar em função do ângulo de espalhamento.

Por outro lado, é importante também observar se nas proximidades do objeto são
formadas figuras de interferência, através da deformação das frentes de onda. Pois, a
ocorrência desse fenômeno indica que o objeto está perturbando o meio em suas pro-
ximidades e, portanto, pode ser detectado. Para garantir que isso não está ocorrendo, nós
realizaremos análises de campo próximo, a partir das distribuições espaciais de campos
eletromagnéticos.

Nosso objetivo geral foi obter coberturas de invisibilidade otimizadas, procurando
reduzir o número de camadas e a espessura da cobertura bem como obter estruturas que
funcionem para uma extensa faixa de frequências. O parâmetro de comprimento de um
objeto esférico é igual a 2πr/λ, onde r é o raio do objeto e λ é o comprimento de onda da
radiação incidente. Para que os cálculos de função objetivo fossem obtidos com precisão
e sem limitações quanto ao raio elétrico do objeto, nós utilizamos um método anaĺıtico
baseado no método da matriz de transição (matriz T) [1, 59], o qual fornece a solução
exata com baixo custo computacional.

Todas as análises foram realizadas através do método da matriz T. A seu turno, para
a otimização das estruturas, nós utilizamos dois métodos de otimização bio-inspirados: o
algoritmo genético e o enxame de part́ıculas.

Nós desenvolvemos duas versões do algoritmo para o método da matriz T: um para um
núcleo de PEC e outro para um núcleo dielétrico. A razão disso está em termos optado
por trabalhar tanto na faixa óptica quanto em microondas. Pois, como a parte ima-
ginária da permissividade complexa é inversamente proporcional a frequência, para altas
frequências (faixa óptica), um núcleo condutor deve ser modelado como um dielétrico com
permissividade complexa finita. Por sua vez, para frequências mais baixas (microondas),
a parte imaginária da permissividade complexa de um condutor apresenta um valor tão
elevado que precisa ser modelado como um valor tendendo ao infinito.
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1.1 Objetivos do trabalho

Coberturas de invisibilidade aproximadas podem ser obtidas através de coberturas es-
tratificadas em camadas homogêneas e isotrópicas obtidas por discretização de cober-
turas anisotrópicas [42, 43] ou não [12, 44]. Mas uma cobertura com muitas camadas
é um problema tecnológico. Por outro lado, a redução no número de camadas faz com
que o desempenho da cobertura de invisibilidade seja degradado, levando ao aumento do
espalhamento eletromagnético.

Efeitos dispersivos devem ser levados em conta no projeto de coberturas de invisibili-
dade. Pois eles possuem uma relação estreita com a resposta dinâmica e a largura de
banda de operação de dispositivos de invisibilidade [60, 61]. A consideração de efeitos
de dispersão é fundamental na concepção de dispositivos de invisibilidade capazes de
funcionar não apenas em uma única frequência, mas em uma certa faixa de frequências
[62].

Nossos objetivos espećıficos relacionados à faixa de microondas são: melhorar as
técnicas já disponibilizadas na literatura no projeto de coberturas discretizadas [42, 43];
obter os parâmetros eletromagnéticos para uma cobertura discretizada que funcione em
uma larga faixa de frequências; obter uma cobertura de invisibilidade que apresente uma
espessura reduzida e o menor número de camadas posśıvel.

Para a faixa óptica, nossos objetivos espećıficos estão relacionados à obtenção de
coberturas de invisibilidade operando em uma larga faixa de frequências.

1.2 Contribuições

Este trabalho apresenta importantes contribuições com relação a metodologia utilizada,
pois, diferentemente das abordagens utilizadas em outros trabalhos, nosso método de
análise e otimização não se restringe a região óptica (comprimento de onda muito menor
do que as dimensões do objeto espalhador) nem a região de Rayleigh (comprimento de
onda muito maior do que as dimensões do objeto espalhador), mas sim, além de poder ser
utilizada nesses dois casos, também pode ser empregada quando o comprimento de onda da
radiação incidente é da ordem das dimensões do objeto espalhador. Além disso, em nosso
trabalho são considerados materiais mais reaĺısticos, por exemplo, não são considerados
materiais com ı́ndice de refração negativo. Ainda podemos destacar que o nosso método
permite projetar estruturas que funcionem em uma larga faixa de frequências. Nosso
método também permite que outras restrições sejam consideradas, por exemplo, além de
minimizar o espalhamento, podemos maximizar o campo no interior do objeto espalhador,
o que seria útil no caso da camuflagem de sensores.

As principais contribuições com relação aos resultados obtidos são: obtenção de cober-
turas de invisibilidade esférica isotrópicas com o menor número de camadas da literatura
e coberturas de invisbilidade que operam em uma larga faixa de frequências, tanto em
microondas como em frequências ópticas.
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1.3 Organização do trabalho

Este trabalho está organizado em oito caṕıtulos e cinco apêndices. O primeiro caṕıtulo
é constitúıdo por esta introdução. No caṕıtulo oito, são apresentadas as considerações
finais.

No segundo caṕıtulo, intitulado ”a eletrodinâmica da invisibilidade”, são discutidas as
idéias e os conceitos que mostraram ser fisicamente posśıvel a obtenção de invisibilidade,
tais como, a técnica de cancelamento do espalhamento e a idéia de meios de transformação.

No terceiro caṕıtulo, intitulado ”validação dos métodos de análise”, são mostrados
alguns resultados que mostram a precisão dos algoritmos utilizados em nossas análises,
a saber, o método da matriz de transição (matriz-T), o método IDFT+(matriz-T) e o
método FDTD.

No quarto caṕıtulo, intitulado ”invisibilidade em microondas via coberturas discretizadas”,
são analisadas e otimizadas coberturas de invisibilidade isotrópicas obtidas pela dis-
cretização de coberturas anisotrópicas, em microondas. Nós utilizamos a técnica do enx-
ame de part́ıculas (PSO) para projetar coberturas de invisibilidade esféricas constitúıdas
de múltiplas camadas homogêneas e isotrópicas, as quais foram obtidas pela discretização
de coberturas anisotrópicas, com base na teoria de meios de parâmetros efetivos [42, 43].
Nosso objetivo nesse caṕıtulo será ajustar os parâmetros eletromagnéticos e geométricos
das camadas do meio de parâmetros efetivos para que uma melhor aproximação para o
meio de material anisotrópico seja obtida. Para realizar esse ajuste nós utilizaremos a
técnica de otimização por enxame de part́ıculas.

No caṕıtulo cinco, intitulado ”Invisibilidade em microondas via coberturas discretizadas
constitúıdas de materiais dispersivos”, são analisadas e otimizadas coberturas de invisibil-
idade isotrópicas obtidas pela discretização de coberturas anisotrópicas, em microondas,
considerando os efeitos de dispersão inerentes ao projeto de coberturas que funcionem
em uma larga faixa de frequências. A partir de pequenas modificações nos parâmetros
eletromagnéticos de uma das coberturas discretizadas otimizadas obtidas anteriormente,
foram realizadas 40 simulações com o PSO para diferentes valores de r/λ, resultando em
parâmetros otimizados para os quais foi realizado um ajuste de curva por ”spline”. Com
esse procedimento, foram obtidas curvas de parâmetros eletromagnéticos em função da
frequência para os materiais que compõem as camadas da cobertura, tais que a cobertura
discretizada dispersiva obtida funciona em uma larga faixa de frequências em microondas.

No caṕıtulo seis, intitulado ”Invisibilidade em microondas via coberturas estratifi-
cadas”, são analisadas e otimizadas (em microondas) coberturas de invisibilidade isotrópicas
que não são obtidas pela discretização de coberturas anisotrópicas. Nós utilizamos a
técnica do enxame de part́ıculas (PSO) para projetar uma cobertura de invisibilidade
esférica constitúıda de múltiplas camadas homogêneas e isotrópicas depositadas sobre um
núcleo de PEC de raio r=0.983λ, de tal maneira que a espessura seja reduzida, e que ela
possua o menor número posśıvel de camadas, mas com uma redução da seção transversal
de espalhamento total superior a 20 dB. Nosso objetivo é encontrar uma solução para um
número de camadas muito menor do que os apresentados atualmente na literatura [41].
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No caṕıtulo sete, intitulado ”Invisibilidade na faixa óptica via coberturas estratifi-
cadas constitúıdas de materiais dispersivos”, são analisadas e otimizadas (em frequências
ópticas) coberturas de invisibilidade isotrópicas que não são obtidas pela discretização
de coberturas anisotrópicas, considerando os efeitos de dispersão inerentes ao projeto de
coberturas que funcionem em uma larga faixa de valores de comprimento de onda. Nós
analisamos uma esfera de ouro de raio 250 nm na faixa de frequências de 400 nm a 1000
nm. Os parâmetros otimizados de coberturas de invisibilidade esféricas de material dis-
persivo que funcionem em uma larga faixa de frequências serão obtidas, utilizando um
enxame de part́ıculas e um algortimo genético. Serão consideradas uma cobertura de uma
única camada de espessura 50 nm e uma cobertura de duas camadas de espessuras 50
nm e 60 nm. As permissividades das camadas serão utilizadas como parâmetros a serem
otimizados.

No apêndice A, intitulado ”Solução anaĺıtica do espalhamento eletromagnético por
uma esfera homogênea e isotrópica”, é apresentada a formulação geral do problema de
espalhamento eletromagnético através da expansão em harmônicos vetoriais esféricos.

No apêndice B, intitulado ”Meio de transformação”, são apresentadas as equações
de equivalência entre a métrica do vácuo com geometria não-euclidiana e os parâmetros
eletromagnéticos de um meio dielétrico.

No apêndice C, intitulado ”Método da matriz de transição”, são obtidas as equações
utilizadas no método da matriz de transição (matriz-T). Nós desenvolvemos um código
baseado no método da matriz de transição para solucionar o problema de espalhamento
eletromagnético por part́ıculas esféricas estratificadas em múltiplas camadas, tanto um
núcleo de material dielétrico quanto para um núcleo de material condutor eletricamente
perfeito (PEC). Esse é um método anaĺıtico que fornece uma solução precisa para uma
extensa faixa de valores de frequência. O algoritmo do método foi implementado em um
código em FORTRAN 90. Esse código foi utilizado em todas as nossas simulações.

No apêndice D, intitulado ”O método FDTD”, é apresentado o método das diferenças
finitas no domı́nio do tempo (FDTD).

No apêndice E, intitulado ”Algoritmo da técnica AG”, são apresentados os conceitos
relativos ao algoritmo genético implementado neste trabalho. A técnica de algoritmos
genéticos (AGs) é uma técnica de otimização inspirada no neodarwinismo. Em que as
soluções do problema são representadas por indiv́ıduos de uma população. Os indiv́ıduos
mais aptos possuem maior probabilidade de propagarem o seu material genético. Assim, a
tendência com a evolução do programa conforme são realizadas as iterações é que apenas
os melhores indiv́ıduos sobrevivam, isto é, as melhores soluções. O algoritmo do AG foi
implementado em um código em FORTRAN 90.

No apêndice F, intitulado ”Algoritmo da técnica PSO”, é apresentado o algoritmo de
otimização por enxame de part́ıculas (PSO) apresentado neste trabalho. No algoritmo
PSO, uma população de N part́ıculas é definida no espaço de parâmetros Rn, onde as n
componentes do vetor posição de cada part́ıcula representam os n parâmetros envolvidos
no problema de otimização. As part́ıculas movem-se por inércia em geral em um meio
dissipativo e são atráıdas por forças elásticas em direção aos pontos de mı́nimo local e
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mı́nimo global, onde o mı́nimo global é o mı́nimo de todas as part́ıculas e o mı́nimo local
é o mı́nimo de cada part́ıcula individual [63]. O algoritmo do PSO foi implementado em
um código em FORTRAN 90.
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Caṕıtulo 2

A eletrodinâmica da invisibilidade

A seção transversal de espalhamento total tem sido utilizada como medida de visibilidade
de coberturas de invisibilidade tanto em trabalhos teóricos [64, 65, 66, 61] quanto expe-
rimentais [67], assim como, em coberturas obtidas por diferentes efeitos f́ısicos como:
transformação de coordenadas [68], cancelamento de espalhamento [66] e redes de linhas
de transmissão [69]. O fato da seção transversal de espalhamento levar em consideração
tanto efeitos de reflexão quanto de sombreamento, a credencia como uma medida pela
qual é posśıvel avaliar a eficiência de uma cobertura de invisibilidade [68].

A seção transversal de espalhamento total é definida como a medida da energia total
irradiada com relação a densidade de energia total que incide sobre um objeto, portanto,
tendo unidade de área [68]. Assim, podemos afirmar que um objeto é perfeitamente
inviśıvel se a sua seção transversal de espalhamento total é nula [2, 3], pois, neste caso,
não há campo espa- lhado. Todavia, como mencionado anteriormente, o conceito de
coberturas perfeitamente inviśıveis que sejam homogêneas e isotrópicas é conflitante com
a teoria eletromagnética clássica [40]. Por outro lado, não existe nenhuma proibição
teórica quanto à utilização de estruturas isotrópicas como aproximações para coberturas
de invisibilidade. Dessa forma, não é posśıvel obter uma cobertura de invisibilidade
isotrópica com seção transversal de espalhamento total igual a zero, mas sim igual a um
valor mı́nimo.

A seção transversal de espalhamento total não fornece informações detalhadas sobre o
espalhamento eletromagnético. Por exemplo, ela não permite que possamos constatar se
efetivamente ocorreu redução do espalhamento para trás ou do espalhamento para frente,
pois, representa apenas o espalhamento médio com relação a todas as direções. Em um
caso extremo, podeŕıamos considerar a situação em que o espalhamento torna-se nulo em
todas as direções e muito intenso em uma direção espećıfica, mas de tal forma que o valor
de seção transversal de espalhamento total ainda fosse muito baixo. Como essa cobertura
deixaria o objeto detectável, ela não produziria o efeito de invisibilidade.

Portanto, vemos que, outras formas de medir a visibilidade de uma cobertura também
devem ser consideradas. A escolha natural é a da seção transversal de radar, a qual
fisicamente tem o mesmo significado de razão entre a energia espalhada e a densidade de
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energia que incide sobre o objeto, mas em uma direção espećıfica. Em outras palavras,
a seção transversal de espalhamento total é a média dos valores de seção transversal de
radar em todas as direções [1]. Então, ao analisarmos a seção transversal de radar de uma
cobertura podemos avaliar se ela provoca uma redução considerável no espalhamento em
todas as direções, ou seja, se ela é realmente uma cobertura de invisibilidade.

Um efeito que geralmente está associado à invisibilidade é a blindagem. A invisibil-
idade faz com que um observador externo não tenha informações (campos espalhados)
que permitam detectar a presença do objeto. Por sua vez, a blindagem faz com que não
existam informações sobre os campos externos dispońıveis no interior da região envolvida
pela cobertura de invisibilidade. Contudo, através da escolha adequada dos parâmetros
eletromagnéticos, é posśıvel manter o efeito de invisibilidade e simultaneamente degradar
o efeito de blindagem [70].

2.1 Equação e unidades de medida da seção transver-

sal de radar

A seção transversal de radar (RCS), a qual é representada por σ(φ, θ), é calculada pela
equação expressa a seguir [71]:

σ(φ, θ) = lim
r→∞

4πr2
|Ẽs(φ, θ)|2
|Ẽi(φ, θ)|2

, (2.1)

onde Ẽi e Ẽs são, respectivamente, as intensidades de campo incidente e de campo espa-
lhado fasoriais, na região de campo distante.

O espaço que cerca uma antena normalmente é subdividido em três regiões: (a) região
de campo próximo reativo, (b) região de campo próximo de irradiação (Fresnel) e (c) região
de campo distante (Fraunhoufer) como mostrado na Figura 2.5. Embora, vários critérios
tenham sido estabelecidos e sejam comumente usados para identificar estas regiões, não
há mudança abrupta nas configurações de campo nos limites entre as mesmas.

A região de campo próximo reativo é definida como: a região de campo próximo
imediatamente ao redor da antena, na qual predominam campos reativos. Para muitas
antenas, essa região é aquela para a qual R < 0, 62

√

D3/λ, onde R é a distância a partir
da superf́ıcie da antena, λ é o comprimento de onda e D é a maior dimensão da antena.
Para um dipolo muito curto, ou um irradiador equivalente, é necessário ter R < λ/2π.

A região de campo próximo de irradiação (ou região de Fresnel) é definida como: a
região do campo de uma antena entre as regiões de campo próximo reativo e a região de
campo distante na qual predominam campos irradiados, e na qual a distribuição angular
do campo é dependente da distância da antena. Se a antena tem uma dimensão máxima
que não é grande comparada ao comprimento de onda, esta região pode não existir. Para
muitas antenas, essa região é aquela para a qual 0, 62

√

D3/λ ≤ R ≤ 2D2/λ (esses limites
são válidos, de uma forma geral, somente quando D > λ). Nesta região, o diagrama de
irradiação é, em geral, uma função da distância radial.
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Figura 2.1: Regiões de campo próximo e campo distante de uma antena

A região de campo distante (ou região de Fraunhofer) é definida como: a região do
campo de uma antena onde a distribuição angular do campo é essencialmente indepen-
dente da distância da antena. Para muitas antenas, essa região é aquela para a qual R
> 2D2/λ. Os diagramas de irradiação de certas antenas são senśıveis às variações na fase
sobre suas aberturas. Para estas antenas 2D2/λ pode ser inadequado. Se D >> π/|λ|,
então, R > |λ|D2/π, onde gama é a constante de propagação do meio. Nesta região, as
componentes de campo são essencialmente transversais e a distribuição angular é inde-
pendente da distância radial onde as medidas são feitas. Para muitas antenas, essa região
é aquela para a qual R > 2D2/λ.

Podemos notar, a partir da equação (2.1) que, conquanto a seção transversal de radar
seja proporcional a razão entre as potências espalhada e incidente, ela possui unidade de
área e, o cálculo de dez vezes o logaritmo de base 10 da RCS, não representa uma valor
em decibéis ou dB, e sim, em decibéis metro-quadrado ou dBsm (decibel square-meter).
Contudo, em alguns trabalhos, a RCS é dada em dB, quando aparece normalizada por
uma certa área, em geral, a seção transversal geométrica.
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2.2 Diferenciação entre coberturas absorventes

e coberturas de invisibilidade

Uma maneira trivial de reduzir o espalhamento eletromagnético é utilizar uma cobertura
constitúıda de um material de elevadas perdas, capaz de absorver bastante a onda inci-
dente. Porém, essa cobertura não poderia ser considerada um cobertura de invisibilidade,
uma vez que, apenas o retroespalhamento (potência espalhada para trás) seria reduzido.
Por exemplo, considerando um obstáculo localizado entre duas antenas distantes, uma das
quais produz uma onda plana incidente (antena tansmissora), cuja potência será em parte
espalhada e em parte absorvida pelo obstáculo, resultando em uma potência atenuada a
qual será recebida na outra antena (antena receptora). Para essas antenas distantes, de-
vem ser considerados o espalhamento para trás (em direção da antena transmissora), que
pode ser medido em função da potência que é refletida de volta para a antena transmissora,
e da onda espalhada para frente (em direção a antena receptora), a qual é medida pela
diferença entre a potência trasmitida através do obstáculo e a atenuação da potência.
A atenuação da potência é representada pela potência espalhada em todas as direções
(exceto em direção à antena transmissora) e a potência absorvida pelo obstáculo.

O espalhamento por um obstáculo, representado em termos das ondas espalhadas para
frente e para trás, está ilustado na Figura 2.2. Se o obstáculo é um corpo negro ideal,
ele absorve toda a radiação incidente, e não reflete nada de volta; portanto, nesse caso,
não há espalhamento para trás. Contudo, a radiação transmitida será bastante atenuada,
e portanto, será mais percept́ıvel para a antena receptora. Portanto, se o obstáculo
for envolvido por uma cobertura de material altamente absorvedor, ocorre uma drástica
redução na onda espalhada para trás, porém, a onda espalhada para a frente não será
eliminada, como ilustrado na Figura 2.3. Portanto, um cobertura de invisibilidade não
deve espalhar para frente, nem para trás, como ilustrado na Figura 2.4.

Vale lembrar ainda que um corpo negro, além de não permitir que se enxergue através
dele, re-irradia na faixa do infravermelho, o que pode torná-lo detectável mesmo levando
em conta apenas a direção de retroespalhamento.

2.3 Técnica de cancelamento de espalhamento

Uma onda eletromagnética pode ser descrita através dos momentos de multipolos de uma
fonte irradiante, pois, a partir deles é posśıvel calcular a energia e o momento angular
transportados pela onda [72]. A solução do problema de espalhamento de uma onda
eletromagnética por uma esfera isotrópica pode ser obtida através do método da expansão
em multipolos [72, 73] (ver apêndice A).

A técnica do cancelamento de espalhamento foi proposta por Alú e Engheta em [3], e
é fundamentada na idéia de que o espalhamento por um objeto atingido por uma onda
eletromagnética ocorre devido às polarizações induzidas no mesmo (momentos de dipolo,
quadrupolo, etc.). Quando o comprimento de onda da radiação incidente é muito maior
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Figura 2.2: Um obstáculo é colocado entre duas antenas distantes.

Figura 2.3: Quando o obstáculo é envolvido por uma camada de material absorvente o
espalhamento para trás é eliminado.
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Figura 2.4: Quando o obstáculo é envolvido por uma camada de camuflagem o espal-
hamento é removido completamente.

do que as dimensões da part́ıcula, o modo fundamental, o qual corresponde à irradiação
de um dipolo, é dominante. Se a part́ıcula for envolvida por um cobertura de espessura e
parâmetros constitutivos adequados, as polarizações induzidas na part́ıcula e na cobertura
cancelar-se-ão, como ilustrado na figura 2.5.

Uma cobertura esférica constitúıda de uma única camada esférica de raio externo b,
composta de um material com permissividade relativa εc e permeabilidade relativa µc,
pode ser utilizada para tornar inviśıvel um espalhador esférico de raio a, composto de
um material homogêneo com permissividade relativa ε e permeabilidade relativa µ. Pela
teoria de Mie (ver apêndice A), o campo espalhado por uma onda plana é obtido como a
soma dos harmônicos esféricos com amplitudes complexas cTEn e cTMn [3, 74], em que n é
a ordem do harmônico. Esses coeficientes podem ser escritos na forma a seguir [3]:

cTEn = − UTE
n

UTE
n + iV TE

n

(2.2)

para a polarização TE em relação a direção radial (o campo elétrico não possui componente
radial, mas apenas componentes zenital e azimutal) e

cTMn = − UTM
n

UTM
n + iV TM

n

. (2.3)

para a polarização TM em relação a direção radial (o campo elétrico não possui com-
ponente radial, mas apenas componentes zenital e azimutal), em que o valor de UTM

n ,
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Figura 2.5: As polarizações da part́ıcula e da cobertura de camuflagem cancelam-se mu-
tuamente.

relativo à polarização TM, é real e dado pelo determinante a seguir:

UTM
n =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

jn(ka) jn(kca) yn(kca) 0
j′n(ka)/ε j′n(kca)/εc y′n(kca)/εc 0

0 jn(kcb) yn(kcb) jn(k0b)
0 j′n(kcb)/εc y′n(kcb)/εc j′n(k0b)/εm

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (2.4)

O valor de UTE
n , relativo à polarização TE, é real e dado por uma expressão idêntica

à equação (2.4), apenas com a substituição de ε por µ. Nessas expressões, k, kc e ko, são
os números de onda do espalhador, da cobertura e do vácuo (meio envolvente), respecti-
vamente. Como a seção transversal de espalhamento total é dada por [3]:

σsca =
2π

|k0|2
∞
∑

n=1

(2n+ 1)(|cTEn |2 + |cTMn |2), (2.5)

para que a cobertura de raio b torne o espalhador esférico de raio a inviśıvel, é necessário
que σsca = 0. Essa condição pode ser obtida fazendo UTE

n = 0 e UTE
n = 0. Entretanto,

como explicado anteriormente, para um meio isotrópico não é posśıvel obter σsca = 0, mas
sim σsca ≈ 0.
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Uma versão menos elaborada dessas idéias fora apresentada anteriormente em [75, 76,
77], para os casos em que o corpo apresenta dimensões muito menores do que o compri-
mento de onda da radiação incidente, quando o espalhamento devido às contribuições de
multipolos pode ser desprezado.

Para o caso especial de duas esferas concêntricas, a polarizabilidade, que é definida
como o momento dipolar normalizado pela intensidade de campo incidente, é dada por
[73]

α = 4πb3
(εc − εm)(ε+ 2εc) + f(ε− εc)(εm + 2εc)

(εc + 2εm)(ε+ 2εc) + f(ε− εc)(−2εm + 2εc)
, (2.6)

em que f = (a/b)3, com a e b representando os raios do núcleo e da cobertura; e ε, εc
e εm são as permissividades relativas do núcleo, da cobertura e do meio externo (ar),
respectivamente.

Podemos reduzir o espalhamento eliminando a contribuição de dipolo elétrico, a qual é
mais significativa. Para isso fazemos a polarizabilidade igual a zero (α = 0), o que ocorre
quando é satisfeita a condição mostrada a seguir [73]:

f =
(εc − εm)(ε+ 2εc)

(εc − ε)(εm + 2εc)
. (2.7)

Se o meio externo é o ar (εm = 1), a solução da equação anterior é

εc =
(2ε− 1)f + ε− 2±

√

(4ε2 + 4ε+ 1)f 2 + (4ε2 − 26ε+ 4)f + ε2 + 4ε+ 4

4f − 4
. (2.8)

Para um núcleo feito de ouro, a permissividade relativa ε, na faixa de frequências de
400 a 1000 nanometros é dada pela curva mostrada na figura 2.6 [78]. Se o núcleo é
uma esfera de ouro de raio 250 nm, a permissividade relativa εc de uma cobertura de
raio 300 nm, obtida pela equação (2.8), é dada pela curva mostrada na figura 2.7. Existe
uma segunda solução da equação (2.8) que não será analisada aqui, pois representa uma
estrutura constitúıda de um material absorvedor com elevadas perdas, e que, portanto,
não constitui uma cobertura de invisibilidade. Como a espessura da camada é muito
maior do que 0,5 nm, os efeitos quânticos podem ser desprezados [79].

Na figura 2.8, nós comparamos as seções transversais de espalhamento e de absorção
para um núcleo de ouro sem e com cobertura esférica obtida pela equação (2.8), na
faixa de 400 a 1000 nm. É interessante notar que, não é apenas a seção transversal de
espalhamento que é reduzida, mas também, a seção transversal de absorção. Contudo,
para o exemplo mostrado na figura 2.8, a redução do espalhamento é menor do que 80%
(aproximadamente 7 dB) para qualquer valor de frequência.

Embora o momento dipolar seja dominante, nós constatamos que o espalhamento não
tende a zero, isso ocorre porque as contribuições de multipolos maiores do que o dipolo não
podem ser ignoradas para frequências diferentes de zero. Além disso, a partir da figura
2.8 podemos constatar que essas contribuições tornam-se cada vez mais significativas à
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Figura 2.6: Partes real e imaginária da permissividade relativa do ouro.

medida que frequências maiores são consideradas, reduzindo a eficiência da cobertura de
invisibilidade obtida por aproximação quase-estática.

Se considerarmos part́ıculas menores do que 250 nm na equação (2.8), as contribuições
de multipolos de ordem superior ao dipolo tornam-se menos significativas. Como con-
sequência, maiores reduções de espalhamento podem ser obtidas. Na figura 2.9, é ana-
lisada uma part́ıcula de ouro de raio 80 nm, com ou sem cobertura de espessura 20 nm.
É posśıvel notar que nesse caso maiores reduções de espalhamento são obtidas, sendo que
na frequência de 568 nm, a redução de seção transversal de espalhamento total é de 99,2%
(aproximadamente 21 dB).
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Figura 2.7: Partes real e imaginária da permissividade relativa de uma cobertura esférica
depositada sobre um núcleo de ouro obtida por aproximação quase-estática.
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Figura 2.8: Seções transversais de espalhamento e de absorção de um núcleo de ouro de
raio 250 nm sem e com cobertura esférica de espessura 50 nm obtida pela equação (2.8).
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Figura 2.9: Seções transversais de espalhamento e de absorção de um núcleo de ouro de
raio 80 nm sem e com cobertura esférica de espessura 20 nm obtida por aproximação
quase-estática.
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2.4 Método da transformação de coordenadas

A invisibilidade de um objeto pode ser obtida por transformação de coordenadas [20, 21,
22]. Para entendermos como funciona esse método, é necessário introduzirmos inicial-
mente alguns conceitos. Primeiro, vamos considerar um raio luminoso propagando no
vácuo conforme ilustrado na figura 2.11.

Figura 2.10: Raio luminoso propagando no vácuo.

Nesse caso, foi utilizado o sistema de coordenadas cartesianas. A propagação desse
raio luminoso pode ser descrita através das equação de Maxwell para o vácuo com fontes,
como mostrado a seguir:

∇ · ~E =
ρ

ε0
(2.9)

∇ · ~H = 0
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∇× ~E = −µ0
∂ ~H

∂t

∇× ~H = ~j + ε0
∂ ~E

∂t

onde ~E e ~B são, respectivamente, os vetores intensidade de campo elétrico e indução
magnética. Os parâmetros ε0 e µ0 são, respectivamente, a permissividade elétrica do
vácuo e a permeabilidade magnética do vácuo. As fontes de excitação são representadas
pela densidade de carga ρ e densidade de corrente ~j.

O segundo caso mostrado na figura 2.11 se distingue do primeiro (figura 2.10) apenas
pelo sistema de coordenadas. Esse novo sistema de coordenadas é caracterizado por
conter uma singularidade esférica de raio a substituindo a origem. Para a região externa
à superf́ıcie esférica de raio b, os pontos apresentam as mesmas coordenadas em ambos
os sistemas. No entanto, as situações ilustradas nas figuras 2.10 e 2.11 representam uma
mesma situação f́ısica, ambas descrevem um raio luminoso propagando no vácuo. Por
isso, não ocorre espalhamento em ambos os casos.

O método da transformação de coordenadas baseia-se no conceito de meio de trans-
formação, que representa um meio material cujos efeitos são equivalentes aos produzidos
por uma geometria artificial. Como será explicado mais adiante, uma forma mais exata de
conceituar meio de transformação é: meio material de parâmetros eletromagnéticos ε = µ,
que do ponto de vista dos efeitos eletromagnéticos produzidos, não pode ser diferenciado
do vácuo com geometria de tensor métrico gij.

Uma grande variedade de efeitos pode ser obtida através do método da transformação
de coordenadas [26, 27, 28, 29, 30]. Para cada um desses efeitos um tipo diferente de trans-
formação de coordenadas deve ser utilizado. A invisibilidade é obtida quando utilizamos
um meio de transformação equivalente à geometria mostrada na figura 2.11 [20, 21, 22].
Isso pode ser realizado a partir da escolha dos parâmetros eletromagnéticos do material
localizado em a < r < b capaz de tornar o objeto localizado na região 0 < r < a inviśıvel.
Podemos notar que nesse caso, os raios luminosos não serão espalhados, pois serão guia-
dos através da cobertura de invisibilidade definida na região a < r < b e posteriormente
seguirão suas trajetórias originais na direção de avanço da propagação.

O espaço em que o meio de transformação é definido é dito espaço f́ısico e o espaço que
ele reproduz artificialmente é o espaço virtual. Para obter invisibilidade devemos utilizar
um meio de transformação que reproduza o espaço virtual mostrado na figura 2.10.
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Figura 2.11: Vácuo em sistema de coordenadas com uma singularidade esférica: os raios
incidentes são guiados ao redor de uma singularidade esférica de raio a, através da região
delimitada pelas superf́ıcies esféricas de raio a e b, e seguem a trajetória original na direção
de avanço da propagação.
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2.5 Coberturas de invisibilidade anisotrópicas

As transformações de coordenadas inerentes à obtenção de invisibilidade requerem que
uma superf́ıcie esférica de raio a centrada na origem do espaço f́ısico seja transformada na
origem do espaço virtual. Então, um espalhador contido no interior da superf́ıcie esférica
de raio a centrada na origem do espaço f́ısico, ficará contido no interior da origem do
espaço virtual; ou seja, tornar-se-á inviśıvel. Como a origem pode ser entendida como uma
superf́ıcie esférica de raio igual a zero, então, o que a transformação descrita anteriormente
faz é apenas modificar o raio de uma superf́ıcie esférica; por conseguinte, a utilização do
sistema de coordenadas esféricas mostra-se mais adequada tanto para o espaço f́ısico
quanto para o espaço virtual.

Na figura 2.12, mostramos uma ilustração de como devem ser definidos o espaço f́ısico
e o espaço virtual para a realização da transformação de coordenadas que produz invisi-
bilidade. Podemos escrever essa transformação de coordenadas de acordo com a expressão
a seguir:

θ′ = θ,

φ′ = φ,

r′ = f(r),

f(a) = 0,

f(b) = b. (2.10)

Podemos, em outras palavras, escrever que não deve ocorrer mudança nos ângulos
zenital e azimutal, mas o raio r′ deve ser uma função f(r).

Um problema eletromagnético equivalente ao do espaço f́ısico ilustrado na figura 2.12,
pode ser obtido se em vez de modificarmos a geometria, utilizarmos um meio material de
parâmetros eletromagnéticos dados pela equação, no sistema de coordenadas esféricas, a
seguir (ver apêndice B) [21]:

ε = µ =





f(r)2

r2f(r)
0 0

0 f ′(r) 0
0 0 f ′(r)



 . (2.11)

Em que f ′ é a derivada de f(r) com relação a r. Portanto, a obtenção de invisibilidade
via transformação de coordenadas requer a utilização de materiais anisotrópicos. Para que
tenhamos uma cobertura de invisibilidade, devemos ter permissividades eletricas relativas
radial (εr) e tangencial (εt) e, permeabilidades magnéticas relativas radial (µr) e tangencial
(µt), em função do raio r (a < r < b), dadas por

εr = µr =
f(r)2

r2f ′(r)
(2.12)

εt = µt = f ′(r), (2.13)
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Figura 2.12: Espaços virtual (a) e espaço f́ısico (b) em coordenadas esféricas utilizados
na obtenção de uma cobertura de invisibilidade.

com f(a) = 0 e f(b) = b, onde a e b são os raios das superf́ıcies interna e externa da
cobertura, respectivamente.

Dados os campos elétrico e magnético incidentes, ~Ei = (Ei
r, E

i
θ, E

i
φ) e

~H i = (H i
r, H

i
θ, H

i
φ),

os campos internos à cobertura são dados por [62]:

~Er(r, θ, φ) = f ′(r)Ei
r(r, θ, φ)êr

~Eθ(r, θ, φ) =
f(r)

r
Ei
θ(r, θ, φ)êφ

~Eφ(r, θ, φ) =
f(r)

r
Ei
φ(r, θ, φ)êθ (2.14)

e

~Hr(r, θ, φ) = f ′(r)H i
r(r, θ, φ)êr

~Hθ(r, θ, φ) =
f(r)

r
H i
θ(r, θ, φ)êφ

~Hφ(r, θ, φ) =
f(r)

r
H i
φ(r, θ, φ)êθ. (2.15)

Em que êr, êφ e êθ são os versores das direções radial, azimutal e zenital, respec-
tivamente. Observando as equações (2.7) e (2.13), notamos que os parâmetros eletro-
magnéticos tangenciais são expressos em termos de f(r) e da derivada d

dr
f(r), portanto,
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vemos que a escolha do tipo de transformação de coordenadas é que determina o perfil
dos parâmetros eletromagnéticos da cobertura de invisibilidade.

2.6 Transformação de coordenadas

Vários tipos de transformação de coordenadas relacionados a parâmetros eletromagnéticos
de perfis lineares [20], quadráticos, gaussianos, lorentzianos e hiperbólicos [16] foram pro-
postos na literatura.

Neste trabalho, nós propomos perfis que estejam relacionados às transformações de
coordenadas caracterizadas por:

f ′(r) ∝ 1/rα. (2.16)

A partir de várias simulações constatamos que esse perfil apresentava resultados melho-
res do que outros perfis propostos na literatura.

Como visto anteriormente, os parâmetros eletromagnéticos relativos tangenciais εθ, εφ,
µθ e µφ são iguais a f ′(r). A equação (2.16) fornece perfis que decrescem gradualmente
ao longo do raio e que facilitam o casamento de impedância com o meio envolvente. A
seu turno, os perfis obtidos para os parâmetros eletromagnéticos relativos radiais εr e µr
crescem com o raio e também podem facilmente apresentar casamento de impedância com
o meio.

Integrando a equação (2.16), nós obtemos f(r) dada por

f(r) =

{

b (r/a)
1−α−1

(b/a)1−α−1
se α 6= 1

b ln(r/a)
ln(b/a)

se α = 1
(2.17)

O casamento de impedância com o meio externo (o ar), εr = µr = εt = µt = 1 para
r = b, é obtido pela condição

f ′(b) = 1. (2.18)

Como uma consequência dessa condição, nós temos que

f(r) =

{

bα[(r/a)1−α − 1]/(1− α) se α 6= 1
b ln(r/a) se α = 1

(2.19)

e

f ′(r) =

{

bαaα−1/rα se α 6= 1
b/r se α = 1,

(2.20)

onde a razão b/a é dada por:

b

a
=

{

α
1

α−1 se α 6= 1
e se α = 1.

(2.21)
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Para o perfil dado na equação (2.17) com α = 1, e utilizando a equação (2.14), podemos
obter a distribuição de campos mostrada na figura 2.13.
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Figura 2.13: Distribuição de campos para o perfil proposto neste trabalho com α =
1, obtidos a partir das equações de campo mostradas anteriormente, com valores em
volt/metro, para uma onda plana incidente de amplitude 1 volt/metro.
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2.7 Coberturas de invisibilidade discretizadas

Uma cobertura de invisibilidade isotrópica pode ser obtida através do cancelamento de es-
palhamento, como discutido anteriormente. No entanto, também podemos obtê-la através
de uma estrutura estratificada em múltiplas camadas homogêneas e isotrópicas obtida pela
discretização de uma cobertura de invisibilidade anisotrópica em um número de camadas
igual a 2M. As camadas são constituidas de tipos alternantes de materiais dielétricos (A
e B) (ver figura 2.14) [42, 43].

Dado um meio anisotrópico, sobre uma superf́ıcie em que a permissividade (e a perme-
abilidade) possua componentes radial (εr) e tangencial (εt) e, supondo que essa superf́ıcie
separa dois meios de permissividades (permeabilidades) εA e εB, pela teoria dos meios de
parâmetros efetivos [42, 43], podemos obter as seguintes expressões para o cálculo de εr e
εt, em termos de εA e εB:

εt =
εA + εB

2
(2.22)

e

εr =
2εAεB
εA + εB

. (2.23)

Combinando as equações (2.22) e (2.23) podemos obter os valores de εA e εB, os quais
são dados por

εA = εt(1−
√

1− εr
εt
) (2.24)

e

εB = εt(1 +

√

1− εr
εt
). (2.25)

Equações análogas a essas podem ser obtidas para a permeabilidade, portanto, os
parâmetros eletromagnéticos que caracterizam as camadas da cobertura ilustrada na
figura 2.14 são dados por:

εAk
= µAk

= εt(rAk
)

[

1−
√

1− εr(rAk
)

εt(rAk
)

]

(2.26)

e

εBk
= µBk

= εt(rBk
)

[

1 +

√

1− εr(rBk
)

εt(rBk
)

]

, (2.27)

onde k = 1, 2, ...,M . Assim, utilizando os valores de permissividade e permeabilidade
fornecidos pelas equações 2.26 e 2.27, é posśıvel obter uma aproximação para uma estru-
tura anisotrópica, como aquela que constitui uma cobertura perfeitamente inviśıvel.
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Os valores de rAk
e rBk

podem ser obtidos, por exemplo, através das equações a seguir:

rAk
=
r2k + r2k−1

2
(2.28)

e

rBk
=
r2k+1 + r2k

2
, (2.29)

para k = 1, 2, ...,M .
O valor de rj (j = 2k − 1, j = 2k ou j = 2k + 1) é dado por:

rj = a+ (j − 1)∆r, (2.30)

com j = 1, 2, ..., 2M+1, em que ∆r é o incremento radial e a é o raio da superf́ıcie esférica
interna da cobertura.

Para obter o incremento radial ∆r devemos dividir a espessura da cobertura b−a, em
que b é o raio da superf́ıcie esférica externa da cobertura, pelo número de camadas 2M ,
como resultado é encontrado o valor:

∆r =
b− a
2M

. (2.31)

Neste trabalho, nós denominaremos os raios rAk
e rBk

obtidos, respectivamente, através
da equações (2.28) e (2.29) de ”raios efetivos”. Os raios obtidos a partir da equação (2.30)
serão denominados de ”raios discretos”.

Como é posśıvel notar, a partir das equações (2.26) e (2.27), as coberturas discretizadas
requerem materiais que possuam valores de permisividade e permeabilidade relativas
iguais: εAk

= µAk
= εt(rAk

) e εBk
= µBk

= εt(rBk
); o que não ocorre para coberturas

estratificadas, em que geralmente esses valores são diferentes.
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Figura 2.14: Cobertura de invisibilidade discretizada em um número de camadas igual a
2M. As camadas azuis representam o dielétrico do tipo A, as camadas vermelhas represen-
tam o material do tipo B, a esfera verde é o núcleo da estrutura. Para não sobrecarregar
a figura, foram colocadas as partes cinzas, que representam conjuntos com um número
finito de pares de camadas dos dielétricos A e B.
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Caṕıtulo 3

Validação dos métodos de análise

Neste caṕıtulo, nós apresentamos a validação do algoritmo computacional utilizado em
nossas análises, o qual é baseado no método da matriz de transição para a solução do
espalhamento eletromagnético por uma esfera estratificada em múltiplas camadas. To-
das as camadas esféricas são dielétricas, a exceção da mais interna (o núcleo) que pode
ser dielétrica ou condutora eletricamente perfeita (PEC). Mais detalhes sobre a imple-
mentação do método podem ser obtidas no Apêndice C.

3.1 Validação para as análises de campo próximo

As análises de campo próximo foram baseadas no cálculo da seção transversal de radar
e da seção transversal de espalhamento total. A seção transversal de espalhamento total
por ser representada por um único número a cada simulação, diferentemente da seção
transversal de radar que apresenta um valor diferente para cada par (θ, φ), portanto, a
seção de espalhamento total é mais apropriada para ser utilizada como função objetivo a
ser minimizada, assim como, para analisar o espalhamento em termos da frequência. Por
sua vez, a seção transversal de radar pode ser utilizada em uma análise mais minuciosa
do espalhamento, com relação as diferentes direções (θ, φ), sendo posśıvel perceber se
juntamente com a redução total do espalhamento ocorreu ou não redução em uma direção
espećıfica, como a de retroespalhamento ou de espalhamento para frente.

3.1.1 Seção transversal de radar

A precisão do método pode ser ilustrada na figura 3.1, na qual os resultados apresenta-
dos em [43] são comparados aos obtidos em nossas simulações para o mesmo problema
(espalhamento por uma esfera em que um núcleo PEC é coberto por múltiplas camadas
dielétricas homogêneas e isotrópicas), nos casos em que o número de camadas são 2M =
40 e 2M = 200 com núcleo PEC, e para uma esfera PEC sem cobertura. É importante
notar que os valores de seção transversal de radar em [43] foram convertidos de dBsm para
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dB, em que os valores em dB estão relacionados a seção transversal de radar normalizada
pela seção geométrica. A conversão foi realizada a partir da equação a seguir:

[

σ(θ, φ)

σg

]

dB

=

[

σ(θ, φ)

σg

]

dBsm

− 10 log10
[

π a2
]

. (3.1)

Onde a é o raio da esfera PEC correspondente ao núcleo. O resultados apresentados no
artigo [43] são obtidos para um raio do núcleo igual a a = 0, 15m. Assim, os valores em
dB foram obtidos a partir dos valores em dBsm através da expressão:

[

σ(θ, φ)

σg

]

dB

=

[

σ(θ, φ)

σg

]

dBsm

+ 11.507. (3.2)

Esse problema refere-se ao espalhamento eletromagnético por uma cobertura de invisi-
bilidade isotrópica obtida por discretização de uma cobertura de invisibilidade anisotrópica,
em camadas homogêneas. Maiores detalhes sobre esse tipo de estrutura são fornecidas no
caṕıtulo dedicado à coberturas de invisibilidade ou, consultando o artigo [43].
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Figura 3.1: Seção transversal de radar normalizada pela pela seção transversal de
geométrica em função do ângulo de espalhamento no plano xz.

31



3.1.2 Seção transversal de espalhamento total

Utilizando o algoritmo para o espalhamento por uma esfera estratificada em múltiplas
camadas (método da matriz de transição), foi obtida a seção transversal de espalhamento
total normalizada pela seção transversal geométrica para uma esfera dielétrica, de per-
missividade elétrica relativa ε1 = 2, 0 em função do parâmetro de comprimento x1 =

2πr
λ
,

para uma esfera coberta por três camadas de materiais dielétricos. Os valores adotados
para as camadas dielétricas foram: ε2 = 3, 0 e x2 = x1 + 0, 3; ε3 = 2, 9 e x3 = x2 + 0, 2;
ε4 = 2, 8 e x4 = x3 + 0, 2. Esses resultados podem ser visualizados na figura 3.2, e estão
de acordo com os apresentados em [1].

Figura 3.2: Seção transversal de espalhamento total normalizada pela seção transversal
geométrica como função de x1 =

2πr
λ

para uma esfera dielétrica sem cobertura e para uma
esfera coberta por três camadas dieléticas.
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3.1.3 Distribuição espacial de campo elétrico

Com a finalidade de validar nosso código com relação aos resultados obtidos para os
campos eletromagnéticos calculados a partir das equações apresentadas no apêndice C,
nós comparamos os campos eletromagnéticos totais, resultantes da superposição das ondas
eletromagnéticas incidente e espalhada, utilizando dois diferentes métodos: o método da
matriz de transição (apresentado no Apêndice C) e o método das diferenças finitas no
domı́nio do tempo (discutido no apêndice D). Nesses exemplos, o campo elétrico incidente
de amplitude 1 volt/metro está polarizado na direção x e a onda propaga na direção z.

O obstáculo considerado na comparação dos métodos é uma esfera de raio igual a λ/6
(onde λ/ é o comprimento de onda da radiação incidente) de permissividade elétrica rela-
tiva igual a 30 e condutividade elétrica igual a 0, 3S/m coberta por duas camadas esféricas
de espessura λ/12, de permissividades elétricas relativas iguais a 10 e 20 e condutividades
elétricas iguais a 0, 1S/m e 0, 2S/m. Esses detalhes relativos ao obstáculo estão ilustrados
na Figura 3.3.

As distribuições das componentes de campo elétrico Ex no plano H e do campo
magnético Hy no plano E, obtidas pelo método da matriz de transição, são mostradas,
respectivamente, nas figuras (3.4) e (3.6). Essas distribuições de campo correpondem a
parte real do campo elétrico fasorial obtido com o método da matriz de transição. Pode-
mos compará-las as distribuições das componentes de campo elétrico Ex no plano H e
do campo magnético Hy no plano E, obtidas pelo método FDTD, mostradas, respecti-
vamente, nas figuras (3.5) e (3.7). No método FDTD, essas distribuições de campo são
obtidas no domı́nio do tempo e posteriormente passadas para o domı́nio da frequência
através da transformada de Fourier. Nas figuras (3.4), (3.6), (3.5) e (3.7), as escalas estão
em volt/metro.

Na figura 3.8, é mostrada a distribuição da componente de campo elétrico Ex ao longo
do eixo z de uma esfera de raio igual a λ/6 de permissividade elétrica relativa igual a 30
e condutividade elétrica igual a 0, 3S/m coberta por duas camadas esféricas de espessura
λ/12 de permissividades elétricas relativas iguais a 10 e 20 e condutividades elétricas
iguais a 0, 1S/m e 0, 2S/m.

Notamos que, o cálculo dos campos, realizado em nosso código a partir das equações
apresentadas no apêndice C está de acordo com o que é obtido pelo método FDTD
apresentado no apêndice D.
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Figura 3.3: Esfera estratificada em três camadas dielétricas utilizada para validar os
resultados obtidos para as distribuições de campo.
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Figura 3.4: Distribuição da componente de campo elétrico Ex no plano H obtida pelo
método da matriz de transição.
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Figura 3.5: Distribuição da componente de campo elétrico Ex no plano H obtida pelo
método FDTD.
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Figura 3.6: Distribuição da componente de campo magnético Hy no plano E obtida pelo
método da matriz de transição.
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Figura 3.7: Distribuição da componente de campo magnético Hy no plano E obtida pelo
método FDTD.
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Figura 3.8: Distribuição da componente de campo elétrico Ex ao longo do eixo z obtida
pelos métodos da matriz de transição e por FDTD.
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3.2 Transformada inversa de Fourier

Na figura 3.9, nós mostramos uma comparação entre as distribuições de campo elétrico no
domı́nio do tempo, a quais foram obtidas através dos métodos FDTD e IDFT+Matriz-T.
Tanto o eixo da horizontal (eixo y) quanto o vertical (eixo z) são mostrados entre -λ e
+λ. O diâmetro da esfera é λ. O campo incidente está orientado na direção x e a onda
propaga na direção z. A permissividade elétrica relativa da esfera é 3 e a permeabilidade
magnética relativa é 2. O raio da esfera é de 1m. Foi utilizado um incremento temporal
dt = 0.953× 10−9.

A transformada inversa de Fourier discreta é dada por

x(tn) =
1

N

N−1
∑

k=0

X(ωk)e
iωktn , n = 0, 1, 2, . . . , N − 1, (3.3)

onde i =
√
−1 é a unidade imaginária, ωk é uma das frequências consideradas no cálculo

da transformada inversa e, N é o número de frequências consideradas. Nesse caso, o sinal é
discreto no domı́nio da frequência, resultando em um sinal periódico no domı́nio do tempo.
A fim de evitar superposição das formas de onda no domı́nio do tempo, é necessário
obter grandes peŕıodos, o que pode ser feito reduzindo o incremento de frequência e
aumentando o número de frequências consideradas. Nós aumentamos gradualmente o
número de frequências consideradas, até que os valores de x(tn) convergissem a valores
precisos.

Foi analisado o espalhamento eletromagnético no domı́nio do tempo para um pulso
cosseno modulado por gaussiana, dado por:

g(t) = cos(ωct)e
−t2

τ2 (3.4)

Com τ = 6, 4× 10−9. A transformada de Fourier desse pulso é dado por:

G(ω) =
τ
√
π

2
e−

t2(ω−ωc)
2

4 +
τ
√
π

2
e−

t2(ω+ωc)
2

4 . (3.5)

As amplitudes do pulso gaussiano no domı́nio da frequência foram utilizadas como ampli-
tudes dos campos incidentes no método da matriz de transição (matriz-T), a fim de obter
os campos totais no domı́nio da frequência, os quais foram convertidos para o domı́nio do
tempo através da transformada inversa de Fourier.

Comparando os resultados mostrados na figura 3.9, verificamos que os resultados obti-
dos por transformada inversa de Fourier estão de acordo com aqueles obtidos por FDTD.
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Figura 3.9: Comparação entre as distribuições de campo elétrico no domı́nio do tempo, a
quais foram obtidas através dos métodos FDTD e IDFT-matriz-T.
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Caṕıtulo 4

Invisibilidade em microondas via
coberturas discretizadas

Nós utilizamos a técnica do enxame de part́ıculas (PSO) para projetar coberturas de
invisibilidade esféricas constitúıdas de múltiplas camadas homogêneas e isotrópicas, as
quais foram obtidas pela discretização de coberturas anisotrópicas, com base na teoria de
meios de parâmetros efetivos [42, 43].

A redução da espessura e do número de camadas da cobertura é importante para
facilitar a sua realização prática. Por outro lado, tal procedimento diminui o desempenho
dessas estruturas. Utilizando técnicas de otimização é posśıvel obter coberturas de menor
espessura com um número reduzido de camadas e com seção transversal de espalhamento
total mı́nima.

A teoria de meios de parâmetros efetivos permite que uma estrutura constitúıda de
múltiplas camadas de materiais homogêneos e isotrópicos seja utilizada como aproximação
para uma estrutura de material heterogêneo e anisotrópico. Essas aproximações de materi-
ais são utilizadas, por exemplo, para obter modelos de subcélula no método das diferenças
finitas [80, 81, 82].

A idéia por trás dessas aproximações é que os fluxos em uma dada seção transversal
perpendicular a uma superf́ıcie entre dois meios de materiais com parâmetros efetivos
possam ser utilizados para obter uma aproximação para o fluxo médio no material, na
mesma seção transversal. Além disso, a aproximação deve levar em conta também o
gradiente de potencial na direção normal à superf́ıcie entre os meios de materiais de
parâmetros efetivos. Para isso, basta que a diferença de potencial entre dois pontos
localizados em lados diferentes da superf́ıcie de contato entre os meios seja dada pela
soma das diferenças de potencial entre cada um dos pontos e um ponto localizado na
superf́ıcie.

A obtenção de aproximações pela teoria de meios efetivos pode tornar-se bastante
complexa, exigindo o cálculo de integrais complicadas para que os parâmetros efetivos
sejam obtidos [80]. Todavia, métodos simplificados também estão dispońıveis na liter-
atura [82]. Em geral, as soluções mais elaboradas fornecem melhores resultados do que
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as soluções simplificadas. Entretanto, para o tipo de problema analisado aqui apenas
métodos simplificados têm sido utilizados [42, 43].

Nosso objetivo nesse caṕıtulo será ajustar os parâmetros eletromagnéticos e geométricos
das camadas do meio de parâmetros efetivos para que uma melhor aproximação para o
meio de material anisotrópico seja obtida. Para realizar esse ajuste nós utilizaremos a
técnica de otimização por enxame de part́ıculas.

Algumas técnicas já foram propostas para melhorar a aproximação de coberturas
esféricas anisotrópicas por coberturas esféricas isotrópicas [41]. Contudo, não houve uma
redução considerável no número de camadas, sendo necessário utilizar um número supe-
rior a 80 camadas para que a redução da seção transversal de radar de um objeto seja
significativa (acima de 20 dB).

Para melhorar o processo de discretização, nós propomos, neste caṕıtulo, novas formas
de calcular tanto as ”posições para as camadas anisotrópicas”quanto os ”raios discretos”.
Essas novas formas permitem ajustar melhor os parâmetros geométricos envolvidos na
teoria de meios de parâmetros efetivos.

Afirmaremos que uma aproximação é melhor do que as demais quando ela possuir
menor valor de seção transversal de espalhamento total. Essa idéia é justificada pelo fato
de que neste caso, a seção transversal de espalhamento total apresenta um valor mais
próximo de zero, que é o valor obtido por uma cobertura anisotrópica.

Dessa forma, obter uma melhor aproximação para uma cobertura anisotrópica, uti-
lizando uma cobertura discretizada, depende da nossa capacidade de minimizar a seção
transversal de espalhamento total. Para alcançar essa meta, utilizaremos a técnica de
otimização por enxame de part́ıculas (PSO).

Neste caṕıtulo, restringiremos nossas análises a faixa de microondas, uma vez que
coberturas discretizadas requerem materiais com permeabi- lidade diferente da perme-
abilidade do vácuo, o que é dif́ıcil de obter na faixa óptica.

4.1 Caso 1: ”raios discretos”como parâmetros

de busca

A discretização de um cobertura de invisibilidade anisotrópica pode ser feita nos espaços
f́ısico (a < r < b) [43] ou virtual (0 < f(r) < b) [41]. Resultados significativamente
melhores são obtidos no segundo caso, pois a discretização leva em conta as variações dos
parâmetros materiais ao longo do raio, discretizando mais onde os parâmetros variam e
discretizando menos onde os parâmetros variam menos.

Como visto anteriormente coberturas isotrópicas são obtidas de coberturas anisotrópicas
através da discretização em 2M camadas isotrópicas, sendoM camadas do dielétrico tipo
A e M camadas do dielétrico do tipo B, as quais aparecem ao longo do raio de forma
alternada.
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4.1.1 Discretização do espaço f́ısico

O espaço virtual é definido no sistema de coordenadas (f(r), θ′, φ′) e o espaço f́ısico no
sistema de coordenadas (r, θ, φ), conforme ilustrado na figura 2.12.

A discretização no espaço f́ısico utiliza o incremento radial ∆r, o qual pode ser calcu-
lado como:

∆r =
b− a
2M

, (4.1)

onde a é o raio da superf́ıcie interna e b é o raio da superf́ıcie externa da cobertura
de invisibilidade. Dessa forma, a posição radial r ao longo do raio no espaço f́ısico é
discretizada em valores rl (raios discretos) de acordo com a equação a seguir:

rl = a+ (l − 1)∆r = a+ (l − 1)
b− a
2M

(4.2)

para l = 1, 2, ..., 2M + 1.

4.1.2 Discretização do espaço virtual

O incremento radial ∆f no espaço virtual é dado por:

∆f =
b

2M
, (4.3)

onde b é o raio da superf́ıcie externa da cobertura de invisibilidade. Dessa forma, a posição
radial f(r) ao longo do raio no espaço virtual é discretizada em valore fl de acordo com
a equação a seguir:

fl = l∆f = l
b

2M
, (4.4)

para l = 1, 2, ..., 2M + 1. Então, de (2.19), nós obtemos o raio discreto rl de cada uma
das camadas l (l = 1, 2, ..., 2M + 1):

rl =

{

a[ l−1
2M

1−α
α

+ 1]
1

1−α se α 6= 1

a e
l−1
2M se α = 1

(4.5)

Essa não é a única forma posśıvel de discretizar a cobertura. Outras formas de dis-
cretização podem ser utilizadas na tentativa de encontrar melhores aproximações para
coberturas anisotrópicas, através da teoria de meios de parâmetros efetivos.

4.1.3 Discretização proposta no presente trabalho

As formas de discretização apresentadas anteriormente, utilizam um incremento radial que
é constante ao longo do raio ou no espaço f́ısico ou no espaço virtual. Porém, nada nos im-
pede de utilizarmos incrementos radiais que variam ao longo do raio tanto no espaço f́ısico
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quanto no espaço virtual. Utilizando incrementos radiais que não são constantes temos
mais possibilidades de ajuste dos raios discretos, a fim de obtermos melhores resultados.

Neste caṕıtulo, nós propomos a utilização de raios discretos rl dados pela equação a
seguir:

rl = rl−1 + (b− a) pl−1
∑2M

l=1 pl
, (4.6)

onde l = 2, 3, ..., 2M + 1 e r1 = a. O conjunto {pl}, com l = 1, 2, ..., 2M e pl ∈ [1, P ],
representa um conjunto de parâmetros de busca ao qual nos referiremos como ”caso 1”.
Usando (4.6) nós temos que o maior incremento radial é P vezes maior do que o menor
incremento radial no espaço f́ısico. Dessa forma, podemos garantir que as espessuras das
camadas variem com uma certa uniformidade, não sendo permitidas camadas muito mais
finas ou muito mais espessas do que as demais.

4.2 Caso 2: ”posições para as camadas anisotrópicas”

como parâmetros de busca

Considere as ”posições para as camadas anisotrópicas”das camadas, rAk
e rBk

, relativos
às camadas Ak e Bk, que representam os dois tipos alternantes de dielétricos utilizados
na discretização da cobertura anisotrópica. Em que a expressão: ”posições para as ca-
madas anisotrópicas”está sendo utilizada de acordo com a nomenclatura utilizada em
[41]. A partir das ”posições para as camadas anisotrópicas”é posśıvel realizar o cálculo
dos parâmetros eletromagnéticos das camadas εAk

, µAk
, εBk

e µBk
, os quais são dados

por:

εAk
= µAk

= εt(rAk
)

[

1−
√

1− εr(rAk
)

εt(rAk
)

]

(4.7)

e

εBk
= µBk

= εt(rBk
)

[

1 +

√

1− εr(rBk
)

εt(rBk
)

]

. (4.8)

4.2.1 Cálculo das ”posições para as camadas anisotrópicas”como
ponto médio dos raios discretos

As ”posições para as camadas anisotrópicas”das camadas Ak e Bk para k = 1, 2, ...,M ,
utilizados nas equações (4.7) e (4.8), podem ser obtidos como o ponto médio entre os raios
discretos das camadas [41], sendo nesse caso expressos na forma mostrada a seguir:

rAk
=
r2k + r2k−1

2
(4.9)
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e

rBk
=
r2k+1 + r2k

2
. (4.10)

4.2.2 Cálculo das ”posições para as camadas anisotrópicas”coincidindo
com os raios discretos

As ”posições para as camadas anisotrópicas”também podem ser escolhidos como sendo
coincidentes com os raios discretos, nesse caso tem-se que eles são expressos da maneira
mostrada a seguir [43]:

rAk
= r2k (4.11)

e

rBk
= r2k+1. (4.12)

4.2.3 Cálculo das ”posições para as camadas anisotrópicas”proposto
no presente trabalho

Todavia, a fim de tenhamos uma maior flexibilidade da escolha das ”posições para as
camadas anisotrópicas”, permitindo que melhores aproximações por meios de parâmetros
efetivos sejam obtidas, nós utilizaremos as ”posições para as camadas anisotrópicas”calculados
pelas expressões a seguir:

rAk
= ql−1rl + (1− ql−1)rl−1 (4.13)

e

rBk
= qlrl+1 + (1− ql)rl, (4.14)

onde l = 2k, ql ∈ [0, 1] e k = 1, 2, ...,M .
As equações (4.13) e (4.14) permitem a ”posição para a camada anisotrópica”de uma

dada camada seja obtido como um ponto intermediário entre os raios discretos das su-
perf́ıcies esféricas que delimitam a camada.

Se fizermos ql−1 = 1 nas equações (4.13) e (4.14), serão obtidas as equações (4.11) e
(4.12), respectivamente. Portanto, a escolha ql−1 = 1 faz com que as ”posições para as
camadas anisotrópicas”coincidam com os raios discretos das camadas.

Por outro lado, se fizermos ql−1 = 0 nas equações (4.13) e (4.14), serão obtidas
”posições para as camadas anisotrópicas”que coincidem com os raios discretos das ca-
madas anteriores, isto é: a ”posição para a camada anisotrópica”da primeira camada
da cobertura (rA1) será igual ao raio discreto do núcleo (r1), a ”posição para a camada
anisotrópica”da segunda camada da cobertura (rB1) será igual ao raio discreto da primeira
camada da cobertura (r2), e assim por diante.
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Se fizermos ql−1 = 0, 5 nas equações (4.13) e (4.14), serão obtidas as equações (4.9)
e (4.10), respectivamente. Portanto, a escolha ql−1 = 0, 5 faz com que as ”posições para
as camadas anisotrópicas”de uma dada camada sejam as médias dos raios discretos das
superf́ıcies esféricas que delimitam essa camada.

As fórmulas de cálculo para as ”posições para as camadas anisotrópicas”apresentadas
nas equações (4.13) e (4.14), possibilitam que as ”posições para as camadas anisotrópicas”rAk

e rBk
sejam definidos como pontos intermediários, respectivamente, dos intervalos [r2k−1,r2k]

e [r2k,r2k+1]. Assim, as possibilidades de ajuste para a teoria de meios de parâmetros efe-
tivos aumenta consideravelmente, uma vez que para cada camada podemos ter uma forma
diferente de calcular as ”posições para as camadas anisotrópicas”.

Portanto, nós obtivemos {ql}, com l = 1, 2, ..., 2M , como um segundo conjunto de
parâmetros de busca, o qual será utilizado para minimizar a seção transversal de espal-
hamento total utilizando a técnica de otimização do PSO. A esse segundo conjunto de
parâmetros de busca, nos referiremos como ”caso 2”.

4.3 Comparações entre o caso 1 e o caso 2

Neste caṕıtulo, foi analisado o espalhamento por uma esfera constitúıda de material con-
dutor (PEC) com raio igual ao comprimento de onda da radiação incidente. Apesar
de terem sido utilizados parâmetros de comprimento normalizados pelo comprimento de
onda, as análises restringem-se à faixa de microondas, uma vez que permeabilidades difer-
entes da unidade são necessárias, e tais valores de permeabilidade dificilmente são obtidos
na faixa óptica.

Reduções acima de 20 dB para a seção transversal de espalhamento total foram obtidas
utilizando a técnica de otimização por enxame de part́ıculas, para coberturas isotrópicas
de 20 camadas. A seguir serão apresentadas análises de campo próximo e de campo
distante realizadas, respectivamente, através de curvas de seção transversal de radar e de
distribuições de campo elétrico.

Na figuras 4.1, 4.2 e 4.3, nós comparamos as curvas de seção transversal de radar
normalizada pela seção transversal geométrica em função do ângulo de espalhamento nos
planos xz, yz e xy. Nós podemos ver que os resultados obtidos por PSO (”caso 1”e ”caso
2”) apresentam uma drástica redução no espalhamento eletromagnético. A cobertura de
invisibilidade obtida de acordo com a literatura (como indicado na legenda), refere-se a
cobertura obtida pela técnica melhorada proposta em [41], mas com o mesmo número de
camadas utilizados para as demais simulações (20 camadas).

A partir dessas figuras podemos constatar que as coberturas otimizadas por PSO,
tanto para o ”caso 1”quanto para o ”caso 2”, apresentaram curvas de seção transversal de
radar com redução acima de 20 dB para todas as direções, nos três planos considerados. É
importante ressaltar que embora a otimização seja feita com a seção transversal de espal-
hamento total, a qual também foi reduzida, só é posśıvel afirmar que a estrutura realmente
é uma cobertura de invisibilidade se for constatada a redução do espalhamento de forma
significativa, em todas as direções, inclusive nas direções de espalhamento para frente e de
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retroespalhamento. Portanto, analisando as figuras 4.1, 4.2 e 4.3, podemos constatar que
coberturas de invisibilidade eficientes foram obtidas com um número reduzido de camadas
(20 camadas).
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Figura 4.1: Seção transversal de radar normalizada pela seção transversal geométrica em
função do ângulo de espalhamento no plano xz.
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Na figuras 4.4, 4.5 e 4.6, nós mostramos a distribuição espacial do campo elétrico para
uma esfera de PEC com r1=λ em três casos: (a) para uma esfera de PEC sem cober-
tura, (b) para um cobertura utilizando a técnica proposta em [41] e (c) para o cobertura
otimizada (”caso 1”) proposta aqui. Note que não existe perturbação percept́ıvel na onda
incidente para o cobertura otimizada.

Analisando essas figuras verificamos que com apenas 20 camadas, não é posśıvel obter
estruturas que sejam eficientemente inviśıveis, utilizando as técnicas dispońıveis na liter-
atura [41]. Contudo, a partir das técnicas apresentadas aqui, foram obtidas coberturas
de invisibilidade eficientes (com apenas 20 camadas), capazes de não perturbar o meio,
quando por ele se propaga uma onda eletromagnética.

Como comentamos anteriormente, a interpretação f́ısica para o fato de que melhores re-
sultados são obtidos quando diferentes escolhas de parâmetros para a obtenção de meios
efetivos são utilizadas (como os parâmetros do ”caso 1”e do ”caso 2”propostos aqui),
está relacionada a uma melhor reorganização dos fluxos dentro das camadas e do gra-
diente de potencial ao longo do raio, produzindo uma melhor aproximação para o meio
anisotrópico. Contudo, a interpretação f́ısica dada pela técnica de cancelamento de espal-
hamento também é válida. Segundo essa interpretação, uma cobertura isotrópica torna-se
inviśıvel devido ao cancelamento dos campos espalhados produzidos pelos diferentes mul-
tipolos induzidos nas diversas camadas que compõem a estrutura, quando um campo
eletromagnético incidente está presente.

Valores otimizados para os parâmetros apresentados nas equações 4.6 (caso 1), 4.13
(caso 2) e 4.14 (caso 2), obtidos via PSO, são mostrados na tabela 4.1.

Na tabela 4.2, é mostrada a redução média da seção transversal de espalhamento
total da cobertura de invisibilidade do ”caso 1”para diferentes variações de parâmetros.
Notamos que para variações de até 2% nos parâmetros eletromagnéticos obtidos para as
camadas, a média de reduções de seção transversal de espalhamento total ainda é menor
do que 20 dB. Portanto, vemos que as coberturas de invisibilidade obtidas aqui apresentam
uma sensibilidade a variação de parâmetros aceitável, o que é outro requisito importante
para que essas estruturas sejam fact́ıveis.

Cada um dos resultados apresentados na tabela 4.2, foi obtido a partir da média da
variação de seção transversal de espalhamento total ∆σsca em decibéis, para 2000 sim-
ulações com parâmetros eletromagnéticos que apresentam variações máximas em percent-
agem de ∆εr com relação aos parâmetros eletromagnéticos ótimos obtidos para o ”caso
1”. Sem essas perturbações a redução é de 26,22 dB. Para essa análise foram realizadas
20000 simulações.

O PSO foi configurado com os seguintes valores: número de part́ıculas igual a 1000,
número de iterações igual a 1000 e 21 variáveis. Uma das variáveis é a mesma tanto no
”caso 1”quanto no ”caso 2”, e corresponde ao valor de α que aparece na equação (2.16).
Para o ”caso 1”, as variáveis são os valores de {pl}, para l = 1, 2, ..., 20. Para o ”caso
2”, as variáveis são os valores de {ql}, para l = 1, 2, ..., 20. Os demais parâmetros de
configuração do PSO são aqueles apresentados no apêndice F.
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Figura 4.4: Distribuição espacial do campo elétrico para uma esfera de PEC com r1=λ
para uma esfera sem cobertura
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Figura 4.5: Distribuição espacial do campo elétrico para uma esfera de PEC com r1=λ
usando as técnicas propostas em na literatura
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Figura 4.6: Distribuição espacial do campo elétrico para uma esfera de PEC com r1=λ
para o caso 1 proposto aqui.
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Tabela 4.1: Valores otimizados para os parâmetros apresentados nas equações 4.6, 4.13 e
4.14, obtidos via PSO.

p1 1.0000322 q1 0.99402988

p2 1.9573383 q2 5.71277769E-06

p3 2.3665304 q3 0.40558136

p4 2.4637742 q4 0.58739233

p5 2.6236758 q5 2.08408497E-02

p6 3.1372926 q6 9.83838513E-02

p7 3.0949275 q7 0.0000000

p8 3.8768449 q8 0.33959588

p9 3.1414609 q9 0.39255771

p10 2.6668687 q10 0.15491971

p11 2.2503004 q11 0.27017230

p12 3.2402809 q12 4.69684787E-02

p13 3.6963906 q13 0.14206879

p14 3.1345472 q14 6.34407566E-04

p15 1.4965906 q15 0.89291263

p16 2.3817937 q16 0.99259722

p17 3.8302257 q17 0.96351773

p18 3.9955389 q18 0.23442300

p19 3.1001663 q19 0.99978071

p20 1.8353270 q20 0.91070235
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Tabela 4.2: Redução média da seção transversal de espalhamento total da cobertura de
camuflagem do ”caso 1”para diferentes variações de parâmetros.

∆εr% ∆σsca(dB)

± 0,5 -25.675

± 1,0 -23.651

± 2,0 -20.467

± 3,0 -17.244

± 4,0 -15.416

± 5,0 -13.518

± 10,0 -7.8669

± 15,0 -4.2853

± 20,0 -2.7335

± 25,0 -0.48756
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Caṕıtulo 5

Invisibilidade em microondas via
coberturas discretizadas
constitúıdas de materiais dispersivos

Na maioria dos trabalhos em que coberturas discretizadas são analisadas, os efeitos de
dispersão são desconsiderados [16, 41, 43, 55, 62]. Contudo, efeitos dispersivos devem
ser levados em conta, pois, tais coberturas são constitúıdas de materiais com parâmetros
elétricos relativos menores do que a unidade (εr, µr < 1) [2].

A análise de efeitos de dispersão é importante para solucionar problemas relacionados
à resposta dinâmica e à largura de banda de operação de dispositivos de invisibilidade
[60, 61]. Quando um pulso incidir sobre um dispositivo de invisibilidade, as velocidades
de grupo ao longo da distância radial apresentam valores diferentes devido aos efeitos de
dispersão, produzindo deformação das frentes de onda [83].

Portanto, a consideração de efeitos de dispersão é fundamental na concepção de dis-
positivos de invisibilidade capazes de funcionar não apenas em uma única frequência, mas
em uma certa faixa de frequências [62].

Anteriormente, nós realizamos o projeto de duas coberturas de invisibilidade através
da otimização com a técnica PSO. Para isso foram utilizados dois diferentes tipos de
conjuntos de parâmetros, em duas situações que denominamos ”caso 1”e ”caso 2”. Nós
agora propomos uma técnica para obter uma cobertura de invisibilidade dispersiva, a
partir da cobertura otimizada do ”caso 1”.

Nas simulações nós utilizamos um número de camadas igual a 2M = 20 depositadas
sobre um núcleo esférico constitúıdo de PEC com raio igual a r = λ. Inicialmente, os
mesmos parâmetros eletromagnéticos ótimos do ”caso 1”foram utilizados. A medida que
pequenas variações foram feitas em r/λ, pequenos intervalos de parâmetros de busca
centrados nos parâmetros ótimos do ”caso 1”foram utilizados em otimizações por PSO.
Dessa forma, foram obtidos perfis de parâmetros eletromagnéticos em função de r/λ sem
variações abruptas.
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5.1 Algoritmo utilizado no cálculo dos parâmetros

eletromagnéticos das coberturas dispersivas

Ao todo foram feitas 40 simulações para diferentes valores da razão r/λ variando de 0,05
até 2,0, com espaçamento de 0,05. Ao final foi utilizada a função ”spline”do programa livre
octave para fazer o ajuste de curvas, a fim de que pudessemos utilizar um número grande
de frequências, permitindo que fosse posśıvel analisar de maneira eficiente a variação da
taxa de redução da seção transversal de espalhamento em função da frequência. Pois, se
utilizassemos apenas os 40 pontos para os quais foram feitas as otimizações com o PSO, ex-
istiria uma quantidade grande de informação a qual nós não conheceŕıamos com exatidão,
por exemplo, entre dois pontos com redução maior do que 20 dB haveria um intervalo em
r/λ de 0,05, no qual poderia existir um pico com elevado valor de espalhamento, o qual
passaria despercebido. Utilizamos ajuste de curvas em vez de interpolação a fim de obter
uma curva mais suave.

5.2 Parâmetros eletromagnéticos em função da

frequência para as coberturas dispersivas

Curvas de permissividade eletrica relativa em função da frequência para as camadas de
dielétrico do tipo A da cobertura discretizada dispersiva são mostradas na figura 5.1.
Percebemos que esses valores são fact́ıveis, sendo definidos no intervalo de 1,5 a 9,0. A
camada de número ”1”, é a camada que está depositada diretamente sobre o núcleo de
PEC, e camada de número ”19”é a penúltima camada mais externa. É posśıvel notar
que a medida que nos aproximamos da camada mais externa o valor da permissividade
relativa da camada aproxima-se de 1, isso ocorre porque como explicado anteriormente,
nós tivemos a preocupação de garantir que os parâmetros eletromagnéticos das camadas
variassem gradualmente até atingir um valor próximo a 1, garantindo o casamento da
camada mais externa com o meio envolvente (no caso, o ar).

Curvas de permissividade eletrica relativa em função da frequência para as camadas
de dielétrico do tipo B da cobertura discretizada dispersiva são mostradas na figura 5.2.
Esses valores são definidos no intervalo de 0,05 a 1,0, e constituem materiais, mas que
não estão fora da realidade, e que dependendo da faixa de frequências podem ser obtidos
por materiais convencionais ou por metamateriais. A camada de número ”2”, é a camada
que está depositada sobre a camada de número ”1”, e a camada de número ”20”é a
camada mais externa. É posśıvel notar que a medida que nos aproximamos da camada
mais externa o valor da permissividade relativa da camada aproxima-se de 1, garantindo
o casamento da camada mais externa com o meio envolvente.

Curvas de permeabilidade magnética relativa em função da frequência para as ca-
madas de dielétrico A da cobertura discretizada dispersiva são apresentadas na figura 5.3.
Curvas de permeabilidade magnética relativa em função da frequência para as camadas
de dielétrico do tipo B da cobertura discretizada dispersiva são mostradas na figura 5.4.
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Na figura 5.5, são mostradas curvas de dispersão da permissividade e da permeabi-
lidade para algumas camadas da cobertura isotrópica dispersiva. Note que nesse caso,
as permissividades não coincidem com as permeabilidades, como ocorre para coberturas
discretizadas não-dispersivas. Na figura 5.6, é mostrada a taxa de redução da seção
transversal de espalhamento total da cobertura isotrópica dispersiva com relação ao objeto
de PEC esférico de raio r = λ sem cobertura.
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Figura 5.1: Curvas de dispersão da permissividade para as camadas de dielétrico do tipo
A da cobertura isotrópica dispersiva.
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Figura 5.2: Curvas de dispersão da permissividade para as camadas de dielétrico do tipo
B da cobertura isotrópica dispersiva.
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Figura 5.3: Curvas de dispersão da permeabilidade para as camadas de dielétrico do tipo
A da cobertura isotrópica dispersiva.
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Figura 5.4: Curvas de dispersão da permeabilidade para as camadas de dielétrico do tipo
B da cobertura isotrópica dispersiva.
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Figura 5.5: Curvas de dispersão da permissividade e da permeabilidade para algumas
camadas da cobertura isotrópica dispersiva.
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5.3 Invisibilidade em maior faixa de frequências uti-

lizando efeitos dispersivos

Notamos que com a cobertura dispersiva ocorreu o aumento de ambas as bandas de
frequências em que a cobertura de invisibilidade funciona. As bandas de operação da
cobertura de invisibilidade foram definidas com base em uma redução de espalhamento
acima de 20 dB. Para o ”caso 1”, as duas bandas estavam em r/λ < 0, 038 e 0, 935 <
r/λ < 1, 026. Por sua vez, para cobertura de invisibilidade dispersiva, as duas bandas são
r/λ < 0, 578 e 0, 622 < r/λ < 1, 208. Dessa forma, a cobertura otimizada dispersiva, com
relação a cobertura otimizada do ”caso 1”, apresenta um aumento na largura da faixa de
frequências de mais de cinco vezes, para a banda centrada em r/λ = 1.

O ńıvel de redução na primeira banda obtido para a cobertura dispersiva é superior ao
obtido para a cobertura do ”caso 1”. Na posição r/λ = 1, a cobertura otimizada dispersiva
apresentou uma redução menor do que a obtida para a cobertura do ”caso 1”, e não igual
como se era de esperar, porque os valores dos parâmetros otimizados encontrados nas 40
simulações foram um pouco ”piorados”após fazermos o ajuste de curvas por ”spline”.

A obtenção de materiais com as curvas de dispersão mostradas 5.2, 5.1, 5.4 e 5.3, para
toda a faixa de frequências considerada é uma tarefa dif́ıcil de ser realizada. Porém, a
reprodução dessas curvas para pequenos subintervalos já é capazes de fornecer disposi-
tivos de invisibilidade que funcionem em uma faixa de frequências, e não em uma única
frequência.
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Figura 5.6: Taxa de redução da seção transversal de espalhamento total da cobertura
isotrópica dispersiva com relação ao objeto de PEC esférico de raio r = λ sem cobertura.
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Caṕıtulo 6

Invisibilidade em microndas via
coberturas estratificadas

Nós utilizamos a técnica do enxame de part́ıculas (PSO) para projetar uma cobertura
de invisibilidade esférica constitúıda de múltiplas camadas homogêneas e isotrópicas de-
positadas sobre um núcleo de PEC de raio r=0.983λ, de tal maneira que espessura seja
reduzida, e que ela possua o menor número posśıvel de camadas, mas com uma redução
da seção transversal de espalhamento total superior a 20 dB. Nessas coberturas, as per-
missividades relativas não são necessariamente iguais as permeabilidades relativas, como
ocorre para coberturas discretizadas.

6.1 Resultados obtidos através de otimização com

PSO

Em nossas otimizações via PSO, nós consideramos uma esfera de PEC coberta por um
cobertura estratificada em multicamadas. O raio da esfera foi configurado com o valor
igual a r=0.983λ. Nós utilizamos tanto as propriedades materiais (permissividade e per-
meabilidade relativas) e as espessuras das camadas como parâmetros de otimização. Nosso
objetivo foi achar um número mı́nimo de camadas que poderiam prover uma redução de
20 dB na seção transversal de radar normalizada. Nós atingimos essa meta com um cober-
tura de 13 camadas. A redução de seção transversal de espalhamento total normalizada
pela seção geométrica das coberturas otimizadas, para 11, 12 e 13 camadas, foram de
11,46 dB, 12,43 dB e 32,43 dB, respectivamente.

A curva de custo em função das iterações, obtida por simulação com PSO é mostrada
na figura 6.1, em que a função custo é o valor da seção transversal de espalhamento total.
Nós usamos uma população de 10.000 part́ıculas e realizamos 1.000 iterações. O espaço de
busca para as propriedades materiais e as espessuras são, respectivamente, os intervalos
[0.05, 10] e [0.05λ, λ]. A tabela 6.1 resume os parâmetros otimizados.
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Figura 6.1: Função custo (seção transversal de espalhamento total) versus número de
iterações nas simulações com PSO.

Tabela 6.1: Parâmetros da cobertura otimizada: propriedades materiais (permissividade
e permeabilidade relativas) e os raios das camadas.

l r/λ εr µr

1 1,000000 0,008208 8,907839

2 1,015598 9,917844 4,652834

3 1,031196 9,677464 0,022260

4 1,046794 0,015038 9,985788

5 1,062392 4,096512 9,992937

6 1,077990 9,748927 3,311049

7 1,093588 0,294915 0,026139

8 1,109186 1,768592 3,209067

9 1,124785 9,971361 5,088651

10 1,140383 0,134066 0,199034

11 1,155981 0,498421 5,419352

12 1,171579 0,131510 0,110672

13 1,187177 7,227612 2,478084
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6.2 Análise de campo distante

Na análise de campo distante, nós obtivemos os valores de seção transversal de radar
normali- zada. Nas figuras 6.2, 6.3 e 6.4, nós comparamos as curvas de seção transversal
de radar normalizada da esfera de PEC e da cobertura otimizada por PSO em função do
ângulo de espalhamento (ângulo zenital que é medido a partir do eixo z em coordenadas
esféricas), nos planos xz e yz, respectivamente. Como nós podemos ver, uma redução
menor do que 20 dB foi obtida para todos os ângulos de espalhamento incluindo a região
onde usualmente ocorreria um alto grau de espalhamento.

Como nós podemos ver, há uma redução significativa do espalhamento eletromagnético
na cobertura otimizada proposta aqui para o intervalo 0,85<r/λ <1,1. Mas esta redução
é alcançada a custa da degradação das caracteŕısticas em altas frequências r/λ >1,2.
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Figura 6.2: Seção transversal de radar normalizada no plano xz como uma função do
ângulo θ para uma esfera de PEC e para o cobertura otimizado com PSO.
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Figura 6.3: Seção transversal de radar normalizada no plano yz como uma função do
ângulo θ para uma esfera de PEC e para o cobertura otimizado com PSO.
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Figura 6.4: Seção transversal de radar normalizada no plano xy como uma função do
ângulo φ para uma esfera de PEC e para o cobertura otimizado com PSO.
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6.3 Análise de campo próximo

Na análise de campo próximo, nós calculamos a distribuição espacial da parte real da
componente Ex do campo elétrico total no plano yz. Nas figuras 6.6, 6.7 e 6.8, os valores
ao longo dos eixos y e z são normalizados por λ. No lado direito, a barra de cores representa
os valores do campo elétrico total normalizado pela amplitude do campo elétrico incidente.
Os resultados são obtidos para o raio da esfera igual a 0,983λ.

Na figura 6.6, uma onda eletromagnética plana incidente é perturbada por uma esfera
de PEC.

Na figura 6.7, a esfera de PEC é coberta pelo cobertura otimizado e a perturbação
eletromagnética no meio exterior é eliminada. Contudo, o campo interior ao cobertura
torna-se mais intenso pois a energia que antes era espalhada pela esfera de PEC agora é
guiada por dentro da cobertura.

Na figura 6.8, os valores de campos elétricos mostrados na figura 6.7 foram limitados
ao intervalo [-2:2] a fim de facilitar a visualização da distribuição de campo.

Na figura 6.5, nós mostramos curvas de seção transversal de espalhamento total nor-
malizada pela seção transversal geométrica em função de r/λ (r é o raio da esfera de PEC)
para quatro casos: a esfera de PEC, nossa cobertura otimizada, a cobertura proposta em
[43] com 2M=14 e 2M=26.
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Figura 6.6: Distribuição espacial da parte real da componente Ex do campo elétrico total.
O obstáculo é uma esfera de PEC com raio igual a 0.983λ.
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Figura 6.7: Distribuição espacial da parte real da componente Ex do campo elétrico total.
O obstáculo é o cobertura otimizado.
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Figura 6.8: Distribuição espacial da parte real da componente Ex do campo elétrico total.
O obstáculo é o cobertura otimizado. Os valores do campo elétrico são limitados no
intervalo [-2:2] a fim de facilitar a visualização.
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Caṕıtulo 7

Invisibilidade na faixa óptica via
coberturas
estratificadas constitúıdas de
materiais dispersivos

Nós analisamos uma esfera de ouro de raio 250 nm na faixa de frequências de 400 nm a 1000
nm. Os parâmetros otimizados de uma cobertura de invisibilidade esférica de material
dispersivo foram obtidos. A fim de comparar o desempenho de diferentes métodos de
otimização, um enxame de part́ıculas e um algortimo genético foram utilizados na solução
do problema.

Nós consideramos dois casos: uma cobertura de uma única camada de espessura 50
nm e uma cobertura de duas camadas de espessuras 50 nm e 60 nm. As permissividades
das camadas foram utilizadas como parâmetros a serem otimizados. Efeitos quânticos
foram desprezados, pois as espessuras das camadas são muito maiores do que o 0.5nm
[84]. Assim, um modelo totalmente baseado na eletrodinâmica clássica, como o utilizado
no método da matriz de transição implementado por nós, pode ser utilizado.

Foram consideradas camadas não-magnéticas, pois, materiais magnéticos são dif́ıceis
de obter na faixa óptica [85, 62]. Além disso, foram considerados materiais dispersivos para
as camadas, pois, como explicado anteriormente, os mesmos são necessários na obtenção
de coberturas com operação em uma larga faixa de frequências.

Para uma coleção de part́ıculas suficientemente espaçadas e com dimensões reduzi-
das, o campo espalhado pode ser calculado pela soma dos campos espalhados pelas
part́ıculas individuais [73]. Portanto, a partir do estudo de coberturas de invisibilidade
para nanopart́ıculas, podemos fazer análises para materiais constitúıdos por uma coleção
de part́ıculas.
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7.1 Coberturas de um única e de duas camadas

otimizadas por PSO

Nós projetamos coberturas de invisibilidade para uma nanoesfera de de ouro de raio 250
nm na faixa de frequências de 400 nm a 1000 nm. Para realizar esta tarefa, utilizamos um
enxame de part́ıculas (PSO) com seção reta de espalhamento total como função objetivo.
Foram considerados coberturas não-magnéticos de uma única camada e de duas camadas.
Utilizamos uma espessura de 50 nm para o cobertura de uma única camada e espessuras
de 50 nm e 60 nm para o cobertura de duas camadas. Utilizamos as constantes dielétricas
das camadas como parâmetros de otimização.

A curva de permissividade relativa em função do comprimento de onda obtida através
do PSO para a cobertura de uma única camada é mostrada na figura 7.1, juntamente com
a curva anaĺıtica mostrada na figura 2.7. Vemos que em ambos os casos valores fact́ıveis
são obtidos.

Figura 7.1: Comparação entre as curvas de permissividade relativa em função da
frequência para a solução anaĺıtica (válida para o caso quase-estático) e para o cober-
tura de uma única camada obtida por PSO.

A curva de permissividade relativa em função do comprimento de onda obtida através
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do PSO para a cobertura de duas camadas é mostrada na figura 7.2. Na figura são
mostrados os perfis de permissividade elétrica relativa de ambas as camadas da cobertura,
assim como, o perfil de premissividade elétrica relativa para o caso anaĺıtico mostrado na
figura 2.7. Nesse caso verificamos que também foram obtidos valores realizáveis na prática.

Figura 7.2: Comparação entre as curvas de permissividade relativa em função da
frequência para as duas camadas de uma cobertura obtida por PSO, e da única camada
da cobertura obtida de forma anaĺıtica.

A curva de seção reta de espalhamento total normalizada pela seção geométrica em
função do comprimento de onda obtida através do PSO para a cobertura de uma única ca-
mada é mostrada na figura 7.3. Nessa figura, a curva obtida através do PSO é comparada
com a curva anaĺıtica mostrada na figura 2.8.

A cobertura de uma única camada otimizada por PSO com relação a solução anaĺıtica,
apresenta uma maior redução de espalhamento para altas frequências e, um desempenho
equivalente para baixas frequências. Isso pode ser explicado pela limitação da validade de
soluções anaĺıticas quase-estáticas às baixas frequências. Por sua vez, o método utilizado
aqui não apresenta qualquer restrição quanto a frequência analisada, uma vez que utiliza
um método (matriz de transição) baseado em uma solução geral (expansão em harmônicos
esféricos) que leva conta as componentes harmônicas desde ordens mais baixas até ordens
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mais elevadas, e que não é limitada a uma determinada faixa de frequências.

Figura 7.3: Seção reta de espalhamento total em função da frequência para a cobertura
de uma única camada otimizada por PSO e para a solução anaĺıtica.

A curva de seção reta de espalhamento total em função do comprimento de onda obtida
através do PSO para a cobertura de duas camadas é mostrada na figura 7.4. Nessa figura,
a curva obtida através do PSO para a cobertura de uma única camada é comparada com
a curva da cobertura de duas camadas.

A cobertura de duas camadas otimizado por PSO apresenta uma maior redução de
espalhamento do que a cobertura otimizada de uma única camada, em toda a faixa de
frequências considerada. Esse melhor resultado obtido ao utilizarmos duas camadas, deve-
se, muito provavelmente, ao fato de que para duas camadas há um maior número de
parâmetros de otimização, o que permite uma busca em um espaço de parâmetros mais
amplo, o qual possui um maior número de pontos de mı́nimos locais, e consecutivamente,
um maior número de concorrentes a mı́nimo global.
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de uma única camada e para a cobertura de duas camadas otimizadas por PSO
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7.2 Coberturas de duas camadas otimizadas por AG

Nesta seção, o mesmo problema da seção anterior em que uma cobertura de duas camadas
é otimizada é simulado, mas utilizando um algoritmo genético (AG), em vez de um PSO.

As curvas de permissividades elétricas relativas em função da frequência para cober-
turas de invisibilidade de duas camadas obtidas através de otimização por AG, são com-
paradas as curvas anteriormente obtidas utilizando otimização por PSO. Esses resultados
são mostrados na figura 7.5.
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Figura 7.5: Permissividades elétricas relativas em função da frequência para coberturas de
invisibilidade de duas camadas, para a camada mais interna (camada 1) e para a camada
mais externa (camada 2), obtidas através de otimização por PSO e por AG.

As curvas de seção reta de espalhamento total em função da frequência para coberturas
de invisibilidade de duas camadas obtidas através de otimização por AG, são comparadas
as curvas anteriormente obtidas utilizando otimização por PSO. Esses resultados são
mostrados na figura 7.5.

Vemos que os mesmos resultados foram obtidos utilizando dois métodos diferentes, o
que é uma boa indicação de que a solução realmente corresponde a um mı́nimo global.
Para o AG e o PSO foram utilizadas configurações compat́ıveis (população de 1000 in-
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Figura 7.6: Seção reta de espalhamento total em função da frequência para coberturas de
invisibilidade de duas camadas, para a camada mais interna (camada 1) e para a camada
mais externa (camada 2), obtidas através de otimização por PSO e por AG.

div́ıduos, com 100 iterações e 2 variáveis de busca), resultando em tempos de processa-
mento muito próximos (com seleção por torneio para o AG).
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7.3 Cobertura de invisibilidade dispersiva na faixa

óptica no domı́nio do tempo

Utilizando a transformada inversa de Fourier discreta e o método da matriz de transição,
podemos calcular os campos no domı́nio do tempo (mais detalhes de como esse cálculos
são realizados podem ser encontrados no caṕıtulo 3). Na figura 7.7, mostramos um pulso
cosseno modulado por uma gaussiana, com frequência central de 850 nm e largura de 300
nm. A partir dessa figura, podemos mostrar que um cobertura de invisibilidade é capaz
de esconder um objeto, mesmo quando sobre ele incide um pulso no domı́nio do tempo,
para o qual temos de considerar uma certa largura de banda.

Notamos que, mesmo em um caso como o mostrado na figura 7.7, em que a redução é
menor do que 94,7% (12,8 dB), o espalhamento no domı́nio do tempo para um objeto com
um cobertura de invisibilidade é significativamente menor do que aquele sem a cobertura
de invisibilidade.
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Figura 7.7: Campos elétricos totais no domı́nio do tempo para um objeto sem e com a
cobertura de invisibilidade de duas camadas otimizada.
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Caṕıtulo 8

Considerações finais

Neste trabalho, foram analisadas e otimizadas coberturas de invisibilidade estratificadas
em múltiplas camadas esféricas concêntricas que são constitúıdas por materias dielétricos
homogêneos e isotrópicos, em que tanto a seção transversal de espalhamento total quanto
o número de camadas foram minimizados. Também foram realizadas otimizações para
aumentar a faixa de frequências na qual há invisibilidade, para isso, efeitos dispersivos
foram levados em conta. A seção transversal de espalhamento total das coberturas foi
minimizada através de algoritmos de otimização bio-inspirados e o número de camadas
das coberturas foi minimizado por busca direta.

Foram analisados dois tipos de cobertura de invisibilidade: uma que denominamos de
cobertura discretizada, em que para cada uma das camadas a permissividade relativa é
igual a permeabilidade relativa; e outra que denominamos de coberturas estratificadas,
em que esses parâmetros foram utilizados com valores diferentes.

Nós utilizamos um método anaĺıtico baseado no método da matriz de transição (matriz
T) para obter soluções exatas com baixo custo computacional, e sem limitações com
relação às dimensões elétricas do espalhador. Foram desenvolvidas duas versões do código:
uma para um núcleo dielétrico (utilizada em frequências ópticas) e outra para um núcleo
de PEC (utilizada em microondas).

Os métodos do algoritmo genético e do enxame de part́ıculas foram utilizados para
realizar a otimização das estruturas consideradas neste trabalho.

Foram obtidas coberturas discretizadas com reduções significativas (maiores do que
20 dB) da seção transversal de espalhamento total com relação ao espalhador sem cober-
tura, quando apenas 20 camadas foram utilizadas. Valores de redução equivalentes foram
obtidos na literatura com no mı́nimo 80 camadas [41]. Para isso, foram propostas outras
formas de discretizar as estruturas anisotrópicas, permitindo os ajustes dos ”raios dis-
cretos”e das ”posições para as camadas anisotrópicas”através de técnicas de otimização.
Esses resultados foram obtidos em microondas.

Nós obtivemos uma redução, com relação a esfera sem cobertura, de 32 dB na seção
transversal de espalhamento total para uma cobertura estratificada em apenas 13 ca-
madas. Esse resultado foi obtido em microondas para um núcleo de PEC de raio r =
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0.983λ [44]. Para uma cobertura de espessura igual 0, 2× r.
Nós otimizamos coberturas de invisibilidade dispersivas que apresentaram uma faixa de

largura 5,4 vezes maior do que a que seria obtida sem considerar os efeitos dispersivos, na
faixa de microondas. Para isso foram feitas 40 simulações com o PSO, e posteriormente foi
realizado o ajuste de curvas por spline, a fim de obter os perfis dos parâmetros otimizados,
representados pelas curvas de parâmetros eletromagnéticos em função da frequência para
as camadas da cobertura.

Há alguns trabalhos em que coberturas de invisibilidade passivas e estratificadas em
camadas são obtidas na faixa óptica, para faixas de frequências com λ > 700 nm e
570 < λ < 600 nm [86]. Neste trabalho, foram projetadas coberturas de invisibilidade
que funcionam em frequências ópticas, para 400 < λ < 1000 nm. Esses resultados foram
obtidos para uma esfera de ouro de raio 250 nm, para dois casos: uma cobertura de uma
única camada de espessura 50 nm e outro de duas camadas de espessuras 50 nm e 60 nm.

Uma sugestão para trabalhos futuros é a análise e a otimização de outros disposi-
tivos utilizando os mesmos algoritmos utilizada neste trabalho. Dispositivos baseados em
transformação de coordenadas que alteram apenas o raio, como concentradores e ilusões
ópticas de tamanho, podem ser analisados pelos métodos utilizados neste trabalho.

Outra sugestão, é o projeto de dispositivos práticos como coberturas de invisibilidade
que façam com que sensores perturbem menos o ambiente. Para otimizar uma cobertura
utilizada na camuflagem de sensores, não é necessário levar em conta apenas a redução
do espalhamento, mas também, é preciso reduzir a blindagem da cobertura. Nesse caso, a
complexidade desse tipo de dispositivo está em tentar conciliar esses dois efeitos. Porém,
do ponto de vista dos algoritmos utilizados neste trabalho, teŕıamos de considerar a max-
imização dos campos no interior do objeto espalhador (o qual deveria ser constit́ıdo de
material dielétrico em vez de PEC) além de minimizar a seção transversal de espalhamento
total.

Outra sugestão, a qual pode ser implementada a partir dos algoritmos dos quais já
dispomos, seria utilizarmos modelos mais reaĺısticos (como os modelos de Drude e de
Lorentz) para obter os materiais das camadas na faixa óptica. Assim, podeŕıamos inves-
tigar o uso de materiais convencionais já existentes ou de fácil obtenção no projeto de
coberturas de invisibilidade.

Nossos trabalhos publicados em anais de congresso que dizem respeito ao tema tratado
aqui, foram os seguintes:

• T. C. Martins and V. Dmitriev, Design of dielectric cloaks by scattering cancellation
technique using genetic algorithms, Proc. IEEE MTT-S Int. Conf. Microwave and
Optoelectronics (Belem, Brazil), (2009), 766-769.

• T. C. Martins and V. Dmitriev, Projeto de coberturas para camuflagem eletro-
magnética utilizando um algoritmo genético, Proc. MOMAG (Vila-Velha, Brazil),
(2009).

Nosso trabalho aceito para publicação em periódico, relativo ao tema, é:
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• MARTINS, T. C. ; DIMITRIEV, Victor . Spherical Invisibility Cloak with Minimum
Number of Layers of Isotropic Materials. Microwave and Optical Technology Letters
(Print), 2012.
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Apêndice A

Solução anaĺıtica do espalhamento
eletromagnético por uma esfera
homogênea e isotrópica

Em 1871, Lord Rayleigh, a partir da sua a teoria do espalhamento eletromagnético por
part́ıculas esféricas pequenas, pode fornecer uma explicação para a cor azul do céu, a
qual representava um enigma até então. Contudo, essa teoria limitava-se a part́ıculas de
dimensões muito menores do que o comprimento de onda da luz espalhada. Além disso, a
solução do problema do espalhamento eletromagnético por esferas muito maiores do que o
comprimento de onda fora conhecida desde 1621, através da lei da refração de Snell. Por
outro lado, uma solução geral, a qual incluisse além desses casos particulares, a solução
para a situação em que o diâmetro da esfera é da ordem do comprimento de onda, só foi
proposta em 1908, por Gustav Mie, através do método da expansão em multipolos dos
campos incidentes e espalhados pela part́ıcula esférica [72, 73, 74].

O resumo apresentado neste caṕıtulo é baseado nas referências [72, 73, 74], para
maiores detalhes é recomendável consulta-las.

A.1 Formulação geral do problema de espalhamento

Uma onda monocromática arbitrariamente polarizada ao incidir sobre um obstáculo é
espalhada em diferentes direções ou absorvida de acordo com a forma, tamanho e tipo de
material que constitui o obstáculo. Se esta onda propaga-se em um meio dielétrico com
perdas, linear, isotrópico e livre de cargas, então, as equações de Maxwell que descrevem
este problema, na forma harmônica temporal, com o termo ejωt subentendido, são

∇ · E = 0, (A.1)

∇ ·H = 0, (A.2)
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∇× E = −jωµH, (A.3)

∇×H = (σ + jωε)E. (A.4)

A aplicação do rotacional em ambos os lados da equação (A.3) resulta em

∇×∇× E = −jωµ∇×H. (A.5)

Utilizando a identidade vetorial

∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A, (A.6)

e as equações (A.5) e (A.4) obtém-se

∇2E+ ω2µε(1− j σ
ωε

)E = 0⇒ ∇2E+ k2E = 0. (A.7)

De forma análoga encontra-se

∇2H+ k2H = 0. (A.8)

As equações (A.7) e (A.8) são conhecidas como equações vetoriais homogêneas de
Helmholtz, onde k2 = ω2µε(1− j σ

ωε
).

Os campos elétrico e magnético da onda incidente que se propaga na direção x são
dados por

Ei = Eoe
−j(k·x−ωt) (A.9)

e

Hi = Hoe
−j(k·x−ωt) (A.10)

Os campos eletromagnéticos dentro do objeto espalhador são E1 e H1. Por sua vez,
os campos eletromagnéticos fora do objeto espalhador são E2 e H2; os quais são obtidos
pela superposição dos campos espalhados Es e Hs, e os campos incidentes Ei e Hi, como
mostrado a seguir,

E2 = Ei + Es e H2 = Hi +Hs. (A.11)

A.2 Solução da equação de Helmholtz vetorial em

coordenadas esféricas

Dada uma função escalar ψ e um vetor constante c, é posśıvel definir uma função vetorial
M, tal que,
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M ≡ ∇× (cψ) = ψ(∇× c) + (∇ψ)× c = (∇ψ)× c = −c×∇ψ. (A.12)

Como essa função vetorial foi definida como o rotacional de um vetor, então,

∇ ·M = ∇ · (∇× (cψ)) = 0. (A.13)

Por sua vez, o laplaciano de M é dado por

∇2M = ∇2(∇× (cψ)) = ∇× (∇2(cψ)) = ∇× (c∇2ψ). (A.14)

Além disso,

k2M = k2(∇× (cψ)) = ∇× (ck2ψ). (A.15)

Somando as equações (A.14) e (A.15) resulta em

∇2M+ k2M = ∇× (c∇2ψ) +∇× (ck2ψ)

= ∇× (c∇2ψ + ck2ψ) = ∇× [c(∇2ψ + k2ψ)]. (A.16)

Logo, para que M seja uma solução da equação vetorial homogênea de Helmhlotz, é
necessário que

∇2ψ + k2ψ = 0. (A.17)

Ou seja, se ψ satisfaz a equação de Helmholtz, M também a satisfaz. Além disso, é
posśıvel definir ainda uma segunda função vetorial que satisfaz a equação de Helmholtz,
a saber,

N ≡ ∇×M

k
. (A.18)

Pois,

∇2N =
1

k
∇2(∇×M) =

1

k
∇× (∇2M)

=
1

k
∇× (−k2M) = −k∇×M = −k2N. (A.19)

E, portanto,

∇2N+ k2N = 0. (A.20)

Se o operador rotacional é aplicado sobre N, obtém-se
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∇×N = ∇×
(

1

k
∇×M

)

=
1

k
∇× (∇×M) =

1

k
∇ (∇ ·M)− 1

k
∇ · (∇M)

= −1

k
∇ · (∇M) = −1

k
∇2M = kM. (A.21)

Aplicando o produto escalar de c na equação (A.12) obtém-se

c ·M = −c · (c×∇ψ) = −∇ψ · (c× c) = −∇ψ · (0) = 0. (A.22)

Ou seja, c eM são perpendiculares. Dessa forma, se c = r, onde r é o raio vetor, então, M
é um vetor que tangencia as superf́ıcies de coordenadas |r| = constante. Portanto, para
obter a solução da equação (A.12) em coordenadas esféricas utilizar-se-á c = r. Logo, a
solução da equação de Helmholtz vetorial em coordenadas esféricas é dada por

M = ∇× (rψ). (A.23)

A.3 Solução da equação de Helmholtz escalar em co-

ordenadas esféricas

No sistemas de coordenadas esféricas, em que um ponto P é representado como (r, θ, φ),
conforme ilustrado na Figura A.1, a equação de Helmholtz escalar em (A.17) é expressa
por

∇2ψ + k2ψ =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂ψ

∂r

)

+
1

r2senθ

∂

∂θ

(

senθ
∂ψ

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∂2ψ

∂φ2
+ k2ψ = 0. (A.24)

Para solucionar essa equação pelo método de separação de variáveis em coordenadas
esféricas, tem-se de representá-la como um produto de funções das variáveis r, θ e φ, como
expresso na equação a seguir,

ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ). (A.25)

Substituindo (A.25) em (A.24), e multiplicando por r2/(R(r)Θ(θ)Φ(φ)), obtém-se

1

R

∂

∂r

(

r2
∂R

∂r

)

+
1

Θsenθ

∂

∂θ

(

senθ
∂Θ

∂θ

)

+
1

Φsen2θ

∂2Φ

∂φ2
+ k2r2 = 0. (A.26)

A.3.1 Parte angular da solução da equação escalar de Helmholtz
(hamônicos esféricos)

Multiplicando a equação (A.26) por sen2θ, separando o termo que está apenas em função
de φ e, utilizando a constante de separação m2, tem-se
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Figura A.1: Representação de um ponto P no sistema de coordenadas esféricas

sen2θ

R

∂

∂r

(

r2
∂R

∂r

)

+
senθ

Θ

∂

∂θ

(

senθ
∂Θ

∂θ

)

+
1

Φ

∂2Φ

∂φ2
+ sen2θk2r2 = 0,

sen2θ

R

∂

∂r

(

r2
∂R

∂r

)

+
senθ

Θ

∂

∂θ

(

senθ
∂Θ

∂θ

)

+ sen2θk2r2 = − 1

Φ

∂2Φ

∂φ2
= m2,

=⇒ sen2θ

R

∂

∂r

(

r2
∂R

∂r

)

+
senθ

Θ

∂

∂θ

(

senθ
∂Θ

∂θ

)

+ sen2θk2r2 −m2 = 0 (A.27)

e
1

Φ

∂2Φ

∂φ2
= −m2. (A.28)

A solução da equação (A.28) é dada por

Φ(φ) =
1

√

Lφ
ejmφ. (A.29)

onde m é um número inteiro, pois, Φ(φ) = Φ(φ + 2π). Na equação (A.29), 1√
Lφ

é uma

constante de normalização. Para que Φ(φ) forme um conjunto completo de soluções
ortonormais da equação (A.28), no intervalo 0 ≤ φ ≤ 2π, é necessário que

∫ 2π

0

Φ∗
m(φ)Φm′(φ)dφ =

2π

Lφ
δmm′ = δmm′ (A.30)

Dessa forma, a solução (A.29) pode ser reescrita como

92



Φ(φ) =
1√
2π
ejmφ. (A.31)

Dividindo a equação (A.27) por sen2θ, obtém-se

1

R

∂

∂r

(

r2
∂R

∂r

)

+
1

senθΘ

∂

∂θ

(

senθ
∂Θ

∂θ

)

+ k2r2 −m2sen2θ = 0. (A.32)

Separando as variáveis r e θ e, utilizando a constante se separação l(l+1), são obtidas
as seguintes equações,

1

senθ

d

dθ

(

senθ
dΘ

dθ

)

+

[

l(l + 1)− m2

sen2θ

]

Θ = 0 (A.33)

e

d

dr

(

r2
dR

dr

)

+
[

k2r2 − l(l + 1)
]

R = 0. (A.34)

Fazendo x = cosθ, com dx = −senθdθ, a equação (A.33) torna-se a equação de
Legendre generalizada,

d

dx

[

(1− x2)dΘ(x)

dx

]

+

[

l(l + 1)− m2

1− x2
]

Θ(x) = 0. (A.35)

Essa equação pode ser resolvida pelo método de Frobenius, realizando a expansão em
série de potências de sua solução geral,

Θ(x) = xγ
∞
∑

k=0

ckx
k. (A.36)

As soluções são obtidas em termos dos polinômios de legendre associados Pm
l (cos θ) como,

Θ(cosθ) = 1√
Lθ
Pm
l (cos θ). A equação de Legendre generalizada (A.35) apresenta soluções

polinomiais Pm
l para l e m inteiros, tais que, 0 ≤ m ≤ l. Essas soluções são obtidas pela

fórmula

Pm
l (x) = (−1)m(1− x2)m/2 d

m

dxm
Pl(x). (A.37)

Além disso, as soluções para m = 0 são dadas pela fórmula de Rodrigues, expressa a
seguir,

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l. (A.38)

Um conjunto completo de soluções ortonormais para a equação (A.27) é formado por
Θ(cosθ), quando
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∫ 1

−1

1√
Lθ
Pm
l

∗

(cosθ)
1√
Lθ
Pm
l′ (cosθ)d(cosθ) =

1

Lθ

2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
δll′ = δll′ (A.39)

Assim, a solução da equação (A.27) é dada por

Θ(cosθ) =

√

2l + 1

2

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cosθ). (A.40)

Os harmônicos esféricos, os quais são a parte angular da solução da equação de
Helmholtz, são dados por

Y m
l (θ, φ) = Θ(cosθ)Φ(φ) =

√

2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cosθ)ejmφ. (A.41)

onde o termo em l = 1 é o termo de dipolo, o termo em l = 2 é o termo de quadrupolo
e, assim por diante [72].

A.3.2 Parte radial da solução da equação escalar de Helmholtz

Para encontrar a parte radial da solução da equação escalar de Helmholtz, utiliza-se a
equação (A.34), a qual é expressa apenas em termos da variável r. Fazendo as substituições
x = kr e y(x) ≡ R(r) na equação (A.34), obtém-se

x2
d2y

dx2
+ 2x

dy

dx
+ [x2 − l(l + 1)]y = 0. (A.42)

A substituição de y(x) = u(x)√
x

na equação (A.43) resulta em

d2u

dx2
+

1

x

du

dx
+

[

1− (l + 1/2)2

x2

]

u = 0. (A.43)

Essa é a equação de Bessel de ordem (l+1/2). As soluções dessa equação são as funções
de Bessel Jl+1/2(x) e de Neumann Nl+1/2(x), multiplicadas por 1√

x
. Essas funções dão

origem às funções esféricas de Bessel e de Neumann, respectivamente, jl(x) e nl(x),

jl(x) =

√

π

2x
Jl+1/2(x) (A.44)

e

nl(x) =

√

π

2x
Nl+1/2(x). (A.45)

Representado ambas as funções por zl(x), tem-se que a parte radial da solução da equação
de Helmholtz é R(r) = zl(kr).
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A solução geral da equação escalar de Helmholtz é

F (r, θ, φ) =
∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

almzl(kr)Y
m
l (θ, φ), (A.46)

onde os coeficientes alm são determinados pelas condições de contorno.
Vê-se, portanto, que a solução da equação de Helmholtz escalar em coordenadas

esféricas pode ser representada como a combinação linear de soluções pares e ı́mpares,
repectivamente, nas formas

ψeml = cos mφPm
l (cosθ)zl(kr) (A.47)

e

ψoml = sin mφPm
l (cosθ)zl(kr). (A.48)

Dessa forma, as soluções da equação vetorial de Helmholtz (A.23) são dadas por

Meml = ∇× (rψeml), (A.49)

Moml = ∇× (rψoml), (A.50)

Neml =
∇×Memn

k
, (A.51)

Noml =
∇×Momn

k
. (A.52)

Substituindo (A.47) e (A.48) em (A.49), (A.50), (A.51) e (A.52), resulta nas equações

Meml =
−m
senθ

sen mφ Pm
l (cosθ)zl(ρ)êθ

− cosm φ
dPm

n (cosθ)

dθ
zl(ρ)êφ, (A.53)

Moml =
m

senθ
cos mφPm

l (cosθ)zn(ρ)êθ

− sen mφ
dPm

n (cosθ)

dθ
zn(ρ)êφ, (A.54)

Neml =
zn(ρ)

ρ
cosmφn(n+ 1)Pm

n (cosθ)êr

+ cosmφ
dPm

n (cosθ)

dθ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)]êθ

− msenmφ
Pm
n (cosθ)

senθ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)]êφ, (A.55)
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Nomn =
zn(ρ)

ρ
senmφn(n+ 1)Pm

n (cosθ)êr

+ senmφ
dPm

n (cosθ)

dθ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)]êθ

− mcosmφ
Pm
n (cosθ)

senθ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)]êφ. (A.56)

A.4 Expansão de uma onda plana em harmônicos ve-

toriais esféricos

Uma onda plana incidente polarizada na direção x é representada em coordenadas esféricas
como

Ei = E0e
jkrcosθêx, (A.57)

onde

êx = senθcosφêr + cosθcosφêθ − senφêφ. (A.58)

A equação (A.57) expandida em harmônicos esféricos vetoriais pode ser reescrita como

Ei =
∞
∑

m=0

∞
∑

l=m

(AemlMeml + AomlMoml + BemlNeml + BomlNoml) (A.59)

Devido à ortogonalidade dos termos sen(mφ) e cos(mφ) têm-se

∫ 2π

0

∫ π

0

Mem′l′ ·Momlsenθdθdφ = 0, (A.60)

∫ 2π

0

∫ π

0

Nem′l′ ·Nomlsenθdθdφ = 0, (A.61)

∫ 2π

0

∫ π

0

Mem′l′ ·Nemlsenθdθdφ = 0, (A.62)

∫ 2π

0

∫ π

0

Mom′l′ ·Nomlsenθdθdφ = 0, (A.63)

para qualquer valor de l, l′, m e m′.
Por outro lado, com base nas propriedades de ortogonalidade das funções de Legendre

associadas

∫ 2π

0

∫ π

0

Mem′l′ ·Nomlsenθdθdφ = 0, (A.64)
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∫ 2π

0

∫ π

0

Mom′l′ ·Nemlsenθdθdφ = 0, (A.65)

para qualquer valor de l, l′, m e m′. Além disso,

∫ 2π

0

∫ π

0

Meml′ ·Memlsenθdθdφ = 0, (A.66)

∫ 2π

0

∫ π

0

Moml′ ·Momlsenθdθdφ = 0, (A.67)

∫ 2π

0

∫ π

0

Neml′ ·Nemlsenθdθdφ = 0, (A.68)

∫ 2π

0

∫ π

0

Noml′ ·Nomlsenθdθdφ = 0, (A.69)

para m 6= 0 e l 6= l′.
Os coeficientes da expansão em harmônicos esféricos vetoriais da equação (A.59) são

dados por

Aeml =

∫ 2π

0

∫ π

0
Ei ·Memlsenθdθdφ

∫ 2π

0

∫ π

0
|Meml|2senθdθdφ

, (A.70)

Aoml =

∫ 2π

0

∫ π

0
Ei ·Momlsenθdθdφ

∫ 2π

0

∫ π

0
|Moml|2senθdθdφ

, (A.71)

Beml =

∫ 2π

0

∫ π

0
Ei ·Nemlsenθdθdφ

∫ 2π

0

∫ π

0
|Neml|2senθdθdφ

(A.72)

e

Boml =

∫ 2π

0

∫ π

0
Ei ·Nomlsenθdθdφ

∫ 2π

0

∫ π

0
|Noml|2senθdθdφ

. (A.73)

Assim, Aeml = 0 e Boml = 0, para qualquer valor de m e l. Além disso, Aoml = 0 e
Beml = 0 quando m 6= 1.

Portanto, Ei pode ser expandido em harmônicos esféricos vetoriais como,

Ei =
∞
∑

l=1

(Ao1lM
(1)
o1l + Be1lN

(1)
e1l), (A.74)

onde o sobrescrito (1) indica que a parte radial da solução é dada em termos da função
de bessel esférica de primeira espécie jl, em vez da função de Hankel esférica hl, a qual é
representada pelo sobrescrito (3).
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Calculando as integrais nas equações (A.71) e (A.72), obtém-se

Ao1l = jlE0
2l + 1

l(l + 1)
. (A.75)

Be1l = −jE0j
l 2l + 1

l(l + 1)
(A.76)

Finalmente, a expansão da onda plana em hamônicos esféricos vetoriais é dada por

Ei = E0

∞
∑

l=1

jl
2l + 1

l(l + 1)
(M

(1)
o1l − iN

(1)
e1l). (A.77)

Utilizando a equação (A.3), obtém-se

Hi =
k

ωµ
Eo

∞
∑

l=1

jl
2l + 1

l(l + 1)
(M

(1)
e1l + iN

(1)
o1l) (A.78)

A.5 Campos internos e espalhados por uma esfera

homogênea e isotrópica

Considerando que uma onda plana polarizada na direção x incide sobre uma esfera ho-
mogênea e isotrópica de raio R, conforme ilustrado na Figura A.2. Essa onda plana
incidente pode ser expandida em harmônicos esféricos vetoriais consoante realizado nas
equações (A.77) e (A.78). De forma análoga, é posśıvel expandir os campos espalhados
(Es,Hs) e o campo dentro da esfera (E1,H1) em harmônicos esféricos vetoriais. Assim,
a expansão do campo (E1,H1) é dada por

E1 =
∞
∑

l=1

El(clM
(1)
o1l − jdlN

(1)
e1l),

H1 =
−k1
ωµ1

∞
∑

l=1

El(dlM
(1)
e1l − jclN

(1)
o1l), (A.79)

onde

El = jlE0(2l + 1)/(l(l + 1)), (A.80)

e µ1 é a permeabilidade da esfera. Nota-se que essa expansão é realizada em termos de
funções de bessel esféricas de primeira espécie jl(k1r), essa escolha está baseada no fato
de que, o perfil dessas funções é mais apropriado do que o das funções de Hankel esféricas,
pois, ao contrário destas, aquelas apresentam valores finitos na origem (r = 0). Por outro
lado, dado que a forma assintótica das funções de Hankel esféricas é dada pelas equações
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Figura A.2: Onda plana polarizada na direção x incidindo sobre uma esfera homogênea
isotrópica de raio R
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h
(1)
l (kr) ∼ (−j)leikr

jkr
, (A.81)

h
(2)
l (kr) ∼ −(j)le−jkr

jkr
, kr ≫ l2. (A.82)

As quais representam, respectivamente, ondas esféricas em direção ao infinito e em direção
à origem. Assim, podemos expressar o campo espalhado apenas em termos de funções de
Hankel, na região externa à esfera. Dessa forma, expandindo os campos espalhados em
harmônicos esféricos vetoriais, obtém-se

Es =
∞
∑

l=1

El(jblN
(3)
o1l − alM

(3)
o1l),

Hs =
−k
ωµ

∞
∑

l=1

El(jalN
(3)
o1l + blM

(3)
e1l). (A.83)

A.5.1 Cálculo dos coeficientes de espalhamento

Como os campos totais fora da esfera são calculados pela soma dos campos incidentes
com os campos espalhados, as condições de contorno na superf́ıcie esférica entre a esfera
e o meio circunvizinho são dadas por

(Ei + Es − E1)× êr = (Hi +Hs −H1)× êr = 0. (A.84)

A partir dessas condições de contorno, obtém quatro equações, a saber

Eiθ + Esθ = E1θ,

Eiφ + Esφ = E1φ,

Hiθ +Hsθ = H1θ,

Hiφ +Hsφ = H1φ, r = R. (A.85)

Substituindo as equações, (A.53), (A.54), (A.55) e (A.56), nas equações, (A.78), (A.5),
(A.84) e (A.83), obtém-se o sistema de equações lineares a seguir,

jn(mx)cn + h(1)n an = jn(x),

µ[mxjn(mx)]
′cn + µ1[xh

(1)
n (x)]′an = µ1[xjn(x)]

′,

µmjn(mx)dn + µ1h
(1)
n (x)bn = µ1jn(x),

[mxjn(mx)]
′ dn +m[xh(1)n (x)]′bn = m[xjn(x)]

′ (A.86)

onde
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x = ka =
2πNa

λ
, m =

k1
k

=
N1

N
. (A.87)

em que x é o parâmetro de tamanho e m é o ı́ndice de refração relativo. Os ı́ndices de
refração do meio e da esfera dielétrica são, respectivamente, N e N1. As permeabilidades
magnéticas do meio e da esfera são, respectivamente, µ e µ1. Nesse trabalho, serão
considerados meios não magnéticos, tal que, µ = µ1.

A solução do sistema de equações (A.86) resulta nos coeficientes de espalhamento, bl
e al, e nos coeficientes dos campos internos da esfera, cl e dl, mostrados a seguir,

bl =
µm2jl(mx)[xjl(x)]

′ − µ1jl(x)[mxjl(mx)]
′

µm2jl(mx)[xh
(1)
l (x)]′ − µ1h

(1)
l (x)[mxjl(mx)]′

,

al =
µ1jl(mx)[xjl(x)]

′ − µjl(x)[mxjl(mx)]′

µ1jl(mx)[xh
(1)
l (x)]′ − µh(1)l (x)[mxjl(mx)]′

,

cl =
µ1jl(x)[xh

(1)
l (x)]′ − µ1h

(1)
l (x)[xjl(x)]

′

µ1jl(mx)[xh
(1)
l (x)]′ − µh(1)l (x)[mxjl(mx)]′

,

dl =
µ1mjl(x)[xh

(1)
l (x)]′ − µ1mh

(1)
l (x)[xjl(x)]

′

µm2jl(mx)[xh
(1)
l (x)]′ − µ1h

(1)
l (x)[mxjl(mx)]′

. (A.88)

Esses coeficientes podem ser simplificados como mostrado a seguir

an =
mψn(mx)ψ

′
n(x)− ψn(x)ψ′

n(mx)

mψn(mx)ξ′n(x)− ξn(x)ψ′
n(mx)

,

bn =
ψn(mx)ψ

′
n(x)−mψn(x)ψ′

n(mx)

ψn(mx)ξ′n(x)−mξn(x)ψ′
n(mx)

,

cn =
mψn(x)ξ

′
n(x)−mξn(x)ψ′

n(x)

ψn(mx)ξ′n(x)−mξn(x)ψ′
n(mx)

,

dn =
mψn(x)ξ

′
n(x)−mξn(x)ψ′

n(x)

mψn(mx)ξ′n(x)− ξn(x)ψ′
n(mx)

. (A.89)

Onde ψρ e ξρ são as funções de Riccati-Bessel, dadas por

ψρ = ρjn(ρ), ξn(ρ) = ρh(1)n (ρ). (A.90)
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Apêndice B

Meio de transformação

A seguir, serão apresentados alguns conceitos preliminares e chegaremos a expressão do
meio de transformação que pode ser utilizado para obter invisibilidade.

B.1 Divergente e rotacional em coordenadas arbitrárias

Em coordenadas arbitrárias xi, o divergente ∇ · ~V do vetor ~V é dado por:

∇ · ~V =
1√
g

∂

∂xi
(
√
gV i), (B.1)

e o rotacional por:

∇× ~V = ǫijk
∂

∂xj
Vk, (B.2)

onde foi utilizada a convenção de Einstein para somas; g é o determinante do tensor
métrico gij ; V

i e Vk são as componentes, respectivamente, contravariante e covariante, do

vetor ~V e; ǫijk é o śımbolo de Levi-Civita.

B.2 O tensor métrico

O tensor métrico gij é utilizado para descrever a geometria do espaço. A partir dele
podemos calcular o quadrado do elemento de comprimento ds2 do espaço, o qual é obtido
através da expressão:

ds2 = gijdx
idxj. (B.3)

A mudança de coordenadas do tensor métrico gi′j′ no sistema de coordenadas xi
′

para o
sistema de coordenadas xi é realizada através da lei de transformação expressa na equação
a seguir:
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gij =
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′
gi′j′ . (B.4)

O tensor métrico inverso gij é dado por:

gijgjk = δik. (B.5)

O tensor métrico é útil quando precisamos obter as componentes contravariantes, V i,
a partir das componentes covariantes, Vk, de um vetor ~V , o que pode ser feito de acordo
com a equação mostrada a seguir:

V i = gijVj. (B.6)

B.3 Componentes contravariantes e covariantes de

um vetor

Em coordenadas arbitrárias, um vetor ~V pode ser representado em duas bases distintas: a
base contravariante ~ek, formada por vetores normais às superf́ıcies coordenadas e, a base
covariante ~ei, formada por vetores tangentes às linhas coordenadas. O vetor ~V pode ser
expresso nessas bases, na forma seguinte:

~V = Vk~e
k = V i~ei. (B.7)

As componentes Vk e V i são, respectivamente, as componentes covariantes e con-
travariantes do vetor ~V .

B.4 Tensor de Levi-Civita e śımbolo de permutação

O tensor de Levi-Civita é dado pela seguinte equação:

ǫijk = ±
1√
g
[i, j, k], (B.8)

onde [i, j, k] é o śımbolo de permutação, o qual é dado por:

ǫijk =







+1 se (i, j, k) é (1, 2, 3), (2, 3, 1) ou (3, 1, 2)
−1 se (i, j, k) é (3, 2, 1), (1, 3, 2) ou (2, 1, 3)
0 i = j, j = k ou k = i

(B.9)
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B.5 Equações de Maxwell para o vácuo em coorde-

nadas arbitrárias

Dessa forma, as equações (2.9), que representam o vácuo com fontes, podem ser reescritas
em coordenadas arbitrárias em um sistema de coordenadas cujo tensor métrico é gij,
utilizando as equações (B.1), (B.2), (B.6) e (B.8) [87]:

∂

∂xi
(
√
ggijEj) =

√
gρ

ε0
(B.10)

∂

∂xi
(
√
ggijHj) = 0

[ijk]
∂

∂xj
Ek = −µ0

∂(±√ggijHj)

∂t

[ijk]
∂

∂xj
Hk = ε0

∂(±√ggijEj)
∂t

±√gji.

B.6 Equações de Maxwell para um meio dielétrico

em coordenadas arbitrárias

A seu turno, um meio dielétrico é descrito pelas seguintes equações de Maxwell:

∇ · ~D = ρ (B.11)

∇ · ~B = 0

∇× ~E = −∂
~B

∂t

∇× ~H = ~j +
∂ ~D

∂t

onde ~H e ~D são, respectivamente, os vetores intensidade de campo magnético e desloca-
mento elétrico.

As relações constitutivas são dada pelas equações a seguir:

Di = ε0ε
ijEj, (B.12)

Bi = µ0µ
ijHj.

Para um meio dielétrico representado em um sistema de coordenadas cujo tensor
métrico é γij, o tensor permeabilidade que apresenta significado f́ısico é o tensor misto εik,
o qual é calculado pela expressão [87]:
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εik = εijγjk. (B.13)

Se as equações (B.11) forem reescritas em um sistema de coordenadas caracterizado
pelo tensor métrico γij e utilizarmos as equações (B.5), (B.12) e (B.13), teremos:

∂

∂xi
(
√
γε0ε

i
kγ

jkEj) =
√
γρ (B.14)

∂

∂xi
(
√
γµ0µ

i
kγ

jkHj) = 0

[ijk]
∂

∂xj
Ek = −

∂(
√
γµ0µ

i
kγ

jkHj)

∂t

[ijk]
∂

∂xj
Hk =

∂(
√
γε0ε

i
kγ

jkEj)

∂t
+
√
γji.

B.7 Relação de equivalência entre métrica e

parâmetros eletromagnéticos

Finalmente, reescalando a densidade de carga e a densidade de corrente, multiplicando
por um fator

√
g/
√
γ, as equações (B.14) transformam-se em equações idênticas às apre-

sentadas em (B.10), se escolhermos os parâmetros eletromagnéticos dados pela equação a
seguir:

εik = µik =

√
g
√
γ
gijγjk. (B.15)

O meio caracterizado pela métrica γjk, com parâmetros eletromagnéticos εik e µik ex-
pressos na forma da equação B.15, o qual possui a mesma solução do vácuo com geometria
dada pela métrica gij, é chamado de meio de transformação.

A fim de simplificar os cálculos, vamos considerar que o espaço virtual e os espaço
f́ısico estão em coordenadas esféricas, como mostrado, respectivamente, nas figuras B.1
e B.2. Além disso, vamos considerar que θ′ = θ e φ′ = φ. Portanto, o espaço vir-
tual apresenta o tensor métrico (gi′j′) = diag(1, f(r)2, f(r)2sen2θ) no sistema de coor-
denadas (x1

′

, x2
′

, x3
′

) = (f(r), θ, φ) e, o espaço f́ısico apresenta o tensor métrico (γij) =
diag(1, r2, r2sen2θ) no sistema de coordenadas (x1, x2, x3) = (r, θ, φ).

Para obtermos o tensor métrico gi′j′ no sistema de coordenadas (r, θ, φ), devemos
utilizar a lei de transformação da equação (B.4). Dessa forma, podemos mostrar que:

(gij) = diag(f ′(r)2, f(r)2, f(r)2sen2(θ)). (B.16)

De (B.5), temos:

(gij) = diag(
1

f ′(r)2
,

1

f(r)2
,

1

f(r)2sen2(θ)
). (B.17)

105



Como g e γ são, respectivamente, os determinantes de gij e γij, então, podemos
encontrar

√
g = f(r)2f ′(r)senθ e

√
γ = r2senθ. Substituindo esses valores, (γij) =

diag(1, r2, r2sen2θ) e a equação (B.17) em (B.15), nós obtemos a expressão para o tensor
permissividade, o qual é dada por:

ε = µ = diag(
f(r)2

r2f(r)
, f ′(r), f ′(r)). (B.18)

Logo, o meio de transformação cujos parâmetros constitutivos são dados pela equação
(B.18), produz geometrias artificiais para a luz. Uma escolha adequada dessa geometria
pode ser utilizada para produzir o efeito de uma cobertura de invisibilidade.

Figura B.1: Espaço virtual em coordenadas esféricas.
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Figura B.2: Espaço f́ısico em coordenadas esféricas.
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Apêndice C

Método da matriz de transição

Neste caṕıtulo é descrito um algoritmo recursivo para o cálculo dos campos totais e
espalhados, assim como, da seção reta radar (radar cross section-RCS) de esferas multi-
camadas. A variação dos parâmetros constitutivos na direção radial foi realizada através
da estratificação da esfera em camadas de diferentes permissividades e condutividades
elétricas.

O estudo do espalhamento por esferas estratificadas em camadas múltiplas é impor-
tante em vários campos de investigação, tais como: astrof́ısica, engenharia qúımica, ecolo-
gia, biologia e f́ısica atmosférica [88]. Nosso trabalho está focado na utilização dessas
estruturas no desenvolvimento de coberturas de invisibilidade [4, 89] que reduzam o es-
palhamento eletromagnético de objetos atingidas por ondas eletromagnéticas incidentes,
porém, sem aumentar significativamente a absorção.

Há atualmente uma grande disponibilidade de métodos os quais podem ser usados para
solucionar o problema de espalhamento eletromagnético por part́ıculas esféricas estratifi-
cadas em múltiplas camadas [88], tais como: técnica de multipolo generalizado (GMT),
matriz-T (TMM), método das diferenças finitas no domı́nio do tempo (FDTD), método
dos momentos (MoM) e aproximação por dipolo discreta (DDA). Contudo, a abordagem
mais comum é a solução anaĺıtica desse problema baseada na teoria de Mie [90], como
realizado por Aden e Kerker [91] para duas esferas concêntrica homogêneas. Ao longo
dos anos, vários algoritmos recursivos foram desenvolvidos para solucionar o problema do
espalhamento por essas estruturas [1, 59, 92, 93, 94, 95, 96, 78, 97, 98, 99, 100].

Além disso, diversos códigos que podem ser usados na análise desses problemas estão
dispońıveis (http://www.scattport.org). Todavia, a maioria desses códigos leva em conta
somente materiais não-magnéticos depositados sobre um núcleo dielétrico. Como nós pre-
cisamos analisar um problema em que camadas com propriedades magnéticas cobrem um
núcleo condutor eletricamente perfeito (PEC), nós desenvolvemos um código em FOR-
TRAN 90 para esse caso espećıfico com um algoritmo baseado no método da matriz de
transição (T-matrix).
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C.1 Método da matriz de transição

Nós desenvolvemos um código em FORTRAN 90 para analisar o espalhamento eletro-
magnético por um objeto esférico estratificado em múltiplas camadas através de um al-
goritimo baseado no método da matriz de transição (T-matrix). Este objeto consiste de
um núcleo de material dielétrico ou condutor eletricamente perfeito (PEC) coberto por um
número de L camadas de materiais em que a permissividade elétrica e a permeabilidade
magnética devem ser consideradas. O esquema utilizado na modelagem computacional
da estrutura é mostrado na figura C.1. Os coeficientes de espalhamento para o n-ésimo
harmônico esférico e a camada l (l = 1 é a camada referente ao núcleo), aln e dln, podem
ser obtidos em termos dos coeficientes de espalhamento, al+1

n e dl+1
n , como segue [99]:

[

aln dln
]

=

[

t11|ln t12|ln
t21|ln t22|ln

]

[

al+1
n dl+1

n

]

= T ln
[

al+1
n dl+1

n

]

. (C.1)

Onde

t11|ln =

(

ψ
′l
n(νl)ζ

l+1
n (ρl)− ψln(νl)ζ

′l+1
n (ρl)

yl
yl+1

)

/i (C.2)

t12|ln =

(

ψln(νl)ψ
′l+1
n (ρl)

yl
yl+1

− ψ′l
n(νl)ψ

l+1
n (ρl)

)

/i

t21|ln =
(

ζ
′l
n (νl)ζ

l+1
n (ρl)− ζ ln(νl)ζ

′l+1
n (ρl)

) yl
yl+1

/i

t22|ln =

(

ζ ln(νl)ψ
′l+1
n (ρl)

yl
yl+1

− ζ ′l
n (νl)ψ

l+1
n (ρl)

)

/i,

onde xl, ml e yl são, respectivamente, o parâmetro de tamanho, o ı́ndice de refração e a
admitância da camada l; i é a unidade imaginária; ψ e ζ são as funções de Riccati-Bessel
que apresentam os argumentos νl = mlxl−1 e ρl = ml+1xl+1. Além disso, nós podemos
definir a matriz Ql

n dada por

Ql
n

[

aln
dln

]

=

[

q11|ln q12|ln
q21|ln q22|ln

] [

aln
dln

]

=

= T lnT
l+1
n ...TL−1

n TLn

[

aln
dln

] [

aL+1
n

dL+1
n

]

. (C.3)

O coeficiente a1n = 0 é igual a zero, uma vez que não há campo espalhado no interior
do núcleo. Visto que o campo é nulo dentro de um núcleo perfeitamente condutor, neste
caso particular, todos os coeficientes são iguais a zero (a1n = d1n = 0). Substituindo os
valores de a2n e d2n obtidos a partir da equação (C.3) com l = 2 na equação (C.1) com
l = 1, nós obtemos as equações para os coeficientes espalhados:
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aL+1
n =

t11|1nq12|2n + t12|1nq22|2n
t11|1nq11|2n + t12|1nq21|2n

(C.4)

e

dL+1
n = 1. (C.5)

Os coeficientes de espalhamento para as camadas internas podem ser calculadas por
(C.3). Para um núcleo dielétrico temos que

aL+1
n = −q12|

L
n

q12|Ln
. (C.6)

Nós temos a condição y1/y2 → ∞ para o núcleo de PEC (l = 1). Assim, de (C.3) é
posśıvel mostrar que

t11|ln = ζ2n(
′m2x1) (C.7)

e

t12|ln = −ψ2
n(

′m2x2). (C.8)

Os coeficientes bln e cln podem ser calculados de uma forma similar.
A partir dos coeficientes de espalhamento aL+1

n and bL+1
n , é posśıvel calcular as ampli-

tudes de espalhamento

S1(θ) =
Nmax
∑

n=1

2n+ 1

n(n+ 1)
(aL+1
n πn(θ) + bL+1

n τn(θ)) (C.9)

e

S2(θ) =
Nmax
∑

n=1

2n+ 1

n(n+ 1)
(aL+1
n τn(θ) + bL+1

n πn(θ)). (C.10)

Aqui

πn(θ) =
P 1
n(cosθ)

sinθ
(C.11)

e

τn(θ) =
dP 1

n(cosθ)

dθ
, (C.12)

onde P 1
n(cosθ) é a função de Legendre associada de primeira ordem. A seção reta radar

bi-estática é

σ(φ, θ) =
λ2

π

[

sin2(φ)S1(θ)
2 + cos2(φ)S2(θ)

2
]

. (C.13)
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A seção reta geométrica é

σg = πr21 (C.14)

onde r1 é o raio do núcleo e a seção reta de espalhamento total é

σsca =
λ2

2π

Nmax
∑

n=1

(2n+ 1)(|aL+1
n |2 + |bL+1

n |2) (C.15)

O valor da seção reta radar é expresso em dBsm e seção reta radar normalizada, σ(φ, θ)/σg,
em dB.

Por sua vez, os campos internos à l-ésima camada (l = 1, 2, ..., L) são dados por

El =
∞
∑

n=1

En[c
l
nM

(1)
o1n − idlnN

(1)
e1n + alnM

(3)
o1n − iblnN

(1)
e1n] (C.16)

e

H(i) = − kl
ωµl

∞
∑

n=1

En[d
l
nM

(1)
e1n + iclnN

(1)
o1n + blnM

(3)
e1n + ialnN

(1)
o1n] (C.17)

onde kl = k0ml (k0 = 2π/λ), e Me1n, Mo1n, Ne1n e No1n são os harmônicos esféricos
vetoriais.

C.2 Transformada inversa de Fourier

A partir dos campos obtidos no domı́nio da frequência através do método da matriz de
transição, nós podemos obter os campos no domı́nio do tempo, utilizando a transformada
inversa de Fourier discreta (IDFT). Como o número de frequências consideradas é neces-
sariamente discreto, o pulso incidente é periódico. Para evitar que dois pulsos consecutivos
sofram interferência, o peŕıodo deve ser muito maior do que a largura do pulso. Para isso,
o incremento de frequências deve ser suficientemente pequeno. Logo, quanto maior for o
número de frequências utilizadas na IDFT, mais precisos serão os resultados obtidos.

Em nossas simulações, utilizamos um cosseno modulado por uma gaussiana como pulso
incidente, o qual é dado pela equação:

x(t) = e−( t−to
τ

)2cos(2πfc(t− to)), (C.18)

cuja transformada de Fourier é dada por

X(f) = (
τ
√
π

2
e−((f−fc)πτ)2 +

τ
√
π

2
e−((f+fc)πτ)2). (C.19)

A partir das amplitudes dos campos incidentes obtidos para cada uma das frequências
consideradas, nós utilizamos o método da matriz de transição para obter os campos totais
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no domı́nio da frequência. O campo total é o resultado da superposição do campo incidente
com o campo espalhado. Dessa forma, podemos obter os campos totais no domı́nio do
tempo utilizando a transformada inversa de Fourier discreta.

Figura C.1: Esquema de cálculo para uma estrutura esférica estratificada em múltiplas
camadas.
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Apêndice D

O método FDTD

Em 1920, Alexander Thom [101] desenvolveu o método das diferenças finitas (FDM),
a fim de solucionar equações não lineares da hidrodinâmica. Essa técnica era baseada
na aproximação de equações diferenciais por equações de diferenças finitas. Em 1966,
Kane Yee [102] propôs uma técnica numérica para solucionar as equações rotacionais de
Maxwell, utilizando o método das diferenças finitas no domı́nio do tempo (FDTD).

D.1 O algoritmo de Yee

Ométodo das diferenças finitas no domı́nio do tempo (FDTD) utiliza razões entre diferenças
algébricas como aproximações para derivadas em equações diferenciais. Quando este
método envolve problemas concernentes à propagação de ondas eletromagnéticas, as
equações diferenciais utilizadas são as equações de Maxwell na forma diferencial, mais
especificamente as Leis de Faraday e de Ampére, respectivamente mostradas nas equações
(D.1) e (D.2), para um meio linear e isotrópico,

∇× ~E = −µ∂
~H

∂t
(D.1)

e

∇× ~H = ε
∂ ~E

∂t
+ σ ~E, (D.2)

onde ~E e ~H são, respectivamente, os vetores intensidade de campo elétrico (V/m) e
intensidade de campo magnético (A/m). E os śımbolos ε, µ e σ representam os parâmetros
constitutivos do meio, os quais são, respectivamente, permissividade elétrica (farads/m),
permeabilidade magnética (henrys/m) e condutividade elétrica (Siemens/m).

A discretização espacial das equações é feita com base na célula de Yee, mostrada na
figura (D.1), resultando em aproximações por derivadas centradas. Os esquemas mais
comumente utilizados na discretização temporal são leap-frog e Cranck-Nicholson [103].
Este emprega aproximações por derivadas avançadas e atrasadas resultando em um al-
goritmo impĺıcito; aquele faz uso de uma aproximação por derivada centrada, resultando
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em um algoritmo expĺıcito. Esses algoritmos são incondicionalmente e condicionalmente
estáveis, respectivamente.

Utilizando aproximações por derivadas centradas tanto para as derivadas espaciais
quanto para a derivada temporal, são obtidas as equações de atualização das componentes
dos campos [103]. A equação de atualização da componente y do campo magnético é dada
por:

H
n+ 1

2
y
(i+1

2 ,j,k+1
2 )

= H
n− 1

2
y
(i+1

2 ,j,k+1
2 )
− ∆t

µ

[

En
x
(i+1

2 ,j,k+1)
− En

z
(i+1

2 ,j,k)

∆z
−
En
z
(i+1,j,k+1

2 )
− En

z
(i,j,k+1

2 )

∆x

]

,

(D.3)
e a equação de atualização da componente x do campo elétrico é obtida pela expressão a
seguir:

En+1
x (i+ 1

2
,j,k)

= En
x (i+ 1

2
,j,k)

(

1− σ∆t

2ε

1 + σ∆t

2ε

)

+
∆t

ε
(

1 + σ∆t

2ε

)
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



H
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2

z (i+ 1
2
,j+ 1
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−Hn+ 1

2

z (i+ 1
2
,j− 1

2
,k)

∆y







− ∆t

ε
(

1 + σ∆t

2ε

)







H
n+ 1

2

y (i+ 1
2
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2
)
−Hn+ 1

2

y (i+ 1
2
,j,k− 1

2
)

∆z






.

(D.4)

D.2 Precisão e Estabilidade do Método FDTD

O algoritmo FDTD pode apresentar dispersão numérica devido às distorções de magni-
tude e fase dos campos calculados, fazendo com que a velocidade dos modos de onda
numéricos divirja da velocidade verdadeiramente apresentada pela onda eletromagnética.
Dessa forma, para diferentes comprimentos de onda, direções de propagação ou ńıveis de
discretização são obtidas diferentes velocidades de fase. A fim de eliminar essas distorções
é necessário refinar a malha de discretização do domı́nio computacional, utilizando in-
crementos espaciais cada vez menores, até que as soluções convirjam para valores com
a precisão desejada. Como regra prática o incremento espacial ∆x, y, z deve ser menor
do que ou igual a décima parte do comprimento de onda da maior freqüência analisada,
como mostra a equação (D.5),

∆x, y, z ≤ λmin

10
. (D.5)

Além disso, o algoritmo FDTD requer que o passo temporal ∆t apresente uma limitação
espećıfica em relação aos incrementos espaciais ∆x, ∆y e ∆z. Essa limitação, apresentada
na equação (D.6) e denominada condição de Courant-Friedrichs-Lewy [103], é necessária
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Figura D.1: Distribuição espacial das componentes dos campos ~E e ~H para a célula de
Yee (i, j, k).
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para evitar a instabilidade numérica, uma possibilidade indesejada, a qual se manifesta
através de um crescimento cont́ınuo do erro computacional,

∆t ≤ 1

c
√

1
∆x2

+ 1
∆y2

+ 1
∆z2

. (D.6)

onde c é a velocidade da luz no vácuo.

D.3 Condições de Contorno Absorvente

Como muitas vezes é preciso analisar a propagação de ondas eletromagnéticas em um
ambiente aberto (não limitado por paredes condutoras perfeitas), faz-se necessária a
truncagem do domı́nio de análise, pois, não é posśıvel simular uma onda propagando-se
em um espaço de dimensões infinitas, o que requereria uma quantidade também infinita
de memória. Nesse trabalho, foi utilizada a camada perfeitamente casada convolucional
(CPML - Convolutional Perfectly Matched Layer) [104, 105] como condição de contorno
absorvente para truncar o domı́nio de análise. A CPML é capaz de atenuar modos evanes-
centes e evita o aparecimento de reflexões com retardo de tempo [106].

D.3.1 Equações de atualização para a CPML

A equação de atualização da componente x do campo elétrico para a CPML é dada por
[103]:

E
n+ 1

2
x = Cexe(i, j, k)× En

x (i, j, k)

+ Cexbz(i, j, k)×
(

H
n+ 1

2
z (i, j, k)−Hn+ 1

2
z (i, j − 1, k)

)

+ Cexby(i, j, k)×
(

H
n+ 1

2
y (i, j, k)−Hn+ 1

2
y (i, j, k − 1)

)

+ Cψexy(i, j, k)× ψ
n+ 1

2
exy (i, j, k) + Cψexz(i, j, k)× ψ

n+ 1
2

exz (i, j, k), (D.7)

onde

Cψexy(i, j, k) = ∆yCexhz(i, j, k), Cexbz(i, j, k) = (1/κey(i, j, k))× Cexbz(i, j, k),
Cψexy(i, j, z) = ∆zCexhy(i, j, k), Cexby(i, j, k) = (1/κey(i, j, k))× Cexby(i, j, k). (D.8)

D.3.2 Distribuição de parâmetros da CPML

A condutividade máxima do perfil de condutividades é calculada em [104] usando σmax =
σfactor × σopt, onde
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σopt =
npml + 1

150π
√
εr∆i

. (D.9)

Um perfil polinomial de ordem npml para as condutividades da CPML são expressas
por:

σpei(ρ) = σmax

(ρ

δ

)npml

, σpmi(ρ) =
µ0

ε0
σmax

(ρ

δ

)npml

. (D.10)

Por sua vez, os perfis de κei e κmi podem ser calculados, respectivamente, por:

κei(ρ) = 1 + (κmax − 1)
(ρ

δ

)npml

, κmi(ρ) = 1 + (κmax − 1)
(ρ

δ

)npml

. (D.11)

E finalmente, os valores de αei e αmi são dados por:

αei(ρ) + αmin + (αmax − αmin)
ρ

δ
, αmi(ρ) =

µ0

ε0

(

αmin + (αmax − αmin)
(ρ

δ

))

. (D.12)

Estas distribuições espaciais dos valores dos parâmetros da CPML são escolhidas para
minimizar o erro de reflexão dos modos propagantes, assim como, dos modos evanescentes
[105].

D.4 Formulação de Campo Espalhado

Em FDTD, as duas principais formulações utilizadas para simular a incidência de on-
das eletromagnéticas sobre um objeto espalhador são formulação de campo-total-campo-
espalhado (TFSF) e formulação de campo espalhado (SF), a qual foi utilizada neste tra-
balho. Na formulação de campo espalhado, os campos incidentes são definidos analitica-
mente em todo o domı́nio de análise [103].

D.4.1 Equações de atualização dos campos espalhados.

A equação de atualização para a formulação de campo espalhado pode ser expressa para
a componente x do campo elétrico como:

En+1
scat,x(i, j, k) = Cexe(i, j, k)E

n
scat,x(i, j, k)

+ Cexhz(i, j, k)
[

H
n+ 1

2
scat,z(i, j, k)−H

n+ 1
2

scat,z(i, j − 1, k)
]

+ Cexhy(i, j, k)
[

H
n+ 1

2
scat,y(i, j, k)−H

n+ 1
2

scat,y(i, j, k − 1)
]

+ Cexeic(i, j, k)E
n+1
inc,x(i, j, k) + Cexeip(i, j, k)E

n
inc,x(i, j, k), (D.13)
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onde

Cexe(i, j, k) =
2εx(i, j, k)− σex(i, j, k)∆t

2εx(i, j, k) + σex(i, j, k)∆t

,

Cexhz(i, j, k) =
2∆t

∆y (2εx(i, j, k) + σex(i, j, k)∆t)
,

Cexhy(i, j, k) = − 2∆t

∆z (2εx(i, j, k) + σex(i, j, k)∆t)
,

Cexeic(i, j, k) =
2 (ε0 − εx(i, j, k))− σex(i, j, k)∆t

2εx(i, j, k) + σex(i, j, k)∆t

,

Cexeip(i, j, k) = −2 (ε0 − εx(i, j, k)) + σex(i, j, k)∆t

2εx(i, j, k) + σex(i, j, k)∆t

. (D.14)

A equação de atualização para a componente y do campo magnético pode ser expressa
como:

H
n+ 1

2
scat,y(i, j, k) = Chyh(i, j, k)H

n− 1
2

scat,y(i, j, k)

+ Chyex(i, j, k)
[

Enscat,x(i, j + 1, k)− Enscat,x(i, j, k)
]

+ Chyez(i, j, k)
[

Enscat,z(i, j, k + 1)− Enscat,z(i, j, k)
]

+ Chyhic(i, j, k)H
n+ 1

2
inc,y(i, j, k) + Chyhip(i, j, k)H

n− 1
2

inc,y(i, j, k), (D.15)

onde

Chyh(i, j, k) =
2µy(i, j, k)− σmy (i, j, k)∆t

2µy(i, j, k) + σmy (i, j, k)∆t

,

Chyex(i, j, k) = − 2∆t

∆z

(

2µy(i, j, k) + σmy (i, j, k)∆t

) ,

Chyez(i, j, k) =
2∆t

∆x

(

2µy(i, j, k) + σmy (i, j, k)∆t

) ,

Chyhic(i, j, k) =
2 (µ0 − µy(i, j, k))− σmy (i, j, k)∆t

2µy(i, j, k) + σmy (i, j, k)∆t

,

Chyhip(i, j, k) = −
2 (µ0 − µy(i, j, k)) + σmy (i, j, k)∆t

2µy(i, j, k) + σmy (i, j, k)∆t

.
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Apêndice E

Algoritmo da técnica AG

A técnica de algoritmos genéticos (AGs) é uma técnica de otimização inspirada no neo-
darwinismo. Inicialmente, um conjunto de posśıveis soluções para o problema é gerado
de forma aleatória. O conjunto de soluções é tratado como uma população, na qual cada
indiv́ıduo corresponde a uma posśıvel solução. Por sua vez, um indiv́ıduo é representado
por um cromossomo que corresponde a uma cadeia de bits ”0”s e ”1”s. Cada um desses
cromossomos é dividido em genes, que correspondem às variáveis envolvidas na solução
do problema. A partir de uma função objetivo, a qual se deseja minimizar, são atribúıdos
pesos a cada um dos indiv́ıduos, que correspondem às avaliações dos mesmos. Esses pe-
sos são denominados aptidões dos indiv́ıduos. Os indiv́ıduos mais aptos possuem maior
probabilidade de serem escolhidos para o cruzamento. O método da roleta ponderada é
o mais comumente utilizado na seleção desses indiv́ıduos. Em seguida, são realizadas as
operações de mutação dos indiv́ıduos. Além disso, o indiv́ıduo mais apto é preservado na
geração seguinte, através de um procedimento conhecido como elitismo.

E.0.2 Etapa de inicialização do AG

Inicialmente, são escolhidos o número de variáveis consideradas na solução do problema, o
intervalo de definição de cada uma das variáveis, a precisão com que essas variáveis serão
escolhidas, o tamanho da população e o número máximo de gerações. Em seguida, é
definido o número de bits de cada gene que representa uma variável. Considere o exemplo
da Figura E.1. Essa figura representa a solução de um problema de cinco variáveis ou
genes, sendo que a cada uma delas é reservado um certo número de bits. O gene da
variável 2 igual a ”00000”indica que ela armazena o menor valor do intervalo em que está
definida. Por sua vez, o gene da variável 4 igual a ”111111”indica que ela armazena o
maior valor do intervalo em que está definida. O número de bits de cada gene e os valores
assumidos pelas variáveis são dados, respectivamente, pelas equações (E.1) e (E.2).

Ni ≥ log2

(

vari,max − vari,min
10−P

)

. (E.1)
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Figura E.1: O cromossomo reserva um certo número de genes para cada variável

Onde P é a precisão em casas decimais com que a variável i é definida, [vari,min, vari,max]
é o intervalo em que a variável i é definida e Ni é o número de bits do gene correspondente
à variável i. O tamanho total do cromossomo é dado pela soma dos tamanhos de todos
os genes.

feni,j = inti,j
vari,max − vari,min

2Ni − 1.0
+ vari,min (E.2)

Onde feni,j e inti,j são, respectivamente, o fenótipo (valor da variável) e o inteiro corre-
spondente ao número binário contido no gene da variável i do indiv́ıduo j.

E.0.3 Laço de gerações do AG

Após serem obtidos os fenótipos dos indiv́ıduos, eles são avaliados; e a cada um deles
é atribúıda uma aptidão. Posteriomente, a roleta ponderada é utilizada para realizar a
seleção dos indiv́ıduos os quais serão utilizados na operação de cruzamento.

Avaliação dos indiv́ıduos

A avaliação consiste na atribuição de aptidões aos indiv́ıduos de acordo com o valor obtido
para a função objetivo, a qual se deseja minimizar ou maximizar.

O elitismo

O elitismo ú um recurso utilizado no AG para que o indiv́ıduo mais apto nunca seja per-
dido, garantindo a convergência do AG. Pois, na pior das hipóteses, na próxima geração,
ter-se-á um indiv́ıduo de aptidão maior do que ou igual à aptidão do indiv́ıduo mais apto
da geração anterior.
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Figura E.2: Roleta ponderada.

Seleção por roleta ponderada

A seleção na técnica de AG é realizada, neste trabalho, através da roleta ponderada, con-
forme ilustrado no exemplo da Figura E.2. Inicialmente, é gerado um número aleatório en-
tre 0 e o valor da soma total das aptidões, no caso, 100. Em seguida, um laço de repetição
acessa os indiv́ıduos um a um, na sequência em que eles estão escritos na memória. A
medida que eles vão sendo acessados, uma variável soma vai acumulando a soma das
aptidões desses indiv́ıduos. Quando a variável soma ultrapassa o valor aleatório (entre 0
e 100), o último indiv́ıduo acessado é selecionado pela roleta. Nesse exemplo, se o número
aleatório gerado for menor do que 50, então, o indiv́ıduo 1 será escolhido. Por outro lado,
se o número aleatório gerado estiver compreendido entre 50 e 75, então, o indiv́ıduo 2 será
escolhido. Contudo, se o número aleatório gerado estiver compreendido entre 75 e 87,5,
então, o indiv́ıduo 3 será escolhido. Finalmente, se o número aleatório gerado for maior
do que 75, então, o indiv́ıduo 4 será escolhido. Assim, nota-se que a probabilidade de um
indiv́ıduo ser selecionado é proporcional a sua aptidão.

Observando o funcionamento da roleta ponderada, é posśıvel notar que, sem o elitismo,
mesmo o indiv́ıduo mais apto poderia ser eliminado. Além disso, vê-se que os indiv́ıduos
mais aptos tem maior probabilidade de serem selecionados. Ainda, é posśıvel observar
que nada impede que um determinado indiv́ıduo seja selecionado mais de uma vez.
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Figura E.3: Cruzamento entre pares de cromossomos selecionados. A partir do ponto de
cruzamento, é feita quebra dos cromossomos, os quais são posteriomente recombinados.

O cruzamento

O cruzamento é realizado entre pares de indiv́ıduos selecionados pela roleta ponderada.
Para isso, é escolhido um ponto de cruzamento. Na posição do ponto de cruzamento, os
cromossomos do par de indiv́ıduos selecionados são quebrados em duas partes, e poste-
riormente, recombinados, dando origem a dois novos indiv́ıduos da nova geração. Esse
processo de cruzamento de um par de indiv́ıduos selecionados, e em seguida recombinados,
é ilustrado na Figura E.3.

A mutação

A mutação consiste na troca de cada um dos bits de um cromossomo de ”0”por ”1”, ou
vice-versa. A operação de mutação é realizada individualmente em cada bit dos cromos-
somos.

Uso de algoritmos genéticos no projeto de coberturas de camuflagem eletro-
magnética

Neste trabalho, é proposta a minimização da seção reta de espalhamento total através da
técnica de algoritmos genéticos. Esta minimização ocorre de acordo com o diagrama de
blocos mostrado na Figura F.1.
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Figura E.4: Diagrama de blocos da minimização da seção reta de espalhamento através
da técnica de algoritmos genéticos.
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Apêndice F

Algoritmo da técnica PSO

No algoritmo PSO, uma população de N part́ıculas é definida no espaço de parâmetros Rn,
onde as n componentes do vetor posição de cada part́ıcula representam os n parâmetros
envolvidos no problema de otimização. As part́ıculas movem-se por inércia em geral em
um meio dissipativo e são atráıdas por forças elásticas em direção aos pontos de mı́nimo
local e mı́nimo global, onde o mı́nimo global é o mı́nimo de todas as part́ıculas e o mı́nimo
local é o mı́nimo de cada part́ıcula individual [63].

F.1 Vetor posição

Cada componente xj do vetor posição é limitada ao intervalo [xL,j , xH,j ]. A equação de
atualização do vetor posição é dada por [63]:

xj ← xj + vj, (F.1)

em que vj é o vetor velocidade.

F.2 Vetor velocidade

A equação de atualização do vetor velocidade vj é expressa como [63]:

vf ← wvf + c1ϕ1(xlocal,j − xj) + c2ϕ2(xglobal − xj), (F.2)

onde w é o peso de inércia, c1 = 2 é o fator cognitivo, c2 = 2 é o fator social, ϕ1 e ϕ2

são duas variáveis aleatórias distribuidas entre 0 e 1, xlocal,j é a componente j do vetor
posição do mı́nimo local e xglobal,j é a componente j do vetor posição do mı́nimo global.

É realizado o controle do módulo da velocidade da part́ıcula. Se o módulo da velocidade
excede um certo valor máximo, então, ele é substituido por esse valor máximo.
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F.3 Dinâmica do PSO

Para entendermos a dinâmica do PSO, devemos considerar uma part́ıcula de massa m
localizada na posição ~x e com velocidade ~v, sendo atráıda através de forças elásticas (de
constantes elásticas klocal e kglobal) para os pontos cujos vetores posição são dados por
~xlocal e ~xglobal, em um meio conservativo. Para a componente j, temos que:

m
∆v

∆t
= klocal(xlocal,j − xj) + kglobal(xglobal − xj), (F.3)

vf = vi +
∆tklocal
m

(xlocal,j − xj) +
∆tkglobal

m
(xglobal − xj). (F.4)

Fazendo um ajuste das constantes chegamos a equação (F.2).

F.4 Condições de contorno

Se uma part́ıcula colide com a parede que delimita o espaço de parâmetros na direção j,
nós substituimos a componente vj da velocidade da part́ıcula por −vj; isto corresponde à
condição de contorno reflexiva.

As part́ıculas não passam através da parede devido à condição de contorno ŕıgida: (se
xj < xL,j , então xj ← xL,j) e (se xj > xH,j, então xj → xH,j).

F.5 Meio dissipativo

Um PSO com meio conservativo é aquele em que w = 1 [63]. Um PSO com meio dissi-
pativo é aquele em que 0 < w < 1 [63]. Em nossas simulações nós utilizamos um valor
decrescente de w, tornando o meio mais dissipativo e, consecutivamente, as part́ıculas
mais lentas, com o passar do tempo.
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Figura F.1: Diagrama de blocos da minimização da seção reta de espalhamento total
através da técnica de otimização por enxame de part́ıculas.
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