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RESUKOi Neste trabalho abordamos quectC$es referentes ao problema de 
autovalores e autovetores de uma matriz simétrica» otlrolzaçSo de 
funçCes matriciais © de robustez de sistemas' dInSmlcos 1i no aros 
contínuos no tempo. 

O Problema de autovalores e autovetores é abordado eegundo 
do 1s pontos do víeta d Ict1ntos: decompostçSo da matriz do sistema onde 
sugerimos uma nova irplementaç3o para o cálculo dos autovetores e 
ot í m 1 zaçSo da funçSo cuoc lento d© R ay 1 o 1 gh onde dois novos a 1 gor 11 m.os 
baseados numa combinação dos métodos de Newton e gradientes conjugado® 
eSo apresentados. 

Para resolver uma dance de problemas do otimização d© ftinçSes 
matriciais, é sugerido uma metodologia baseada no método doa 
hiperplanos de corte e aplicada a dois problemas disponíveis na 
literatura, o problema do testo educacional quo aparece em estat í 11 ca 
e a determinação da solução diagonal positiva da equação de Lyapunov. 

Sobre a robustez de sistemas dinâmicos lineares contínuos no 
tempo são fornecidas condições suficientes para existência de uma 
matriz constante de ganhos de realimentações, de maneira quo o sistema 
de malha fechada seja robusto quanto a inserção no modelo de 
perturbações não lineares dependentes do estado. Para determinação da 
matriz de ganho propomos um procedimento numérico. 

ABSTRACT: In thls work we analyse three probIems. In th© fírst» wo 
present some a 1gor1 th i ms to solve the e1genvector and elgenvalue 
problems of the symmetr i c matrix, i n the second we analyse the 
optimizatlon problems with matricial constrai nts and finally in the 
third some robustness properties of 1inoar continuons time dynamic 
systems are studied. 

The eigenvector and elgenvalue problems are ana1ysed us i ng 
two methods: the decompos1tion techn1quo on the matrlx of the system 
and the opt1mizat1on of the Rayleigh quot i ent. In the second one we 
propose two algor1thms based on the Newton method and conjucated 
gr adient method. 

To solve a class of the opt i m1zat i on problems v i th matricial 
constra 1nts we propose a methodo1og i e based on the cutt1ng p1 ano 
technique. Two exemples are treated. 

Finally, for a glven linear cont1nuons time dynamic systems 
we determine sufficlent conditions for the existenco of a conctant 
feedback matr ix such that the c1osed-1oop system 1s robust in the 
sense that the pertubed system is asymptoca11y st abi o. 



Introdução GereI 

A roa 11zaçSo desto trabalho foi aotivada pelo eotudo da ectabl1i- 

dade de sistemas dinâmicos. Aqui abordamos algumas queutòeo que vem 

surgindo recentemente na literatura, como conseqüência das pesquisas 

sobre a estabilidade de s i eternas dinâmicos. 

Dentre as quostCiee que despertaram nosso interesse, temos aqueia 

de otimizar uma função matricial sujeito a restriçSes raatr i c í a 1s do 

tipo sem i def i n 1 das. 

Outra diz respeito a robustez do si eterna, através da qual é 

possível estabelecer condições para um sistemas dinâmico, sujeito a 

perturbações não-1i neares dependentes do estado, per anecer estável. 

Imbuído da vontade de resolver te s questões, deparamos com a 

necessidade de abordar problemas referentes ao estudo de autos i stemas 

de uma matriz. Isto ó, calcular seus autova1 ores e respectivos 

autovetores. 

As três questões citadas são o tema principal deste trabalho. 

Deste modo, procuramos abordá-las segundo uras ordem que na nossa 

opinião é a mais adequada para apresentação, apesar de diferir 

bastante da maneira como elas foram trabalhadas ao longo do tempo. 

Assim, dividimos o trabalho em quatro capítulos. No primeiro, 

definições, teoremas e as notações foram estabelecidos. Podemos 

considerar este capítulo, como uma coletânea de resultados que 

fundamentam aqueles que serão apresentados nos capítulos subsequentes. 

No capítulo dois, iniciamos a apresentação daquilo que pode ser 

considerado a essência deste trabalho. Lá tratamos o problema de 

calcu1 ar o autos 1stema de uma matriz real e simétrica, sob o ponto de 
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vista algorítmico. Duas queetCes bZo abordadas. Primeiro o problema d® 

calcular o autos l etoraa comp 1 oto da matrSz, Depot» um problema 

especial, o de calcular os autovalorcs c autovetorea aeeoclados 

localIzadoB nas extremidade» do espectro da matriz, 

O terceiro capítulo concerne, ainda sob o ponto d© vleta algorít- 

mico, à eoluçSo d© uma clase© de problemas do otímlzaçSo matricial com 

restrições do tipo semíUefInIdas, cujas variáveis ©etSo localizadas na 

diagonal principal da natrlz incógnita. Uma metodologia baseada no 

método d© planos d© corte é proposta para resolver estes problemas, 

Ainda com referência a este capítulo, dois problemas existentes na 

literatura sSo resolvidos utilizando esta metodologi a. 0 primeiro diz 

respeito a confiabilidade de um exame constituído do vários : ubtestes, 

aos quais um grupo de estudantes é submetido. Este problema aparece na 

área de estatística e 6 denominado problema do Teste Educacional. 0 

segundo problema é referente a investigação quanto a existência ou n3o 

d© uma solução diagonal positiva da equação matricial de Lyapunov. 

Este problema aparece muito freqüentemente em economia © sistemas de 

contro1e. 

O último c pftu 1 o deste traba 1ho é dedicado ao estudo de robustez 

de sistemas dinâmicos lineares contínuos i nvar i antes no tempo. Condi - 

ções suficientes para existência de uma matriz de ganho de rea1imenta- 

ção, tal que a matriz do sistema de malha fechada admita uma solução 

diagonal positiva da equação de Lyapunov são apresentadas. Um procedi- 

mento numérico, para calcular a matriz de ganho, é proposto. 

Finalmente, algumas conclusões gerai s e novas propostas para 

futuros desenvolvimentos encerram o trabalho. 

2 



Cc.p ftu 1 o 1 

Problorna d© Autovelore», 01IcízsçSo • Ectcbilided» 

49 Sisiemas Dííiêbícosi Roeultsdo» Prc»! iefnsre® 

1.1. Introdução 

O propósito principal deste capítulo, é apresentar os conceitos e 

definições utilizados ao longo do trabalho. 

Uma coletânea de resultados, obedecendo uni encadeamento lógico, 

é exposta com intuito de tornar a leitura do texto um processo menos 

árido. Exemplos explicativos slo fornecidos, naqueles pontos onde 

achamos que era necessário esclarecer ma 1s detalhadamente alguma ou 

outra idéia que influenciaram, decisivamente, nos resultados obtidos 

nos capítulos subsequentes. 

Sobre o problema de autova1 ores © autovetores de uma matriz real, 

apresentamos resultados que conduzem à análise do autos i stema da 

matriz, segundo dois pontos de vista, distintos. Primeiro com relação 

a decomposição da matriz e segundo, através de uma abordagem 

vsri ac ional . 

Em se tratando de um trabalho em que predomina o aspecto algorít- 

mico, os conceitos de normas vetor i a i s © matriciais não poderiam deixar 

de ser apresentados, inclusive com certa extensão. De imediato, estes 

conceitos foram aplicados para localização d© autova1 ores. Com o mesmo 

objetivo, apresentamos um resultado devido a Gerschgor i n. 

Algumas tranformações elementares, como transformação de Househol- 

der, rotações no plano e a definição de sequdnc1 a de Sturm, serão 
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utilizadas na elaboração de um algoritmo para resolver o problema 

completo ou parcial de autovalorea d© uma matriz simétrica, Um resumo 

destes conceito® será fornecido nas seçSes 5 e 6. 

Funções esca1 ares com sinal definido, conjuntos © funções convexas 

© resultados correlacionados, aparecem nas seções 7 e 8. 

0 método dos gradientes conjugados para funções quadrátlcas, é 

resumido na f eçõo 9. El© serve de referência para os dois últimos 

algoritmos apresentados no próximo capítulo. 

Completando o capítulo, na última seçõo, os conceitos de ponto de 

equilíbrio, estabilidade, estabilidade asslntót1 ca referentes ao 

estudo de sistemas dinâmicos, serão fornecidos. Os tcoremas sobre 

estabilida "e de sistemas dinâmicos, discretos e contínuos no tempo, 

devidos a Lyapunov, serão também inclui dos. Para finalizar temos a 

definição de matriz estável e diagonalmente estável. 

1.2. Autova1 ore# # Autovetore* 

Ura prob1 ema que aparece freqüentemente nas aplicações da álgebra 

Linear, é aquele de encontrar valores de um parâmetro escalar ÍK ,para 

os quais existem vetores x ,n3o-nu1 os, do R que satisfazem a equação: 

Ax = X x (1.2.1) 

onde Â é uma matriz de ordem n. 

Def.1.2.1 - Um parâmetro escalará em (1.2.1), é um autovalor 

(valor característico) da matriz A(nxn) e o correspondente vetor 

não-nulo x é um autovetor (vetor característico) de A, 
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Def.1.2.2 - O conjunto U=(< X. ,x- ) : A; é um escalar e x- £ r" , 
i. 

1 = 1,2,. . . n ) é chamado autoe i stema da matriz Ã(nxn), 

Para um dado valor de X a equaçSo (1.2.1) é equivalente a oqnaçSo 

1i near homogênea 

íh - X 1)x = 0 (1.2.2) 

onde I é a matriz identidade de ordem n. Sendo assim, uma condição 

necessária e suficiente para que exista uma soluç3o nSo-trivIal de 

(1,2.2) d que 

det (A -XI) = o. (1.2.3) 

Desenvolvendo este determinante, obtemos um polinômio de grau n em X. 

Def.1.2.3 - A equação (1.2.3) é denominada equação característica 

da matriz A e o polinômio de grau n, P(X ) ~ det(A - X. I), polinômio 

característico de A, 

Pelo teorema fundamental da álgebra, sabemos que uma equação 

po1i nora 1 al de grau n, P(X )=0, tem n raízes, nem todas necessàr i amente 

distintas. Se uma raiz é contada um número d© vezes igual à sua multi- 

plicidade, então existem n raízes que podem ser tanto reais como 

comp1exas. 

Neste trabalho a matriz do sistema (1.2.1) é sempre real © 

simétrica. Assim, podemos afirroar que as raízes do polinômio caracte- 

rístico P(X) = 0, são sempre números reais e que existe ura conjunto 
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completo de n ©ulovetoies xk , 1^1,2 n que for ca uma b&ee do íT . 

Teo.l.l i Se e matriz real A na cqueçSo (1.2.1) é ei métrica, oe 

autova1orec de A eSo reais. 

Prove: Suponhamos que X é um autovaJ or da matriz A. EntSo exlete 

pelo menos um autovetor x tal que 

hx ~ X x (1.2.4) 

Tomando o conjugado complexo de (1.2.4), obtemos 

hx ~ X x (1.2.5) 

(A é uma matriz real). Pré-multiplicando (1.2.4) por x' , (1.2.5) por 

x * e subtraindo membro a membro temos: 

x ' Ax - x ' Ax = (^ -X ) x ' x Cl.2.6) 

dado que xx = xx . Como A é simétrica, x*Ax = x1Ax e x'x é real e 

positivo. Concluímos de (1.2.6) que X = X t sendo assim um número 

real . 

Teo.1.2 : Sejam . 1=1,2,...,m, autova1 ores distintos da matriz 

simétrica A. EntSo o conjunto de autovetores correspondentes xL 

1=1,2,...,m é linearmente independente. 
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Prova j Vemos cupor que o conjunto de autovetores é íinearroont© 

dependente. EntSo existem comblnaçOes lineares n3o-nu!as deccea 

vetores que sSo Iguais ao vetor zero. Entre essas comb i nsçÇles 

lineares, vamos selecionar aquela que tem o número m f n1 mo de 

coeficientes nSo-nulos. Sem perda de generalidade, pode ser assumido 

que esses coeficientes correspondera aos prImelros k autovetoreo, e que 

o primeiro coeficiente é Igual a 1. Isto é, a relação 6 da forma 

K 

+ Hl aL xL "= 0. (1.2.7) 
i=i 

para algum conjunto de aj b , 1=1,2,a.^ 0. 

Kul típlIcando (1 .2.7) por A obtemos 

Axt 
+ JZ Ax- = 0. (1.2.8) 

l-2 

Usando o fato que os x/s s3o autovetores,(1.2.8) é equivalente a 

K 
Aixi

+ 11 aL x. - 0 <1.2.S) 

Multiplicando (1.2.7) por Aá e subtraindo de (1.2.9) temos 

aL cXi- " Xi )xi = 0 
isZ 

Portanto, é uma combinaçSo linear de somente (k-1> têrmos, contradi- 

zendo a h i pótese de k ser o número mínimo de coeficientes n3o-nulos. 

Donde concluímos, que o conjunto de autovetores x•, 1=1,2,...,m é 

linearmente Independente. 
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PelH teo.1 .7 podemos concluir que ee os n autova1or ee determinados 

através do poíínômlo característico de uma eatr t z s t mdtr1 ca, b3o todo» 

distinto®, o conjunto d© n autovetores aeseoc1adoe formam uma base 

para o R . Ho caso do existirem autovaloroe repetidos, ainda BBfílii é 

possível determinar um conjunto de n autovetores associados 1 1 nearmen- 

to independente £333. 

Teo.1.3 : Se a matriz real A na equaçSo (1.2.1) é simétrica, os 

autovetores correspondentes a autovaiores distintos e3o ortogonais. 

Prova; Sejam i ,xv ) e ( \ ,xJ) dois elementos distintos do 

autos i stema da matriz A. Por hipótese 

Axt = V xL e Ax^ = Xj 

ent3o, 

Xj ' Ax^ = x- ' x e x- * Ax = X x ' x 

Subtraindo membro a membro estas igualdades e usando o fato de x • Ax = 
i 

xt 'Ax- ,obtemos 

xL =0 

Como f , temos que x^ xv =0. Logo Xv e 83o ortogonais. 

Em geral, o comprimento de um autovetor n3o é de Interesse. Por 

conveniência, sempre assumlremoa que oe autovetorea de uma matriz 

simétrica s3o de comprimento unitário, isto é, eles sáo normalizados. 

Um conjunto de do ia ou mais autovetores xL normalizados & correspon- 
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dentee m diferentes eutovaloree ne t! ef Ezetrt e equeçSo x ' x £ 
^ t j l i 

Qualquer conjunto de vetores eet J ef ezendo esta equaçlo é chamado im 

conjunto ortonorca1. 

Ob reeu 11 adoe obt i doe até egor a dizem respeito comente ao n i51:, o r o 

de autovaloree e autovetoree de uma matriz, no caso, real e ei métrica, 

ficando a quertSo t como determinar cada um deles explicitamente? 

Quando a ordem da matriz assume valores maiores ou igual a 5, em 

geral, precisamos usar um método numérico para determinar um, algune 

ou todos os elementos de seu autosieterna. Vários enfoques podem ser 

dados para resolver este problema. Um deles é através da decompôs i çSo 

da matriz do elGtema, k, em matrizes mais simples, para efeito de 

cálculos, e que tenham os mesmos autova1 ores da matriz original 

(matrizes siraí lares). 

Outro enfoque que pode ser dado ao problema de aut ova 1 ores é 

através do uso de técnicas de ot í m i zaçSo. Para ver como Isto é 

possível, vamos tomar a equaçSo (1.2.1) e multiplicar ambos os embros 

pelo vetor n3o-nu1 o x' 

x'Ax = A x x x # 0 (1.2.10) 

temos entSo 

^ = (x'Ax)/(x'x) x # 0 (1.2.11) 

Def.1.2.4 - A funçSo de valor escalar R : R1 R, denominada 

quoclente de Rayleigh, é definida por 

R(x> = {x*Ax>/(x,x) x # 0. (1.2.12) 
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Explorando algumas propriedades, peculiares, do quoc1 ente de 

Raylelgh, é possível resolver algune problemas especiais de autovalo- 

res e autovetores [36]. 

Ainda outra maneira com que podemos abordar o problema de autova- 

1 ores, será através do cálculo do polInômio característico da matriz 

A, sendo esta abordagem desaconselhada na maioria dos casos, a nSo ser 

era situações multo propícias. 

1.3. Kormas do Vetores o Matrizes 

Para fazer uso de processos numéricos 1terat1 vos na so1uçSo de 

problemas práticos, precisamos de uma forma ou de outra, examinar a 

convergência de seqüências de vetores e matrizes geradas por esses 

processos. Daí, concluímos sobre a necessidade de um conceito geral de 

distância. Este conceito se torna mais evidente através da definição 

de norma de vetores e matrizes. 

Def.1.3.1 - Uma seqüência de vetores do R* ,{x10 , 1=1,2,...), 

converge para o vetor x, se cada uma das seqüências formadas pelos ; 

componentes dos vetores x11 converge para respectiva componente do 

vetor x. 

Um tipo especial de seqüência de vetores convergentes, que vamos 

explorar muito, é aque1e de seqüência de vetores convergentes 

d 1reci ona1 mente. 

Def.1.3.2 - Uma seqüência de vetores do íf»{xiL\ 1=1,2,...) é dita 

ser d i rec i ona1 mente convergente se a sequênc i a de vetores normalizados 

(1) 
(x /c; , 1=1,2,...), com c L 'a escalares nSo-nu1 os,converge como na 
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úefIn!çfeo 1.3.). 

Def.1.3.3 - A norne N(x) «Itxll de um vetor x, é ume funçSc 

eecaíar resl que BdtiBfaz eu eeguIntee cond1çCec t 

(1> - M x1I ^ O com I IxI I = 0 eomeni© para x c O 

^2) llc.xli = fcl.Mxll para todo o real ar c 

(3) - tíx + y I I ^ llxll ■+ I | y M 

Através da def.1.3.3, qualquer funçSo escalar que sat1efaz 

condições (1-3) pode ser usada como uma norma vetor 1al 

Exemplo 1: Algumas normas vetor 1 a 1s usadas neste trabalho eSo 

I I x M. = 2-y Ix I 
1 - s v' (1.3.1) 

11X11 « (èrlK.ti" 
1 Ui 

(1.3.2) 

llxll = max Ix. I 
05 i 

(1.3.3) 

As normas 1,2 e oo sSo também conhecidas respectivamente 

norma octaedral.esférica ou euc1Ideana e cüblca. 

Usando a definlçSo de norma vetor 1al, dizemos que uma seqüência de 

vetores do E ,(x ,1-1,2,...), converge para x t R se e somente se 

1Im 1lxl- xl! = 0 (1.3.4) 
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para qualquer norma arbitrária. 

Def.1.3.4 

Def.1.3.5 

í íÃ1I^ 0, com IIA M = 0 üomente 

Mc.AI I = I c I . I l AI l 

MA + BI I ^ MAM + MBM 

IA.BI I X II A M . MBM 

Exemplo 2: Algumas normas matrlclas possíveis sao : 

oax yj Ia! • ^j i, j 
•' IS t 

MAM Cl.3.5) 

, i *-)2 
* éL.unMf 1 fè • 1 í MAM (1.3.6 

MAM n.max I a . I <1.3.7) 

De modo análogo ao caso de vetores dizemos 
que uma sequenc1 a de 

matrizes (A ,1=1,2,...) converge para matriz A se e comente 
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ü> 
llffi I1h -Ali = O C!,3.8) 

par a qualquer norma arbitrária. 

Def.1.3.6 — Uma norma r •tricial,IIAII, ú compatível com uma norma 

vetor 1 a 1 llxll ce para todo vetor x, se verifica : 

I IAxI I < I I A M . I IxI I (i,3,g) 

Def.1.3.7 - A funçSo escalar real definida por 

N(A> ~ max IIAxII/IIxII - maxIIAxII (1.3.10) 
x^0 ii* ii i i 

é uma norma matricial subordinada a norma vetori ai llxll. 

Exemplo 3: A norma matricial subordinada a norma vetor 1 a 1 esférica 

ou Euc 1 1 deana é MAM = A) , onde é o maior autova lor de 

A*A. Esta norma é chamada norma espectral de A. 

Para mostrar Isso, através de (1.3.2) temos que 11x11*= (x,x) © 

por (1.3.10), 

A 2 
N<A) = max IIAxtI 

l*-*!!* i 

= max (Ax,Ax) 
11X11 1 1 

= max (x,A'Ax) 
iiaiisi 
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a matriz A'A ó o 1métr1 ca © positiva cem i dof i nI da (ver ceç.1.7), decdo 

que (Ax,Ax) > 0 para todo vetor x. A matriz A'A tem n autovaI ores 

reais, nSo negativos a \ ^ X>,= e um correBpondente 

01 eterna ortonorual de autovetores xi , x^ , . ..rx^ . Um vetor qualquer 

r x, normado pode ser representado por uma comblnaçSo 11 noar dos 

autovetores 

x = Ci kí + xz + ... + x ^ 

A ortogona1 idade dos autovetores produz 

íx,x) = + cz + ... + = 1 

Podemos assim, estimar o valor de (x,A'Ax) 

í X, Â' Ax) . < £ 'Cc.x;' 

>^ii— 
< 72 ^*1- 22 C; X. x. ) 

vy 

= T. 0 

< \T. ^ 

< X, 

espec i f i camente, <xi,A'Ax^> = X^ tal que N(A) = max (x,A'Ax) = Xt 

líxil 3 1 
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1.4. Locellzeçtlo d® J.utove 1 or©» 

Em o 1 gune rr.dtodoc numér i coe , para reeo 1 ver o problema de autovolo™ 

reB' nec<>BGIdnde da determInaçSo de um intervalo que contenha todos 

os autovo 1 ores da matriz do problema. Com este objetivo,, duas formas 

d 1bt i nt as, Bi as muito s1mp1 es, cSo epreeentadas. K primeira baseada na 

def i n i ç So d© norma matricial © a e e- g u n d a u r a n d o os conhecidos cfrculos 

de Gerschgor i n. 

Teo.1.4 ; Para toda norma matricial, I IAM é um limite superior 

para o valor absoluto dos autovalores da matriz âCnxn). 

Prova; Seja A uma matriz arbitrária de ordem n e C í\ ,x) um 

elemento de seu autosistema. Por definição Ax =* x. Além disso, seja 

I SAI I uma norma matricial qualquer e I 1x1 I a correspondente norma 

vetori al compatível. EntSo 

MAxIl = 11^ x M = IXi.llxH 

De <1.3.9) 

IlAxII 4- IIAM.Itxll <1.4.2) 

Portanto, temos que 

OvI.MxM ^ IIÀII.Hxll Cl.4,3) 

Sendo x um autovetor, é nSo-nulo e portanto lixfl > O. Ase iro, 

1^1 ^ I I Al I <1.4.4) 
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par» todo cutovalor da matr1z h. 

Antes de provar o teorema de Gerschgor1n, vemos Bpreeentar um 

resultado devido a Hadamard 1363. 

Teo.1.5 : (Hadamard) Seja uma matriz A(nxn) com 

v\ 

ÍB--J ^ /D I a^l i -1, 2, . . . , n (1,4.5) 
j * 1 

L 

entSo, o dei(A) é diferente de zero. 

Prova: Por contrad1çSo, vamos supor que det(A)=0. Ass1m, o síetema 

1Inear 

Ax = O (1.4.6) 

admite, um conjunto 1nf1n1 to de soluções nSo-nulas. Seja xL a componen- 

te de maior valor absoluto de uma qual quer dessas soluções, 1sto é, 

ix- I > ixj 1 í J = 1 ,2, . .n 

Da 1-és 1 ma equaçSo de (1.4.6), temos que 

IaL.J lxl I ^ I aj I 

L 

portanto, 

IV < £ la.l Ixjl/lxj < è,a , 
" i.i " J i» " 

que contradiz (1.4.5). Assim det(A) é diferente de zero. 

Teo.i.fe í (gerechgor1n) 0 conjunto de autova1 ores de uma matriz 

A(nxn) está cont1 do na un13o dos n círculos de centro a e ralos 
k t- 
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rpcpeci I vemente- 
"Ti 

r, ES,sU 1 , =  n. 
j*í 
j#» 

Prova: Pelo teor ema de Badasnard ee 

1 a L i ~ A I > r. 

0 dei(A - A 1)^0. Como os autova 1 ores da matriz A eSo as raízes de 

detíÂ -AI)=0, cada autovalor X;de A está localizado no Interior ou no 

contorno do círculo de ralo r. . Aeelm, o conjunto de todos os 

autovalores X/e da matriz A esta contido na uni3o de todos os círcu- j 

1 os de ralos 'e. 

1.5. TrcnsformoçOc® d® Kouceholdc-r # Roteç5©s no Pleno 

Def.1.5.1 - Uma matriz (traneformaçSo) real A(nxn) tal que A'A= 

AA'=I é chamada uma matriz ortogonal. 

Nesta definição se as colunas(1i nhas) da matriz A forem tomadas 

como vetores do R*,a condiçfio A'A = I ( AA1= I) diz que as colunas 

ílinhas) de A formam um conjunto ortonormal. 

Teo.1.7 : Se Aínxn) é uma matriz ortogonal, entSo para todos os 

vetores x,y do R* f temos: 

í1) - IlAxtI = llxll . 

(2) - I 1 Al I *= 1 . 

Prova: Vamos tomar o produto 
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{ Ak , Ay ) «= (x , A ' Ay ) 

*Ck,ly) 

r <Kty) 

fazendo x = y, temos I I Ax Mt «= I I k I 1^, o que prova a parte (1 > . Ueando a 

def,1,3,7 temoB 

I t A M = max ( I I Ax I I, / I I x I I, ) = i . 
* * 

provando aee J m a parte (2). 

Geométricamente, o teo.1,7 afirma que uma traneformaçSo(roatr i z) 

ortogonal preserva tanto ângulo como comprimento Euc1ldeano. 

Def.1,5,2 — Um a trsnsformâçSo elementar é em geral representada 

por uma matriz da forma 

I + «c wv' (1.5.1) 

com «c um escal ar, w e v vetores do r" e wv' um produto dládico. 

Para o caso de w = v vetores unitários, ( M w I =1 ) eat =-2 temos 

uma transformação (matriz) de Househo1 der ou ref1etor e1 ementar. 

H = 1 -2ww' , MwNz =1 . (1.5.2) 

Teo.1.8 : A matriz H é simétrica e ortogonal. 

Prova: É Iffiedlato provar que H é simétrica. Para mostrar que H é 

ortogonal basta calcular o produto 
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H1H ~ (i-?ww ' >( 1 -2ww ' ) 

K S ~ 4ww ' •+ 4 ww ' ww * 

^ I . 

T©0.1.9 t Para quaisquer dois vetores do ít , nSo-nuSoe de mermo 

comprimento Euc 1 1deano, existe uma tr anf ormaçSo de HoueeboI der que 

traneforma um v tor no outro. 

Prova: Seja x e y vetores do íT de mesmo comprimento. Tomando H 

como em (1.5.2) temos 

Hx = (1-2ww')x 

= x -2w<w'x) 

= y (1.5.3) 

Segundo (i.5.3> o vetor w tem a mesr a direçSo que o vetor (x-y). 

Note também que o vetor Hx-y, é sImp1esmenle a d 1ferença entre o vetor 

originai x e um múltiplo do vetor u. Consequentemente, o vetor y é 

igual ao vetor x em todos as componentes onde o vetor de Householder 

v tem componentes nulos. Ainda de (1.5.3), se w'x=0 o vetor x será 

inalterado pela transformação de Househo1 der. 

Algumas propriedades da transformação H são fôctImente observadas 

através da figura (1.1). Veja que geométr1camente a transformação 

linear representada por H é uma reflexão em relação ao hiperplano 

ortogona1 ao vetor w. 

19 



f í g. 1 . 1 

Outras transformações que usaremos neste trabalho, s3o as 

transformações elementares conhecidas como rotações planas. A matriz R 

que represnta estas transformações tem a forma 

onde c = cos8 e 6 = sen© para algum ângulo 0. 
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Geométrtcamente, a iraneformaçSo linear R corresponde a uma 

rotaçSo bidimensional d© ângulo 0 no plano gerado pelas direções de 

índices p e q. Podemos notar, também, que a transformação R será 

equivalente a uma transformação de Householder H, quando o vetor u quo 

caracteriza a matriz H tem elementos nSo-nu1oa comente nas pos i ções 

(p,p), (p,q),(q,p) e (q,q). 

A matriz R, pode ser caracterizada pelo terno (p, q , 9) com l^p<q<Jn 

e 9 o ângulo de rotação. Seus elementos s3o definidos por 

i jí p,q 

cos9 

sen9 

= COS0 

(1.5.4) 

outros 

Note que devido a estrutura da matriz R, quando pré-multiplicamos um 

dado vetor x do r"* pela matriz R, obtemos um outro vetor que d i fere do 

original somente nas p-ésíma e q-ésima coordenadas permanecendo as 

outras inalteradas. Assim, se x é um dado vetor do R^ usualmente 

escolhemos o ângulo 0, tal que o elemento ,por exemplo, na q-ésima 

posição seja nulo. Isto pode ser obtido escolhendo 

s = - x_/n c =- xv/n (1.5.5) 

onde X = (x», + ) . Em geral .para efeito de uso prático, usamos 

somente o sinal positivo. 
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1. (>. Se-quí nc t * d® Siur® 

Def .1.6.1 - Uma eequCnc 1 a de f unçCee reaíu { (x) , ^ (x> , . , . , f íx) 3 

na variável real x, 6 uma seqüência de Sturrr ee: 

51 - Ae funçOee f- (x) r 1=0,1 ,2, . . . ,n eSo contínuas, 

52 - Para x€ C a, bD , fc (x > n3o troca de einal. 

53 -Do 1 e termos sucessivos da seqüência rtSo se anulam no rneemo 

ponto. 

54 - Se (x) = O, x f a, bD , entSo, 

f _j (x) . fL+i (x) < 0 1=1,2,... , n-1 (1 . & . 1) 

. S5 - Para (x) = 0, xe Ea,b3 e b>0 suficientemente pequeno 

Signtf^ (x-h)/f^ 1<x-h) ) = -! e Slgníf^ (x+h)/f^^(x+h) =+1 (1 .6.2) 

A condiçeío S5, significa que em todo zero de f^ (x) , o sinal de 1 Cx) 

corresponde ao sinal da derivada de Cx>,em x = x se ela existe. 

Exemplo 4: A seqüência de funções < (x) , f^ (x) , f íx) , f3 (x) ) de- 

finidas por 

r íx) = 1 f (x) = X - 1 f íx) = x4-3x + 1 
*' d 

f3 íx) = xS - 3x2 + 1 
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é u 

u® dado valor de x no intervalo Ca,b3 o nümero de zeros, m, de f (x) 

neste Intervalo é Igual a; 

m = Mia) - M(b) Cl.6.3) 
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r r ovb ; Conr ( tiere o nümer o do Lr oc bs do b I n ê» 1 ® n & 0eq u^nc J i 

(fç Cx> , fl (xf^ t (x), (x) í como uma funçBo de x, quando x creecí 

monoion í camente d© a para b. Pela cont 1 nu 1 dede daa f unçCee na rt .juC-n- 

cia de Siurm, o valor H(x) do mod I f J c a pornente ee uma ou ma 1 e f unçSoí 

pesea por um zero. Derde qu© por oeflniçgo fc Cx> nío troca de einal, 

do 1b ceoop devem oer c nclderadoe : 

(a) Zerop or í undoe uomente das funções "1nter n ap" da cequPncI a, 

leio é {í\ (x), 1 = 1,2, 

Pelas condições SltS3 e S4, comente as comb i n ações de plnalí 

mostradas na tabela (1.1) eerSo possíveis para h > 0 eufícíenuemente 

pequeno. 

X c (X) f- (x) r (x> 
L4i ^ t-t X f (x) f (x) f (X) 

x-h + 

x+h + 

tab.(1.1) 

Em qualquer b1tuaçSo, o número de trocas de sinais permanece 

inalterado. Isto também será verdade se f• (x) tem um zero múltiplo. 

Assim, todo zero de uma funçSo "interna" da sequêncJ a deixa o número 

de trocas de sinais invari ante. 

(b) Zeros de f (x). T\ 

Pelas condições SI,S3 e S5, somente as combinações de sinais 

esboçadas na tabela (1.2) serão possíveis para h > 0 suficientemente 



tafo.(1.2) 

Em ambos os canos, uma troca de sina! é subtraída com o crescÍEoen- 

to de x. Assim, todo zero de f (x) reduz o número de trocas de sinais 

de um, 

Resumindo temos que m zeros de (x) no intervalo t a,bD diminui o 

número de mudanças de sinais K(x) na seqüência de Sturm de m.Portanto, 

m é a diferença entre H(a) e M(b), o que conclui a prova. 

, Exemplo 5: Usando a mesma seqüência do exemplo 4, podemos 

determinar o intervalo que contém algumas ou todas as raízes da funçSo 

f3 (x) , t ab. (1 . 3) . 

f (x) f (x) f <x) f (x) fi(x) 

tab.(1.3) 
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Par© cioetr ,-ir íeto, Bejani Ai e Alt do 1 b eSemoDloe quelequer de S e 1 

um real, t£ 1 . Por (1.7.3) i A & (1 -1) À pSo © I cínenioe de S © por 

conseguinte A <= tàA + , • Inde por (1.7.3) pertence a S. 

Def.1.6.2 - Um conjunto S é um cone, se para todo x pertencente © 

S e t ^ 0 tx pertence a S. Se o conjunto S também é convexo, dizemos 

que S é um cone convexo. 

Exemplo 7: O c onjunto S daB matrizes roaís e?ímétrí cas de ordem n 

negativas cemidefín 1 das é um cone convexo. 

A ( emonslraç5o é trivial. Será mais interessante dar uma vfrSo 

geométrica deste conjunto. 

Para n~2, vamos tomar a matriz 

Xi 

„ 3 ê. 

pelo critério de Si1vester temos: 

0 , xí^ 0 

xi Kt " Kl ^ 0 * 

3 
Esboçando em R o conjunto definido por essas re]açCee, obtemos a 

fig.1.3. Observe que as matrizes negativas definidas estSo localizadas 

no interior do cone. 

28 



De acordo com & tab.<2.3>, na última coluna te-mor or valor cr de 

M<x>, donde cor.clulmoc que para cada Intervalo [-1,03, [,5fÍ3 e [1,33 

existe respectSvãmente, um zero de f, <x). 0 conjunto de todas os zeros 

de f, (x) está contido no Intervalo [-1,33. 

1,7. FunçCes Escalar©» com Sinal Dof1nIdo 

Def .1.7.1 - Uma funç3o esca 1 ar , V : ff  R, def Inida numa reg 1 So 

S G R , contendo a origem, é positiva definida se V(x) > 0 para todo x 

nSo-nulo em S e V (0) =■ 0. 

Def.1.7.2 - Uma funçSo escalar V como da def.1.7.1. é negativa 

definida se -V(x) > 0 para todo x nSo-nulo e V(0) = 0. 

Def . 1 .7.3 - Uma f unçSo escalar, V : R1 —*- R, definida numa regi 3o 

S Ç; R*, contendo a origem,d positiva sem i definida se V(x) > 0 para 

todo x G S. 

Def.1.7,4 - Uma funçSo escalar V como da def.1.7.3 é negativa 

semldef inida se -VCx) ^ 0 para todo x € S. 

Se uma funçSo escalar n3o obedece nenhuma das definições 

anteriores ela é dita ser indefinida. 

Funções escalares com sinal definido, de grande interesse, são as 

chamadas formas quadrátlcas. Estas funções escalares sSo definidas 

explicitamente por 

f(x) = x'Ax (1.7.1) 
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com kCK © A uma matr iz real 0lmétríca de ordem n. 

Ho caco pari leu!' r de formas quí-drót 1 cee , é mu 1 to comum o ueo da 

eegulni© noiaçSo: A > 0 , para Indicar que a funçSo f Ck) é positiva 

definida. Ho caso d© fíx) ser positiva eemSdefSnida denotamoe 

©1mplesmente por A ^ O. Esta notaçSo eerá largamente ueada nos 

capítulos subsequentes. 

Em virtude de sua defini ç «So, o sina) de um a forma quadrátlca pode 

eer determinado através de alguns critérios estabelecidos eôbre a rua 

matriz. Por exemplo : 

1• (Critério de Sílveeter) Se todos os menores principais líderes 

da matriz A sSo positivos, a forma quadróti ca definida por A é 

positiva definida. 

2. (Critério de autova1 ores) Se todos os autova1 ores da 

que define a forma quadrátlca sSo positivos, a forma 

definida por A e positiva definida. 

1.8. Conjuntos • funçOes convexas 

Def.1.8.1 - Um conjunto S é convexo, se para dois elementos quals- 

quer,x1, x de S e um escalar t com O^t^l, o elemento x = tx, + (l-t)x 
*" X i 

pertence a S* 

Exemplo 6: 0 conjunto S das matrizes reais simétricas de ordem n, 

positivas sem 1defIn idas (A ^ O) é um conjunto convexo. 

matriz A 

quadrát1 ca 
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ftg.(i.3) 

Def.1.8.3 - Um conjunto V £ R é uma variedade linear se, para 

dois elementos quaisquer x4,xz de V e um escalar real t, o elemento 

x=tx1+ (i-t)x pertence a V. 

Def.1.8.4 - Um hlperp)ano em R é uma variedade linear de dimensão 

Cn-l). 



Exemplo B: Seja » um vetor do íT e b um número real. 0 conjunto 

H=íx € R i «'x = b) é um h1perplano no . 

Através da linearidade da ©quaçSo a'x=b segue que H é uma 

variedade linear. Vamos tomar um ponto (vetor) qualquer x0 em H. 

Transladando H de x-x0, obtemos o conjunto H que é um subespaço linear 

Yv. 
do R . Este subespaço é gerado por todos os vetores do R que satisfa- 

zem a'x = O, portanto, todos os vetores ortogona1s ao vetor a. Daf, 

está claro que H tem dimensão (n-1). 

Def.1.8.5 - Um seml-espaço fechado positivo (negativo) associado a 

YV 
um hlperplano H = í x 6 R : a * x = b} é um conjunto convexo dado por : 

HV= (x € R^ : a'x ^ b) (1.8.1) 

H~ = (x € R^ : a ' x ^ b) (1 .8.2) 

No caso de desigualdade estrita (> , O temos semi-espaços abertos 

pos i 11 vos (negai 1 vos). 

Def,1,8.6 - Um conjunto S, que pode ser escrito como a interseção 

de um número flnito de semi-espaços fechados é denominado ura polltopo 

convexo. 

Def.1.8.7 - Uma funçáo f definida sôbre um conjunto convexo S é 

convexa, se para quaisquer elementos x1 , xA pertencentes a S e um 

escalar t, O^i^l a desigualdade 

fttx,+ (l-t)xa) t f (x ) + (1-t) f (x ) (1.8.3) 
*■ * k z 
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é sempre verdadeira. 

Exemplo 9: A funç3o norma N : R™ R definida por 

N( A) - MAM 

é uma funçSo convexa. 

Para mostrar Isto, vamos tomar dois elementos A. e A, do e A, 2. 

0^t<1. Seja A = tAi + (1-t)A2 .Da definlçSo de N temos 

N(A) = I I tA1 4- (l-t>A2 ! I 

< t I 1 A I I + (1-t) I I A, II i z 

= t N(Ai ) + < 1-t) HCAi ) . 

Donde se conclui que N é uma função convexa. 

1.9. Método Gradientes Conjugados 

Métodos gradientes conjugados foram inicialmente propostos, por 

M.R. Hestenes e E. Stlfel C253, para resolver sistemas de equações 

1ineares, em seguida R. Fletcher e C.M. Reeves E1&] apresentaram um 

algoritmo completo para mlnlmizaçSo de funções nõo-quadrát i cas, sem 

restrições. Neste algoritmo, a cada iteração é necessário resolver um 

sistema linear pelo método de gradientes conjugados. 0 nome gradientes 

conjugados, surgiu pelo fato das direções de buscae dos métodos acima 
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serem direçBeis conjugedas, geredee ® partir do» gr ed1entee da função 

envolvida no processo de tn 1 n l m i zaç&o. 

DeT.1.9.1 - Dado uma matriz ft(nxn) real e simétrica, do 1s vetores, 

p e q do R , cSo d i toe d 1reçBee conjugadas íft-ortogona1) com reiaçSo ô 

matriz A se 

P'Aq * 0. (1.9.1) 

Com esta definição, temos que a noçSo de d i reçBes conjugadas é 

uma generalização de ortogonalidade, em cujo caso a matriz A é igual a 

matriz identidade I. 

Exemplo.10: O conjunto dos n autovetores de uma matriz A(nxn> real 

e simétrica é um conjunto de vetores conjugados com relaçlo a A. 

Vamos tomar dois autovetores quaisquer x1e x£da matriz A. Seja Xt o 

autovalor de Ã associado a x,. De (1.2.1) temos 
1 

Axi 81 \ xi 

Pré-multipl icando esta Igualdade por xf' temos 

x;ax1 = \x2xi 

Como Xjl© xi sSo vetores ortogonais 

Xj Axi = 0. 

Assim, xíe xJl sSo vetores conjugados. 
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Teo.1.11 : Se A(nxn) é uma matriz real, simétrica © positiva 

i«.Ha » o con junto de vetores n^o-nulos íp^ , Pf  Pm 
) 6 

definida © o conjunt 

A-ortogonal, entSo os vetores P/B- 

l ndependentes. 

1=1,2,...,m, s3o linearmente 

Provp: Vamos supor que existem m esc a 1 ares a ,i = lr2,...,m tais que 

li 3; Pi = 0- 
(1.9.2) 

Pré-multipl icando (1.9.2) pelo vetor p.'A, temos 

a.pJAp. = 0, (1.3.3) 

Desde que A é positive definida, p/Ap^O. De <1.9.3) temos que a, = 0 

1=1,2,...,m, o que conclui a prova. 

Métodos de dlreçBes conjugadas, 1nvar1 Ave 1 mente, sAo projetados e 

analisados para m1n1m1zarCmax1m1zar) funçSes quadrátlcas do tipo 

. f(x) = (1/2) x'Ax - b' x + c , x€R 
(1.9.4) 

onde A(nxn) £ uma matriz real simétrica e positiva definida, b um 

vetor fixo do e c um escalar. 

0 gradiente da funçSo quadrática (1.9.4) num ponto x, é o vetor 

df(x)/dx = Ax-b. Um ponto crítico de f(x) é um ponto tal que 

df(x)/dx = 0. Assim, x será um ponto crítico da função f se e somente 

se x é solução do sistema de equaçSes 
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hx «= b. 
(J.9.5) 

Va»c.s denotar taobáB o vetor <b-Ax> como aendo o vetor reeíduo. r, do 

aieieri.a (1.9,5) em x. Hote que r * - df (x)/dx. 

Uro Importante resultado que relaciona dlreçCee conjugadas com 

mtntmlzaçSo de funçBes quadrátIcae eem reetrlçCee é devido a M.J.D. 

Powe]j E 40). 

Te0"1•12 (Powell) : Seja (p (p  ,p } um conjunto de vetores ü f- Vn 
nSo-nu1 os, mutuamente conjugados com relaçSo a matriz Aínxn) real, 

Bimétrica e positiva definida. 0 ponto do R^que minimiza a funçSo 

quadrát1 ca (1.9.4) sobre a variedade linear gerada pelo ponto x, e os 

vetores ^ »P, . d obtido fazendo buscas ao longo de cada uma 

das d 1reçSee conjugadas somente uma vez. 

Prova; Todo ponto x pertencente a variedade linear» pode ser es- 

cr i to como 

x " xi+ (1.9.6) 

com a.» | = if2   escalares. 0 ponto mínimo requerido será entlío 

'*VN 
x = xA+5Za*p (1.9.7) 

V= A 

onde os a^, 1=1,2,...,m, eSo escolhidos para minimizar a funçSo 

f<X) = f(x1+èa.p ) 
1 Ivt V *1 

= fCK4> + ]Cca. pt* (hx^ -b) + Cl/2) <p;Apt) (1.9.8) 
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Pe!o ieo.l.íl oês vetoret p.' b gerem um eubeepeço de d J meneío m. Deede 

que, nSo exieie termos cruzados em a t!eto é, a . a para 14 \. Oe o.'®, 
^ %■ J * i ' 

. . . , m r ót 1 moe ser fie. encontr ados reso) vendo m pr ob J e rn a f de 

mln 1 m 1 zoçTío do tipo 

min ífCx) + ei p*(Ax - b) + <1/2) a* p1Ap) íl.9.9) 
a; t i v t ' i. 1 

Mas íl.9.9) é equivalente a resolver 

min f(x + a- p) 1 = 1,2,... ,in (1.9.10) 
À • ^ ^ L 

Consequentemente, buscando o ponto mínimo nas m d 1reçcSes conjuga- 

das somente uma vez, chegaremos a soluçSo ót1 ma a* ,1 = 1,2,...,m e 

portanto, ao ponto mínimo de f(x> restrito a variedade 1 1near. Com 

Isto, a prova está concluída. 

Fazendo m = n no teo.1.12, podemos entSo encontrar o min 1 mo da 

FunçSo quadrát1 ca (1.9.4) sobre R, simplesmente pesquisando ao longo 

de n direções, nSo-nu1 as, mutuamente conjugadas com relação a matriz 

A. 

Quando as direções mutuamente conjugadas, p. , i=l,2,...,n( sõo os 
L 

vetores negativos dos gradientes (r=-dr(x)/dx) nos pontos obtidos após 

cada pesquisa, temos o chamado método dos gradientes conjugados (223, 

que pode ser enunciado, da seguinte maneira: 

Passo inicial. Selecione um ponto xí e calcule 

I> = ^= b-Ax1 (1.9.11) 
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Pbbboss lt«r etlvoe. Tendo obtido x ,r e p calcule x r 
n, ^ t,, . ' t, 

pe1 es fórmu1bb 

, r e p , 
$*.$1 

a = (c /d ) , d = p' Ap, c «= p^ 
w XK •> V v v % » (1.9.12) 

xm ^ ^ x^ + a p , 
iífi H- K v a Ap 

K V (1.9.13) 

(p'Ar )/d 
v fc+i (1.9.14) 

p - r + b p 
K^i Hft »í V (1.9.15) 

Término. No m-éelmo passo, m^n, se I Ir I I = 0, pare. x*= x , é o 
Th r "rv, ^ 

ponto de mfnimo da funçSo f. 

1.10. £ 1 eterna» Dintmico»t Eettbl!ided* 

Sistemas dinâmicos serSo focalizados neste trabalho segundo seus 

aspectos de estabilidade. Para um estudo das propriedades, assim como 

para efeito de análise segundo o ponto de vista de estabilidade, 

torna-se necessário algumas noçees básicas relativas ao próprio 

s1stema. 

Todos os conceitos e definições aqui apresentados serSo restritos 

a classes de sltemas dinâmicos descritos por sistemas de equações a 

diferenças (sistemas discretos) ou sistemas de equações diferenciais 

(sistemas contínuos). 
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Dt» f .1.10.1 - Um c i eterna dinSmico I n ver lente no tempo eerá descrito 

utrevés de ume dae ©queçÇee t 

K(t+1) «= ftxít)) i x(0) «= X0 t^O, 1 , . . . (1.10.1) 

para o caeo de b1etemae d 1ecretos e 

X(t) = r(x(t) ) ; X(O) = Xo t ^ 0 (1.10.2) 

para b!eternas contínuos. 

0 vetor x(.) € fF é o vetor de estado do sistema e f ( . ):íf —► r" uma 

função vetori al cont fnua que satisfaz as condiçSes de Llpschltz [26], - 
| 

Isto é, para quaisquer do 1 s estados x e y pertencentes a regiSo do 

S(x) = íx C íT ; I IX - x^! Kl e 11 - tol <B) 

a cond1çSo 

Mfíx) - f (y) I \^y3 I Ix-y I I (1.10.3) 

é satisfeita. A constante ys depende somente de £ e 6 . I 

Um caso particular de interesse é quando f(.) é uma funçSo linear í 

com (1.10.1) e (1.10.2) tomando as seguintes formas 

x(t+i> = Ax(t> ; x(0) = x0 t=0,1,... (1.10.4) 

e 

x(t) = Ax(t> ; x(0) = x0 t ^ 0 (1.10.5) 

onde A ó uma matriz constante de ordem n. 
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Entre os conceitos que conduzem à análise de estabilidade de 

sieternas dln&mlcos, está o de ponto de equilíbrio. 

Def.1.10.2 - Um vetor de ©etsdo x é um ponto de equilíbrio de um 

eistema dinâmico, se uma vez que o vetor de estado do sistema sendo 

igual a x, ele permanece igual a x indefinidamente. 

Para o caso dos sistemas dinâmicos (1,10.1) e (1.10.2) temos: 

k = f(x) (1.10.6) 

e 

0 = f(x) (1.10.7) 

Note que quando f(.) é linear como em (1.10.4) e (1.10.5), a 

determinação de x será através da soluç3o de um sistema de equações 

11neares. 

Propriedades de estabilidade caracterizam o comportamento do sist© 

ma quando ©le é Inicializado próximo a um dado ponto de equilíbrio. Se 

o sistema for inicializado num estado exatamente igual ao ponto de 

equilíbrio, entáo por definição ele nunca se moverá. Quando Inlclali- 

zado próximo, o estado pode permanecer próximo a ele talvez até 

tendendo na direção do ponto de equilíbrio com o decorrer do tempo. 

Para tornar a definição de estabilidade precisa, necessitamos sa- 

ber o que significa um estado estar próximo de um ponto de equilíbrio. 

Def.1.10.3 - Uma vizinhança Síx.R) no espaço de estados é o con- 

junto de todos os pontos no espaço que satisfazem 

1 Ix-xi l2 < R (1,10.8) 
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Segundo (1.10.8), Síx,R) é uma eefera de centro em x e ralo Igual 

a R. 

Def.1.10.4 - Um ponto de equilíbrio x de (1.10.1), (1.10.2) é 

estável se existe R0>0 para o qual se verifica: para todo R<Ro, existe 

ura r, 0<r<R , tal que se xo€S(x,r) então x(t) está dentro de S(x,R) 

para todo t>0. 

Def.1.10.5 - Um ponto de equilíbrio x de (1.10.1), (1.10.2) é 

asslntot1 camente estável se ele é estável e em adiçáo existe um Ro >0 

tal que s© o estado for Inicializado em S(x,R), ©1© tende a x quando t 

cresce. ! | 

Def.1.10.6 - Um ponto de equilíbrio x é instável se ele n3o é | 

estável. Isto é, x é instável se para algum R>0 e qualquer 0<r<R 

existe um ponto em S(x,r) tal que se o estado do sistema for Iniciali- i 

zadodo neste ponto, eventualmente x move-se para fora de S(x,R). 

Com o propósito de analisar a estabilidade de sistemas dinâmicos, 

o engenheiro russo A. K, Lyapunov publicou dois métodos. 0 chamado 

primeiro método ou método indireto de Lyapunov consiste em verificar a 

estabilidade através de uma versão 1i nearlzada do sistema. Esta ! 

11near i zaçSo é baseada numa expansáo em série d© Taylor da função f(.) 

era torno de um ponto de equilíbrio do sistema [323. 

0 segundo método ou método direto de Lyapunov [263, consiste em 

anáUsar a establ 1 Idade do sistema a partir de sua equaçlo sem 

precisar resolvô-la. 
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Nos ültimos anos, este segundo método vero recebendo uma atençSo 

mu J to especial dos pesquisadores da área de sistemas dinâmicos, pelo 

fato de ser uma abordagem mu 1 to gera 1, nSo se restringindo a uma 

classe particular de sistemas. 

Def .1.10.7 - Uma f unçSo escalar, V; S ç R R é uma f unçlo de 

Lyapunov para um sistema dinâmico e um ponto de equilíbrio do s i stema 

pertencente a S, se satisfaz as seguintes condições: 

a - V é uma função contínua 

b - V atinge seu único mínimo em x€S 

c - V é sempre decrescente ao longo de qualquer trajetória, do 

sistema, contida em S. 

A primeira condição estabelece que o gráfico da funçáo V,no espaço 

de estados nSo possui descont i nu i dades. Ã segunda, que V é minimizada 

em x significa que seu gráfico tem seu ponto mais baixo em x. A 

terceira condição é aquela que realmente relaciona a função V com o 

sistema. Quando o estado evolui no espaço de estados de acordo com as 

leis do movimento, associamos com cada instante de tempo t o corres- 

pondente valor da função V<x(t)), 0 comportamento no tempo da funçáo 

V é um resumo do comportamento de xíi). Assim, a terceira condição 

para uma função de Lyapunov é que o valor de V associado com o vetor 

de estado x, nunca cresça com o tempo quando o sistema evolui. 

As figuras <1.4.a) e (1.4.b) sintetizam as noções geométricas de 

uma funçSo de Lyapunov para um sistema d© duas variáveis de estado. A 

primeira mostra o grafico da funçSo V, no espaço de estado. A segunda 

é um traçado das curvas de níveis de V, lugar dos pontos onde V é 

constante, no espaço de estado. 
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Hot© que estes comentários eSo validos tanto para aietem; 

discretos como para sistemas contínuos. 

fig.(1.4) 

Vamos agora focalizar, somente sistemas discretos no tempo do 

tipo <1.10,1) junto com um dado ponto d© equilíbrio x. 

A condlçUo <c), de que uma função de Lyapunov nunca cresça ao 

longo de uma trajetória pode ser traduzida através de uma relação 

matemática específica. 

Se em qualquer Instante to estado do sistema (1.10,1) é igual a x 

então, no próximo instante (t+1) o estado será f<x). Os valores da 

função de Lyapunov nestes pontos são respectivamente V<x) © V(f(x)>. 

Portanto, a variação no valor de V será 

AV(x) = Víf<x))-V<x). íí.10.9) 
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St V & uma { unçSc de Lyapunov Fobr c- uma r ey i tu. b do er{>a<.<> dt 

eFtadoP, epta variação é nSo-poe j 11va para iodo ©atado x em S. Em 

outras palavras, a condição de que a funçSo de Lyapunov não cresça ao 

longo de uma trajetória se traduz através de: 

AV(x) = V(f(x))-V(x><0 M .10.10) 

para todo x £ S. 

Def.1 .10.8 - Uma função V, definida numa região S, do espaço de 

estados de x(t+1)=f(x(t > > e contendo o ponto de equilíbrio x, é uma 

função de Lyapunov do sistema discreto no tempo, se ela satisfaz as 

seguintes condições : 

(1) - V é uma função contínua 

(2) - V atinge seu único mínimo em x€ S 

(3) - A variação no valor da função AVCx) = V(f (x) ) - V(x) satis- 

faz .A V (x) < 0 para todo x€S. 

Teo.1.13 : (Discreto no tempo) Se existe uma função de Lyapunov V 

numa região esférica S(x(RCÍ ) com centro em x, então o ponto de 

equilíbrio é estável. Se, além disso, a função AV é estritamente 

negativa (AVCxXO) em todo ponto (exceto x) , então, a estabilidade é 

ass i ntót1 ca. 

Prova: A prova será baseada em relações geométricas ilustradas na 

fig.i.5. Suponha que V(x> é definida na região esférica S(x,Ro ) . Seja 

R arbitrário com 0<R<Ro . Seja R1<R, selecionado, tal que se x € S(x,R1) 

então f(x)€ SÍXfR^). Um tal R1 existe porque f é contínua. Com esta 
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escolha, se o vetor de estado pertence a S(x,), ele n3o passa da 

esfera maior S(x,R0) em um passo, 

fIg.(1.5) 

Agora seja m o valor mínimo de V(x> sobre a regi 3o definida por 

4? I xl I * Este valor mínimo existe porcjue V é por hipótese 

contínua. Também temos m>V(x) já que V tem um único mínimo em x. 

Sendo V contínua, é possível selecionar um 0< r <Ri tal que para 

x £ S(x,r) temos VCxXm, porque próximo a x a funçSo V deve tomar 

valores próximo a V(x). 

Agora suponha que x(0) é tomado como um ponto arbitrário em 

S(x,r), então VíxíOXm. Desde que,AV(xXO o valor V(x) não pode 

crescer com o tempo. Portanto, a trajetória nunca pode sair de 

S(x,Ri) e consequentemente ela nunca pode sair de S(x,R). Assim, para 

este arbitrário R>0 encontramos r>0, correspondente às condições de 

definição de estabilidade. 

Se em adição AVíxXO para todo ponto exceto x, então, V deve 

realmente decrescer continuamente (ou para todo t,ou enquanto o estado 
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alcança x, se isto ocorrer num tempo flnlto). Assim, V(x) converge 

para algum valor 1 imite m. A Única questão que resta é saber se é 

possível para m>Víx>. Isto n3o á possível pois, desde que VCxít)) 

converge para m, deve ser verdade que A V(x(t)) converge para zero, 

Ifas A V(x) é estritamente negativa exceto para x. Assim, desde que 

AV(x) é contínua, x(t) deve convergir para x e V(x(t)) deve convergir 

para V(x). Isto caracteriza estabilidade aesíntótica, o que prova o 

teorema. 

Vamos considerar agora, sistemas contínuos no tempo (1.10.2) junto 

com um dado ponto de equilíbrio x, assumindo ainda que f é cont ínua. 

No caso contínuo no tempo, o requesito de que o valor da função d© 

Lyapunov nunca cresça ao longo de uma trajetória, é expresso em termos 

da derivada no tempo. Suponha que x(t) é uma trajetória. Ent3o V(x(t>) 

representa o correspondente valor de V ao longo da trajetória. Para 

que V não cresça, requeremos que VCxít))<0 para todo t. Usando a regra 

da cadeia para diferenciação temos 

Víxít)) = cov/ax) . x,(t) + cav/b x) , x(t) + 
11 í, X 

... + (W/bx) .x(t) . (1.10.11) 

Usando a equação do sistema original, (1.10.11) torna-se 

V(xCt)) = (W/bx) .fL(x(t) ) + O» V/a x^ . ft(x(t) ) + 

... + CDVSbxJ .f (x(t)) . (1.10.12) 

que pode ser escrito como 
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V<x(t)) = V(xít))'f(x(t)) (1.10.13) 

sendo V V(x(t)) o vetor gradiente da funçSo V. 

Portanto, a cond i çSo de que V nSo cresça ao longo de qual quer 

trajetória do sistema, se traduz através de que VCx) = V V(x)'f(x)<0 

para todo x € S. 

Def.1.10.9 - Uma funçSo V definida numa reg i 3o S do espaço de 

estados de x(t)=f<x(t)) e contendo o ponto de equilíbrio x é uma fun- 

Çcío de Lyapunov do sistema contínuo no tempo t se ela sat i sf az as se- 

guintes condíçóes: 

(1) V é uma funçSo contínua e tem primeiras derivadas parciais 

cont fnuas. 

(2) V atinge seu único mínimo em x € S. 

(3) A funçeío V(x) = V V(x) ' f (x) sat 1 sf az V(x) <0 para todo x € S . 

Teo.1.14 : (Contínuo no tempo) Se existe uma função de Lyapunov 

V(x> numa região esférica S(x,R0 > com centro em x, então, o ponto de 

equilíbrio x é estável. Se, além disso, a função V(x) é estritamente 

negativa em todo ponto (exceto x), então a estabilidade é asstntótica. 

Prova: Similar a do teo.1.13. 

Exemplo.11; Considere o sistema autonômo linear contínuo no tempo 

x(t) ' Ax(t> (1.10.14) 
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Vamos 6G6ocI ar a eete eleleme e ao ponto de equilíbrio k « 0 e fori 

quodrétlca 

V(k)=x'Px 
(1.10.15) 

onde P é simétrica poeitiva definida. E*ta funçSo V tf contínua e tem 

primeiras derivadas parciais contínuas. Além disto, desde que P é 

poettlva definida, a origem é o énlco ponto mínimo de V. Assim,V em 

termos gerais é uma candidata em potencial para uma fimçSo de 

Lyapunov. Pesta, portanto, determinar como Víx) é influenciada pela 

dinâmica do sistema. 

De (1.10.15) 

Def i n i ndo 

temos 

V(x> = x'Px + x'Px 

= x'A'Px + x'PAx 

= x* CA'P + PA)x. 

A'P + PA = -Q 

V(x> = - x'Qx, 

(1.10.16) 

Sendo V uma funçSo quadrátlca, a funçSo V será uma funçSo de Lya- 

punov se a matriz Q for positiva semidefinida. No caso da matriz Q ser 

positiva definida, o sistema (1.10.14) será assintóticamente estável. 

Exemplo.12 : Para o caso de sistemas discretos 

x(t+l) = Ax(t) 

a equação matricial de Lyapunov apresenta a seguinte forma: 
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A*PA - P = -Q (1 .10.17) 

com Q e P matrizes reata, simétricas 0 positiva definidas. 

Def.1.10.10 - Uma matriz real A(nxn), 6 estável se o sistema 

(1.10.4) ((1.10.5)) é assintóticamente estável. 

Através do teo.(1.8) ((1.9)) e da def. 1.10.10, temos que: uma 

matriz real A é estável se e somente se a eq.(1.10.17) ((1.10.16)) 

admite uma solução P positiva definida para qualquer matriz Q positiva 

definida. 

Def.1.10.11 - Uma matriz A(nxn) real é diagonal estável se DA é 

uma matriz estável para qua! quer matriz D = {d-w , t = l,2,...,n) com 

dL>0. 

Teo.1.15 : Se existe uma matriz diagonal P, tal que A'P + PA é 

negativa definida, ent^o A é diagonal estável. 

Prova ; Se A * P + PA = -Q com Q>0, eniSo 

(AD)'PD + DP(AD) = - DQD (1.10.18) 

para qualquer matriz diagonal positiva D. Desde que, PD e DQD são 

ambas positivas definidas, AD é uma matriz estável.(Ex.11). 

0 mesmo enunciado pode ser dado para o caso da eq.<1.10.17). 
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Ctpítul© 2 

Probl©a® Completo • Ecp#cí®l d« /.utovclor®» 

d® uei• KütrSz Real # Síedirlct 

2,1. Introdução 

0 problema de calcular o autosieterna de uma matriz, para efeito 

didático, divide-se em duas categorias. A primeira engloba os proble- 

mzs de achar todoe ob elementos do conjunto {(V,x. ), i = 1 ,2, . . n > onde 

Xl s3o os autova1 ores da matriz o X; os autovetores associados coso na 

def.1.2.2, sendo este o chamado problema completo de autova1 ores © 

autovetores. Ha segunda categoria, ©sUSo os chamados problemas 

especiais de autovalores onde um ou alguns, mas nSo todos os elementos 

) do autosIstema da matriz devem ser calculados. 

Indubitavelmente, qualquer problema da segunda categoria pode ser 

resolvido pelos métodos propostos para resolver aqueles da primeira. 

Ocorre que os métodos existentes para resolver o problema completo, em 

geral, exigem um esfôrço computacional multo grande. Daf, o empenho no 

sent i do de elaborar métodos numéricos específicos para resolver 

problemas especiais. 

Neste capítulo, va.oo abordar problemas daa duas categorias, 

propondo algoritmos numéricos para calcular o autoslstema de uma 

matriz simétrica, assim como, resolver um tipo particular de problemas 

especiais, que consiste em calcular o menor ou maior autovalor e seu 

respectivo autovetor. 
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O primeiro e1gor11 mo a eer apresentado, determ i na o autoc i eterna d© 

uma Rselriz real ©irrséiric® A(nxn) d© uma forma muito peculiar, lio 

cálculo Individualtzado d© c ad a © 1©monto ( ) do autoe i ctema, eat 6 

® rszSo principal p©1 a qual ©Pt© a 1gor i tmo torn a-pe um f ©rr emon t a 

muito dt11 na det&rm1n açSo © an á1i ee da estrutura de autos I©temae, tlío 

necoeeér i a na enálie© d© convergência doe proceseoa d© otímfzaçSo. 

A abordagem efetuada por este algoritmo cons1©te em decompor a 

matriz A (nxn ) num produto d© outra© matrizes. Esta d © c o rn p os 1 ç 2 o 6 

feita através de transformacSes ortogonais (Kouroho1 der), sendo que, a 

cada nova iteraçSo, obtemos uma matriz similar A matriz anter1or 

Este processo de decompôs 1çSo continua até se obter uma matriz na 

forma tridlagonal. A partir deste ponto, passamos a trabalhar com a 

matriz tridiagonal, calcu1 ando seus autov a 1 ores © respectivos 

autovetores. Not© qu© os autovalores da matriz trid í agonal s3o os 

mesmos da matriz original, n3o ocorrendo o mesmo para os autovetores. 

A determinação dos autovalores é feita através d© um a seqüência d© 

poli nõm1 os, cujo termo d© maior grau é o pol1nôm1 o característico da 

matriz tridiagonal. Mostramos qu© esta seqüência poli nomla 1, é uma 

seqüência d© Sturm . Em seguida, obtendo um intervalo qu© contenha 

todas as raízes do polinômio característico (autovalores) ,é possível 

através de um processo de encontrar raízes de um polinômio, obter os 

autovalores. O processo usado é conhecido como método da bisseçSo 

intervalar repetida. 

Para obter todos os autovetores da matriz tridiagonal, propomos 

resolver n sistemas lineares tridlagonais, usando rotações planas» 

Em seguida, conhecendo os vetores que definem as transformações 

ortogonais do processo de tridi agonalização e os autovetores das 

matrizes tridiagonais, completamos a última ©tapa, deste algoritmo, 
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deduzindo uma relaçSo de recorrência, para calcular os autovetores da 

matriz or i g1 na 1 A. 

Os outros algoritmos propostos abordam especificamente um problema 

especial. Esta abordagem e feita através do uso de técnicas de otimi- 

zação que exploram as propriedades da função quoe1 ente de Rayleigh. 

A utilização de d 1reçòes conjugadas (gradientes conjugados), com 

objet!vo de minimizar (maximizar) a função quoc1 ente de Rayleigh 

permite, que esses algoritmos sejam aplicados a problemas cuja dimen- 

são da matriz seja de valor considerável; os chamados problemas de 

grande porte. Como em geral, as matrizes dos problemas de grande porte 

apresentam estruturas esparsas, será perfeitamente viável, através 

destes algoritmos explorar esta esparsidade. 

2.2. Cálculo do Autoslstema de uma Katr i z Simétrica, 

2.2.1 A1gori troo 

Seja uma dada matriz A(nxn) simétrica. Vamos considerar o problema 

de calcular todos os pares (VfX^), t=l,2,...,n com n^o-nulo que 

satisfazem a equação 

Ax^A-x^ (2.2.1) 

Para resolver este problema, propomos um algoritmo que consiste 

basicamente de três etapas; 

El - Usando transformações elementares ortogona1s de Householder, 

obter uma matriz simétrica tridlagonal T, a partir da matriz original 

A. 
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E2 - Calcular os autovalcres da matriz tr i d i agona1 T - que por 

similaridade sSo os mesmos da matriz A - usando o método da blseeçSo 

Intervalar repetida. 

E3 - Determinar os autovetores da matriz A, associados aos seus 

respectivos autovalores, a part1r dos autovetores da matriz 

tr1 d 1agona1 T. 

Este algoritmo difere de um inicialmente proposto por G1vens-Houce 

holder e posteriormente completado por Uilkínson C53,543. Aqui, o 

intervalo inicial contendo todos os autovalores é determinado usando o 

teo.1.6 de Gerschgor1n. Os autovetores em E3, propomos que sejam 

calculados a partir da solução de n sistemas lineares simétricos 

tr1 d 1agona 1s usando rotaçSes planas. 

2.2.2 Redução a Forma Tr1 d í agonaI 

Entre os métodos disponíveis para obter uma matriz simétrica 

tr id1agona 1 T a partIr de uma matriz simétrica A(nxn)» o método 

proposto por A.S.Househo1 der E50] mostra ser o mais eficiente de 

todos, apesar da sua aparente complexidade. 

Com o mesmo propósito J.Ü.Givens [233, inspirado na idéia inicial 

de J.C.Jacobi, sugeriu o uso de rotaçSes planas para anular elemento 

por elemento da matriz A, fora das posiçóes tridlagona1s. Mesmo sendo 

uma idéia muito simples, no computo geral o número de operações 

realizadas pelo método de Glvens, é maior que o realizado pelas 

transformações de Householder [483, que consiste em anular simultanea- 

mente todos os elementos de uma linha (colunas) fora das posições 

trldlagonais em apenas um passo. 
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N© verdade, ©ei© procedimento pode cor ur?ado para outro® propóeI - 

toe, como por exemplo, na decomporIçEo de uma matriz retangular pera 

calcular ©eu valores s i ngu1 ares [503, que é uma gener a 1IzaçSo d a Idéia 

de outova1oree. 

2.2.2.• - RelcçOe® quo Def ínem o Kétodo 

Vamos, agora, estabelecer as re1aç5es que definem o método de 

Househo1 der para obter a matriz T na forma trldiagonal. 

Vamos supor que temos uma matriz simétrica /!= (a.-> de ordem n, e k 

matrizes de Housebolder (Hi,H2,...,Hk) tais que 

Ak
= , . . . ,Hk ) 1 AC^ .... ,1^ > (2.2.2) 

tenha a forma 

x x 

XXX 

XXX 

. i kxk (2.2.3) 

x Inxn 

Isto é, Ak é uma matriz formada por dois blocos nSo-nulos. 0 superior 

é uma matriz trldiagonal de ordem k e o bloco inferior é uma matriz 

quadrada de ordem (n-k>. 
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A partir de (.2.2.3), obt emoe e matriz na forma tr id I egone 1 quando 

kc(n~?). 

Para caracterizar uma iteraçBo, vamoB obter Ai que é típica. 

Suponha que quererooe anular ow elementos atK , k = 3,4, . . . ,n, e por 

c i metrI a a^ . Escolhemos o vetor w coro a primeira componente nula, ou 

seja w ' = [ 0, w£ , , . , . , 3 . I sto porque deB©Jamoe que a matriz Kl tenha 

elementos nu 1 os fora das pos1çSes tr i d Iagona J s de sua primeira linha 

(coluna). Assim, a matriz que representa a transformação de Househol~ 

der será; 

"2w, w, í <2 

■2 v, W3 

l-2w. 

O -2wz ~2W3 wy 

•2W2 

■ 2 W3 (2.2.4) 

l-2w' 

Para determinar as componentes nSo-nu1 as do vetor w, vamos efetuar 

o produto AHa = H1AH^ © representar o e1 emento genérico deste produto 

por . De Imediato verificamos que a primeira linha do produto A 

permanece inalterada e os elementos da primeira linha da matriz Aa= HA 

3 = (1 - 2w ) a.. !*■ 2 12 2u
i 

2w w a. 2 tv In 

ai3 = -2w« w, ai2 + <l-2w, )a13- ... - 2W3 aA>^ (2.2.5) 

53 



^ -2w w B - 2w w , » . . + Cl - 2w^ ; 8t>, 

Como o vetor w tem a primeira componente nu 1 a, pelo teo.1.7. temos 

-rv 

S-t ú-2 
aij = B (2.2.6) 

Def1nIndo 

w, a + w a + 2 42 BA» . , + w a,^ >v AVV (2.2.7) 

Temos de (2.2.5) que 

- 2w. f , J = 2, 3 , . . . , n . (2.2.8) 

De (2.2.6) © 0 para J=3,4,...,n, temos 

Portanto, de (2.2.8) segue que 

(2.2.9) 

a, , - 2VÍ f = ±b . í 2 3. (2.2.10) 

Como o objetivo é 8^^ = O, J=3,4,...,n, ainda por (2.2.8) 

2w. f 
A = o J=3,4i (2.2.11) 



Multiplicando (2.2.10) por , cada uma das ©queçOoe d© (2.2.11) pelo 

correspondente , adicionando ae equagCee reeuItentee e levando em 

conta que I I w I I != 1 , temos que 

f * + utB (2,2. 12) 

De (2.2.10) e (2.2.12) podemos calcular o valor de w2 e com teto 

(2.2.10) perm1 te calcular o valor de f. Usando as equações (2.2.11) 

temos w., j=3,4,...,n. «J 

Resumindo 

_ i/2 
w2 = ( . 5t 1 . + (ai2 /s) 3 ) ; 

f = + Wa S ; 

wi = .5<ali/f) J =3,4 n (2.2.13) 

Hote que existem duas determlnações para o vetor w, dependendo do 

sinal escolhido para s. Adotaremos para s, sempre o mesmo sinal de ali. 

Hote também que através das relações (2.2.13) podemos determinar o 

vetor w e consequentemente a matriz Hi. 

Resta agora completar a transformação de similaridade da matriz A» 

usando Hi . A matriz produto AJL= AHa pode ser determinada sem 

encontrar a matriz explicitamente. 

De (2.2.4) o elemento genérico da matriz H(hL^> pode ser escrito 

como 

íi • ^ ^ ^ 2w. Wj i (J —1,2, . . . »n 
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onde o delis de Kronecker. 

Ob © 1ementoB da oair1z A » H A eSo t 

"Ti 

ã. ■ = /L* h. a ; t-K KJ 

Vi 
c Z-* ( K - 2w. w ) 8 . 

K.l LK l k KÍ 

•VV 
a. . -- 2w- ws.» 
^ 1 K = í. k (2.2.15) 

Vamos definir 

-n 

p» - /Lf v \i 
J> teu K ** 

"Ti 

H = 2 ^ 
(2.2.16) 

Note que de (2.2.7) e (2.2.18) temos f = , visto que w1 = O. 

Ass1m,(2.2.15) pode ser escrito como: 

a*Li — a- - 2w^ pj , iíj~ 1,2,... fn (2.2.17) 

üs elementos 3-. da matriz A = ITAitegos LJ X i. ■*• 

a.. = 1ÊI. a. h U Wl[1 LW 

JW 

~ 5-* í a. ~ 2w. p. ) ( S — 2w w. ) 
K=1 K ^ -» Ki K J 

Kl -IX 
= a..™ 2w. 1ÈI a. w - 2w p. + 4w. 

Li J kt»! tK H L rj t 2L. P w . 
tTi ^ w 
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Por dImotr1 a ® da ©q. (2.2.16) 

Hc aK[ " ^ e
l. ^ c n K - » K « l >• 

Definindo o ©©ca 1 ar g independente de i, j COKO I 

p w„ 
v i4- 

podemos escrever 

onde 

2.2.18) 

Í-X = a..- 2w. p. - 2w. p. + 4w. w. q t-i l. .S L J ^ 

aLÍ ~ 2wl ^ ~ 9wj > - 2wj (p- - gw- ) 

= a:i " * . j = l ,2, . . . ,n (2.2.19) 

q- = 2(pi - gw- ) . J = l,2, . . .,i 

Resumindo, temos que os elementos da matriz A (3-. ) podem 

calculados por 

TV 
v 
dL* K a..: ; 

....TV 

1C P : 

q. = 2(p. - gw. ) ; 



®íi c ® f W q, - W. q. 1 , J«=l ,2, . . . ,n. (2.2.20) 1 * »-4 J l 

Com ec r©1açOeB (2.2.13) © (2.2.20) obtemoe a matriz A na forma 

d©B©jadai 

X X 0 0 

X * A * 

0 X X X 

0 X ■k X 

0 * A * 

Após completar a primeira iteração, realizamos o mesmo procedimen- 

to com a submatriz de ordem (n-1) formada pelas linhas e colunas 

2,3, ...,n da matriz A1. O mesmo processo é realizado coro as submatr i- 

zes de ordem (n-2),(n-3) , . ..,2. Ha última iteração atingiremos uma 

matriz na forma tr1 d i agona1. 

Hote que, para a k-ésima iteração o vetor de Househo1 der ,w, tem 

suas primeiras k componentes iguais a zero. 

2,2,3 Cálculo dos Autovalores das Katrizes T © A, 

Após a redução da matriz A ô forma tridi agona1, o próximo passo é 

calcular os autovalores da matriz tridiagonal T. Como T e A são 

matrizes similares, elas possuem os mesmos autovalores. Assim, nenhum 

esforço adicional será necessário para determinar os autovalores da 

matriz A. 
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2.2.3.» - H»nor»» Pr Inclp*I» d» H«tr i z (XI - T) 

SeJ a T uma matriz e1métrlce trI dlagona1. Vamoc denotar os e1emen- 

toe da diagonal principal de T por a. , 1 ■= 1 , 2 , . . . ,n e oe rubd 1 agona 1 s 

por , 1=1,2,...,n-l. 

a. b, A. JL 

b a, b, 
i z z 

b a . b . ■n- 2, tí-J. 

b a„ -n~i ^ 

(2,2.21) 

Vamos supor b^ 4 0, 1 = 1,2,...,n-1. Ds menores princlpate do ordem 1 

até n da matriz (XI - T) bSoi 

p (^) 

p CX) 
£ 

p C^) 
3 

( X - 

a ) (->. - a ) - b, 
2 11 

a ) p - b' 

a ) p (X) - b p (X) 
* 2 *■ 1 

(2.2.22) 

p (X) = (X - a ) p (^} - b p 
Vt ^ tw-l *-*1 

nlndo p (x) = 1, temos a seqüência Cp (x), p (x), .. 0 O £i 

íso geral 

p (x) = (X - a. )p (x) - b. p (X) i=l ,2, . . . ,n (2.2.23) 
l L l-l i-2 

Note que p (X) é o polinômio característico da matriz T. 
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A nequOnc i a de poltnômlos íp (A >, 1^0,1 n) gerada pelos 

roenorep pr1nc J pe í e, conduz fe ©leboreçío de um método pare cslcular oe 

euiova1oree da matriz T. • 

Antes de epresentar o método, precisamos demonstrar alguns 

resultados sobre os elementos desta soquénc1 a polt nom1al . 

PI. - p. i*-) , 1=0,1 n sSo funçOee contínuas. 
t 

Prova : Pela definição de menores principais, p {X) reais e 
L 

como pol 1 nõmios sSo funçCes contínuas, 

P2. - p (90 , n3o troca de sinal. 
O 

P3. - Se b^ # O, 1 = 1,2 n-1, as raízes dos p (X) s3o reais e 

únicas. Para l^i^n-1, as raízes de p (X) separam as raízes de p (X). 
*" i+i. 

Prova : A primeira parte decorre do fato dos p. (X) •s serem po11nõ- 

mios característicos de submatr1zes simétricas de T. A demonstração da 

segunda parte - usando o princípio da indução finl ta no índice 1 - se 

encontra em [483. 

P4 - Se p, (X) = O enteio p CXJ.p (>.) < 0 1 =0, 1 , . . . , n-1 . 
L+i 

Prova t Pelo princípio da indução finlta: 

1) Para 1 = 1, se p ÔM = O entSo p (x>.p (x)= p (x)~-b. < O. 
i O z z 1 

2) Vamos supor verdadeiro para 1=k-l, isto é, 

se p (X) e o entSo p (X) .p cky < o. 
K-l H-2 ^ 
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3> Para 1 ck, pe p e O regue de P3 que p (?>) f O, ©rtiSo 
* N *■ 4 

P ^>-P (^) E p <5v)t(^ - a )p (x) - b* p 1^)1 
K- l K+ I k-t v.*| rn K V-i 

= - <b p ($0 )* < O. 
*■ H-i 

P5. - p (X) > O, quando X —^ 4-00 i ^ i f 2 # # n 
t. 

Prova : conseqüência direta de (2.2.22) 

Com ©et as cinco propr i ed adee, ver i T 1 c arooe qu© a seqüência Cp ( >0 , 

p (x>,....p (X) ) é uma seqüência d© Sturm (def.1.6.1.). 
i "vi 

Corolário 1. - 0 número tn d© raízes do polinCroio caracter fst 1co da 

matriz T, OO, que eSo maiores qu© um dado valor X =X, é igual ao 

número d© trocas d© sinais A CM da seqüência polInômlal íp, ( >» ), 
L 

1f X f * * ■ f u 3 » 

Prova í Suponhamos que, as raízes do poli nôroio característico 

-autova1 ores da matriz T- estejam ordenados da seguinte maneiras 

> "Xj > . . . >XVL (2.2.24) 

Para qualquer valor b maior que ^ ,p. (b) > 0, i=0,l n-1. Assim, 

A(b> = O e portanto m = A<>0 - A(b) = Aíí^? e a prova esta conclui*da. 

Hot© que este resultado permite uma grande flexibilidade quanto a 

deterrotnaçSo dos autova1 ores da matriz T. Podemos determinar um, 

alguns ou todos os autova1ores de T dentro de um intervalo prd-f1xado. 
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2.2 . 3 . b - Ubo It-vrüçlo do llétodo d» B1 

Vemos agora caracterizar uma Iteraçlo do método da blueoçSo. 

Suponhamos que as raízes do pol1nômio caracterfet 1co p O ) estejam 
Vi 

ordenadas como em (2.2.24), A desigualdade ©etrlta é garantida po1 a 

hipótese # O, 1 = 3,2,...(n-S. Como o método local 1za uma raiz 

(autova1or) Independente das outras, vamos supor que ©stamos Interes- 

sado na k-ós i ma raiz XK do pol1nÔmlo p^ (X). Além dieeo, supomoe 

também que pertence ao intervalo t a,b3 contendo todas as raízes. 

Pelo corolário 1, A(a) = n e A(b) = 0. Vamos dividir o Intervalo ao 

melo e calcular o número de trocas de sinais A(X) neste ponto médio, 

X = (a + b)/2. 

Duas hipóteses podem ser feitas; 

1) Se A(X) = m ^ k, então XK € CÃ,b] e X representa um 1im1 te 

inferior para XH . 

2) Se A(X) = m < k, então X^ e Ca,>3 e X representa um limite 

superior para XK . 

Em seguida X substitui a ou b de acordo com o caso 1 ou 2, e o 

processo é repetido. 

De um modo geral, no J-ésimo passo temos: 

Se A(X.) k com X. ss (a. + b- > /2 fazemos a = (a. + b.>/2 e b = b. 
J *» J j+t ■> -» j+A <> 

Se A (X-) < k com X- = (a + b- )/2 fazemos a. - a. © b = <a.+ to. )/2 
J J i 4+1 i o + l 4 4 
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© o procerco continua até que o temsnho do interví j 1 o <b. - a > eatfpfa-- 

ça uma tolerBnc1 a pré-eoteb©1ecida. 

Apó© p repoti çe©B do proceapo, o intervalo [a, bD se reduz a outro 

d© tamanho (b - a>/2 . 

2.2.3.c - Interveio Iniciei 

S&bre a determ i naçSo do intervalo inicial 1 a, b] que supomos 

conhecido a pr i or i, podemos usar um dos teoremas 1 .4 ou 1. 6. 

Para o caso de usar o teo.1.4, qualquer norma (1.3.5)- (1.3.7) pode 

ser escolhida. Por exemplo, sugerimoe MTI tw , Fazemos b = 1ITIl» e 

a = -b. Como T é uma matriz tr i d i agona1 

1 ITi 1 = maxí 1 a, 1 + í b, 1 , Ib. 1 + 1 a l + lb. 1 , ib 1 + 1 00 X i L L ' -n-i a 1 ) (2 "n .2.25) 

Com re1açSo ao uso do teo. de Gerehgor1n - usado para imp1 ementar 

este algoritmo - para matrizes simétricas tríd i agonaIs , os raios 

n serSo determinados por 

li 

rL ^ ,bui1 + lbL 1 1=2,3 n~ 1 (2.2 .26) 

r = Ib 1 

de tal forma que podemos usar os seguintes limites 

a = ninCa.- r. > e b = max(a. + 
» L L 1 t 

r. > . 
V 

Em geral , estes 1 imites Scfo melhores que os 1 Imites produzi dos 

quando usamos as normas matriciais. 
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2.2.4 Calculo doe /iUtovetorea da Kstrlz K 

Conhecendo os autova1 ores da matr1z A, uma das alternativas para 

calcular seus autovetores é através da solução de n sistemas linearee 

homogêneos do tipo 

(A - Xtl )x = O 1 = 1 ,2, ... ,n. (2.2.27) 

Para utilizar essa estratégia, devemos notar que a eficiência do 

algoritmo global está diretamente vinculada ao fato de podermos usar 

toda a informação até agora obtida, Isto é, o cálculo Individualizado 

dos autova1 ores pelo método da b i sseção intervalar repetida, assim 

como, as transformações de Householder utilizadas para obter a matriz 

tr i d i agona1 T. 

Propomos neste trabalho que, para obtermos todos os autovetores 

x.^ , i=l,2, . . . ,n da matriz A, sejam resolvidos inicialmente n sistemas 

lineares tridlagonais da forma 

(T - \ l)yi =0 (2.2.28) 

e em seguida, utilizando as matrizes íh , 1=1,2,...,n-2 da primeira 

etapa, calcular os autovetores xL i=i,2,.,.,n da matriz A. 

A solução dos sistemas homogêneos tridlagonais (2.2.28), será 

obtida através de sistemas auxiliares n3o-homogêneos. 

Vamos agora descrever como resolver um sistema tr idi agonal do 

tipo (2.2.28). Para isto suponha l=k. Temos então que obter o vetor 

não-nulo y (autovetor de T associado ao autovalor X ). 
*. * 
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Tomando um vetor nSo-nu )o pertencente eo etspaço ger edo p&l&B 

coluneB da K)atrlz <T d!gamo® d f reso! vemoe o eletema linear 

<T " \1>z " d, (2.2.23) 

encontrando como eoluçSo o vetor z* 0 vetor eoÍuç3o de (2.2.26) y é 
¥■ 

obtido fazendo = (z* - z) onde z é o vetor coordenada de d em 

re1açSo ôs colunas da matriz (T -\I) . 

Para resolver o a i eterna (2.2.29), numérlcamente, fazemos uso de 

rotações planas da seguinte forma; 

Papa ©feito de exposição vamos denotar a matriz do si eterna 

(2.2.29) por 

9íí Q,, 

g g q 12 22 ^2 S 

925 9^ (2.2.30) 

O objetivo é encontrar um sistema triangular superior. Pré-mu111pl1- 

cando a matriz aumentada do sistema (2.2.29) ,CG d3, por matrizes de 

rotação do tipo (1.5.4), obtemos um sistema na forma triangular. 

Usando em seguida o processo de retro-subst1 tu 1ç3o, encontramos a 

soluçSo z*de <2.2.29). 

Os elementos genéricos da matriz triangular superior, assim como 

os elementos do novo vetor obtido de d serio dados pelas relações: 
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onde 

u i t+i 

e.g , + e.g 
l1* 1,1. » t 

-B.g 4 e.g 
i, t+ • i 't i, i 11 

c, d • + s , d t i ^ i 

B.d^ C.d^, J «= 1 , 2 , (2.2.31) 

c = g,- /u , 0 = g . /u , u 11 t.U,t 9^ + g * .' ^ á . Í 

O número de paesos necessários para obter o e1 eterna na forma 

tr 1 angu 1 ar superior será no máximo (n-1 > , caso em que todos oe b f- 0. 

Ho caso de b. - 0 , 1=2,3,,n , n2o efetuamos a transformaçSo. 

Obtido os autovetores da matriz tr1 d i agona1 T, eoluçSee doe 

sistemas (2.2.28), vamos descrever como proceder para encontrar os 

autovetores da matriz A. 

De acordo com a descrição da etapa El, encontramos (n-2) vetores v 

que- definem as transformações HL 1-1,2, . n-2. Através destes 

vetores, é possível determinar todos os autovetores da matriz A. 0 

processo consiste no seguinte: 

Através de (2.2.2) para k=(n-2) temos 

T = (2.2.32) 

fazendo H = Hi (2.2.32) fica T = H' AH. Se y é um dos autove- 
te 

tores da matriz T associado ao autovalor ,temos 

ty*" \Y« 

HTy^^ \HyK 
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HTH' HyK = 'NHy* 

AHy^ = XK Hy^ (2.2.33) 

portanto, = Hy^ é um autovetor da matriz A associado ao autova1or. 

Seja H- = I ~ 2w. w-' e u 
j J J ■ um dado vetor n3o-nu1 o do J? . EntSo 

H u- - u - 2w. w " u-. i S J i 4 -í 

= u. - 2 (w^' u- ) . (2.2.34) 

Def1nIndo 

yx = íw.' u- ) 

de (2.2,34) temos 

Ha ui = uj ■ " 2/^Wj . (2.2.35) 

Substituindo o vetor genérico u. pelo autovetor y da matriz T, 
Jk K 

através da relação de recorrência 

u, = u- 
J-X •> 

- 2/>^i , j= (n~2) 2,1 (2.2.36) 

obtemos o autovetor da matriz A, que será dado por x^= uo. 

2.2,5 Exemplos 

Algumas experiências numéricas com matrizes testes foram 

realizadas. Apresentaremos somente dois exemplos que comprovam o 
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desempenho do algoritmo proposto. Os cálculos foram realizados om 

prec1b3o simples e os resultados finais foram arredondados para sele 

casas decimais. 

Exemplo 1 (Cálculo do autos 1stema completo) A matriz A é dada por 

So1uç3o: 

2.0 1 .0 3.0 4.0 

1 .0 -3.0 1 .0 5.0 

3.0 1.0 6.0 -2.0 

4.0 5.0 -2.0 -1.0 

Autova1 ores 

\ = 7.332905 

^2 =: 5. 668064 

\ = -1.573190 

\ = -8.028580 

Autovetores 

[ .580145, .211833, .776708, .195382] 

E~.378703, -.362419, .537343, -.860199] 

C .688048, -.624123, -.259801, -.675573] 

[ .263462, .659041, -.199634, -.6755733 

Exemplo 2 (Cálculo de dois elementos do autos 1stema) A matriz 

A(a^ ) de ordem 11 é definida por .* 
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par a * K J 

So 1 uç «ío) 

J I * i 

Jl > 

a ^ a 5= S IL il,ii U 

a„ " a,. ít 12 li, AO 

Autova1 ores 

X1 = = 14.941821 

*■ » >n t > .522281 

X, = X i vno.* (-!).[ .1056&2, .204124, .288675, 

.353553, .394338, .408248, 

.394337, .353553, .288675, 

Autovetores 

204124, .1056623 

= t,105663, -.204124, .2288673, 

-.353554, .394338, -.408248, 

.394337, -.353553, .288677, 

,204125, .1056833 
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2.3.11® Prob) en» Eepoc i • I d» Autove) ore» 

Entro 00 multoB problemae d© calcular um © 1 emento do cutou1otoma 

de uma matriz simétrica, aqu©1e de determinar o par (A . ,x ) ou ' "m irv 

eventualmente o par ( ) desempenha um papel proeminente nos 

algoritmos propostos nos capítulos subsequentes, 

Para resolver este problema, utilizamos a funç3o quoc1 ente de 

Rayleigh. Através de sua m1n1m1zaçüo (max i mIzaç^o) encontramos a 

soluçtíO desejada. Esta minlmlzaçSo é levada a efeito através d© um ou 

outro algoritmo que serSo aqu i propostos. 

2.3.1 tftniBÍzeç^o (Kaxl®Izeçlo) da Funçtío R. 

Vamos mostrar inicial mente, que para calcular o autova1or mínimo 

(máximo) e seu autovetor associado de uma matriz simétrica A<nxn>, é 

suficiente minimizar (maximizar) a funçSo quoc i ente de Rayleigh. 

Teo. 2.1. : Os autovetores de uma matriz simétrica A(nxn) s3o 

dados pelos pontos críticos da funçSo quoclente de Rayleigh, R. Os 

correspondentes autova1 ores de A sSo os valores críticos de R. 

Prova: De acordo com a def.1.2.4., a funçSo R é definida pela 

razSo 

R(x) = N(x)/D(x) (2.3.1) 

onde N(x> = x'Ax e D(x) = x'x com x # O. O vetor gradiente de R, no 

ponto x,V R(x), será dado por 

VR(x) = CD(x)(dN(x)/dx) - N(x)(dD(x)/dx)1/[D(x)1 (2.3.2) 
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Sendo dN <x)/dx e 2Ax e dD(x)/dx » 2x, eubpt i tu Indo eet an oxpree- 

e6©B ©m (2.3.2) ® © 1mplIf1cando temos 

VRÍx) = 2. í Ax - R(x)x}/(x 'x) . x # 0 (2.3.3) 

Como, por definição, os pontos críticos da função quoclente de 

Ray leigh eSo aqueles para os qua i s VR(x) = 0 se x jt 0 oniSo VR(x) = 0 

s© & somente se 

Ax = R<x)x, x é 0 (2,3,4) 

Comparando (2.3.4) com (1.2.1), temos que os pontos críticos da 

função R sSo os autovetores da matriz A e X = S(x), seus correspon- 

dentes autova1 ores. 

A função R é uma f unçSo homogênea de grau zero, isto é, 

E(ax) = R(x), x # 0 e a um escalar. Um caso particular de interesse, 

para os nossos propósitos é quando a = 1/flxlf. Neste caso temos: 

R(x/IIxII) = R(x) (2.3.5) 

Desde que x/1 Ix 1 I é um vetor unitário, segue que os valores da 

funçSo R sobre qualquer variedade linear V no R serão determinados 

pelos vetores unitários em V. 

Lema 1 : Seja V uma variedade linear no espaço R* . Existem vetores 

unitários x^u e x^em V tal que 

R<x^> ^ R<x> ^ R<x^x> (2.3.6) 

para todo x * O em V. Os valores X^ = R(K , e X = R(x ) são os 
T*" !•* "»*fc X. TVçi. 

valores mínimos e máximos de R em V. 
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Provai Vamos reprecenter por ü o conjunto de todos ob veiore© 

un11ér1 os ©m V. ü é um conjunto compacto. Desde que a funçlo R é 

contínua em W, segue que R etlnge reu valor mínimo,% . © máximo,X LYv * * 

respectivamente nos pontos pertencentes a ü, Temos desta 

mane 1ra que 

= R{xwC„ ) ^ R(x) ^ R(x„^> = 

para todo x n3o--nu 1 o ero U. 

Lema 2 : Os gradientes 

VRU^) = 2(Axw;n ) 

e (2.3.7) 

V R(~ 2(AxwaK - ) 

de R nos pontos x^^ e xWttK como no Lema 1, são ortogona i s a variedade 

1 inear V no íT . 

Prova : Sendo V uma variedade linear no R*, o vetor gradiente 

VRíx^^ > é ortogona 1 a V 1333, assim como para o vetor . Desde 

que I ix^Cr, I I =: t I = 1, as expressBes para VRÍx^-^ ) © y Rtx^^^ ) 

decorrem de (2.3.3) 

Teo. 2.2 ; Um ponto mínimo, xw.K, da função quoclente de Rayleigh 

em tT (com x ^ 0) é um autovetor da matriz A(nxn). 0 valor R(x . ) da WfV, 

funçSo neste ponto é o autovalor mínimo de A. 

Prova : Se no Lema 2 , V = R , temos que o gradiente V R(xWyv ) é 

ortogona] a todo vetor x £ R* e, portanto, V R(xWvVv) = 0. > Pelo teo. 2.1, 

xwl^é um autovetor da matriz A. Pelo Lema 1, temos que = Ríx^-^ ) 
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é o eulovelor min í mo de A, o que prova o teorema. 

Um teorema enéJogo pode per enunciado pare o per < V .k ). ■ s irn&R ' "VVt 

2.3.2 A1gor J tmo» 

Após ter ©stabe J ec ido os resultados que conduzem a forrouIsçSo do 

problema especial d© autovaloros - P.E.A. - como um problema d© 

otimização vamos agora focaiizar a questão d© obter a solução deste 

problema sob o ponto de vista numérico. 

Sendo a solução do P.E,A., os pontos extremos da função quoc1 ente 

d© Raylelgh, é multo natural que qual quer uma das técnicas usadas para 

otimizar funçdes n3o lineares seja aplicada para encontrar esta 

so1uçcío. Entretanto, certos compromissos de eficiência devem ser 

respeitados. Por exemplo, taxa d© convergência, espaço em memór i a de 

computadores, precisSo numérica para citar alguns. 

Entre os métodos disponíveis, se a prioridade é a taxa de conver- 

gência, o método de Newton será prontamente o escolhido. Ocorre que, 

para usar este método, precisamos em cada iteração, calcular a matriz 

Hessi ana - matriz de derivadas segundas - da função R e inverter esta 

matriz ou resolver um sistema de equações lineares para encontrar a 

direção de busca. Por outro lado, se a escolha do método é pelo 

aspecto de simplicidade, o método do gradiente ótimo - "steepest 

descent" - seria o preferido. Contudo, este método apesar de simples, 

apresenta sérios problemas de convergência £333. 

Tendo em vista satisfazer o maior número d© fatores que conduzem a 

um eficiente algoritmo de otimização, propomos, como mostrado a 

seguir, para resolver o P.E.A., dois algoritmos baseados na idéia de 

direções conjugadas. Além disso, a idéia d© aplicar métodos de 
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d 1reçSes conjugadas par a minimizar (maximizar) funçSes nSo-quadrátScae 

caeo d a funçSo quoclent© de Raylelgh - é f und ament ad a no princípio 

d© que se um algoritmo funciona bem para otimização de funçSes 

quadrát1cas, ele pode ser modificado para se obter um eficiente 

algoritmo de otimização para funções n3o-quadrátlcas. 

2.3.2.a Algor1tmo At 

Vamos assumir que a matriz Hesslana da função R - denotada por G - 

seja positiva definida no domínio de busca do ponto de mínimo. 

Ass!m, podemos enunciar o algoritmo Al. 

Passo 1. - (Inicialização) Selecione um ponto x e h> 0. Faça 

Zi = 0 ' ri -9t e pi = q 

Passo 2. - (Ciclo Gradientes Conjugados) Para k=l,2,...,n, faça 

1-3^= íg(xi+ ç) - gíx^/h^, h/Mjítl (2.3.8) 

2 - /d^ , cK = jj^r , dfc = p^'(2.3.9) 

3 - z = z + a p 
k v i K k K 

4-p = r + bp 
k k 

Passo 3. - (Pare ou Re 1 n 1 c 1 a 1 1 ze) Faça x* = x + z .Se 
JL 

tlgíx ) I I ^ , e > 0, par©. S© n3o, faça xt =x* e rep 11 a o passo 2. 

(2.3.10) 

Mr I l/Mr f í 
ktt kt. 

(2.3.11) 
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CoeeniirIo» « 1)0 Blgorlimo Al pode eer conrlderedo como uma 

varIcni© do método d© Newton. Vele lembrar que o método de Newton para 

minlmlzoçBo de funçCee é definido pela rei açíío 

-i 
k = x -Cg 

H*i K H & 

onde ^ 0 ponto crítico (mínimo) da aprox!maçSo quedrétI ca 

Fíx) = F(xk) -f gj (x - xk> + .5 <x - xk)'G(x - ) (2.3.12) 

da FunçSo f próximo de . Asslra, em cada IteraçSo, o método minimiza 

uma quadrát1 ca do tipo (2.3.12) e toma este ponto mínimo de F como a 

melhor estimativa para o ponto mínimo de f. 

0 método de Newton tem a vantagem de convergir, rap1 damente,quando 

está próximo à soluçSo, apresentando, em geral, convergência 

super 1inear ou quadrática quando a funçSo é de classe C*. Por outro 

lado, a cada IteraçSo, exige um eefôrço computacional que o torna 

inviável para determinados problemas, como é o caso do P.E.A.. 

Para contornar esta desvantagem do método de Newton, sem perder 

sua excelente taxa de convergência, o algoritmo Al, no lugar de 

calcular segundas derivadas da funçSo R, usa aproximações como dadas 

pela relação (2.3.8). Note que esta relaçSo aproxima o limite 

Lim Cgíx^ hp ) - g(x,)3/h = G p . 

2) No passo 2, resolvemos um problema quadrát1co aproximação da 

FunçSo R, em torno do ponto . 
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3) D escalar a < o tamanho do parro. na dirc-çíSo p . z é uma 
k K ♦ » 

aproxímaçSo d a dlreçSo de Kewton. é o resíduo,, d I reçSo de descida. 

PKtl ^ 0 nova d 1 reçSo conjugada, combl naçSo linear do gradiente no 

ponto x e a dIreçSo anterior p . A fórmula usada para b é 
I* ' ¥ ' 

equivalente àquela para o caro quadrétlco b = - (e1r >/d como pode 
• li ti * 

fácil mente cer verificado. 

4) Ho passo 3, temos a reiniciaiizaçSo (restart) do ciclo de 

gradientes conjugados, fazendo p = -g . Note que isto é uma 
H 4 i ^ í- 

parte importante do algoritmo, visto que assegura que um ciclo de 

gradientes conjugados aproxima um passo do método de Newton. Além do 

mais, na pior das hipóteses, o algoritmo Al pode ser pensado como 

passos espaçados do metódo "Steepest Descent". 

Com relação a convergência do algoritmo, podemos dizer que a 

convergência global é garantida pelo fato de Al, em situação mais 

desfavorável, ser considerado um método Steepest Descent. 

Com objetivo de garantir que a seqüência funcional {Rw }, seja 

sempre decrescente e também acelerar o processo de convergência do 

algoritmo, no fim de cada ciclo gradientes conjugados, um parâmetro 

^ k ^ selecionado como sendo o maior <#. pertencente ao intervalo, 

(Xctíll, para o qual a desigualdade 

R(x1 +€£2^) - R<xt) , 0 <Y^:i/2 

se verifica 

Após a obtenção de <1^ , o novo ponto x* é dado por 

X = +iK ^+í 
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x , no caso, aerô a coluçEo ee o critério de parada for cotltfe1 to ot 

earé o novo ponto Inicial pare Biai b ume lteraçSo do algoritmo. 

2.3.2.b - AIgor1too 

A1gumas modlflcaç&ee podem eer feitas no algoritmo Al, permitindo 

a elaboraçSo de outros efetivos algoritmos de direç5es conjugadas. 

No lugar de aproximar G, p , vamos fazer 

xk = xí + zk (3.2.13) 

e substituir a fórmula (3.2.8) por 

eK= Cg(xk-f hKPK ) - gíx^ )D/hfc (3.2.14) 

Temos assim, uma aproxlraaçSo de p . O novo ciclo de gradientes 

conjugados é modificado para: 

sk= \ F> > " g<xK )]/hk , hk= h/l lp M (3.2.15) 

, c„ = p^r. . d, = p^s,, (3.2.16) 

x = x + a p 
i K yKí (3.2.17) 

Quando k/n é um inteiro, fazemos p = r . Se nSo 
K4-Í 

r + b p , b 
l«.+ i St K 

(s'r y/d 
v. K+i (t (3.2.18) 
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Entre» tento, a menos que a í unçSc» objetivo seja quadr ética, o ponto 

xMt como ©m (3.2.17) nSo neceosér J emente minimiza a funçSo na dlreçlo 

* * K
K 

4 ^PK ■ Novamente mod i f i cemos o e1gor i tmo, de modo que te 1ec1 o- 

namoe t «= , com t minltnizando a funçSo de uma variável 

f (t) = R(x + tp■ ). <3.2.19) 

Assim, a obtençSo do tamanho do passo aK eerá feita resolvendo um 

problema de minfmizaçSo de uma varável, conhecido como busca un1~ 

d imons1ona1. 

A 
Se t - aK minimiza a função f, através de (3.2.19), a derivada de 

* 
f no ponto t = a^ será 

dfV /dt = g(xk ^ akPK > 'PK 

88 g;ki Pk (3.2.20) 

que é igual a zero, dado que a, minimiza f . Assim sendo, r = - q é 

ortogonal a direçSo p e 

p' r - (r + b p )'r 
k+i k+t k + i k ** k+i 

t 
= t ir^^l I , (3.2.21) 

De (3,2.16) e (3.2.21) concluimos que cK=I I r^ I I para todo k. 

Redefinindo o vetor por 

bk= Cg(Kk+ at(pK) - g(xk )3/aK (3.2.22) 
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temos de (3.2.17) que 

B ^ K. <r - r ) / a r- H ♦ l H (2.2.23) 

e 

d,- p" S rK * 

d = K Cp'(r - r )/a 
K. ^ K V t ^ 

d = K (p'r >/a 
> K 1,1 

d = w kl K 

Como no a 1gor1tmoa Al, obtemos av = c /d, . 

Uma nova expressão para bK pode ser obtida pois: 

b' r = C(r - r >/a 3r ^ ^ V i |c. *+1 K £ 

e 

bK = ~ (s * r )/d f V+i K 

= Í(rytí - 
r« "CyKyy ■ 

EntSo 

bk = Ul,;«1,1 - "*• (2.2.24) 

De posse das relações <3.2.17) e (3.2.24) podemos enunciar o algo- 

ritmo A2. 

Passo 1. - (Inicialização) Selecione o ponto xt . Faça 
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»i E "9, ' P, c rx 

Passo 2. - (Ciclo Gred1cntee Conjugados) Para k K 1,2,... 

* 
1. - Encontre t «= que minimize f (t> = Ríx + tp ) H V- K 

2' ~ ><w1 
= XK + \ P » r = -g (2.2.25) Kfi i* * fc V i L 

3. - Se k/n é um Inteiro, faça p = r . Caso contrário, 
V V i «MA 

f aça 

& ^ 
4 • - P ® 3;.,+ b P r b = < 1 Ir 11 - r 'r )/l ir II (2.2.26) i. Ky k y v v k K + t y 

Passo 3. ~ (Pare ou Rein1cia 11ze) Se no k-és1 mo passo iíglt ^ e , 
k 

£> O, pare. Se nSo, com x = xl volte ao passo 2. 
x y.-^- 4. 

Comentários : 1) Ho paeso 2.1, em cada ciclo de gradientes 

conjugados temos que resolver um problema de m1n1m1zaçSo unIdlmenslo- 

nal. Para uma funçSo nSo-linear qualquer, esta mlnimlzaçSo é feita 

através de rotinas especializadas, por exemplo, 1nterpolaç3o cúbica, 

seçSo áurea, busca de Flbonaccl etc.. No caso da funçSo R, é possível 

resolver este problema de forma analítica, como veremos mais adiante. 

2> Assim como para o algoritmo Al, o processo de reiniciaiIzaçSo é 

parte importante de A2, pelos mesmos motivos Já citados. 3) No passo 

3, temos a possibilidade do algoritmo atingir o ponto ótimo desejado, 

antes de completar o ciclo de gradientes conjugados. 
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Sôbr© a convergência global do algoritmo A2, ela é garantida pelo 

fato que passos "Steepest Descente" sSo roa 1Izados toda vez que k/n 6 

um inteiro C333. 

2.3.3 Implementação do» Algorltno» ãl © A2 

Os algoritmos Al e A2 foram implementados num computador e expe- 

riências com algumas matrizes testes foram realizadas. Alguns pontos 

práticos importantes para uni bom desempenho s3o a seguir apontados. 

2.3.3.a - Escolha do Ponto Inicial 

De um modo geral, nos algoritmos iterativos, como é o caso d© Al e 

A2, a escolha do ponto Inicial, a menos de alguns casos part i cu1 ares, 

desempenha um regra muito importante, No caso particular da função 

quoc1 ente de Rayleigh, R, em que o número de pontos erftleos é igual a 

ordem da matriz, torna-se necessário que a escolha do ponto x 1 seja 

feita obedecendo determinados critérios. Para isto sugerimos duas 

formas distintas de escolher um bom ponto inicial. 

A primeira consiste em extrair toda informação possfvel sôbre a 

estrutura do problema a ser resolvido, seja ela de ordem ffsica, 

econômica, etc.(ver exemplo 3) 

A segunda forma, baseada mais nos elementos da matriz do problema, 

consiste no seguinte procedimento (quando o P.E.A. é de encontrar o 

par (* ,x .)); 

Use como ponto Inicial o ponto associado ao vetor da base 

canôn i ca, cuja componente diferente de zero é aquela que tem o mesmo 

índice do menor elemento da diagonal da matriz do problema (exera. 4). 
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Se existir mais que ura elemento na diagonal satisfazendo esta 

cond1ç3o, a escolha será pelo ponto que fornece a maior norma do 

grad1 ente. 

2.3,3.b - Ueo da KonogcncIdade da Funçío R. 

Fazendo uso da propriedade de homogeneidade da função quociente de 

Raylelgh, a cada ciclo do algoritmo Al, o novo ponto encontrado é 

normalizado. No algoritmo A2, a normalização é realizada dentro do 

ciclo de gradientes conjugados, 

0 processo de normal 1zação, consiste na divisão de todos os 

componentes do ponto (vetor) pelo componente de maior valor absoluto. 

2.3.3,c - Escolha de h no Algoritmo Al 

No algoritmo Al, o vetor s é ca 1cu1ado através de um quociente 

de diferenças que aproxima Gt p^ . Téor1camente, quando h —*■ 0, temos o 

método de Newton como limite do algoritmo Al. Na prática, devido a 

possfveis erros de arredondamentos, não podemos permitir a h tender a 

zero. Sugerimos usar o valor h = 10 , quando as operações forem 

realizadas em dupla precisão. 

2.3.3.d - Busca Un1 d 1raens1ona1 em A2. 

0 problema de otimização un1 d 1mens1ona 1 que aparece no algoritmo 

A2, passo 2.a, em geral é resolvido por uma das muitas rotinas 

especializadas para este tipo de problema. No caso do P.E.Â., como 

dispomos da expressão analítica do gradiente, é perfeitamente razoável 
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tentar encontrar alguma forma d© resolver o problema unid 1mensIona1 

analítlcamente. Para isto, vamos usar a condição g' p ™ 0. 
* * 1 K 

Sendo o gradiente de R no ponto x dado por 

V g(x) = 2.EAx - R(x)x]/(x'x) x ^ 0 

e x =x + tp , através de g' p - O , podemos determinar o valor 
nri vt. 

t = a que minimize a função f (t) = RCx^ + tp ). Este valor de t é 

uma das raízes da equação do segundo grau 

at + bt + c = 0 (2.2.27) 

onde os coeficientes a,b e c s2o dados por 

a = (p'Ap ) <x' p ) - <x'Ap ) (p"p ) 
V K K 'd H f-K V. 

b = (p'Ap ) {x'x ) 
K K k. k 

(x1Ax ) (p'p ) 

c = <x'Ap ) (x'x ) - (x^x > <x'p ) 
''■k kk Kvt * k 

A raiz positiva de (2.2.27) é usada para determinação do par 

(a , x . ) e a rafz negativa para o par (X ,x ). 
niL.t fni-n. -max 

Re Inicial 1zação Prematur» em À2. 

Experiências numéricas realizadas com A2 mostraram que: quando a 

maior raiz da equação do segundo grau (2.2.27) é negativa a direção 

p encontrada para busca, á uma direção de subida e não de descida 
K 
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como é o deeejo para o ceeo de m í nIm J zbçSo. leio faz com que a 

eoquênciB d© vaioree funcional© {Rv ) d©1xe d© per monótona clecreecen- 

t©, paceendo a oscilar, A correçSo para oota dificuldade foi feita 

através do que denominamos r©Inicial 1zaçSo prematura, Tomamos como 

ponto Inicial, para o novo ciclo de gradientes conjugados, o ponto 

gerado pelo algoritmo na SteraçSo anterior ao cálculo da raiz 

negativa. A direçSo do busca p será o negativo do vetor gradiente 

neste ponto. Esta implementação pode ser efetuada através do teste dos 

valores funcionais de R. - 

2.3.4 Exccplo» 

Exemplo 3 (Ponto inicial) 

1.7 -1 . 0. 

-1 . 2. -1 . 

0. -1 . 2. 

Através do exemplo 3, procuramos ilustrar a importância de um bom 

ponto Inicial. Este exemplo provém de um problema de mecSnIca 

vibratória [363, Pela física do problema, sabemos que o autovetor 

associado ao autovalor mínimo devo ter todas as componentes com o 

mesmo sinal. Escolhendo para ponto inicial, xjL = (1. , 1., 1.) , a 

primeira aproximação para o autovalor mínimo de A é igual a Aa= 

.566667. Com duas iteraç8es do algoritmo Al, obt 1 vemos = .5 e 

xVTt= [-.833333, -1,, -.6666673. Para uma escolha arbitrária do ponto 

inicial x1 = (1., -1., -2.) com ) = 1.616667 encontramos o mesmo 

resultado em três iteraçêes. 
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Exemplo 4 (Relnlc1 allzaçSo Prematura) 

10. 9. 8. 7. 6. 5. 4. 3. 2. 1 

10. 9, 

s i métr1 ca 

7. 6. 5 3. 2 

.0. 9. 8. 7. 6. 5. 4. 3 

10. 9. 8. 7. 6. 5. 4 

10. 9. 8. 7. B, 5 

10. 9. 8. 7. 6 

10. 9. 8. 7 

10. 9 

0 exemplo 4 Ilustra o fenômeno de reln i c1 a 1 1zaç3o prematura. 

Aplicando o algoritmo A2, com ponto inicial = (0,0,...,1) encontra- 

mos ) - 10.0. No passo 2 do algoritmo, os valores funcionais 

decrescerara até o valor .840934, quando subitamente passou a 13.312128 

antes de completar o ciclo de gradientes conjugados. Era virtude disto, 

assumimos como ponto inicial, para a próxima IteraçüSo de A2 o ponto 

correspondente ao valor funcional .840934. Após 10 iterações 

encontramos a solução : 

* (A) = 0.512254284 ■"ILVV 

X>nivíA) = 1 ~0.069862, 0.202875, -0.316027, 0.390190, 

-0.441555, 0.441785, -0.398697, 0.316527, 

-0.203298, 0.700062 3. 



Ccpftuio 3 

Problema® do Otimização com ReetrlçO©» 

Katr1c1 ai0 SemidefInIda# 

3.1. Introdução 

Alguns problemas d a vida real, quando modelados como problemas 

de otimização, apresentam em suas formulações algumas restrições do 

tipo sem 1def i n í das. 

Estes problemas de natureza matricial podem ser, formalmente, 

representados por 

min f(P> 

s.a gCP) ^ 0 <3.1.1) 

P ^ 0 

VtK'*V TSXYt VvkKV*V 
onde f: R —*■ R, g: R —R e P uma matriz real simétrica. 

A classe de problemas definida por <3.1.1), aparentemente 

restritiva, engloba um ndmero significativo de problemas de otimização 

matricial. Uma ótica, para efeito de solução, sob a qual podemos 

abordá-los, é quanto ao nümero e a posição dos elementos da matriz P 

que podem variar. Por exemplo, sendo P uma matriz simétrica, o número 

máximo de elementos variáveis será sempre igual a n(n+l)/2. Outro 

grupo de problemas do tipo (3.1.1), de real interesse para nossos 

propósitos, é aquele em que somente os elementos localizados na 

diagonal da matriz P são variáveis, permanecendo os demais fixos. 
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Problemas do t!po (3.1,1), com alguma estrutura especial, serão o 

tema principal deste capítulo. Aqui, vamos analisar as reotrlçSes 

matriciais sem i def1n i das, propor uma metodologia baseada no método de 

hiperplanos de cortes para resolver esses problemas, e aplicar esta 

metodologia, através da elaboração de algoritmos numéricos, com 

objetivo de resolver dois problemas existentes na literatura, 

O primeiro aparece em estatística, e é denominado problema do 

Teste Educacional [143. 0 segundo tem sua origem no estudo da 

estabilidade de sistemas lineares econômicos [283 e sistemas de 

controles descentralizados, através da solução da equação matr1c1 a 1 de 

Lyapunov [133. 

Expressões para os vetores que caracterizam os hiperplanos de 

cortes, serão fornecidas. Análise de convergência e alguns exemplos 

numéricos comprovando o desempenho dos a 1gor1tmos propostos, também 

serão fornecidos. 

Especificamente no caso do problema do Teste Educacional, 

determinamos um coeficiente que mede o grau de confiabilidade de um 

exame ou teste, constituído de vários subtestes. 

Para o caso do sistemas dinâmicos lineares i nvarlantes no tempo, 

contínuo ou discreto, além de encontrar a solução diagonal positiva da 

equação de Lyapunov, se ela existir, um parâmetro que fornece uma 

estimativa do grau de estabilidade ótimo do sistema é encontrado. 

3.2. h Restrição Katrict ai Sem tdef in ida 

O aparecimento d© restrições matriciais sem 1definidas em problemas 

de otimização conduz a um tratamento especial desses problemas, seja 

pelo significado atribuído às restrições, seja pela dimensão que 
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apresenta quando transformado em um problema na forma padrão. 

Como definido anteriormente, uma reetr l ç'áo matricial como aquela 

de (3.1.1) significa que para todo vetor n3o-nui o y€R , temos 

y'(g(P))y 4 o. 

Na hipótese de g ser uma função linear em P, podemos sempre oscre- 

ver (3.1.1) na forma 

min f(P) 

S . a Q ^ 0 (3.2.1) 

P > 0 

Yfv * Vr\ 
onde, Q € R 

Uma função que está intimamente relacionada ao fato da matriz Q 

ser semideflntda é a função autova1or. Através do critério d© autova- 

lores, sendo Q uma matriz semldefinida negativa, todos os autova1 ores 

de Q serão não-positivos, isto é. 

Xl(Q> 0 1 = 1,2,.. . . fn. 

Supondo os autovalores da matriz Q ordenados segundo 

podemos escrever (3.2.1) da seguinte maneira: 

min f(P) 

a. a K4Q) « 0 (3.2.2) 

P ^ 0. 
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Como foi ílustrado no exemplo 7 (cap.l), o conjunto das matrizes 

g1métrlcas negativas semldef1n1 das é um cone convexo. Vamos mostrar 

agora que este resultado pode ser obt í do como conseqüência do 

seguinte teorema. 

Teorema 3.1 : A função autovalor máximo, >, (Q), definida no 

conjunto das matrizes reals simétricas é uma função convexa. 

Prova : Através da definição de norma espectral temos que 

MQ1I =V ^ (Q'Q> . Sendo Q uma matriz simétrica, IIQII = A (Q). 
■*' VfT.íA ^ ~ 

Segundo o exemplo 3 (cap.l), a função norma MQII, é uma função 

convexa. Portanto, podemos cone 1u1r que a função autovalor máximo de 

uma matriz simétrica é convexa. 

Usando o teo.3.1, podemos facilmente provar que a função autvalor 

mfn 1 mo, , de uma matriz real simétrica é côncava. 

Esses resultados são muito significativos para solução de proble- 

mas do tipo (3.2,1) ou (3.2.2), pois, no caso da função objetivo ser 

uma função convexa teremos então um problema de otimização convexa, 

Este é o caso dos problemas aqui abordados. 

3.3, Método dos H i perpI anos de Corte 

A abordagem feita aos problemas de otimização convexa através do 

método de hiperplanos de corte, consiste fundamentalmente em resolver 

uma seqüência de problemas, mais simples, que são aproximações do 

problema original. 

A Idéia de hlperplano de corte aparece em virtude de que, a medida 

que o método vai se desenvolvendo, pontos soluções ótimas dos proble- 
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mas aproximados vSo sendo separados do conjunto de factíbl 1 idade do 

problema original através de h i perp1 anos adequadamente escolhidos. 

Esta estratégia permite obter a eoiuçSo de problemas de otimização 

convexa - soluç3o única ~ mesmo que o conjunto de f act íb! 1 Idade 

apresente algumas dificuldades nSo tratáve1s por outros métodos. 

Rigorosamente relacionada à eficiência dos algoritmos que usam 

esta metodologia, para resolver problemas de otimização, está a 

escolha do h i perp1 ano que efetua os corto. Isto é, desta escolha 

depende o processo de convergência do algoritmo, assim como seu maior 

ou menor grau de complexibi 1 idade para ímp!ementaçSo. 

Restritos aos problemas de otimização com restrições matriciais 

sem i def í n1 das do tipo (3,2.2), vamos apresentar uma maneira de 

escolher os híperplanos de cortes. 

3.3.1 Vetor Que Caracteriza o Corte 

Para o caso de problemas do tipo (3.2,2), uma das maneiras pela 

qual podemos caracterizar os hiperplanos de cortes depende de um vetor 

parametr1zado c( . ). Em virtude da natureza matricial do conjunto de 

factibllldade, a parametrlzação será feita através dos elementos de um 

conjunto de vetores unitários do R . Para isto, vamos definir o 

conjunto 

Y = {yCíT : ilyll = 1) 

A determinação de uma expressão para o vetor c(.) depende da 

forma como se apresenta a função g(P) em (3.1.1). Nas referências [19] 

e [45], uma expressão definindo este vetor é fornecida, sem maiores 
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comont ár i oe . Aqui, como tratamos de dlferentee problemas, para obter 

as expreasSea de definição de c(.) além de moetrar como elas nurgem, 

propomos uma regra muito simples que evita seu cálculo direto. 

Inicialmente, vamos supor que a matriz Q no problema <3.2.1) pode 

ser colocada na forma Q = LCP) onde P é uma matriz diagonal, 

P^díag{x1,xí , . .. ,x ^ } e L uma f unçoO linear de P. 

Através do conhecimento explicito da expreesSo que define LCP), 

podemos calcular o vetor c(y>. Por exemplo em [45), para 

LCP) - A'P + PA 

onde A é uma matriz real constante? de ordem n, cCy) foi definido como 

c (y) = 2 diagíy.^ 3Ay i = 1 , 2 , . . . , n 

com y € Y. 

Para chegar a esta expressão de c(y), podemos fazer vjso da funç3o 

autovalor máximo, ou seja 

LCP) = A'P + PA ^ 0 

que pode ser substituída por 

^^<A*P + PA) ^ 0 

onde 

C A ' P + PA) = max y ' (A 1 P + PA)y 

= max h C x,y) 
•scY 
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com p - dlDgíx,,^ K^} e K « ^ • . 

Ca]cu1cndo a derivada da funçKo h cm releçSo a x, obteaoa a 

€KprcíB£?t,o Cj uc1 deT í ne o vetor c(y). 

A regra que Propomos para determinar e expreeeSo do vetor cíy), 

evita o cálculo explícito de tíerivedae. Através de um eimpies arranjo 

na expresso que define a funçSo h, é porrível determinar o vetor 

c(y). A regra d a seguintes 

Tomamos a funçT-o 

h(P,y) = y'L(P)y 
(3.3.1) 

e isolamos a matriz p em cada termo do segundo membro de (3.3.1). Isto 

é possível porque estamos supondo que L(P) é linear em P. Desse modo, 

a derivada de h em relaçSo a P ou x será obtida, derivando cada termo 

no lado direito de (3.3.1). h derivada de cada um destes termos será o 

produto de uma matriz diagonal, cujos elementos eSo as componentes do 

vetor a direita da matriz P, por um vetor cujas componentes sSo as 

mesmas do vetor a esquerda da matriz P, 

Para ilustrar o uso desta regra, vamos tomar 

L(P) = A'P + PA, 

A funçSo h será definida por 

h(P,y) = y'(A'P + PA)y 

arranjando os termos do segundo aembro, de oodo que a oatrlz P fique 

ísolada, temos 
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h(P,y) = (Ay)'<P)y + y'(P)A>. 

Com 1sso, a expressão do vetor cCy) cerá 

c(y) = dl a g ( yL }Ay + d t ag{ (Ay ); }y» 

Como é simples verificar, os dois termos no segundo membro s 

Logo, c(y) será dado por 

3o iguais. 

cíy) = 2 d 3 agi y- ) Ay 1 = 1,2 n. 

Outro exemplo seria para o caso da função L ser definida por 

L (P) = AP - B 

com A e B matrizes reais fixas de ordem n. 

A funçSo h será 

h(P,y) = y1(AP - B)y 

= (A'y ) ' (P)y - y'By 

e o vetor cíy) será dado por 

cCy) = diag(yi )A'y i = l ,2 n. 

Noto que o segundo termo do segundo membro é uma constante era 

a matriz: P. 

re1açlo 
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3.4» F'rc>b!einis do Teci® Educacional 

Um e Kcmp 1 o de prob í emae de ot 1 m I zbçSo com rc+rir I çSo raatr 1 c t a 1 , ee 

encontra em prJcometrla (Eetatfetica), 0 problema, na eu a forma 

original, chamado problema do Teste Educacional E143, procura 

responder a seguinte quort So: 

Suponha K estudantes submetidos a um exame ou teste, composto de n 

subtestes. Através dos resultados obtidos pelos estudantes, como 

©st i bí ar o gr su de conf f ab i 1 i d a d e d c- r s e s resu ] t a d os? 

Para determinar um coeficiente, yp , que estima o grau de confia™ 

bi1 idade, precisamos resolver um problema do tipo (3.2.2), em que a 

função objetivo é definida como o negai ivo do traço de uma matriz 

diagonal, f(P) = -tr(P), e as restriçSes definidas como -Q = A - P^, 0, 

P ^ 0 sendo P = di ag(xí ,x2 ,. ..,) . Portanto, par a determinar uma 

estimativa do coeficiente jO , precisamos resolver o seguinte 

prob1©ma: 

min f(P) = -tr(P) 

s.a A - P > 0 (3.4.1) 

P > 0 

No caso deste problema, a matriz constante A é simétrica e 

positiva definida, A>0, e seus elementos, a. , eSo obtidos de uma 

tabela de dados de ordem Nxn, onde N é o número de estudantes subme- 

tidos ao exame ©no número de subtestes que constituem o exame [143, 
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Representando esta tabela pela matriz B(Hxn), oe elementoo a 

serSo dados por : 

ain. (1 / (H 1 ) > V < bi j bj 5 (b- K " \ ) (3.4.2) 

sondo bj - (1/N)>_b.. o b.. o resultado obtido pelo estudante 1 no 
t 

cubtesbe J„ 

Um limito inferior para o coofIclonto do conf1 abi 1 Idado, » dos 

resultados, é obtido atravds de 

Z3 > 1 - /d) (3.4.3) 

onde d d um escalar obtido somando todos os elementos da matriz h. 

fndepondonte do 30 originar do uma aplicação na ároa do 

E.siatfstíca, do ponto do vista matemático, podemon pensar em (3.4.1) 

como docorronto da sogulnto quosiSo; 

Seja h uma matriz real simétrica e positiva definida. Quanto pode 

ser subtraído de sua diagonal e ainda resultar uma matriz positiva 

sem 1def1n1 d a? 

Sendo P uma matriz diagonal, P = dlag{x,,xJ x >, a funçSo 

objetivo de (3.4.1), f(P) = -crCP), pode ser escrita como 

>\ 
f<x) = - >2 , 

uma função llnoar das variáveis x- , 1=1,2 As restrições, no 

caso, serão A - d!ag<x;> » 0 e 0 1=1,2 n. 
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Defsee modo, o problema (3.4.1) pode eer oBcrfto como: 

min f ( k ) *= - k- 
L:í u 

e.a A - d i ag(xl ) ^ 0 (3.4.4) 

x- » 0 i-1 ,? n 

Alguns resultados noiévels, relacionados a (3.4.1) ou (3.4.4) 

podem ser deduzidos de imediato. Sendo f uma função linear nas 

varióveis , é uma funçSo convexa. Assim, (3.4.4) é um problema 

convexo, além de que, rendo A uma matriz positiva definida, 

necessariamente a•• - x.^ 0, Portanto, o conjunto de 

restrições de (3.4.4) é um conjunto compacto, Com isto, podemos 

concluir que (3.4.4) tem sempre uma ünica soluçSo. Hote também que, 

sendo f uma função linear, a solução ótima de (3.4.4) se localiza 

sobre o contôrno do conjunto d© soluções factíveis, 

Como já dissemos anter i ormente, a metodologia proposta para 

resolver (3.4.1) ou (3.4.4), faz uso do método de h1perp1 anos de 

cortes. Assim, antes de enunciar o algoritmo, vamos determinar a 

expressão do vetor c(y) que caracteriza o hiperplano de corte para 

(3.4.4) e demonstrar algumas de suas propriedades. 

3.4.1 ExprersEo do Vetor c(y> © suas Propriedades 

Sendo L(P) = A - P, a função h (seç.3.3.1) será definida por: 

b(P,y) = y'(A - P)y 

= y"Ay - y'(P)y. 
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ápI1c ando e regra entabeleclda enteriormente sos do!e termoe do 

segundo mmubro da igualdade, obietnoB a OKprerESo para o vetor 

cCy) = - d i ag( y-^ )y 1 = 1,2, n (3,4.5) 

Duas propridades do vetor cíy), de interesse sSof 

PI - Par a iodo x,y £ R 

c(y>'x = - y!Py. (3.4.6) 

Prova : Trivial, 

Esta propriedade será dtil na demonstração da proprídade P2, a 

seguir, e no teorema de convergência do algoritmo. 

P2 - Para todo x £ R1e y CY 

oíy)'x + y'Ay ^ 0. (3.4.7) 

Prova : De PI, temos que 

c(y?'x = - y'Py 

para todo x,y G R. Logo (3.4.6) se verifica para todo y e Y. Adicionan- 

do y'Ay aos dois membros desta igualdade, temos 

cíy)'x + y1Ay = -y•Py + y'Ay 

y'(A - P)y 



o qur- prova P? 

3.4.2. A ! gor i i ei o 

Ut í 1 3 zando o vetor c (y) e euar proprlededec pode-mos enunciar o 

seguinte £ 1gor1tmo: 

Paeso 1 - Faça k=n © o vetor yJ£Y ^1,2,...,k igual a J-Prina 

coluno da matriz identidade I. 

Passo 2 - Resolver o seguinte prob. de Programação Linear (P.L.): 

*Vl 
ci i n f (x> = - y~\ x- #í;iLtfuaaj« l. 

Li 

í V - s.a c(y )'x + y AyJ ^ O j=l,2,...,k (3.4.8) 

x- ^ 0 1 = 1,2 n 

Seja x* , soiuçSo ót i rs a do P.L. 

Passo 3 - Para x = x , determine a matriz (A - P) e seu autovalor 

mínimo, A - P) . 

Passo 4 - Se^u(A - P) ^ O, P = d i ag( xA , x4 , . . . , x^l é a solução 

ótima do problema, pare. Se não, ir para o passo 5, 

Passo 5 - Determine o autovetor v£ Y associado ao autovalor 

~ k k+1, yk = v e retorne ao passo 2. 
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Concntír!oo ; 1) Inicialmente, geramos um polítôpo que contém o 

conjunto de f ect i bi1 Idade do problema a ser resolvido, 

2) ho passo 2, a cada iteração, precisamos reeo1 ver um problema do 

Programação Linear (P.L.). Vamos nos deter um pouco sobre as peculia- 

ridades, desses P.L.*s, Para isso, vamos ons i der ar uma Iteração k do 

algoritmo. Imediatamente, verificamos que o conjunto de fact!bi 1 i dado 

do P.L, gerado na iteração (k+1>, está contido naquele da Iteração k. 

Isto decorre do corte efetuada no polítôpo da iteração k, pelo 

hí perp1 ano 

- K+i., Vt+i _ 
cCy > x + y Ay =0, (3.4.9) 

separando a solução ótima x do conjunto de factibí1 idade do problema 

or i g i n a! . 

Com relação ao polítôpo gerado na iteração ík+1), ele é formado 

pela interseção do politôpo da iteração k com o semi-espaço não-nega- 

tivo gerado por (3.4.9). 

Oeve também ser destacado o fato de que o P.L. ca iteração k 

difere do P.L. da iteração (k+1), somente de uma restrição, Esta 

particularidade do método de h i perp1 anos de corte, é muito ütil para 

efeito de Implementação do algoritmo num computador digital. 

Tudo que foi comentado até agora sobre os P.L.'s são característi- 

cas gerais do método de hiperplanos de cortes. No caso restrito à 

solução do problema (3.4.1), acrescentamos uma característica notável 

dos subproblemas lineares (3.4.8). Quando aplicamos o método Simplex, 

para resolver os P.L.'s, não se faz necessário o uso da Fase í, < sto 

é' tem08 sempre disponível uma solução básica iniciai. Além disso, na 

passagem de uma iteração para outra, podemos usar como solução básica 

inicial a solução ótima da Iteração anterior. Isto permite uma grande 

economia de tempo e espaço era memória de computadores. 
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Uma questão que resta é quanto ao nümero de restrIções com ze 

quais devemos trabalhar em cada Iteração. Dado que ©ste número cresce 

cora o número de 1teraçSes, várias tentativas para resolver essa 

questão foram feitas no sentido de trabalhar com o menor número possí- 

vel d© restriçSes, Estratégias heurísticas são propostas por vários 

autores mas nenhuma garante convergência. Neste trabalho usamos o 

método de h1perplanos de cortes padrão como aparece era [331. 

3) Nos passos 3 e 5, temos o cálculo de um elemento especifico do 

autos 1 stema da matriz simétrica (A-P>, no caso autova1or mínimo e 

autovetor associado. Esta questão foi abordada, com profundidade, no 

capítulo 2 deste trabalho. 

4) No passo 4, temos o critério d© oiimal idade do algoritmo. No 

exemplo 2, Fíg.3.2, traçamos o gráfico- dos sutova 1 ores ver sus 

iteração, mostrando o comportamento típico da seqüência d© autova1 ores 

mínimos gerada pelo algoritmo. 

5) No passo 5, usamos o autovetor associado a X (A-F) como * Vi"! i. 

parâmetro no vetor c(.). 

3.4.3 Exemplo» 

Para testar a rea1izabi1idade do algoritmo, ele foi implementado 

num computador digital usando a linguagem Fortran. Alguns exemplos 

numéricos foram resolvidos, tendo sido comprovado que o algoritmo tem 

um bom desempenho para os propósitos que ele foi projetado. 

Exemplo 1 - (Geometria do Método) Com este exemplo, procuramos 

mostrar através da fig.3.1, as noções geométricas do método dos 

hlperplanoa de corte aplicado ao problema <3.4.1). Suponhamos que a 
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matriz A eejs dada por: 

Soluç^O: 

IteraçSo 

5 3 

x = <5.0, 4.0) 

(A-P) = -3.0 

c(y) = [0.5, 0.53 * 

Iteração 2. 
£ 

x* = <3.0, 0.0) 

<A-P) = - 0. 162278 

c <y> - 10.658114, 0.3418863* 

Iteração 3. 
3 

x* = <2.753420, 0.0) 

< A-P) = -0.002183 

c <y) = [0.640252, 0.353748D' 

Iteração 4. 

x" = <2.750000, 0.0) 

<A-P) = 0.0 

A roatrtz colução é P = d 1ag{2.75, 0.0). 0 coeficiente de confiabilida- 

de tem como limite i nf er i or = 0,904. 
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f i g. 3 . 1 

Exemplo 2. (Comportamento de A-P)). Neste exemplo procuramos 

através da fig 3.2, mostrar que a seqüência de autovalores mínimos 

monotonica crescente. Suponha que a matriz A é dada por: 

3.5 2.0 3.0 

A = 2.0 6.0 3.0 

3.0 3.0 8.0 
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So!uçSo 

X (A-P) 
VTí, e n 

50000 

50000 

50000 

51962 

50560 

49686 

(1.50031 

6.00000, 

6.00000, 

2.00000, 

3.98038, 

3.91440, 

4.00114, 

3.99969, 

8.00000 

2.53578 

3.78923 

3.78936 

3 . 47385 

3.50529 

3.50029 

o Ctc.pnq n "hn* "C-ff 

2 .00000 

1.53925 

0.14003 

0.58014 

0.00274 

0.00030 
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Exemplo 3. (11unireçSo do problema (3.4,4)) Pere o cbeo de una 

matr1z A positiva definida, quanto podemoe eubtreír de aua diagonal e 

ainda reter uma matriz positiva sem 1def i n i da ? 

Suponha que A eeja dada por; 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1222222222 

3 233333333 

1234444444 

A =1234555555 

12345666&6 

1234567777 

1234567688 

1 23456 7 899 

123456789 10 

So1UçSo: 

P = diagt0.35776 , 0.30805 , 0.0000 , 0.00000 , 0.50042 

0.00000 , 0.50012 , 0.0000 , 0.50000 , 0.00000) 

3.4,4 - Convergência 

Ã convergência global do algoritmo será estabelecida pe1 o seguinte 

teorema. 

Teorema 3.2 - Seja () uma seqüência de pontos do , gerada 

pelo algoritmo. EntSo, se A é uma matriz positiva definida, qualquer 
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ponta limite desta eequênc1 a é uma solução do seguinte problema 

max F(x) (3.4.10) 
** S 

onde F ó definida por FCx) = -f(x) do problema (3.4.4) © 

S = ( x € : c (y) ' x ^ -y * hy v y £ T ) . 

Prova; Note que, pela propriedade P2 do vetor c(y), o problema 

(3.4.10) é equivalente ao problema (3.4.1). Vamos supor que x cej a um 

ponto limite da seqüência () (ou qualquer subsequência de (xul )) . 

Assim, podemos obter a matriz (A-P), com P = diagíx^ ,x^ ,..■ , x^ }. 

Vamos agora definir, o conjunto de restriçSes lineares 

s =(X £ : c(y") 'X > -yl 'AyL , 1 = 1,2  k ) (3.4.11) 

e tomar o problema de 

max F(x) (3.4.12) 

Por construção, temos 

SL Z> Sl + i 3 . . . DS (3.4.13) 

e 

F* ít. F* ^ ^ F* . (3.4.14) 
*-T 1 

Além disso, a última restrição gerada pelo algoritmo para 1 = k, é 

dada por 

cíy* ) * x > -y Ayt (3.4.15) 
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Pela propriedade PI do vetor cíy>, tem0i. 

c(y K ) 
P yr í 3 . 4 „ 3 S ) 

D© (3.4.15) e (3.4.16) obtemos 

c Cy > (x x ) >^ y* (p^ . A) yk 

(P - A) 
(3.4.1?) 

Katuríilmcní.©, <3.4. 17, deve Eer ..tlBfe,la para qua,quer 

subsequente J > k, implicando que 

*~JA.-Pk>> cty»)'(x" X ) 

^ IICfy^)| I . I )X* _ x4 M ^ 
(3.4.18) 

Desde que Mc.y,,, d ,imitado para todo yeV. o !ado direito de 

<3.4.18) ,PÍ para ^ quando j e k ^ lnflnlto 0 

esquerdo tende para <A - P) . ^slm^ (A_p) 
r/ & u e x © factível para 

(3.4.10), ÍEto é x€S. 

Se F é o valor ótimo de (3 4 im = « j * 
PE^a cada k temos F = p(x^ ) 

entSo, através de (3 4 14^ o h=., ^ ^ k » 
0 a cont1 nu 1tíade da funçSo F 

F(x) ^ F . 

Portanto, x é uma soluçSo <5t í 
1113» 0 que conclui ô prova do teorema 
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3.5. Eoluçto DUson»! Poíitlvt d. Equêçlo t, Lytpunov 

No t.Etudo de condi çee* de eBtBb)! Idade en, Economia [?ej, no 

estudo de oBtDblIldedo de Blstenao Inlorconectados 159] e elgumae 

rlaaaea de rletemae nSo-IJnearea tl93, u»a quentío que rrequonteeente 

aparece, e aquela de IneesUgar cobre a exlclf-ncla de uma eoIuçSo 

diagonal positiva, p = d 1 aq{ x x ,, •» , 
9 i ' "x }, da equaçao ":tr i c i a 1 de 

Lyapunov, eeja pare o caso discreto 

|U açSo rcetr Icí al d? 

A'PA - P -f Q = o , Q • -g> o, 

seja para o caso contínuo 

A,P + PA + Q = 0 , QQ> o. (3.5.2) 

Nas referências [283 e [193, essa questSo é modelada como um 

problema de ot I «tzaçtSo do 11 po (3. 1 . 1) , onde a restrlçüo matricial 

semi def í n i da é dada por 

L(P) = A'P + PA. 

Aqui , usaremos o mesmo procedinifinf r> i í * , P ocea mento aplicado ao problema do Teste 

Educacional para resolver este nnoh i om =» .. 
eGte problenia- Além dlsso, determinamos uma 

estimativa do grau de estabilidade dtlmo do sutema dlnSmlco. 

Do ponto de vista formal, temos dois problemas para resolver. Um. 

Ivo a equação (3.5.1), para sistemas dln&mfcos discretos e o 

outro referente a equaçSo (3.5.2), associada aos sistemas dinâmicos 

contínuos. Como os resultados para ambos sSo multo semelhantes, 

107 



deduzi remoe aqueles referentee aos e I Btemas dlngtr.l cos d I ccretor e, 

b i tnp 1 eemante c J t areinor oe ®eue c o r- r e r po n d v n t e s paro o c ero contínuo. 

3.5. t - Express?to do Votor c<y) © eue® Proprlodade* 

Antes de obter uma expressão para o vetor cíy), vamos definir o 

conjunto dae matrizes que admitem uma ro1uç3o diagonal poeltlva da 

equaçSo de Lyapunov. 

Dcf • 3 - 1 " SeJa h urria matriz real nxn, x € if e P=dlaq{x fx  x ) X ^ 8 "n 

com , 1=1,2,...,11 componentes do vetor x. Definimos o conjunto 

D = {A € R *v\ exi ste P, eol. da ©q. A'PA - P + Q = 0, Q'= Q > 0 ) . 

Uma definição análoga, existe para eq. A'P + PA + Q = O, Q'= g >q_ 

A expressão de definição do vetor cíy) para o caso de 

L(P) = A 1 PA - P 

é facilmente obtida fazendo 

h(P,y) = y'(A'PA - P)y 

= íAy)*(P)Ay - y'(P)y 

Aplicando a regra da seç.3.1, temos 

cíy) = díag{(Ay)-L )Ay - diagíy. )y i = l,2,...,n. (3.5.3) 
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Para d cano contínuo, I, (Q) ^ A 'P + PA, c (y) é dado por; 

c(y) = 2 dl agíy. )Ay 1^1,2 ,n (3.5.4) 

Este último rc.ftu liado foi obtido anteriormente, quando da 

apronont aç?5o da rogra para o cálculo do vetor c ( . ) . 

Gom base cm (3,5,3) ou (3.5.4) podemon demonrtrar duan proprlcda- 

dou do vetor c(y). 

P3 -- Para todo x, y ^ 

c(y)*x -- y * (A ' PA - P)y. (3.5.5) 

Prova : Trivial. 

P3 . a - Para todo x, y € R^" 

c(y)'x - y'(A'P + PA)y. (3.5.5a) 

P4 - Pxtoto uma matriz P, com Q ^ -(A'PA - P) > 0, oo o uomonto oo 

cxfrtir xc factível , com c(y) 'x ^ -3, para todo y€Y. 

Prova :=>) Por hi pótouo, oxiuto uma matriz P, com Q>0. Auuim, para 

todo yeY temor y'(-Q)y < 0. Pela propriedade P3, y'í-Q)y - c(y)'x < 0. 

Portanto, existo um x^ £ Rf t a 1 quo c(y),xc;< -£,£> O. Faxondo x ^ (xo/e)f 

temor que c(y)*x ^ -1, o que prova a condição =>). 

<- ) Por hlpdtoso, existo x £ R, com c(y)'x £ _l, para todo 

y £ Y. Conrequentemente exirte x tal que c(y)'x < 0. Pela propriedade 

P3, c(y) x - y (~Q)y < 0 para todo y n^o-nulo portonconto ao R^o, om 

particular para todo y£ Y. Sondo -Q = A'PA - P com A uma matrix fixa, 
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a «x 1 r t 0 h c J a cie p é pron temente' verificada o que conclui e prova, 

P4„a - Ex I et© uma matriz P, coro Q * - (A' P 4 PA) > 0f ce e Eornente 

ee oxlete x C com c<y)'x ^ -1, para todo y c Y. 

3.5,2 - Grau de Erttbi1!dede 

Utilizando as propr1edades P3 (P3.a) e P4 CP4.a) do vetor c(y) e 

definindo um critério para encontrar P diagonal, se exiote uma, 

ro 1 uç'áo da oquaçSo de Lyapunov, chegaremos a um problema de otimização 

do t1po 

tninfíx) (3,5.9) 
S 

coro f; R R e 

Vi 
S - íxCH ; c (y) ' x ^ -1 para todo y€Y). 

Uma funçSo critério pode ser determinada através da tentativa de 

se obter o grau de estabilidade do sistema. 

Seja o sistema linear invarlante no tempo, autônomo 

w(t+l> = Aw(t> t = 0,1,2,,.. (3.5.7) 

ass i ntót i camente estável. Tomando V(w(t)> = w(t)'Pw(t), w e e P 

diagonal, como uma função de Lyapunov para (3.5.7), temos 

V(w(t+l)) = w(t+l)'Pwít+l) 

= w(t)-A-P Aw(t> t= 0,1,2,.,. (3.5.8) 
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Subtraindo (3.5.7) de (3.5.6) temoe 

V (v C t-* 1 ) ) - V (w (t ) ) = w(t) 'PAw(t) - w(t)'Pw(t) 

= w(t) ' (A 'PA - P)w(t) t = 0,1,1?,,.. (3.5.9) 

Se P dl3g{x1lxJ,...,xx) está restrits a^er calculada tal que x€ S 

como em (3.5.0), ©ntSo 

V(w(t+1)> " V(w(t>> = tw(t)1(A'PA~P)w(t)3V(w(t))/Cw(t)TwCt)] 

^ ~ (1 • VCw(t)) (3.5.10) 

sendo P uma matriz diagonal 

'X-ma*<P) = m?X ) 
iíl.-ÍVv 

= min {z : z ^ xL ,1 = 1,2 ,n). (3.5.11) 

Nossa meta será minimizar X^JP) sobre o conjunto S. Portanto, 

atnavós de (3.5,11), isto ^ equivalente a 

min (z : z » 1 = 1,2 n). (3.5.12) 

Resolvendo o problema de otlmlzaçSo (3.5.12), obtemos 

P - diag(x4 .Xj , . . ,x^) solução da equação de Lyapunov (3.5,1). 
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Para PFtimar o grau dt* entabi J S dadc ót l tno do Elntema (3.5.7), pí-Jí 

z o valor óiíroo da funçSo objetivo em (3.5.12). De (3.5.10) temos 

1 ogo 

Ass i m, 

V (w (t +1) ) - V (v (t) ) v< - (l./z") V(wCt)) 

V (w (1 +1 ) ) ^ (1. - (l./z*)) V (v (t) ) , 

V (w (t ) ) <£ (1 - ( 1 . /zA ) ) V< w (0) ) . (3.5.13) 

Has , 

P) 1 1 w (1 ^ 1 1 ^ V (w (t) ) e V (w (0) ) <'X CP) I I w (0) I I (3.5.14) 

Logo de (3.5.13) e das relaçSes (3.5.14) temos 

I I w(t) \ \ ^ (.^ (P)/ ^ .(P) ) (1 . < 1 . /z* ) l1 í ! w(0) I |X 

i Iw(t) I 1 A OX (P) /"X (P)> . I i w(0) I I -Wv (1 - (1 . /z4 ) ^ t = O, 1 

Concluímos assim, que a melhor estimativa para o grau de estabili 

dade do sistema (3.5.7) será; 

(1 . - (í./z* )) (3.5.15) 

Para o caso de um sistema linear contínuo no tempo, autônomo 

X(t) = Ax(t> t > 0 (3.5.16) 
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asclntótlcamonto estável, a funçSo de Lyapunov terá a mesma forma 

daquela para o caso discreto (ver ex.10 - cap I). Os passos para 

determInaçSo do grau de estabilidade ótima , <r , ser^o os mermoB. Sua 

expreccSo será dada por: 

<r = í./2.z . 

3.5.3 -Algoritmo 

Passo 1 : Faça k = n e os vetores yJ £ Y, j = 1,2 k, Iguais a 

j~ésiroa coluna da matriz identidade. 

Passo 2 : Resolver o seguinte P.L. 

min 2 

s.a c (yJ ) ' x N< -1 j = 1,2 k (3.5. 18) 

z ^ X; 1 = 1, 2 , . . . . n 

Se o conjunto de f act Ibl 1 1 dade é vazio, então A D, pare.Se não, seja 

* x a solução ótima do P,L., ir para o próximo pa&so. 

Passo 3 : Para x = x*, determine a matriz Q = -(A'PA -P) ou 

Q = "(A'P + PA), de acordo com o caso, e seu autova1or mínimo, 

Passo 4 : ^ 1 então A £ D. Calcule a estimativa ótima do 

grau de estabilidade do sistema, , (caso discreto) ou , cr 

(caso contínuo), pare, Se não, vá para o passo 5. 
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F'c$r rc> 5 : F'ar a v € Y, com v itut ovc-t or ar r o c i £idc> b >, <Qi) , f a ç a 
tv, i VI 

k ♦— Vc* l , v = yK v volte ao paceo 2. 

Cosaent Ér í o®. Este algoritmo difere levemente daquele proposto para 

resolver o problema do Teste Educacional. Vamos tecer alguns comen- 

tários sobre essas pequenas diferenças. 

Ho passo 2, o problema de Programação Linear (3.5.16), ro apresen- 

ta numa forma multo adequada para ser resolvido por uma rotina 

dual-sfmplex [453. 

Ainda no passo 2, temos a verificação quanto a existência ou nSo 

da soluçoo diagonal da equaç'ão de Lyapunov, o que n3o era precieo no 

caso do problema do Teste Educacional, como fo 1 mostrado. Essa 

verlficaçSo é levada a efeito através da solução do P.L.. Ho caso do 

conjunto de factibi1 Idade deste problema ser vazio, o algoritmo pára e 

a cone 1usSo é que o sistema dín&mico nSo é diagonalmente estável. 

No critério de parada, passo 4, a mudança para ^ 1, é uma 

conseqüência de que para todo y £ Y, temos y'Qy ^ 1. Portanto, Q ^ 1 . 

3.5.4 Exessploe 

Exemplo 4. Para o sistema discreto 

.577 0.0 

x(t+l) = x(t) 

577 577 

a matriz sol. diagonal da equaçSo de Lyapunov , foi encontrada após & 

i ter&çCee: 
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P c d i eg{4.2B7 2.309) 

O grau d© estabilidade cSt 1 mo estimado é: yo 

A figura 3.3 mostra o comportamento de z e 

i tersçües. 

X- curva ifer x z 

• ~ curva it«r x 

< 2 3 4 5 e" 

fig 3.3 

Exemplo 5. Para o caso do sistema contínuo 

KÍt) = Ax(t) 

ide a matriz A é dada por: 



1, . 4 1 .0 1 .0 2.0 0.0 0.0 

1 .0 1 .8 1 .0 O
 

o
 

1 .0 0.0 

1, ,0 1 .0 2.0 0.0 0.0 2.0 

0, .0 0.0 1 .0 6.0 0.0 0.0 

1. ,0 

o
 

o
 0.0 0.0 9.0 0.0 

0, 0 1 .0 0.0 0.0 0.0 12. 

a matriz eol. diagonal da equação de Lyapunov foi obtida após 13 

iter açóes: 

P = di ag < 1.17 1.17 1 .17 1.17 .669 1.17 } 

0 grau de estabilidade ótimo estimado é: <1* = ,427 

Exemplo 6. Para o sistema contínuo, com a matriz do exemplo 

anterior tendo seus três primeiros elementos da diagonal principal 

alterados para 

aii= ~1*04 a22 - -1-08 a35= -l.JO 

após 17 iteraçdes, verlflcou-se que o sistema não admite solução 

diagonal da equação de Lyapunov. 
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Ctpftulo 4 

Kobwtcss de SistoasE® DínÊn;ico« 

L1noaros Contínuos no Tompo 

4,1. Introdução 

Uma propriedade muito Importante o donejada riou rirtemar dinamicon 

d a propriodado do robustez, no sontido que o sistema permaneça 

estável mesmo quando sujeito 5 perturbações. 

Insto capítulo 6 dedicado ao probloma do i nvostIgar a robustez do 

sistemas dinâmicos lineares contínuos no tempo. A questão a ser 

abordada diz rospoito * oxistOncia o à dotorm i naglSo do uma matriz 

constante de ganho de reii mcntaçSo para um dado si stema do tipo 

xCt) - Ax (t) 4-Bu (t) . 

Um resultado importante par a o estudo da propriedade de robustez 

do sistemas dinâmicos d devido a Porsidlsktl [39], olo outabo loco que, 

se uma matriz, h e admite uma solução diagonal positiva da equação 

do Lyapunov 

A^ + PA + QsQ (4.1.1) 

ontlSo o sistema x(t) = Ax(t) é robusto, isto d, sob hlpdtosos 

adicionais o sistema perturbado x(t) = Ag(x) é ass1ntdt1camente 

ostdvol para toda n3o-l Inoarldado g ^ (x> , l -- 1,3 n no setor 

positivo. Valo recordar quo no capítulo anterior já tratamos a questáo 

do dotormlnar uma solução diagonal positiva da oquaçUo do Lyapunov. 
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àlnda sobro o roeu liado devido a Porn I d í ak t l , podem ou concluir cjijo 

meemo nob influência do perturbação nHo 1i cn arco dcpcndcntcn do criado 

0 ot ntoma di nílralco porraanoco asul ntdt l canionto out.lvol . loto é 

1 mport ante?, poin caracteriza urna propriedade crtrutural da matriz do 

sistema 127,3S1. 

Oepoio dourar coneideraçüen podemor dar um enunciado ma ir formal 

para a quosiSo aqu f abordada. 

Para um dado ri eterna djníimlco linear contínuo no tempo 

x(t> - Ax(t) *- Bu(t) cora x €. R o u £ R , dotorm t nar uma matriz 

conrt ante de ganho de real imcntaçtio K C R™ (f i g. 1.3 ) tal que com 

u - -Kx, a matriz do sistema do malha fochada (A - 8K) oaiiufaça o 

teorema do Pern i d i nk1 i . 

X « âs-l-By 

f ig.'i. j 

Para resolver esta questão, fornecemos condições suflctontos para 

existência de uma soluçUo e um algoritmo numérico para rua 

dotem i naç^So. 0 desenvolvimento deste capítulo segue a mesma linha da 

referência t?ll. 

4,2, Cond i çBes Suficiente© 

Para cntabelccer as cond i çêen suficientes para existência da 

matriz do ganho do rali montaç?!o, vamos considerar ura sistema dinâmico 
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linear contínuo no tempo 

x(t) - Ax(t) + Bu(t) 

onde x €. iT do vetor das varl ivels do estado o u € R"" «5 o vetor das 

variáveia d© controle. Supomoa que o par CA.B) d comp1 etanente 

controlável [32r o B é a matriz do posto completo, fato é, 

Rank(B) m ^ n. Vamoa tambdm, definir on regu S nter con junt.on: 

X - {x e R^1" Í ilxll = i } 

T ■- ( W t W-dl ag(wt , w2 , . . . , ) ; 0 i -- 1 n }. (4 .?.?) 

o 

D(B) - (A C R : x S(U)x < OVx€KerCB')/AX para algum U t T' ) (4.?.3) 

onde S(W) AÜ +• UA' . 0 conjunto D (B) tom algumas Interpretações 

J n ter errantes. Por exemplo, rc R = 0, entSo Kcr(B')AX - X, como um 

resultado, 0(0) d o conjunto do todas as matrizes do ordem nxn que 

admitem uma roluç3o diagonal positiva da equação do I.yapunov. (Note 

que ACDCO) se e somente se A^DCO)!. Neste caso se A'e D<0>, ontõo 

(4.?.)) satisfaz, o tcorema de Persidlskli. 

Para roso 1 ver o problema onunclado antor1ormonto podomos uttlisar 

o conjunto DCB) da seguinte maneira; encontrar uma matriz constante de 

ganho de r© a 11mont aç3o K de modo que 

<A - BK) -cmO) (4 .?.4) 

119 



Note que ente enunciado é absolutamente equivalente a encontrar 

uma matriz, do roalimcntaçSa K tal quo o uintema do malha fechada 

(4.?.n com u - -Kx admite uma roiuçTío positiva diagonal da equação do 

Lyapunov. 

A conseqüência de (4.P.4) é real mente Importante para robuotez do 

oiatoma do malha fechada, com ronpoito a porturbaçfíojj dopondontoa do 

estado. Realmente, rc (4.2.'1) d verdade, c nt 3 o o rintema 

xCt) (\ - BK)g(x) 

d ase i ntót1c amente estável , Para provar esto fato 

função do Lynpunov [271,[391, 

, vamos considerar 

V(X) • è wc / 9. 
i-l J 

(4.2.5) 

ondo (.) é a i-ósima componente da função g : R1 —r") qUO por 

hipótese pertence ao setor positivo. Assim, V(x) é positiva definida e 

V(x) - x'Ug(x) 

(l/2)g<x)'PíUígíx) 

(4.2.6) 

onde a ültlma desigualdade ó uma conseqüência de (4.2.4) c <4.2 3) 

Anto3 do proooogu1r, 6 necossárlo o eoguinto resultado. 

: A ^ r)(F<) • cnt'?5c> existo uma matriz positiva definida 

D D ' r n ^^ t H " K *■ R » tal quo x'S<W>x < x' BR 8' x V x £ X. 
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Prova i V a mo 3 escolher a raatriv. R - onde c-c £ R dove ser 

determ1 nado. Está claro que, temon que voltar nonra atenção nomente 

para x £ R*que portonco tambdm ao cono 

C ~ ( x £. : x ' S (U) x 0 ) . <4.?.7) 

Dofini ndo 

^ " min x ' P (H ' P 1 H ' x 
*£ enx 

ó fáclt ver que ^ > O, doedo que ¥ - 0 se o somente se a solução dtlma 

do x" e Kcr(B '), o que ó Iniporrívcl , polr A £ DÍFl) Implica que 

CfBKerCB') - {Ol^X. Em adição vamos tambdm dofínir 

yü ~ max x'S(W)x <4.?.9} 
^ecnx 

que satisfaz 0 ^.yU < ^^ait (S(U) ) . Note que se - 0, ont^o S(Ü) será 

negativa remi defini da c para qualquer ^ > O o resultado do lema 1 se 

ver 1flca. Portanto, cono1 déramos /&■ > 0. Para concluir a prova, 6 

suficiente notar que a matriz S(U> - Bi?"1 B' <5 negativa definida se e 

oomonto se x' (S(ü) - BR B' )x < 0 V x c CA X que com (1.2.8) o 

(4.2.8) produz 

x ' S (U ) x < /< < < J. y) < jc x ' B (B ' R)~ 1 B'xf V x e CAX <4.?.10) 

impondo que <sC > (yü / y ) . Ent?$o, com 0<R<(£f//a)B*a o loma l 

está provado. 
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Nota; Em primo ira InotSnola, pároco sor difícil obtor uma matriz R tal 

que S(W) - BR R <0 decide que ov parametron K o ^ nZo forneci doa 

pola go 1 uç?So ótima do <io 1 o problomao n^fo -couvokoo . Contudo, oo do- 

nota qualquer autovalor n^o-rsegat J vo de S(ü> - BR"1 R ' anroc i ado ao 

autovotor C X, temoa [63 T 

d\/dA ~ B ( B ' B)1 B ' xf (4 Jl) 

o A € D í B) Implica que x+ eCHX. Ent^o atravóu do (4.2.B) conolufmoo 

que 

-1 • v< dXt/ddL <: -X , 

loto noa porm1 to concluir quo aumentando obtomoo 

SíW) - ^ B(B ' B)" 1 B ' < 0. 

Estamos aptos agora a estabo 1 ocor o principal rosulta<io dosto 

cap f tu 1 o. 

Teor em a 4.1 ; SeACDíB) cRó uma matr 1 x simétrica positiva 

definida tal que S(ü> - BR~L 8' < O, ent3o com K = tomos 

(A - RK) ' £ D<0) . 

Prova : Desde que At D (B) , existe üe V o R > O tal que 

— 1 SCW) BR B' < 0. Temos que provar a existência do uma matriz P 

tal que : 

(A - RR P^ü S'? + P (A - BR" 1 R " Ü"1 ) <0 (<!.?. 12) 
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Fcco 1 hc-ndo P - ü" £ V , 0 lado ooqucrdo de pode cer rccecrlto 

como 

(A - PR"1 P-U"1 /ü"1-» ü"1 (A - BR"1 R' ü~L) 

- u"1 {S(ü) - 2BR 1 (3* )U"1 

< - W"1 BR"1 B " U " 1 

= - K'RK 

< 0 (1 . 3 3) 

o quo comp 1 ot.-j a prova . 

Além de dar uma dcrcrJç^o exata cia condição nob a qual exlrtc uma 

matriz do roal imontaç^o tal quo o o í otoma do malha fechada admito uma 

rol uç?io da Equação dc I.yapunov, o t.eo.1.3 mortra também que, tomando 

Q - W ~1 < BR_ 1 B ' ~ S (W) ) W~ 1 > O (4.2,11) 

a matriz P r ü € P1 rerolve a equação dc Riccati 

A'P + PA - PBR 1 8' P 4- Q - 0. (4.2. 15) 

Co nrcqudn temente o controle u •- - Kx - -R 1 B' Px é roluçíío ótima 

do problema 1Inear-quadrático 

(" min / (x Çx 4 u"Ru> dt (4 . ?. 3 f») 

Q 

A oxiotôncia do P^V , solução da equação do Rlccatl (4.2.15), d 

ruf i c i ente para garantir que o r i eterna dc malha fechada aprenenta uma 

propriedade do robustez adicional, cora relação a insorçílo no modelo do 
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porturb.-KjPSo:? n3o~ l i noaron , dopondontcu do ootado. 

Para um dado nlcicma dinâmico (4.P.J) que noja completamente 

caracterizado polo par (A,8), roota dotorm i nar ao ox1 ato uma matriz Wtr 

que non permita oaber ne h £ D(B). Ha próxima reç3o analisamor ente- 

probloma o propomos ura algoritmo, simt lar aquolo apro.oontado no 

capítulo anterior, para obtenção da rolu^o diagonal poeitiva da 

oquaç^o de Lyapunov. 

4.3. Anélíso Numór i cs do D(B) 

0 regundo algoritmo aprenontado no cap.II!, foi desenvolvido para 

vori ficar ee uma dada matriz quadrada ínxn) por tone o ou n :ío ao 

conjunto DCO). Ho que negue, generalIxamor ente algoritmo de modo a 

trabalhar com o conjunto D<8>. 

Primeiro, vamos recordar quo ar colunas d a matriz. T-ft t 3 
1 ' * 1 * • VI - VVi 

onde tj £ R , J ^ l,..., n-m, o3o os autovotoros do ™ 8(3'8)8' 

associados aos autovalorcs X; 1 , J-l   n-m, definem uma base 

ortogonal para Kor(8') o tj pode sor normaltzado tal quo T'T - I^ ^ 

Fnt^o 

x £ (Kcr (B ' ) O X) —^ >< e x3 <4.3.1) 

onde - lx£U : x - Ty , I I y I I - 1). Do mesmo modo que na soç .3.5.1 

para o sltema x(t) ~ Ax(t), temos o vetor 

C<X) ^ df agCx^ , . . . (1.3.2) 
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o duvido ao fato do SCW) ocr uma função t 1 no.ar do U, o conjunto D C B) 

podo ner rcorcr1 to como 

n(B> C A GR : Cc (x)w-J , Vx G Xu , para nlgum WeT) (^.3.3) 
1=1 4 

Dovo aor notado quo o votor c(x> definido acima tora a Impor tanto 

propriedade (cap.IJI) 

"n AfL 

YZ " x ' S ( W > x V X e R ('1.3.1) 
Lt t 

onde c^(x) t ~ 1   n denota a l -tíe 1 ma componente de c(x)^R" 

1.3.1 Algor i imo 

Psppo 1 ; Faça p - n-m, oe p r o, faça W* - 1^{matriz Identidade) 

e v.l para o passo 5. Caso contrario, faça xK = tK , k 1 , 3, . . . , p 

Passo ? : Resolva o problema do Proçjnamaçtío Fincar 

min z 

n.a 3v<w^z i ^ 1 n 

-vy 

^ Cl{xr)wLv< -I k-l,2,...p. (1.3.Í3) 

Se (1.3.5) é infactfvcl, entiío A ^ P(B) . Caro contrário, roja 
ik 

U - diagí wt , w* , . . . , wj* ) sua solução <5tima. 
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Pa :3 3o 3 : Pi ri U - ü , calculo o autovalor máximo do T'SíU3T o 

K i 
y o correspondente nutovetor com norma igual a um. 

Paaso 4 : ' S <U* )T) s< , ont^o A £ D(D) , vá para o paono 5. 

Caso contrário, faça p —*■ p+j x = Ty*" c retorno ao passo ?, 

Passo 5 ; Dotormino R > 0 tal que SCü") - BR'" 8' < 0 (R sompro 

existe - lema 1) o a matri?; de real iment a<.3o K - íf1 FT <U* .Pelo 

too.t CA - BK)'€ OCO). 

ComontârIO0 í Feto algoritmo 6 uma general irarAo daquele proposto 

no capítulo anterior Cecç.3.5.1). Note que D CO) <5 igual ao conjunto D 

da dof . 3 . 1 . Para evitar ropot! çíáos dosnecossir i as, vamos nos deter 

somente nessas genera i irações. 

n I': f áci 1 verificar que, se WC V e x'5(W>x ^ -3 V x £ ,ent?fo o 

mosmo ocorre comyS ü, Vy3> £ C l , t- 00 ] . Como resultado, a restrição w \ 
" í. s 

1 " 1 ' 2   n ' crn (4 • 3 • -'> n?ío causa qualquer outro efeito do que bem 

condicionar o probloma. Fra adição, a rostr i ç3o w• ^ ^ 1-1,3, . . n 

quando ?•. d minimizado, correspondo a minimizar o autovalor máximo 

do U£ T . 

Se A £ D(B), o algoritmo encontrará ü\ T1 que d táo próxima quanto 

possível da matriz idontidado. Fsto fato contribui para tor no passo 5 

uma matriz de realimentaçáo K C R com norma pequena. 

2) A prova da convorgdncla do algoritmo segue os mesmos padreSos 

daquela realizada para o tco. de convcrgôncia do capítulo anterior. 
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4.4, fÍKüiftplop 

Hcrst a roç^o, do i p cxcmp] on 

roíio 1 v t dois poio algoritmo doocr 1 to. 

Ho paroo ?, uma veroSo crpec 

lmplomontada para trabalhar maio 

Programação J.lnoar (4.3.5). 

ocr3o aprcrent ndon. Flcn foram 

íal do método dual-nlmplcx foi 

of i c t ontomonto o problema do 

1.0 1.0 1.0 0.0 1.0 0.0 

1.0 1.0 1.0 0.0 0.0 1 .0 

1.0 1.0 1.0 5.0 0.0 0.0 

A OI) 2.0 0.0 0.0 6.0 0.0 0.0 

0.0 3.0 0.0 0.0 3.0 0.0 

0.0 0.0 2.0 0.0 0.0 12. 

h tab. <1 .1 fornece os reru1tador ma 1n Importantes dc cada iteração. 

Concluímos quo A 4- 0(0). 

1 ter X (fSíü )T) cr, cs. iw 

l .000 0.200 

b.Bia 0. 397 

14.211 0.716 

152.511 11 9. 54 5 

Infacuívo 

tab. 4. 1 
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Exemplo 2 : Conrj t doro o lílatoma dínílmico (4,3.1) com n - k, m" 3, .j 

6 x Z 
matriz h como no exemplo anterior c BCR , dada por: 

0.0 l .0 

0.5 

t .0 

0.0 

1,0 

do algoritmo, u parâmetro de parada que ratlrfaz (T'5(U )T) <- 3 + £ 

foi tornado como t - 10 . Concluímos ontTlo quo A € 0 (B) . 

A (T ' S ( W > T) t tor 

t .000 

3 .833 

1 .838 

1 .851 

l .853 

1 .854 

0.315 

Q _ 5399 

0.388 

0. 335 

0.998 

0. 999 

tab.4.? 

A raatrtx: U d "p f o l encontrada ser : 

U* ^ dlag(1.854, 1.854, 1.000, 1.854, 1.000, 3.515). 
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Ho pnrro 5, a roairiz R foi determinada, 

l.125 0.625" 

R = 

0. 625 3 ,í?5 

Finalmente, a matriz ganho do roal Imontaç^o K f_ R ^X ^ é dada por 

-Q.385 0. 3 O-l 0,571 0,000 - 3 . ?e.f. 0.000 

K - 

0.633 O.íbl 0.571 0,000 0.7H 0,000 

o pelo tooroma 4.1, tomos (A - BK) 'C. 0(0) . 

Fíites exemplos e outros que foram resolvidos pelo algoritmo 

proposto aqui, porraitemeone1u1r que o númoro de iterações nocosoárlas 

para atingir a soluçSo parece ser aproximadamente linear dependendo da 

diferença ontro o númoro de variáveis de outados o controlos (n-nj), 

Fm adição, em muitos problemas práticos, 6 possível mudar a matriz 

8 mudando a locação dos atuadoros do sistoma om consldoraçõo. 

Para tais sistemas, o algoritmo pode ser usado para determinar 

(por tentativa e erro) a matriz 8 tal que o alstorna de malha fechada 

pertença a D<0), resultando que a lei de controlo de real i ment açílo 

calculada, no passo 5, d tal que o sistema do malha fechada será ótimo 

com respeito ao crltdrio quadrátleo (4.?,36) c robusto com respeito a 

perturbações náo-11noares depondontos do estado. 
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Cone 1 uF5>e<s Gerei» 

Este trabalho fcJ dc-cenvol v 1 do com o propÓEito de abordar a ) cjnmar 

questdes referentes ao estudo do problema de autovaloree e Butovetores 

de uma matriz real ei métrica, otImízaçSo de funções mstriciaie e 

robustez de sistemas dinÊmicos. 

Sobre o problema de eutova 1 ores de uma matriz real simétrica nossa 

contribuição refere-se a duas questões existentes neste importante 

ramo d a análise numérica. 

Com relação a primeira, sobre a determinação do espectro completo, 

apresentamos uma nova forma de calcular os autovetores baseada em 

transformações ortogona 1s que são numérícamente simples e estáveis. 

Isto completa um a 1gor i tmo Já existente, devido a G1 vens e 

Househo1 der, para determinação de todos os autovaloree de uma matriz 

simétrica, de forma individualizada. Quanto a segunda, par a resolver 

um problema especial de calcular o autovalor mínimo ou máximo e seu 

respectivo autovetor, apresentamos dois algoritmos que combinam o 

método de Newton e gradientes conjugados, e que minimizam ou maximizam 

a função quoclente de Rayleigh. A existência desses algoritmos 

justlfíca-se pela necessidade de calcular somente um autova1or e seu 

respectivo autovetor. 

No capítulo sobre otimização matricial contribuímos propondo uma 

metodologia baseada no método de híperplanos de corte para resolver 

uma classe de problemas cujos elementos variáveis estão localizados na 

diagonal principal da matriz incógnita. Foi elaborada uma regra 

para determinar a expressão do vetor que caracteriza o corte e dois 

problemas de aplicações foram resolvidos: o problema do Teste 
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Educacional, que aparece cm ertai í ejí í ca , e a cloterm 1 n açíío da eoluçSo 

dlegonaí positive da equaçSo d© Lyspunov que r-urgc no crtudc» da 

estsbll Idade d© elBtemae' d I nLml cob . De acordo com on rcísuliedoe 

obt i doe no© exemplos numéricos essa metodologia a 1ém de eimples 

rooBtrou-B© muito eficiente para o tratamento de problemas de 

otimização com restri çÇ>es do tipo mstriclal, peroldef In Idas , 

No ü11 i mo capítulo um procedimento de síntese de controle foi 

fornecido, isto é, para um dado si stema dinâmico linear contínuo no 

tempo determinamos uma matriz constante de realimentaçSo, tal que a 

matriz do sistema de malha fechada admite uma soluç.So diagonal 

positiva da equaçao de Lyapunov, 

Sob a mesma condiçSo, foi mostrado que é possível definir uma 

equação de Riccatí que também sdmite uma solução díegonal positiva, Co 

mo resultado, o sistema de malha fechada é robusto com respeito a uma 

larga classe de perturbações n?ío lineares, no sentido de pcmumeccr 

assintótícamento ootávol. 

Um procedimento numérico para síntese automática da lei de contro- 

le de roa 1i mentaçSo foi também fornecido. 

Considerando que questões muito recentes foram aqui tratadas, 

segundo um ponto de vista novo, acreditamos ter contribuido de alguma 

forma para o desenvolvimento dessa linha de pesquisa. 

Para dar continuidade a este trabalho, podemos enumerar alguns 

problemas que podem ser focalizados seguindo a mesma linha aqui 

proposta; 

a - knéIi se estrutural da matriz hessíana, que aparece nos métodos 

de otimização que usam condições de segunda ordem, através dos 

elementos de seu autos í stema. 
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b - Aplicação doe elgorltmoE do capítulo do í i; aos problemas cuJb 

matriz do e1rtcma reja de dlmenrSo grande e erparsa. 

c - AplíceçSo da metodologia proposta no capítulo trée í:>a.ra 

resolver o problema de modificação matricial que aparece nos Cidiodor 

d© otimização de funçSes sem restriçeies tipo Kevton [353, 
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