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NOTACAO GERAL -

Neste nassce trabalhco, adctaremcs 2 seguinte

notagdo :
Capitulos - A numeragao sera em algarismo romano, precedida de CAP.

Tépicos e Subtbpicos - A numeragdc serd em letras do tipo orador ,
constande © nimere do capituleo, seguido primeiramente do nimero do
tépico dentro daquele capitulo e posteriomente do nimero do subtdpico.
Exemplo :‘Q3j - refere-se ac primeiro subidpico do terceiro tépico

do quarto capitulo.

Figuras e Tabelas - Ser3o identificadas por nimeros pequencs que
identificar3oe a figura, ou tabela, e o capituloc da qual ela faz parte,
a numeragac das figuras seraoc precedidas de fig. enquanto as tabelas

terdc taB. a frente da numeracio.

Usualmente teremos neste trabalho :

o)
"

[ a, bl X!{ e, d]]

Fecho de Q.

& Ol
#

2 = Fronteira de (3.

» H... - Fungdes escalares F, G, H,... de n variiveis.

»...— Vetores pertencentes ac R".



F-~ A i -ésima compcnente do vetor F. -

V F - Vetor gradiente de F, tal que F_ = C &F / 8 x>0 _

Ll ~

L2
¥.U - Divergente do vetor U =F ( 0‘0‘_’/ a x, p)
i=g

1 dUa _ dUz 9
axz) Oxs
1 , 9 _ dUs _ 3Us
7 X U - Rotaciocnal de vetor U. Se U e R, WU = 3§;E vy
dlUz  @Ua
L axzy, ax= )

a° 8° a°
A F - QOperador Laplaciance = ( =T’ 3= ' ' Fxn >
L¥%D - Espago das fungdes de qudrados integfaveis scobre Il

H; - Subespago de Sobolev, das fungSes que tem gradiente em L*m, e
anulam-s& na fronteira.

1

H - Subespagoc de Sobolev , das fungdes que tem gradiente em L3%cm.

A ®B - Produto tensorial entre A e B.

<f.A'g>=_”.f‘.g dx dy
(9]



CAP. 1 INTRODUGCAO

11 - INTRODUGAO.

No tempo em que wvivemos, ainda € crescente o
interesse na descoberta de jazidas de pelrdlen. Fontes alternativas de
energia, no que pesem suas eficiéncias, podem acarretar d.;.mos gue niEo
compensem a sua utilizagio. A titule de exemple podemos citar duas
alternativacs e suas deficiéncias: no caso da énergia nuclear esta
demonstrado que o risco de catastrofes e o lixe atdmico podem
comprometer seriamente sua utilizagio. Por outre lado a geragio de
energia hidrelétrica estd associada a construgdes de hiper—estruturas
com conseqdentes‘ desmatamentos e inundagoes gque podem modificar o
sistema ecoldgico de vastas regides e provocar danos imprevisiveis,

Geofi=i cc.ﬁ com interesse na prospecgac de
jazidas de petrdleo, desenveolvem métodos sofisticadozs para detectar e
dimensionar estas j‘azidas_ Muitos desses podem ser classificado=s numa
sub clas;se- que & conhecidal come ™ Métodos Sicmicos ™.

O estude da propagar;'a“o de ondas em meios
acisticos e elasticos tem despertado muito interesse por parte dos
geofisicos. Os Métodos Si{ismicos sio gerados pela modelagem matematica
deste fenfmeno fisico; basicamente trata—-se de um sistema de egquagdes
diferenciais parciais com condig®es iniciais e condigdes de contorno
adequadas.

O principio bdsico dos métodos sismicos pode

ser visualizado pela figura simplificada 1.1 .

PAQ. 1



CAP. 1 I NTRODUGAO

PROPACACH) DE ONDA EM MENO BIASTEO
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Fla . 1.1

Numa simples deseri¢io, um abale € produzido

por uma ou mals fontes de propagacao sismica ¢ dinamite por
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CAP. 1 INTRODUGAO

exemplc 3, posicionadas numa determinada localizagio da terra (que
pode estar na superficie ou no subsoled . Ondas propagam—se a partir
da localizagio da fonte e s3o parcialmente refletidas para a
superficie produzinde movimento superficial. A componenté vertical do
movimento é detectada por sismdmetros localizados tambeém na superficie
ou no interior da terra; esses aparelhos gravam os sinais recebidos
para posterior anilise.

Matematicamente podemos caracterizar dois
grandes problemas associados a interpretagdo das respostas obtidas
para o nmodelo e)ou dos sinais captados pelos sismémetros. O primeiro
usualmente é denominado de problema inversc em gque se tenta, através
de métodos matemiticos, descobrir os parimetros caracteristicos dos
meios C(densidade , mddulo de elasticidade, etc...D. O s=segundo
conhecido como problema  direto, no gqual =se parte do pressuposto de
gue os parametros do meio s3o conhecidos e tenta-se através da
rezolugcic de equagtes diferenciais parciais cobter o deslocamento no
caso elastico, ou a pressi3o noc caso acuUstico, decorrente do abalo.
sismico. Neste segundo caso as seolugdes das equagoes diferencials que
modelam © movimento podem ser obtidas tante por meleos analiticos
quanto por meios numericos (diferengas finitas, elementos finitos,
colocagio, etc...D, ou por uma combinacic de métodos analfiticos e
nusericos,

0 .empenho nestes tipos de problemas ¢é de

fundamental importancia e podemos dizer que eles interagem no sentido
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CAP. 1 I NTRODUGAO

de gue ao resolvermos um problema inverse devemos constatar a exatidic
dos resultados pelc métede diretoc, e vice-versa.

Podemos considerar este neosso estudo como
introdutérie no campo da pesquisa de métodos numéricos ;:;ara problemas
diretos, e aqul obteremos soluglo discreta pelo uso do método de
Galerkin.

MNo=so ponto de partida fol © estudo da teoria
da elasticidade ate a deducdao da equagcio do movimento para um meio
el 3stico homogéneo isotropico, equagio esta gque servira de modelo para
2 obtengio do desleocamento. Estudamos ainda as solugdes analfticas da
onda livre, ou sej:i, aguela em que o termo fonte & desprezado.

Na busca de solugoes discretas para a equagio
do movimento na presenga do terme fonte (situagio esta de maior
sentide praticol, tentamos inicialmente atacar diretamente esta
equagao pelo métode de Galerkin e chegamos a um sistema de equacSes
diferenciais que seria de complexa resclugio. Resolvemos entio adotar
a sugestio proposta em [1]1,E21,.15),I{6], onde o deslocamentc e a fonte
sic decompostos de ma.neira.' adequada. Chega-se entio a duags equagdes
da onda acustica em termos de potenciais que, desde que conhecidos,
nos permitem calcular o deslocameﬁto atraves de simples derivagces.

Com relagic acs métodos numéricos de resolugio
de ondas acusticas, inicialmente tentamos o© método de Galerkin e

tivemos problemaz quanto a espag¢o de meméria, gquer seja a nivel de

microcomputadores pessoais tipo IBM-PC, ou mesmo no computador VAXAVMS
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CAP. 1 NTRODUCAO

=]

Versio 4.5 da UNICAMP. Optameos entio pelo método da colocagio natural
com B-Splines e pela colocagie ortogonal nos nds gaussianos ca
particic (131, neste caminhe nos deparamos com  problemas de
instabilidade numérica. |
Fizemecs use entioc de mélodo de Galerkin conm
dire¢oes alternadas [3); o problema de instabilidade & contornado pela
introducio de um novo termo envolvende um parimetro  independente da
partigiao no espage ou no Lempa. Este método nostrou-se eficiente para
nossos propositos.
| Decenvol vemos também um zsol v re
correspondente que pode ser usadco nas duas eguacdes actstic =

surgidas em decorréncia da decomposigac em ondas longitudinz) e

transversal. Tomando por base as proposicoes de [3) e [4],
aprecentaremcos a soluc3o para essas eqguagoes em  fung3c cos
potencials, obtendo daf o deslocamanto correspondente a LA

determinada fonte, para uma Unica camada, com condig¢aoc & contorno

explicitada e condigtes inicials caracteristicas do nosso problems.
‘Encerrando o trabalho apresentaremos as

conclusces e sugestdes que acreditamos seric de validade para

trabalhos posteriores.

PAG. L2



CAP. 11 ONDA ELASTICA.

2.1 -~ INTRODUCAO.

Muitos fendmencs fizicos s3Eo observados a
partir de uma perturbagZc inicial, que chamaremos condi;ﬁes inicials=
ou ceondigoes emn t = 0. Negta ocasifo, sfo produzidos movimentos
ondulatdérios com origem ne local da perturbagio. Estes fendmencos s3o
conhecidos como radiaclo e dentre as varias situagoes fisicas desta
natureza podemos citar os abales provocados por tLerremotos ou
expl osdes nucleares subterrineas. Um problema tipico de radiagio & o
resultante de um abalo produzido em um meio ilimltade por uma ou mai:
fontes distribuidas sobre uma regiieo finita do meio . O movimento
decorrente das perturbagdes provocadas por estas fontes atuande num
meio elagtico homogéneo e isotrdplice, & matemeticamente modelade de
uma maneiraz conveniente pela equacio do movimento ; dezcreveremos este
model o nesse capitulo.

Com bace ne model o, admi tindo e e
deslocamento ( que serd a incdgnitz da equagclo do movimento 2 e =z
forga possam ser decompostos convenientemente em somas de campos
vetoriais, & possivel esﬂabelecer uma nova Tormulacio gue simplifica o
"ecaleule do deslocamente. Para tornar o problema matematicamente bem
colocado, condicdes de contorno e condigdes iniciais serfo juntadas as
équat;'ées diferenciais. Trataremoz também da wvalidade des=se tipo de
decomposi¢Zo, assim como das implicac®es dela decorrentes quando da

resolucio numérica.

PAQ. o]



CAF. 11 ONDA ELASTICA.

22 — EQUACAD DA ONDA ELASTICA.

O sistema de equagdes gue rege o movimento de
um dado corpe ocupando uma regifio regular V de um meio elastico
homogeéneo e isotrépice, de feche V e contorno € € obtide a partir das
seguintes relagdes [61:

1 ) Edquacao do movimento de Lensdes.
it » Lei de Hooke.
ii1 D RelagZo deformagio-deslocamento.

Se a relacfo delformacio-deslocamento for
substituida na lei de Hocke, obtém-se um sistema completo de equacdes
diferenciais parciais para as tensdes e deformacoes, se substituirmos
a2 equagac resultante em 12 teremos o sistema de eqguagdes para

determi nagdo do deslocamento, qgue ¢ matematicamente descrite por:

paL'] = AU+CA+ W VY. U+F CE. 12
a f
onde: ‘
6 = wvetor dezlocamernito,
p = densidade do meio,
A e p = constantes de Lamé ¢ caracteristicas do meio 2.
E = forgas do corpo ( por unidade de valumed.
A = operador Laplaciano.

PAQ, 7



CAP. 11 ONDA ELASTICA.

De um modo geral, devemos ter:

OCsxa,x2,20.t) € CECVY T n Cc* VX D

Fexi,x2,x3,td e C (V X T

Devemns ainda lhe prescrever condigtes na
fronteira S. As mais comuns utilizadas s3o -
1 ) CondigZo seobre o Deszl ocamento.
Quando as componentes do vetor deslocamente
devem ser estipuladas a priori na regifc de fronteira,
i1t ) Condig3co de Tracio.
Neste caso, sZo impostas condigdes de tragio,
© gue corresponde a pré determinar as componentes do tensor tensio.
1Y D Condig3o Mista
Corresponde a estabelecer condig¢des do tipe 3
numa regiao S1 de S, e do tipo 11D em outra parte S - Si.
H2 necessidade tambem de se estabelecer
condighes iniciais. Devemos entio ter informacdes no tempo t = O,

sobre o deslocamente = sobre sua derivada com relags3oc a variavel

tempo.
A equaé;'é‘ic {2.12 pode ser reescrita utilizando
= identldade vetorial : AU=VV.U-VXVXU
U rtBH g9 j-H exexieLoF ca. 2
. .Lz fag = =4

PAQ, 8



CAP. II ONDA ELASTICA.

2.3 - DECOMPOSICAO DA ONDA ELASTICA.

Se tentarmos atacar 2 edquacio C(2.8), com as
suas condi¢oes de contorno e condigdes iniciais, ver emos que sera
necessario resolver um sistema de equagdes diferenciais nic muite
simples. Para contornar este problema, optamos por decompor o veltor
deslocamento, assim COMoO O vetor da forga, de uma maneira acdequada em
termos de potenciais. Esses, gquando desacopladoz, satisfazem as
equagoes da onda, dai afirmarmos que a equagdo (2.1) descreve um
movi mente ondul atério.

Desga forma, o vetor dezlocamento ¢ decomposto

numa soma vetorial:

U= <+ U ) 2. 3>
L T
onde
UL =V y por nés denominada de Onda Longitudina.
e
UT = ¥V X vy por nds denominada de Onda Transversal.

Para ¢ e ; . fungﬁes.dc tempo e variaveis no
espaco, usualmente também chamadés de potencialis escalar e vetorial
respectivamenteé, -

De maneira ideéntica (& da decomposi¢3o
proposta para o vetor deslocamented procederemosz em relag¢io ao vetor

F, sendo:

PAC, a



CAP. 11 ONDA ELASTICA.

2.4

R
]
<
Q
+
<
e
a

Substituindeo (2.3} e (2.40 em (2.2), teremos:

2 -~ ~
-‘1—-2-[Vp-I-VXw}--ciVV.{Vp-*VXw}—ci TXVXL Vo

at.
+ VX w1l + —%— [ Vo + VX 1 2. 52
oride:
2 A 3
L e
e ca. 62
T =)
e assim:
ot 2 1 %y s = 1 -
vI ¥ - c. Ap - —Bf-c I+ VX I vo- c. A w - - ¥l =0 &7
a2t at® '

que satisfaz a squaglo do movimento (.10 se simul taneamente Livermos:

raa. 10



CAP. I1 ONDA ELASTICA.

4
an —ci A p =—1—-a (2,8
att P
+
ezh 2 - B
v cp AY =T o x ce. o
at*

Aszim os potencilais ¢ e w 230 soluglBes das

equagtes das ondas (2.8 e (£.9) respectivamente, onde:

c, = Y N + Bu dD-p & a velocidade da onda longitudinal.
&
S Y u o ¢ a velocidade da onda transversal.
Obhserve que das expressdes de c, ec, tiramos:
= + D .
c e . ¥ Ch S DL

portanto, coms @ > C e AZ O para materiais reais, temos que:

c, 27 2¢c . ’ €2.103
L T _

ou seja, a onda longitudinal preopaga-se com maior velocidade do que a2
onda transversal.

A seguir mostramos uma - tabela com alguns valores
aproximados para a denéidade e para as vglccidades das ondasg

longitudinal CC.L)_ e transversal CCrd dé alguns meios:

PAG. 11



CAP. 11 ONDA ELASTICA.

Meio g C Kg/maj Crim ) Cr{m-s)
Ar i.2 340 -

Agua 1000 1480 -

Aco 78O0 853800 3200
Cobre 8900 AB00 2300
Aluminio 2700 5300 3100
Vidro £500 8900 3400

TAB. 2. 1%

Fisicamente, verifica-se que a decomposigso
propoeta em (2.3 e 62.43 é procedente , e que a equagio do movimento
£2.1) conltém implicitamente dois Lipos de onda: longitudinal e
transversal.

A ondz longitudinal tem movimento paralelo 4
direc3io de propagacio, e 2a onda Lransversal tem =eu movimenio
perbendicular 4 diregic de propagagio.

Az ondas, longitudinal e transversal, tambem
recepem outras denominagBes.

Pela decomposic¢fo proposta em (2.3), podemos
obserQar que ¥V X GL = 0 , ©o que torna natural a sua denominaciEo de
onda irrotacional, outros nomes ainda lhe SHo atribpul dos:
dilatacional, compressional, primaria ou onda P.

Vérificam&s também que se em (2.3 Gf= vV X ;
teremos que V . GT= 0, dai a natural nomenclatura de onda solencidal,

mas também a encontramos com o8 nomes de : rotacional, cisalhante,

secundaria ou onda S [41}.

raa. 12



CAP. II ONDA ELASTICA.

2.4 - ONDA ELASTICA EM DUAS DIMENSOES ESPACIAIS,

Em varias =i tuagdes fisicas o model o
bidimensional pode ser utilizado na andlise do movimento; nesse caso,
2 reprecentacio de U & mais simplificada. De (2.3), podemos obter as

expressoes das duas Unicas componentes de U

u = 2 .
1 ax ax
1 Z
e 2. 11)
u = 2 -
L3 4 ax
z 1

O mesmo oOcorreria com as componentes da forga, que devido a (2.4

Serao :

F1=00+ @ x

a8 x & x

1 2

e £e.182

F2=00_0x

& x & x

2 1

Como observamog anteriormente, o= potenci ais:
escalar e vetorial, sZc funcBes variiveis ho espagco e nho tempo, e
arui, o potencial Vet.ori_al & do tipo ;: C0.0.w{xi.xz.tDZ). o mesmo
ocorrende com a componente vetorial da forga, assim sendo, daqui
por diante, quando estivermos tratando de problemas bidimensionais no

espago, faremos referéncia apenas as fungdes w e ¥y ,respectivamente.

PAG. 13



CAP. 11 ONDA ELASTICA.

25 - CONDICOES DE CONTORNO.

Se o meic & homogéneo, ou seja, a denzidade,
assim como as constantes de Lamé nEo variam, as ondas 'lcngitudinal e
tranaversal nXic interagem enquante se propagam. Por outro lado, se as
constantes variam no meio, © gque se cosﬁuma fazer & estratificé-lo
come se possulssem diversas camadas homogéneas. MNesse caso, a onda
longitudinal aoc entrar em contacto com uma outra camada ira gerar uma
onda transversal e vice-versa; al entio, essas interagfies devem estar
contidas impliéitamente nas condigtBes de contorno. Em [1] encontramos
os diversos tipos de condig®Bes de contorno correspondentes a situagdes
fisiéas realis. No noszo estude, noz limitaremos a2 um tnico nmelo
homegénes em contacto com uma superficie =, infinitamente rigida, , ou

seja de um altis=sims médule de elasticidade; nesse caso

U, |_ =0 3 =1.2 C2.13

Matematicamente esezx & uma condigcio de

E

contorne do tipo DMrichlet, ou seja, U = 0 na fronteira.

26 - CONDIGOES INICIAIS.

Como citamos anteriormente, para dque um
problema de evolu¢io, matematicamente caracterizado como uma equagio
hiperbtlica de segunda ordem, esteja bem posto hi de se estabelecer

duas condig@es iniciais: © valor da solugdo e de sua derivada com

rac. 14



CAP. 1I1I ONDA ELASTICA.

relagcio ao tempo no instante inicial t = O. Considerando que no tempo
zero estaremos em repouse completo, admitiremos condigdes iniciais

homogeneas :
U Cxt.xa.O) = 0 C=2.140

Uilx ,x ,0> =0 C2.1%)
Lt 1 2

27 - ARGUMENTAGAO MATEMATICA.

Antes de prosseguirmos na efetiva resclugio do
modelo proposta, analisaremos alguns aspectos que nos garantem a
e#isténcia de uma decomposigic vetorial do tipo (2.3) e (2.4, bem
como a existéncia de solugio para o problema matematico (2.1) com suas
rezpectivas condi¢des de contorno e condigdes iniciais,

A quest3ic dz decomposigic foli demonstradz
primeiramente ha mais de um século por Clebsch em 1883 (de fato num
trabalhe datade de 1881, embora =zeus argumentos tenham sldo
conzjiderados incsatisfatdrios do ponto de vista matematico. Duhem
provou de modo aceitavel em 1Bgs [B). Em [8)] encontramos a
demonstragcioc do teorema a seguir gque nos garante a decomposigio
proposta. i
| Teon. £.1 - Para cada fungio G de [L%mi1®,
existem uma funglo ¢ e H'CD e uma fungHo o< H'¢ D sen =2

{ respectivamente y & CH'cI® se n = 3 J,tais gue :

rac. 15



CAP. I1 ONDA ELASTICA.

[ - rot w se n = &
—_—
U= grad ¢ + — o~
< rot w Se n = 3
CU- grad e . b7 =0
. — ~ a y » a yw 2,162
ande rot w = ( 7 > 3 x)
2 1
. 4w, B a y, o v, _ 2 v, 2y, _ 2y, 5
= : rov. v a dx ' 8 x adx ' & x d x
z 8 1 1 2
= ;+ & o vetor unlitario normal exterior a 3.

Como nosseo atual estudo estid sendo feito para
duas coordenadazs espacials, estaremos tratando do caso em gue n = 2.

Dezsa forma teremos uma tnica fungZo escalar

¢ ( a menos de uma constante aditiva 3, que & determinada por:

C2.17)
em a0

e uma Unica fungio w, tal que ¢ = O em & {1, que ¢ determinada por

- A yw =rot U em 2 ce. 18y

w =0 em . an

PAG. 15
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A equacio (2.17) & prontamente obtida quando

tomamos as equag®es de (2,110 e fazemos:

i 2 (2.19

enquanto que as condi¢fies de contorne surgem como conseqliléncia da
condi¢io de existéncia da decompozi¢io vetorial gque sera imposta no

proximio teorema 2. 2.

Para obtermos a equagio (2.18) devemos entio

tomar as equagdes de (2.113 e fazer:

. 2 cz. 200

Em [8] encontramos =zinda, c¢como ficam as
condi¢les de contorno para (2.17) & (2.18) guando tratamos de diversas
camadas.

Quanio a4 questdo da existéncia de solugio para
C(2.13, baseada na aplicacgio 60 teorema 2.1 e outros argumentos

matematicos, encontramos em [6 pag. 8S5] a demonstragio do seguinte

teorema:

Teo. 2.2 - Sejam UC x ., t D e F C x ., t>,
satisfazendc as condig¢Bes: UDeci vV x T2 e E e C C VXTI ea
equacis

o0

o 2

g}
+
Tt

p = AU+CA+ VY.

rAa. 17



CAP. II ONDA ELASTICA.

Onde F =V o + 9 X Entioc existem uma fungfio escalar ¢ ( %, L D e

L] ™~ o~
uma fungio vetorial C x, t 3, tais gue W x,t 3, ¢é representade por

Cal

Uu = Ve + VX vy onde VY. p =0, e onde ¢ ¢ %, L 2 e ¥

VCx,Lh satisfazem as equacBes das ondas nZEc homogéneas

4
4o _ c? A o = i o eZ = A+ 2u
" L p L fl
gt
4
62A 2 ~ i - 2
v - c hw="~ =x et = E
2 T S T o
at

2.8 — FONTES PARA O PRCBLEMA

A decomposigZo da fonte de maneira anfloga A
de des)locamentn, requer o conhecimento de fungSes o e ¥ que
satisfagam as condigBes estabelecidas em (2.172 e (2.18) para a
decomposigcfo de E em Vo + VX x . Tomaremos entSc funcBes o e x

gue com as segulintes condigﬁes de contorno:

G
Q

= F. o em a0 2210

x =0 e

Q

v

de posse dessas fungBes o e y as componentes da fonte serio :

. 90 @ x
p; dx T 9x

1 z

rPAGQ. 18



CAP. 11 ONDA ELASTICA.

e ca. 222

respecti vamente,

2.9 - CONDIGOES DE CONTORNO E CONDIGOES INICIAIS PARA OS POTENCIAIS.

Em 2.5 estabelecemos az condi¢des de contorno
para o deslocamento. Ha no entanto, necessidade de conhecermos as
condlg®Bes de contorne doz potenciais ¢ e w com a= guaise resecolveremos
as equagdes das ondas actsticas nEo homogéneaz estabelecidas em (2.8

e C2_9).

O potencial vetorial yw terid condigZio do tipo
Dirichlet, identicamente nule na fronteira, em raz3o de suz unicidade

quando da decomposigio, ou seja:
w =0 em & 2 Z.230
Para existéncia da decomposigic, © potencial

escal ar tem que obedecer a seguinte condicio de fronteira:

2 _ 5.3 em 20 c2. 24>
d v

e Ccomo U=z O em & O, teremos entZo :

_g_p = 0 em 2 q. (.25
v .
Portanto o potencial escalar © terh

PAG. 19



CAP. 11 ONDA ELASTICA.

condicio de fronteira do tipoe Neumann homogéneo.

As condi¢gBes iniclais para os potenciais serZo
idénticas as do vetor deglocamento uma vez que oS mesmos surgiram como
desdobramentes no espagoc e ndco no tempo; portanteo, os potenciais,
assim como as suas derivadas primeirasz em relagiio & variadvel tempo

serflio nulas no instante inicial.

210 - EQUAGOES A RESOLVER.

Para cobtermos o vetor deslocamento, solugio da
equacioc do movimento para um meie Eldstico homogénes e isotrépico,
model ade mat emﬁti camente em C2.1) devemos ent&o resol ver as

segulntes equacdHes das ondas actsticas para os potencizis o e yp o

2

0”-:{ .hp=-—1—-~o' em 0 = R t.. =1 0, T
at? i
2. 28
© (xi,xz,OD = thCxl.xz.CD =0 (xi.xzf} e &
e - L L2 40
a v
e
1 a* 2 1 2
w-—c_r Aw=-?-x em e K tel 0, T1
ot 2. 8m
3 hd = -
w C ‘.xz.OD wthl.xz.O) 4] Cxi.xz) e 0
i w = 0 - em aq

raa. =20



CAP. 11 ONDA ELASTICA.

De posse dos potenciais ¢ e ¥ , calculamos o
deslocamento correspondente 2 fonte por néds imposta em 2.8, por meio

das equacdes de C(2.11).

PrAG. Z21
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3.1 - INTRODUGAO.

No segundo capitule verificamos que para
determinarmos o velor deslocamento em melos elasticos homogéneos e
isotrépicos, modelado matematicamente pela equa¢io (.12, de um modo
que nos facilitasse a implementagioc de métodoz numéricos, fizemos wuma
decomposicio dos  vetores fonte e deslocamento; em raz3o disso
obtivenmos duas equagtes de ondas actUsticas para oz potencials escalar
e vetorial., De posse dos potenciais, atravéesz das equagBes (2,110
podemas obter o deslocamente correspondente.

Nesse capitule nos deteremo=s no tratamento
numérico usado nz obtengio da soluglo discreta das referidas equagcBes
acisticas, isto é; as equagdes hiperbdlicas do tipo (2.25) e (2.26).
Trataremos z2qul de um case mais gendrico, ou sejaz, rezaolveremos nio
csomente para oS casos de condigBes iniciais hcmr::géﬁeas (come nos
nosscs problemas), mas para as situagcdes em que as condic®es iniclais
sejam. funcSes gual squer.

De wum modo geral, nos basearemos nas
proposicBes das referéncias [3] e [4). Na primeira Douglas elabora um

estudo completo de como ¢ método de diregdes alternadas pode ser

aplicade na formulagido de Galerkin, para problemas elipticos,
parabdlicos e hiperbdlicos quande © dominio de definig¢io das
variidveis espacials & retangular. Por outro laden, na segunda

referéncia Fairweather generaliza as idéias de Douglas, para regides
que possam ser decompostas em retingules ¢ regides em forma de L ou U

por exemplo 2. Aqui pouco nos deteremos nas  demonsirag@es  das

rAGQ. 22



CAF. I11 GALERKIN - DIREGCOES ALTERNADAS

proposicdBes contidas nestas duas referéncias.

0 método de Galerkin com direg¢®es alternadas
apresentads por Douglas mostrou-se de uma complexidade computacional
nfZo muito elevada, e de uma boa eficiénecia, principalmehte no tocante
a ezpago de memdria, o gque permite a implementacfico a nivel de micro
computadores. Quando Jj& se ouve falar em multi-—-processadores como algo
de fAcil acesso dentro em breve, a nivel nacional,acreditamos também
que esse método deva adaptar-ce com vantagens &s mAquinas com essas
caracteristicas, uma vez que diversas tarefas podem ser realizadas
gimul taneamente.

Abhordaremos iniclalmente a equagio (2.5,
mo=trande depols come atacar (2.26), de manei ra que ambas possam ser

resolvidas por um Unico programa de computador.

32 ~ GALERKIN COM DIREGOES ALTERNADAS.

Congsideremos © problema hiberbdlico de segunda

ordem:
Encontrar U = Ulx,y,t3 tal que :
[ a%u |
, — 20xy) AU = fix,y, L3 (x,y) e cR 0< t =T

at - -

{f v=o0 (x,y) € &0 €3.1>
Ulx,y, 00 = U Cx,y) } (xoyd € 0
U Cx,y, 0 = U Cx,y)

N

onde afx,y) é uma fun¢io conhecida, tal que :
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O < a, = alx,¥dD = a <
mnh max

e fCx,y.td, UOCx.y) e U1Cx.y) também s3o fungdes conhecidas.

A seguir introduziremos alguns espagos de
dimensdc finita que usaremos nas discretizagtes posteriores.

0O métode das direg¢des alternadas consiste
basicamente em reduzir um problema multi-dimensional para um conjunto
de problemas uni-dimensionais. Para que isse seja possivel, devemos
farzer uma escolha apropriada de um sube=spago M , que seri representado
por um produto tensorial de =subespagos de dimensdo finita , o qual
utilizaremos no método de Galerkin., Assim sendo, tomemos M um
subespago de dimensZs finita de -H;(ﬁ) tal que ATV 3% &y = L¥ oo
para todo v € M .

No que segue, estaremos considerande O = [0,1)

X [0,1]) &=, M = .Aix @ .Afly . onde .Jlx e Jl't_y s8o também subespagos de

dimensioe finita de H; {0,113, ecujas bases =ZHo {a}:xi =] {ﬁ\‘}m"1
= q=
respecti vamente , ou seja:
.Alx = gpan (& ,..... .aNx}.
.ﬂy = gpan Cﬁ‘..- .. .ﬁNY}
portanto,
M= a M =Caf.,afl ,..... , 2
M ca’.ﬁi. [+ 4 ﬂzr aNx{?Ny

FAG. 24
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Observe que M & cbtido através de um produto
tensorial em que o primeiro fator estara na diregd3c x enguante o
segundeo estaria na diregic y .

A formulagio fraca para esse problema pode ser
obtida da maneira usual, isto €, partindo da formulagio classica

(3.1), aplicando a2 identidade de Green e as condicdes de contorno. Na

variadvel tempo usando diferengas finitas centrais, tem—-se :

FORMULAGCAO FRACA

n-41

™+l N
¢ Y = g + U L V> +<avU, V> =<, V> 3.2
€ ALD
vV V e M
onde: <g ., h> = [SfFf g.h dx dy .
: 0
U" = U ¢x,v.t D>,
L s
"= Cx,y.tﬁ) e
At = t- - L para n = 1.,&,....
vl n

Seguindo as idéias de Douglas introduzidas em
[3), ac métode das diregdes alternadas esta associada uma perturbacio

da equagio (3.2) através da introdugio de dois termos :
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2 z
% V> + Tz V> + 2 Tcadr ¢ 2z 9V .,
cALd? ax By 8x By
< avw ,9v> =<r", V>
€3.3
para n 1 e vV Ve M
onde z = Uu™ti- zu” 4yt

A modificacio da equacido not permite fatorar
(3.3 num produte tensorial. Como veremeos a seguir, o sistema linear
associado a discretizacac podera entio ser decomposto em dois
sistemas, um em cada dire¢&‘c.

O escalar x surgido em (2.3 & um parimetro

requisitade para estabilidade do método, que é obtida quande :

a C3. 4>

Escrevendc a aproximagiZe da soluglc a cada

nivel do tempo, U“Cx.y) » c2m Ltermos da base proposta para M, como :

uNCx, yd =2 U, o000 & ALy 3.5
¥ ;

tomando a equagdo (3.3) para V = apr)ﬁqu) e agrupando adequadamente
os termos obtides, podemos reescrever adquela equagciao agora numa forma

decomposta:
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CC +ncad? A®d e ¢ ¢ + x cadTAY > z = catd® E” 3. 68

had

onde: 8 =-<avU, Vvap >+ <", ap > 3.7
Pq P q P q
1 ¥y 9
X = 'd ) =
e Cu jo o, €0 cxj(x.. d c,”, jo f.Cy> ﬁjCyD dy
€38
4
* — v » Y = » ~5 s
A,U, Jf_o o’ €30 cijxJ dx %j j’o By ﬁ’j(y) dy

Como podemns observar, a matriz do =zistema

resultante (I.B) & um produto possuindo um fator éem cada direcio.

Logo, desde gque itenhamos U e U e para

iniciar o processo, obitemos v, u%,....U" , através de (3.8), onde

au” + U ™' , e portanto .

. N+t
.Ccomo vimos anteriormented z = U -

teremos a aproximacio da solugie pela usc de (3.5).

Se chamarmeos e = UCx,y,tnd - Ulx.v2,.
escol hermos fungdes | Leste convenientemente; mani pul armos
algebricamente a equacio em cada nivel de tempo; sSomarmos as equacdes
correspondentes aos diversos niveis e aplicarmos a desigualdade de
Gronwall podemos mostrar (procedimento adotado por Douglas em (310

que:

raa. 27



CAP. 111 GALERKIN - DIRECOES ALTERNADAS

2

2 2
114,211 THE + catd® il A, ell =
t sz Lm 1x Lm axay L x Lm
4 o 2 1 2 o 2z + ot 0 2
C[Mw*HHH*HeHﬂMﬂHu+MDH§5%eH +
H H L L
o )
3.9
2 2 2 2
pesuvygr, ,rHesuyr . L tiraécuviy, +
H X L - L x L . % L

caLd* o _ 4 z + LA P
’I é)(e}r tU II 2 w l’ a}:a}r 1 II 2 o
. L x L L x L
Observamos ainda gue a aplicagio do lema de
Gronwall s6 é possivel com a2 hipdtese fundamental N % a
max

‘Veremos 2 Seguir que € possivel escolher as

aproximacdes iniciais U° e U, de tal mode que :

o0 2 4 2 o 2
nﬂh+1wuumaﬂu+mﬂnﬂwﬁﬂu
H B ) X L.
Q [ ¢]
ceja da ordem de CALY® [ © ccAtd® 1. - €3.105

Prorederemeos de mode 2 explorar a mesma
estrutura de (3.68), o que facilita a implementagdio computacicnal no

sentido de que pouces acréscimos ao programa sSer3o necessarios.

PAG. 2R



CAP. 111 GALERKIN - DIRECUES ALTERNADAS

Desse modo, adotamos os procedi mentos

propostos por Douglas em [3). -

No tempo zero, fazemos:

Ccc+ A%y @ cc¥+ Aoy U® =3° €3.11)
onde -
o a*u 3%
8% =< U, aB > +<TU, Vafp > +< o af >
Pq o P g o P g Fx Oy 3By P 9

Com erro na norma LY sendo © Ccatd®. Logo, nZEo

hid incompatibilidade com © erro do procedimento previsto em (3.8).

No tempo 1, fazemos:

[ e ¥ + At € A% ¥+ CFe AY 3+ cALY® e AY 1cU'- U9 = &

; C3.120
onde: -
2 2

1 as a
(F 2" =< &, >+ VYVE, V > o+ . ——t

Pa #ﬂq abﬁq axdy Ox Oy ﬁﬁq ?
| 3

cad?

S = At U+ [v.Cavu03+r°:>3

=1

Obser va-se que a expressio (3.18) nZoc pode ser
fatoracda. Assim, Sugere-se um processo iterativo ¢ convergeéncia

comprovada em [3) 23, tal que, para cut- U® arbitrario, teremos:
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¢+ AL AYY @ ¢ ¥ + AL AY > cut-yZytt

1

catd®c 1- cad®y Afe AY ¢ Ut- U + B €3.13)

onde &' & calculado como proposto em (3.120.

Uma razoavel aproximagio inicial para a
solucic do sistema (3.13) & toma-la igual a zero, © gque =significa
dizer que ut & igual a u® o, portanto, desde que n3c tenhamos grandes
variacdes, a convergéncia sera atingida em poucas iteragdes.

Voltandoe a examinar a estimativa de erro das
aproximagtes através do método de Galerkin-Diregdes Alternadas obtida
em C3.8) verificamos que o espaco de aproximagio M pode entio ser
‘ezeolhido apropriadamente em termos de h = 1/(Nro. de elementos numa
dada direg3o). De fato, 2 anilise da precisio do método de Galerkin
esta intimamente ligada aoc estude das propriedades de aproximagio dos
espacos escolhidos M . Muitos matemiaticos tém dedicado especial
ateng3c a este problema, e o= espagos conhecidos por Splines ou
polindmios de Hermite por partes tém sido usados com frequéncia. As
propriedades de aproximagdes e a possibilidade de construgio de bases
locais destes espagos os deixam em posigio de destague.

A titulo de exemplo, consideraremos os espagos
dogs polinémios de Hermite assbciados a uma partigio I dc intervalo I.

Estes espagos podem ser caracterizados por
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cho Cc N = {u e €™ 1> tal que o |I e polindmio de grau 2m—1 }

3
£3.140

Nesta notacia, c™ 1> representa o conjunto
das funcOes com derivadaz até a ordem mwm-i1 continuas em I e os Ij =30
os diversos subintervalos associados 2 partigdo 1 . Observe gque
HC‘DCI‘D nada mais & do que o conjunto dos splines lineares gerados
pelas fungdes ‘“chapdu™ das quais nos utilizaremos nos nossos
experimentos computacionais. Por outro lado, m = 2 nos dara as fungdes
de Hermite também amplamente conhecidas e para as quais € possivel
estabelecer bases locais com Sdtimas propriedades [11] e [12].

0= espacgos Hc "DCI‘D possuem a propriedade de

que para qualquer fungio u € HJtID ( e=pago de Sobolevy de ordem j O

o
U e HCMJCI'D e uma constante C, independente de h e de u tal que
' s ~ -t
“DCu—uJ”z = Ch ”u”j 3 18D

para tode 0 = < m » £ 3= 28m .

Assim, como exemple, o= Hermite ciibi cos

Cm = 20 tLteremos:

= - < ]

isto é, as aproximagdes s3o da ocn®y para fungdes u e H‘CI).
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L =1 ”DCu—{D”.SCh’—’”u“j €3.17
ou seja, a aproximacio da derivada & da OCh™ para fungoes de H*%13,
2 iz
Z =2 ”DCu—ﬁD“SCh_”u“j (3,180

i d
nesse casn, as aproximacoes para a derivada segunda 230 da OCh™) para

funcBes de HCIY.

Em resume, obtivemos um resultado que nos
fornece estimativas de erro para as aproximagdes calcul adzs por (3.3).

De fato, as estimativas mostram que se :
1D u é golugio de (3.2) e U é solugio de (3.3
it D wu, we oy, sao suficientemente regulares
D

tif J tomarmos M = Hcm CID

entic existe uma constante C independente de h e At tal que :

tA

4 , 2 4 62 2
Ita=il, LFli=t, m_* CaL2 llb"f&”'y"ﬁ,_ "N, o
) L'X L BOX L L'x L

c [ catd® 4+ p*M2 ] - €319

Em particular, se m = 8 (Hermite cibicaod
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e, < c [CM,J"' + h* ] (3.20).
H

3.3 - PROCEDIMENTO GERAL

Em resume, estabelecemos um algoriitme que
permitira o calcule de solugdes aproximadas para a equagio (3.1).
Neste procedimento, a cada nivel de tempo, precisamos resolver os

segulintes sistemas lineares

CC+uA") @ ¢+ pua¥o>z=0b €3. 210

onde:

No tempo zero teremos:

M =1
z = U°

b como previsto em €3.11D.

No tempo 1 teremos:

o = At
z = U= 1P

b come previste em €3.13D.
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Nos demais tempos:

g o= A CALD®

Tl

z = U 2 u" + ™t

b como previstoe em (3.7D.

3.4 — NUMERAGAO DA MALHA.

Como o problema que estamos tratando (3,123 tem
fronteira nula, consideramos apenas os nd= internos; a numerag¢fio surge
de um modo natural pela maneira como resolveremos o©os sistemas
lineares, igto &, procederemos a enumeragfio de baixo para cima e da

esquerda para a direita :

o 2
INE-12 (NE-17 |

M
=

Para efeito de simplificacio, come estamos
trabalhande em dominios quadrangulares, estaremos considerande uma
malha possuinde a mesma quantidade de elementos em ambas as diregoes.

Denomi naremos de NE o niimero de elementos em cada diregio.
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35 - BASE PARA O ELEMENTO FINITO.

Passando agora & fase de calculos efetivos,
precisamos exibir as matrizes A e C de (3.8). Nesta etapa & necessario
escolher uma baze conveniente para M. Sabemos gque Vno métode do
elemento finito (M.E.F) o espago M & gerado por fungdes que 3o
pelindtmios por partes com um certo grau de regularidade no dominioc. De
acordo com o que vimos na seg¢ico 3.2, aumentando o grau dos polindmios
que compoe a base & possivel obter melhores aproximacdes; por outreo
lado, as matrizes A e C ter3o estrutura com grau também crescente de
complexidade , assim como o préprieco cdaleulo dos elementos a” e CU
deve cer mais criterioso. Portants, no método dos elementos finitos ha
um forte compromisso custos x beneficios. Do lado dos custos. estio a
compl exidade do programa, a capacidade de memdria parsa ewecuti-lo e o
tempo de processamento. Nos beneficieos estic principalmente a
regularidade e o grauvde aproxmacio das solucdes obtidas,

Os resultados tefricos, de estimativas para
erros associados ac M.E.F, =s3o desenvolvidos principalmente para
equagoes diferenciais que admitam solugdes suficientemente regulares e
para subespacos de dimens3io finita que permitam um grau de aproximagio
suficientemente bom.

Mo noszo trabalho optamos pela simplicidade ao
escolhermos a base para M. Tomamos ent3o glementos lineares em cada
dire¢3o, ou s=eja, A& = ﬂy = H*m. a sequir descreveremos

rapidamente estes espagos.
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CAP. I1I
Seja 0 o elemento padrfo:
¥, ¥z
— £
-2 t
FId. 3.z
ou seja

o

v, 08> C1 -FD

C3.2820

-

w,C80 C L +FD

k

No elemento genérico Q teremos assoclilados

a y ey, as fungdes vy, e vy

Para escrever as fungdes v, e y,  usamos a

Ltransformacfo que leva do slemento padriieo ne elemento genérico -
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FCF) = g— r o+ kT2 k . 3. 23
2
assim,
e X T X
Flsy = hﬂkb— 1 €3. 24D
desse modo, teremos no elemento genérico,
Xes ~ %
w(xd = h
C3.25)
=4 .
X - xk
r =
uE“XD h

Definida a2 base global; tomandoe as expressces

que definem as matrizes A e € , e calculando as integrais nos

elementos genéricos teremos -
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h
se i = j§
xk-o-! yk+1 3
e o = = = l'_\ - =
Ctj Ctj J p 00 ijxD dx J v wj(yﬁ dy 5 S° Ji-4]=1
" " 0 se |i-j>1
(L co i = j
k1 ke h
X = AY - ’ ’ = » ’ = -1 - =
G S AL S J w00 ijxD dx = J v Cyd ijy) dy = { g se ji-3|=t
*x 4" 0 se |i-j>1

€3.260

Ainda na notagdo usual do método dos elementos

finitos, a matriz de rigidez por elemento sera :

° §+E %'E C3.27
._ x x _ v Y] - .
K [c+“A] [c ”‘A] h _u h , u |
& h 3 h
2% 2

onde u & o parimetro definido em (3.21).
Procedendo o] agrupamento dos el ementos

Cdenominade Assembly na literatura especializadad, a matriz de rigidez

global tera uma estrutura muito simples :
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o[ B 4 & h _ u ]
wl = + =
2 [ 3 h ] 6 h
h _u .
. & h .
K=¢C"+pa"= cY o+ 3, A = . . .
) h _u
) 5 h
h _ ¢ h ¢
a3 _ wf = +
& h 8[3 h]
€3, 28D
Em outras palavras, K & uma matriz de dimensio
CNE - 13, simétrica e tridiagonal , =endo que todos os elementos de

uma mesma diagonal s3o iguais. ;

o fator dois surgido na diagonal &

devido s contribuig¢des de elementos vizinhos.

3.6 - RESOLUCAO DOS SISTEMAS LINEARES.

Comp vimos na

secio 3.2 .,

procedida a

discretizacin, teremos de resclver um sistema linear que possui a

seguinte estrutura :

CC +ua> @ cc¥+uaAdz =D

Por definicgaoc,

matrizes Amsxn e Brxs & :

(3.29

o produto tensorial entre duas
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4
AeB=|! ] €3.300

gbserva-se que a matriz resultante tem mwxr linhas e nxs ¢olunas. Da
definiciao acima algumas propriedades do preduto tensorial podem ser

estabelecidas [16]
iYAeBeC=-CA@Bl)eC=A@CB®&CD>

it 2 CA+BJYeCC+DHy)~=~AeC+AeD+BeC+EBEeD

iti D ¢C A®BOYCCo® DD CAC & CB D

Obzerve que tanto em 70J quantc‘ em LiLtd
existem restricdes nas dimensdes das matrizes envolvidas de modo a
permitir as opera¢des adi¢fZo e multiplicag3o.

Usando em (3.293 a propriedade {(i{i3 com B = 1,
C =1, A=C 4+ pyA" e D= c’+ u AY verificamos dque aquela

expressio & equlvalente a :

fCC+pa*> @ I1110cc +pa¥>1z=0b €331

" Esta nova maneira de escrever o sistema se

torna Gtil por permitir a deccmpcéigia em dois sistemas mais simples :
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(CC+pA") © I1y=0>DO 3.3
e depois:

[T eCC +uaAYDd>12z=9y C3.33

Chamande [ C C* +u A*)> @ 11 de A e

[I1eCC +uA’>]1de B, teremos que resolver

Ay

1t
o

(3. 2342

Ez =y . (3,35

"Olhando para a expressido que define A e para

€3.28), vemos que :

R Rz ]

Nz P Rz ©
Rz | s | Az]
A= . . .t C3. 365
O t o : * . 2
L 2 4

Assim, essa matriz & simétrica e tridiagonal
por blocos, cujos blocos ¢ A1 e Az D sio matrizes diagonais. Nos

blocos das diagonais secundarias ( Az D), os elementos ser¥c iguais a
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h6 - ph renquanto nos blocos da diagonal principal ¢ A4 D,0s
elementos serf3o iguais a 2%( h/3 + u/h J.
Procedende anal ogamente em - relagao a

B, verificamos que ela terid a seguinte estrutura :

[ B

B ] © €2.37

Portanto, a matriz do sistema linear (3.35 ,
B, é diagonal por blocos; cada um desses blocos ¢ B D & uma matriz
simétrica e tridiagonal, cujos elementos das diagonais secundarias s3¥o
iguais a h/B - puh e cujos elementos da diagonal principal so
iguais ag »C h3 + uh D

Come vimos anteriormente, em razio de termos
tomados o mesmo nimero de elementos por direcdc , A e B s%o matrizes
de ordem € NE - 1 >* , enquanto o©s blocos A1 , Az e [B sBo de
ordem C NE -1 2 .

Em [4), & apresentada a sugestioc de efetuarmos
PAP' , onde P ¢ uma matriz de permutac®c de ordem CNE-13% de modo a

transformar o sistema (3.34), num sistema diagonal por blocos, ou

seja, com mesma estrutura de (3.38). Cptamos por outre caminho
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julgamos melhor efetuar P A transformando o© sistema (3.34) num
sistema triangular superior por blocos com a seguinte estrutura:
r ~1

I Az o

_ T Azt .
PA=%-= I 1 Re ¢3.39

cnde n & igual a NE - 1

Come citames anteriormente, as matrizes As e
Az sBo diagonais @ possuem todos os elementos iguais, portante a
inversa de A1 (A1 seréd facilmente calculada:; é também uma matriz
diagonal com todos os elemenios iguais ao inverse multiplicativeo dos

elemantos de A,
Tomando Q = A2Ri, e M = ARz’ teomos entdo :

ARs = M - ¢
Re = M - &3t C3. 300

-1

CRr-13"

?‘"""
3
n
=
I

A matriz de permutaciac que L Omamos,
responsédvel pela triangularizagac de A @ gue devemos multiplicar pele

vetor b ac resolver o sistema (2.34) , é triangular inferior, com a
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seguinte estrutura:

1 A1l "
-[As&:]ﬁi [Aa&z]-1 (4]
[A«+RaR1] ™ ? |-[A«AsR2I"I [R4R21"1

L L . - L L]
* 4 & & = »
L]
-

Z0Anedeee@aBed " |0 v v 4 4 o e o |-TAnes AnB217Y] [An+1R2]*
C3.40>
OCs blocos que ficam nas subdiagonais {mpares
tém sinal negativo.
Dessa maneira, o] sistema C3.34> ficou

transformado em:

Ary=5b -
A=PA
Onde : e C3.41>
b=Pb
Se tomarmos o vetor b com a seguinte estrutura
de blocos :
[ B |
Bz
b= L ] c3.42)
-BN‘
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ent3oc b sera :

i _ AitBs ; T
~[RaR11 By + [HaR2I! B2 :
b =Pb= *

+

LAt . R8ALTTTBe DL —[Anes. . R3A21 Br-t+ [AnesRz] BN

£3.433

3.7 - ARMAZENAMENTO.

Do exposto -anteriorme.-nt.e. estamos em condi¢des
de =znalisar agquilo gque considerames um ganho na opgi3c peloc métode
elementos finltos com direcdes alternadas em contraste com o método
elementos finitos na sua formulagSe tradicienal. Como sabemos, na
for_mﬁlar;ﬁo tradicional do método elementos finitos a discretizagio nos
conduz a um sistema de CNE - 137 edua;ﬁes. até aqui temos sempre nos
referido as matrizes dos sistemas lineares que iremos resolver com a
ordem de CNE—l)’. portanto nio havendo vantagem quanto a espago de
memdria requerido. Na verdade, nosso procedimento seri feito de um
modo diferente.

De fato, apezar das mairizes Jdos =sistemas
(3.34) e €3.35 serem de ordem (NE-1)>% resclveremos sistemas de ordem

NE-1, constituidos pelos blocos que descrevemos anteriormente, e a
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solucio seria armazenada no proprio vetor do lado direito do sistema.

Assim, para resclver (3. 34> precisaremos de
espaco para armazenar o vetor b ocupando ¢CNE-13% posi¢cSes de memdria,
(na verdade B) e 2 matriz de permutagac que, por ser constituida de
blocos gQue <s3o diagonais com todos os elemento= iguais, sera
armazenada num vetor de NE*E‘pcSiQEeS. Como citamos anteriormente, 2
solugio seri armazenada no proprioc veter b, Resolvido o sistema
proveniente de (3.34) , cujos bloco, matrizes dos coeficientes, sZo da
ordem NE-1, deveremos resolver os sistemas de (3. 35).

Em (3.35) temos todos o= blocos iguais € veja
3.37 J; a2lém disso, cbservamos que eles s3o tridiagonais, simétricos e
positivos definidos , utilizamos ent3o a decomﬁcsi¢§o de Cholesky uma
tnica vez a cada intervalo de tempe (de fate somente nos trés
primeiros tempos, pois nos demais tempos nic havera necessidade de
refarer a-decomposicﬁc uma vez gque a matriz dos coeficientes nic =ze
alteréré). Resolvemos ent3co dois gistemas triangulares obtendo a
solucic para aquele determinzde tempo.

Podemos ent3o verifiear a validade da
afirmacic que fizemos anter;armente de que a numeragaoc dos nds surge
de uma maneira natural quando da resolugcio dos sistemas. De fato, toda
vez que resolvermos um bloco de (3.34) estaremos debterminando a
solugio na diregio de y, ou seja, os resultados nos nés verticais:
como resol veremos de £;és para a frente, resoclver um bleco de (3, 3%

significa retroceder um néd na dire¢io de x.
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Em termos de armazenamento para resolver
(3.3%), seguimos a sugestZo de {11), em que, dado um sistema linear
cuja matriz dos coeficientes é& de ordem N, simétrica e de banda @ .
devemos armazena—-la n'uma. matriz retangular de ordem (Cm + 13 x N, de
modo e a diagonal figque na primeira coluna e as subdiagonals
Csupericr..- ou inferioresd nas colunas postericores. Esse tipo de
procediment.: armazena  (p + msz’z zerocs, o gue RO NOSSo CcASo hAo seri
muite . Como nossos blocos Ao tridiagonais (m = 12 armarzenamos apenas
a diagonal e uma subdiagonal, ou seja, guardamos numa matriz cuja
dimensdo & [CNE-1)> X 2 ]; armazenamos portanto um Unico zero. Usamos
este procedimento tanto na hora da decomposigfo quanto na hora de

resalver os sistemas triangulares.

3.8 - PROBLEMA COM CONDIGCAO DE NEUMANN NA FRONTEIRA.

"No capitule anterior vimos que temos de
resolver dois problemas da equag¢io da onda : um com condigio de
fronteira do tipo Dirichlet nule e outro com condi¢io de Neumann
homogéneo na fronteira.

Ateé aqui, nos detivemss no problema com
condicdes de Dirichlet, qﬁe por ter a solucl3o valor nule na fronteira,
nFc numeramos os nds do bordo da malha.

Ao resclvermos o problema com condigiFo de

Neumann homogénea na fronteira, devemos estar atentos ac fato de que a
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solugiao ndc sera nula na fronteira, mas sim a sua derivada normal
exterior. Portanto teremos de acrescentar, de alguma forma, os nés da
fronteira.

A formulacldo fraca para esse'problema e a
mesma de (3.2); no entanto algumas alteragces surgem nos pasSsos
seguintes . Em primeiro lugar observamos que o espace de aproximagio,
necce problema n2o mais podera ser H; » pols a =olugao n3c seria nula
na fronteira; tomaremos o espago de aproximagfo H'.

Nessce racliocinio fol no sentido de n3o
zerescentarmos muitas alteragdes no programa de computador
desenvolvide para resolver o problema anterior. Assim, sugerimos o
procedi mento a seguir.

Simulamos uma amplia¢ic deo dominio, de modo
que nesse nove dominio a solugio assuma valores nulos na fronteira.
Observamns que esta ampliac;a'o & equivalente a usar H' no dominio n3o
ampliﬁdo. quando, como é o nNosso caso, a base para © H' feor composta
pelos splines lineares. Em termos praticos este procedi mento
corresponde a aumentar em dois ¢ ndmero de nds em cada diregleo. Nesta
nova malha podemos utilizar o mesms programa degde que em algumas

partes do mesmo fique especificada a identificaglc de qual dos dois

prcbl'ema.s estari tratando naquele instante.
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sza forma, nosso dominico fol ampliado para :

NN
\\¥

I
I

=

Deveremos estar atentos ao efetuar os cileulos
do lado direite dosz sistemas lineares. No cidleule Zzs integrais,

deve-se identificar quando estaremos na regidoc da expansio da

1

fronteira ¢ area hachureada); nesse caso, a conbtribuicZo seria nula.

PAG. 48



CaF. v FERRAMENTAS COMPUTACIONALS

41 - INTRODUCAO.

No capitule anterior fornecemos informagdes
que nos possibilitam elaborar um programa que implementado em um
comput ader operaciconalize o2 procedimentes ali prescritcs. ou seja,
que noz dé condigdes de efetivamente resolver as equagdes (2.268) e
C2.287>, descritas no capftule 1I. Neste capitule descreveremos a
maneira como rezlizamos esta etapa de programagio deo esquema  de
calculo proposto.

Nosso programa sera desenvolvida na linguagem
FORTRAN, e foi implementade inicialmente em micerocomputadores pessocails
do tipo IBM-PC. Com a finalidade de obtermos solucdes no menor tempo
possivel, assim como pela possibilidade de avaliag:Ec de malhas com um
maior nimerc de elementos por diregio, fizemos posterior implementagio
no computador VAX-VMS Versao 4.5 da UNICAMF, e os resultados aqui
apresentados foram obtidos nesse tipo de equipamento.

Inicialmente descreveremos o algoritmo
utilizadeo para determinar o vetor deslocamento em (2.12 tomande por
base as decomposicdes propostas em C2.3) e (2.47). Apresentaremens o
fluxograma com O procedimentos adotados ao resolver (2.28) ou (2.27).

Quande resolvemos numericamente  uma equagac
cuja Solugio & conhecida, podemos - ent.20 analisar © comportamento da
aproxima¢do pela medida do erro em relacidc A =olucie exata. Neste
capitulo apresentaremos alguns exemplos de equagSes em que a solugio &

conhecida; forneceremos medidas para os erros cometidos para estes
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exemplos.
Por fim apresentamos resultados da equagao das
ondas acUsticas (gquando n3o conhecemos a solugdoc exatad. Exibiremos

ainda graficos para as condas longitudinal e transversal .

42 - ALGORITMO.

Como vimos no capitulo - dois, dever emnos
resol ver duas equagdes uma para a onda leongitudinal e outra para a
onda transversal; a primeira tem condi¢io de fronteira do tipo Neumann
homogéneo e a segunda tem condi¢lo do tipo Dirichlet nuleo no bordo. De
posse dos potenciais obtidos das resol ucoes das equagdes
supra-mencionadas, podemncs | obter © vetor dezl ocamento p=la
diferenciac?o citada em (2.11).

Apresentamos & segquir o algoritmo utilizade

nesce nosso trabal ho.

1. Entrada dos dados. Deve?se fornecer os Seguintes dados :
1.1 - Namero de elementos por direg¢3o 7
1.2 - Nimero de intervalos de tempo 7
1.3 - Valor de A da perturbag¢io do método de Galerkin com

airegaes alternadas 7
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Z. Resclugio da equagio da onda acistieca (Z2.26).
£.1 - Identifica o praoblema.
.2 — Questiona se tem solugio exata.

=
2.3 - Solucio em toda a malha 7
2

.4 ~ Aproximagdoc para o processo iterative =surgide no

tempo 1 7

3. Resolucic da equagac da onda-acﬁstic:a (8. 87).
3.1 — Identifica o problema.
3.2 - Questiona se tem solugidc exata.
3.3 -~ Soluclo em toda & malha 7
3.4 -~ Aproximagic para o processe iterative surgide no

tempo 1 7

4.3 - FLUXOGRAMA PARA ONDAS ACUSTICAS.

Apresentamns a sSeguir o fluxograma com oS
procedimentos utilizados quande da resolugio das equagdes das ondas

aclizticas (2.26) e (2.27).
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ENTRADA DOS DADOS

CALCULA LADD DIREITO
DO SISTEMA LINEAR — b

ST M
IT < 4 S MONTA MATRIZ
NAO
MODIFICA b )
ATUALIZA b NO
RESOLVE SISTEMAS PROCESSO ITERATIVO
LINEARES x

NAO

RESULTADOS NO TEMPO |
IT - 1
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NT = Nlmero de intervalos de Tempo.

4.4 - O PROGRAMA DE COMPUTADOR.

Passamos agoraz a descrigio do programa

computacional que efetiva oz procedimentos previstos na figura 4.1, e

que tem a seguinte estrutura:

F—?—A» [ ENTRAD g

s « | GRADRES |
2 VETORE s
"1 FORMA |
S T MODF B ]
1
[PROGRAMA PRINCIPAL
e | CHOLEAL |
SN SOLVSL S | I
_ d PROGREGE ]
- PRI TERBL 1
L 22,0 SAT ERRO 1

T FId. 4.2

441 - VARIAVEIS COMUNS.

Nesses nossos programas temos os seguintes

bBlocos comuns

BL1/NE,NN,NI ,ND NT
BL2-H,DT,XLAMB, AF,P1,F2

onde

NE -+ Nimero de elementos por direcio
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NN + NE - 1 para condi¢io de contorno do tipo

Dirichlet nulo no bordo; se condig@o de contorno for do tipo Neumann

homogeénes NN = NE + 1.
NI + NE - 2 para condigio de contorno do tipo
Dirichlet nule no bordo, se condi¢ﬁb de contorno for do tipo Neumann
homogéneo NI = NE
ND »+ ¢ NN OF
NT_% thero de intervalos de tempo
H + Comprimento do sub-intervalo no espago
DT + Comprimento do sub-intervale no tempo
XLAMB + Parametro requisitado para estabilidade X

AP -+ Velocidade do melo

Pl e P2 + Nos gaussianos num elemento genérico

442 - PROGRAMA PRINCIPAL.

Ne=sse programz temos a destacar

AA e BC que servirdo péfa compor as matrizes., OCbserve gque isso
somente & feito até o terceiro nivel de tempo, uma vez que nos demais

ela Nn3c se alterara.

AK e EMAX erro relativo e erro relative maximo dcorridcs ne

processo iterative do tempo 1.
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EPS ¢é o critério de parada para o processe iterativo.

SUB=ROTINA PRITERB1 calculari a primeira parcela do processo
iterativo ocorrido no tempo 1 (Vid)., E de se notar que =se ITER
C(contador das iteragdes neste processe) for idgual a zere n3o
chamaremos esta sub-rotina, iste ocorre porque (como clitamos ne

capitule I1ID a aproximagio inicial é nula.

Vetor B guarda o© lade direite do sistemz linear e também a

golucio.
Yetor RES1 guarda a salu¢§o de duas iteractes anteriores.
Yetor RESEZ guarda a éolu&ﬁo da itefaqgc imediatamente anterior.

(CSEEIEIENEIE DEIEIEIETE EIE I NE SEIMEDEIC NI PENEIEIEIEDEDEPEIE IEIEIEIEIE NI I IE-3E 36 IEDE DI IE IEIENE 0 2EIE DEDEIEMIEEIEIEIEIE

C RESCLVE EQ. DA ONDA BIDIMENSIONAL PELO METODO DAS DIRECOES
C ALTERNADAS COM CONDICAC DE FRONTEIRA TIPO DIRICHLET OU »

c NEUMANN HOMOGENEOS. >
(PSRN DEIE I IEIEIE DE I DI IENEIEPEIE DI I DD I D ICIEIEIE IEIE NI IS DEIE I IENEIENE SENENE SEIEIEIENEIEIIEIIE I
PARAMETER  (MZ=10)
PARAMETER € MM=MZ36MZD
REALWS BCMMD ,H, XXCM2D , YYCMZD , DT, XTCMZD , XLAME, AA,BC
REAL®8 EFS, VICMMY,PCM2Y,UMI,PL, P2
REAL28 RES1C MM, RES2CMMD , AP, EMAX , B1 CMMD , B2C MMD , ACMZ, 2>
COMMON./BL1 ~NE, NN, NI, ND, NT
COMMON~BL2/H, DT, XLAME, AP, F1 , P2

R ENTRADA DOS DADOS DO  PROBLEMA 33608
CALL ENTRADX XX,YY,XT,IND,ISE,ISS

3620 LACO NO TEMPO 236362
DO 40 IT=1 ,NT

FEMIEN COMFOE O LADO DIREITO I

nnn NN non
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CALL VETORBCXX,YY.XT,IT,RES2,B,INDD

NO TEMPO 1CIT=2) Bl(I> E'2A. PARCELA CALCULADA PELA INTEGRAL
B&(I> SOL. NO PASSO ANTERIOR E A APRONIMACAD INICIAL E'NULA

DO 5 I=1,ND
IFCIT. EQ. 2 THEN
B2CID=0. DO
B1CI>=BCID
ELSEIFCIT. GT. 2> THEN
BCID =BCI>#DT*DT
ENDIF
CONTINUE

FEIE2EI MONTAGEM DAS MATRIZES DO SISTEMA I

IFCIT.LT. 4D THEN
IFCIT.EQ. 1> THEN
UMI=1.DO '
ELSEIFCIT. EQ. 2> THEN
ITER=0 -
WRITEC %, %) ' EPSLON P~ PARADA®
READC %, 3O EPS
UMI =DT
ELSE
UMI =XLAMB»DT»*DT
ENDIF '
AA=CH/3. DO+UMI ~HY = DO
BC=H.6. DO-UMI /H
ENDIF

sy MODIFICA O LADOD DIREITO  sdemx
CALL MODFBCAA.BC.FP.B)
2EIE2E3¢ RESOLVE OS SISTEMAS PEIEIEN
CALL SOLVSISCIT,A,AA,BC.P.BED
IFCIT. EQ. 2> THEN
¥ PROCESSO ITERATIVO NO TEMPO 1 2262036
IFCITER. EQ. OOGOTO 21
EMAY =0. DO
IFCITER. GT. 0O THEN
DO 12 J=1,ND
AK=ABSCCRB2C I3 -BCIID /BCIDD

IFC AK. GT. EMAXD EMAY =AK
ENDIF ’
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21 IFCEMAY. GT. EPS. OR. ITEE. EQ. OO THEN
C
C B3I CALCULA O PRIMEIRO TERMO DO Bl (Vi) FEIEIEDE
C
CALL. PRITERBIC(B,V1i)
C
C I ATUALIZA PROCESSO ITERATI VO SEREIEN
C
Do 14 1=1,ND
B2CI>=B(IJ
14 BCIJ=V1C(1I>+B1(I3
ITER=ITER+1
ENDIF
IFCEMAX.GT.EPS.OR.ITER. EQ. 126G0TO 11
WRITE(C», %) 'NA ITERACAO *,ITER,"* ERRC MAY. REL. ' .,EMAX
ENDIF :
C
C WA SATDA DOS RESULTADDOS E DO ERRO WEIEIC W
C
CALL SAIERRO(E,XX,.YY, XT,IT,RES1 RES2,ISS, ISED
C
C EIEIENE ATUALIZA RESULTADOS SEENE
C -
DO 15 1P=1,ND
RESICIPY=RES2CIP)
15 RES2CIPI=BCLIP)
40 CONTINUE

END

443 - ENTRADA DOS DADOS DO PROBLEMA.

Consideramos essa sub-rotina aute explicativa;
ela nada mais contém do que os dados de entrada, os cialculos das
partigdes assim como das coordenadas no espago e no tempo e os néds
gaussianos. Agqui também é feita a jdentificagi3c de que problemas
estaremozs tratande, se com condiq:i'd de fronteira do tipo Neumann ou
Trichlet homogénecs. Acreditamos que os prépriocs comentdrios sejam

uficientes para esclarecer qual quer- davida.
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SN DE DEIEIE DN IEIE I SENEIE DI SEIE I IENE I I PE DI IEIE I DN
C ENTRADA DOS DADOS »
0 0 0 0 DD JE SIS0 S D SEDENEEIEIEYEIEIEIEIEIEN
SUBROUTINE ENTRADCXX,YY , XT,IND,ISE,ISSD
PARAMETER (MZ=1002
REALM8 XI XF,H,F, X,Y,XXCM2D YYCMZ) , XTCMZS , DT, XLAMB, AF,PR,PL ,P2
COMMON.~BL1 ~NE, NN, NI ,ND,NT
COMMON-BL2-H, DT, XLAME, AP, F1 P2

XI=0.DO
XF=1.D0
WRITEC>,2%)* NRO. DE ELEMENTOS EM X E Y ,(DEVEM SER IGUAISY'
READC %, %3 NE
WRITECE5,%) 'Nro. DE ELEMENTOS. ' ,NE
WRITEC %, ) * NRO DE TEMPOS®
READC %, ¥)NT
WRITEC &S, ¥) *Nro. DE TEMPOS® ,NT
DT=1 . DODBLECCNT-123
WRITEC %, %> * VALOR DA VELOCIDADE <A>"
READX %, % AP
WRITECHS, %) * VALOR DA VELOC. <A>’, AP
WRITEC*, %' LAMBDA'
READC , %5 XLAME
WRI TEC 65, ) * LAMBDA® , XLLAMB
H=C XF-XI) /DBLECNE)
WRITEC, %' C. DE CONTORNO TIPO NEUMANN ? C1) OU DIRICHLET®
READC %, %¥3IND
WRITEC %, %) ' POSSUI SOL. EXATA SIM=1°’
READC %, %01 SE
IFCISE. EQ. 1) THEN
WRI TEC 2, 35 * RESULTADO EM TODA MALHA CS=1)°
READC %, %) I SS
ELSE
1SS=1
. ENDIF

.CONDICAO DE NEUMAN NN=NE+1 E NI=NE,SE DIRICHLET NN=NE-1 E NI=NE-2
NEUMANN O DOMINIO E' AMPLIADO E LACO E' MAIOR

nonon

IFCIND. EQ. 1> THEN
NN=NE+1
NI =NE
XXC1D=XI-H
YYC1D=XI-H
NLACO=NE+3
FELSE
NN=NE-1
NI =NE-2
XXC1D>=XI
YYC1D=XI
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NLACO=NE+1
ENDIF
ND=NN»*NN

DIRICHLET O LACO EH ATEH NE+1 DE NEUMAN EH ATEH NE+3

nno

DO 10 I=2,NLACO
J=I-1
XXCID=XXCIO+H
10 YYCID=XXCID

XTC12=0. DO
DO 20 J==2,NT+1
I=3-1

20 XTCI>=XTCID+DT

c NOS GAUEST ANOE

PR=1_DO-SQRTCZ. DOD
Pl=_5DOxH»(1.DO-PRD
PE=. SDO%H*(1 . DO+PRD
RETURN

END

A 44 - CALCULO DAS INTEGRAIS.

Ao caleularmos a2 matriz do sistema linear
resultante da discretizaciﬁ; nao tivemos muite trabalho e o= calcules
envolvidos foram razoavelmente simples e feitos precisamente em fungac
de h._ A & AL, Agora precisamos caleoular as integrais para cbtencio do
lJado direite do siztema linear.

Para o calculo, fizemos ¢ percursce nho sentido
de baixo para cima e da esquerda para a direita, come € feita a
propria enumeracio das nossas malhas.

No tempo zero e no tempe um, nossos calculos
foram feitos exclusivamente usande Quadratura Gaussiana com dois néds
em cada direg¢3o pof elemento.

Para exemplo, suponhamos que estejamos no né

pg, onde p = 1,...,NN e g =1,...,NN, ou seja, que queiramos calcular
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o elemento (p-1J%(NN3 + g do vetor do ladeo direito do sistema linear.

Tomemos entZc a figura abaixo para melhor visualizag3c

P-1 Gt P+ Qe
- - E . -
v ; 111
. . pa” .
P-1 Q e Fri G
I : II
L] - :, - -
P-1 Q-1 : Pra G-1
P a-4

Estando no nd pg. comegaremos identificando os
4 nos gaussianos n2 direcac de x & na direg¢aco de y, partindo do nd
p~1.qg-1 . Nosse caminho seri no sentido anti-horaric percorrende os
quadrantes I,I1,II1, & IV, dali o lago que & dado em I de 1 atée 4.

Come esta comentado, Kx e Ky s=ervirio para
identificar qguais nés gausel anos, XG e YG, devem ser tomados num
determinade quadrante.

Azsim procedende teremos a integral num

determinade quadrante I igual a :

z z
{H, V> =JSfH. Vd:dy = y3 b ¥ HOXGLi2,YGC00 .  VCXGCL ,YGC PO
C4.10

Tomande V  para  as fungdes de forma,

efetivamos os calculosz de :

No tempo zero

raa. 61



CAF. IV FERPREAMENTAS COMPUTACIONAIS

g U

(Uo.aﬁ:) . <VU°.VaB> e < = ., & a3 o> 4,20

P g P g ¥ axay P 49
onde Uo é 2 condigido inicial da solugio.

No tempo 1
2

(S.af > , <VS .Pap > e < 35 . 3% o > 4.

P g P g Fxay =3y P 9

catd?®

onde S = At U_+ EV.CaVU°)+f°3

F=4

e Ui é a condiclo inicial da derivada com relagac ac Lempo.

Hos demais tempos, teremos gue calcular as

seguintes integrais :

- < avu, v aff, > + < ", aB, > €4a. 4>

ot;servamos que o calculo da segunda integral nestes tempos € feita de
modo similar as que tinhamos nos casos anteriores, © mesmo nio e pode
dizer em relagic a primeira delas, uma vezr que U €& a solucdo no
tempo imediatamente anterior portanto um resultade numérice e nao uma
expressac algébrica. |

Uma =safda para a situacdo criada acima seria
fazer uma interpolagfo bidimensional de modo a obter uma aproximagio

para o gradiente da Solucdc no tempo anterior nos nés gaussianos, e
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assim utilizar quadratura. Ne entanto, com receic de comprometer a
precisfo optamos por desenvolver o produto internc analiticamente em
termos das fungdes de forma e assim obter expressdes parz a primeira
integral de (4.4); portanto, nao usamos guadratura gaussiana no

calculo dessa integral e o resultado serid fornecide pela sub-rotina

GRADRES,

ICON é um contador que sera utilizade quande o problems que
estivermos tratando possuir  condicio de fronteira do tipe MNeumann
homogénea. No final do capitulo anterior chamamos a atengio de gue z
regidc de ampliagaoc fiecticia da fronteira n3o deve contribuir no
calcule das integrais. Quando estivermos nos néds da fronteira devemos
sal_:e.-r em que elementos devemos efetuar os calculos para compor o lado
direite do sistema linear, issc ocorreri, segunde esta estrutura de
dados que utilizamos, quando ~ JCON for igual a zero; nos elementos
dos cantos ICON seri igual 2 2 e nos outros elementos marginais ICON

sera igual a 1, nessas duas Situacdes ni3o efetuamos os cialoul os.

SN SN MEIEICIEIEIEDE DEIE N IEIEPEIE 6 IEIEDE ICIEIE IEIEIEIEIE N
C CALCULA AS INTEGRAIS *
(S ESENE DI DI I DI IEIE M IEIEIEIEIEIEIEIEIEIE SEIEIE
SUBROUTINE VETORBCXX,YY,XT,IT,RES2,B,INDD
PARAMETEE UMZ=100)
PARAMETER (MM=MZsMZD
FEAL»8 51 ,52,.X1,.X2,Y1 ,Y2,H, XGC43 , Y640 ,PP.PQ.F.FIC4D
REAL»8 JX(MZD  YY(MZD , 53,584, G020 ,DXF , DYF,FONTY ,XLAMB, DT
EEAL®B DFICZ,40,.D2FIC4) ,RESE(MMD  XTC(MDD ,BCMMY ,RE, ARRC 4D, AP
REAlL»8 DDF,.D32,D4,DX11,DY11,DD11,F11.,.F1.,.P2
COMMON.“-BL1 #NE, NN, NI ,ND,NT
COMMON~BL2-H, DT, XLAMB, AF,P1 ,P2

DO 850 IM=1i,NN
X1=4XCIMDY

X2=XXCIM+1D
AGC1O=M1+P1

PAa. B3
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Xelad =X1+Pg
XG(33=Xa2+P1
AGC 4D =X2+P2

DO S0 IN=1,NN
JI=NN»#CIM-12+IN

E' UTILIZADO NA SUBROTINA GRADRES

non
~

K=JJ~NN-1

Y1=YYCIND

YE=YY{IN+1D
YGC1=Y1 +P1
YGCE) =Y1 +P2
YGC3D=Y=+P1
YGL 4D =Y2+PE
S1=0.D0
DO 20 I=1,4

-
c ICON DIFERENTE DE ZERO IDENT. QUADRANTE FORA DO DOM. REAL
C
ICON=0
¢
c X¥ E KY SERVEM P~ SABER QUATS NOS GAUSSIANOS DEVEM SER
c TOMADOS E Pr INDICAR SE OS MESMOS ESTAO FORA DO DOMINIO
¢ REAL- QUANDO USAMOS CONDICAO DE NEUMANN
c
IFCI_EQ.1.0R.I.EQ. 4>THEN
KX =0
ELSE
KY=2
ENDIF
IFCI.LT. 3) THEN
KY=0
ELSE
KY=2
ENDIF
c
¢ COM C. DE NEUMANN VERIFICA SE ESTA* FORA DO DOMINIO REAL
- .
IFCIND. EQ. 1DTHEN
IFCIN.EQ 1.OR.IM.EQ. 1. OR. IN. EQ. NN. OR. IN. EQ. NN2 THEN
KW=KX+1
KZ=KY +1 _
IFCXGCKW) . LT. O. OR. XGC KW . GT. 12 ICON=I CON+1
IFCYGCKZ) . LT. 0. OR. YGCKZD . GT. 1DICON=I CON+1
ENDLF
IFCICON, GT. 0XGOTO 20
ENDIF
S2 PRIMEIRA INTEGRAL S3 A SEGUNDA E S4 A TERCEIRA

nnon
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=0.
0.
0.

ean
EE

CHAMA ROTINA QUE IDENTIFICA SOL. NO TEMPO ANTERIOR
IFCIT.LT.3GOTO 5

CALL GRADRESCRESZ2,1,JJ.K,IN,RE,ARRD

U 0O nNoOon

DO 10 JX¥=1,2

DO 10 JY=1.,2
PP=XGLKX+JIX2
PQ=YGLKY+JYD

CHAMA AS FUNCOES DE FORMA

oD

CALL FORMA1CI,IT,IN,IM,XX,YY,PP,PQ,FI,DFI,DaFID
IFCIT.EQ. 1) THEN
GC 15 =DXFCPP, PO
GLEY=DYFCPP,PQ).
D3=FCPP, P
D4=DDFC PP, PQ
ELSE IFCIT. EQ. 2> THEN
GC1)=DX11CPP,PQ, AP, DTD
2> =DY11CPP,PQ, AP, DTD
‘D3=F11CPP,PQ, AF,DI>
D4=DM1CPP,PQ, AP, DD
ELSE
D3=FONT1(PP,PQ, XTCIT-133
ENDIF
IFCIT.LT. 3)THEN
S3=S3+GC10%DFIC1 , ID+GC SO DFICE, ID
S4=54+D4%D2FICID
ENDIF
10 S2=S2+DINFICID
IFCIT. EQ. 1D THEN
21 =51 +. 25DO%S2+. 25DOXSI+. A5DOXSA
ELSEIFCIT. EQ. 2) THEN
1 =51 +, 25DOAS2+. SSDORSINDT +. 2ED0*SAMDTHDT*DT*DT
ELSE :
S1 =51 +. 28DO%S2~AFXRR
_ ENDIF
20 CONTINUE
BCIYD =51
50 CONTINUE
RETUREN
END
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445 - FUNCOES DE FORMA.

Como comentzmos no capfitule III, adotamos

H%cm para nosses espag¢os de  aproximacio J& e .My . Aesim, no

elemento genérico, teremos para v, e v, .

}+1 -
vaCxJ = n
e
» X
¥ = Xy
FIra. 4.4 w0 = h

Olhande para a figura 4.2 guandoc da c¢elocagio

das fungdes de forma, teremos a seguinte perspectiva:

Assim teremos -

raa. BS
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Ng Primeiro Quadrante :

FIlCi> = wZCxD wsz') = —-j—'—;- Cx - xk)Cy - ykD

h
C4.5D
No Segundo guadr”.ﬁnte
= -'-~---—-—-——1 -_— L r
Fi1(ay = w:leD wZCyD 2 C X 0 B LY }kD
Flo. 4.7 c4. 63
No Terceireo guadrante :
é,/:! \/ 4 .
: - FIC3D = v;Cx.‘) V"C}'D = - kaﬂ— ) C ylc-*-a_h v
FIG. 4.8 h
4.
No Quarteo Quadrante :
7 FICad = w0 piyd = 1o x—x €y -y >
: 2 1 e "% ¥
Fra. 4.9 )
C4.80

A, B, C e D servem exatamente para identificar os ndés anteriores e

posteriores ao elemento pg da figura 4. 3.
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I informa em que quadrante estamos, ¢ desvio sera para 10, 20,30,
ou 40 , para 1 igual a 1, 2, 3 ou 4 respectivamente, al o= calculos
s3o feitos somente naquele gquadrante e retorna imediatamente para a

sub-rotina YETORB.

Somente nas 2 primeiras iteracdes & que e calcula DFI E D2FI.

(0036 30 53 5C-IE 96 36 HE 36 IEIE DEIEIEIE IE IEIEIE I JEIEIEIEN
C FUNCOES DE FORMA »
00396 6 00 WD D D D M 3C 36 36 I 2636 36 JE M I JE HEHEIEDEN
SUBROUTINE FORMALICI,IT,IN,IM,XX,YY,=, T, FI,DFI,D2FID
PARAMETER (MZ=100D
REAL®8 S, T,A,B,C,D,FIC45,DFIC2,4),XXCM2D , YYCMZ) ,DEFIC4D

c
A=XXCIM
B=XXCIM+2D
C=YYCIN>
D=YYCIN+2D
Cc
C FI=FUNCOES DE FORMA DFI=DERIVADA D2FI=DERIV. SEGUNDA
C

GOTOC1 0,20, 30,4001
10 FIC1D=CS-A)»{ T-CD
IFCIT.LT. 3 THEN
DFIC1,1)=CT-CD
DFIC2,1)=CS-A>
DEFIC10=1.D0
ENDIF
_ RETURN
20 FIC2) =( ~S+BD % T~
IFCIT.LT.3>THEN
DFIC1 ,232=-CT-CD
DFIC2,2>=( -S+B>
DEFIC&d=-1.D0O
ENDIF :
RETURN
30 FIC3) =C ~-S+B) % —T+DD
IFCIT.LT. 3D THEN
DFIC1, 3D =—C =T+
DFICE, 3=~ -S+B)
DEFICRY=1.D0C
ENDIF
RETURN
40 FIC4)=CS—-A) % ~T+D)
IFCIT.LT. 33THEN
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‘DFIC1, 4D =C~T+D>
DFIC2, 4)=-(S-AD
DEFIC42=-1.D0C
ENDIF
RETURN

IF PORQUE SO NOS DOIS PRIMEIROS TEMPOS CALCULA-SE DFI E D2FI.

T On

END

4.46 - INTEGRAL ENVOLVENDO GRADIENTE DA SOLUGAO NA ITERAGAO
ANTERIOR.

Como citamos na segac anterior, nas iteragdes
maiores que dois, hd uma integraglc que, em troca da precisidc, nao
utilizavamos quadratura gaussiana; isso ocorre quandc temos que

calcular : <avU", Vap(?q) .

O que fizemos foi desenvolver esse produto

interno em termos de :

o] - “ u
U _‘é L cx‘,_Cx) ﬁjCyD C4.9D

Dessa forma, teremos :

h g ]
= » * + » L]
<{aVu ,Vapﬂq> a { _; U't.i [ a; o ﬁj ﬁp xo fj s ]

x x yp

C4.100
onde os Iindices mais abaixo (x e y) evidenciam em relagic a gue
variavel & feita a diferenciagao.

Ainda tomando como referéncia a figura 4.3
teoremos : .

No Primeiro Quadrante :
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n

v o= Up-t q=-1 & 1,?1 * Up q-1 azﬁi * qu aaﬁz * Up—1 -] al.ﬁz
C4.11D
efetuandoc os devidos calculos encontramos :
n 1 1 2 1
< vuUu, Vo > =a |-z U - =U + = U - = U
a pﬁﬁ [ 3 “p-t q-1 6 "p g 3 pq B "p-1 q]
C4.120
No Segundo Quadrante :
no_
U= Up q-1 d1ﬁ1 * Up+1 q-1 szﬁ1 * Up+1 q zﬁz * Up q aiﬁz
C4.132
@ & integral
; n _ 1 1 1 L. 2
{ a VU » v dpﬁq > = a [ 6 UP Q-1 § Up‘.‘ -1 E Up_'_‘. a + 5 qu
C4.142
Mo Terceirec Quadrante :
T
U = Up qQ O‘lﬁl M Upu q azﬁs + Upd-l qes azﬁz + Up qed alﬁz
C4.180
¢ a integral
n s = 2 _1 _ 1 .1
< a VU v apﬁq a = qu 8 Up“ a 3 Up_._1 q+t 5 Up q+1
C4.18D
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No Quarto Quadrante :

+ + +
u= Up—1 q-1 a1ﬁz Up+1 q-1 afz qu c’lz:ﬁ:: Up-—1 q azﬁz

C4.173
e a integral
n i 2 1 1
= . - + — —_— -_—
< avVVuU, ¥ apﬁq > a 5 Up-z G-t 5 UP+1 a1 & qu 5 Up—x q
£4.180
1 2 1 1
Obzerve que o= valores 5 5 & e 3
repetem-se alternadamente; o vetor ARE guarda esses valores e

utilizamos uma estrutura de dados que toma as =seqiiéncias prescritas
acima, sendo que o vetor IB sera o apontador das mudangas que devem
ocorrer de um gquadrante para o outrlc.

PES & um vetor gque estando num gquadrante
localiza o= quatreo valores da Solugio no tempo anterjior.

AQ & um vetor auxiliar cque guarda
tempﬁrariamente o valor de ARR.

RR & o valor da integral no gquadrante.

I NN I NESE N NE2E 3N SIE FEIEIEIE I FEIEIE ME P MEIEYE M NI MEIEPENEIEIEDEIE I MOIEIEIEIEIEIEIEIENEIEIEIEN

C PROGRAMA PARA CALCULAR A INTEGRAL: DO PRODUTO 3
C ENTRE O GRAD.DA SOLUCAO NA ITERACAO ANTERIOR %*
C E O GRADIENTE DAS FUNCOES DE FORMA »®

A YN I DE NS D I M D M I I NN M Y M MDD I NI NI I DI I I MO IEIEICIEN FEIEIIEMEIEIEIEIEIEN
SUBROUTINE GRADRESCRESZ2,1,JJ3,K,IN,ER, ARKD
FPARAMETER (MM=10G000)
REAL»8 RES2(MM) ,PSC4) ,RR, ARRC4D , AQC 4D
INTEGER IBC42
COMMON.-BL1 ~NE, NN, NI , ND, NT

IBC1D=0

I1BC2D=NN
IBC3D=1

rPAQ. Ti
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]
=
}

IBC4D =-NN
K=K+IBCI>
KK=K
DO 30 J=1,4
KK=KK+IBCJ)
I1=IN-1+41.-3+]/3
IZ2=IN+] ~3+J-3-NN-2
IFCCKK. GT. 03 . AND. CKK. LE. NDJ>. AND. (I1.GT. 0>. AND. CI2. NE. O3)THEN
PSC J2 =RES2CKKD
ELSE
PSCI>=0.DC
ENDIF
30 CONTINUE
EE=0_DO
IFCI.GT.12G0TD
ARRC1D=-1 DO 3.
ARRCZ)=—1. D05,
ARRC3D=2. D03, DO
ARRC 4D =ARRC 2D
3= BO 34 IX=1,4
34 A IXI=ARR(CIXD
DO 40 JJ3=1,4
IFCI.EQ.12G0TO 35
KP=1J-1+E
IFCKF. GT. 43 THEN
KP=MODCKP, 42
ENDIF
ARRC I D =AQCKPD>
35 BE=FR+ARREC JJD»PSCJI0
40 CONTINUE
RETUREN
END

B8l

447 - MODIFICA O VETOR B

Ne capfitule anterior, verificamos que ao
resolver © cistema linear (3.3234) faziamoes uma pré multiplicagc3o por
uma matriz P, e dessa forma nessa matriz A fTicava transformada em A e

© vetor b do lado direito do sistema paszava 2 ser b. Aqui fazemos

essa transformagaco.
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€1 corresponde a M .

P(1) <=erz correspondente a Ag e P(I) = &rm'

Convém observar que M nio seri tratado como
uma matriz, o mesmo ocorrendo com A, lsso porque Ltratam—se de matrizes
diagonais com todos os elementos iguais; por essa raziao armazenamos

esges valores e os deles decorrentes num vetor.

(0 6 3EYE 36 3 96 EIEIEIE IEIEVEIEFEIE I IEIICIEIEICIEIEIEIEIE IEIEH
C MODIFICA © VETOR b *
36 MDD D MU I IEIE W M IEDE I I 3 E 6 D6 DEJEIEIE E BEPEIENE N
SUBROUTINE MODFBCAA,BC,F,B)
PARAMETER (MZ=100D)
FARAMETER (MM=MZxMD
REAL»g BOMMD ,PCMZ ,C1, AA,BC
COMMON.“BL1 #NE, NN, NI ,ND,NT

C1 =AA~-BC
PC12=C1 -BC-AA
DO 20 I=2,NI
20 PCId=C1-1.D0-PCI-102
IO 30 I=1,NN
30 BCID=BCIJ - AA
DO 40 KC=1 ,NI
K1 =NN»#C KC-13
K2=NN=#KC
DO 40 J=1,NN
K=K1+J
JEK=K2+]
40 BCIK3 = ~BCKY+BC JKI ~BCY ~PCLKCD
RETUEN
END

4 48 - RESOLUCAO DOS SISTEMAS LINEARES.

Aqui temos a destacar a montagem de um bloco
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da matriz B do sistema (3.3%) (sdo todos iguaisd, observe que essa
mentagem =6 € efetivada nas trés primeiras iteragdes, uma vez que nas
demais ele nio se modifica.

Como A decorrente de (3.34) fol construida de
maneira a2 possuir os blocos na diagonal iguzie 3 identidade e o=
outros blpcos da diagonal superior s3o todos iguais e obtidos em
fungdco do vetor P, 2o resolvermosz o primeiro sistema nao montamos a
matriz e o resultado (como comentado no capftule anteriord ficarid
arpazenado no prépric vetor b ( que depois da sub-rotina anterior
passou a ser b 3.

Ohservamos gue a matriz B é& armerenada na
forma retangular com duas colunas e NN Cigual a NE-1 para condigio de
contorno de Dirichlet homogénec e igual a NE+1 para condi¢fo de
contorno do tipe Neumann homogéneo? linhas. Verificamos também que 2
decomposi¢io de Cholesky s & feita uma vezr a cada nivel de tempo e

somente até a terceira iteracio, depois, como ja citamos, a matriz nao

se modifica.

CIEIEICIE I PEIEIE I 22 SEIECIEICIEIEIEIEIEIEIEICTEIEICICIEIE PEIEIEIEIENEIEIENE

C RESOLVE OS5 EISTEMAS LINEARES »*
(C DEIE I IE SEFEI PN DM IC I DE I E I EIEIEIE I NI NI IEIEIENE I IS I
SUBROUTINE SOLVSISCIT,A,AA,BC,P,.B2
PARAMETER (MZ=1002
FPARAMETER (MM=MZsMZ)
REALX8 ACMZ, 2> ,BOMMD [ PCMD , XCMZ . BBCMAD ,C1 ,RT, AA,BC
COMMON~BL1 ~NE, NN, NI ,ND,NT

COMPOE: A MATRIZ A NAS 3 PRIMEIRAS ITERACOES

nnn

IFCIT.LT. 43 THEN
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DO 10 I=1,NN
ACI,10=AA
10 ACl,23=BC
ACNN, 22 =0
ENDIF

RESOLVE O PRIMEIRO SISTEMA

non

DO 80 IK=1,NN
IFCIK. EQ.12THEN
rI=0. D0
ELSE IFCIK. EQ. NND>THEN
RI=BC/AA
ELSE
RI=1.D00-PCHN-TXD
ENDIF
DO B0 K=1,NN
NF=NN-K+1
NQ=HD-I K¥NN-+NP
BBCNP> =BCNQD —RIBBCNFPD

RESOLVE O SEGUNDO SISTEMA
DECOMPOE UMA UNICA VEZ ATE A 3A. ITERACAC, DEPOIS USA A DECOMP,

nnnnd
o

IFCIK. GT.1.0R. IT. GT. 2XEOTD 55
DECOMPOE CHOLESKI NA PRIMEIRA VEZ
CALL CHOLEAICAY

RESOLVE S=SISTEMAS TRIANGULARES

&)

CAlLl PROGREGR(CA, BB, X3

ARMAZENA EM B O RESULTADO

oonoUinNnNn onn

DO B0 JJ=1.,NN
NR=NN-JJ+1
NS=ND-I K¥NN+NE
60 BCNS)=X(NRD
80 CONTINUE
EETURN
_END

4.49 - DECOMPOSICAQO DE CHOLESKY.

Essza sub-rotina feol feita para efetuar a
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decomposi¢ao de Cholesky em matrizes simétricas, positivas definidas ,
de banda M, & que estejam armazenadas numa forma retangular contendo a
diagonal principal na primeira coluna e as demais subdiagonais
(somente as inferiocres ou somente as superioreszsd, nas colunas
restantes. Em virtude de termos utilizado fungdes "chapéu" para a
base do elemento finito, nossos blocos B s3c tridiagonaiz, portanto a
banda & 1, se usarmos outro tipo de base havera variagdo no valer de

M, e © programa continua valide desde que se ajuste esse parametro.

(05 96 636 26 36 26 IE 96 9E IE I D6 PEIE IEIEIEIEIEIE IEIE I IEIEIEICIC I IEIEIE W IEEIE I MEMEIE IE I 6 FEDEIEIE I FEIEIEIEIEIEMEIER
c FAZ A DECOMFPOSICAO DE CHOLESKY NA MATRIZ RETANGULAR
(0 962698 M3 YW 2 I 0 PE 2 33316 26D D D26 D59 263N 3 IEIENE IE 39305 96 IEIEIE IEIE I I IENEIE I MMM

SUBROUTINE CHOLEALCAY

PARAMETER (MZ=100D

REALM8 ACMZ, 2D

COMMON./BL1 #/NE, NN, NI ,ND,NT

M E* A BANDA, ELEM. LIN. M=1

00N

M=1
DO BO MP=1, NN
ACMP, 1) =SQRTC ACMP, 133
DO 10 J=2,M+1
ACMP, I3 =ACMP, I) ZACMP, 1
IFCNN. LT. MP+M> THEN
MI =NN
ELSE
MI =MP+M-1,
ENDIF
10 CONTINUE
DO 20 I=MP+1 M+
1FCI. GT. NNDGOTO 20
MK=M+MP-T +1 _
MJ=I -MP '
DO 15 J=1,MK N
15 ACI,JD>=ACI,ID-ACMP, MJ+1)%ACMP, MI+JD
20 CONTINUE
50 CONTINUE
RETURN
END
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4 410 ~ RESOLUCAO DOS SISTEMAS TRIANGULARES.

Ezea <sub-rotina resolve o5 dois sistemas
triangulares surgidos na decomposicic de Cholesky;, aqui também
consideramos as matrizes dos sistemas triangulares dispostos na forma
retangular que fol descrita na seg3oc anterior, e © mesmo comentarios

ali contidos s3ac vaAlidos para o parametro M.

(202626 2 3 WD 0D 305 0 IEDE E DT CEE EPE I MDY VE FEIEIEIEEIEIEWEIC IEIEIEN

C RESOLVE OS5 SISTEMAS TRI ANGULARES ¥»
(596 DE 96 9E 3 DE W SEUEDE EYESEFEIE B IEIEIENE I IEME SOOI IEIE DI HEIEIEIEICIEICIE N
SUBROUTINE PROGREGRLA, BE, X
PARAMETER (MZ=100D
REALMB ACMZ,2),BB(MD  X(MD ,E
COMMON~BL1 #NE, NN, NI ,ND,NT

NN

M E’ A BANDA, ELEM. LINEARES M=1
M=1
o
c SUBST. PROGRESSI VA
C
. XC1D=BBC1D/ACL,1D
DO 20 J=2,NN
S=0. DO
DO 10 I=1,J-1
IFCI-I. GT. DGOTO 10
S=S+ACT , J=I +1D3%XCID
10 CONTINUE -
20 XCIS>=CBBCIY - ACT,1D
c
c SUBST. REGRESSIVA
c
XCNND =XCNND ~ACNN, 1
DO .40 I=NI,1,-1
S=0. DD
DO 30 J=I+1 NN
IFCJI-I.GT. MGOTO 30
S=S+ACI , J-I+1J%XCID
30 CONTI NUE
40 XCID=CXCID-SD/ACT, 1)

RETURN
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END

4411 - CALCULO DO PRIMEIRO TERMO NO PROCESSO ITERATIVO.

No tempe 1 temos um processo ‘iterativeo e o
lado direito do sistema & determinado por
cAtd® €1 - catd® A% e &Y cU'- %I 4 gt €419
onde ' & calcul ado pela =oma das integrais de (4.3,
Dando para cut- Yoy Cwvetor de
CNNszosiq:EeSD 2 estrutura de blocos
-.-“E}_M:
Bz
s
U= . C4. 200
Dn=g
R
2
e tomando k = CALD Cl—CAt.Dz.); Lteremos © primeiro termo do processo
iterativeo igual a :
rag. 78
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2 AY Us - AY Uz
—AY Us + 2 AY Uz - AY Us

-
L]

;‘.;' . C4. 21D
— AY Ur-1+ + 2 AY Ur - AY Ur+s
i - AY Un-12 + 2 AY Un A
Lembrando sempre que (devido a base por nés
adotadad
(" -
':' —
™ se I = j
- y = -_— }.. = -— -
AL = A_H_ 1 =~ se |i-§| 1 cd. 28
0 se |i-j] > 1
v

PM no programa € o valor gue acima chamamos de k.
V & o wvetor deo lade direite Ji atuzalizade e nmodificade, e
correspondera a um bloco que descrevemos acima.

- ~ 1
V1l é o vetor de saida com os valores que serio adicionados a & .

{0 DI N DEMEIE SEIEIE NN IEIE 6 MEIEIEIEIEIE I IEIEIEIE M I IEIE SEICIE DI IE M IENE I I

C CALCULA O PRIMEIRO TERMO DE B NO TEMFO 1 »*
(O MEDEIE I IEHEIEIEIEIEIEIEIEIE IETEIEFEIEIE DI DI IEPEIEDEICIEIEIEHEIE IEIEIEIEIEIEIE JEIEIE I HICIE
SUBROUTINE PRITERBi(V,V1i)
PARAMETER C(MZ=100)
PARAMETER (MM=MZIxMZD
REAL»8 Al ,Bl1,Cl,A2,B2,C2, V(MM ,BCMMD ,PM, H, VIOCMMD
REAL»3 AF, XLAMB,DT,F1,P2
COMMON~BL1 #NE, NN, NI ,ND,NT
COMMON-BLZ-H, DT, XLAMBE, AF,F1 ,F2

PM=DTH#DT»C 1. DO~CDTHDTI D ¢ HaeHD
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DO 10 I=1,NN
DO 10 J=1,NN
TK=(CTI-31D%NN+J
MK =1 K-NN
NK=IK+NN
IFCI.EQ.1>THEN
Al =0.DO
C1=VCNKD
ELZE IF(CI.EQ. NN3>THEN
Al =VOMED
C1=0.D0O
ELESE
Al =V{ MKD
C1 =sVONKD
ENDIF
Bi=VCIKD
10 RCTED=—A1+2. DOxB1 —C1
DO 20 I=1,KNN
DO 20 J=1,NN
JK=CI -12NN+J
IFCI. EQ. 13THEN
AZ=0. DO
C2=RBC JK+12
ELSE IFCJ. EQ. NNDTHEN
As=BC JK-1D
CZ2=0. DD
EL<E
AP=BC JK-12
Ce2=BC(JK+1>
ENDIF
B2=BC JK5
ViCJKI =( —A2+2. DOXB2-C2) ¥PM
20 CONTINUE
RETURN
END

4412 - SATDA DOS RESULTADOS E ANALISE DO ERRO.

E==za sub-rolinz processa ous resultado a cada
iteracio, prois como vimos na se¢do 3.3, as solugdes dos sistemas
lineares (2 poder3c n3c ser a solugcio do nossc problema, mas zlgo

obtido em sua fungio; assim teremos:
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No Tempo zero

v =z C4.23)
No Tempo 1

U=z + ° Ca.24)
HNos demals Tempos

U™ = z-uUm ez ca.2m

A efetua os calculos da solugcio em cada nd.
B & um vetor que armazena a sSolugido a cada nivel deo tempo.
Nezca sub-rotina colocamos também a opgico de

avaliar a medida do erro no casc de se conhecer a solugac exata. A
medida foi feita n2 normz do L%, e a integracio realizada pelo mét.odo
de | Sitmpson [171; utilizamos este método e niaoc quadratura parz
ganharmos no fator tempo,

ERE calcula o erro entre A e UEX (scluclo exatad em cada nd.

SES & o acumul ador do erro.

S IEEDEIEIEIE SENEIEIE I SENEIEIE IE 3 IE DEDEIEIEIENEIE IEIEIERE I I FEIE FEIEIEIEIEFEIE I I IESENEIEMIEIEN

C SAIDA DOS RESULTADOS E DO ERRO RELATIVO 3

C MESEIEIEIEIEIEIEMEIEIEIE IEIEIEICIE I ICIEIEIEIEIEIEIE I DI M IE DI IEIE SN IEICIEIE NI I
SUBRQUTINE SAIERROCE,XX,YY.XT,IT,RES1,RESZ,ISS, ISED
PARAMETER (MZ=1002
PARAMETER (MM=MZaMZ
REAL»8 BCMM),ER, SSS, UEX, XXCM2D , YYCMD , XTCMD , AB
REAL»8 RESI(MMD ,RESZ2(MMD ,A,FLl,FP2,H,DT, XLAMB, AP
COMMON.~BLZ2-H, DT, XLAME, AP ,P1 , P2
COMMON.-BL1 #NE, NN, NI , ND, NT

SES=0. D0

IFCISS.EQ.1. AND. ISE. EQ. 1D THEN
WRITEC», 40D

ElLSEIF(ISE. EQ. 1. AND. ISE. NE. 12 THEN
WRITEC %, 45D :

ENDIF
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DO 10 I=1,NN
DO 10 J=1,NN
JIN=NN%(I-1D+]
IP=MOIXI,=D
IJ=MODCIN,2)
IFCIT. EQ.12THEN
A=RC.JND
ELSE IFCIT. EQ.2)THEN
A=BCINI +RES2CJIND
ELSE
A=BCIND +2. DO%RESZCINI -RES1CJND
ENDIF

SE POSSUIR S0L. EXATA ANALISA O ERRO

IFCISE. EQ. 15 THEN
AB=UEXCXXCI+LD ,YYCT+1D ,XTCITID
ER=A-AE
IFCIP. EQ. 13 THEN
IFCIT. EQ.1DTHEN
ER=ERxER»1 6. ODO
ELSE
ER=ERxLE»E_ ODO
ENDIF
ELSEIFCIP. EQ. OO THEN
IFCIJ. EQ.O3THEN
ER=EExERM¥8. ODO
EL<E
ER=ERxER»*4. ODD
ENDIF
ENDIF
IFCIZSS. EQ. 12 THEN
- WRITEC»,S03XXCI+12,YYCT+10 A AB
ENDIF
SES=CSES+ER
ELSE
IFCISS. EQ. 13 THEN
WEITEC» 602 XXCTI+1D,YY(T+1D A
ENDIF
ENDIF
WRITEC(SS, *> A
BCIND=A
CONTINUE
IFCISE. EQ. 1) THEN
=SORT. SeSxHxH. g ODOD
WRITEC», 20" ERRO NA NORMA LZ NO TEMPO' ,1T-1,* E ' ,S25
WRITECES, %) ' ERRO NA NORMA L& NO TEMFPO' ,IT-1,* E *',55S
ENDIF
FORMATC-r," X*,7X,"Y",.BX., 'ECL. APROX',.4X,'S0OL. EXATA'D
FORMATC -, X*,7X,"Y* .,BX, "'S0L. APROX'D
FORMATC1iY ,F6,. 4,3X,F6.4,3X,F11.8,3X,F11.82
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50 FORMATC1X,F6.4,.3X,F6.4,3X,F11. 8>

RETURN
END

4 413 - FUNCOES.

HA necessidade de se acrescentar ac programa
as condigdes inicial=s, assim como cutras fungdes que serdo utilizadasg
nos calculog das integrais; colocamos abaixo essas  fungdes sendo que

aqui o= valores apresentados servem para © Seguinte exemplo

aty

at*
) UCX,Y,0) = SENCPI»*X)SENCPI %Y)
UtCX,Y.OD = 0

- AU=20 0 =1[0,1¥x(0,11 t « [0,7T]

ucx.,y,.ts> = 0 v (Xx,.¥2 € o4

A =olucio exata para esse problema &

U = SENCPI %X SENCPI YD COSCYExrI %D

Caex3ere3 3 TEMPO ZERQ T T:1 S50 063636 63 M0 I DEIEIEE0E D0 D6 9030 M IEIEIETEIENEIEIEIEIEIE M IEIEICICIEIEIEIENE

C VALOR INICIAL DA SOLUCAC Uo
REAL®S FUNCTION FCX,YD
RFEAL»S X,Y
F=DSINC32. 141592653D0xX I ¥DSTNC 3. 14182285300 Y)
RETURN
END ,
C DERIVADA EM REL. A X DE Uo
REAL»8 FUNCTION DXFCX,Y2
REALx8 X,Y
DXF=3. 1 41 592653D0*DCOSC 3. 1 41 592653D0%X ) #DSINC 3. 1 41 Sa2653D0O»Y)
RETURN
" END
C DERIVADA EM REL. A Y DE Uo

REAL»® FUNCTION DYF(X,YD
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REAL ™8 X,Y
DYF=3.14180=2653D0xDSI NC 3. 1 41 SO2853D0xX ) xDC0OSC 3, 1 41 592653D0%Y )
RETURN
END
C DERIVADA 2a. EM REL.. A X E Y DE Up
REAL®S FUNCTION DDFCX, YD
REAL»8 X,Y
DDF=9. 859604 4D0xDCOSC 3. 141 SO2ERID0) #xDCOSC 3. 1 41 592653D0%YD
RETURN
END
COEIE MW M TEMPO UM T T =36 5606 3000 MEIEDE I I DEIEI6IEI6 I D6 IE 036 IEIE IEIE IEIE M
C COND. INICIAL DA DERIV..
REAlL. M8 FUNCTION GCX,Y2>
FPEAL%S X,Y
=0, DO
RETUEN
END
C LAPLACI ANO DA COND. INICIAL D& FUNCAO
REAL»E FUNCTION LAPLCY,.YD
FEAL®S X,Y
LAPL=-19. 7302088D0xDST NC 3.1 41502653003 ¥DSTNC 3. 141 5826853D0xY )
RETURN
END
- FONTE NO TEMPO ZERO
PEAL®8 FUNCTION FONTECX,YD
REAL»3 X,Y
FONTE=0. DO
EETURN
END

(@]

DERIV. DA COND, INICIAL DA DER. G EM REL. A X
REAL 8 FUNCTION DGXCX,YD
REAL»S X,Y
DEY=0. DO
RETUREN
END
C DERIV. DO LAPLAC. EM RFEL A X
REAL®8 FUNCTION LAFXCX,YD
REAL»8 X,Y
LAPY =-5F2. 01 25534D0%DC0SC 3. 141 80265300 O #¥DSI NC 3. 141 S92653D0XYD
RETURN
END
C DERIV. DA FONTE NO Tzero EM REL. A X
REALM8 FUNCTION FOTXCX,Y)
FEALM™E X,Y
FOTX=0.D0O
RETURN
END
DERIV. DA COND. INICIAL DA DER. G EM REL. A Y
EEAL»8 FUNCTION DGYC(X,YD ’
REAL=E X, Y
DEY=0. DO

N
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RETUEN
END
DERIV. DO LAPLAC. EM REL. A Y
REAL»8 FUNCTION LAPYCX,YD
REAL™8 X,Y
LAPY =-62. 01 25534D0»DEINC 3. 1 41 532653D02%X ) ¥DCOS( 3. 1 41 52826530D0YD
RETURN
END
DERIV. DA FONTE NO Tzero EM REL. A Y
REAL»8 FUNCTION FOTYCX,YD
REAL»8 X,Y
FOTY=0. DO
RETUEN
END
DERIV. 2a. DA COND. INICIAL DA DERIV. EM X e Y
REAL»8 FUMCTION DGXYCX.YD
REALMS X.Y
DEXY =0, DO
RETUREN
END
DERIV. 2a. DO LAFL. EM X
REAL#8 FUNCTION LAPXY(X,YD
REAL»S X,Y
LAFPXY=-184. 818182D0O*DCOSC 3. 141 892653D0%Y 2 ¥DCOSC 3. 1 41 592853D0%Y )
RETURN
END
DERIV. 2a. DA FONTE NO Tzero EM REL. A X e Y
REAL»8 FUNCTION FOTXYCX, Y2

Y

m

REALME X,Y
FOTXY=0.D0
RETURN

. END

FPRIMEIRO TERMO (S NO TEMPO 1
REAL»8 FUNCTION F11icCX.Y,A.DTD
REAL=8 X,Y,DT,A.G,LAPL, FONTE
F11=DT*GCX, YD +. SDO»DTRDT*. Al APLCX , YO +FONTECX, Y32
RETURN ‘
END

DERIVADA DE S EM REL A X
REAL»2 FUNCTION DX11CX,Y,A,.DTD
EEAL»8 X,Y,DT,A,DGX,LAPX,FOTX
DX11 =DTDGXCX, YO +. SDOXDTHDTHC AXLAPXCX, YO +FOTXCX ,Y3D
RETURN
END

DERIVADA DE S EM REL.. A Y
REAL»8 FUNCTION DY11CX,Y,A,DTD
REAL=E X,Y,DT,.A,DGY, LAFY,FOTY
DY11 =DT»DGYCX, Y2 +. SDOMDTHDTHC AXLAPYCX , YO +FOTYCX, Y22
RETURN :
END .
DERIVADA 2a. DE S EM REL.. A X E Y

raa. 8%
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REAL»8 FUNCTION DDLI1CX.,.Y,A,DTD
EEAL»8 X,Y,DT,A.DGXY,LAPXY,FOTXY
DD11 =DTDCXYCX, YO+ SDOMDTR®DT* AXLAPYYCX, Y2 +FOTXY(X, Y22

RETUEN

END
Crr3e3 M TIEMPO N T T =323 E300 960 M MM MESENE NN IE REIEIENEDEINEIEFEIEIE MEIEDENCIEDE 6 MEIEIEIEIC I
C FONTE DO PROBLEMA EM TODOS 0O TEMPOS

REAlL %8 FUNCTICN FONT1CX,Y,TD
EEAL»8 X,Y,T

FONT1 =0. D0
RETURN
END
C Z0L. EXATA DO PROBLEMA

REAL»8 FUNCTION UEXCX,Y.,TD

REAL»g X,Y,T

UEX=DSINC 3. 141 592853D0%X) ¥DSTNC 3. 141 892653D0xY D
ExDCOSC 4. 44288293800

Para e=zze exemplo com as seguintes entradas

Nro. de Elementos por direg¢ie = 40

Tempo Final =1 =

Nro. de Tempos = 10}

Coeficiente (ad = 1

Parimetro de Estahilidade CA> = 10

obtl vemns o seguintes resultados:

ERRO NA NORMA L2 NO TEMPO 0.00 s E 4. 7ETE-OB
ERRO NA NORMA L= NO TEMPO ©0.10 = E 1.017E-03
ERRO NA NORMA L= NO TEMPO O©0.20 = E 3. 378E-03
ERRO NA NORMA LZ NO TEMPO Q.30 = E 6. 165E-03
ERRO NA NORMA LZ NO TEMPO 0.40 = E 8.122E-03
ERRO NA NORMA LE NO TEMPO O0.850 s E 8. 088E-03
ERRO NA NORMA L2 NO TEMFO 0.8B0 = E 5. 358E-03
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ERRO NA NORMA L2 NO TEMPO 0©.70 = E 2. OB4E-05
ERRO NA NORMA L2 NO TEMPOC 0.80 = E 7.191E-03
ERRO NA NORMA Lz NO TEMPO 0©.890 = E 1.460E~02
ERRO NA NORMA LZ NO TEMPO 1.00 s E 1.839E-02

Testamos o© programa com codigio do tipo Dirichlet
homogéneo para © problema cuja solugio exata & U = x%yﬁ:x—l)(y—l)t i ple

deminic [0,11X[0,1], com as =sequintes entradas:

Nro. de Elementos por diregic = 80
Tempo Final =1 =
Nro. de Tempos =101
Coeficiente Cad =1

Parimetro de Estabilidade A = 10

obtivemos o5 seguintes resul tados:
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ERRO NA NORMA L= NO TEMFOC 0.00 = E C. OOOE+OC
ERRO NA NORMA L2 NGO TEMPO O0.05 s E 1.887E-07
ERRO NA NORMA L2 NO TEMPO 0.10 ¢ E 3. 344E-07
ERRO NA NORMA L= NO TEMPO 0©.15 s E 4. 629E-07
ERRO NA NORMA L2 NO TEMPO O.20 = E 5. 708E-07
ERRO NA NOERMA L2 NO TEMPO 0.28 s E 6. 57T1E~-07
ERRO NA NORMA L2 NO TEMPO 0.30 = E 7. 228E-07
ERRO NA NORMA L=z NO TEMPO (©.35 g E 7. T1SE-0O7
ERRO NA NORMA L2 NO TEMPO ©0.40 = E 8. O72E-07
ERRO NA NORMA L=z NO TEMPO 0.45 = E B. 348E-07
EREO NA NORMA L2 NO TEMPO 0.50 s E 8. BICE-O7
ERRO NA NORMA L2 NO TEMFO 0.855 =5 E 8. 862E-07
ERRC NA NUORMA L= NGO TEMFO -0.50 s E 9. 170E-07
ERRO NA NORMA L2 NO TEMPO O. 65 = E Q. BATE-0O7
ERRO NA NORMA L2 NO TEMPD O.70 s E 1.001E-06
ERRO NA NORMA L2 NO TEMFO 0.785 = E 1. O060E-06
ERRO NA NORMA LZ NO TEMPO 0.80 = E 1.132E-05
ERRO NA NORMA Lz NO TEMPO 0.85 s E 1.217E-06
ERRO NA NORMA L2 NO TEMPO 0.80 s E 1.312E-08
ERRO NA NORMA L2 NO TEMFPO 0.85 g E 1.413E-05
ERRO NA HORMA L2 HO TEMPC 1.00 s E 1. S25E-08
Exemplos como esces Gltimos, s3c de pouca

aplicabilidade fisica, peodemos até dizer que suas finalidadess3io mais

de carater académico, nao somente por conhecermosz a solugdo exata mas
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também por nico simularem situagSes reais.

Apresentaremos a2 Segulr um exemploe que m=lhor
aproxima o fendmeno fizsico, em que se tem uma fonte puntual localizada
no centro de um dominie quadrangular, apresentando um decaimento
brusco com o tempo. Matematicamente essa fonte pode =er vista como

uma fungao delta de Dirac.

r 82U -so [ ¢x-— 5)2+( - 5)21 -—4012
— AU=100 e . yo- e
at? '
1= [0,11x(0,1] t € [0,T]
4 U X, Y, 00 =0
UtCX.Y.OD = 0
U X, Y, td = 0 v (X,.Yoe 80

O= graficoz que apresentaremos a segulr foram
obtidos com o auxflio do aplicative Energraph. Nesse primeiroc exemplo

tlvemos as seguintes entradas

Nro. de Elementos por direcio = 25
Tempo Final = 1.5 s
Nro. de Tempos = 1
Coeficiente (Cad = .25
Farinetro de Estabilidade (3D = 10

Os valores abalxo de cada grafico representam

o temps (em segundos) em que © mesmo fol tracado.
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caso €.32;.32) e simulamos o seguinte sismograma.

SISHOGRAMA EM (,32;.32)

9,89+
6.00 0.10 .26 .39 0.42 0.50 0.60 8.70 0.3 0.90 1.0
TENPO

Para a mezma fonte e condiglSes iniciais idénticas ao do

problema. anterior, executamos nosso programa dessa feita com condi¢3o
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de fronteira do tipo MNeumann homogéneo; nesse caso obtivemos os
préximos resultados

Chamamos a atengi3c para o significado fisico que possul
essa situagio. Quands impomos condi¢de do tipe Neumann, fisicamente
estamos tratando do fluxo que estard sainde do nogtse dominio. Se a
derivada normal nos limites de nossa regifeo for nula Ccondigio de
contorno tipo Neumann homogéneo), estaremos tratando de uma situagio
em gque o fluxe n3c passa para o exterior. Essa situagdo & bem

visualizada pelos préximos graficos, obtidos guando resol vemos

[ 42 _ N I z z
a U2 — AU =100 e 3° [ox—. 5 +ty—.5) ) S0t
at

U CX,Y,00 =0
UtCX.Y.O) = O

O=[0,11x[0,11 t  [0,T]

g U CX,Y.Lt2> =0 v (X,¥o € &
L o n

com as mesmas entradas do problema anterior.

rAG. 93



CAF.

v

FEREAMENTAS

COMPUTACIONAILIES

pAad. 5S4



CAP. v

AR

i ‘évvwﬂﬂzﬁﬁh
aa) \*:0‘&""’ A :3
":‘;i‘v"‘\'\‘ **—.—_'_*{l t‘, ’"\‘" Ir

AN A
ti‘!&‘ S
Ul
# "‘*};E{‘Q\A\‘:“"‘ 'igffﬁ;{#”““'

?Gﬂ

ALY
|1y
\

VAL
N
N,
Ry ‘;";ﬂ;" (8
e'

FERRAMENTAS COMPUTACIONAIZ

e
i
AN,
ﬁ@eﬁ?&iﬁ%f/ﬁ,ﬂy
Netasy / ! lt 1

raa. 95



CONCLUSAO.

Ao término desse trabalhc podemos verificar
quso grande & a amplitude dos campos do conhecimento cientifico, em
que os métodos da andlise aplicada estBo inseridos.

Pelo estude por nés efetuado verificamos que
as respostas provenientes do Método dos Elementos Finites
constituem-se de uma boa aproximagdo. Nos foi poss{vel observar também
que a perspectiva é de um aperfeigcamento cada vez maior no sentido de
gque seja possivel obter melhores resultades dispendendo menor esforgo
a cada aprimoramento do métode. Outra wvantagem do métode &, sem
divida, & possibilidade de obtengido de resultaaos em regides de
complexa geometria, o que por certo melhor aproxima os resultados das
situagdes reais.

A estratégia das Diregdes Alternadas por sua
vez mostrou-se eficiente, minimizando o problema de espago de meméria
computacicnal requerida quando da aplicagiaco do Método dos Elementos
Finitos, © que torna possivel sua implementa¢ico a nfivel de micro
computadores pesscals, © gue nac deixa de ser uma grande vantagem.

Acreditamos que o© objetive desse nosso
trabalho,(estudo do problema direto dos Métodos Sismicos com o uso do
Método de Galerkin com Diregdes Alternadas), foi atingido e que
trabalhos posteriores virdo aprofundar o© conhecimento até aqui

adgquirido.
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Portanto concluimos que © problema por nés
tratade continua em aberte , deixando espago para muitos outros
trabalhos nessa 4area de conhecimente, © que nac deixa de ser
interessante. Esperamos que as colocagdes feitas aqui sejam Uteis
guandc da elaboragac de outras pesquisas.

| E de se evidenciar ainda que todc passo
adiante, nesse campo, tem validade, principalmente se considerarmos o

cbjetivo final a que ele se propde.
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SUGESTOJOES.

Como citamos, o© problema por nés abordado
nesse trabalho continua em aberto, ou seja, ainda n8o conseguimos
atingir a plenitude dos resultados esperados. Numa visde otimista,
acreditamos gque issoc possa ocorrer num futuro préxime desde que
disponhamos fundamentalmente de pesquisadores da area de Matematica
Aplicada atuando em conjunto com pesquisadores da Geofisica, além de
um razodvel supcrte de equipamentos.

Pelo realizado nesse trabalho, podemos dar
algumas sugestges que poder'é'.'o ser Uteis a pesquisas posteriores a

onsa. Fundamentalmente sugerimos ¢ seguinte:

ad Resolugac do problema em diversas camadas.

b) Utilizagd8c de outras bases para os Elementos Finitos.

¢ Resolugdc do problema evitando as reflexses esplrias,
surgidas quando se limita o dominio, ériando—se com isso fronteiras
que fisicamente naoc existem.

d> Realizagdc de um estude no sentide de obtengdeo de um
parametro de estabilidade ¢ X J, é&time.

@) Aprimoramentc do programa computacional para aplicagac em

equl pamentos que disponham de processadores em paralelo.
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APENDICE - METODO DA COLOCAGAO

Na busca de solugdes para as equagdes hiperbdlicas
C2.25) e C2.26), tentamos fazer usoc do "Método da Colocagdo”. A razdo
para essa aplica¢3oc fol principalmente a simplicidade da implementagiac
computacicnal, uma vez que assim procedendo nac resolveriamos as
integrais que somos forgados a resolver gquando usamos © Método de
Galerkin. Descreveremos agqui em linhas gerais os procedimentos
adotados quando fazemos uso da Colocagdo.

Vamos supor gue estejamos procurando uma Solugao para um

problema envolvendc a seguinte equagaoc :

LCuUs> =+¢ 0 =1(0,1] X {0,1)

U=o0 Cx,y) € 80 CA.12

Escolhendo espagos de dimens3o finita ¢ (0 e ¢ Cyd de
modo que p,u,Cx,y) = piCxD :pj(y). 0 Método da ColocacZo consiste em

encontrar uma aproximagao : UN = 2 % P CA. 20
cnde os coeficientes e, serac obtidos de mode que :
L CUNCx‘_..yj)) = fo,‘,yj) CA. 32

e O = x‘< xz<....<x“= 1 e 0= yl< yz<....<yn = 1 sao pontos do
dominic Q ; aqui denominados de nés naturais da partigdo.

Se U, existe, entio dizemos que ela “coloca® f(xi.'yjb
nos pontos (xt.yj) de mode a satisfazer a equagac CA.12. Daf a razie

do métods receber o ncme de Celocagdo.
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A obtengiic das aproximagées depende fundamentalmente da
escolha dos espagos de aproximagaoc e dos pontos escolhidos para se
fazer a colocagio.

Quandc a colocagae @ feita nos ndés naturais da partigido,
uma escolha razoavel para as bases (XD e o{y) s3c as fungdes
conhecidas come B-Splines,.

A literatura especializada dencmina de "Colocacao
Ortogonal” aquela em gque os pontos escolhidos sdc os nds gaussiancs da
partigdc ; nesse caso, a escolha natural pars os ospagos de
aproximagioc s3o os polindmios de Hermite ciibico, e comprovadamente
a aproximagdo é melhor do que a obtida no casc em que se utiliza
B~-Splines com a colocagac sende feita nos nés naturais da partigdo
{131.

Em problemas de evolugdo os coeficientes o . Sao fungdes
da variadvel tempo,

E conveniente observar que para © sucesso na aplica¢io
desse método em problemas de evolugao, hi necessidade de se possuir um
esquema estavel para a discretizagfe da variivel tempo, de modo a n3o
comprometer a aproximagaoc.

A falta de resultades tedéricos para equagdes
hiperbdlicas, e a instabilidade surgida quando discretizamos a
variavel tempo nos fez procurar outroe método que contornasse esSse
probloma surgido. Dessa forma chegamos ao método de Galerkin com

diregdes alternadas.
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