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Resumo
Neste trabalho, propomos e investigamos uma nova metasuperfície plana, baseada em
discos dielétricos. A célula unitária dessa metasuperfície é composta por um quadrúmero
de discos, ou seja, um agrupamento de quatro discos que possibilita a excitação de modos
quase escuros, caracterizados por uma emissão de radiação muito reduzida, associada às
ressonâncias de dipolo toroidal. Esses quadrúmeros são organizados em agrupamentos
maiores, denominados supercélulas, projetadas com a mais alta simetria geométrica possível,
correspondente ao grupo de simetria C4v. Para tornar acessíveis os modos toroidais na
metasuperfície, utilizamos a teoria da representação de grupos e o método de combinação
linear adaptada à simetria, demonstrando que é necessário, primeiramente, quebrar a
simetria do quadrúmero e, posteriormente, a simetria da supercélula. Apresentamos e
discutimos, de forma detalhada, diferentes mecanismos para a redução de simetria, processo
pelo qual se modifica a simetria geométrica da estrutura para ativar modos eletromagnéticos
específicos. Quando a simetria da supercélula, originalmente do tipo C4v, é reduzida para
o grupo Cs, a metasuperfície passa a apresentar, simultaneamente, ressonâncias toroidais
e antitoroidais, estas últimas associadas a distribuições de campo com topologia oposta
à dos dipolos toroidais convencionais. As previsões teóricas foram validadas por meio
de simulações eletromagnéticas de campo completo full-wave, considerando a incidência
de uma onda plana sobre a estrutura, confirmando o comportamento esperado. Por fim,
discutimos as potenciais aplicações das estruturas analisadas, destacando seu uso em
dispositivos ópticos avançados e sistemas fotônicos.

PALAVRAS-CHAVE: Modo Toroidal; Metasuperfície; GHz.



Abstract
In this work, we propose and investigate a new planar metasurface based on dielectric
disks. The unit cell of this metasurface is composed of a quadrumer of disks, that is, a
grouping of four disks that enables the excitation of quasi-dark modes, characterized by
very low radiation emission, associated with toroidal dipole resonances. These quadrumers
are arranged into larger groupings, called supercells, designed with the highest possible
geometrical symmetry, corresponding to the C4v symmetry group. To make the toroidal
modes accessible in the metasurface, we employed group representation theory and the
symmetry-adapted linear combination (SALC) method, demonstrating that it is necessary,
first, to break the symmetry of the quadrumer and, subsequently, the symmetry of the
supercell. We present and discuss in detail different mechanisms for symmetry reduction,
a process by which the geometrical symmetry of the structure is modified to activate
specific electromagnetic modes. When the supercell symmetry, originally of the C4v type,
is reduced to the Cs group, the metasurface starts to exhibit both toroidal and antitoroidal
resonances, the latter associated with field distributions of opposite topology to those of
conventional toroidal dipoles. The theoretical predictions were validated through full-wave
electromagnetic simulations, considering the incidence of plane waves on the structure,
confirming the expected behavior. Finally, we discuss potential applications for the analyzed
structures, highlighting their use in advanced optical devices and photonic systems.

KEYWORDS: Toroidal; metasuperfície; GHz.



Lista de ilustrações

Figura 1 – Três famílias de multipolos dinâmicos. Representação artística de confi-
gurações de carga e padrões de radiação de campo distante de energia
elétrica, magnética, e multipolos toroidais. Adaptada [25]. . . . . . . . 27

Figura 2 – Esquemas idealizados de a) modo escuro TO, grupo magnético C4v; b)
modo ATO escuro, grupo magnético C4v, setas circulares azuis mostram
o fluxo do campo magnético em quadrúmero. . . . . . . . . . . . . . . 30

Figura 3 – Vista artística das metamoléculas compostas por oligômeros de disco
totalmente dielétricos. Da esquerda para a direita: exemplos de tríme-
ros, quadrúmeros, pentâmers e hexâmers. Normalmente a onda plana
incidente com campo elétrico direcionado a um dos eixos de simetria
dos oligômeros que é empregada para excitar Ressonâncias dipolares to-
roidais. Quando as respostas dipolares toroidais são excitadas, o campo
magnético (setas vermelhas) forma um circuito fechado que penetra
todas as ressonadores dielétricos, gerando assim um momento de dipolo
toroidal fora do plano (setas amarelas)[45]. . . . . . . . . . . . . . . . . 31

Figura 4 – Resposta toroidal da caixa do trímero. a) Vista esquemática da me-
tasuperfície na qual as metamoléculas são compostas por discos em
forma de trímero. b) Parâmetros geométricos de uma célula unitária
na metasuperfície em (a), onde r = 150 nm, d = 250 nm, P = 1000
nm e altura do disco h = 250 nm. Campo elétrico do onda plana nor-
malmente incidente é ao longo do eixo y. O trímero apresenta simetria
C3 em relação ao eixo z fora do plano. c) Espectro de transmissão de a
metasuperfície do trímero. A ressonância do dipolo toroidal é marcada
com cor sombreada. d) Resultados da expansão multipolar e espectro de
transmissão detalhado da região sombreada em (c). Seis termos estão
envolvidos: dipolo elétrico (ED), dipolo toroidal (TD), dipolo magnético
(MD), quadrupolo elétrico (EQ), quadrupolo (MQ) e octopolo elétrico
(EO). e,f) Distribuição do campo magnético e do campo elétrico respec-
tivamente, calculados no mergulho de transmissão em (d). Setas em (e)
indicam vetores de campo magnético[45]. . . . . . . . . . . . . . . . . . 31



Figura 5 – Momento dipolar elétrico exato com contribuições correspondentes do
dipolo elétrico LWA e momentos de dipolo toroidal de um único trímero
para sua (a) irradiação lateral e (b) frontal por um onda linearmente
polarizada. A designação dos vetores k e E do onda incidente e uma
aparência do modo próprio toroidal do trímero são dadas nas inserções.
No modo próprio, setas vermelhas e pretas correspondem ao fluxo de
correntes de polarização elétrica e respectivamente, a seta amarela
em negrito indica o dipolo toroidal momento T, e as setas azuis em
negrito indicam o dipolo magnético momentos m de discos individuais.
A posição do modo próprio no escala de comprimento de onda é marcada
por uma cruz vermelha. Parâmetros do trímero são: εd = 22, hd/D =
0,45 e em at/D = 1,125[46]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Figura 6 – Esquema das metamoléculas cíclicas em estudo para N = 3,4. Em todos
os casos, hastes polaritônicas idênticas e infinitamente longas de seção
transversal circular e um raio R = 8 m estão localizados em os vértices de
polígonos regulares. O material da haste é LiTaO3compermissividadeεr

= 41 em torno de 2 THz[47]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
Figura 7 – Uma vista esquemática de dois projetos de um metasuperfície dielétrica

composta de (a) trímeros e (b) trímeros gêmeos, e (c) um esboço da
célula unitária com um trímero[48]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Figura 8 – Evolução dos espectros de transmissão em função do comprimento de
onda normalizado para a metassuperfície composta por células unitárias
quadradas (p x p) com (a), (b) trímeros não perturbados e (c), (d)
trímeros perturbados por deslocamento de um disco particular à uma
distância ∆Ht ao longo do eixo y[48]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Figura 9 – As distribuições de campo magnético para as três primeiras ressonâncias
de Mie do dielétrico toro. (a) Ressonância dipolar magnética; (b) Res-
sonância magnética quadrupolar; (c) TDR. O topo e painéis de botões
representam os valores absolutos e vetor de aração do campo magnético,
respectivamente. A seta em (a) indica o vetor de onda incidente. Aqui,
os diagramas de campo em (a-c) estão no plano x-y (isto é, plano z =
0)[49]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Figura 10 – (a) Esquema da metasuperfície consistindo de uma matriz de cilindros
ocos de silício sobre um substrato de vidro e a configuração de onda
plana incidente. (b) Esquema de uma célula unitária e parâmetros
geométricos. (c) Vista superior de uma célula unitária e parâmetros
geométricos[51]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36



Figura 11 – Malha de elementos finitos aplicada à célula unitária, destacando-se
na caixa de ar, as regiões de PML, substrato e portas. b) Vista dos
discos dielétricos que estão imersos em diferentes meios em a). c) e d)
Mapas de cores e vetores dos autocampos ~E e ~H calculados para o
modo toroidal suportado pela estrutura, respectivamente. . . . . . . . . 40

Figura 12 – Esquema da metasuperfície dielétrica investigada composta de Quadrú-
meros. A supercélula unitária que consiste em quatro Quadrúmeros é
delineada por um contorno quadrado pontilhado preto. . . . . . . . . . 41

Figura 13 – Célula unitária do quadrúmero com elementos de simetria . . . . . . . 43
Figura 14 – Redução da simetria C4v a Cs. Exemplos de perturbações em quadrúme-

ros: a) preservando o plano σd2, b) preservando no plano σv1, os discos
perturbados são marcados por círculos pontilhados; c) preservando o
plano σd2, d) preservando o plano σv1, em c) e d) perturbações são
realizadas por deslocamento dos discos representados por setas. Em a)
e c) perturbações são efetuadas por um ressonador, em b) e d) por dois
ressonadores. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Figura 15 – Exemplos de geometrias que proporcionam tentativas de diferentes
simetrias da supercélulas unitárias em um arranjo com quadrúmeros:
a) Quadrúmeros não perturbados, grupo C4v. Perturbação por um
ressonador: b) grupo C4v, c) C4v, d) Cv

2v, e) Cd
2v, f) C2, g) Cs

v1, h) Cs
d2, i)

C1. Discos perturbados são indicados por círculos preenchidos, as linhas
denotam planos de simetria, pontos no centro da unidade supercélulas
indicam eixos de simetria. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Figura 16 – Supercélula unitária com quadrúmeros descritos pelo grupo Cv1
s , plano

de simetria σv1, para a excitação de a) modo TO, b) Modo ATO. Os
círculos preenchidos denotam discos perturbados, os símbolos e � e ⊗
em quadrúmeros mostram a orientação de momento toroidal T , para
cima e para baixo, respectivamente. Hx e Hy é a orientação do campo
magnético da onda plana incidente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

Figura 17 – Supercélula unitária com quadrúmeros descritos por grupo Cd2
s , plano

de simetria σd2, para a excitação de a) modo TO, b) Modo ATO. Os cír-
culos preenchidos denotam discos perturbados, � e ⊗ em quadrúmeros
mostram a orientação do momento toroidal T , para cima e para baixo,
respectivamente. Hd1 é a orientação do campo magnético da onda plana
incidente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49



Figura 18 – a) Espectro de transmissão da metasuperfície com supercélula e quadrú-
mero não perturbado. b) A estrutura do dark TO e c) do modo dark
ATO, calculado em simulações pelas autofrequência . Os parâmetros
materiais e geométricos das metasuperfícies são εd = 24, 5, εs = 1, 3,
hd/D = 0, 633, ad/D = 1, 4, p/D = 3, 333. . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Figura 19 – Evolução do fator de qualidade (curva azul) e comprimento de onda
ressonante normalizado (curva vermelha) do modo TO conforme as
funções do parâmetro de simetria para perturbação por disco único
(círculos e quadrados vazios) e dois discos (cheios círculos e quadrados)
de quadrúmeros. a) Perturbação por deslocamento, é o caso mostrado na
14c. b) Perturbação por permissividade θε = (εd+∆ε)/εd c) perturbação
por altura θh = (hd + ∆h)/hd, ambos os casos de perturbação da Fig.
14a e Fig. 14b. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Figura 20 – a) Espectro de transmissão da metasuperfície com unidade da super-
célula mostrada na Fig. 16 excitada pelo campo Hx (curvas azuis) e
campo Hy (curvas vermelhas), onde os quadrúmeros são perturbados
por um deslocamento do ressonador; b)-i) mapas coloridos apresentando
as campos elétricos e magnéticos normalizados do modo TO nos planos
z = 0, z = hd/2, z = hs/2 e z = hs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Figura 21 – a) Espectro de transmissão da metasuperfície com supercélula unitária
mostrada na Fig. 16 excitada pelo campo Hx (azul curvas) e campo Hy

(curvas vermelhas), os quadrúmeros são perturbados alterando a altura
de um ressonador; b) mapas coloridos apresentando os campos elétricos
e magnéticos normalizados do modo ATO nos planos z = 0, z = hd/2,
z = hs/2 e z = hs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Figura 22 – a) Espectro de transmissão da metasuperfície com supercélula unitária
mostrada na Fig. 17 excitada pelo campo Hd1 (azul curvas) e campo
Hd2 (curvas vermelhas), os quadrúmeros são perturbados alterando a
altura de um ressonador; b) mapas coloridos apresentando os campos
elétricos e magnéticos normalizados do modo TO nos planos z = 0,
z = hd/2, z = hs/2 e z = hs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

Figura 23 – a) Espectro de transmissão da metasuperfície com supercélula unitária
mostrada na Fig. 17 excitada pelo campo Hd1 (azul curvas) e campo
Hd2 (curvas vermelhas), os quadrúmeros são perturbados alterando a
altura de um ressonador; b)mapas coloridos apresentando os campos
elétricos e magnéticos normalizados do modo ATO nos planos z = 0,
z = hd/2, z = hs/2 e z = hs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

Figura 24 – Base do dipolo magnético para o método SALC. . . . . . . . . . . . . . 74
Figura 25 – Decomposição do grupo C4v. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77



Figura 26 – (a) Espectros de transmitância e reflectância na vizinhança da ressonân-
cia do modo TO estudada na figura 20(a). (b) Decomposição multipolar
em coordenadas cartesianas e poder de espalhamento relativo dos mo-
mentos dipolar e quadripolar, mostrando a predominância do momento
dipolar toroidal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83



Lista de tabelas

Tabela 1 – Automodos do quadrúmero com simetria C4v em termos de vetores mi

(Fig. 26) e estrutura calculada com campo magnético. . . . . . . . . . 75
Tabela 2 – IRREPs do grupo C4v, grupos magnéticos e ordem do modo. . . . . . . 76
Tabela 3 – IRREPs do grupo C2v, grupos magnéticos e ordem do modo. . . . . . . 80
Tabela 4 – IRREPs do grupo Cv1

s , grupos magnéticos e ordem do modo. . . . . . . 80
Tabela 5 – IRREPs do grupo Cd2

s , grupos magnéticos e ordem do modo. . . . . . . 81
Tabela 6 – Tabela de degeneração de simetria do grupo C4v [76]. . . . . . . . . . 81



Lista de abreviaturas e siglas

2D Bidimensional

3D Tridimensional

TO Transverse Oscillation, modo toroidal

ATO Anti-Transverse Oscillation, modo antitoroidal

COMSOL COMSOL Multiphysics, software de simulação numérica baseado no
Método dos Elementos Finitos

SALC Symmetry Adapted Linear Combination, combinação linear adaptada à
simetria

EM Eletromagnetismo

FEM Finite Element Method (Método dos Elementos Finitos)

GHz Gigahertz

IRREP Irreducible Representation (Representação Irredutível)

RF Radio Frequency, módulo do COMSOL dedicado a simulações de radio-
frequência e óptica

SI Sistema Internacional de Unidades

TE Transverse Electric, modo com campo elétrico transversal à direção de
propagação

THz Terahertz

TM Transverse Magnetic, modo com campo magnético transversal à direção
de propagação

MEF Método de Elementos Finitos



Lista de símbolos

e Elemento identidade do grupo de simetria

C2 Operação de rotação de 180◦ em torno do eixo principal

σ1, σ2 Planos de reflexão do grupo C2v

σv, σd Planos de simetria vertical e diagonal, respectivamente

C4v Grupo pontual de simetria com simetria quádrupla e planos verticais

C2v Grupo pontual de simetria com rotação de 180◦ e dois planos de simetria

Cs Grupo pontual com apenas um plano de simetria

C1 Grupo pontual trivial, contendo apenas a identidade

A1, A2, B1, B2, E Representações irredutíveis (IRREPs) dos grupos de simetria

px, py, pz Componentes cartesianas do momento de dipolo elétrico

mx, my, mz Componentes cartesianas do momento de dipolo magnético

Qij Componentes do tensor quadrupolar elétrico em coordenadas cartesianas

Mij Componentes do tensor quadrupolar magnético em coordenadas cartesi-
anas

Tx, Ty, Tz Componentes cartesianas do momento toroidal

ε0 Permissividade elétrica do vácuo

c Velocidade da luz no vácuo

ω Frequência angular

J Densidade de corrente elétrica

r Vetor posição no espaço

R Vetor de referência no centro da célula unitária

V Volume da célula unitária

E Vetor campo elétrico

H Vetor campo magnético



k Vetor de onda

λ Comprimento de onda

ω Frequência angular

c Velocidade da luz no vácuo

m Momento de dipolo magnético

T Momento de dipolo toroidal

P Momento de dipolo elétrico

J Corrente de polarização

D Diâmetro do disco

rd Raio do disco

hd Altura do disco

εd Permissividade relativa do disco

n Índice de refração

p Período da célula unitária

θ Parâmetro de assimetria

tan σ Tangente de perdas do disco
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1 INTRODUÇÃO

Os metamateriais possuem uma estrutura tridimensional, podendo apresentar ou
não características periódicas, e podem ser artificiais e/ou dielétricos. Esses materiais têm
sido amplamente investigados nas últimas décadas, principalmente devido à sua interação
com ondas eletromagnéticas. Essa interação resulta em efeitos que não são observados em
materiais naturais [1]. A interação dos metamateriais com campos elétricos e magnéticos é
intrínseca e particular, sendo que suas características ressonantes podem ser controladas
pela geometria das células unitárias que formam a estrutura.

Os metamateriais podem apresentar aplicações aprimoradas em funções de dispo-
sitivos já existentes, tais como antenas, absorvedores, superlentes, sistemas de cloaking,
redução de espalhamento e captação de energia [2]-[10]. No entanto, apesar da ampla
aplicabilidade dessas tecnologias, ainda persistem limitações relacionadas à fabricação
tridimensional, especialmente em escalas reduzidas, como as micro e nanométricas.

As metasuperfícies, por sua vez, correspondem às versões bidimensionais dos
metamateriais, sendo compostas por elementos artificiais de dimensões subcomprimento
de onda e espessura reduzida, o que lhes confere a capacidade de manipular ondas
eletromagnéticas [11]. Essa característica é de grande relevância para aplicações em
nanoeletrônica e nanofotônica, particularmente na fabricação de dispositivos ópticos, pois
possibilita um controle mais preciso sobre a interação da luz com o material. Atualmente,
o estudo das metasuperfícies apresenta um crescimento acelerado e, aliado à exploração
de novos materiais, tem viabilizado o desenvolvimento de tecnologias aplicáveis em áreas
interdisciplinares.

As metasuperfícies oferecem benefícios específicos, destacando-se pelo peso reduzido
e pela facilidade de fabricação. A interação das ondas eletromagnéticas na superfície desses
materiais pode ser controlada por meio da manipulação das células unitárias dispostas na
estrutura, cuja impedância desempenha um papel fundamental no controle da fase ou da
velocidade de grupo. Além da manipulação de ondas sobre a superfície, diversos estudos
em andamento investigam a possibilidade de controlar ondas planas em espaço livre [12].

No Capítulo 2, é apresentada uma revisão da literatura sobre os modos de dipolo
toroidal e sua ativação, além da análise de sistemas simétricos e de sua influência nesse
processo. São discutidos os tipos de ressonâncias associadas a modos coletivos, a estrutura
de análise composta por supercélulas e trabalhos recentes relacionados, amplamente
disponíveis na literatura.

No Capítulo 3, descrevem-se os parâmetros utilizados na modelagem geométrica da
estrutura, bem como sua implementação no software COMSOL Multiphysics. São abordadas
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as condições de contorno, os tipos de incidência, as portas excitadas e a utilização da
Perfectly Matched Layer (PML), que tem a função de absorver as ondas incidentes e
refletidas nas bordas da simulação, minimizando efeitos de reflexão que poderiam distorcer
os resultados. Também são descritas as características da metasuperfície e realizadas
análises envolvendo uma e quatro estruturas em disco, destacando-se a aplicação da teoria
de grupos na estrutura em estudo.

Por fim, no Capítulo 4, apresentam-se os resultados numéricos obtidos a partir
das perturbações introduzidas na estrutura. Foram investigados os automodos toroidais
que podem existir em uma metasuperfície composta por quadrúmeros não perturbada, o
desenvolvimento do fator-Q à medida que ocorre o aumento da assimetria na estrutura, o
coeficiente de transmissão e os mapas de distribuição dos campos elétrico e magnético em
diferentes regiões próximas ao centro dos discos dielétricos.
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2 REVISÃO DA LITERATURA

2.1 EQUAÇÕES DE MAXWELL
As equações de Maxwell constituem a base essencial da teoria eletromagnética,

uma vez que descrevem a interação e a propagação dos campos elétrico e magnético no
espaço e no tempo. Elas são expressas por [13]:

∇ · ~E = ρ

ε0
, (2.1)

∇ · ~B = 0, (2.2)

∇ × ~E = −∂ ~B

∂t
(2.3)

e
∇ × ~B = µ0 ~J + µ0ε0

∂ ~E

∂t
(2.4)

em que ~E é o vetor campo elétrico, ε0 representa a permissividade elétrica do vácuo, ρ

é a densidade volumétrica de carga elétrica, ~B é o vetor densidade fluxo magnético, t

é o tempo, µ0 é a permeabilidade magnética do vácuo e ~J é a densidade de corrente elétrica.

Ao considerar materiais sujeitos à polarização elétrica ( ~P ) e magnetização ( ~M),
torna-se conveniente reescrever o conjunto de equações utilizando as equações constitutivas
[14], as quais são expressas por:

~D = ε0 ~E (2.5)

~B = µ0 ~H (2.6)

sendo ~D o vetor densidade de fluxo elétrico e ~H o vetor intensidade de campo magnético.

Ao considerar um sistema periódico, isto é, ao assumir que as propriedades físicas
se repetem em intervalos regulares, é possível introduzir o conceito de onda plana e a
transformada de Fourier para descrever um modo harmônico nas equações de Maxwell.
Em termos matemáticos, isso é representado por

~F (~r, t) = Re{F(~r)eiωt}, (2.7)
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em que ~F denota os campos elétrico ou magnético, F(~r) é o fasor de ~F , ~r é o vetor posição
e ω é a frequência angular. Com isso, as intensidades dos campos elétrico ~E e magnético
~H podem ser expressas da seguinte forma:

~E(~r, t) = Re{E(~r) eiωt} (2.8)

e
~H(~r, t) = Re{H(~r) eiωt}. (2.9)

Ao substituir (2.8) em (2.5), encontra-se:

~D(~r, t) = ε0 Re{E(~r) eiωt}. (2.10)

Dessa forma, em um sistema livre de fontes ( ~J = 0 e ρ = 0), (2.1)–(2.4) podem ser
reescritas em suas formas harmônicas, ou seja,

∇ · H(~r) = 0, (2.11)

∇ · [ε(~r) E(~r)] = 0, (2.12)

∇ × E(~r) + iωµ0 H(~r) = 0 (2.13)

e
∇ × H(~r) − iωε0 E(~r) = 0. (2.14)

Assim, é possível determinar a função de onda, essencial para entender a propagação e o
confinamento de ondas eletromagnéticas em sistemas periódicos [14], cuja equação é dada
por

∇ ×
(

1
ε(~r)∇ × H(~r)

)
=
(

ω

c

)2
H(~r) (2.15)

na qual,

c = 1
√

ε0µ0
(2.16)

é a velocidade da luz no espaço livre.
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2.2 MODO TOROIDAL
Os modos toroidais constituem padrões específicos de oscilação, ressonância ou

distribuição de campo que ocorrem em sistemas físicos com simetria toroidal, ou seja,
em estruturas com a forma de um toro, uma superfície tridimensional assemelhada a um
anel. Tais modos se caracterizam pela circulação fechada de correntes elétricas ou campos
magnéticos ao longo do contorno do toro, originando configurações de campo peculiares,
distintas das configurações dipolares ou multipolares convencionais [15].

O modo toroidal se destaca por apresentar uma topologia de campo magnético ou
elétrico confinada no interior da estrutura toroidal, resultando em momentos toroidais,
definidos como quantidades vetoriais associadas à circulação de corrente ou campo. Dife-
rentemente dos momentos dipolares, os momentos toroidais exibem baixa irradiação para
o meio externo, o que os torna relevantes em aplicações que demandam controle rigoroso
da emissão de radiação eletromagnética, como em metamateriais, antenas compactas e
dispositivos de ressonância de alta qualidade (high-Q) [16].

Esses modos se manifestam em diversas áreas da física, destacando-se Na óptica e
fotônica, em metassuperfícies dielétricas e ressonadores, onde distribuições específicas de
corrente deslocada e de campo elétrico ou magnético originam ressonâncias toroidais.

As propriedades desejadas para nano e microssistemas de óptica plana são, em
geral, definidas com base na amplitude, polarização e fase da luz refletida e transmitida.
Avanços teóricos e experimentais recentes têm evidenciado o grande potencial de sistemas
formados por elementos subcomprimento de onda, organizados em matrizes periódicas de
materiais dielétricos, para viabilizar funcionalidades ópticas específicas [17].

A estrutura local dos campos eletromagnéticos, que é determinada pela disposição
dos elementos constituintes, define as propriedades globais desses sistemas. Nos últimos
anos, componentes de óptica plana baseados em modos toroidais têm sido amplamente
investigados, destacando-se como alternativas promissoras para o controle avançado da
propagação e manipulação da luz em dispositivos fotônicos integrados.

Os modos toroidais constituem uma classe especial de excitações, distintas dos
modos multipolares elétricos e magnéticos convencionais [18, 21]. Em sistemas com elevada
simetria, esses modos são frequentemente protegidos pela simetria de seus estados funda-
mentais também denominados modos escuros ou presos, como observado na Fig. 1. Dessa
forma, ao contrário dos modos brilhantes, os modos toroidais não podem ser diretamente
excitados por ondas planas normalmente incidentes. No entanto, sua excitação pode ser
viabilizada por meio da quebra de simetria na matriz da célula unitária, que corresponde
à célula fundamental da estrutura analisada [22, 24].

A quebra de simetria necessária é alcançada por meio de perturbações nas metamo-
léculas das células unitárias, o que habilita o modo de acoplamento com a onda incidente.
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Figura 1 – Três famílias de multipolos dinâmicos. Representação artística de configurações
de carga e padrões de radiação de campo distante de energia elétrica, magnética,
e multipolos toroidais. Adaptada [25].

Quando as perturbações são pequenas, ressonâncias muito nítidas se manifestam nos
espectros de transmissão e reflexão da metasuperfície. Os modos toroidais são protegidos
por simetria em todos os dielétricos das metasuperfícies, ao contrário de suas contrapartes
metálicas, que fornecem um fator de qualidade aprimorado (fator Q) das ressonâncias e um
confinamento de campo próximo muito alto devido às baixas perdas inerentes em materiais
dielétricos. Essa interação luz-matéria aprimorada, devido à luz localizada nos elementos
ressonantes com modos toroidais, levou à demonstração de inúmeras aplicações, entre as
quais sensores altamente eficientes [26]-[28], filtros e interruptores de banda estreita [29],
moduladores, emissores e lasers [30]-[31], fotodetectores [32] e componentes não lineares
[20]. Além disso, a característica do perfil do campo eletromagnético do modo dipolo
toroidal também pode ser explorada em sistemas de nano-lasing direcional [33] e divisão
de feixe de polarização dependente do ângulo [34].

O elemento de construção das metasuperfícies na presente pesquisa é um ressonador
dielétrico de alta permissividade. Juntamente com o método de elementos finitos, uma
abordagem analítica de expansão de multipolos é amplamente utilizada para definir as
ressonâncias em tais partículas [35]-[36]. Os modos toroidais podem ser excitados em uma
única partícula [37]-[38], dímeros [39], trímeros [40], quadrúmeros [41]-[43], pentâmeros e
hexâmeros [44], e também em aglomerados rombóides [24].

Realizações experimentais das ressonâncias do modo toroidal são apresentadas em
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[34], [38], [40], [52], [53]. Foi revelado recentemente que, junto com os modos coletivos
chamados de modos toroidais de ordem (TO), modos de ordem antitoroidal (ATO) podem
existir em metasuperfícies dielétricas compostas por grupos de trímeros baseados em
discos dielétricos de alto índice de permissividade [52], [53]. Em arrays com TO, todos os
momentos toroidais dos discos dielétricos são orientados em paralelo, enquanto, no caso de
ATO, eles estão alinhados de forma antiparalela em discos vizinhos. Nota-se também as
peculiaridades dos modos toroidais em sistemas mais complexos, como matrizes hexagonais,
que são discutidas em [55]. Segundo Dmitriev (2021), na pesquisa Symmetry analysis of
trimer-based all-dielectric metasurfaces with toroidal dipole modes [56], demonstrou-se
que, em tais metasuperfícies, é possível controlar a polarização dos modos TO e ATO. A
excitação do modo toroidal em grupos compostos por várias partículas é analisada por
diferentes métodos numéricos.

As características dos campos eletromagnéticos podem ser obtidas por técnicas
semi-analíticas, como o método de expansão multipolar completo, que inclui os modos
toroidais [18]. Alguns modelos aproximados, nos quais os processos são descritos por
simples equações diferenciais ou algébricas, foram desenvolvidos, o que será evidenciado
nos próximos capítulos. Dentre eles, pode-se citar o modelo de acoplamento de osciladores
harmônicos [57]-[66] e o método de circuitos elétricos RLC [67], [68]. Outra abordagem
apropriada é a teoria dos modos acoplados temporais (TCMT) [69]-[71].

Entre as abordagens analíticas e numéricas, o método da teoria de grupos foi de
grande relevância para a análise dos resultados obtidos com o estudo dos quadrúmeros
[72]-[76]. A partir das propriedades de transformação de uma base eletromagnética sob
simetrias das partículas, pode-se determinar os modos naturais (autoondas), que são
modos de vibração natural da estrutura das partículas e seus comportamentos coletivos
responsáveis pelas características ressonantes de toda a metasuperfície. Esses métodos
incluem um conjunto de representações estudadas na teoria de grupos [77] e [78]. Os
métodos teóricos de grupos permitem definir regras de seleção para a existência de modos em
metasuperfícies [79]. Em [55], uma nova abordagem para tais sistemas baseados em grupos
magnéticos é apresentada. Quando as metasuperfícies são modeladas no modo discreto
de aproximação dipolar, o método de combinações lineares adaptado à simetria (SALC)
pode ser uma ferramenta poderosa [64] e [65]. Este método combina os modos individuais
de partículas, formando um agrupamento de células unitárias usando representações
irredutíveis (IRREPs) do grupo de simetria correspondente.

Diversos estudos investigaram os modos toroidais em arranjos compostos por
quatro elementos dielétricos, organizados em configurações denominadas quadrúmeros.
Teoricamente, foi demonstrado que a ressonância associada ao modo dipolar toroidal pode
apresentar um alto fator Q, sendo excitada por uma onda linearmente polarizada, incidente
normalmente sobre uma metasuperfície baseada em quadrúmeros [41, 44, 80, 83]. Isso foi
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confirmado por experimentos em [41]-[43]. No entanto, alguns aspectos do problema da
excitação de metasuperfícies de quadrúmeros e sua análise detalhada estão ausentes na
literatura.

Foi demonstrado recentemente [41], [42], que em um arranjo geométrico com
quadrúmeros é possível obter o modo de regime TO. Mostraremos que o modo ATO
também pode se manifestar nessas metasuperfícies, projetando adequadamente mais
configurações complexas baseadas em simetria e fazendo algumas considerações, além de
observar de forma analítica as ferramentas acima mencionadas. Os modos TO e ATO
podem ser observados em uma visão idealizada na Fig. 2.

De fato, uma combinação de quatro quadrúmeros em uma supercélula permite
modelar qualquer simetria relacionada ao grupo C4v e todos os seus subgrupos, tanto
teoricamente quanto na geração dos possíveis automodos de supercélulas, incluindo TO e
ATO. Assim, o principal problema deste trabalho é a investigação de tais modos nesta nova
classe de metasuperfícies dielétricas. Vamos discutir diferentes métodos para a excitação
desses modos. O problema será resolvido de forma sistemática, incluindo uma discussão
detalhada sobre a estrutura do campo eletromagnético próximo nas metasuperfícies e suas
possíveis aplicações. Todos os resultados teóricos são validados por análise de autofrequência
e por simulações numéricas de onda completa.

2.3 ALGUMAS APLICAÇÕES DE MODOS TOROIDAIS PRESEN-
TES NA LITERATURA
Pode-se observar no trabalho "Toroidal Dipole Resonances in All-Dielectric Oligo-

mer Metasurfaces" [45], de 2019, apresentado nas Fig. 3 e Fig. 4, grandes contribuições para
a área, uma vez que a pesquisa sobre superfícies totalmente dielétricas e suas metamoléculas
compostas por oligômeros em forma de disco, como trímeros, quadrúmeros e hexâmeros,
propõe o suporte a dipolos toroidais. A região investigada abrange o infravermelho.

Este trabalho estuda estruturas metálicas com projetos específicos, amplamente
adotados para obter respostas toroidais. No entanto, as aplicações dessas estruturas são
frequentemente limitadas pela significativa perda intrínseca, especialmente em frequências
ópticas. A pesquisa proposta amplia a diversidade de sistemas ópticos totalmente dielétricos,
incluindo ressonâncias dipolares toroidais.

.

No trabalho “Toroidic and Antitoroidic Orders in Hexagonal Arrays of Dielectric
Trimers: Magnetic Group Approach” [46], observado na Fig.5, investigam-se ressonâncias
de dipolo toroidal protegidas por simetria, bem como as condições para sua excitação
em um novo tipo de metamaterial eletromagnético. Esses metamateriais consistem em
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Figura 2 – Esquemas idealizados de a) modo escuro TO, grupo magnético C4v; b) modo
ATO escuro, grupo magnético C4v, setas circulares azuis mostram o fluxo do
campo magnético em quadrúmero.

matrizes periódicas planares, totalmente dielétricas, compostas por discos dispostos sobre
um substrato dielétrico. Os blocos elementares dessas matrizes são trímeros organizados
em supercélulas unitárias hexagonais, cuja simetria geométrica máxima é C6v.

A análise emprega a teoria da representação de grupos associada à teoria dos
grupos magnéticos, configurando uma abordagem inovadora para esse tipo de problema.
Verifica-se que, para acessar os supermodos toroidais da matriz, é necessário romper a
simetria da supercélula unitária em duas etapas: inicialmente, reduz-se a simetria C3v do
trímero e, em seguida, a simetria C6v da própria supercélula.

O estudo reúne resultados teóricos e experimentais relacionados à excitação do
modo toroidal. Os metamateriais propostos apresentam potencial para proporcionar uma
interação luz-matéria aprimorada, devido ao confinamento espacial e temporal da luz em
sistemas ressonantes com altos fatores de qualidade.
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Figura 3 – Vista artística das metamoléculas compostas por oligômeros de disco totalmente
dielétricos. Da esquerda para a direita: exemplos de trímeros, quadrúmeros,
pentâmers e hexâmers. Normalmente a onda plana incidente com campo elétrico
direcionado a um dos eixos de simetria dos oligômeros que é empregada para
excitar Ressonâncias dipolares toroidais. Quando as respostas dipolares toroidais
são excitadas, o campo magnético (setas vermelhas) forma um circuito fechado
que penetra todas as ressonadores dielétricos, gerando assim um momento de
dipolo toroidal fora do plano (setas amarelas)[45].

Figura 4 – Resposta toroidal da caixa do trímero. a) Vista esquemática da metasuperfície
na qual as metamoléculas são compostas por discos em forma de trímero.
b) Parâmetros geométricos de uma célula unitária na metasuperfície em (a),
onde r = 150 nm, d = 250 nm, P = 1000 nm e altura do disco h = 250
nm. Campo elétrico do onda plana normalmente incidente é ao longo do
eixo y. O trímero apresenta simetria C3 em relação ao eixo z fora do plano. c)
Espectro de transmissão de a metasuperfície do trímero. A ressonância do dipolo
toroidal é marcada com cor sombreada. d) Resultados da expansão multipolar
e espectro de transmissão detalhado da região sombreada em (c). Seis termos
estão envolvidos: dipolo elétrico (ED), dipolo toroidal (TD), dipolo magnético
(MD), quadrupolo elétrico (EQ), quadrupolo (MQ) e octopolo elétrico (EO).
e,f) Distribuição do campo magnético e do campo elétrico respectivamente,
calculados no mergulho de transmissão em (d). Setas em (e) indicam vetores
de campo magnético[45].

Na literatura, destaca-se o trabalho “Toroidal Eigenmodes in All-Dielectric Me-
tamolecules” [47], no qual se realiza uma investigação completa dos modos ressonantes
eletromagnéticos suportados por sistemas de hastes posicionadas nos vértices de polígo-
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Figura 5 – Momento dipolar elétrico exato com contribuições correspondentes do dipolo
elétrico LWA e momentos de dipolo toroidal de um único trímero para sua
(a) irradiação lateral e (b) frontal por um onda linearmente polarizada. A
designação dos vetores k e E do onda incidente e uma aparência do modo
próprio toroidal do trímero são dadas nas inserções. No modo próprio, setas
vermelhas e pretas correspondem ao fluxo de correntes de polarização elétrica
e respectivamente, a seta amarela em negrito indica o dipolo toroidal momento
T, e as setas azuis em negrito indicam o dipolo magnético momentos m de
discos individuais. A posição do modo próprio no escala de comprimento de
onda é marcada por uma cruz vermelha. Parâmetros do trímero são: εd = 22,
hd/D = 0,45 e em at/D = 1,125[46].

nos canônicos, conforme ilustrado na Fig. 6. Esses sistemas de bastonetes, que formam
metamoléculas cíclicas totalmente dielétricas, demonstram a capacidade de sustentar o
modo dipolo toroidal não convencional, caracterizado pela excitação de modos dipolares
magnéticos em cada haste.

Além dos modos toroidais, o estudo identifica modos coletivos espectralmente
adjacentes. A evolução das frequências ressonantes em função da separação entre as hastes
é analisada, revelando oscilações em torno da ressonância dipolar magnética de uma
haste isolada. Essa característica decorre da natureza fortemente acoplada dos modos
constituintes. Ressalta-se que a faixa espectral investigada corresponde à região de radiação
terahertz.

No trabalho “Symmetry Analysis of Trimer-Based All-Dielectric Metasurfaces with
Toroidal Dipole Modes” [48], publicado em 2021, são discutidas as condições de simetria
necessárias para a excitação de modos de dipolo toroidal protegidos pela simetria, organi-
zados em metasuperfícies totalmente dielétricas compostas por trímeros ou aglomerados
de discos dielétricos em trímeros duplos, como ilustrado na Fig. 7 e Fig. 8. Essas metasu-
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Figura 6 – Esquema das metamoléculas cíclicas em estudo para N = 3,4. Em todos os
casos, hastes polaritônicas idênticas e infinitamente longas de seção transversal
circular e um raio R = 8 m estão localizados em os vértices de polígonos
regulares. O material da haste é LiTaO3compermissividadeεr = 41 em torno
de 2 THz[47].

perfícies promovem maior interação luz-matéria, devido ao confinamento espacial da luz
em sistemas ressonantes com elevado fator de qualidade.

Para descrever as características dos modos toroidais presentes nos aglomerados
de discos, empregaram-se a aproximação dos momentos de dipolo magnético, a teoria
de representação de grupos, combinada com a representação linear adaptada à simetria,
e a teoria de circuitos. Os resultados teóricos foram validados por meio de simulações
numéricas de onda completa e experimentos na faixa de micro-ondas.

O estudo demonstrou que o modo dipolo toroidal manifesta-se como um estado
quase escuro no trímero, podendo ser excitado na metasuperfície pelo campo de uma onda
polarizada, desde que a simetria do trímero seja devidamente reduzida. Na metasuperfície,
as propriedades desse modo são determinadas, principalmente, pelos parâmetros de um
único trímero e não resultam da periodicidade da matriz. O acoplamento entre os modos
dipolares toroidais dos trímeros pode ocorrer nas formas de ligação e anti-ligação, resultando
em diferentes ordens do momento de dipolo toroidal líquido.

Por fim, o trabalho apresenta uma comparação entre os resultados numéricos e
experimentais, evidenciando boa concordância entre ambos.

Ao analisar a publicação “Toroidal dipole resonances by a sub-wavelength all-
dielectric torus” [49] de 2022, verifica-se que, embora as ressonâncias de dipolo toroidal
(TDRs) baseadas em metamoléculas artificiais tenham sido amplamente relatadas, os
TDRs suportados por uma única partícula dielétrica permanecem pouco explorados, como
evidenciado na Fig. 9. No trabalho citado, demonstra-se que um toro totalmente dielétrico
de subcomprimento de onda é capaz de sustentar um TDR dominante. Observa-se que o
campo magnético apresenta um considerável aprimoramento, assumindo uma configuração
semelhante a um vórtice no interior do toro, o que confirma a excitação toroidal.
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Figura 7 – Uma vista esquemática de dois projetos de um metasuperfície dielétrica com-
posta de (a) trímeros e (b) trímeros gêmeos, e (c) um esboço da célula unitária
com um trímero[48].

O estudo discute a influência dos parâmetros geométricos, da permissividade
dielétrica e da polarização na evolução dos TDRs. Verifica-se que a excitação toroidal
ocorre predominantemente sob polarização TM, enquanto o estado anápolo manifesta-se
sob polarização TE. Este trabalho propõe, assim, uma nova abordagem para a excitação
de modos toroidais, utilizando um ressonador dielétrico simples.

Por conseguinte, ao analisar o trabalho “Ultra-high Q-factor toroidal dipole reso-
nance and magnetic dipole quasi-bound state in the continuum in an all-dielectric hollow
metasurface” [51], identifica-se uma análise numérica realizada pelos autores de uma
metasuperfície oca totalmente dielétrica, operando na região do infravermelho, composta
por cilindros de silício com duas cavidades retangulares assimétricas. O estudo demonstra
a ocorrência de uma ressonância de Fano acentuada, com profundidade de modulação
próxima do total, excitada por um estado quasi-bound no contínuo, cujo fator de qualidade
(Q) pode alcançar 8428 quando σ = 40 nm, conforme descrito na Fig. 10.

Por meio de técnicas numéricas, as duas ressonâncias de Fano observadas são
caracterizadas pelas respostas do dipolo toroidal e do dipolo magnético (MD), respecti-
vamente. Destaca-se que o fator-Q do modo MD pode atingir o valor de 17106. Além
disso, o trabalho investiga a dependência dos espectros de transmissão em função de
diferentes parâmetros geométricos. Em razão de suas estreitas larguras de linha e do forte
confinamento do campo próximo, a estrutura proposta apresenta potencial aplicação como
sensor de índice de refração, alcançando uma sensibilidade máxima (S) de 160 nm e um
valor máximo de mérito de 575 RIU−1.

Os autores concluem que a estrutura apresentada oferece excelentes perspectivas
para aplicações nas áreas biomédica, agrícola e de detecção química.
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Figura 8 – Evolução dos espectros de transmissão em função do comprimento de onda
normalizado para a metassuperfície composta por células unitárias quadradas
(p x p) com (a), (b) trímeros não perturbados e (c), (d) trímeros perturbados
por deslocamento de um disco particular à uma distância ∆Ht ao longo do
eixo y[48].



Capítulo 2. REVISÃO DA LITERATURA 36

Figura 9 – As distribuições de campo magnético para as três primeiras ressonâncias de
Mie do dielétrico toro. (a) Ressonância dipolar magnética; (b) Ressonância
magnética quadrupolar; (c) TDR. O topo e painéis de botões representam os
valores absolutos e vetor de aração do campo magnético, respectivamente. A
seta em (a) indica o vetor de onda incidente. Aqui, os diagramas de campo em
(a-c) estão no plano x-y (isto é, plano z = 0)[49].

Figura 10 – (a) Esquema da metasuperfície consistindo de uma matriz de cilindros ocos de
silício sobre um substrato de vidro e a configuração de onda plana incidente.
(b) Esquema de uma célula unitária e parâmetros geométricos. (c) Vista
superior de uma célula unitária e parâmetros geométricos[51].
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3 METODOLOGIA

Apresenta-se, nesta seção, um estudo teórico acerca da disposição dos discos e da
modelagem do quadrúmero, definindo-se os parâmetros necessários para o desenvolvimento
do dispositivo.

3.1 Descrição do dispositivo no software COMSOL Multphysics
O estudo teórico foi realizado por meio de simulações no software COMSOL

Multiphysics, versão 5.5 [81], que utiliza o método dos elementos finitos (FEM – Finite
Element Method) para analisar e resolver problemas complexos em diversas áreas da
engenharia e ciências aplicadas [82]. Este software permite modelar fenômenos físicos,
como transferência de calor, eletromagnetismo, mecânica estrutural e dinâmica de fluidos,
oferecendo uma abordagem precisa para entender e prever o comportamento de sistemas
reais. Nesse contexto, foi possível modelar a estrutura pesquisada e definir parâmetros
reais que simulam um ambiente controlado.

O método dos elementos finitos é uma abordagem numérica utilizada para resolver
equações diferenciais parciais de forma precisa. Sua essência consiste em dividir um
sistema contínuo, como uma estrutura mecânica ou um campo elétrico, em pequenas
partes chamadas de elementos finitos. Em cada um desses elementos, o comportamento
físico é representado por funções matemáticas, permitindo uma solução aproximada
para problemas complexos que seriam praticamente impossíveis de resolver com métodos
analíticos tradicionais.

Para simular como os campos eletromagnéticos afetam a resposta óptica das
metasuperfícies irradiadas por uma onda plana linearmente polarizada, foi utilizado o
módulo RF do COMSOL Multiphysics. Este módulo é um solucionador eletromagnético
baseado no método dos elementos finitos, que permite modelar, resolver e analisar problemas
envolvendo a propagação de ondas eletromagnéticas em diferentes tipos de materiais e
estruturas.

Após a modelagem das geometrias-base para o projeto, conforme observado na
Fig. 11, foram inseridos todos os parâmetros físicos relevantes, incluindo propriedades
dielétricas dos materiais, frequência de operação e direção de propagação das ondas. Além
disso, cada subdomínio (ou seja, cada região diferente do modelo) recebeu sua definição
de material, associando propriedades como permissividade e permeabilidade relativas.

Para representar corretamente a natureza periódica das metasuperfícies, foram
aplicadas condições de fronteira específicas. Nas paredes laterais das células unitárias,
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utilizou-se a condição Periodic Condition - Floquet periodicity, que impõe continuidade
de fase e amplitude entre as bordas opostas do domínio. Isso permite simular um ar-
ranjo periódico bidimensional infinito a partir de uma única célula unitária, replicando o
comportamento real da estrutura sem a necessidade de modelar todo o conjunto físico.

Nas faces superior e inferior do domínio, foram aplicadas as condições Scattering
Boundary Condition - No incident field, que simulam fronteiras abertas para as ondas
eletromagnéticas, permitindo que as ondas irradiadas se propaguem livremente para fora
do domínio simulado, minimizando reflexões artificiais. Essa configuração garante uma
representação precisa da interação das ondas com a estrutura, sem a interferência de
bordas físicas artificiais.

Para introduzir a onda plana incidente no domínio, foram utilizadas portas do
tipo Port Periodic. Essas portas atuam como superfícies de excitação e absorção de
ondas, sendo configuradas com o modo fundamental de propagação e definidas para
trabalhar em conjunto com as condições de periodicidade impostas nas laterais. A Port
Periodic é configurada para emitir uma onda plana linearmente polarizada em direção à
metasuperfície, além de absorver as ondas transmitidas e refletidas, permitindo a análise
precisa dos parâmetros ópticos resultantes, como transmissão, reflexão e absorção.

Essas configurações, em conjunto, permitem uma modelagem eficiente e realista do
comportamento eletromagnético de metasuperfícies periódicas irradiadas por ondas planas
no regime óptico, garantindo resultados numericamente robustos e fisicamente coerentes.

Além disso, os subdomínios definidos entre as faces superior, inferior e as portas
formam regiões conhecidas como Perfectly Matched Layer (PML) [50], responsáveis por
absorver o modo excitado pela porta fonte e quaisquer modos de ordem superior gerados
pela estrutura periódica, além de atenuar ondas à medida que se propagam na direção da
PML.

A PML é empregada para absorver ondas eletromagnéticas nas bordas do domínio
de simulação, evitando reflexões artificiais e permitindo que o modelo represente com
precisão um espaço aberto. Em problemas eletromagnéticos, como a propagação de ondas
em antenas, guias de onda e radares, as ondas podem se espalhar indefinidamente. Contudo,
em softwares de simulação, o domínio precisa ser finito. Se as bordas desse domínio forem
tratadas como limites comuns, as ondas refletirão, interferindo nos resultados.

Após a definição dos domínios e condições de contorno, utilizamos o menu Mesh
para criar as malhas de elementos finitos e discretizar os modelos de forma automática
pelo software COMSOL Multiphysics. Em nossas simulações, foi utilizado o método de
Physics-controlled mesh (os discos do quadrúmero foram as estruturas mais refinadas, com
o objetivo de melhorar a precisão dos cálculos). As portas periódicas utilizadas em nossas
simulações são necessárias para a obtenção dos modos de ressonância nos quadrúmeros,
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sendo isso feito por meio dos estudos de Eigenfrequency para seleção dos modos ressonantes
e de Frequency Domain para os espectros. Além disso, as distribuições ressonantes dos
campos eletromagnéticos dentro das células unitárias são obtidas nos gráficos 3D.

Seguimos as seguintes etapas na modelagem da estrutura até a obtenção dos
resultados provenientes das simulações, sendo estas constituídas por:

1. Definição geométrica do dispositivo;

2. Seleção dos parâmetros físicos do dispositivo;

3. Estabelecimento das condições de contorno do problema;

4. Geração da malha de elementos finitos;

5. Pós-processamento dos resultados.

3.2 Descrição da metasuperfície
O layout da metasuperfície estudada é apresentado na Fig. 12. O elemento básico

da matriz periódica é um disco dielétrico, caracterizado por seu raio rd, altura hd e
permissividade relativa εd. Quatro desses discos, dispostos em uma geometria quadrada,
formam uma unidade de quadrúmeros, considerada uma supercélula, com a distância
entre discos adjacentes igual a ad e período p. Quatro quadrúmeros, também dispostos em
geometria quadrada, constituem a supercélula unitária da metasuperfície, cuja altura é o
dobro da da célula unitária do quadrúmero, conforme mostrado na Fig. 12. A metasuperfície
é incorporada a um substrato de baixa permissividade, com altura hs e permissividade
relativa εs. A matriz é infinita no plano xy.

A metasuperfície é excitada por uma onda incidente normal (k = {0, 0, −kz}),
linearmente polarizada, com kz = 2π/λ, onde λ = 2πc/ω é o comprimento de onda, c é a
velocidade da luz no espaço livre e ω é a frequência angular.

Em geral, a excitação de um sistema ressonante pode ser fornecida por diferentes
componentes do campo eletromagnético da onda incidente. Na teoria dos ressonadores
dielétricos, assume-se geralmente que o momento de dipolo magnético é definido por
correntes de deslocamento circulares produzidas pelo campo elétrico ~E da onda incidente.
No entanto, para os nossos propósitos, é conveniente considerar a excitação pelo campo
magnético incidente ~H. No regime linear, o momento de dipolo m é proporcional ao campo
magnético ~H, ou seja, m = α ~H, onde α é a polarizabilidade magnética.
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Figura 11 – Malha de elementos finitos aplicada à célula unitária, destacando-se na caixa
de ar, as regiões de PML, substrato e portas. b) Vista dos discos dielétricos que
estão imersos em diferentes meios em a). c) e d) Mapas de cores e vetores dos
autocampos ~E e ~H calculados para o modo toroidal suportado pela estrutura,
respectivamente.

3.3 Disco dielétrico isolado com ressonância de dipolo magnético
O elemento básico da metasuperfície estudada é um ressonador em formato de disco

dielétrico, com subcomprimento de onda. A simetria do disco no plano é representada pelo
grupo C∞v, conforme a notação de Schönflies [80]. A ressonância do disco é definida pela
estrutura do modo toroidal no quadrúmero, ou seja, o requisito principal para o elemento
do disco é a presença da ressonância do dipolo magnético no plano xy.

Para obter uma resposta forte e bem localizada, a permissividade do material do
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Figura 12 – Esquema da metasuperfície dielétrica investigada composta de Quadrúmeros.
A supercélula unitária que consiste em quatro Quadrúmeros é delineada por
um contorno quadrado pontilhado preto.

ressonador deve ser suficientemente alta. Para uma permissividade selecionada e uma dada
frequência, a ressonância do dipolo magnético corresponde às soluções de Mie, que podem
ser ajustadas adequadamente por meio da escolha das dimensões do ressonador [54].

3.4 Quadrúmero formado por discos dielétricos e sua excitação
A unidade estrutural responsável pela ressonância do modo toroidal é um qua-

drúmero, composto por quatro discos dielétricos dispostos nos vértices de um quadrado.
O plano de simetria do quadrúmero não perturbado é representado pelo grupo C4v. Os
elementos de simetria do quadrúmero são ilustrados na Fig. 13.

Observa-se que os automodos na estrutura da rede consistem em uma rede quadrada
com orifícios de ar, investigada pelo método de diferenças finitas no domínio do tempo
em [84]. Para analisar o conteúdo dos automodos dos quadrúmeros com simetria C4v,



Capítulo 3. METODOLOGIA 42

utilizamos o método SALC. A base do dipolo magnético para esse método é apresentada
na Fig. 24 do Apêndice A. Na Tabela I, fornecemos uma representação esquemática dos
possíveis automodos calculados pelo método SALC, juntamente com os perfis de campo
da estrutura, obtidos através do módulo RF do software COMSOL Multiphysics.

O modo toroidal pertence ao IRREP A1 da Tabela II no Apêndice B. Ele pode ser
imaginado como uma composição, similar a um quebra-cabeça, dos dipolos magnéticos
dos quatro discos, conforme mostrado na primeira linha da Tabela I. O momento toroidal
T do quadrúmero é orientado na direção z. A Tabela I mostra como o método SALC pode
simplificar a identificação dos modos toroidais, prevendo um espectro rico de estruturas.

3.5 Aplicação do Método SALC e da Teoria de Grupos na Identifi-
cação de Modos Toroidais
Neste trabalho, a teoria de grupos e o método das combinações lineares adaptadas à

simetria (Symmetry-Adapted Linear Combination SALC) foram aplicados de forma siste-
mática para a identificação e caracterização dos modos toroidais na metasuperfície proposta.
A abordagem parte do reconhecimento de que os modos eletromagnéticos suportados por
uma estrutura periódica estão diretamente relacionados às propriedades simétricas de sua
configuração geométrica, sendo classificados de acordo com as representações irredutíveis
(IRREPs) do grupo de simetria da supercélula [59, 60].

Inicialmente, foi realizada a caracterização do grupo de simetria da supercélula,
identificado como C4v. A partir dessa simetria, foram determinadas as representações
irredutíveis correspondentes aos possíveis modos ressonantes. Cada modo transforma-
se segundo uma dessas representações, e, portanto, sua ocorrência ou supressão está
condicionada pela simetria da estrutura. Os modos toroidais, por exemplo, pertencem ao
IRREP A1, enquanto outros modos dipolares e quadrupolares se associam a diferentes
representações, como A2, B1, B2 e E [61].

Para identificar explicitamente os modos toroidais, o método SALC foi empregado
na construção de combinações lineares dos momentos dipolares magnéticos localizados em
cada disco do quadrúmero. Cada um dos quatro discos foi associado a um vetor de momento
dipolar magnético mi, formando a base inicial do sistema. Em seguida, as operações de
simetria do grupo C4v foram aplicadas sobre essa base, permitindo a construção das
combinações SALC correspondentes a cada IRREP.

Dentre as combinações obtidas, a relacionada ao IRREP A1 revelou-se compatível
com o padrão de excitação característico do dipolo toroidal. Nesta configuração, os
momentos mi organizam-se de forma circular no plano, criando um momento de corrente
que circula em torno do centro do quadrúmero exatamente a distribuição topológica
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associada ao dipolo toroidal [62].

Entretanto, na configuração inicial com simetria C4v, esses modos toroidais são
opticamente inativos, ou seja, não acoplados a ondas externas devido às restrições impostas
pela simetria. Para viabilizar a excitação desses modos, foi necessário reduzir a simetria
da estrutura. Esse processo ocorreu em duas etapas: primeiramente, a simetria interna
do quadrúmero foi quebrada, modificando-se dimensões ou posições relativas dos discos;
em seguida, a simetria da supercélula foi reduzida de C4v para Cs. Essa dupla quebra de
simetria possibilitou a ativação simultânea de ressonâncias toroidais e antitoroidais, estas
últimas associadas a distribuições de campo com topologia oposta às dos modos toroidais
convencionais.

As previsões obtidas com a aplicação da teoria de grupos e do método SALC foram
posteriormente validadas por meio de simulações eletromagnéticas de campo completo (full-
wave), realizadas no software COMSOL Multiphysics [81]. Os resultados confirmaram a
presença dos modos toroidais previstos, evidenciada tanto pelos espectros de transmitância
e refletância quanto pelas distribuições espaciais dos campos eletromagnéticos simulados.
Adicionalmente, a decomposição multipolar foi aplicada para quantificar a contribuição
dos diferentes momentos multipolares, confirmando o caráter toroidal dominante nas
ressonâncias identificadas [63].

Essa metodologia integrada, baseada na teoria de grupos, no método SALC e na
validação numérica via simulação, oferece uma abordagem robusta e reprodutível para
a identificação e ativação de modos quase escuros em metassuperfícies, sendo de grande
relevância para o desenvolvimento de dispositivos fotônicos avançados.

sd2 sd1

x

y

sv1

sv2 C4C4
-1

C2

Figura 13 – Célula unitária do quadrúmero com elementos de simetria
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3.6 Possíveis simetrias para excitação do modo toroidal em uma
célula unitária
O maior grupo de simetria geométrica da célula unitária do quadrúmero, apresen-

tado na Fig. 13, é C4v. Seus subgrupos são mostrados na Fig. 24 do Apêndice C. A partir
dessa simetria C4v, discutiremos as possibilidades de excitação do modo dipolo toroidal.

A simetria magnética no plano do campo H é C2v(Cs) [77] (ver Apêndice D). A
simetria resultante do sistema (geometria da célula unitária + H) é definida pela interseção
dos grupos correspondentes, ou seja, C4v ∩ C2v(Cs) = Cs. O grupo Cs contém apenas um
plano de simetria.

3.6.1 Exemplos de perturbações nos quadrúmeros para excitar o modo toroidal

Na simetria do quadrúmero C4v, o modo toroidal é escuro, ou seja, não pode ser
excitado por uma onda plana com incidência normal (ver Tabela II no Apêndice B). Uma
forma de acessar esse modo é observar a redução da simetria C4v. Entre todos os subgrupos
de C4v, apenas Cs e C1 podem proporcionar o efeito desejado. Excluímos a consideração do
grupo C1, ou seja, não analisamos quadrúmeros perturbados sem qualquer simetria, pois,
nesse caso, qualquer controle da excitação do modo toroidal estaria perdido. Portanto, em
todos os casos de quebra de simetria do quadrúmero, um de seus quatro planos de simetria
deve ser preservado. Geometricamente, para alcançar a simetria Cs, pode-se considerar
várias variantes de pré-perturbação, aplicando-as a um dos planos verticais de simetria
σv1 ou σv2, ou a uma das diagonais σd1 ou σd2. A seguir, discutimos alguns aspectos dessa
redução de simetria.

3.6.1.1 Primeiro tipo de perturbação para excitar o modo toroidal

A quebra de simetria de C4v para Cs pode ser alcançada alterando os parâmetros
(permissividade εd, raio rd, ou altura hd) de um (ou dois) dos ressonadores, ou seja,
ajustando a frequência de ressonância do ressonador, mas preservando a geometria 2D (no
plano xy) da célula unitária, sem modificar as posições dos quatro ressonadores individuais
(veja exemplos na Fig. 14a,b).

Em termos de teoria de circuitos, todo ressonador de disco pode ser descrito como
uma conexão em série de elementos R, L e C. Considerando um quadrúmero como uma
combinação em série de quatro circuitos RLC transformados em um anel, pode-se avaliar
a frequência de ressonância do quadrúmero utilizando a equação [53].

Im(Z1 + Z2 + Z3 + Z4) = 0, (3.1)
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sv1

sv1

Figura 14 – Redução da simetria C4v a Cs. Exemplos de perturbações em quadrúmeros: a)
preservando o plano σd2, b) preservando no plano σv1, os discos perturbados são
marcados por círculos pontilhados; c) preservando o plano σd2, d) preservando
o plano σv1, em c) e d) perturbações são realizadas por deslocamento dos
discos representados por setas. Em a) e c) perturbações são efetuadas por um
ressonador, em b) e d) por dois ressonadores.

Onde Zi (i = 1, 2, 3, 4) é a impedância do enésimo ressonador. Em caso de per-
turbação de um dos ressonadores (ou seja, Z1 = Z2 = Z3 6= Z4), pode-se utilizar a
expansão de Taylor para uma definição analítica da frequência de ressonância (fórmula
ω ≈ 2 · 1.841 c(Dnd)−1 [53], onde D = 2rd é o diâmetro do disco e n = √

εd é seu índice de
refração). Em aproximação linear, o deslocamento de frequência ∆ω do quadrúmero pode
ser escrito da seguinte forma:

∆ω

ω0
= −1

4β
∆D

D
, (3.2)

Onde ω0 é a frequência de ressonância sem perturbação do quadrúmero com modo
toroidal, ∆D é a perturbação do diâmetro do disco e β é uma constante. O coeficiente 1/4
na Eq. 3.2 se deve à perturbação de apenas um dos quatro ressonadores.

Uma fórmula análoga pode ser escrita para o caso de perturbação pelo índice
permissivo nd e pela altura do ressonador hd, considerando que a frequência de ressonância
do ressonador em disco é inversamente proporcional ao seu volume e, consequentemente, à
sua altura.

No caso de perturbação por dois discos, observa-se que:
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∆ω

ω0
= −1

2β
∆D

D
, (3.3)

O deslocamento de frequência é dobrado em comparação com o caso de um disco,
conforme indicado na Eq. 3.2. A partir dos resultados numéricos observados nas Fig. 19b,c,
obtém-se β = 0.4 para a perturbação pela permissividade do disco e β = 0.5 para a
perturbação pela altura do disco.

3.6.1.2 Segundo tipo de perturbação para excitar o modo toroidal

O segundo método consiste em alterar a geometria da célula unitária deslocando
um ou dois ressonadores, mas preservando os parâmetros individuais dos demais, ou seja,
preservando suas frequências de ressonância (ver exemplos na Fig. 14c,d). A transição do
quadrúmero de C4v para simetria Cs leva a uma mudança na magnitude da interação dos
modos de dipolo toroidal devido ao menor/maior distanciamento entre discos adjacentes,
ou seja, devido à aproximação ou separação dos discos. Esse tipo de perturbação pode
ser analisado qualitativamente. Nos quadrúmeros não perturbados, podemos considerar
que o ressonador contendo o modo toroidal é um ressonador em forma de anel, onde seu
comprimento L0 define o acoplamento dos ressonadores e, consequentemente, a frequência
de ressonância ω0. Se L0 for alterado pela deformação do círculo devido à perturbação do
quadrúmero, o acoplamento dos ressonadores também será alterado. Portanto, para uma
pequena perturbação, pode-se definir a mudança relativa da frequência de ressonância
∆ω/ω0 como aproximadamente proporcional à variação relativa do comprimento ∆L/L0.
Em termos de perturbação ∆s/sd, onde ∆s é o deslocamento do centro do disco e sd

é a distância entre o centro do disco não perturbado e o centro da célula unitária do
quadrúmero (como definido na Fig. 14c), tem-se:

∆ω

ω0
= γ

∆s

sd

, (3.4)

onde γ é uma constante. A partir dos resultados numéricos fornecidos na Fig. 19,
estima-se que γ = 0, 01. Uma análise numérica detalhada desses casos será apresentada
nas seções posteriores. Observe que, na prática, uma combinação dos dois mecanismos
discutidos acima para a quebra de simetria também pode ser aplicada à estrutura.

3.7 Possíveis simetrias e geometrias das supercélulas para excitação
do modo toroidal
O maior grupo de simetria geométrica da supercélula unitária apresentada na

Fig. 13, composta por quatro quadrúmeros, é o C4v. Todos os subgrupos de C4v são
exibidos na Fig. 25, localizada no Apêndice C.
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Exemplos de geometrias das supercélulas unitárias correspondentes ao grupo C4v e
aos seus subgrupos são apresentados na Fig. 15. Ressalta-se que, para algumas simetrias,
as geometrias mostradas não são únicas. Em todos os exemplos ilustrados na Fig. 15, a
perturbação da célula unitária da rede quadrada é realizada por apenas um disco (ver
Fig. 14a,c). No entanto, também se pode considerar perturbações da célula unitária por
dois discos, como ilustrado nas Fig. 14b,d.

sd2

sd2

sv1

sv1

v

v1

d

d2

b) C4va) C4v c) C4

f) C2

i) C1

d) C2v

g) C s

e) C2v

h) C s

sv2

sd1

Figura 15 – Exemplos de geometrias que proporcionam tentativas de diferentes simetrias
da supercélulas unitárias em um arranjo com quadrúmeros: a) Quadrúmeros
não perturbados, grupo C4v. Perturbação por um ressonador: b) grupo C4v,
c) C4v, d) Cv

2v, e) Cd
2v, f) C2, g) Cs

v1, h) Cs
d2, i) C1. Discos perturbados são

indicados por círculos preenchidos, as linhas denotam planos de simetria,
pontos no centro da unidade supercélulas indicam eixos de simetria.

Agora, investigamos o problema das possíveis simetrias de supercélulas para os
modos toroidais. Para simplificar a descrição do problema, não trabalharemos em termos
de simetria dos momentos de dipolo magnético mi, como no caso da célula unitária na
seção anterior, mas em termos de simetria dos momentos toroidais T [77]. Vamos mostrar
que algumas das supercélulas na Fig. 15 permitem a excitação dos modos TO e ATO.

Para que o campo T seja excitado, a simetria espacial de seu campo associado
deve ser compatível com a simetria do campo excitante H. A simetria espacial no plano
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do campo magnético ~H da onda incidente corresponde ao grupo C2v(Cs) [77]. A maior
simetria espacial possível dos campos em uma supercélula quadrada é (C4v + T C4v), a qual
inclui o operador de reversão temporal T . De acordo com o princípio de sobreposição de
simetrias de Curie [80], a simetria máxima que o campo associado ao modo toroidal, gerado
pelo campo ~H, pode apresentar é dada pela interseção (C4v + T C4v) ∩ C2v(Cs) = C2v(Cs),
ou seja, a simetria do modo toroidal excitado coincide com a simetria do próprio campo
excitante H.

No entanto, ao analisar a Fig. 2, observa-se que tanto os modos TO quanto ATO
possuem simetria de rotação dupla C2. Por outro lado, o grupo C2v(Cs) contém o elemento
T C2, sendo esses dois elementos incompatíveis. Assim, os únicos elementos permitidos para
a simetria do momento T, no ambiente de uma supercélula quadrada, são σ e T σ, cujos
grupos correspondentes são Cs e Cs(C1). Na simetria C4v, existem dois planos verticais σv

e dois planos diagonais σd, sendo que qualquer um desses planos pode estar presente na
simetria de T.

sv1 sv1

a) b)

 Hx

 Hy

Figura 16 – Supercélula unitária com quadrúmeros descritos pelo grupo Cv1
s , plano de

simetria σv1, para a excitação de a) modo TO, b) Modo ATO. Os círculos
preenchidos denotam discos perturbados, os símbolos e � e ⊗ em quadrúme-
ros mostram a orientação de momento toroidal T , para cima e para baixo,
respectivamente. Hx e Hy é a orientação do campo magnético da onda plana
incidente.

3.8 Unidade de supercélula com simetrias Cv
s e Cd

s

Analisando a degeneração de simetria apresentada na Tabela VI do Apêndice D,
pode-se observar que o modo TO escuro, que pertence ao IRREP A1 na simetria C4v, após
a redução da simetria da supercélula, degenera no modo TO brilhante, que é modo de
IRREP A de Cd

s , ou em modo brilhante TO de IRREP A dos Cv
s . O modo escuro ATO,

pertencente ao IRREP B2 em simetria C4v, após a redução da simetria, degenera em modo
ATO brilhante de IRREP B de Cv

s ou em modo brilhante ATO pertencente ao IRREP A

de Cd
s . Em outras palavras, as simetrias Cv

s e Cd
s permitem a excitação tanto dos modos
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sd2

 Hd1

sd2

 Hd1

a) b)

Figura 17 – Supercélula unitária com quadrúmeros descritos por grupo Cd2
s , plano de

simetria σd2, para a excitação de a) modo TO, b) Modo ATO. Os círculos
preenchidos denotam discos perturbados, � e ⊗ em quadrúmeros mostram a
orientação do momento toroidal T , para cima e para baixo, respectivamente.
Hd1 é a orientação do campo magnético da onda plana incidente.

TO quanto dos modos ATO. Isso é demonstrado nas Tabelas IV e V do Apêndice D.
Exemplos de tais geometrias são apresentados nas Fig. 16 e Fig. 17.

Deve-se enfatizar que as regras de seleção fornecem restrições estritas em relação
aos modos proibidos (modos protegidos pela simetria), mas não garantem a excitação
dos modos permitidos. Ou seja, elas fornecem informações necessárias, mas não condições
suficientes para a excitação de tais modos. Sua excitação depende ainda dos parâmetros
físicos e geométricos da estrutura. Para identificar a ordem do modo sem cálculos numéricos,
observando as supercélulas das Fig. 16 e Fig. 17, a simples regra geral sugerida em [77]
pode ser usada. Usando essa regra, pode-se mostrar que as simetrias das supercélulas Cs

permitem a excitação dos modos TO e ATO.
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS

Neste trabalho, investigamos novos arrays baseados em quadrúmeros, utilizando
a aproximação dos momentos de dipolo magnético, métodos teóricos de grupo, teoria
de representação de grupos, o Método SALC e a teoria de circuitos. Propomos uma
nova abordagem para metasuperfícies dielétricas, com supercélulas unitárias formadas por
quatro quadrúmeros dispostos em um arranjo quadrado. De maneira geral, discutimos as
condições para a excitação do modo toroidal e propomos maneiras de acessar esses modos
por meio de uma onda incidente normalmente com polarização linear.

Nesta seção, apresentamos os resultados obtidos por simulações numéricas utilizando
o software comercial COMSOL Multiphysics®, que emprega um solucionador de campos
eletromagnéticos baseado no método dos elementos finitos (Finite Element Method). As
condições de contorno aplicadas aos quatro lados laterais das supercélulas unitárias são
do tipo Floquet. As condições de contorno Floquet são utilizadas para modelar estruturas
periódicas, permitindo que as bordas de uma célula unitária sejam tratadas como se
estivessem conectadas a outras células idênticas, simulando, assim, um arranjo periódico
infinito. Essa abordagem é essencial para representar corretamente a propagação de ondas
em estruturas periódicas, como as metasuperfícies, no plano xy.

Investigamos as metasuperfícies com foco nas frequências em torno de 20 GHz, uma
vez que essa faixa de frequência pode ser reproduzida experimentalmente em trabalhos
futuros. Ela se encontra na região de micro-ondas da banda-K, que tem atraído grande
atenção devido às suas aplicações em comunicações 5G. Além disso, essa faixa de frequência
oferece uma ampla gama de experimentos que podem ser facilmente realizados.

Para os cálculos numéricos, o dielétrico escolhido é caracterizado pela permissividade
relativa εd = 24, 5. O diâmetro do disco é D = 2rd = 3 mm, e sua altura é hd = 1, 9 mm.
Esses valores e dimensões são típicos de ressonadores cerâmicos comercialmente disponíveis
no mercado. A frequência de ressonância do modo dipolo magnético do disco isolado,
com esses parâmetros, ocorre para λ/D = 4, 56, o que corresponde a uma frequência de
f = 21, 89 GHz.

A distância entre os centros de dois discos adjacentes é ad = 4, 2 mm, e o lado
da célula unitária quadrada é p = 10 mm. O período da supercélula é 2p. Para fins
experimentais, os discos são imersos em um estrato com baixa permissividade, εs = 1, 3
(por exemplo, espuma de baixa permissividade), cuja espessura é hs = 4 mm, conforme
ilustrado na Fig. 12.

Salienta-se que a análise foi realizada considerando materiais sem perdas, uma vez
que o foco da pesquisa está nas propriedades fundamentais dos modos TO/ATO e na
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validade das regras para sua excitação no quadrúmero investigado. Como consequência, os
fatores Q calculados na Fig. 19 tendem ao infinito no ponto em que a simetria é restaurada,
devido às perdas radiativas extremamente pequenas do sistema.

Entretanto, em um cenário real, o fator Q máximo alcançável é limitado por meca-
nismos de perda não radiativa, como absorção e imperfeições de fabricação. Vale ressaltar
que o material cerâmico utilizado nos ressonadores, que compõem o bloco de construção
das metasuperfícies propostas, apresenta uma absorção muito baixa, caracterizada por
uma tangente de perda tan δ < 10−4 no espectro de micro-ondas investigado (Exxelia,
série E7000).

Uma investigação detalhada dos efeitos das perdas nos fatores Q das ressonâncias
quase-escuras TO/ATO será apresentada posteriormente.

4.1 Automodos toroidais em quadrúmeros não perturbados
Em primeiro lugar, foram calculados os automodos toroidais que podem existir

em uma metasuperfície de referência composta por quadrúmeros e supercélulas sem
perturbações, ou seja, em um arranjo com simetria C4v tanto para o quadrúmero quanto
para a supercélula. As perdas de material nos discos e no substrato foram desconsideradas
nessas simulações.

Em cada quadrúmero, o campo magnético gera um padrão circular no plano xy,
resultando em um momento de dipolo toroidal T orientado ao longo do eixo z. Foram
analisados dois automodos específicos, correspondentes às orientações paralela e antiparalela
dos momentos de dipolo toroidal, conforme ilustrado nas Fig. 18b,c, calculados por meio
da análise de autofrequência no módulo RF do COMSOL. O espectro de transmissão da
metasuperfície foi obtido por simulações de onda completa (full-wave) e está apresentado
na Fig. 18a. Os resultados são expressos em termos do comprimento de onda ressonante
λ normalizado pelo diâmetro D. O comprimento de onda ressonante do modo TO é
λ/D = 4, 90 (f = 20,39 GHz), enquanto o do modo ATO é λ/D = 5, 43 (f = 18,39 GHz).

As soluções de autofrequência confirmam que, no arranjo periódico do quadrúmero
estudado, coexistem os modos TO e ATO. A frequência de ressonância do modo ATO
é inferior à do modo TO. No entanto, a elevada simetria da estrutura impõe restrições
específicas à matriz do campo eletromagnético, resultando em um espectro de transmissão
limpo, sem manifestação observável dos modos TO/ATO.

.
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Figura 18 – a) Espectro de transmissão da metasuperfície com supercélula e quadrúmero
não perturbado. b) A estrutura do dark TO e c) do modo dark ATO, calculado
em simulações pelas autofrequência . Os parâmetros materiais e geométricos
das metasuperfícies são εd = 24, 5, εs = 1, 3, hd/D = 0, 633, ad/D = 1, 4,
p/D = 3, 333.

4.2 Análise de perturbações
Em seguida, investigou-se o efeito da introdução de perturbações nas metasuperfícies,

conforme discutido nas estruturas apresentadas na Fig. 14. A quebra da simetria C4v

transforma os modos TO e ATO, originalmente escuros, em modos quase escuros, resultando,
portanto, em fatores Q finitos. Esses valores diminuem de acordo com a lei do inverso do
quadrado à medida que o parâmetro de assimetria aumenta [69], como demonstrado pelos
resultados na Fig. 19.

Observa-se que o comprimento de onda ressonante se desloca para valores mais altos
no caso de um aumento de hd ou εd, uma vez que o volume elétrico do disco cresce em ambos
os casos. Por outro lado, o comprimento de onda ressonante diminui para deslocamentos
positivos sd > 0 (como ilustrado na Fig. 19a), os quais aumentam o comprimento de
acoplamento entre os discos no quadrúmero.

Para pequenos valores do parâmetro de assimetria, essas dependências apresentam
um comportamento aproximadamente linear. Além disso, verifica-se que a variação no
comprimento de onda é praticamente o dobro no caso em que duas perturbações são
aplicadas aos discos (ver Fig. 19b e 19c), o que está em concordância com as análises
apresentadas no Capítulo 3.
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Figura 19 – Evolução do fator de qualidade (curva azul) e comprimento de onda ressonante
normalizado (curva vermelha) do modo TO conforme as funções do parâmetro
de simetria para perturbação por disco único (círculos e quadrados vazios) e
dois discos (cheios círculos e quadrados) de quadrúmeros. a) Perturbação por
deslocamento, é o caso mostrado na 14c. b) Perturbação por permissividade
θε = (εd + ∆ε)/εd c) perturbação por altura θh = (hd + ∆h)/hd, ambos os
casos de perturbação da Fig. 14a e Fig. 14b.

A seguir, investigaram-se diferentes exemplos de metasuperfícies que suportam
modos TO e ATO, com base nas estruturas apresentadas nas Fig. 16 e 17. É interessante
notar que a estrutura da Fig. 16, que possui um plano vertical de simetria σv1, permite o
acoplamento ao modo TO quando submetida a um campo magnético incidente polarizado
na direção x, ou seja, com componente Hx. No entanto, quando o campo é na direção Hy,
o modo ATO é excitado na mesma estrutura.
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Duas outras variantes estruturais, contendo planos de simetria, são mostradas na
Fig. 17. Nesses casos, a simetria permanece Cs, mas com a orientação diagonal do plano de
simetria σd2. Nessas configurações, os modos TO e ATO podem ser excitados sob a mesma
orientação do campo magnético incidente, Hd1, mas em geometrias distintas da estrutura.
Observa-se, ainda, que o campo magnético ortogonal Hd2 não excita essas supercélulas.

Os resultados apresentados estão em concordância com a análise teórica de grupo,
baseada na degeneração de simetria apresentada na Tabela VI, bem como nas Tabelas IV
e V. Dessa forma, conclui-se que as orientações vertical e diagonal dos planos de simetria
resultam em comportamentos fundamentalmente distintos na excitação dos modos TO e
ATO.

4.3 Análise da estrutura de campo dos modos TO e ATO em arrays
com simetria da supercélula Cv

s e Cd
s

Os mapas de cores apresentados nas Figs. 20–23 mostram a magnitude total dos
campos elétrico |E| e magnético |H|, normalizados pelas amplitudes da onda incidente |E0| e
|H0|, respectivamente, no interior da supercélula unitária das metasuperfícies, considerando
diferentes planos a partir do plano médio dos discos (z = 0). Deve-se enfatizar que os
resultados de intensificação de campo mostrados nessas figuras, expressos pelos fatores
|E| / |E0| e |H| / |H0|, não fornecem informações sobre as fases dos campos na supercélula,
as quais são significativamente distintas entre os modos TO e ATO (vide comparação
entre a Fig. 2a e a Fig. 2b).

Os modos ressonantes TO e ATO apresentam distribuições espaciais características
dos campos elétrico e magnético no plano xy. Observa-se a alternância de regiões com alta
intensidade de campo (pontos quentes) e baixa intensidade de campo (pontos frios). Essas
distribuições complexas resultam em um grande contraste de cores, influenciado tanto
pela orientação do plano de simetria quanto pela geometria da célula unitária.

Os mapas apresentados nas Figs. 20 e 21, correspondentes ao plano vertical de
simetria, e nas Figs. 22 e 23, associadas à simetria diagonal, mostram padrões semelhantes.
No entanto, verificam-se diferenças na estrutura fina dos campos próximos, atribuídas às
diferentes posições dos discos perturbados.

A intensidade dos campos nos pontos quentes pode exceder significativamente a da
onda incidente. O contraste entre os campos nas regiões de pontos quentes e frios depende
diretamente do fator Q da ressonância do modo toroidal e, consequentemente, do valor do
parâmetro de assimetria. Nos resultados apresentados, esses parâmetros foram θs = 0,57 e
θh = 1,05 para os casos investigados nas Figs. 20 e 21, respectivamente.

Os pontos quentes de campo magnético nas regiões entre os discos em uma célula
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unitária são intensificados devido à superposição dos campos gerados pelos quadrúmeros
vizinhos. Por sua vez, o campo elétrico se concentra na região central de cada quadrúmero.
Nota-se também uma diferença na distribuição ao longo de z dos campos para os modos
TO e ATO. A máxima intensidade do campo magnético ocorre no plano intermediário dos
discos, em z = 0, para ambos os modos.

No caso do modo ATO, o máximo do campo elétrico encontra-se deslocado em
uma camada situada em ∆z = (hz/2∇ · hs) acima dos discos. A análise revela, ainda, que
em função da orientação antiparalela dos momentos toroidais T o modo ATO apresenta,
em geral, um fator Q mais elevado e, consequentemente, menores perdas radiativas em
comparação com o modo TO.

4.4 Discussão
Uma grande variedade de propriedades de materiais em moléculas e na física do

estado sólido é determinada pela possibilidade de átomos simples se combinarem em
estruturas mais complexas. No caso em questão, é possível fazer uma analogia com esses
sistemas, onde a complexidade átomo-molécula-supermolécula se expande, levando ao
surgimento de novas propriedades nos cristais e sistemas de estado sólido. O aumento da
complexidade na sequência disco-quadrúmero-supercélula de quatro quadrúmeros também
gera esse efeito.

Partindo da ressonância dipolar magnética de um disco dielétrico isolado (átomo),
foi mostrado que uma combinação simples de discos interativos dispostos em um arranjo
quadrado (quadrúmero) pode gerar o modo TO. No entanto, uma estrutura complexa
composta por quatro quadrúmeros (supermolécula) com simetria Cs pode gerar, além do
modo TO, também o modo ATO, com uma estrutura de campo próximo substancialmente
diferente.

Em trabalhos anteriores [65] e [55], observou-se que a combinação de seis trímeros
organizados em uma estrutura hexagonal também pode levar à excitação dos modos TO e
ATO. Os resultados teóricos nesses artigos foram validados por experimentos.

A análise apresentada mostra que uma simples alteração na posição de alguns
discos, na modificação de seus parâmetros ou na polarização do campo incidente pode
transformar o modo TO no modo ATO, resultando em uma estrutura de campo próximo
distinta.

Essa diferença nas propriedades dos modos TO e ATO pode ser utilizada para
produzir componentes ópticos com novas funcionalidades, conforme sugerido em [55].
Portanto, trata-se de um método altamente flexível para o design de metasuperfícies,
permitindo alcançar diferentes modos toroidais e outros modos além deles.
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Figura 20 – a) Espectro de transmissão da metasuperfície com unidade da supercélula
mostrada na Fig. 16 excitada pelo campo Hx (curvas azuis) e campo Hy (curvas
vermelhas), onde os quadrúmeros são perturbados por um deslocamento
do ressonador; b)-i) mapas coloridos apresentando as campos elétricos e
magnéticos normalizados do modo TO nos planos z = 0, z = hd/2, z = hs/2
e z = hs.

Uma das vantagens dos modos toroidais, em relação às ressonâncias fundamentais
de ressonadores dielétricos individuais, é a localização dos pontos de máxima intensidade
dos campos elétricos e magnéticos fora dos ressonadores. Outra vantagem é o elevado
número de parâmetros independentes disponíveis no sistema, os quais podem ser explorados
para controlar suas propriedades.
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Figura 21 – a) Espectro de transmissão da metasuperfície com supercélula unitária mos-
trada na Fig. 16 excitada pelo campo Hx (azul curvas) e campo Hy (curvas
vermelhas), os quadrúmeros são perturbados alterando a altura de um res-
sonador; b) mapas coloridos apresentando os campos elétricos e magnéticos
normalizados do modo ATO nos planos z = 0, z = hd/2, z = hs/2 e z = hs.

O espaço multidimensional de parâmetros facilita o processo de otimização dessas
metasuperfícies, permitindo a obtenção de ressonâncias com alto fator de qualidade (Q).
Consequentemente, isso promove um forte aprimoramento do campo local e da interação
luz-matéria, tornando essas estruturas adequadas para aplicações em filtragem, detecção,
fenômenos não lineares e lasers. As metasuperfícies discutidas, que apresentam ressonâncias
do tipo TO e ATO, podem, por exemplo, funcionar como filtros com forte dependência da
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Figura 22 – a) Espectro de transmissão da metasuperfície com supercélula unitária mos-
trada na Fig. 17 excitada pelo campo Hd1 (azul curvas) e campo Hd2 (curvas
vermelhas), os quadrúmeros são perturbados alterando a altura de um res-
sonador; b) mapas coloridos apresentando os campos elétricos e magnéticos
normalizados do modo TO nos planos z = 0, z = hd/2, z = hs/2 e z = hs.

polarização.

Adicionalmente, pode-se sugerir outras aplicações potenciais para metasuperfícies
compostas por quadrúmeros na região do infravermelho. Caso o índice de refração dos
discos, de valor 3.5, seja suficientemente elevado para sustentar modos TO/ATO em
metasuperfícies fabricadas a partir de Si, Ge ou GaAs, essas estruturas poderão ser
utilizadas para a geração de segunda e terceira harmônicas, ou ainda para aumentar a
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Figura 23 – a) Espectro de transmissão da metasuperfície com supercélula unitária mos-
trada na Fig. 17 excitada pelo campo Hd1 (azul curvas) e campo Hd2 (curvas
vermelhas), os quadrúmeros são perturbados alterando a altura de um res-
sonador; b)mapas coloridos apresentando os campos elétricos e magnéticos
normalizados do modo ATO nos planos z = 0, z = hd/2, z = hs/2 e z = hs.

emissão de luz por meio da integração de pontos quânticos nos discos.

Nossa análise mostrou que, para o mesmo valor de perturbação, o modo ATO
apresenta um fator Q significativamente maior em comparação com o modo TO. Além
disso, a distribuição do campo elétrico deste modo é preservada no espaço acima da
metasuperfície. Nessa região, caracterizada por alta intensidade de campo elétrico (ver
Fig. 21 e Fig. 23), é possível posicionar uma sobreposição planar com elementos ativos ou
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não lineares, aproveitando a interação luz-matéria, que é intensificada. Essa configuração
também pode ser utilizada para sintonizar "externamente"a frequência de ressonância do
modo ATO ou, em uma abordagem complementar, para detecção refratométrica.
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Conclusão

Sugerimos e investigamos uma nova classe de metasuperfícies dielétricas, nas quais
cada supercélula dessas estruturas periódicas é composta por quatro quadrúmeros. Cada
quadrúmero é constituído por quatro discos dielétricos de alta permissividade, dispostos
de maneira a conferir à estrutura uma série de propriedades eletromagnéticas distintas.
Durante o estudo, demonstramos que essas metasuperfícies têm a capacidade de suportar
dois modos simétricos fundamentais: o modo TO e o modo ATO.

A caracterização desses modos foi realizada por meio de uma abordagem teórica,
utilizando a teoria de grupos magnéticos para definir as simetrias possíveis das supercélulas.
Esta análise permitiu compreender como as simetrias geométricas específicas influenciam as
interações entre as ondas eletromagnéticas e as metasuperfícies, possibilitando a excitação
dos modos TO e ATO. A teoria de grupos foi essencial para a identificação das operações
simétricas nas supercélulas, oferecendo uma estrutura matemática robusta para descrever a
excitação desses modos e permitindo prever as geometrias mais eficazes para essa excitação.

Para investigar as propriedades dessas estruturas, empregamos o método de combi-
nação linear adaptado à simetria, com o objetivo de definir os automodos possíveis em
um quadrúmero quadrado. Este método foi fundamental para entender como o modo
ressonante dipolar magnético pode ser manipulado, aproveitando as simetrias geométricas
específicas do quadrúmero. Como parte do desenvolvimento teórico, discutimos diferentes
técnicas de excitação dos modos TO e ATO, com destaque para o papel da quebra de
simetria nas supercélulas, que é um fator crucial para a geração desses modos. A teoria de
circuitos foi aplicada para modelar essas excitações, fornecendo uma visão aprofundada
sobre as interações eletromagnéticas nas metasuperfícies.

Além da parte teórica, as abordagens desenvolvidas foram validadas por meio
de simulações numéricas de onda completa (Full-Wave), que se mostraram consistentes
com as previsões feitas pelo modelo teórico. Os resultados das simulações confirmaram
que, utilizando a simetria geométrica Cs, é possível excitar os modos TO e ATO nas
metasuperfícies propostas, o que valida a eficácia dos métodos teóricos empregados. As
simulações numéricas também possibilitaram uma análise detalhada das características de
dispersão dessas metasuperfícies, oferecendo insights adicionais sobre o comportamento
dinâmico dos campos eletromagnéticos em presença dessas estruturas.

As metasuperfícies dielétricas compostas por quadrúmeros, como demonstrado
neste trabalho, possuem um alto potencial para aplicações práticas. As estruturas propostas
são caracterizadas por uma interação luz-matéria aprimorada, resultante no confinamento
temporal da luz dentro das supercélulas. Esse confinamento pode levar a efeitos ópticos
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inéditos, como ressonâncias aprimoradas e aumento da eficiência de conversão de energia.
Como resultado, essas metasuperfícies podem ser aplicadas em uma ampla gama de
tecnologias emergentes, como sensores químicos e biológicos, dispositivos emissores de luz,
e no desenvolvimento de novas tecnologias de laser, especialmente aquelas voltadas para
sistemas de alta precisão e sensibilidade.

Portanto, o trabalho realizado neste estudo abre novos caminhos para o design de
metasuperfícies dielétricas com propriedades ópticas controláveis e específicas. A análise
dos modos TO e ATO, com base em simetrias geométricas bem definidas, proporciona
uma plataforma sólida para o desenvolvimento de novos dispositivos optoeletrônicos, além
de contribuir significativamente para a compreensão fundamental de como a simetria
pode influenciar as propriedades de metasuperfícies. As perspectivas futuras incluem a
exploração de outras simetrias geométricas, bem como a aplicação prática dessas estruturas
em diversas áreas da tecnologia, incluindo telecomunicações, óptica não linear e fotônica
em geral.

Trabalhos futuros
Como proposta para trabalhos futuros, sugerimos:

• Otimização geométrica e análise numérica de materiais dielétricos, que possam
trabalhar na região THz;

• Desenvolvimento da teoria de modos acoplados temporal para o estudo de modos
toroidais em metamateriais;

• Combinação de metamateriais com materiais 2D (e.g. grafeno, fosforeno) para 23
ativação de modos escuros, sem a necessidade de quebra de simetria;

• Tentar validar experimentalmente os dispositivos apresentados neste trabalho.
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APÊNDICE A – Método SALC e automodos
do quadrúmero.

Na Fig. 26, é apresentada a base de dipolo magnético para o método SALC. Os
automodos de quadrúmeros com simetria C4v, expressos em termos dos vetores mi, estão
listados na Tabela I. A estrutura 2D calculada do campo magnético na região do plano xy

para esses modos também é exibida na mesma Tabela.

Os vetores mi são vetores axiais e, portanto, suas componentes são antiparalelas
aos planos de simetria. Isso pode ser observado na Tabela I. Note-se que o modo toroidal
pertence ao IRREP A1, e sua frequência de ressonância é um número real puro, assim
como as frequências de ressonância dos modos descritos pelos IRREPs A2, B1 e B2. Isso
implica que os automodos correspondentes são escuros.

x

m1 m7

m3 m5

m2 m8

m4 m6

y

Figura 24 – Base do dipolo magnético para o método SALC.

Ao contrário dos modos pertencentes a IRREPs 1D, o IRREP 2D E apresenta dois
automodos degenerados E1j (j = 1, 2) e E2j (j = 1, 2), correspondentes à primeira e segunda
linhas do IRREP, respectivamente. Cada automodo degenerado pode ser decomposto em
uma soma de um modo dipolar e um quadrupolar (ver segunda coluna da Tabela I). As
partes reais das frequências de ressonância calculadas para a constituição do dipolo e
quadrupolo são ligeiramente diferentes, embora, idealmente, no caso de um quadrúmero
isolado, elas devam ser iguais. A diferença é de cerca de 0.5%. Essa diferença pode ser
explicada pelo uso de limites periódicos no quadrúmero no cálculo numérico apresentado
na terceira coluna da Tabela I. No entanto, os modos dipolar e quadrupolar possuem
partes imaginárias muito distintas de suas frequências de ressonância e, consequentemente,
fatores Q bastante diferentes.
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Tabela 1 – Automodos do quadrúmero com simetria C4v em termos de vetores mi (Fig.
26) e estrutura calculada com campo magnético.

IRREP Imagem dos Automodos Altofrequências Analisadas Descrição

A1

|H|
max

min

f=20.39 GHz

Modo Toroidal
1

2
√

2
[(m1 − m2) − (m3 − m4)+

+(m5 − m6) − (m7 − m8)]

A2

|H|
max

min

f=22.42 GHz

Modo Radial
1

2
√

2
[(m1 + m2) + (m3 + m4)+

+(m5 + m6) + (m7 + m8)]

B1

|H|
max

min

Modo Quadrupolo Q1
1

2
√

2
[(m1 − m2) + (m3 − m4)+

+(m5 − m6) + (m7 − m8)]

B2

|H|
max

min

Modo Quadrupolo Q2
1

2
√

2
[(m1 + m2) − (m3 + m4)+

+(m5 + m6) − (m7 + m8)]

E, primeira linha:
E11 and E12

m7m1

m4 m6

x

y
m8m2

m3 m5

+
= |H|

max

min

f=21.84+1.026i GHz f=21.75+0.006i GHz

+
Dipolo Dy and Quadrupolo Qx

1
2

[(m1 − m3) − (m5 − m7)]

1
2

[(m2 − m4) − (m6 − m8)]

E, segunda linha:
E21 and E22

m7m1

m4 m6

x

y
m8m2

m3 m5

+

= |H|
max

min

Dipolo Dx and Quadrupolo Qy

Dipolo Dx and Quadrupolo Qy

1
2

[−(m2 + m4) + (m6 + m8)]

1
2

[−(m1 + m3) + (m5 + m7)]
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APÊNDICE B – Tabela de IRREPs do grupo
C4v

Na Tabela II, apresentamos os IRREPs do grupo C4v, os grupos magnéticos
correspondentes e a associação dos modos escuros TO e ATO para IRREPs.

Tabela 2 – IRREPs do grupo C4v, grupos magnéticos e ordem do modo.

C4v e C2 C4 C−1
4 σv1 σv2 σd1 σd2 Magnético Ordem do modo

(y = 0) (x = 0) grupo
A1 1 1 1 1 1 1 1 1 C4v escuro TO
A2 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
B1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
B2 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 C4v(C2v) escuro ATO

E

(
1 0
0 1

) (
−1 0

0 −1

) (
0 −1
1 0

) (
0 1

−1 0

) (
1 0
0 −1

) (
−1 0

0 1

) (
0 1
1 0

) (
0 −1

−1 0

)
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APÊNDICE C – Árvore de grupo do grupo
C4v

Na Fig. 25, a decomposição do grupo C4v é mostrado [80].

C1

CC s2

C4

C4v

C2vv

Figura 25 – Decomposição do grupo C4v.
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APÊNDICE D – Tabelas da teoria de grupos

Neste Apêndice, apresentamos algumas informações e questões relacionadas com a
teoria de grupos, que são mencionadas no texto principal.

D.1 Teoria de grupos
A Teoria de Grupos é uma área da álgebra abstrata que estuda de estruturas

algébricas denominadas grupos [90] e [91]. Um grupo pode ser definido como um conjunto
não vazio G que realiza uma operação binária ∗ associando a cada par de elementos
(a, b) ∈ G × G um elemento c ∈ G, satisfazendo as seguintes propriedades:

• Fechamento: para quaisquer a, b ∈ G, o resultado da operação a ∗ b pertence a G;

• Associatividade: para quaisquer a, b, c ∈ G, tem-se (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);

• Elemento identidade: existe um elemento e ∈ G tal que, para todo a ∈ G,
e ∗ a = a ∗ e = a;

• Elemento inverso: para todo a ∈ G, existe um elemento a−1 ∈ G tal que a ∗ a−1 =
a−1 ∗ a = e.

Essas propriedades garantem uma estrutura coerente, capaz de descrever simetrias
e transformações invariantes em diversos contextos matemáticos e físicos. Grupos podem
ser classificados de diversas formas, como finitos ou infinitos, abelianos (quando a operação
é comutativa) não abelianos, simples ou compostos.

Na física e na engenharia, a teoria de grupos é amplamente utilizada para descrever
simetrias presentes em sistemas naturais e artificiais. Por meio da identificação das simetrias
de um sistema, é possível determinar suas propriedades invariantes e, consequentemente,
simplificar a análise de fenômenos físicos. Essa aplicação é notável na mecânica quântica,
na cristalografia, na eletrodinâmica e no estudo de materiais com propriedades específicas,
como cristais fotônicos e metamateriais.

Além das simetrias espaciais, a teoria de grupos também é aplicada no tratamento
de simetrias internas, como aquelas relacionadas às propriedades de partículas elementares.
A classificação dos grupos de simetria permite prever o comportamento de sistemas sob
transformações específicas, identificar modos normais de vibração, calcular espectros de
energia e interpretar propriedades óticas e eletromagnéticas de estruturas.
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Nas representações de grupos, particularmente as representações matriciais, per-
mitem aplicar a teoria de forma algébrica e computacional. Essas representações são
fundamentais para o estudo de sistemas que exibem simetrias complexas, como os modos
ressonantes em cavidades, as soluções de equações diferenciais parciais e os padrões de
radiação em sistemas ópticos e de micro-ondas.

Dessa forma, a teoria de grupos constitui uma ferramenta teórica e prática indis-
pensável para a modelagem, análise e interpretação de sistemas simétricos em engenharia,
física, matemática e ciência dos materiais.

D.2 O Subgrupo C4v

O subgrupo C4v é um exemplo clássico de grupo de simetria pontual, frequentemente
associado a sistemas com geometria quadrada e simetria axial. Este grupo pertence à
classe dos grupos de simetria de ponto, que descrevem as simetrias de um objeto físico em
torno de um ponto fixo. A notação C4v indica que o grupo possui um eixo principal de
rotação de ordem 4 (ou seja, uma rotação de 90◦) acompanhado por simetrias de reflexão
em planos verticais e horizontais.

Formalmente, o grupo C4v é formado por oito elementos de simetria, correspondentes
a operações de simetria que preservam a forma e as propriedades de sistemas quadrados.
As operaçoes de simetria são:

• E: a operação identidade;

• C4: rotação de 90◦ no sentido anti-horário;

• C2
4 : rotação de 180◦;

• C3
4 : rotação de 270◦;

• σv e σ′
v: reflexões em dois planos verticais, normalmente alinhados com os eixos

cartesianos x e y;

• σd e σ′
d: reflexões em dois planos diagonais, formando ângulos de 45◦ com os eixos

cartesianos.

A tabela de classes de conjugação e a tabela de caracteres do grupo C4v são
ferramentas fundamentais para o estudo de suas representações. Essas tabelas permitem
decompor funções e soluções de sistemas físicos de acordo com as simetrias que o grupo
apresenta, facilitando a análise dos modos normais de vibração, padrões de campos
eletromagnéticos e soluções de problemas com condições de contorno simétricas.
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Tabela 3 – IRREPs do grupo C2v, grupos magnéticos e ordem do modo.

C2v e C2 σ1 σ2 Grupo magnético Ordem do modo
A1 1 1 1 1 C2v escuro TO
A2 1 1 −1 −1 C2v(C2) escuro ATO
B1 1−1 1−1 C2v(Cs)
B2 1−1 −1 1 C2v(Cs)

O subgrupo C4v tem uma aplicação significativa na física, especialmente na espec-
troscopia e no estudo das estruturas cristalinas tetragonais. Ele também é fundamental na
análise de cavidades ressonantes e guias de onda com seções transversais quadradas.Na
engenharia elétrica e óptica, o grupo C4v é utilizado para classificar modos ressonantes e
modos propagantes em sistemas com simetria quadrada, como ressonadores dielétricos e
cavidades metálicas.

Além disso, a utilização de grupos como o C4v possibilita a exploração de proprie-
dades como degenerescência e seleção de modos, o que é essencial no desenvolvimento de
dispositivos fotônicos e antenas direcionais. Nestes dispositivos, a distribuição espacial de
campos ou correntes deve respeitar simetrias específicas para garantir um funcionamento
eficiente e adequado.

D.3 Teoria de grupos magnéticos
Em nossa análise, utilizamos o método baseado em teoria de grupos magnéticos [77].

Em particular, o campo magnético H pode ser descrito pelo simetria magnética 2D (no
plano xy), ou seja, pelo grupo C2v(Cs) que contém os seguintes elementos e antielementos:
o elemento unitário e, o antieixo TC2 ao longo do eixo z, o plano vertical σ1 perpendicular
ao vetor H (plano x = 0), o antiplano vertical Tσ2, paralelo ao vetor H (plano y = 0). No
grupo C2v(Cs), a reversão do tempo operador T é combinado com os elementos geométricos
de simetria C2 e σ2.

Nas Tabelas III, IV e V, os IRREPs dos grupos C2v, Cv1
s e Cd2

s , os grupos magnéticos
correspondentes e ordens de modo são dadas. Na Tabela VI a simetria tabela de degeneração
do grupo C4v em seus subgrupos é presente.

Tabela 4 – IRREPs do grupo Cv1
s , grupos magnéticos e ordem do modo.

Cv1
s e σv1(x = 0) Grupo magnético Ordem do modo

A 1 1 Cs brilhante TO
B 1 −1 Cs(C1) brilhante ATO
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Tabela 5 – IRREPs do grupo Cd2
s , grupos magnéticos e ordem do modo.

Cd2
s e σd2 Grupo magnético Ordem do modo

A 1 1 Cs brilhante TO, brilhante ATO
B 1 −1 Cs(C1)

Tabela 6 – Tabela de degeneração de simetria do grupo C4v [76].

C4v Cv
2v Cd

2v Cv
s Cd

s

A1 A1 A1 A A
A2 A2 A2 B B
B1 A1 A2 A B
B2 A2 A1 B A
E B1, B2 B1, B2 A, B A, B
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APÊNDICE E – Decomposição Multipolar
do modo TO

A decomposição multipolar é uma técnica fundamental na análise da resposta
eletromagnética de estruturas, permitindo descrever a distribuição espacial das correntes e
cargas em termos de momentos multipolares. No contexto da engenharia de materiais e
metamateriais, essa abordagem é crucial para interpretar modos de ressonância, radiação
e mecanismos de acoplamento [88, 89].

No COMSOL Multiphysics, é possível calcular os momentos multipolares direta-
mente a partir das distribuições de densidade de corrente elétrica induzida J(r), obtidas
por simulações no domínio da frequência.

A fim de fornecer insights adicionais sobre a natureza dipolar toroidal das resso-
nâncias investigadas, realizamos a decomposição multipolar em coordenadas cartesianas
para o caso representativo da ressonância TO, investigada na Figura 20(a).

Primeiramente, foi realizada uma simulação de elementos finitos para a onda
incidente em torno da ressonância TO, que fornece os espectros de transmitância de
potência (T = |t2|) e refletância (R = |r2|) apresentados na Figura 26(a), onde r é o
coeficiente de reflexão do campo complexo. Como nenhuma perda é considerada neste caso
e dado que a difração diferente de zero é desprezível, assume-se que R ' 1 − T .

J(r) = jω(εr,m − ε0)E(r) (E.1)

onde ω é a frequência angular e εm = εr,mε0 são as permissividades dos materiais
dielétricos, sendo m referente aos ressonadores cerâmicos ou ao substrato de espuma.

Assim, os momentos dipolares para os modos cartesianos elétrico, magnético e
toroidal são calculados como:

p = 1
jω

∫
V

J(r) dr (E.2)

m = 1
2c0

∫
V

[r × J(r)] dr (E.3)

t = 1
10c0

∫
V

[
(r · J(r))r − 2r2J(r)

]
dr (E.4)
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Figura 26 – (a) Espectros de transmitância e reflectância na vizinhança da ressonância do
modo TO estudada na figura 20(a). (b) Decomposição multipolar em coorde-
nadas cartesianas e poder de espalhamento relativo dos momentos dipolar e
quadripolar, mostrando a predominância do momento dipolar toroidal.

onde c0 é a velocidade da luz no vácuo e a integração é realizada sobre o volume
da célula unitária da metasuperfície. No cálculo dos momentos multipolares, correções de
raios médios também foram aplicadas [87]. O poder de espalhamento correspondente a
cada momento é dado por:
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Csca
p = k40

6πε2
0
|p|2 (E.5)

Csca
t = k60

6πε2
0
|t|2 (E.6)

Csca
ed = k40

6πε2
0
|p − jkBt|2 (E.7)

Csca
md = k40

6πε2
0
|m|2 (E.8)

onde p, t, ed e md se referem aos dipolos cartesianos elétrico, toroidal, elétrico
total e magnético, respectivamente, e k0 é o número de onda da onda plana incidente. As
definições para os quadrupolos Qe elétrico e Qm magnético, bem como as correções de
raios médios, são omitidas por brevidade. Todos os detalhes podem ser encontrados em
[85] e [86].

Os resultados sobre os poderes de espalhamento relativos dos vários momentos
multipolares são resumidos na figura 26(b). O espalhamento do momento dipolar toroidal
(t) domina claramente, e sua contribuição leva a um alto espalhamento do momento dipolar
elétrico total (ed). O poder de espalhamento de todos os outros multipolos é mais de
uma ordem de magnitude menor em comparação ao do dipolo toroidal. Foi confirmado
ainda que o poder de espalhamento do dipolo toroidal deriva quase exclusivamente de
seu componente z, o que está em total acordo com a representação idealista do modo TO
na 2(a). Portanto, a análise de decomposição multipolar fornece mais evidências sobre a
natureza do dipolo toroidal das ressonâncias quase escuras investigadas.

Para calcular esses momentos no COMSOL Multiphysics:

• Realize uma simulação no domínio da frequência para extrair a densidade de corrente
complexa J(r).

• Use a funcionalidade Component Coupling Integration para definir integrais sobre
o volume da estrutura.

• Implemente as expressões p a T como variáveis auxiliares ou integrais definidas pelo
usuário.

• As integrais podem ser configuradas diretamente nas interfaces Definitions >
Component Couplings > Integration e Definitions > Variables.
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