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RESUMO

Observa-se que, no século XIII, os europeus usavam o dbaco e os algarismos romanos. O dbaco,
para operacionalizar seus problemas, e os algarismos romanos, para registri-los. Naquele mesmo
periodo entrou em cena um matemadtico italiano chamado Leonardo Fibonacci (1170 — 1240) que
trouxe, apds suas viagens pelo Oriente, uma aritmética que nao havia sido divulgada amplamente
na Europa, bem como cifras indianas e seu sistema de numeragio posicional decimal, que foram
organizados e sistematizados no Liber Abaci. Nessas circunstincias, questiona-se: quais as demandas
atendidas no contexto da Europa do século XIII pela sistematizagao dos saberes aritméticos no Liber
Abaci, escrito por Leonardo Fibonacci? Na busca por resposta a esse questionamento, objetiva-se
nesta pesquisa identificar demandas atendidas pela sistematizagao do conjunto de préticas aritméti-
cas no Liber Abaci que estavam em produgao e uso na Europa do século XIII. Para tanto, recorreu-se
a uma proposta qualitativa, a qual permitiu um processo reflexivo e analitico dos aspectos historio-
grificos da implementagao dos métodos e técnicas aritméticas na Europa no século XIII, guiado
pelas trés esferas de andlise da historiografia atualizada. Esses processos reflexivos mostraram que o
conjunto de préticas aritméticas, dispostas e organizadas no Liber Abaci, estava alcangando o clero
com a utilizagao da lingua litdrgica e o auxilio na exegese biblica e contagem de datas importantes
para a cristandade. A organizagao desse livro, que estd disposto do simples para o complexo, mos-
tra sua interagao com tratados mais tedricos, um dos indicios que estava na diregao de alcancar as
universidades. Sua sistematizagdo mostra uma otimizagio exequivel em contas de valores elevados,
assim podia ser utilizado para a movimentagao de grandes quantidades, seja de bens ou valores mo-
netdrios, oferecendo a sociedade um critério claro e confidvel nas contas, o que ajudava a solucionar
problemas comerciais, agrarios e tributéveis. A vista disso, a sistematizagio das técnicas aritméticas
na Europa do século XIII contidas no Liber Abaci estava atendendo demandas religiosas, académi-

cas, sociais e comerciais, urbanas ou mercantis.

Palavras-chave: Matemaitica — Histdria. Aritméticas — Métodos e técnicas. Aritmética — Século

XII1. Liber Abaci.



ABSTRACT

It is observed that, in the 13th century, Europeans used the abacus and Roman numerals. The
abacus, to operationalize your problems, and the Roman numerals, to record them. In that same
period, an Italian mathematician called Leonardo Fibonacci (1170 — 1240) came onto the scene
who, after his travels in the East, brought an arithmetic that had not been widely disseminated in
Europe, as well as Indian ciphers and their decimal positional number system, which were orga-
nized and systematized in Liber Abaci. In these circumstances, the question arises: what demands
were met in the context of 13th century Europe by the systematization of arithmetic knowledge in
the Liber Abaci, written by Leonardo Fibonacci? In the search for an answer to this question, the
objective of this research is to identify demands met by the systematization of the set of arithmetic
practices in Liber Abaci that were in production and use in Europe in the 13th century. To this end,
a qualitative proposal was used, which allowed a reflective and analytical process of the historiogra-
phical aspects of the implementation of arithmetic methods and techniques in Europe in the 13th
century, guided by the three spheres of analysis of updated historiography. These reflective processes
showed that the set of arithmetic practices, arranged and organized in Liber Abaci, was reaching the
clergy with the use of liturgical language and assistance in biblical exegesis and counting important
dates for Christianity. The organization of this book, which is arranged from simple to complex,
shows its interaction with more theoretical treatises, one of the signs that it was in the direction
of reaching universities. Its systematization shows a feasible optimization in accounts with high
values, so it could be used to move large quantities, whether of goods or monetary values, offering
society a clear and reliable criterion in the accounts, which helped to solve commercial and agrarian
problems. and taxable. In view of this, the systematization of arithmetic techniques in 13th century
Europe contained in the Liber Abaci was meeting religious, academic, social and commercial, urban

or mercantile demands.

Keywords: Mathematics — History. Arithmetic — Methods and techniques. Arithmetic — 13th

century. Liber Abaci.



RESUMEN

Se observa que, en el siglo XIII, los europeos utilizaban el dbaco y los nimeros romanos. El dba-
co, para operacionalizar tus problemas, y los nimeros romanos, para registrarlos. En ese mismo
periodo entré en escena un matemdtico italiano llamado Leonardo Fibonacci (1170 — 1240) quien,
luego de sus viajes por Oriente, trajo una aritmética que no habia sido ampliamente difundida en
Europa, asi como las cifras indias y sus decimales posicionales. sistema numérico, que fueron orga-
nizados y sistematizados en Liber Abaci. En estas circunstancias, surge la pregunta: ;qué demandas
se cumplieron en el contexto de la Europa del siglo XIII con la sistematizacién del conocimiento
aritmético en el Liber Abaci, escrito por Leonardo Fibonacci? En la bisqueda de una respuesta a esta
pregunta, el objetivo de esta investigacién es identificar las demandas atendidas por la sistematiza-
cién del conjunto de practicas aritméticas del Liber Abaci que se producian y utilizaban en Europa
en el siglo XIII. Para ello, se utilizé una propuesta cualitativa, que permitié un proceso reflexivo y
analitico de los aspectos historiograficos de la implementacién de métodos y técnicas aritméticas en
la Europa del siglo XIII, guiado por las tres esferas de andlisis de la historiografia actualizada. Estos
procesos reflexivos mostraron que el conjunto de practicas aritméticas, dispuestas y organizadas en
el Liber Abaci, llegaban al clero con el uso del lenguaje littirgico y la asistencia en la exégesis biblica
y el conteo de fechas importantes para el cristianismo. La organizacién de este libro, que va de lo
simple a lo complejo, muestra su interaccién con tratados mds teéricos, una de las senales de que
iba en direccién a llegar a las universidades. Su sistematizacién muestra una posible optimizacién en
cuentas con valores elevados, por lo que podria utilizarse para mover grandes cantidades, ya sean de
bienes o de valores monetarios, ofreciendo a la sociedad un criterio claro y confiable en las cuentas,
que ayudara a resolver problemas comerciales y agrarios. imponible. Ante ello, la sistematizacién
de las técnicas aritméticas en la Europa del siglo XIII contenida en el Liber Abaci iba atendiendo a

demandas religiosas, académicas, sociales y comerciales, urbanas o mercantiles.

Palabras clave: Matemdticas — Historia. Aritmética — Métodos y técnicas. Aritmética — siglo XIII.
Liber Abaci.
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APENAS UM
HISTORNAUTA

g firmo desde o inicio deste relatdério de pesquisa que nao sou um historiador e também nao sou

um matemadtico, sou apenas um HistorNauta'!

Para entender minha assertiva, trago uma inquietagao que hd algum tempo carrego. Se nao
sou um historiador, porque nao tenho forma¢io em Histéria, e também nio sou um matemadtico,
porque minha formagio nao foi em Bacharelado em Matemdtica, qual é de fato minha identidade,

as caracteristicas que fazem de mim um pesquisador da/na Histéria da Matemdtica?

Por vezes, ouvi que era apenas um entusiasta da Histéria e que, por possuir formacgao do-
cente em Matematica, poderia visualizar histérias das matemdticas. Porém, o que corriqueiramente
acontecia era a visualizagao ou discussoes de uma matemdtica em determinada histéria. Embora a
justificativa de entusiasta, para descrever a minha epistemologia contextual ou minha posicio epis-

témica, fosse inicialmente satisfatéria, nao me preenchia, sentia que algo estava faltando.

Mesmo com essa incompletude identitdria, sempre estive em busca de um lugar onde pu-
desse me encontrar de fato. Nessa busca, acabei me tornando um Bigo/lo* pelos ramos da Histéria
da Matemitica, experimentando novas perspectivas, interagindo com diferentes pensamentos em
trnsito que perpassam a histéria e a cultura, absorvendo experiéncias tnicas oferecidas pelos des-

tinos visitados.

Como Bigollo, experimentei muitos pensamentos, mas para a assertiva inicial, trago um

conceito de Amilcar Martins® com o epiteto de ArteNauta. Esse conceito advém, conforme Farias

! Serd esclarecido na pdgina 11.

2 Leonardo Fibonacci (1170 — 1240), em muitas de suas cartas assinava como Bigollo, que quer dizer, possivelmente
em dialeto toscano, viajante. Atribui¢io que o despertou para um mundo matemdtico que o acompanhou até o final
de sua vida, consagrando-o como um dos matemdticos centrais na Idade Média.

> Amilcar Martins é professor da Universidade Aberta de Portugal (Lisboa). Doutor em Ciéncias de Educacio (Did4tica
das Artes), pela Universidade de Montreal, Canadd. Licenciado no curso de Atores e Encenadores pela Escola Superior
de Teatro do Conservatério Nacional de Lisboa. Dedica-se & pesquisa de grupos étnicos diferenciados e é investigador
integrado no Centro de Investigagio em Artes e Comunicagio (Polo da UAD)
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(2017), da atuagao de um personagem chamado ArteNauta Amilcarins interpretado por Amilcar
Martins. Esse personagem era um viajante que vinha do planeta Z para o planeta Terra para desco-

brir o territério das artes em suas diversas manifestacoes expressivas.

Esse conceito estd na direcio de um viajante no universo das artes que, ao ser interligado
com a pedagogia de situagdes*, amplia-se com a dimensio performdtica do ArteNauta, o que faz
entrar em cena os papéis na agao docente do pedagogo, de viajante, animador, brincador, contador,

educador, curador e pesquisador.

A histéria, para Amilcar Martins, apresenta-se como um dos papéis na a¢io docente, fazen-
do do professor um arte-contador, pois a viagem dd o que contar, transformando-o num Histéria-
Nauta. No entanto, para mim, a histéria, em particular a Histéria da Matemadtica, apresenta-se nio

como um papel docente, mas como um universo de experimentagoes.

Dessa forma, a partir das percepgoes de ArteNauta, trago a nogao que me faz ter uma
identidade e um lugar, a noc¢ao de HistorNauta. Essa nogao estd na dire¢ao de um viajante que
explora e interage com universo da Histéria da Matemadtica, testemunhando performances
de personagens e suas interagoes com esse campo de estudo e conhecimento. Essas interagoes
trazem um despertar para a ciéncia contemporanea e passada, levando a humanizacao do fazer
matemadtico e gerando uma agiao docente de pesquisar, ensinar, contar histérias, viajar, animar,

brincar e curar®.

Com o esclarecimento inicial, compartilharei algumas narrativas de minha jornada como
Bigollo, com o destino de apresentar terras e mares navegados até o cais do porto da presente tese.
Mares e terras permitiram aventuras e desventuras, encontros e desencontros, levando-me ao envol-

vimento com a temdtica trabalhada neste relatério de pesquisa.

Nessas viagens, carrego algumas preocupagoes ou questionamentos que, por vezes, se confi-
guraram como barreiras a serem superadas para o amadurecimento académico e profissional. Mui-
tas dessas barreiras foram vividas como académico do curso de Licenciatura Plena em Matemdtica
(sic) na Universidade do Estado do Pard (UEPA), no inicio de 2010.

Foi no primeiro ano letivo desse curso que tive a oportunidade do primeiro contato com
a Histdéria da Matemdtica. Naquele momento, foi apresentada como uma tendéncia em Educagio
Matemdtica. Esse momento me causou estranhezas em compreender o significado de uma tendén-

cia de ensino, bem como, de surpresas com novas possibilidades metodoldgicas.

Desde entao, senti a necessidade de investigar melhor esse campo de estudo, rever minhas

leituras, ler materiais da drea e participar de eventos, como o Encontro Paraense de Educa¢io Ma-

4 Perspectiva proposta por Gisele Barret para a drea de Expressio Dramdtica, com aplicagdes em outras dreas artisticas
ou em outras 4reas do saber.
> Uma busca, no sentido de adequar a percepgio equivocada que possa haver da Matemdtica e de sua histéria.
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temdtica (EPAEM), e alguns outros especificos da drea da Histéria da Matemadtica, como o Semi-
ndrio Nacional de Histéria da Matematica (SNHM), na tentativa de sanar minhas curiosidades e

consolidar conhecimentos.

A participagio da disciplina referente & Histéria da Matemadtica, assim como de eventos,
como os j4 referidos, nao foi suficiente para suprir meus questionamentos, dentre os quais apresento
alguns: em quais termos a Histéria da Matemdtica contribui para o ensino de Matemdtica? Se hd
potencial diddtico na Hist6ria da Matematica, quais sio? E possivel utilizar a Histéria da Mateméti-
ca para o ensino de qualquer objeto matemadtico? Em qualquer nivel de instru¢ao? Apenas a Histéria

da Matemdtica ¢é suficiente para superar as barreiras do/no ensino?

Por outro lado, o que me permitiu estudos e discussoes sobre a Histéria da Matemdtica efe-
tivamente foi a oportunidade de participar do Grupo de Estudos e Pesquisa em Histdria e Ensino
de Matemidtica (GEHEM), desde o ano de 2013, que ¢ vinculado ao Programa de Pés-Graduagio
de Educacio em Ciéncias e Matemdticas (PPGECM) e estd sediado no Instituto de Educacio Ma-
temdtica e Cientifica (IEMCI) da Universidade Federal do Pard (UFPA).

Esse grupo proporcionou leituras mais consistentes, bem como a participagio em discussoes
de diversos textos referentes a Hist6ria da Matemadtica. Os textos, como a tese doutoral de Miguel
(1993), o livro de Wussing (1998), entre outros, permitiram novas compreensoes a respeito do
tema. O GEHEM oportunizou também a participagao ativa em alguns eventos que tratavam da
Histéria da Matemdtica. Esse envolvimento permitiu conhecer autores renomados nessa drea, assim

como dialogar com pesquisadores, seja pessoalmente ou através de seus trabalhos.

Outra oportunidade foi a construgio e publica¢io de alguns artigos em parceria com alguns
colegas participantes do GEHEM em eventos locais, regionais, nacionais e internacionais. Todas
essas atividades proporcionaram o amadurecimento e a construgao de uma trajetdria académica

definida na Educagao Matemdtica, de forma mais especifica na Histéria da Matematica.

Nessas viagens percorridas, prezei por sanar minhas insatisfagdes e questionamentos. Um
desses questionamentos se refere ao uso da Histéria da Matemitica em sala de aula. Muitos traba-
lhos e percepgoes em relagio a esse campo de pesquisa como tendéncia metodoldgica causavam
incomodo. Haja vista que esses trabalhos apresentavam a Histéria da Matemdtica como uma fer-
ramenta diddtica, mas a Histéria da Matemdtica ali apresentada nio fazia parte do processo de
construgio do conhecimento e nem eram apresentadas suas potencialidades, fossem diddticas ou
pedagégicas, nem mesmo como um organizador prévio dos contetidos, como indicado por Nunes,
Almouloud e Guerra (2010).

Esses pontos abordados até aqui, em relagao ao uso da Histéria da Matemdtica em sala de
aula, me levaram a cursar a especializagio em Ensino de Matemdtica, na qual conclui todas as dis-

ciplinas e outros requisitos para a integralizagao, sem a defesa da monografia. Essa especializagio,
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mesmo nao sendo concluida, me proporcionou novas discussoes em rela¢ao a Educa¢ao Matemdtica
e em Hist6ria da Matematica. As discussdes oportunizaram uma compreensao mais adequada quan-
to 4 historiografia da Matemadtica, dentre outros aspectos, como os argumentos questionadores e

reforcadores da Hist6ria da Matemdtica apresentados por Miguel (1997), que ji foram atualizados.

As novas informagoes referentes & Educagao Matemadtica e a Histéria da Matemdtica per-
mitiram vislumbrar possibilidades para o uso da Hist6ria da Matemadtica. A partir das informagoes
histéricas, é possivel construir conhecimentos ou nogdes conceituais e defini¢des de objetos mate-
maticos no contexto escolar ou académico. Também ¢ possivel compreender a Histéria da Matema-
tica como componente metodolégico, como proposto por Brandemberg (2010, 2022). Em outros
trabalhos de sua autoria, esse pesquisador amadurece essa percep¢ao, além de descrever a pesquisa
de textos histéricos (Brandemberg, 2021) de um ponto de vista histérico e epistemoldgico, que
coaduna com as ideias de Barros (2022) e Saito (2015).

A continua exploragio de terras e mares em busca de respostas aos meus questionamentos,
como em relagio as potencialidades da Hist6ria da Matemadtica para o ensino, me levaram ao mes-
trado em Educacio em Ciéncias e Matemdticas cursado no IEMCI, com inicio das atividades no
ano de 2016 e defesa de dissertacdo de mestrado no ano de 2018, o qual proporcionou-me experi-
éncias decisivas que fortaleceram a atividade de pesquisa no campo da Histéria da Matemdtica, tais
como: continuas leituras e releituras de textos da drea; publicacoes de textos académicos; participa-

¢ao ativa no GEHEM em eventos e parcerias em pesquisas de textos histdricos.

Nesse contexto de atividades de pesquisa, pude ter uma melhor compreensio a partir das
leituras de trabalhos, tais como Miguel (1993, 1997, 2015), Miguel ¢ Miorim (2004), Mendes
(2009a, 2009b, 2015, 2017), Brandemberg (2009, 2017), Saito e Dias (2013) e Saito (2015), que
permitiram empreender outras compreensoes quanto a implementagao da Histéria da Matemadtica
em sala de aula. Ampliou-se minha percep¢io do que deve ser construido em sala a partir de in-
formagoes histéricas, como articulagées diddticas, contrapondo a premissa de ensinar Histéria da
Matemadtica em sala de aula, questao discutida por Mendes (2009b). Outro artificio para a imple-
mentagio dessa articulagao é apresentado por Saito e Dias (2013) como interfaces entre a Histéria

e o Ensino da Matematica.

A apropriagao de novas compreensodes como essas consubstanciaram o avango para outros
questionamentos gerais em relagio a Histéria da Matemdtica, como quais informagdes histéricas
devem ser movimentadas em sala de aula? Ou, como Mendes (2016, 2017) apresenta em seus tra-
balhos, qual Histéria e qual Matemdtica devem ser tratadas para o ensino? Ou ainda, a partir de
Valente (2017) e Hofstetter e Schneuwly (2017), quais saberes devem ser movimentados em sala ao
utilizar a Histéria da Matemdtica como um recurso did4tico? Bem como Saito (2015) traz, como

construir uma interface entre Histéria da Matematica e Ensino?
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Esses questionamentos e a construgao da pesquisa para a consolida¢o da dissertagio de
mestrado, levaram-me a questionar sobre as potencialidades didaticas ou pedagdgicas da Histéria
da Matemdtica, em particular de textos antigos ou cldssicos, a partir de conversas com o orientador,

que me levaram também a pesquisar epistemologicamente esses textos histdricos.

Posteriormente a finalizagao do mestrado, tive a oportunidade de ingressar na Universidade
Federal do Pard no Campus Universitdrio do Baixo Tocantins/Cametd, como Professor Substituto
do magistério superior. Na carreira docente, os conhecimentos construidos, assim como os em
construgao, possibilitaram-me realizar algumas adequag¢oes nas minhas praticas de ensino de Mate-
mitica, oportunizando a construcio de atividades dentro e fora dos muros da universidade, como
a producio de jornais pedagdgicos. Esses jornais se configuraram como articulagoes diddticas com

o uso das informagdes histéricas, com potencialidades para o ensino de conteddos matemadticos.

Como docente do ensino superior, tive a oportunidade de lecionar a disciplina Evolugao da
Matemdtica, na qual, pude fazer aproxima¢oes da Histéria da Matemdtica com contexto escolar,
contribuindo para o desenvolvimento de uma visao dindmica dos alunos quanto ao campo de pes-
quisa e estudo Histdria da Matemitica. Outrossim, pude fazer o uso da Histdria da Matemadtica em
sala de aula em outras disciplinas, como Metodologia do Ensino da Matematica, Pritica docente II,

entre outras, bem como em outros cursos, como agronomia e ciéncias naturais.

Assim, foi-me oportunizado promover o fortalecimento, mesmo que em pequena escala,
da inicia¢do & pesquisa cientifica em Educagio Matemdtica, de forma singular, da Histéria da Ma-
temdtica. Do mesmo modo que, em eventos como duas semanas da matemdtica ou de forma mais
especifica, de um semindrio temdtico e um minicurso sobre pesquisa em Histéria da Matemdtica,
resultando em uma orientacao de Trabalho de Conclusio de Curso (TCC) com tema em Histéria
da Matemitica, e também na participagio em bancas de defesas de TCC’s e monografias, além de

outras orientacoes de trabalhos dentro da Educacio Matematica.

O envolvimento com a pesquisa, a busca continua por respostas e a necessidade de aprofun-
damento técnico e tedrico, levaram-me a retornar ao programa de pés-graduacao do IEMCI como
estudante do curso de doutorado em Educagao em Ciéncias e Matemadticas. Nessa trajetdria, ainda
vivenciada, tenho a oportunidade de me dedicar a estudos de materiais, reunioes, cursos de curta
duragdo, minicursos, palestras, eventos, disciplinas obrigatérias e optativas e conversas formais e

informais com professores pesquisadores.

Toda essa dindmica resultou em apresentacoes e publicagoes em eventos e artigos em revis-
tas, centrados na aritmética do século XIII, permitindo imergir e submergir nos campos tedricos e

epistemolégicos da Histéria da Matemdtica a cada respirar dos pensamentos.
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Para além de um estudo do contetido de texto histdrico, essas viagens apontaram para a
busca da contextualiza¢do do conhecimento nos termos da Historiografia Atualizada, o que me fez

retomar os estudos 2 dissertagao de mestrado com o estudo do Liber Quadratorum (1225).

Nesse estudo, percebemos, entre outras coisas, que Leonardo Fibonacci (1170 — 1240),
autor do livro, recorreu a uma dlgebra geométrica, com a utilizagao das cifras e do sistema numé-
rico posicional dos indianos, para a demonstragio e estudo das proposi¢coes que compdem o Liber
Quadratorum em um momento da histéria que nao era comum o uso de tais cifras, o que instigou
a investigagao do Liber Abaci (1202), primeiro livro de Leonardo Fibonacci. Esse livro aponta para
métodos e técnicas aritméticas com a utilizagao das cifras indianas, assim como do sistema de nu-

meragao posicional.

Olhando para o cendrio da Europa desse periodo de construgao dos livros, o século XIII,
observamos, a partir de Potro (2000) e Vasconcelos (1925), que naquele século fazia-se uso de mé-
todos aritméticos com o manuseio do dbaco e dos algarismos romanos. No entanto, a nova forma
de manuseio aritmético com as cifras indianas e seu sistema de numeragio, que Leonardo Fibonacci
trouxe em seu Liber Abaci e em outros livros, nos permitiu trazer uma reflexdo em relagao a essas

divergéncias de métodos aritméticos na Europa do século XIII.

Apresentamos, dessa forma, a sistematizagio das técnicas aritméticas contidas no Liber Aba-
¢i como nosso objeto de investigagao, a partir do qual podemos compreender as demandas atendi-

das por essa sistematizagio proposta por Leonardo Fibonacci no século XIII.

Como foi elucidado até aqui, nossa trajetéria académica aponta para estudos de métodos
algébricos, aritméticos e geométricos em textos histéricos, em particular, dos livros de Leonardo

Fibonacci.

Observamos, ao nos concentrar no século XIII, que as obras desse autor trouxeram inova-
¢oes para o contexto da Europa medieval. No entanto, essas inovagdes, mesmo que beneficiando o
comércio e outras dreas, como das ciéncias e das artes e os oficios urbanos, nao foram bem recebidas

por todos (Ifrah, 2005).

Nosso estudo, com base em Potro (2000, 2004, 2007, 2012), Brito (2007), Castillo (2007),
Franco Janior (2001), Schramm (2001), Vasconcelos (1925), Ifrah (2005) e Leonardo Pisano
(1857), aponta que os métodos® que utilizavam o dbaco romano estavam instituidos na Europa nos
finais do século XII.

Temos ainda que os conhecimentos naquele cendrio estavam ancorados em uma estrutura
hierdrquica que primava pela teologia; ou seja, os conhecimentos estavam a servico da igreja. As-

sim, ainda que os métodos e técnicas trazidos por Leonardo Fibonacci apresentassem vantagens e

¢ Tomamos métodos em seu sentido amplo, o que inclui também técnicas para célculos aritméticos, pois Leonardo
Pisano (1857) nio apresenta uma nomenclatura padrio.
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otimizagoes para os cdlculos requeridos pelo comércio e por outras dreas do contexto medieval, nao
foram suficientes para que de imediato pudessem substituir os métodos instituidos com o dbaco
romano, pois além de estarem consolidados, instituiram oficios, como os abacistas, que tinham a

aceitacao da igreja.

Vemos também que houve uma republica¢ao do Liber Abaci no ano de 1228, o que nos leva
a supor que os métodos que utilizavam as cifras indianas comegaram a ter alguma importancia e uti-
lidade, em certa medida, ainda na primeira metade do século XIII, que comegaram a se consolidar

na segunda metade daquele mesmo século.

Haja vista nio ter acontecido de imediato essa consolidacio e aceitagdo, surgem algumas
inquietagoes paralelas que corroboram com a questao de pesquisa e que podem melhor evidenciar
o contexto dos métodos aritméticos do século XIII, tais como: por que os métodos trazidos por
Leonardo Fibonacci nio tiveram sucesso imediato? Quais foram os fatores que impediram o uso e
a divulgacio nos primeiros anos do século XIII? Quais fatores favoreceram os métodos aritméticos
que utilizavam as cifras indianas nos anos posteriores? O que faz do Liber Abaci uma obra tio divul-
gada? O que fez esses métodos serem tao utilizados, ao ponto de terem uma repercussio mundial?
O que fez ou faz esses métodos terem éxito para ainda utilizarmos uma boa parte de suas propostas?

Houve conflitos para a implementagio dos métodos e das técnicas organizados no Liber Abaci?

Dessas e outras inquietagoes, que surgiram ao longo dos estudos dos textos de aritmética
medieval, em particular do Liber Abaci de Leonardo Fibonacci, apresentamos como questao norte-
adora desta pesquisa: Quais as demandas atendidas no contexto da Europa do século XIII pela

sistematiza¢ao dos saberes aritméticos no Liber Abaci escrito por Leonardo Fibonacci?

Ao refletir criticamente acerca da questao que norteou a investigagao, construimos pos-
siveis respostas, que se configuram como hipédteses para a presente pesquisa. A partir dos estudos
mencionados dos métodos aritméticos, assim como do contexto do conhecimento da Europa do
século XIII, presumimos que os aspectos que permeiam a Europa no inicio do século XIII, como a
hierarquia de conhecimento que primava pela teologia, o desinteresse por parte do clero pelos
conhecimentos vindos do Oriente e o poder politico-social da igreja, ndo permitiram a imple-

mentagdo das inovagoes trazidas pelo Liber Abaci nesses anos iniciais.

No entanto, esses aspectos passam por algumas mudangas, como o financiamento do co-
nhecimento pela corte, bem como o aquecimento do comércio com rotas locais e internacio-
nais e o crescimento dos oficios urbanos, o que levou 4 necessidade de cdlculos mais elaborados,
logo, de livros técnicos que os auxiliassem. Assim, os métodos aritméticos com a utilizagio das cifras

indianas superaram os métodos com o dbaco romano.

Dessa forma, essas hipSteses dos aspectos que constituem os fatores da implementagao dos

métodos aritméticos no século XIII, indicaram a dire¢do da pesquisa norteada pela tese de que
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os fatores contextuais impulsionaram um ambiente propicio para que Leonardo Fibonacci
escrevesse o Liber Abaci, e sua sistematizagio atendia as demandas internas e externas de seu
contexto histérico, social, politico, religioso e econémico, isto é, a sua malha histérica. Isso
atribuiu significado a pritica matemdtica e deu sentido ao fazer matemadtico da época, o que

pode ser retratado nesse texto do e no século XIII, e possivelmente em séculos posteriores.

Mesmo que aparentemente os métodos aritméticos que utilizavam o dbaco romano sendo
favorecidos pela hierarquia de conhecimento e pelos abacistas e pelas escolas que ensinavam esses
métodos, tragamos a seguir os objetivos da pesquisa, com a finalidade de sustentamos a tese propos-

ta e responder A questdo de pesquisa apresentada.

Assim, objetivamos identificar demandas atendidas pela sistematiza¢o do conjunto de pré-
ticas aritméticas no Liber Abaci que estavam em produgio e uso na Europa do século XIII. Para al-

cangar nosso objetivo geral, trazemos os seguintes objetivos especiﬁcos que nortearam nossas agoes:

a) Estabelecer relagoes entre materiais que possam dar suporte para o estudo de textos
histéricos e seus contextos, com vistas a apresentar a investigacio de aspectos historio-
graficos da aritmética tratada na Europa no século XIII;

b) Assegurar alguns fundamentos histéricos e epistemoldgicos para situar nossa pesquisa
dentro da Histéria da Matemdtica no campo de estudo e conhecimento da Educagio
Matematica;

¢) Discutir aspectos historiograficos da construgio do Liber Abaci e elementos aritméticos
que o comp6em, com vistas a compreender o contexto histdrico da elaborac¢io do livro;

d) Apresentar a sistematizagio do conjunto de préticas aritméticas na Europa do século
XIII a partir do Liber Abaci, com vistas 4 sua caracterizagio e determinagao de possiveis
demandas atendidas por ele;

e) Identificar demandas atendidas pelo Liber Abaci no século XIII, para dar sentido ao
fazer matemdtico da época.

Para cumprir os objetivos estabelecidos, possibilitando um delineamento proficuo guiado
por nosso questionamento, com vistas a validagao ou a refutagao de nossas hipéteses, realizamos
uma pesquisa de abordagem qualitativa, visto que hd subjetividades e nuances que nao sao quan-
tificdveis por si sés. Construimos um processo reflexivo e analitico que nos levou a compreensao
da implementagao dos métodos aritméticos na Europa do século XIII em seu contexto histéri-
co, possibilitando descrever, compreender e explicar aspectos e fatores daquele contexto medieval
(Oliveira, 2007).

Temos, ainda, que a natureza desta pesquisa é bdsica, pois buscamos agregar conhecimentos
novos para o avanco das investigagdes acerca da aritmética medieval, no entanto, sem aplicagoes
préticas. Apresenta-se também como exploratdria, ao objetivar oportunizar maior familiaridade
com a aritmética, bem como descritiva, ao objetivar, de igual forma, caracterizar os aspectos e os

fatores do contexto da Europa no século XIII. Além disso, é uma pesquisa de base documental, uma
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vez que foi elaborada a partir de alguns materiais que nao receberam um tratamento analitico espe-

cifico, o que possibilita ser uma nova fonte de consulta (Silveira e Cérdova, 2009; Prodanov, 2013).

Para tanto, nos valemos da Histéria da Matemdtica, em particular da Histéria e Episte-
mologia, aliada as esferas de andlise da historiografia atualizada a partir de textos histéricos para o

cumprimento dos objetivos propostos.

A partir de Creswell (2007) e Oliveira (2007), optarmos pela pesquisa qualitativa, por ser
considerada interpretativa, proporcionando a construgio adequada de didlogos e discussoes, a fim
de abarcar compreensées que contextualizam os métodos aritméticos no recorte de tempo e espago
proposto. Nao pretendemos acumular informagdes desses métodos, mas investigar os aspectos dos

acontecimentos dos fatos da Europa do século XIII e de seu entorno.

Para este relatério de pesquisa sobre o contexto da sistematizagao das técnicas aritméticas
no Liber Abaci, iniciamos com os aportes tedricos e metodolégicos, no sentido das contribuigoes
dadas por pesquisas ao nosso tema e direcionamentos tomados, norteando nosso planejamento e os
procedimentos tomados. Em seguida, caracterizamos nossa pesquisa no campo da Histéria da Ma-
temdtica e da Educagio Matemdtica, a fim de localizar em que campo de estudos e conhecimentos

nossa investigagao se encontra, coadunando com nossa postura ao realizar a presente pesquisa.

Apbés apresentar os aportes que nos sustentaram, os delineamentos tomados e de que cam-
po estamos falando, temos a seguranga de apresentar nosso estudo sobre a aritmética da Europa
no século XIII a partir do Liber Abaci e de seu contexto. Pontuamos aspectos historiograficos que
caracterizam o contexto europeu do século XIII, o livro e a edi¢ao investigada, bem como a sistema-
tizagao das técnicas encontradas, seguidos de didlogos relativos aos fatores contextuais e demandas
atendidas. Dessa forma, trazemos a seguir nossos suportes tedricos e metodoldgicos, como referido

anteriormente.
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APORTE TEORICO
E METODOLOGICO

S eparamos este capitulo para apresentar aportes tedricos e metodoldgicos que subsidiaram nossa
pesquisa. Escolhemos o termo aporte para ilustrar que nio trazemos tedricos’ que embasaram
nossa pesquisa, mas contribuicoes cientificas de pesquisadores da Histéria, da Histéria da
Matemdtica, da Histéria da Ciéncia e da Historiografia, os quais aparecem mediante a explanacio
das nogoes necessdrias para o desenvolvimento da pesquisa e seu relatério, com o rigor necessirio da

ciéncia histérica para uma escrita cientifica coerente.

Objetivamos estabelecer relacoes entre materiais que pudessem dar suporte para nosso es-
tudo de textos histdricos e seus contextos, para apresentar pontos que nos permitiriam investigar
aspectos historiogréficos da aritmética tratada na Europa no século XIII. Para tanto, iniciamos com
a apresentagao das percepgdes requeridas da Histéria e a Historiografia, seguido da Historiografia

Atualizada e das nogoes de texto histérico.

2.1 Histéria e Historiografia

Iniciamos evidenciando a Hist6ria que, para Marc Bloch (1886 — 1944), ¢ a ciéncia dos ho-
mens no tempo. Em complemento, Barros (2022) comenta que continua bastante atual e postula

a Histéria como uma ciéncia, ou a0 menos ser um saber cientificamente conduzido.

Barros (2022) argumenta ainda que, a partir da definicio, entende-se a Histéria como uma

o s
ciéncia dos seres humanos — uma ciéncia humana. Isso leva a reconhecer que o humano envolve a
histéria em trés dimensoes: “a histdria fala de seres humanos, é escrita por seres humanos e dirige-se

aos seres humanos que serdo os seus leitores ou ouvintes” (Barros, 2022, p. 8).

Nao podemos nos esquecer que esses agentes da Histéria — os seres humanos — estao inti-

mamente ligados ao tempo. Assim, os historiadores escrevem sobre seres humanos que viveram em

7 Tedricos no sentido de teorias didaticas, metodoldgicas, etc.
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tempos diversos, sem esquecer que o proprio historiador, ao escrever a respeito de um determinado

tempo, estd ligado a um tempo de pertencimento. Dessa forma, Barros (2022) afirma que:

A Histdria, enfim, é “humana” e “temporal” ¢ isto tanto no que se concerne ao seu objeto
de estudo, ao seu sujeito que produz este tipo de conhecimento (o historiador) e aos sujei-
tos que irdo usufruir das realizacoes dai decorrentes como leitores ou espectadores (Barros,
2022, p. 8, grifos do autor).

Nesse mesmo sentido, encontramos em D’Ambrosio (2004, p. 166) uma proximidade de
ideias quanto a Histéria, afirmando que ela, resumidamente, “é o conjunto dos acontecimentos hu-
manos ocorridos no passado”. Observamos que D’Ambrosio (2004) amarra o conjunto de aconte-
cimentos a0 humano e ao tempo, o que clarifica nossas tomadas de decisoes aglutinadas na histéria,
pois nossa pesquisa trata de agdes da sociedade (humana) na Idade Média (tempo). Evidenciamos
que o autor salienta que a histéria tem sido praticada em setores, onde, residimos na histéria dos
conhecimentos matemdticos, ou seja, o estudo de agoes humanas com o intuito de compreender

conhecimentos matematicos.

Julgamos importante considerar que a Histdria ndo estd em um ato meramente descritivo,
mas que se origina em um problema. A integragao de uma problemadtica a Histéria torna-se essencial
e determinante no Ambito da prdtica do historiador em qualquer género historiografico. Em nosso
caso, de todo profissional que recorre 2 Histéria como meio para a investigagio de um determinado

objeto ou tema matemitico, o qual nio serd necessariamente atravessado por um problema tnico.

Devemos ainda considerar que o problema, juntamente com o recorte espacial e o temporal,
fazem parte das dimensdes que delimitam o tema e o que tornam a pesquisa vidvel ou nao, devendo

aparecer de forma clara nas pesquisas histdricas, como ilustrado na figura 1 (Barros, 2005).

Figura 1 — Delimita¢io do Tema.
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Fonte: Barros (2005, p. 41).
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Além disso, Barros (2005) apresenta uma questao que considera extremamente complexa:
a importancia das delimitacoes de uma pesquisa para caracterizagao de seu campo de estudo, nesse
caso, o campo histérico. Mesmo com essa complexidade, o autor apresenta um panorama com
vérias possibilidades, baseados em critérios que dividem os saberes histéricos em trés categorias ou

ordens, como descrito pelo préprio autor na figura 2.

Figura 2 — O campo da Histéria.
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Fonte: Barros (2005).

Podemos observar a partir da figura 2 que essas trés ordens de critérios dividem os saberes
histéricos que compdem seu campo: as dimensoes, as abordagens e os dominios. Essas ordens de
critérios estdo intimamente ligadas com as teorias (dimensio), utilizadas para construir um arca-
bougo conceitual, gerando um conjunto de principios e ideias que poderdo garantir compreender,
explicar e interpretar os fendmenos estudados, com os métodos (abordagens) que serdo as ferra-
mentas utilizadas para a execu¢io da pesquisa, e pelos temas (dominios) orientados pelos agentes

examinados, pelos ambientes e pelos objetos estudados, ou seja, pela delimitagio do tema.

Embora a maior parte do trabalho histérico seja holistico, como considera D’Ambrosio
(2004), temos a necessidade de registrar esses conjuntos de agoes humanas ocorridas no passado de
forma reflexiva. Esses registros sao definidos como historiografia, entendida como “o conjunto de

registros, interpretagdes e andlises desses acontecimentos” (D’Ambrosio, 2004, p. 166).

Temos, de forma mais especifica, que a historiografia ¢ “essencialmente a histdria das narra-
tivas, do registro dessas narrativas e da interpretagao dos processos de decisao tomados por grupos
sociais” (D’Ambrosio, 2004, p. 166).
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A Historiografia — ou Histéria — pode ser compreendida como o vasto universo de realiza-
¢oes produzidas até hoje por todos os historiadores e autores da Histdria. Neste sentido,
a Historiografia é a “Histdria escrita’; de modo que nio é a toa que a expressio indica

literalmente isso (historio-grafia) (Barros, 2022, p. 15, grifos do autor).

No entanto, ndo temos, na historiografia, apenas uma escrita ou uma reescrita da Histéria.

Temos mais do que isso, haja vista ser constituida por sistemas conceituais, por metodologias em-

pregadas, por paradigmas tedricos, por hipdteses e por objetos de investigagdo, o que transforma a

histéria escrita em uma modalidade cientifica do saber. A historiografia também inclui. dentro do

proéprio campo do saber ou disciplina, a prépria Histéria, o que faz dela um dos poucos campos do

saber em que o nome da disciplina coincide com aquilo que estuda. Isto é: a Histéria (historiografia)

estuda a prépria Histéria (Barros, 2022).

Vemos também, a partir de Barros (2022), que a historiografia nao é simplificadamente as

construgoes textuais. Ela é constituida por tudo o que jé foi feito, em particular, por tudo o que os

historiadores fizeram e pensaram, bem como pelos modos de com agiram. Dessa forma, o autor

entende que qualquer realizagao textual ou mididtica constitui apenas a ponta de um grande iceberg

que pode ser a historiografia (figura 3).

Figura 3 — O iceberg da historiografia.
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Fonte: Barros (2002, p. 21).

8 Neste trabalho escrito por Barros (2022), entende-se Histéria, com “H” maitsculo, quando se refere 4 historiografia,
ou seja, Histéria como género cientifico que relata o passado.
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Podemos observar na figura 3 as realizages mais visiveis e materiais, como aquelas imate-
riais de menor visibilidade que, unidas, constituem o conjunto de realizagdes que leva o historiador
a construir uma historiografia, seja com a parte visivel superior do iceberg ou com a parte de dimen-
sao tedrica, metodoldgica, de modos de escrita e dos critérios compreendidos como inerentes a His-
toriografia que estdo situados na parte inferior. Assim, o autor consegue ilustrar todo um conjunto
de agdes que uma comunidade de historiadores movimenta para a constru¢ao ou materializagao de

uma dita Historiografia.

Podemos perceber que a Historiografia nesta pesquisa nio ¢ uma mera coadjuvante, afinal,
“a historiografia é tao importante quanto a prépria Histéria, pois ela define a busca e a interpreta-
¢ao do fato histérico” (D’Ambrosio, 2004). Dessa forma, podemos elucidar que uma construgao
historiografica do/no contexto da Idade Média se faz importante e necessdria no processo de inves-
tigacdo desta pesquisa, oportunizando a busca e a interpretagio dos acontecimentos dos fatos ¢ de

suas disseminagoes.

2.2 Historiografia atualizada

Com essas nogdes em mente, buscamos os critérios minimos para a constru¢io de uma
historiografia sobre o medievo. Nesse sentido, Barros (2022) destaca que, muito embora haja mui-
tas modificacoes naturalmente ao longo da histéria da Historiografia, essencialmente a escrita da
Histéria deve ter o relato na forma de narrativas ou descrigoes, a andlise conforme o que se quer
apresentar, a época historiogréfica de producio do texto e a escola histérica ou o estilo pessoal de

cada historiador.

Para tanto, tivemos que fazer algumas escolhas para a constru¢ido de uma historiografia
da Idade Média. Assim, ao propor um estudo da Aritmética na Europa no século XIII, se tornou
inevitdvel uma reescrita do passado com a intencionalidade de evidenciar a aritmética do século
XIII. Exigir que as intencionalidades de evidenciar algum agente, ambiente ou objeto nio tenham

qualquer influéncia no exercicio histérico ¢ um engano (Kragh, 2001).

Observamos ainda que nao sao todos os fatos que ocorreram no passado que compoem
a historiografia de um determinado objeto de investigagio, pois hd necessidades de recortes, de
delimitagées, como visto anteriormente, para que o objeto seja investigado adequadamente. Dessa
forma, apenas alguns acontecimentos passados ganharao o stazus de histérico que ¢é atribuido pelo

historiador, ou melhor, pela problemadtica e pelos objetivos tragados pelo historiador.

Percebemos que o szatus de acontecimento histérico em uma investigacio historiografica
serd dada a partir de uma interpretagio guiada por critérios de andlise historiogrifica ajustada aos

objetivos da investigagao histérica. Assim,
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A relatividade dos dados histdricos estd em concordincia com o facto de que os factos do
passado podem ser transformados em factos histéricos. E o que sucede nos casos em que
contributos cientificos, previamente ignorados, sao “redescobertos” (Kragh, 2001, p. 48).

Beltran, Saito e Trindade (2014) argumentam que a intencionalidade ¢ evidente, pois toda
narrativa da Histéria é historiograficamente orientada. Sendo assim, a Historiografia construida
nao pode ser neutra. Mas isso nao faz tendenciosa essa escrita da narrativa histérica, pois o intuito

principal é desvelar a Aritmética — a temdtica — em uma malha histérica.

De forma mais direta, a intencionalidade mencionada aqui compée as diregdes e caminhos
tomados para que os acontecimentos dos fatos histdricos possam dar visibilidade ao objeto de in-
vestigagao dentro de uma malha histérica. Em relagao a construgio de uma Histéria historiografica-
mente orientada, encontra-se na dire¢io da escolha de critérios da investigagao e da escrita histérica,

para evidenciar de forma adequada o objeto a ser investigado.

Dessa forma, com a finalidade de contextualizar a aritmética contida no Liber Abaci, opta-
mos pelo critério de escrita da Histéria com caracteristicas atualizadas. Esse critério de escrita serd

nomeado a partir daqui como Historiografia Atualizada, tendo como fundamento os trabalhos de
Saito e Dias (2013), Beltran, Saito e Trindade (2014) e Saito (2015).

Fazemos uso desses critérios mais atualizados, pois a Historiografia Atualizada permite ques-
tionar sobre o processo de construgio do conhecimento, elaborando explicacoes para as acoes dos
matemadticos e outros personagens contemporineos que puderam contribuir para a consolidagao da

ciéncia no recorte histérico investigado (Saito, 2015).

Nesse sentido, contrasta-se em termos mais gerais critérios de escrita atualizados e crité-
rios tradicionais. Nosso intuito aqui nao ¢é explorar essas divergéncias entre essas duas tendéncias
historiograficas. No entanto, apresentamos de forma resumida, a seguir, segundo Beltran, Saito e

Trindade (2014, p. 34), algumas caracteristicas da historiografia tradicional:

a) Narra uma histdria linear e progressista;
b) Tem como modelo as ciéncias fisicas (mecinica) e matemdticas;
) Seleciona no passado apenas o que parece ter permanecido;
d) D4 énfase em erros e acertos;
e) Busca os “precursores” e os “pais” da ciéncia moderna;
f) Parte da distin¢do entre “ciéncia’ e “pseudociéncia’.
Ao observar essas caracteristicas, percebemos que essa vertente historiografica limita a in-

vestigago histérica, fato esse que nos encorajou a adotar a Historiografia Atualizada, na tentativa

de restituir a aritmética do passado, no passado, evitando uma mera comparagio, com um olhar
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presentista, possibilitando novos critérios de escrita invertendo o sentido histérico — do passado

para o presente, bem como afastar-se de anacronismos.

Historiadores da Matemdtica, como Gert Schubring, também destacam a percepgao das li-
mitagdes da historiografia tradicional. Schubring (2018) argumenta que a abordagem tradicional da
Histéria da Matemdtica nao se mostra suficiente para abordar com eficicia novos questionamentos.
Em especial, para o autor, no processo de aprendizado da Matemdtica, pois as narrativas tradicio-
nais focam principalmente em momentos de destaque na Hist6ria da Matemadtica, negligenciando

muitos desenvolvimentos e perdendo a abordagem abrangente e integral da disciplina.

De forma suplementar, Barros (2022) esclarece nao haver mais o reconhecimento, por parte
dos historiadores, de uma historiografia meramente narrativa e descritiva sem uma andlise ou uma
interpretacdo dos fatos e dos dados. Assim, a Historiografia é necessariamente problematizada,

constituindo a matriz disciplinar da Histéria.

Nesse sentido, a Historiografia Atualizada permite contextualizar a aritmética do século
XIII com base em trés esferas de andlise histdrica: contextual, historiogréfica e epistemoldgica. Isso
nos leva a observar aspectos internos e externos, bem como aspectos continuos e descontinuos da

consolidacio do conhecimento (Beltran, Saito e Trindade, 2014).

Silva (2020) destaca essas esferas de andlise de uma forma que coaduna com nossa pesquisa.

A autora diz que:

A esfera contextual é mobilizada no inicio de uma investigagio sobre um documento
original, em que o pesquisador busca onde e quando ele foi escrito e 0 que estava aconte-
cendo nessa determinada regido e época. A esfera historiografica ¢ mobilizada no estudo
critico do que j4 foi escrito sobre esse material, buscando as razoes pelas quais ele foi
produzido nesse periodo. Por fim, a esfera epistemoldgica objetiva conhecer os conceitos
e contetdos que estdo inseridos na obra dentro do seu préprio contexto (Silva, 2020, p.

45).

A autora ainda comenta que a mobilizagio dessas esferas nio possui uma ordem hierarqui-
zada, deixando claro ainda que pode ser necessirio mobilizar mais de uma dessas esferas conjun-
tamente. Essas esferas de andlise permitem “emergir do préprio processo histérico novas questoes

epistemoldgicas que podem ser trabalhadas pelo educador matemdtico” (Saito, 2013, p. 4).

A proposta de utilizar as esferas de andlise como ferramenta da Historiografia Atualizada,

em um ambito geral, ¢ a representagio por um diagrama de Venn (ver figura 4, a seguir).
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Figura 4 — As trés esferas de andlise.
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Fonte: Saito (2016, p. 260).

No entanto, de acordo com Saito (2020), essa representagio se mostra limitada para uma
compreensdo mais ampla dessa ferramenta, pois as esferas de andlise ndo se referem apenas aos ele-
mentos das interse¢des, e deveriam incluir os pontos comuns e as regides adjacentes formadas na

composi¢io do diagrama.

Ao buscar na literatura propostas que pudessem ajustar tal representacio, encontramos em
Oliveira (2023) um exemplo (ver figura 5). O autor representa as esferas em trés dimensées. Em
nossa compreensio, estao interpostas em algumas regioes, formando agora nao apenas intersegoes

planas, mas espagos compostos por mais elementos de andlise.

Figura 5 — As trés esferas de andlise de um documento

Fonte: Oliveira (2023, p. 26).

Embora a construcio espacial traga mais elementos na composicio das esferas de andlise,

em uma visao mais ampla do que o diagrama de Venn, proposto anteriormente, julgamos nao estar
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ainda bem ajustada a nogdo das esferas de andlise da Historiografia Atualizada. De fato, ainda hd

espagos onde apenas uma das esferas atua.

Nos consideramos que a atuagio de andlise por parte das esferas nao ¢ disjunta em nenhu-
ma parte de seu campo de atuagio, delimitado pela sua superficie, conforme a figura 5, ou seja, a

atuagio de cada esfera propoe ser completa em toda sua delimitagio espacial.

Diante da busca por uma visio ampla das esferas de andlise da Historiografia Atualizada,
construimos uma proposta que caminha na diregio de ajustar ainda mais sua representagio. Bali-
zados pela leitura disponivel e participagido em eventos nos quais discutimos o tema, propomos a

seguinte representagao:

Figura 6 — Esferas de andlise da Historiografia Atualizada
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

A principio, nossa representagio — por engrenagens — pode causar estranhezas pelo fato
de nao apresentar figuras esféricas. No entanto, ressaltamos que as esferas de andlise nao precisam
necessariamente ser representadas por esferas do campo da geometria. As esferas de andlise da Histo-
riografia Atualizada encontram-se no campo tedrico, conceitual e metodolégico, o que nos permite

transpor a imagem de uma representagao esférica habitual.

Desvencilhados de uma imagem esférica, tivemos a oportunidade de nos centrar na com-
preensao de sua funcionalidade, no movimento de anélise que as esferas proporcionam, ou seja, em
uma agio conjunta, o que lhes é préprio. Dessa forma, é oportunizada a amplia¢do da compreensio

e da representacio das esferas de andlise, o que permitird sanar a estranheza das esferas como engre-
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nagens. Para descrever o que estamos propondo, tomaremos como exemplo a andlise de documen-
g q

tos, como um texto histérico.

Primeiramente, deixamos claro que a a¢io de cada esfera nio deve ser separada, seccionada,
pois poderd gerar equivocos ou contextualizagoes inadequadas, como anacronismos, na andlise de
um determinado texto histérico. Ao utilizar uma das esferas, ela apresentard seu sentido completo
pela agio das duas ouras esferas, o que d4 um dinamismo, um movimento. Embora seja possivel
usar apenas alguns elementos de uma determinada esfera, ela terd que ser movimentada por com-

pleto, ajustada para emergir o que se procura ou surpreender-se com coisas novas ou nao previstas.

Ao analisar textos histéricos, um dos objetivos circundantes é a contextualizagao do objeto
de investigagao, que pode ser um objeto (conceito, processo) matemdtico (cientifico) ou pode ser o

préprio texto (Brandemberg, 2021).

Iniciando com a investiga¢io do préprio texto, ele direcionard a anilise, nos levando a resti-
tuir o objeto pesquisado 4 sua malha histérica, ou seja, ao seu sistema de ideias®. O texto histérico,
por sua vez, é o produto e a de um (con)texto, por atender a uma demanda desse sistema de ideias
e também por desvelar qual foi a demanda atendida, dando sentido ao fazer matemdtico (cientifico)

da época.

Vinculado as demandas atendidas e desveladas, temos um contexto mais amplo, no qual
transita todo o conhecimento de uma determinada época. Esse contexto ird ditar o que é Matemiti-
ca (o que ¢ cientifico), nos permitindo entender as ideias que estarao em andlise e localizar o objeto
investigado dentro de uma época e lugar, dando sentido a elaboragao, consolidagao, sistematizacao,

divulga¢io ou transmissio do objeto investigado.

No entanto, o que dard sentido a tudo isso serdo os didlogos e questionamentos estabeleci-
dos a partir das fontes secunddrias'. Essas fontes darao ressignificado ao texto investigado, preen-
chendo lacunas no desenvolvimento matemdtico (cientifico), com o estabelecimento de didlogos
entre os historiadores. O texto investigado oportunizard examinar criticamente do ponto de vista
historiografico as fontes secunddrias, o que nos levard a olhar a epistemologia do texto histérico no-
vamente, que serd validada pelo contexto e que serd ajustada pelos didlogos e interrogagoes historio-
gréficas novamente. Observamos, assim, que as esferas epistemoldgica, contextual e historiografica
sa0 movimentadas conjuntamente com uma relagio de interdependéncia, como nas engrenagens

propostas na figura 6.

Percebemos a eficicia dessa vertente para a pesquisa, quando possibilita o surgimento de

novos objetos de investigagao na Histéria,

? Conjunto de saberes praticos ou tedricos, de crencas e de valores compartilhados pelos individuos que residem em
uma mesma época e lugar, ou seja, o (con)texto.

%Vide: Beltran, Saitor e Trindade (2014).
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[...] tais como processos que conduzem, por exemplo, a compreender o papel da repre-
sentacio, visualizacao, abstracio, raciocinio, demonstracio, métodos, definicoes, etc., na
constru¢ao do conhecimento, bem como outros aspectos da matemdtica e de sua prética

(Saito, 2013, p. 5).

Desse modo, a historiografia de um objeto de investigacao, mediada por essas esferas de
andlise, coaduna com nossa proposta, que confronta a ideia de subsidiar uma simulagao ou repro-
ducio do passado, fazendo com que o leitor apenas refaca ou reviva os passos axiomatizados dos
matemdticos ou das obras pesquisadas. Vale ressaltar que nao criticamos esses métodos, apenas eles

nao compc’)em Nnossos interesses para esta pesquisa.

No entanto, buscamos articular questoes que surgem do processo de constru¢io do conhe-
cimento epistemologicamente contextualizado, permitindo, para além da compreensao da natureza

do conhecimento, os meios pelos quais foram consolidados, transmitidos e divulgados.

Assim, nosso interesse nao é apenas nos fatos histéricos medievais, mas no acontecimento
dos fatos, com vistas & compreensdo desses fatos no passado, com o contexto do passado, que podem
emergir a partir de textos histéricos, ou seja, a0 investigar estes textos, passamos a ter informag()es

histéricas “com o texto”. Assim, temos um (con)texto a ser investigado e incorporado na pesquisa.

E possivel situar epistemologias que surgem da malha histérica da aritmética do século XIII,
sem furtar do seu contexto a historicidade que lhe ¢ inerente, pois toda epistemologia é construida
em meio a proposi¢oes de conflitos e controvérsias, as quais proporcionam reflexdes, consolidagoes,
divulgagoes e novamente conflitos e controvérsias, dando um dinamismo ao conhecimento. Obser-
va-se ainda que épocas diferentes promovem epistemologias diferentes, por estarem fundamentadas

em modelos de conhecimento diferentes, como perceberemos no capitulo 5 desta tese (Saito, 2016).

Buscamos na malha histérica um conjunto de conhecimentos matemdticos ou nao matema-
ticos com o intuito de reorienta¢ao do conhecimento aritmético medieval. Ao buscar esses conjun-
tos de conhecimentos no passado, fugindo da concepgio linear e de um olhar presentista, temos a
oportunidade de nos surpreender com as técnicas aritméticas empregadas na Europa do século XIII
(Saito, 2015; D’Ambrosio, 2004).

Uma vez que elegemos a aritmética europeia do século XIII a partir do Liber Abaci como
nosso objeto de pesquisa, precisivamos da relagio dos acontecimentos dos fatos, das datas e dos
nomes que estavam em torno desses métodos aritméticos, que sé poderiam surgir de uma multipli-
cidade de registros, como memérias, documentos, monumentos, artefatos, cartas, entre outros. Ou
seja, nosso trabalho s6 poderia se dar a partir de fontes histdricas, as quais adotamos como primdrias
e secunddrias!' (D’Ambrosio, 2004).

Vide: Beltran, Saito e Trindade (2014).
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2.3 O texto histérico como suporte de uma fonte histérica

Buscamos selecionar fontes que pudessem dar associagoes e interpretagdes 3 Europa do sécu-
lo XIII, o que pode nos levar ao conhecimento cientifico de outros tempos e de outras civilizagoes
e entender um pouco do desenvolvimento do conhecimento humano. Um conhecimento, no qual
a ciéncia se insere, e que nos leva a cumprir objetivos da historiografia da ciéncia (D’Ambrosio,

2004).

No entanto, Barros (2022) afirma que nao ¢ possivel construir uma Historiografia sem fon-
tes histéricas, pois é o tinico recurso que permite acessar uma comunidade humana em um tempo
passado que, logicamente, nio estd presentificada. Em nossa atualidade nio existe uma ferramenta
ou uma tecnologia que permita esse acesso, essa visualiza¢io instantinea de periodos passados, a nao

ser as fontes histdricas.

Nessa busca por fontes histéricas, encontramos nos textos histéricos nossas fontes princi-
pais. Mas nos ocorreram algumas questoes: como entender ou categorizar esses textos histdricos?
Que definigoes temos para classificar os textos encontrados como histéricos ou nao histéricos?
Buscamos na literatura por autores que nos auxiliassem nesses conflitos e encontramos em Bran-

demberg (2021, 2022) um suporte para tal, nos brindando com um estudo sobre fontes histéricas.

randember apresenta que os textos histéricos sao fontes essenciais de materiais
Brandemberg (2021 t textos hist font de mat
para a construgao de atividades diddticas. No entanto, inferimos que vao para além dessas ativi-
ades, pois podem apresentar caracteristicas tanto didaticas como de pesquisa e estudo. Esse autor
dad d t teristicas tanto diddt d tudo. E t
deixa evidente uma distingao entre rextos cldssicos'* e textos histéricos. Os primeiros se classificam na
dire¢ao de sua importincia, do seu “sucesso”, em sua divulgacio em larga escala, e sobre eles nao

nos deteremos.

Para nés, o que terd mais relevincia serd a construgao de Brandemberg (2021) da concepgio
de textos histéricos, para melhor classificar e validar o Liber Abaci como tal, o qual se configura
como fonte primdria na pesquisa. Para tanto, recorremos a defini¢ao (conceito) de Brandemberg

(2021) que, em sua concepgao, balizada, define ser:

[...] um documento que, composto (impressdo, pictografia, escrita) de formatos e mate-
riais (argila, papiro, pergaminho, bambu, papel) variados em algum momento da histéria,
nos permite acessar de maneira implicita e explicita elementos do contexto de sua com-
posicao e da relevincia de seu contetido com vistas ao entendimento do conhecimento
matemadtico, de sua produgio, desenvolvimento e divulgaciao (Brandemberg, 2021, p.
28, grifo nosso).

12 Brandemberg (2021) apresenta dois tipos de textos cldssicos em seu trabalho, quanto & sua importincia e quanto ao
distanciamento. Para o autor, textos publicados até 0 ano de 1820. Para essa distin¢do, traremos “Textos Cldssicos”
quanto 4 importancia e “textos cldssicos” quanto ao distanciamento.
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Dessa forma, podemos validar o Liber Abaci como texto histérico, pois se configura como
um documento escrito e impresso em papel em um dado momento da Histéria, o século XIII, e
nos permite acessar implicitamente o contexto daquele século e explicitamente o teor aritmético
que compde o livro, o que pode levar ao entendimento do conhecimento matemdtico produzido,

desenvolvido e divulgado no século XIII e, talvez, em momentos adjacentes.

Apés o balizamento da nossa fonte primdria como texto histérico, a partir de Brandemberg
(2021, 2022), cabe localizd-la dentro da classificagio construida por esse autor. Para tanto, trazemos
o quadro 1 — apresentado por Brandemberg (2021), que diz sintetizar sua classificagio — as catego-

rias e suas respectivas classificagoes.

Quadro 1 — Uma sintese da classificacido de textos histéricos.

Para uma Classificag¢io Inicial de Texto Histérico de Matemdtica

Obs.: Pensamos em cinco classes e suas categorias. Algumas ainda em desenvolvimento.

Texto de Matemdtica;
Quanto a0 contetdo Texto de Histéria da Matemdtica;
Texto de divulgagiao matemdtica.

. . Textos cldssicos;
Quanto ao distanciamento
Textos modernos.

Quant Livro texto;
uanto ao uso .
Livro fonte (consulta/estudo).

. L Fonte principal;
Quanto a investigagio
Fonte complementar.

Buscamos uma classificacdo que considere o
Quanto ao contexto contexto da escrita do texto e o contexto na
escrita do texto...2??

Fonte: Brandemberg (2021).

Essa classificacdo permite uma visualizagio exequivel do uso e do estudo de textos histéri-
cos. Assim, a presente classificagao reside na importincia de evidenciar caminhos, possibilidades,
esclarecimentos na pesquisa, no estudo ou na utilizagao de um texto histérico em suas multiplas
possibilidades, o que permitird maior simplicidade e objetivacio na apresentagio (investigagio) de

um dado objeto matemdtico (de pesquisa) (Brandemberg, 2022).

Assim, partir da classificacio apresentada no quadro 1 podemos asseverar que nossa fonte

primdria, o Liber Abaci, estd classificado como texto histérico, quanto:

a) Ao contetdo: pois se configura como texto de Matemdtica, por se tratar de aritmética,
também inclui aspectos de divulga¢io matemdtica, permitindo que nao apenas estu-
diosos da época, mas também o grande publico, incluindo comerciantes de todos os
niveis e outros proﬁssionais urbanos em ascensio, tivessem acesso ao conhecimento
matemadtico apresentado;

b) Ao distanciamento: por ser compreendido como texto cldssico, construido e divulgado
no século XIII;
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¢) Ao uso: por se comportar como livro-texto, promovendo a aritmética em ambientes
sistematizados ou institucionalizados;

d) A investigacdo: pois se configura como fonte principal (primdria) para a pesquisa;

e) Ao contexto: por estar carregado de conhecimentos construidos, instituidos e divulga-
dos em um sistema de ideias que d4 significado ao século XIII.

Com essas ponderagoes, podemos garantir que o Liber Abaci é um texto histérico, pois estd
bem ajustado a definicio (conceito), a classificacio e as categorias ora apresentadas. Resta, ainda,
categorizar o Liber Abaci como um Texto Cldssico, pois seu contetido toma propor¢des universais
para a Matemadtica em muitos aspectos. Um deles: o emblema da universalidade das cifras indianas

e seu sistema de numeragio decimal e posicional.

Validamos ainda essa obra como texto histérico de Matemdtica, haja vista Brandemberg
(2022) considerar nessa categoria aqueles compostos por contetidos matemadticos, como se desen-
volveram e os que buscam a aproximacio da Matemdtica com a sociedade. O autor ainda garante
que essas classificacoes sio importantes para evidenciar possibilidades do uso de textos histdricos

para o ensino de conteidos matemadticos (Brandemberg, 2022).

Também apontamos o estudo de textos histdricos extraidos de fontes primdrias como um de
vérios aspectos da Histéria da Matemadtica, quanto a forma de buscar informagées do desenvolvi-
mento de conceitos (contetidos) matemdticos, com o propésito de estudar suas formas e contextos
de produgio, seja em um estudo macro — aspecto sociocultural de sua produgio, desenvolvimento e
ensino — ou micro — contetido (objeto) selecionado do texto histérico para andlise e potencialidades

diddticas (Brandemberg, 2020).

Com as relagoes estabelecidas, nos dando suporte tedrico e metodoldgico para a pesqui-
sa realizada, temos os fundamentos necessdrios para a organizagio de nosso roteiro de pesquisa,
apresentados na préxima secio, objetivando indicar cada etapa tomada para a materializagao deste

relatério de pesquisa.

2.4 Procedimentos metodolégicos

Iniciamos as investigacoes com uma pesquisa no Catdlogo de teses e dissertagoes da CAPES.
No entanto, o CREPHIMat" foi mais efetivo na busca por trabalhos no campo da Histéria da
Matematica dentro da temdtica aritmética, aritmética do século XIII, aritmética medieval, aritmé-
tica da/na Europa do/no século XIII, métodos aritméticos, Liber Abaci e esferas de andlise. Nessas
buscas, ndo encontramos estudos que objetivaram este tipo de pesquisa no periodo de investigagao
(século XIII), ligados aos métodos aritméticos que utilizavam as cifras indianas e seu sistema deci-

mal posicional.

BCentro Brasileiro de Referéncia em Pesquisa sobre Histéria da Matematica (htep://www.crephimat.com/).
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Desse modo, a presente pesquisa pode apresentar importantes aportes para a Educagao Ma-
temdtica, em particular no campo de estudos em Histéria da Matematica, contribuindo tanto com
o objeto a ser investigado (técnicas aritméticas), quanto com o estudo historiografico (demandas
atendidas). Observou-se, em pesquisas que tratam dos métodos e técnicas aritméticas, que foram
estudados em periodos distintos do proposto por nds ou foram estudados na vertente da Histéria

da Educagao Matemdtica.

Em relagao ao recorte histérico, as pesquisas tendem a estudar a dlgebra daquele periodo,
quase sempre com propostas de atividades de resolugao de problemas a partir de textos histéricos,
como o Liber Abaci. Assim, esta pesquisa poderd sanar lacunas, responder questionamentos ainda

nao respondidos, bem como possibilitar novos horizontes de investigagao.

Por conseguinte, percebemos a necessidade de objetivar estudos mais especificos, no que
corresponde a uma compreensao dos métodos e técnicas aritméticas na Europa no século XIII an-
corados em um sistema de ideias', o qual estruturamos em nossas argumentagoes com as esferas de

andlise da Historiografia Atualizada' a partir de textos histéricos.

Posteriormente, partimos para uma revisio bibliografica de livros, artigos, teses e dissertacoes
concernentes 2 Histdria, Histéria da Idade Média, Histéria da Matemadtica, Histéria da Matema-
tica medieval, aritmética medieval, aritmética prética e mercantil, textos histéricos, historiografia,
historiografia atualizada e textos histéricos. Nesses textos encontramos autores, como Beltran, Saito
e Trindade, (2014); Potro (2000, 2004, 2007, 2012); Brito (2007); Castillo (2007); Saito (2015);
Eves (2011); Franco Janior (2001); Garbi (2009); Schramm (2001); Vasconcelos (1925); Barros
(2022) e Brandemberg (2021, 2022), dentre outros. Além disso, investigamos também o conjunto
de saberes contidos no Liber Abaci, edicao de 1857, que serd melhor comentado no capitulo 4, o

que faz de Leonardo Pisano (1857) uma das nossas principais referéncias.

Com essas e outras referéncias, tivemos a possibilidade de construir uma historiografia dos
métodos aritméticos da Europa do século XIII, estabelecendo didlogos entre fontes primdrias e
secunddrias, analisadas a partir das trés esferas da Historiografia Atualizada. Faz-se necessirio evi-
denciar que construimos uma historiografia, pois, em acordo com Beltran, Saito e Trindade (2014),

entendemos que a prépria Histdria sofre reinterpretacoes ao longo dos tempos.

Tomamos também como fontes primdria e secunddria a concepgao abordada pelos mesmos
autores, que apresentam como fonte primdria textos originais, imagens ou documentos materiais,
ou seja, fisicos, que trazem conhecimentos elaborados, transmitidos e adaptados em outros tempos
e culturas, aos quais podemos ter acesso. Nesta pesquisa adotamos como fonte primdria o Liber

Abaci. As fontes secunddrias incluem os trabalhos que se referiram a Aritmética do século XIII, ao

“Conjunto de saberes préticos ou tedricos, de crencas e de valores compartilhados pelos individuos que residem em
uma mesma época e lugar, ou seja, o (con)texto.
Termo apresentado por Saito (2015).



» 38

seu contexto ou a fonte primdria, como Potro (2000, 2004, 2007, 2012), Franco Janior (2001) e
Sigler (2002).

Para o tratamento e classificagao da nossa fonte priméria como texto histérico, temos os tra-
balhos de Brandemberg (2021, 2022). Em relagao as esferas de andlise da Historiografia Atualizada
— epistemoldgica, historiogrifica e contextual — tomamos os trabalhos de Beltran, Saito e Trindade
(2014) e Saito (2015) para orientar nossa ambientagio medieval, com uma percepgao que nio fosse
linear e nem progressista, mas que prezou por um fio condutor de acontecimentos e repercussoes
de fatos, gerando a possibilidade de uma visualizagao adequada dos aspectos historiogrificos da

sistematizagdo proposta por Leonardo Fibonacci.

Em nossa pesquisa, a esfera de anilise epistemoldgica se configura na investigacio dos argu-

mentos e das técnicas aritméticas encontradas no Liber Abaci, nossa fonte primdria.

Cruzamos as fontes primdrias com algumas secunddrias, os textos que se referem aos Méto-
dos e Técnicas Aritméticas do século XIII ou do Liber Abaci — os textos que que analisaram o livro
e suas técnicas —, para identificar e compreender os métodos e suas técnicas, compondo a esfera

historiografica de andlise.

Para o contexto histdrico de instituigao e divulgacao desses métodos e técnicas, recorremos a
esfera contextual, para ambientar o leitor em uma vivéncia medieval, considerando as circunstancias
que levaram a construcdo e divulgacio do Liber Abaci. Desvinculamos da Histéria da Matemdtica
ou da Historiografia da Matemadtica a caracteristica de ser uma mera contadora de fatos passados,
atribuindo-lhe um cardter propulsor dos acontecimentos dos fatos e de suas repercussoes, movidas

pelas necessidades vividas por cada sociedade em seu tempo passado (Saito, 2015).

A partir do exposto, foi possivel investigar os conflitos, o movimento e as mudancas que os
métodos aritméticos na Europa do século XIII sofreram em uma malha histérica. Para tanto, orga-

nizamos eletivamente a seguinte trajetéria metodoldgica:

a) Iniciada com uma pesquisa bibliografica, para aprofundamento tedrico e metodolé-
gico, bem como para selecionar as fontes primdrias e secunddrias que integraram a
pesquisa e as que serviram para a sustentagao tedrica da pesquisa.

b) Em meio a esta pesquisa, buscou-se a fonte primdria, em particular, um texto histérico
do qual emergiram os métodos e técnicas aritméticas utilizadas, construidas e divul-
gadas na Europa no século XIII. Nessa busca, selecionamos o Liber Abaci, tendo em
vista que Potro (2007) apresenta esse texto como central para a aritmética comercial.
Selecionamos, de igual forma, as fontes secunddrias, para a investigagao do contexto no
qual a fonte primdria se encontra, ou seja, para a reconstrugdo da malha histérica que
compoe a esfera contextual de andlise, bem como para a investigacao da fonte primdria
e seu contetido. Essas fontes secunddrias podem ser de contetidos matemadticos ou nao
matemadticos, sempre a fim de compreender o contexto do século XIII em que o Liber
Abaci foi construido ou utilizado, possibilitando uma visao mais critica e consistente
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dos métodos e técnicas, compondo os critérios de escrita da historiografia atualizada.

c) Com os textos selecionados, partimos para as esferas de andlises historiografica e epis-
temoldgica. Na esfera historiogrifica, estudamos com uma leitura critica as fontes se-
cundarias que nio sao necessariamente histdricas, mas materiais (textos, livros, artigos,
capitulo de livros, etc.) que jd foram escritos sobre a fonte primdria ou sobre os méto-
dos e as técnicas aritméticas da Europa no século XIII, com vistas 2 compreensio da
razao da fonte primdria ser escrita ou utilizada, bem como, das demandas atendidas. J4
na esfera epistemolégica, investigamos nos textos primadrios os conceitos e contetdos
apresentados no préprio contexto, isto é, sem um olhar presentista do que ali foi encon-
trado, na tentativa de nao cometer anacronismos, interagindo com as outras esferas de
andlise. Nos possibilitando, apresentar os métodos e as técnicas aritméticas medievais
em sua malha histérica.

d) Com as investigagoes a partir das trés esferas de andlise dos textos primdrios e secundé-
rios, tivemos subsidios suficientes para identificar demandas que foram atendidas pela
sistematizacao das praticas aritméticas encontradas no Liber Abaci.

Conseguimos dessa forma, materializar nossa pesquisa, com a ideia de expandir os horizon-
tes de investigagoes acerca dos métodos e das técnicas aritméticas, contribuindo para a Histéria da

Matemadtica com reverberacoes para a Educagio Matemitica.

Gostarfamos de finalizar esta se¢io em conformidade com Fossa (2018), o qual aponta que:

E face ao desconhecido que o pesquisador traga seus objetivos e monta sua metodologia
de investigagio. Ao fazer isto, contudo, ele faz apenas um ponto de partida, pois com
o esclarecimento parcial do desconhecido, novos objetivos (frequentemente objetivos
mais refinados) e novas metodologias de investigacdo podem se revelar sendo como mais
contundentes e, assim, as mudangas apropriadas nos planos originais devem ser feitas

(Fossa, 2018, p. 21).

Dessa forma, as propostas aqui apresentadas foram dispostas ou organizadas metodologica-
mente, sofreram mudangas, adequagoes, reformulagoes, adaptagoes e inovagoes ao longo do proces-
so de investigagdo. Em cada etapa, também refinamentos para uma pesquisa mais consistente ¢ um

relatério de pesquisa mais claro.

Com o suporte apresentado e os procedimentos delineados, julgamos possivel dar segui-
mento A investigagdo da sistematizagio da aritmética na Europa no século XIII, com a construgao
de uma historiografia, considerando a articulagio das esferas de andlise em vertentes mais atuali-
zadas da historiografia. A partir desses elementos, possibilita-se apresentar condig¢oes de contorno
gerados na sociedade e no sistema de ideias, a partir de fontes primdrias e secunddrias, bem como
da apresentacdo das técnicas aritméticas que compoem o Liber Abaci. Antes disso, no entanto, a se-
guir, localizamos essa investigagio em meio ao vasto campo de estudo e conhecimento da Educagio

Matemdtica e da Histéria da Matemadtica.



SITUANDO A PESQUISA
EM MEIO AO CAMPO DE

INVESTIGACAO

’ I Y odo campo de estudo e conhecimento deve ser questionado em seus principios de “ser” e
<« 3 4 . .
estar” sustentados por uma corrente filos6fica, ou por uma pluralidade conceitual, que o
definird e demarcard seus limites como campo consolidado. Geralmente, advinda de nebulosidades
de ver com clareza, do que e de qual perspectiva se fala, comunidades sao motivadas a explorar, a
questionar e adentrar em perspectivas novas que levam a configurar novos modos de pensar e de
agir (Bicudo; Garnica, 2011).

Quando tratadas nas disciplinas mais especificas, como a Matemdtica, com aspectos mais
pedagdgicos e diddticos, tendo como pano de fundo a filosofia, na qual essas nebulosidades sio de
cunho educacional, constitui-se discursos na tentativa de responder perguntas, como, entre outras:
qual Matematica deve ser ensinada? Por que essa Matemdtica deve ser ensinada? Como ela pode ser

ensinada?

O que queremos deixar claro aqui é que a Educag¢io Matemdtica, para ser constituida como
campo de estudo e conhecimento, teve de forma embriondria que questionar-se em seu estado de
“ser” e “estar”, pois de outra forma nio poderia ser estruturada e sustentada. Todavia, esses sio
questionamentos iniciais, que motivaram grupos de pesquisadores a definirem melhor de quais

perspectivas estavam observando as questoes educacionais.

Nesse sentido, evidenciamos neste capitulo um cuidado ao tomar as perspectivas da Educa-
¢ao Matemdtica para a presente pesquisa, haja vista ser um campo tao vasto e complexo de estudo.
Assim, questionamos de forma complementar — a fim de localizar a pesquisa neste campo de estu-
dos e conhecimentos —: qual o lugar na Educa¢ao Matemitica na investigagao da sistematiza¢ao das
técnicas aritmética do Liber Abaci na Europa no século XIII, a partir de uma proposta da Histéria

da Matemadtica? Esta investigagao pode se configurar como uma ferramenta potencialmente rica
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para a Educacao Matemdtica? Para tanto, temos o cuidado de tecer uma linha de apresentacao de

elementos que possam construir argumentos para as contribuig(')es desta pesquisa nesse campo.

Objetivamos, dessa forma, assegurar alguns fundamentos histéricos e epistemoldgicos, a fim
de situar nossa pesquisa dentro da Histéria da Matemdtica no campo de estudo e conhecimento da
Educagao Matemdtica. Para tanto, dividimos este capitulo em duas se¢oes: uma para falar da Edu-

cagido Matemdtica e outra para dar lugar a pesquisa na Educagio Matemdtica.

3.1 Sobre a Educa¢ao Matemitica

Podemos dizer que, em sua grande maioria, a sociedade apresenta de forma direta ou in-
direta preocupagoes com a educagio, seja na esfera familiar, profissional, académica, até mesmo
religiosa e cultural. Percebemos essa preocupagio quando algum agente dessas esferas tem interesses
em constituir um legado, no qual deverd instruir o aprendiz, esperando que essa instrugio seja
consolidada, seja para a melhoria ou para a conservagio do grupo instaurado em alguma dessas
esferas, como nas familias, com suas tradi¢oes, ou nos ambientes profissionais, com o interesse de

crescimento e maior rentabilidade.

No entanto, consoante Saviani (1990), podemos evidenciar que, assim como na filosofia
nio basta exercer 0 pensamento para ser constituido um pensamento filoséfico propriamente dito,
na Educagio nio basta ter preocupagdes com a divulgagao e preservacio de conhecimentos para
ser constituida como drea de estudo e conhecimento. O filésofo nio pensa apenas, mas exerce um
pensamento com maior rigor l6gico, com maior coeréncia, com maior espirito sistemdtico, ou seja,
sabe quais as razoes e condicoes para que o desenvolvimento do pensamento aconte¢a, bem como

pode retomar os problemas do ponto em que sofreu alguma alteracio.

Embora o assunto que ocupa o filésofo seja comum a todos os homens, isso nao garante que
todos os homens sejam filésofos ou que constituam algum grupo técnico/cientifico dentro de algum
ramo da filosofia. Observamos que isso ocorre de forma semelhante na Educacio. Segundo Olivei-
ra (2013), o homem, sendo o sujeito da Educagio, o que configura e constitui a Educacio nao ¢é
apenas o repasse de informagoes, mas um conjunto de critérios cientificos e filoséficos, construindo
uma epistemologia prépria desse campo, demarcando seu lugar na ciéncia, gerando o que podemos

chamar de Ciéncia(s) da Educacao.

Entendendo os fendmenos dos processos de ensino e de aprendizagem como problemas re-
ais, como algo que nio é conhecido e precisa ser revelado, como uma divida ou dificuldade a ser su-
perada, recorre-se a filosofia para que o processo de pensamento por ela gerenciado possa organizar
ou reorganizar solugoes consistentes frente as dificuldades, que podemos chamar de educacionais,
que sio enfrentadas, aliando-se a outras correntes ou campos de conhecimento, como Sociologia,

Psicologia, Antropologia, Histéria e outros (Saviani, 1990). Assim, na estruturagao da Educacio a
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partir de vdrias dreas do conhecimento aliadas a filosofia, podemos formar, em conformidade com

Barros (2016), os inimeros acordes conceituais, que demarcam a Educagio.

Nas condicoes indicadas, a filosofia pode contribuir para uma melhor configuragao do
objeto educativo & medida em que, problematizando-o, o tema como tema de reflexdo e,
aplicando as exigéncias metodolégicas de radicalidade, rigor e globalidade, explicita suas
caracteristicas e diferencia-o dos fendmenos afins, pondo em evidéncia sua especificida-
de. Assim, procedendo, a filosofia contribui para uma melhor delimitagio da educacio
enquanto objeto de conhecimento, viabilizando sua abordagem metddica e sistemdtica
(Saviani, 1990, p. 4).

Percebemos que a filosofia se torna de grande valia para a consolidacio e delimitagao da
Educacio. Observamos, ainda, que a pesquisa educacional se encontra com uma epistemologia
complexa e extremamente polissémica, seja pela extensio do objeto que estuda ou pela variedade
de campos de conhecimento que podem envolver seu estudo, permitindo uma multiplicidade de

abordagens.

Dessa forma, o que aflora nio é apenas um estudo sistemdtico da Educacio, mas a consti-
tuicao de Ciéncias da Educacio (Saviani, 1990; Oliveira, 2013). Essas Ciéncias da Educacgio, em
conformidade com Saviani (1990, p. 4), podem ser entendidas como “o conhecimento metddico e
sistematizado da realidade educacional, obtido através da investigagio e confirmado pela observa-

a0, raciocinio, experimentagao’.

Com diferentes abordagens, dentro das Ciéncias da Educagao temos diferentes teorias da
Educagao. Ressaltamos, assim, cinco eixos principais: concepgdo humanista moderna; concepgao
analitica; concepgao produtivista; concepgao critico-reprodutivista; concepgao dialética ou histé-
rico-critica. Cada eixo abarca trés niveis distintos, articulados entre si: o nivel correspondente a
filosofia da educagao; o nivel da teoria da educagao, e o nivel da prética pedagdgica. Dessa forma, os
discursos educacionais no se distinguem por usar esse ou aquele nivel, mas pela maneira que arti-

cula esses niveis e pela importincia que cada nivel adquire no interior de cada eixo (Saviani, 2007).

Em meio a essas diversas abordagens e diversas disciplinas incorporadas pelas Ciéncias da
Educagao, temos a Matemdtica, ou melhor, a preocupagio ou a necessidade de ensinar e aprender
objetos matemdticos de forma adequada e significativa, ou seja, a Educacio Matemdtica comega a
ganhar seu espaco e, como os demais campos de estudo e conhecimento, hd necessidade de demar-

cagdes de seu territdrio cientifico, de seu objeto, e do seu sujeito.

Essa visao de aparecimento de necessidades, em relagao a ensinar e aprender, nao partilha
de uma linearidade, como se houvesse primeiramente uma necessidade de ensino geral (Ciéncias
da Educacio) e, posteriormente, necessidades especificas (Educagaio Matemdtica e educagio nas
demais disciplinas especificas). E possivel observar que esses campos de conhecimento se apropriam
mutuamente de seus conceitos que, em conformidade com Barros (2016), pode ser a partir de mi-

gracao de conceitos, de conceitos agrupadores e/ou conceitos transversais.
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Essas preocupagoes ou necessidades educacionais manifestam-se de forma mais direta em
eventos, como a Unido Internacional de Matemdtica (IMU), em que foi constituida a Comissao
Internacional de Instrugio Matemética (ICMI), tendo em vista necessidades mais especificas. E em
meio a organizagdes como essas que surgem nomes como David Eugene Smith (1860 — 1944) e
Felix Klein (1849 - 1925). Smith propés no IV congresso internacional em Roma, em 1908, um
estudo comparativo dos métodos de ensino da matemdtica em escolas secunddrias. Sua proposta
toma outras dimensoes, incorporando escolas primdrias, profissionais e as universidades. A ele é
dado o posto de um dos fundadores da Educagao Matemadtica como campo académico nos Estados
Unidos, ao lado de Albert Jacob William (Kilpatrick, 2008).

Em meio a esses acontecimentos, dois pontos importantes em relacio as necessidades edu-
cacionais sao apresentados. O primeiro, em relagio ao curriculo e o segundo, em relagao a lacu-
na entre matemdtica como uma disciplina cientifica e a matemdtica ensinada nas escolas, pontos
discutidos em alguns ICMI. Também foram discutidos, no apenas por uma reforma, mas para a

formagao do campo Educacio Matematica.

No decorrer dessas discussoes, emerge a preocupagio com os professores, ou seja, com 0s
profissionais que ensinavam essas matemdticas. Essa preocupacio foi tratada posteriormente, nos
finais do século XIX, como campo separado da academia. Temos, ainda, a matemdtica escolar, que
outrora era apenas um campo de pritica e vai tornando-se gradualmente em objeto de estudo, o

que permitiu o surgimento de cadeiras na Educacio dentro das universidades (Kilpatrick, 2008).

Em meio a essas necessidades de mudancas, temos as contribuicoes de Félix Klein, um des-
ses reformadores, iniciando uma reforma no ensino secunddrio de matemadtica, incluindo o cilculo,
com o intuito de elevar o grau de matemadtica nesse nivel de ensino e, consequentemente, do ensino
superior, na tentativa de construir uma alianca entre professores, cientistas e engenheiros que defen-

diam uma reforma no curriculo de ciéncias e Matemdtica (Kilpatrick, 2008).

Kilpatrick (2008) esclarece ainda que essas e outras reformas, sejam no curriculo, na mate-
matica ensinada na escola, na matemadtica como disciplina cientifica ou em rela¢io aos profissionais
que ensinam a matemadtica, tém por parte da Educa¢ao Matemdtica um tratamento no ensino como

uma pratica profissional, exigindo aperfeicoamento, experiéncia e certifica¢ao.

E evidente que o Ensino de Matemdtica se desenvolve como uma pratica de diversos tipos
de estruturas académicas, enquanto a Educagao Matemadtica, como campo de estudo, teve seu gran-
de desenvolvimento nas universidades. Dessa forma, podemos dizer que a caracteristica principal
da Educagao Matematica ¢ que ela “deve ser constituida através do ensino, neste caso, através do
ensino dos professores assim como estudantes, e através do ensino do professor, bem como para

compreender e fazer matemdtica” (Kilpatrick, 2008, p. 15).
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Ainda segundo o autor, muitas atividades do ICMI reverberam na Educagao Matemdtica
como um campo académico conectado 2 Matemdtica por intermédio de um interesse muituo com o
ensino. Assim, a Educagido Matemdtica nao ¢ uma disciplina e nao é completamente uma profissao,
mas um campo de estudo e conhecimento que continuard dependendo do apoio e da colaboragao

da Matemdtica, e essa relagdo serd sempre mutua.

Corroborando com essas perspectivas, Schubring (2019) confirma que pesquisas recentes
sobre a histéria social da matemadtica apresentam o ensino com um papel decisivo para o progresso
das priticas de pesquisa. O autor ainda ressalta que a criagio dos cursos de formacio de professores
de Matemdtica no ensino superior constitui o padrio estrutural predominante, tendo como ponto
de partida a viabilizagao de atividades de investigagao para os professores que ministram as aulas e

orientagdes para a formagio de professores, ou seja, cursos de estudos.

Com a preocupacio de como ensinar objetos matemdticos, porque ensinar Matemdtica e
o que ensinar da Matemdtica, surge uma necessidade de estudos mais aprofundados em relacio ao
ensino da Matemdtica, herdada da Educacio, com a interacio com outras dreas de estudo e conhe-

cimentos, como a Sociologia, Antropologia, Histéria e outros, como jd mencionado anteriormente.

Podemos entender, a partir de Vasco (1994), que o ensino da Matemdtica é multifacetado,
pois a visao que um psicélogo tem de como um aluno aprende ¢ diferente da visao de um socidlogo,
assim como de um antropdlogo. Dessa forma, a Educagao Matemadtica comega uma alianga com

outros campos de estudo, na tentativa de adequar ou efetivar o ensino e a aprendizagem.

Podemos dizer ainda que a investigacdo sobre a histéria do ensino e da aprendizagem da
Matemadtica nio ¢ independente nem aut6noma, ou seja, constitui uma atividade profundamente
interdisciplinar, possuindo intersec¢des importantes, com a Histéria, a Histéria da Educagao, a
Sociologia e a Histéria da Matematica, entre outros (Schubring, 2014). Isso refor¢a a concepgao de
que a construgao da Educagao Matemadtica necessita de interagoes com outros campos de estudo

para o seu desenvolvimento e consolidagio.

Buscamos no octégono da Educagio Matematica (figura 7) de Vasco (1994), o qual rela-
ciona 4reas de conhecimento que interagem, com a intengio de adequar o ensino e o estudo da
Matematica, seja escolar, disciplina cientifica e/ou de investiga¢do, como uma exemplificagio das

interagoes mencionadas.
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Figura 7 — Octégono da Educagao.
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Fonte: Vasco (1994)

Um exemplo claro desse octégono proposto por Vasco (1994) sao as teorias cognitivistas,
por sua interago com outras 4reas, como a Psicologia e a Antropologia, dentre as quais, podemos
mencionar a Teoria dos Campos Conceituais, Teoria da Aprendizagem Significativa, Teoria An-
tropolégica do Diddtico, Teoria do Pensamento Matemdtico Avangado, e de outras dreas, como a

cultura e a Histéria, a exemplo da Teoria da Objetivagio, dentre outras.

Destacamos que esse octégono proposto por Vasco (1994) nos permite vislumbrar as inte-
racoes que a pesquisa possui, principalmente com a Histéria, a Historiografia e a Matemdtica. Com
a Histéria, por sua relevincia para a metodologia da investigagao, pois seus métodos trazem confia-
bilidade na busca das fontes, das interpretacoes e das avaliagoes para a construgao de contextos, em

particular do contexto medieval (Schubring, 2014).

Com a Historiografia, a partir de seus critérios de escrita e ferramentas de andlise, por per-
mitir materializar uma escrita da histéria investigada de uma forma compreensivel e ajustada para
desvelar um objeto de investigacio (Barros, 2022; Beltran; Saito e Trindade, 2014). E, por fim, com
a Matemdtica, buscando alguns de seus objetos em um recorte histérico que motivam a pesquisa,

em particular a aritmética medieval.

E importante evidenciar que esse octégono nio compée todas as dreas das quais a Educagio
se apropria. No entanto, o apresentamos como ilustragio para clarificar a intera¢io da Educagio
Matemadtica com outros campos, oportunizando o ensino da Matemdtica a partir de diversas ver-
tentes e compressoes. Podemos, a partir desse octégono, localizar nossa pesquisa dentro dessas

interagdes, na Histéria da(s) Matemdtica(s), assim, encontramos nesse campo um viés, tanto para
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a matemdtica de investigagdo quanto para a matemadtica escolar e cientifica. Apds as argumentagoes

apresentadas até aqui, explanaremos na se¢ao seguinte alguns pontos da Histéria da Matemdtica.

3.2 O lugar da pesquisa na Educagio Matemdtica

Relacionar Hist6ria da Matemdtica, Educagio e Ensino de Matemdtica nio é uma tarefa
facil e nao é nosso objetivo exaurir as possibilidades ou definir essa relagio, mas apresentar alguns
pensamentos e contribui¢des da Histéria da Matemadtica para a Educa¢io Matematica e para o En-
sino de Matematica. Por conseguinte, em um dmbito geral da investigacdo dos métodos e técnicas

aritméticas da Europa no século XIII.

Para tanto, recorremos inicialmente a perspectiva de D’Ambrésio (1996) em relagao 2 Ma-

temdtica:

[...] a disciplina matemdtica como uma estratégia desenvolvida pela espécie humana ao
longo de sua histéria para explicar, para entender, para manejar e conviver com a realidade
sensivel, perceptivel e com o seu imagindrio naturalmente dentro de um contexto natural
e cultural. [...]. Trata-se da construgio de corpos de conhecimento em total simbiose den-
tro de um mesmo contexto temporal e espacial, que obviamente tem variado de acordo
com a geografia e as histdrias dos individuos e dos vdrios grupos culturais a que eles per-
tencem — familias, tribos, sociedades e civilizagdes (D’ Ambrésio, 1996, p. 7).

Podemos inferir, a partir de D’Ambrésio (1996), que esses corpos de conhecimento mate-
rializam a vontade de sobrevivéncia desses grupos culturais em seus ambientes e fora deles. Munidos
dessa perspectiva, aliamos a da Educagao, que vem a ser uma estratégia de estimulo ao desenvol-
vimento individual e coletivo com o objetivo de sobrevivéncia e de transcendéncia dos grupos
(D’Ambrésio, 1996). Podemos dizer que esse elo entre Matemadtica e Educacio serd a consolidagio
e conservagao, bem como do aprimoramento desses corpos de conhecimento apresentados por
D’Ambrésio (1996). O que coaduna com a posigao de “dar a Histéria da Matemdtica um enfoque
teérico que considera a origem do pensamento matemdtico como estratégias desenvolvidas por co-

munidades para a sua sobrevivéncia e transcendéncia” (D’Ambrésio, 2013, p. 8).

Assim, temos na Histéria uma forma de acessar fatos, questoes, adversidades, contextos
desses corpos de conhecimento e como foram construidos, constituidos, divulgados e preservados.
Podemos, entio, nao somente resgatar informagées de fatos histéricos, mas resgatar nossa prépria
humanidade, nossa prépria identidade como seres que produzem conhecimento em nossas praticas,
permitindo um ensino mais humanizado, com significado e significAncia para o aluno, desmisti-
ficando que a Matemdtica é apenas produzida, praticada e entendida por grandes matemadticos ou

por cientistas.

Desse modo, com a investigagao dos métodos e técnicas aritméticas da Europa no século
XIII, resgatamos um pouco de nossa histéria. Apresentamos que as organizagoes aritméticas utiliza-

das por nés, hoje, trazem uma histéria entrelagada por conflitos e dificuldades sociais, econdmicas e
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clericais, as quais foram superadas, nao por “um passe de mdgica’, mas por muito esforco e diversos
fatores contextuais daquele periodo, que geram ferramentas potencialmente ricas para a Educagao

Matematica.

Nesse sentido, D’Ambrésio (2013) sintetiza, a partir de uma obra de Dirk Struik (1894 —
2000), alguns motivos para o ensino da Hist6ria da Matemadtica, dos quais elegemos trés: (1) para
situar a Matemdtica como uma manifestacio cultural, assim como sio manifesta¢oes culturais a lin-
guagem, os costumes, os valores, as crengas e os hdbitos; (2) para mostrar que a Matemdtica que se
estuda nas escolas é uma das muitas formas de Matematica desenvolvidas pela humanidade; (3) para
saber que, desde entao, a Matemdtica foi incorporada aos sistemas escolares das nagdes colonizadas,
tornando-se indispensdvel em todo o mundo em consequéncia do desenvolvimento cientifico, tec-

nolégico e econdmico, e avaliar as consequéncias socioculturais dessa incorporagao.

Observamos que esses motivos aproximam a matemdtica do aluno, desvelando-a como uma
prética comum, ou seja, uma prdtica de sua vivéncia ao ir ao supermercado, a feira, a0 comprar
agai, ao jogar futebol, em suas refeicoes, ao construir estratégias para ganhar de um adversrio em
algum game. Isso mostra que o ensino e aprendizagem de Matemadtica poderd ganhar um novo szazus

contrdrio ao que culturalmente se prega de ser apenas para superdotados e nerds.

Temos na Histéria da Matemdtica a possibilidade de (re)construgao de ideias ou nogdes
conceituais presentes nos livros diddticos utilizados no contexto escolar, a partir de diversas arti-
culagdes, de forma mais especifica, que podem ser promovidas no tratamento diddtico do estudo
de textos histéricos, apresentando grandes vantagens para alunos e professores. Ou seja, a Histdria
da Matemdtica se mostra como uma ferramenta importante para a Educagdo Matemdtica por dar
significado, tanto ao trabalho do professor, como na aprendizagem dos estudantes (Mendes, 2001;
Brandemberg, 2010). Logo, temos na investigagao do Liber Abaci um texto em potencial para al-

cangar significados importantes dos objetos matemadticos para alunos professores.

Hans Niels Jahnke efetiva essa compreensio, ao trabalhar um texto histérico de Johann
Bernoulli (1667 — 1748) com alunos de um curso avancado de Matemdtica na Alemanha. Jahnke
(2014) inicia seu texto apresentando algumas nogoes da Hist6ria da Matemdtica. Uma dessas no-
¢oes entende essa drea de estudos como uma colec¢io de problemas interessantes, dos quais alguns

podem ser trabalhados na escola.

Uma segunda nogao estd ligada ao que o autor chama de principio genético, defendido por
nomes como Felix Klein (1849 — 1925) e Otto Toeplitz (1881 — 1940), os quais entendiam que a
Histéria da Matemdtica podia auxiliar na compreensao dos alunos, ao tornar visiveis grandes linhas

de desenvolvimento, podendo conectar assuntos aparentemente desconexos (Jahnke, 2014).

Para sua proposta, Jahnke (2014) propoe uma abordagem hermenéutica, que consiste em

convidar os alunos a examinarem detalhadamente uma fonte histérica e explorar seus varios con-



> 48

textos de natureza histérica, cultural e cientifica. Nessa proposta, os alunos tomam a posi¢ao de um
historiador, fazendo algumas perguntas que um historiador profissional da Matemdtica faria. Essas
perguntas estao no sentido dos diferentes significados dos conceitos e das diferentes estruturas con-

ceituais entre a época de Bernoulli e o periodo presente dos alunos.

Seus resultados apontaram na diregao do aprofundamento da compreensio em dois niveis —
a partir da leitura de fontes histéricas — no fazer matemadtica e no refletir sobre a Matemdtica. Tam-
bém apresentam como consideragdes que existem diferentes perspectivas, que sdo efetivas, sobre a

Histéria da Matemadtica, e nenhuma delas tem o direito de reivindicar a verdade exclusiva para si.

Outra consideragio é que uma construgao textual consiste na fusao de diferentes horizontes,
o horizonte do leitor e o horizonte do texto/autor, sem esquecer que leitores diferentes, com origens
diferentes, chegam a interpretacdes diferentes desses textos. Podemos inferir que objetivos e delimi-

tagoes temdticas diferentes nos levam a historiografias diferentes (Jahnke, 2014).

Mais uma perspectiva importante para contribui¢oes da Histéria da Matemadtica para o
ensino e aprendizagem se revela a partir de tendéncias mais atualizadas da historiografia. Nesse sen-
tido, Saito (2013) salienta que mais que um repositério de informagoes, a Histéria da Matemdtica
pode ser uma ferramenta importante viabilizando questoes epistemoldgicas relevantes, pelas quais

os professores poderdo desenvolver acdes mais criticas e criativas.

No entanto, questdes como essas jd eram levantadas por pesquisadores, como Hans Freu-
denthal (1905 — 1990), o qual tecia propostas para uma Histéria da Matemdtica contextualizada,
interessante e atrativa, opondo-se 2 uma Histéria da Matemadtica anedotal, com histérias isoladas,

que s3o mais entretenimento (D’Ambrésio, 2013).

Podemos dizer ainda que, usando fontes adequadas e atualizadas, o professor terd na His-
téria da Matemdtica uma ferramenta importante, que possibilita a promogao de conhecimentos
matemdticos com uma visao mais critica. Assim, podemos ter na Histéria da Matemdtica um ponto
de partida para ressignificar os objetos matemdticos e levantar discussoes de diferentes modelos de

conhecimento, como os métodos aritméticos do medievo (Saito, 2013).

Dando énfase maior ao processo de conhecimento, ou seja, a0 contexto em que 0S CONCeitos
foram desenvolvidos, temos a possibilidade de construir intera¢oes entre Histéria e Ensino ou Edu-
cagio Matemdtica, buscando evidenciar o processo histérico conjuntamente com a formagio das
nogdes conceituais no processo de ensino e aprendizagem. Portanto, nao basta considerar apenas
os aspectos epistemoldgicos e metodoldgicos ligados a Histéria da Matemdtica, e também a Educa-
¢ao0 Matemdtica, articulando concepgoes historiogréficas do historiador e pedagégicas do educador
(Saito, 2013).

Consideramos, portanto, a Educa¢io Matemdtica como um campo de estudos e conheci-

mentos que interage com diversos campos na tentativa de solucionar problemas educacionais para
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a efetivagdo do ensino e da aprendizagem da Matemadtica. Temos, nesses mais variados campos, a
Histéria da Matemdtica, que consideramos para a presente pesquisa para interagdes com a Educa-

¢ao Matemadtica.

Dessa forma, ao investigar os métodos e técnicas aritméticas da Europa no século XIII e seu
contexto de construgio de conhecimento, temos como contribuir para diversas investigacoes edu-
cacionais dentro da Hist6ria da Matemdtica que, por extensio, oportunizam solugdes para o ensino
e para aprendizagem da Matemdtica. Ou seja, traz contribuicoes para a Educagio Matemdtica, nao
porque traremos uma proposta de ensino, mas por contribuir epistemologicamente para a constru-

¢ao de objetos matematicos.

Nosso lugar, desta forma, na Educacdo Matemitica, encontra-se na proposta de articular,
a partir da historiografia atualizada, a construgio de conhecimentos contextuais, epistemoldgicos
e historiogrificos de investigacoes de textos histdricos e seus contextos, promovendo articulagoes
com diversas 4reas, conforme proposi¢oes nao somente de Vasco (1994), mas igualmente por Saito
(2015), Schubring (2014) e Barros (2022). Apresentamos no capitulo seguinte essa construgio do

contexto da Idade Média, da caracterizacao do Liber Abaci e de seu contetdo.



UM ESTUDO DO
LIBER ABACI E SEU
CONTEXTO

matemadtico italiano Leonardo de Pisa (1170 — 1240) é também denominado como Leonardo

Pisano, Leonardo Bigollo ou Leonardo Fibonacci. Porém, é mais conhecido simplesmente
por Fibonacci, alcunha dada seiscentos anos mais tarde por Guillaume Libre (1803 — 1869), que
deve ser entendida como ‘membro da familia Bonacci’ e nio filho de um pai chamado Bonacci
(Vogel, 2007). Esse italiano ¢ considerado um dos matemadticos de maior destaque do cendrio
europeu. Leonardo Fibonacci obteve esse destaque a partir de suas obras publicadas'® no século
XIII, em especial, com seu primeiro livro intitulado Liber Abaci, por trazer inovagoes para o cendrio
europeu, como os algarismos indo-ardbicos e o sistema posicional decimal dos indianos. Temos
também, a partir desse livro, questoes bem famosas, como do crescimento populacional ou da
reproducio de coelhos, que gera uma sequéncia numérica que ficou conhecida como nimero de
ouro ou propor¢ao durea. Assim, esse matemdtico ocupa uma posi¢ao de grande relevincia na

histéria.

Muito embora essa fala seja conhecida de muitos, temos algumas divergéncias por parte
da historiografia medieval, a qual apresenta que Leonardo Fibonacci nio foi o primeiro a inserir as
cifras indianas na Europa. Antes dele, temos Boécio (480 — 524) e Gebert d’Aurillac (950 — 1003),
assim como Adelard de Bath (1180 — 1252), que também viajou pelo mundo 4drabe no século XII,
tendo contato com matemadticas nao divulgadas na Europa. Dessa forma, fizemos os seguintes ques-
tionamentos, em dire¢io a questao de pesquisa e ao objetivo que guiaram este capitulo: quais foram
os elementos historiogrificos e aritméticos que deram ao Liber Abaci tanta visibilidade? Esse livro

teve potencialidades para o século XIII?

!¢ Para as obras no periodo da Idade Média, o termo publicacio estard no sentido de tornar a obra (livro, texto) conhe-
cida, pois o fato de uma obra ser conhecida nio garante que tenha sido publicada (Arns, 2007).
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Tendo como referéncia esses questionamentos, objetivamos discutir neste capitulo aspectos
historiograficos da constru¢ao do Liber Abaci e elementos aritméticos que o compdem, com vistas
a compreender o contexto histérico da elaboragio do livro. Para tanto, investigamos o conjunto de

saberes contidos no Liber Abaci da edigao de 1857.

Para alcangar nosso objetivo, organizamos o presente capitulo em trés segoes. Na primei-
ra, apresentamos os aspectos historiograficos em torno do Liber Abaci, para visualizar o que Saito
(2015) chama de ‘malha histérica da constru¢io do texto’. Na segunda se¢do, fazemos a apresenta-
¢ao do livro, em particular da edigao de 1857. Em seguida, apresentamos os elementos aritméticos
que classificaram o Liber Abaci como um manual de aritmética. A seguir, apresentamos o entrelaga-

mento dos acontecimentos dos fatos histéricos medievais.

4.1 Aspectos contextuais da composigio do Liber Abaci

Nesta se¢io, trazemos aspectos contextuais que podem nos ajudar em uma ambientagao me-
dieval, na qual Leonardo Fibonacci escreveu seu primeiro livro. Para tanto, faz-se necessdrio elucidar
alguns posicionamentos tomados para esse fim. Seguindo alguns pressupostos de Saito (2015), ini-
cialmente deixamos claro que nao pretendemos seguir uma linearidade dos fatos, mas propor uma
organizagao historiogrifica que permita uma aproximagio com o cendrio medieval. Assim, nossa
preocupagdo nio se fixa nos fatos em si, mas nos acontecimentos dos fatos ou em suas projegoes,
disseminagoes ou repercussoes, na tentativa de identificar fatores influenciadores, sejam diretos ou

indiretos, para a construgao do Liber Abaci.

A partir de Lindberg (2013), tomamos os termos ciéncia, teologia e igreja como abstragoes
e nao como realidades tangiveis. No medievo, nem sempre a ciéncia e a teologia estavam separadas
por fronteiras disciplinares. Os estudiosos que mantinham percepgoes cientificas eram os mesmos
que contribufam para o avango da teologia, havendo uma espécie de interagao. Dessa forma, esses
termos aparecem neste relatério de pesquisa ao fazer referéncia a praticas sociais e culturais do con-

texto medieval, e tomamos a mesma referéncia para religiao e clero, bem como para suas derivagoes.

Apontamos também que, embora seja comum a quebra do paradigma de que a Idade Média
tenha sido a “idade das trevas”, é vdlido observar, a partir de Franco Janior (2001), que até mesmo a
rotulagio de “idade média” foi dada posteriormente, no século XVI, na tentativa de construir uma
quebra com o passado. Segundo o autor, isso se deu a partir de um desprezo indisfar¢ado com o
periodo entre a antiguidade cldssica e o préprio século XVI. Dessa forma, o século XVI via o renas-
cimento da civilizagao greco-latina ao olhar para um espelho; tudo o que estava antes nao passava

de um intervalo, um tempo intermedidrio, dai Idade Média.

Apos esses esclarecimentos, apresentaremos um conjunto de aspectos que caracterizam a
Idade Média. Vale destacar que, de acordo com Franco Janior (2001), ndo hd um consenso entre

os historiadores em relagio a esse periodo especifico, mas, para os fins de nossa pesquisa, adotamos
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o intervalo compreendido entre os séculos IV e XV. Nesse sentido, selecionamos os aspectos que

julgamos importantes e que perpassam aqueles séculos para nossas discussoes e ambientagoes.

Iniciamos relembrando do declinio do Império Romano, que rompeu fronteiras geogréficas
e culturais, bem como de outros aspectos, tendo como consequéncia obstdculos de relagoes impor-
tantes, como nas ciéncias e nas artes e o distanciamento linguistico, o que dificultou cada vez mais
0 acesso a obras anteriores ao século III. A parte ocidental preferiu, depois do século III, técnicas
mais tradicionais de medidas e de contagens do que, por exemplo, a geometria pura e axiomatizada

dos gregos.

Como apontado por Brito (2007), um outro aspecto importante foi a fun¢io absorvida pela
igreja de ser a principal mediadora da producio, divulgacio e manutengao das ideias e saberes, assim
como de ser a detentora da habilidade de leitura e da escrita, centralizando o acesso e a produgio
de conhecimento no clero. Isso delimitou os critérios de acesso e da produgio de conhecimento.
Essa veiculagao do saber nao poderia ser de outra forma, a nao ser de estar a servico da igreja, do

conhecimento de Deus e do aprofundamento da teologia.

Um resultado esperado, pois foi o clero que garantiu uma estratégia de estimulo ao de-
senvolvimento individual e coletivo, com o objetivo de sobrevivéncia e de transcendéncia de seu
grupo, utilizando os saberes para explicar, entender e conviver com a realidade sensivel, perceptivel

e imagindria (D’Ambrosio, 1996).

Por consequéncia, muitas das obras greco-romanas produzidas serviram para subsidiar os
dogmas cristaos. Os textos que divergiam desses interesses foram deixados de lado, alegorizados,

adaptados ou reduzidos, com o intuito de ndo contrariarem os ideais religiosos.

Temos, entdo, nos séculos VI e VII, a constru¢io de manuais dos saberes ji produzidos,
restringindo-se em sua maioria a tradugoes dos textos, como os feitos por Boécio (480 — 524); os
compéndios de teologia; os manuais que tentavam reunir as artes liberais, com vistas a exegese bibli-
ca; textos sobre as artes liberais de Cassiodoro (480 — 575); os livros dos niimeros e as etimologias de
Isidoro de Sevilha (550 - 636); manuais de gromdtica'” que eram mais usados em situagdes prdticas
(Brito, 2007).

Assim, esta matemdtica medieval se formou a partir da releitura que a sociedade ociden-
tal da Idade Média fez de fragmentos da matemadtica grega, releitura esta muitas vezes
revestida de aspectos simbdlicos e realizada a partir das necessidades relacionadas tanto as
especulagdes metafisicas quanto as questoes de trabalho e de sobrevivéncia (Brito, 2007,
p. 128).

No entanto, 0 que nos chama aten¢io ¢ esse contexto que nio era homogéneo em toda a

parte ocidental, a qual passaremos a denominar de Europa. Observamos, primeiramente, que pos-

17 Relativo 4 agrimensura e medicdo de terras a partir da groma, uma ferramenta de medida utilizada pelos romanos.
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teriormente ao periodo de Maomé (571 — 632) e de seus principais seguidores, quando a Biblioteca
de Alexandria foi destruida'® e que se perderam muitas obras, entra em cena o periodo de sultanato,
iniciado com Al-Mansur (714 — 775) e seguido de outros sultdes, no qual foi estabelecida Bagda
como a nova capital. Juntamente, houve uma escola cientifica denominada de Bait Al-hikma (Casa
da Sabedoria), cuja biblioteca, segundo Garbi (2009), teve uma importincia mundial, garantindo
estudos posteriores na Europa. Essa escola nao sé garantiu a preservagao das ciéncias e das artes co-
nhecidas, como a divulgagio, o estudo e a construgio de novos saberes, os quais se estenderam pelas

fronteiras do Oriente com a Europa.

Também observamos que nao havia uma hegemonia territorial e de governo tnico, ou seja,
o territério europeu no partilhava de uma sé cultura, sociedade, economia e lideranca, fazendo
com que fosse um territério diversificado. Essa configuragio permitiu a entrada, em alguns pontos
da Europa, de novas literaturas; conhecimentos da lingua drabe; estilos artisticos; técnicas para o
comércio, para a agricultura e para a manufatura, como a agricultura e a irrigagdo vinda do Egito,

assim como o conhecimento da bussola, do papel e da pélvora vinda da China (Vasconcelos, 1925).

Nio podemos pintar um mundo europeu em unissono, pois além de cada classe social e
profissional pintar um mundo diferente para a sua época, temos muitos mundos dentro da Europa.
O que se estende 2 ciéncia medieval, composta por um conjunto de teorias, sem uniformidade nem
constitui¢do monolitica. Sua prética era tao diversificada quanto os eruditos que as exploravam, o

que acontecia semelhantemente com a teologia e a religiao medievais (Lindberg, 2013).

No reino da Sicilia havia um desses ambientes heterogéneos. Schramm (2001) apresenta
esse reino como um ponto de interesse para as poténcias estrangeiras, o qual teve sua colonizagao
com os gregos, mas conquistado pelos romanos, seguidos pelos godos, bizantinos e drabes. Cada
uma dessas poténcias deixou suas marcas, suas influéncias na cultura, na sociedade, na ciéncia e nas

artes, sendo os arabes os mais marcantes.

Em dois séculos, os drabes, naquela regido, dominaram o mar tirreno e fizeram a religido, a
cultura e a lingua ganharem caracteristicas tao préprias que deram a esse reinado um aspecto nao
europeu. Essa caracterizagao muda com a conquista pelos normandos, sobrepondo os aspectos dei-
xados pelos drabes, que trazem novamente as influéncias roménicas e gregas bizantinas (Schramm,
2001).

Percebemos que aquela sociedade passou por muitas transformagoes a curto prazo, gerando
possiveis conflitos ideolégicos, pois posturas que anteriormente eram comuns, passavam a ser con-
traditdrias e incompativeis no novo reinado, bem como outras passavam a ser aceitas ou fundidas,

transformando essa cultura em uma nova unidade que destoava em muitos aspectos da Europa.

'8 A biblioteca de Alexandria nio foi destruida simplesmente pelos islimicos; no entanto, passou por trés grandes ata-
ques. Primeiramente, com Zendbia (240 — c. 274), rainha do Império de Palmira, no ano de 269, seguido, em 415,
por Cirilo de Alexandria (c. 375 — 444), quando Hipdtia (c. 351/370 — 415) foi morta. Por fim, a biblioteca sofreu

seu ultimo ataque durante a invasio islimica em 640.
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Juntamente com esses conflitos, houve a oportunidade de acesso a livros em 4rabe e em
grego em suas versoes originais, aos quais boa parte da Europa sé ia ter acesso tempos depois. Esses
livros foram traduzidos para o latim, tornando essa a lingua da ciéncia e deixando para esse reinado
o legado de maiores eruditos da época, dado que os governantes normandos se congregavam em

torno dessas obras.

Portanto, o fato desse reinado ter sido multicultural até na lingua, pois alguns falavam gre-
go, drabe e latim, tornou os eruditos da Sicilia tradutores de obras muito importantes, com revela
Schramm (2001):

BizAncio recompensou a reaproximagio entregando manuscritos preciosos. Os escritos
de Euclides, Proclo e até Prolomeu viajaram para o oeste em manuscritos gregos e foram
traduzidos para o latim por tradutores académicos da universidade de Salerno antes
mesmo que a tarefa fosse realizada em Toledo (Schramm, 2001, p. 290, tradugio nossa,
grifo nosso).

Schramm (2001) apresenta Amiratus Eugenius (1130 — 1202) como o tradutor da Optica
de Ptolomeu (90 — 168) de uma versao do drabe, “sem Eugenius, ativo como Amiratus na corte
normanda, nada desse trabalho — de importancia incompardvel e seminal para nossa fisica — jamais

teria chegado ao Ocidente” (Schramm, 2001, p. 290, tradu¢ao nossa).

Contudo, observamos que esses tradutores, diferentes do clero, nao estavam subordinados
aos interesses da igreja para suas tradugdes e estudos. Podemos observar que os reis sicilianos, ainda
que no século XII com Roger II (1095 — 1154) e no século XIII com Frederico II (1194 — 1250),
contemporaneo de Leonardo Fibonacci, estavam mais proximos de sultdes orientais do que gover-
nantes europeus por seus estilos e principios, suas politicas prdticas, sua cultura e a sociedade que os

sustentavam (Schramm, 2001).

Mesmos assim, inferimos que a igreja teve uma influéncia ao longo da Idade Média quanto
a lingua a ser traduzida em tais obras. Como vimos, o latim era a lingua da ciéncia, talvez porque
as primeiras tradugbes que priorizaram o conhecimento de Deus e da teologia para uma exegese
biblica fossem em latim, pois, conforme Le Goff e Schmitt (2006), o latim era a linguagem litirgica

em toda a Europa ocidental, o que pode ter feito desse idioma a lingua da ciéncia efetivamente.

Essas diversidades na Europa repercutiram em muitos aspectos da vida medieval. No entan-
to, temos nas atividades comerciais um aspecto que permeou boa parte da Idade Média e por boa
parte da Europa, influenciando dreas como as ciéncias e as artes. Mesmo tendo uma grande reper-

cussao, hd muitas nuances. Podemos concordar com Potro (2012), quando destaca:

O precursor do século XI nao é o mesmo comerciante do século XIII nem aquele que
superou as dificuldades do século XIV e projeta seu dominio indiscutivel sobre o século
XV. O comércio mercantil passou por importantes transformacoes ao longo desses séculos
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que levaram 2 sua profissionalizagao e aceitagao social (Potro, 2012, p. 202, tradugio
nossa, grifo nosso).

Embora seja um fato essas diferencas no comércio e no comerciante ao longo da Idade Mé-
dia, vejamos alguns pontos importantes e influenciadores desse aspecto da vida medieval. Comeca-
mos salientando a citagio acima, quando Potro (2012) apresenta que essas transformagdes, mesmo
que heterogéneas, culminaram em sua profissionalizagao, bem como na profissionaliza¢io de outros
trabalhadores, como os cambistas, banqueiros e na organizagao da sociedade em grupos de oficio.

Desse modo, a organizagio urbana e consequentemente social e econdmica sofreram modificagoes.

E perceptivel que todas as mudangas enfrentam resisténcias, jd que é natural haver diver-
géncias de opinido entre aqueles que defendem a continuidade e os que anseiam por inovagoes. No
entanto, com o passar do tempo, essas transformagées gradualmente ganharam aceitagio na socie-

dade, a ponto de o clero também incorporar novas perspectivas.

Uma dessas perspectivas se refere ao valor das mercadorias vendidas pelos comerciantes, haja
vista que em um dado momento eram contra a taxagio acima do valor de custo de um produto.
Com tantas transformagoes, passaram a aceitar a posi¢ao de que era justo cobrar uma quantia a mais
em prol do trabalho e empenho empreendido pelos comerciantes ou pelos artifices que fabricavam

os produtos (Guimaries Filho; Brandemberg, 2022).

O que converge com Huberman (1981), quando apresenta a concepgio do clero a partir de
um pensamento biblico'® sobre emprestar dinheiro a juros. Esse autor apresenta que toda inten¢ao
de lucro em alguma transagio se configurava como o pecado da usura. Pois, foi na Biblia, que em
meados do século XII, que os intelectuais basearam seus argumentos em relago a teoria politica ou
econdmica (Le Goff; Schmitt, 20006).

Esse pensamento era partilhado pela sociedade e bem aceito, pois antes da expansao do co-
mércio havia apenas pequenos comerciantes e sem alguns oficios urbanos, como os banqueiros, sem
a necessidade de grandes movimentagoes. Naquele contexto, “a possibilidade de investir dinheiro
com lucro praticamente nao existia, se alguém desejava um empréstimo, certamente nao tinha por

objetivo o enriquecimento, mas precisava dele para viver” (Huberman, 1981, p. 40).

Em linhas gerais, podemos evidenciar que a Europa do século XIII estava em um proces-
so de transi¢ao. A partir de Franco Jdnior (2001), podemos perceber que houve um crescimento
demogréfico, bem como da produgio agricola e artesanal dos produtos, levando a mudangas na

demografia local e na economia.

Ainda em conformidade com o autor, em algumas partes da Europa, a sociedade estava
dividida prioritariamente em Oratores, Bellatores e Laboratores. Esses consistiam em uma visao de

interdependéncia de obrigacdes entre as partes, que consistia no clero — Oratores, do latim rezado-

1 Pois que aproveitard o homem se ganhar o mundo inteiro e perder a sua alma? (Biblia [...], 1999, Mt 16, 26, p. 17).
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res — detentores do poder da ordem, do conhecimento e da influéncia politica; nobres — Bellatores,
do latim guerreiros — os que detinham a posse das terras, cagadores ou os que eram envolvidos com
atividades militares, e o povo (servos e stditos) — Laboratores, do latim trabalhadores — os que tra-

balhavam servicalmente.

No século XIII havia uma politica marcada por uma variagao entre universalismo, particula-
rismo e nacionalismo, juntamente com uma religido que experimentava os primeiros sinais de uma
teocracia papal emergente. No campo das artes, o periodo medieval exibia os estilos roménico e gé-
tico, com uma rica variedade de expressoes literdrias, incluindo cangées de gesta, romances arturia-
nos, poesia lirica e trovadoresca. A filosofia da época era predominantemente escoldstica, enquanto
a ciéncia comegava a florescer a partir de uma perspectiva naturalista do mundo, contribuindo para

o surgimento de algumas universidades.

No final do século XIII, a dindmica entre o feudalismo e a vassalagem comecou a enfraque-
cer, dando lugar a um processo de fortalecimento da autoridade real na Europa. Esse periodo tes-
temunhou o surgimento de um aparato burocritico, que posteriormente evoluiria para a formagio

dos Estados Nacionais entre os séculos XVII e XIX.

Vemos que os elementos historiogréficos se entrelagam a medida que absorvemos as infor-
magdes contidas na histéria europeia. O crescimento comercial s6 avangou devido, dentre outros
aspectos, aos trés que sao mencionados por Potro (2012): o crescimento demogréfico, o crescimento

da produgio agricola e uma maior estabilidade politica.

O aumento da produgao agricola, o aumento da produgio artesanal urbana e o contato com
povos orientais possibilitaram ao comerciante gerar um impulso para desenvolver rotas locais e in-
ternacionais, tanto para o norte quanto para o sul, garantindo um grande aumento e a consolidagao

das atividades comerciais (Guimaraes Filho; Brandemberg, 2018).

Potro (2012) garante essa concepgao:

A conjungio desses trés fatores, logo apds o apocaliptico ano 1000, estabeleceu as con-
digoes ideais e totalmente necessdrias para o desenvolvimento do comércio. A principio
lentamente, depois mais rapidamente, a sociedade medieval contemplou como o cresci-
mento da populagdo e o rendimento agricola permitiam que um maior ntimero de pro-
dutos fosse colocado em circulagdo. Primeiro foram produtos agricolas, alimentos, panos
e tecidos... pouco a pouco foram acrescentados produtos exéticos: perfumes, especiarias,
tecidos finos... chegados de terras distantes e que a recente prosperidade do Ocidente
tornou possivel adquirir (Potro, 2012, p. 203, tradu¢do nossa).

Temos, ainda, em conformidade com Potro (2012), os avangos tecnolégicos dos navios e
instrumentos de navegagao, um aspecto importante para o crescimento comercial que possibilitou
o aumento considerdvel de suas rotas. Esses avancos assistiam o desenvolvimento de servigos de

ansportes para longas viagens como um oficio co ementar, possibilitando nas intermediacoes
transportes para longas viagens como um oficio complementar. ibilitando nas intermedia¢



> 57

do século XIII a separagio de algumas fungoes, dentre as quais temos os comerciantes fixos, inter-
medidrios e transportadores, assim como o grande comerciante que administrava todo seu negdcio
da cidade em que morava, confiando algumas etapas da comercializa¢io a agentes localizados em

diferentes lugares ou terceirizando alguns servigos.

Havia também a ascensao de alguns servicos urbanos, como os banqueiros, jé mencionados,
que necessitavam de operagoes financeiras cada vez mais elaboradas e maiores, pois havia as ope-
racoes de escambo, depdsitos e empréstimos, bem como movimentos de quantias considerdveis e
transferéncias de dinheiro sem o seu transporte fisico. Vemos que o crescimento do comércio nao sé
estimulou o desenvolvimento dos banqueiros, como também da circulagio monetdria e do crédito

comercial.

Percebemos com esses desenvolvimentos a necessidade de materiais que orientassem os tra-
balhos exercidos por essas profissoes urbanas, mais especificamente livros técnicos que, em geral,
eram de aritmética, pois a grande parte do oficio desses trabalhadores era constituido de célculos
conhecidos como aritméticos, influenciando na maior circulacio desses conhecimentos. Ressalta-
mos ainda que, segundo Arns (2007), a reprodugio desses livros era atrativa para os livreiros — que
eram bons comerciantes também — que sempre estavam & procura de obras que pudessem agradar

a0 publico letrado.

Potro (2009) salienta que toda a produgio, desses livros técnicos de aritmética europeus
dos séculos XIII, XIV e XV, parece estar intimamente ligada ao crescimento comercial, como ins-
trumentos essenciais de apoio as atividades contabilisticas e fiscais, tudo para ter mais eficiéncia no

desenvolvimento de seus servicos.

O que coaduna com a afirmagio de Le Goft e Schmitt (2006) de que, a partir do século
XIII, os leigos encontram em lingua verndcula instrumentos que corresponderam as suas necessida-
des especificas, como livros de contas dos comerciantes — livros técnicos, onde havia o interesse pela

aritmética com cdlculos que utilizassem as cifras indianas.

Toda essa movimentagao leva ao que Potro (2009) denomina de alfabetismo de cunho uti-
litdrio, prdtico e profissional que, unido a aritmética, constituia um conhecimento indispensdvel
para um bom negdcio mercantil em qualquer escala, bem como para a administragio empresarial e

patrimonial e para outros setores urbanos.

Nesse interim, as universidades e os conventos nao possuiam interesse ou vocagio para mi-
nistrar esses saberes que a sociedade comegou a requerer, fazendo com que fossem abertas escolas
onde os filhos de comerciantes e de artesdos — e provavelmente de outros oficios urbanos — pudes-
sem adquirir esses conhecimentos de cunho prético, como a contabilidade, que nio estavam tao

ligados aos saberes clericais como antes. A teologia passa a ser um campo particular de conheci-
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mento, consagrando esse saber nas universidades, bem como sua superioridade na hierarquia dos
conhecimentos (Le Goff; Schmitt, 20006).

Nesse contexto, o Trivium e o Quadyivium eram os principais ramos do conhecimento reco-
nhecidos, integrando as Artes Liberais. O Zrivium incluia gramdtica, retérica e dialética, enquanto
o Quadrivium, aritmética, geometria, musica e astronomia. Embora esses conhecimentos fossem
os oficiais e que os conhecimentos em trinsito na sociedade e na economia (dos comerciantes) nao
estivessem instituidos nas universidades, a igreja estava preocupada e interessada por esses conheci-

mentos que estavam sendo movimentados.

O clero estava preocupado e interessado nesses conhecimentos em movimento, pois acredi-
tava que todo conhecimento humano era um dom de Deus e, portanto, poderia ser usado para in-
terpretar as Escrituras. Assim, esses conhecimentos eram vistos como uma maneira de compreender

melhor a vontade divina e a Biblia.

Vemos que a complexidade dos problemas enfrentados pelo mercado, com sua expansao,
exigiram cdlculos mais elaborados e confidveis, chegando um novo desafio para o mercador em suas
atividades: ser entendido em suas contas. De acordo com Molland (2013), fragmentos de evidéncias
literdrias demonstram que o cdlculo havia alcancado niveis de sofisticagio que contrastavam com a

simplicidade da maioria dos outros textos matemadticos daquela época.

Do mercador era exigido um papel importante na aprendizagem de cdlculos aritméticos
para além da vida cotidiana. Era necessdrio o uso de manuais técnicos que trouxessem uma sistema-
tizagao dos célculos, com a finalidade de entender e ser entendido. Nesse aspecto, podemos dizer
que os italianos, orquestrados por Leonardo Fibonacci, se destacaram a partir do Liber Abaci escrito

em 1202, o qual, serd evidenciado na segdo seguinte (Potro, 2012).

Todos estavam interessados em uma aritmética que os auxiliassem. Dessa forma, ela passa
a ser valorizada e divulgada, tendo se configurado como uma ferramenta de trabalho indispensavel
para esses grupos da sociedade medieval, expressando até mesmo valores éticos, como honestidade,
confiabilidade e lealdade, advindos da rigidez dos cdlculos, o que coadunava com o conhecimento

da sabedoria divina e com o que Deus requeria de seus fiéis.

Um outro aspecto importante para essa divulgagio foi o financiamento dado pela corte
com Frederico II, com a organizagao do sistema administrativo romano, incentivando o comércio,
a agricultura, a inddstria, os estudos das ciéncias e das artes, fundando universidades como a de

Népoles, a primeira laica (Guimaraes Filho; Brandemberg, 2017).

Observamos ainda que a aritmética trazida pelo Liber Abaci no século XIII, a qual se con-
solida paralelamente com as cifras indianas, bem como com o sistema de numeragao posicional,
instituidos ao longo da histéria humana como um sistema universal, ofereceu algumas inovagoes

aos calculos aritméticos.
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Para tanto, devemos lembrar que tanto a Europa quanto o Oriente passaram por periodos
de instabilidade cientifica, pois vivenciaram intensos momentos de guerra. A Europa consegue de
forma mais tardia seu desenvolvimento cientifico em relagao ao Oriente, que arcou com a responsa-
bilidade de reerguer um novo centro cientifico. Esse centro, chamado de Bait al-hikma, como dito
anteriormente, impulsionou em grande medida o crescimento cientifico na Europa, bem como
proporcionou a viajantes, como Leonardo Fibonacci, irem para o Oriente, possibilitando o contato
com uma aritmética prética e comercial, desconhecida em grande parte da Europa (Potro, 2000;
Guimaries Filho, 2018).

E no Oriente que observamos uma das obras que permite o estudo mais conciso da aritmética
na Europa, um livro que, de acordo com Eves (2011), d4 origem a palavra dlgebra, intitulado de
Hisab Al-jabr Wa'l Mugdbalah de autoria de Al-khowarizmi (708 — 850). A obra permitiu que es-
tudiosos europeus, como Leonardo Fibonacci, aprofundassem seus estudos em matemdticas nao

divulgadas amplamente na Europa.

Vemos ainda em Garbi (2009) que

Foi na extensa fronteira entre os mundos cristdo e muculmano que os europeus, realizan-
do transagoes comerciais com 0s arabes, tiveram seus primeiros contatos com um outro
tipo de Aritmética. A obra de Al-khwarizmi exerceu grande influéncia na matemdtica
europeia durante os tltimos séculos da idade média (Garbi, 2009, p. 24).

Consequentemente, percebemos que a Matematica, preservada e desenvolvida no Oriente,
ajudou, anos mais tarde, o desenvolvimento de uma aritmética europeia, a qual tem como um dos

maiores entusiastas, divulgador e contribuinte, Leonardo Fibonacci.

Ao olhar para alguns séculos anteriores a Leonardo Fibonacci, temos na Europa tradutores
mul¢umanos e judeus, os quais, segundo Potro (2000), nao foram meros tradutores. Inferimos que
esses estudiosos contribuiram para o fortalecimento e desenvolvimento da aritmética europeia, bem

como de outras dreas da Matemdtica.

Em consonincia com a nossa inferéncia, temos em Lindberg (2013) a compreensao de que
os estudiosos medievais aprenderam a pensar sobre a natureza, reproduzindo a cultura cientifica
mais avan¢ada que estava disponivel. Notamos que as ciéncias cldssicas importadas foram recebidas
nao como produtos acabados, mas como obras em andamento, para serem assimiladas, esclareci-
das, criticadas, corrigidas e ampliadas, o que fez da ciéncia medieval uma continuagio da tradicio

cldssica de origem grega com importantes acréscimos por esses estudiosos, como os mulgumanos.

Assim, cria-se em Cérdoba um clima semelhante ao de Bagdd, permitindo formar escolas
de matemdticas, astronomia, medicina e botanica, nas quais j4 eram conhecidos muitos dos autores
drabes em todo o século IX, que nio eram apenas estudados, mas comentados, testados e compro-

vados. Dando continuidade a esses estudos, temos no século X a Escola de Astronomia Andaluzes,
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com membros importantes, como Ibn al Samh (979 — 1035) e Al-Zahrawi (936 — 1013), que foram
mestres da aritmética e da geometria, 0s quais escreveram sobre Aritmética Pritica e Aritmética

Comercial. Essa tltima, intitulada de Al-Muawalat (Potro, 2000).

Percebemos ainda que a influéncia crista nao esteve ausente desses movimentos. Se a ca-
racteristica do conhecimento cientifico da Idade Média era a sua origem cléssica, certamente uma
poderosa forga foi o contexto cristao, no qual ocorreram investigagoes cientificas enraizadas na tra-
digao cldssica, por vezes nutridas, negligenciadas ou combatidas, mas em todos os casos visivelmente

moldados pelas instituigdes, valores e crencas dessa cultura medieval (Lindberg, 2013).

Outra influéncia que nos oportuniza surpresas sio tanto as guerras como as diferencas reli-
giosas, bem como os acordos entre reinos, os quais movimentavam fontes, ou seja, movimentavam
textos que eram traduzidos para sua lingua materna ou cientifica da Europa medieval. Nesse movi-
mento, ocorria inclusive a troca de estudiosos entre as cortes desses reinos, como quando, de acordo
com Burnett (2013), o sultio al-Malik al-Kamil Nasr ad-Din Abu al-Maili Muhammad (1180 —
1238) enviou a Frederico II um ilustre estudioso mugulmano para dar assisténcia na interpretagao

da légica drabe.

O que coaduna com Ifrah (2005), quando apresenta alguns aspectos das cruzadas:

Reconquistar a ciéncia e a cultura nio era exatamente o objetivo das Cruzadas. No en-
tanto, foi este o resultado dessas guerras insensatas. De 1095 a 1270 aproximadamente,
os poderosos principes e cavaleiros cristios tentaram impor pela espada sua tradicao e sua
religiao aos infiéis do Oriente. Mas, ao contrdrio do resultado procurado, os cruzados
voltaram para casa enriquecidos pelo patriménio da cultura que buscavam combater na
Terra Santa. O que permitiu finalmente os avancos que nem a ciéncia nem a pedagogia
de Gerbert d’Aurillac tinham conseguido impor ao Ocidente dois ou trés séculos antes

(Ifrah, 2005, p. 312).

Dessa forma, muitos do clero aprenderam o célculo a0 modo de Al-Khowarizmi, ou seja,
sem a necessidade do dbaco romano. Foi nesse contexto que surgiram, nas portas de Jerusalém, os
primeiros algoristas europeus, os quais, tiveram que adotar o zero para substituir o espago vazio no
dbaco que utilizavam, entrando na Europa os cdlculos e as cifras de origem indiana de forma mais

efetiva (Ifrah, 2005).

Posteriormente, temos Leonardo Fibonacci, que Castillo (2007) apresenta como o primeiro
matemadtico medieval que traz, apds suas viagens em 1202, niao somente uma eﬂgebra € uma arit-
mética desconhecidas pela maioria dos europeus, mas os algarismos e o sistema numérico decimal
e posicional dos indianos, os quais apresentaram muitas vantagens em relagio a outros sistemas e
outros algarismos, sufocando da aritmética os algarismos romanos e otimizando muitas atividades
préticas, como o comércio e outras atividades urbanas, bem como a prépria aritmética comercial e

mercantil.
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Leonardo Fibonacci reuniu em seu tempo os conhecimentos acumulados e iniciou uma
série de publicagoes de livros, dos quais o primeiro e mais divulgado é o Liber Abaci, publicado pela
primeira vez em 1202. Suas ideias foram amplamente aceitas na Itilia e posteriormente na Europa,
chamando a atengao de eruditos da época, como Joao de Palermo (1208 — 1289), e da corte, como o
rei Frederico II (1194 — 1250), que passa a ser um financiador da divulgacio e implementagao desse
sistema numérico posicional decimal e suas cifras, assim como da aritmética e da dlgebra geométrica

apresentadas por Leonardo Fibonacci (Guimaraes Filho; Brandemberg, 2017).

Como consequéncia, temos que o Liber Abaci ofusca algumas obras importantes para o
medievo, como o Al-Muawalat (Potro, 2000). Assim, sio dadas evidentes otimizacoes nos cdlculos
aritméticos, proporcionando cdlculos mais rdpidos e sofisticados, permitindo resolver problemas

praticos, mercantis e de outras naturezas posteriormente.

Nio podemos deixar de mencionar o dbaco romano, pois ele possuia uma intima relagao
com a aritmética. Boécio, um dos grandes pensadores do inicio da Idade Média, atribuiu uma va-
lorizagdo a aritmética escrevendo alguns livros, como o seu primeiro livro de aritmética, no qual é
explicada a regularidade dos niimeros, definicdo de nimeros pares, impares, primos, entre outras
coisas. Sua aritmética estava baseada na aritmética grega de Nicoémaco (60 — 120), compondo dis-
ciplinas da escola romana, na qual essa aritmética cumpria aspectos préticos do cdlculo digital e a

capacidade de manipulagao do dbaco romano (Eastwood, 2013).

Essa relagao mencionada entre a aritmética e o dbaco perdura por alguns séculos da era
medieval. Inferimos que esse aspecto promoveu o crescimento de uma classe prestadora de servigos
chamada de abacistas, profissionais consolidados a época. Recebiam esse titulo por usarem o dbaco

para os seus cdlculos, prestavam servigo a quem necessitava, sendo remunerados por isso.

Como muito dos servicos, sejam comerciais, mercantis, administrativos ou domésticos, ne-
cessitavam de cdlculos, os abacistas exerciam um papel fundamental na sociedade medieval, detendo
o privilégio desse conhecimento. A necessidade desses profissionais no contexto da Europa medie-
val apresenta-se na complexidade dos cilculos, pois muitos dos cilculos que eram feitos, que hoje
consideramos simples, os quais podem ser feitos em poucos minutos, para o século XII poderiam

significar dias de trabalho e esfor¢o (Dantzig, 1970).

Esses abacistas utilizavam os algarismos romanos para os registros dos calculos inicialmente.
No entanto, 2 medida em que as cifras indianas foram se popularizando, também, segundo Eas-
twood (2013), foram sendo combinadas com o manuseio do dbaco. Uma prova de que, mesmo com

divergéncias, poderia haver harmonia entre as técnicas aritméticas, e talvez até cooperacio.

O privilégio, ora apresentado, era endossado pela igreja, pois, ao limitar o conhecimento,
mantinha seu dominio. No entanto, com um contexto favoravel, Leonardo Fibonacci com seu Li-

ber Abaci d4 uma contribui¢do muito importante para a democratizagio dos célculos (Ifrah, 2005).
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Inferimos que a democratizagao referida estd no sentido de ser um conhecimento que, quando ne-
cessdrio, poderia ser acessado, pois estaria preservado, haja vista ser de interesse a preservagao desse
conhecimento por tarte da igreja, bem como da corte, para auxiliar na mediagao de conflitos, como

os fundidrios e de impostos.

Com demandas maiores de cdlculos, com célculos mais complexos e com as otimizagdes da-
das pelo novo método organizado no Liber Abaci, os abacistas deixaram de ser procurados ao longo
do tempo, havendo alguns pontos de conflito pela sua resisténcia, levando em certa medida ao seu

enfraquecimento e posterior desaparecimento.

4.2 O Liber Abaci

Cabe, neste momento, clarificar nossa escolha pelo Liber Abaci (figura 8) para representar
as técnicas aritméticas divulgadas na Europa do século XIII que utilizavam as cifras indianas. Essa
escolha se baseia nos estudos ao longo de nossa jornada académica, comentada no primeiro capi-
tulo deste relatério de pesquisa; e pelo estudo de autores como Potro (2007), Ifrah (2005) e Sigler
(2002), que apresentam o Liber Abaci como um texto central para a aritmética comercial do século
XIII. Logo, sua importincia reside em apresentar uma aritmética geral, ou seja, com generalizagoes
para diversas situagoes, e por apresentar a aritmética comercial, uma das principais atividades na-

quele século, bem como para outras atividades urbanas, como comentado na segao anterior.

Figura 8 — Liber Abaci.

Fonte: https://www.twistedlifestyle.com/fibonaccis-liber-abaci-auctioned/

O Liber Abaci foi escrito por Leonardo Fibonacci (figura 9) em 1202, ao retornar de suas
viagens pelo Oriente, quando seu pai Guilielmo Bonacci — secretdrio da republica de Pisa — foi en-
viado por volta de 1192 para Bugia, cidade portudria no litoral mediterrineo da Argélia, onde ficava
situada uma colénia comercial de Pisa. Guilielmo leva o filho com o intuito de aprender os célculos

comerciais para que Leonardo Fibonacci se tornasse um comerciante (Vogel, 2007).
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Essas colonias, instaladas por volta das décadas de 1108 e 1111, estavam para além das
fungoes comerciais. Ofereciam grandes oportunidades para estudantes latinos trabalharem no meio
de comerciantes drabes e gregos. Inferimos, ainda, que nessas instalagoes havia a troca de muitos co-
nhecimentos, transmitidos oralmente, em suas atividades praticas ou no acesso a livros com esses e
outros conhecimentos. Outro aspecto notdvel durante esse periodo foi o impulso dado as tradugoes
e 2 compreensdo das linguas orientais, especialmente no que se refere a questoes financeiras. Isso
se reflete no caso de Leonardo Fibonacci, cujo interesse levou-o a explorar a matemdtica oriental
(Burnett, 2013).

Esse livro, que foi escrito por volta de seus 32 anos, é o responsdvel por levar o conheci-
mento de suas habilidades a corte de Frederico II, com uma reedi¢ao em 1228 pelo préprio autor,
a partir de algumas consideragoes feitas por Michael Scott®® (1175 — 1235), citado nas primeiras
linhas dessa reedi¢dao. O Liber Abaci teve um papel importante na Europa, como o de ser um dos
responsdveis pela divulgagao das cifras indianas. Para o século XIII, foi aquele que proporcionou
uma organizacio e sistematizagao das técnicas exigidas pelo comércio em suas diversas atividades,

bem como pelos oficios urbanos.

Figura 9 — Leonardo Fibonacci.

Fonte: http://berg.com.ua/profile/fibonacci/

Quando o Liber Abaci é traduzido para o portugués, geralmente ¢ interpretado como Livro
do Abaco. Isso pode levar o leitor a inicialmente concluir que o contetido do livro se trata de um
guia para utilizar um 4baco. Isso pode ocorrer, também, ao se remeter para o contexto histérico,
porque os europeus mantinham uma forte conexio com o dbaco, uma vez que essa ferramenta de-
sempenhava um papel crucial nas atividades que envolviam célculos. No entanto, ao examinamos
mais detalhadamente esse texto histérico, percebemos que é um livro que trata de cdlculos sem a
necessidade do dbaco, o que ofereceu um certo conforto para as atividades urbanas e comerciais da

sociedade medieval.

20 Foi filésofo e um dos estudiosos da corte do rei Frederico II.
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Portanto, inferimos que uma tradugao mais adequada do titulo do livro é Livro do Célculo,
uma escolha que se fundamenta no contetido da obra, que se concentra na instrugao de célculos

baseados em algoritmos de operagoes aritméticas.

Outra inferéncia quanto ao titulo do livro, é que a edigao de 1857 (figura 10), que comenta-
remos a seguir, traz como titulo do livro Liber Abbaci, o que nos causou uma certa inquietagio. Ao
investigar, encontramos que a palavra abaci refere-se no século XIII, contraditoriamente, ao cilculo
sem o uso do dbaco, mais um motivo de nio ser uma traducio adequada “livro do dbaco” (Sigler,
2002). Quanto a abbaci, Sigler (2002, p. 4, tradugdo nossa) apresenta que “um maestro d abbaco era
uma pessoa que calculava diretamente com nimeros hindus sem usar o dbaco, e 0 abaco é a disci-

plina necessdria para fazer isso”.

Ainda a respeito do titulo do livro, temos em Molland (2013, p. 521) a assertiva: “o que ca-
racterizava a aritmética do abbacus era uma comunidade mercantil italiana”. Dessa forma, podemos
asseverar que o Liber Abaci é um livro que trata de cdlculos aritméticos com a utilizagao das cifras

indianas sem a utilizacio do dbaco romano.

Figura 10 — Capa do Liber Abaci da edigao de 1857.

“SCRITTI
LEONARDO PISANO

MATEMATICO DEL SECOLO DECIMOTERZOD

PFUBNLICATE

BALDASSARRE BONCOMPAGNI

SEEREEEIE EALAE BELENEE
BELEANTINE NG BE BOLSSES

VOLUME 1.

(LEGAARDE FISaSE, LIDER ADOACEY

M A
TIFOGAANTA DELLE ISILNIE MATEMATICHE £ FEERCHE
wia LaTa FOUM." 211
MCCCLVIL

Fonte: Acervo do autor (2022).
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Vale ressaltar que nao conseguimos ter acesso a primeira edi¢ao de 1202; também nio tive-
mos sucesso na busca pela segunda edicao de 1228. Nessa busca pelo texto original, encontramos
apenas a edi¢do de 1857 do Cédice Magliabechiano (figura 11), composto por cerca de 6.000 ma-
nuscritos, sendo o acervo mais antigo da Biblioteca Nacional Central de Florenga (BNCEF), estru-
turado em 40 classes temdticas, nas quais se encontra o I/ Liber Abbaci di Leonardo Pisano na classe
cinco, edigdo a partir de Baldassarre Boncompagni (1821 — 1894), um historiador da matemdtica

e aristocrata italiano.

aal
n
-
=
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-
-
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Fonte: Acervo do autor (2022).

A edigao que investigamos foi publicada pela Tipografia das Ciéncias Matemadticas e Fisicas
na Via Lata n° 211, atual Via del Corso, em Roma, em 1857. E uma edigio completa referente 2
reedicdo de 1228 revisada por Leonardo Fibonacci. Como nio tivemos acesso a primeira edi¢io,
pois ndo hd conhecimento sobre essa copia, apenas de trés manuscritos completos dos séculos XIII
e XIV, nio houve a possibilidade de comparar as edi¢oes e nem avaliar as mudangas que foram feitas
na edigao de 1228. Mesmo assim, é possivel notar, a partir da fala de Leonardo Fibonacci, algumas

intenc¢oes presentes na edi¢io revisada (Vorgel, 2007).

Em contato com o livro, o leitor se depara com a fala inicial de Leonardo Fibonacci, Leo-
nardo Pisano?" a partir daqui, em primeira pessoa apresenta sua prpria postura sobre a intenciona-
lidade e o assunto de sua obra. Podemos, entdo, afirmar que esse livro trata de cdlculos, ou melhor,
da sistematizacio dos cdlculos com a utilizagao das cifras e do sistema numérico decimal posicional
dos indianos, pois Leonardo Pisano (1857, p. 1, traducdo nossa) declara em sua obra: “[...] publi-
quei a doutrina completa dos nimeros, segundo o jeito dos indios, método esse que escolhi, na
prépria ciéncia, mais elevada”. Isso mostra, de uma forma bem direta, que Leonardo Pisano (1857)

considerava seu livro como do ramo da aritmética, e sua escolha pelo método indiano se baseia em

! Escolhemos deste momento em diante nos referir a Leonardo Fibonacci pelo seu nome de citagao da edigao de 1857.



> 66

considerar uma ciéncia mais elevada do que os métodos instituidos, o que implica também em dizer

que essa ciéncia podia elevar seu estudante até Deus, atendendo, dessa forma, demandas clericais.

Pelo seu histdrico de familiarizagio com as atividades comerciais de seu pai, podemos suge-
rir que o livro, além de teérico e sistematizado, estava a servico de uma aritmética prética, influen-
ciado pelos drabes e pelos indianos; porém, ajustado a uma matemdtica comercial italiana, pois
o autor deixa claro o desejo de o povo italiano ser instruido acima de todos os outros (Leonardo
Pisano, 1857).

Como nio tivemos acesso a primeira edi¢io do Liber Abaci, nao temos como dizer se pos-
sufa uma preocupagdo com a instrugdo. Todavia, nessa segunda edi¢ao podemos perceber, sem que
haja ddvida, essa preocupagao. Podemos evidenciar tal intengio quando Leonardo Pisano (1857)
reorganiza os capitulos para ser melhor compreendido, permitindo que os futuros leitores ou apren-
dizes pudessem entender de uma forma mais clara seu contetido, dando a chance para os discipulos

alcancarem a perfei¢io (Leonardo Pisano, 1857).

Percebemos também a intengao de ser um manual, quando o autor apresenta a corte sua in-
tengao de facilitar o ensino em sua nova organizacio. Esse pensamento coaduna com Potro (2004),
quando afirma ser o primeiro manual europeu em lingua latina. Deixamos claro que a concepgio
de manual para a Europa do século XIII ndo é a mesma de nossos dias. Para o contexto medieval
daquele século, manual estd na dire¢ao de um livro que retine, compila vérios conhecimentos de um
determinado assunto ou tema, a disposi¢io para consulta de quem puder té-lo. Naquele momento

os livros ainda eram onerosos.

Leonardo Pisano (1857), em seu prélogo, faz mengao a outro livro escrito por ele sobre geo-
metria. Concordamos com Sigler (2002) em ser o Practica Geometriae, composto em 1220. O autor
faz essa mencao para declarar que as demonstragoes contidas no Liber Abaci evitam em boa parte
a geometria. Declara também, para os que desejarem aprender a pritica da aritmética, que chama
de ciéncia, a necessidade de estudarem continuamente o livro através da pritica cotidiana, levan-
do-os ao hdbito, 2 memorizacio e a relacio das mios com as cifras indianas. As maos, no contexto
do livro, estdo no sentido de serem ferramentas para contar ou fazer contas e, principalmente, de
guardar quantidades exigidas pelos métodos ensinados por Leonardo Pisano (1857) nas operagoes

aritméticas.

Ele deixa claro que tentou reunir todos os conhecimentos tomados em suas viagens para
ensinar esse novo método aritmético e para facilitar a compreensao das teorias apresentadas, como
ele mesmo julga. Divide o livro em quinze capitulos, os quais s3o apresentados logo apds o prélogo
em uma espécie de indice. Leonardo Pisano (1857) nao traz nenhum tipo de numera¢io nesse mo-
mento; no entanto, no decorrer do livro traz uma organizacio ordinal. Assim, temos os seguintes

capitulos:



II.
1.
IV.

VI

VIIL.

IX.

XI.
XII.

XIII.

XIV.

XV.
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Sobre o conhecimento das nove figuras indianas, e como cada niimero ¢ escrito
com elas, e quais niimeros, e como devem ser retidos nas maos e nas introducoes
do célculo.

Sobre a multiplica¢io de ndmeros inteiros.

Sobre adi¢ao um com o outro.

Sobre a extragio de niimeros menores de niimeros maiores.

Sobre a divisao de niimeros inteiros por niimeros inteiros.

Sobre a multiplica¢do de ndmeros inteiros com quebras e quebras sem inteiros.

Sobre a adigio, extracio e divisao de ndmeros inteiros com quebras e a reduc¢io de
ndmeros quebrados em uma parte.

Na compra e venda de mercadorias e afins.

Sobre a permuta de bens iméveis, sobre a compra de bens iméveis e algumas regras
semelhantes sobre as parcerias feitas entre associados.

Sobre a parceria feita entre s6cios.
Sobre a consolagio das moedas e suas regras, que se refere ao conforto.

Sobre as solugoes de muitas questdes colocadas, que chamamos de errdticas (erran-
tes).

Sobre a regra de Elchataym, como quase todas as questdes errantes sio resolvidas
por ela.

Sobre a descoberta de raizes quadradas e ctibicas por multiplicagao e divisao, ou
extraindo-as de si mesmas, e sobre o tratamento de bindmios e suas raizes.

Sobre as regras relativas as propor¢oes geométricas: sobre questoes de dlgebra e
Almuchabala.

Leonardo Pisano (1857) nos impressiona como termina seu prélogo, humildemente deixa

seu trabalho a disposicao de avaliagoes, ressaltando que esse prélogo é escrito a Michael Scott, em

nome da corte do rei Frederico II. Assim, termina declarando que: “Se, por acaso, omiti algo menos

ou mais apropriado, ou necessdrio, sua indulgéncia por mim ¢é solicitada, pois nao hd ninguém que

seja isento de culpa e em todas as coisas seja totalmente circunspecto” (Leonardo Pisano, 1857, p.

1).

4.3 Técnicas Aritméticas encontradas no Liber Abaci

Com o intuito de identificar elementos aritméticos que compdem o Liber Abaci, organiza-

mos, para um melhor entendimento desses capitulos, em trés temdticas. Do capitulo I ao capitulo

VII, temos a parte do livro que trata da Aritmética Bésica; do capitulo VIII ao capitulo XI, temos

a parte da Aritmética Comercial; para finalizar, do capitulo XII ao XV, temos Situagdes-Problemas
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(problemas diversos). Deixamos claro que essa divisao temdtica foi elaborada por nés. Leonardo

Pisano (1857) nao faz qualquer mengao a essas temdticas dessa forma.

Encontramos na literatura outras divisoes, como a apresentada por Vogel (2007), que divide
o Liber Abaci em quatro temdticas: algarismos romanos e computagao digital (I - VII); problemas
que preocupam os comerciantes (VIII - XI); erraticae questiones (XII - XIII); métodos algébricos
(XIV - XV). Em rela¢do a essa tltima, divergimos, pois defendemos que no contexto de escrita do

livro esses problemas eram considerados de aritmética.

4.3.1 Aritmética bdsica

Os capitulos iniciam com a seguinte apresenta¢io das nove cifras indianas (figura 12): “O
primeiro capitulo comega. Sdo as nove figuras dos indianos 9 8 7654 3 2 1 e assim, com essas nove
figuras, e para elas, este é o sinal de 0, que é chamado em 4rabe de zephirum, se forma qualquer tipo

de niimero” (Leonardo Pisano, 1857, p. 2, tradu¢io nossa).

Figura 12 — Recorte da apresentacio das cifras indianas.

Fonte: https://www.festivaldelmedioevo.it/portal/fibonacci-i-numeri-indiani/

O autor apresenta em seguida o funcionamento do sistema numérico decimal posicional
adotado, explica de forma minuciosa a valoragao posicional que cada cifra passa a ter a partir de seu
posicionamento (figura 13), nossas conhecidas unidades, dezenas, centenas, etc. Para tanto, utiliza

uma espécie de legenda com os algarismos romanos, que eram mais conhecidos a época.

Figura 13 — Valoragio posicional.

D r [MMxxan| MMMsxur [MMMxx|MMMMMpe|MMM{Mexi | Meexxxum | MMMMccexxi

1ol 12023 | 3022 (3020) 5600 (300004008 | 1234 | 4321

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 3).
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Da citagdo anterior, podemos perceber que Leonardo Pisano (1857) apresenta o zero sepa-
rado das nove cifras indianas. Isso nos dd a possibilidade de sugerir que, para o autor, o zero nao
tinha um valor numérico, ndo era um nimero, uma cifra, mas apenas um simbolo, como sao os
simbolos de conjunto vazio, estd contido, maior, menor e outros de nossa matemdtica moderna. O

zero representava a auséncia de valoragdo em uma determinada posi¢ao das casas decimais.

H4 um cuidado no livro de ensinar como devem ser lidos os niimeros na regra dos indianos.
Para tanto, além de trazer uma legenda, o autor ensina a separagio das casas decimais, que chama
de varas de trés, ou seja, de trés em trés cifras (figura 14), sempre da direita para a esquerda, apre-

sentando dessa forma a regra de como deve ser lido cada valor escrito.

Inferimos que essa regra era conhecida de alguns na Europa como arcos pitagéricos (triplos),
apresentados por Gebert d’Aurillac anteriormente, os quais usamos até hoje (Sigler, 2002). Leonar-
do Pisano (1857) apresenta variados exemplos de quantidades pequenas, de grandes quantidades,
bem como com repeti¢ao de algarismos e com casas decimais sem valoracio, representadas pelo

ZEro.

Figura 14 — Leitura dos nimeros com a regra das varas de trés.

dere regulam louiam que {sc) potens itissim lgere numerum plunun figurarum, Vel
graias proponamus. mumerum 5 figurarum drsasiinsot, dimisss tbus primis figus,

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 4).

il | LK | | LT i1

Ainda no primeiro capitulo do livro, sio mencionados os célculos digitais, ou seja, os calcu-
los e os registros dos cdlculos com as maos para a sua otimiza¢io. Também ¢ ensinado a guardar na
mio, que ¢ o registro de quantidades que serdo necessdrias para continuar ou concluir os cdlculos de
uma casa decimal para outra sem os registros escritos, com o intuito, de igual forma, da otimizagao
dos cdlculos. No entanto, nesta edigao de 1857, nio hd a composi¢io grifica dessa instru¢io, ou

seja, nio existem ilustragdes para a referida técnica de guardar na mao.

Nao sabemos ao certo o porqué, no entanto, sugerimos que no periodo da redago e pu-
blicagio dessa referida edigio, havia o acesso ao papel com mais facilidade e menos custos do que
no século XIII, assim, nao tendo a necessidade de usar a menor quantidade de papel possivel em
célculos escritos, dispensando os registros com as maos. Outra sugestiao que damos é o acesso a
tabelas de cdlculos com mais precisao, as ditas contas astronémicas. Também temos as calculadoras
mecanizadas, que ndo estavam em uso comum em 1857, sendo menos provivel. O mais provavel é

que essa técnica estivesse em desuso na Itdlia do século XIX.



»70

Contudo, Leonardo Pisano (1857) chama a aten¢do que, para quem quiser ser engenhoso
e sutil com os célculos, deve conhecer a arte de guardar na mao, que nao foi inventada por ele, mas

nos tempos antigos, sem definir de qual tempo estava falando.

Inferimos que Leonardo Pisano (1857), quando fez referéncia a esses tempos antigos, po-
deria estar se referindo a Beda (637 - 735), um dos primeiros a organizar uma instrugao adequada
sobre a contagem e tabula¢io nos dedos. Embora a técnica dos dedos — cdlculo digital — fosse conhe-
cida dos romanos, Beda quis garantir uma explicagio melhor para seus alunos, os quais nao usavam
apenas para trabalhos aritméticos, mas para a comunicagao de quantidades, na qual a memorizagao

de somas e multiplos eram essenciais para o uso da técnica (Eastwood, 2013).

Em uma busca simples na internet, conseguimos algumas ilustragoes da referida técnica
(higura 15). Entretanto, nao podemos asseverar a qual edi¢ao do Liber Abaci tais ilustragdes perten-
cem. Podemos afirmar apenas que essas ilustragoes existem em outras edigoes e foram retiradas da
referida edi¢do investigada, pois temos a seguinte declaragio na conclusio desta instrugio: “como é

demonstrado na pdgina seguinte pelas maos pintadas” (Leonardo Pisano, 1857, p. 5).

Figura 15 — Uma forma de datilologia para guardar na mio.

Fonte: https://www.festivaldelmedioevo.it/portal/fibonacci-i-numeri-indiani/

Complementando a técnica de guardar na mao, o matemdtico encerra o primeiro capitulo
com tabelas de adi¢io e multiplicagio (figura 16), com unidades e dezenas. Essas tabelas tinham por
finalidade a memorizagio que, aliada as técnicas das mios, oferecia as ferramentas necessdrias para

um bom desempenho nesse novo método aritmético.
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Figura 16 — Recorte da tabela de adicio e multiplicagio do capitulo I.

Introductiones in ac ditione (sic) et multiprichatione numerornm
2 ef & flunt 4 [ | femua setes<ll | 6o of 60 flunt 120 il ikl
32 3 5 70 120
s b O I 1] leo =0 40 | [suicess fiunt s
g
2 5 7| |, 2 :: 60 00 150
2 [ ] 5 fi 30
7 10 17| | 70 £ 0 £
Z 3 o i ¢ ﬁun 140 " " -
1 8 10| |8 etsfiunt 16 | [T0 80 150 | |5 8 A0
$ 9 i 90 160 | |3 9 A5
g 10 1] |® @ 17 u e | 18 10 50
8 10 18 | |80 et 8o ﬁum 160 e e
Finva fermarli — . g
9 ef uﬁ"": 18 80 9 170 De  senaris
l R R | - % N - R | - sl RS

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 6).

Assim, Leonardo Pisano (1857) encerra o primeiro capitulo com o seguinte pensamento:

Portanto, que eles sempre usem para aprender a coletar as ligagoes e multiplicagoes acima
mencionadas nas tabuinhas em suas maos, de modo que a mente possa se tornar mais
acessivel igualmente com as maos em adi¢oes e multiplicagbes de quaisquer ndimeros
(Leonardo Pisano, 1857, p. 7)

No capitulo seguinte é ensinado o algoritmo da multiplicac¢io, o que pode causar um certo
desconforto para a matemadtica escolar que tradicionalmente inicia o ensino de célculos aritméticos
com a adi¢do de um algarismo (unidade com unidade). Contudo, para a organizagio do século
XIII, o autor inicia com a multiplicagio (parte esquerda da figura 17) de dois algarismos (dezenas

por dezenas).

Em seguida, apresenta mais uma multiplicagdo do mesmo tipo (parte direita da figura 17),
mas diferente do cdlculo anterior é proposta uma prova para verificagio da confiabilidade do que
foi calculado, que podemos traduzir como método de residuos médulo nove, que seria a prova
real, em uma matemdtica moderna, o famoso “noves fora’, mas que Sigler (2002) apresenta como
método de verificagio “langando noves”. Para esse exemplo, temos como prova o ndmero um. Ao
olhar para o trinta e nove, apds o processo de “noves fora”, temos um como resultado, e ao olhar
para mil trezentos e sessenta e nove, temos de igual forma o um como resultado, provando que o

calculo estd correto.
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Figura 17 — Exemplos de multiplicagées do capitulo II.

descriptio 9
prima 4 prima 1
12 37
12
' G0
Secunda E secunda 37

12 37

Vitima 144 1369
12 proba est 4. 37

12 37

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 7, 8).

Leonardo Pisano (1857) ainda apresenta a nogio de multiplicagio por zero, associada a
compreensio de auséncia de valoragiao em determinada casa decimal. Assim, no exemplo a seguir
(figura 18), o matemdtico se preocupa apenas com a multiplicagdo de sete por sete, acrescentando
um zero para cada casa decimal, ou seja, embora nio efetuasse o cdlculo com o zero, como na mate-
mdtica moderna, o autor obedecia estritamente as casas decimais. Vale ressaltar que todo o capitulo

¢ permeado pelo cdlculo digital, seja para guardar os nimeros ou para calcular outros.

Figura 18 — Exemplo de multiplicagao por zero.

4900
70
70

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 9).

No terceiro capitulo, apresenta-se um algoritmo para adigdo de niimeros inteiros e para
ndmeros de tamanho arbitrdrio. Podemos inferir que, de fato, esses cdlculos apreciavam as neces-
sidades comerciais em suas expansoes e complexidades nos cdlculos. Para viabilizar os célculos, é
explicado um sistema medieval chamado: multiplicagao do tabuleiro de xadrez (figura 19)*2. Como
anteriormente, uma prova de residuo nove ¢é fornecida para a ratificagio dos resultados, o que per-

meia quase todo o livro.

22 Retificamos que o valor correto onde se 1& 527 é 567 na figura 19.



>73

Figura 19 — Método do tabuleiro de xadrez.

2450007
4321

0|24 iy
59 (2|6;™
11605

ir

-1

o | | 2

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 19), marcagdo nossa.

Neste mesmo capitulo é ensinada mais uma técnica, a adicdo por colunas (figura 20), que
requer as técnicas de guardar na mao. Evidenciamos que Leonardo Pisano (1857) traz algumas pro-
vas de sua técnica com nomenclaturas semelhantes as que encontramos no Liber Quadratorum, no

qual representa niimeros por letras com um ponto final antes e um depois de cada letra para suas

generalizacoes e provas.

Figura 20 — Técnica da adicio por colunas.

2450004
4321

0|24 l__
519 |2(6;®
116|053

ir

~3

o | | 2

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 19).

O autor finaliza com um procedimento para manter as despesas em uma tabela com colunas

para Libras, Soldi e Denari, que eram sistemas monetdrios da época (figura 21).
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Figura 21 — Exemplo de contas monetdrias e despesas em tabela com Libre, Soldi e Denari.

pogine wel cartule. Verbd gratia: ul s quidam renanliel in quadam copensa quod de- [ses = 2 = 0
disset in tali et in talibus rebus, ul in seqecati pagina deotatir, adiscat seribere mu- o o a
meras librarum, soldorum et denariotue, sicut in cadem pagina describumlury in qua ;_: 2= .
jezina denarii qui sunt in ea sant in somma 73, qui sl soldi ¢ et denarii 1: com quibes | ** -
soldi ¢ junctis soldi, qui sust in cadem pagiva, Gust 122 qui sunt libee o et soldi 2; o -
ef cum ipsis libris ¢ colligat libras, repenict in summa libms 36: st ergo sume - 5
brarum omnium soldorum et denariorusm insimul juscturue libee 268 et soldi # et denariiy | | - 4.
ue summa est reservanda in fine pagine, de qu expms oollecta ol of sic per odinem | = 7 .
collagal expensas per pagminas el umicuique pasine summa faciendo : post bee rescnibal | s a
in tabula summas cnnclarum paginarem, ef faciel inde summam summaram; el sic polenit - - -
.-.Iligﬂr 'I""'.i]ﬂ eajenias bizamtiorum, et karaioruzm, ef ann encarm, of Eenome . % x
| oenouinorum. canlatiorum, etiam ef rotoloows 8 canclarum resum yumeris adisocnting, | & €

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 21, 22).

No quarto capitulo, Leonardo Pisano (1857) apresenta o algoritmo da subtragio no conjun-
to dos niimeros inteiros. Para tanto, organiza as operagoes com casas decimais de mesma magnitu-
de, iniciando com a subtragio de um niimero maior e um menor, ambos com dois algarismos (89-
35). Posteriormente, ainda com dois algarismos. No entanto, o nimero menor com o algarismo
da unidade maior (85-39), que podemos ver na figura 22. Segue com dois exemplos com o maior

ndimero com trés algarismos e o menor com dois, seguindo de trés por trés, cinco por trés.

Figura 22 — Exemplos de subtragio.

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 22)

Nos chama atengio o fato de Leonardo Pisano (1857) apresentar o resultado na parte supe-
rior do algoritmo e acrescentar 10 a cada valor menor do que serd retirado, como no caso de retirar
nove de cinco na subtragio 85-39 apresentado na figura 22. Para esse caso, adiciona-se um ao valor
da préxima casa decimal do menor niimero, ao invés de subtrair um da préxima casa decimal como

¢ feito na matematica moderna.

No capitulo V, o autor inicia anunciando que sao necessdrias duas coisas para aprender a
dividir: (1) para aprender dividir se deve comegar a dividir por dois; (2) para aprender a dividir se

deve saber de cor (sic) algumas divisoes, que sdo apresentadas na tabela deste capitulo (figura 23).
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Figura 23 — Recorte da tabela de divisao.

DIUISIONES PER BINARIUM
dde1 est 0 et remanet 1
% 2 est 1
3 3 1 1
2 4 2
3 5 2 1
2 6 3
2 7 3 1
g A
2 9 A 1
= 10 5

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 25).

Observamos, a partir da figura 23, que Leonardo Pisano (1857) utiliza a multiplicagdo de
ndmeros inteiros por fragoes para efetuar suas divisdes, como: 3 X 4, representando quatro dividi-

do por dois, dois que divide quatro ou quantos dois cabem em quatro. Todas essas nogoes estao per-

meadas no livro para as questdes monetdrias. O autor também apresenta outras formas de represen-

1 1 0

tagdes numéricas, como na decomposigio de nimeros referidos no capitulo, como 3 — 7 6

. No entanto, nem todos os niimeros podem ser decompostos, pois existem ntimeros hasam (do
drabe), incompostos ou irregulares, como ¢ referido no livro, que sdo os nimeros primos. Também

apresenta outra técnica de divisao, utilizando esta forma de decomposicio e o resto, como no caso

100 4 2 4 4
de 749 — — ,logo, 749 +75 — 9— — ———0. Essc
B 355 ¢ 75 '35 5

ultimo é uma outra forma de representagio numérica, denominada no livro de inteiro e quebrados.

- 75, temos que,

E ensinado no sexto capitulo como fazer os cdlculos de multiplicagao com niimeros inteiros
e quebrados. Para tanto, apresenta uma breve explicagio e, para uma melhor compreensao desses
célculos e suas variadas situacoes, divide o capitulo em oito partes, as quais s2o compostas por mais

algumas situagdes especificas.

Dessa forma temos:

Parte primeira da multiplicacio de niimeros inteiros com uma coluna quebrada sob uma ra-
jada (vara).

Antes de comentar sobre essa multiplicagao, faz-se necessdrio explicar que um nimero in-
teiro com uma coluna ou pé quebrado ¢ conhecido na matemdtica moderna como ndmero misto.

Mas, para Leonardo Pisano (1857) representava uma espécie de nimero com parte decimal. Assim,
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0 autor, ao escrever 5 11, nao estava dizendo que tinha onze inteiros e um meio, mas um meio e onze
(11,5). Assim, o autor trocava as partes decimais por quebrados (fracoes).

O algoritmo usado nessa multiplicacdo (figura 24) é parecido com o que utilizamos atu-
almente. No entanto, em sua representagio visual sdo colocados os valores um embaixo do outro,

como nas multiplicagdes anteriores, apenas com os numeradores de cada valor, com o resultado

principal na parte inferior.

Figura 24 — Exemplo de multiplicagio com quebrados.

2 3
!
6 7
199

23506

-] L

o

Summa

-—

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 47).

Parte segunda sobre a multiplicag¢io dos niimeros com duas e trés rajadas sob uma vara.

Temos a mesma ideia anterior, com a particularidade de ter um ndmero fraciondrio de-
composto e um inteiro, bem como dois niimeros fraciondrios e um inteiro (parte direita da figura
25). Vale lembrar que, mesmo com essas partes aparentemente separadas, Leonardo Pisano (1857)

entendia como um tnico nimero (parte esquerda da figura 25).

Figura 25 — Exemplos de multiplicagao com mais de uma rajada sob uma vara.

pensa est 215 (g 187
A per 11 [ L8 4q L1y
875 A 3,_.
® @ 791
i 4
15 24 55 20
535 41 8
50 020 3 9 1g HO

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 52).
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A segunda parte traz, em seguida, um quadro mostrando a adi¢ao de fragdes, com o obje-
tivo de reduzir fragoes de duas aspas para apenas uma vara (reduzir as fragdes para apenas uma). As
somas que formam um niimero com o numerador maior que o denominador sao transformadas em

ndimeros com parte inteira (niimeros mistos).

Figura 26 — Quadro de adigao de fragoes.

& k4 g tamo ils A, samo i T_'jlunn
s |2 s |3 10 s | 8 8
g |. 4 5 L | @ 3 1 i | 3
2|3 6 3|5 10! T |10l 5
4] 2 i, 1112 2 gl mEL A
2 |3 6 2| B 3 2 | 10| §
e 3 o f N |
2 | 3 i thElal A
| 2 e el L LI e A
5.l 3 |3 8 3 |i10! §
| X 113 7 T T
2|5 10 2 18| 8 ] A
.li!i . AR i 2| 1
2| 5 10 |3 8 2 [y

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 54).

O terceiro do uso de niimeros com duas rajadas (varas) sob duas aspas (barras).

Esta parte nao foi identificada nomeadamente no capitulo, no entanto, o tipo de nimero

mencionado e seu uso foram identificados, como serd mostrado a seguir na quarta parte.

A quarta é sobre como modificar os niimeros com o nimero de aspas quebradas.

Trata-se apenas de uma ampliagio da segunda parte, como podemos apresentar na figura

27.

Figura 27 — Exemplo presente na quarta parte do capitulo V1.

12911 G
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 55).




Quinta da multiplicagao de niimeros com trés aspas.
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Temos a mesma ideia da quarta parte, adicionando mais uma aspa, com duas particulari-

dades.

Figura 28 — Exemplo presente na quinta parte do capitulo VI.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 56).

Particularidade 1: sobre a multiplicagao de niimeros inteiros com trés varas e duas rajadas

sob a vara.

Figura 29 — Exemplo da primeira particularidade presente na quarta parte do capitulo VI.

903309

12 412 @
55@33?23
2023156
52 3°4 5
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 57).
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Particularidade 2: 0 mesmo com trés rajadas sob cada aspa

Figura 30 — Exemplo da segunda particularidade presente na quarta parte do capitulo VI.

| pensa est 10 per i1 |
38513130
@
L S T S Y
3 55 209 10 271 17
143288710 @
B e Ly B,
s&‘.'aa*ﬂeelu'ﬂ
pensanst@
12101895 0 A,
277809401040 L7°

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 58).

Sexto da multiplicagao de ossos quebrados sem som (sauddvel, sao, inteiro).

Trata-se da multiplicagao apenas de niimeros fraciondrios, ou seja, sem partes inteiras, com
cinco particularidades. Também ¢é apresentada a simplificagdo de fragao. Na figura 31, temos um

exemplo da multiplica¢io de quebrados sem partes inteiras.

Figura 31 — Exemplo da multiplicagio presente na sexta parte do capitulo VI.

Irem si uolueris multiplicare § per §, multiplica 2, que sunt super 3, per 3 que sunt

super 4, erunt 6; que diunide per 3 et per 4 que sunt sub uirgulis, exibunt { unius

mntegri.

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 59).

Particularidade 1: sobre o mesmo com trés quebrados sob uma rajada (vara).

Figura 32 — Exemplo da primeira particularidade presente na sexta parte do capitulo VI.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 59).



Particularidade 2: sobre o mesmo com duas varas.

Figura 33 — Exemplo da segunda particularidade presente na sexta parte do capitulo VI.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 60).

Particularidade 3: sobre o mesmo com duas quebradas sob cada.

Figura 34 — Exemplo da terceira particularidade presente na sexta parte do capitulo VI.

G B 8 O 11 |

Fonte: Leonar

Particularidade 4: sobre trés aspas.

do Pisano (1857, p. 60).

Figura 35 — Exemplo da quarta particularidade presente na sexta parte do capitulo VI.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 60).
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Particularidade 5: sobre o mesmo com duas quebradas sob cada (aspa).

Figura 36 — Exemplo da quinta particularidade presente na sexta parte do capitulo VI.

[ i 2 2 B i 6
4 9 g 10 e 11
27914
4 1 i 2 & 7
5 8 3:7 2 13

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 60).

O sétimo da multiplicacio dos niimeros e dos quebrados, das quais terminam (delimitados)

em um circulo.

Nesta parte, Leonardo Pisano (1857) inclui um circulo no inicio ou no final da parte fra-

ciondria, uma simbologia colocada por ele (ndo sabemos se ele quem criou ou era comum em sua

época), que parece ser uma delimitagao da fracio. Dependendo se estd no inicio ou no final, mudard

a ordem de procedimentos no nimero que serd multiplicado. Nesta parte temos grandes simplifica-

¢oes, como no exemplo da figura 37, em que o resultado ¢ simplificado por 144.

Figura 37 — Exemplo de multiplicagio presente na sétima parte do capitulo VI.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 61).
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Vale ressaltar que os valores descritos no exemplo da figura 37 estao errados. No entanto,
Leonardo Pisano (1857), ao descrevé-los, coloca os valores corretamente para a primeira 2572 e

para a segunda 14292.

A oitava parte da multiplicagao das partes dos niimeros e quebrados.
Nesta parte é apresentada pelo autor a multiplicagio de niimeros que sdo representados por
nimeros mistos e partes fraciondrias. Assim, ao ver no exemplo a seguir o nimero — 29 —, trata-se

de apenas um ndmero e nio de trés nimeros.

Figura 38 — Exemplo presente na oitava parte do capitulo VI.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 62).

O capitulo termina com mais exemplos dos mesmos tipos com mais nimeros quebrados. O
mesmo ocorre com o sétimo capitulo. Para fins de melhor compreensao, ¢ dividido em seis partes.
De forma geral, trata da adigao, subtragao, divisao e decomposi¢io de nimeros fraciondrios, assim
como essas mesmas operagdes aritméticas para nimeros inteiros com fraciondrios. Percebemos que
o autor apresenta também a redu¢io dos nimeros fraciondrios para as fragdes unitdrias, as quais

Sigler (2002) chama de fracoes egipcias.

Na primeira parte, mostraremos a adi¢do de uma vara a outra, a extragdo de uma vara de outra
e a divisao de uma vara por outra.

Leonardo Pisano (1857) apresenta duas técnicas de fazer a adi¢do, as quais valem para a sub-
tracio, que estio muito préximas de como ¢ feito na matemdtica moderna. Na primeira, multipli-
ca-se os denominadores. Em seguida, o resultado ¢ dividido separadamente por cada denominador
e a soma desses resultados serd o numerador. Na segunda, o numerador do primeiro niimero ¢ mul-

tiplicado pelo denominador do segundo e adicionado ao resultado da multiplicagio do numerador
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do segundo ntiimero pelo denominador do primeiro nimero. Esse resultado serd o numerador da
soma. E o denominador da soma serd o produto dos denominadores. De igual forma, essas duas

técnicas valem para a subtracao.

Figura 39 — Exemplo de adigao de nimeros fraciondrios.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 64).

Segunda parte, a designagio e o desenho de duas hastes com duas e a divisao delas uma na

outra.

Nesta segunda parte segue o mesmo padrio que na anterior. No entanto, temos um niimero
com uma configuracio diferente, apresentado nos capitulos anteriores. Vale ressaltar que Leonardo
Pisano (1857) nao apresenta a divisdo de niimeros fraciondrios como esperamos (com a regra de
conservar o primeiro e multiplicar pelo inverso do segundo), simplesmente ¢ dividido o numera-
dor pelo denominador nos resultados, que serd de fato apresentado por ele na terceira parte desse

capitulo.

Figura 40 — Exemplos de adicdo e subtragio presentes na segunda parte do capitulo VII.

154 245 144 245
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¥ 2 R 78 )
B8 3 .
5
] -E-.-:_II'JU_. additio 6 7 10 extractio
|

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 65, 66).

No préximo exemplo (figura 41) entram em cena dois elementos: o cinco (5) e o dois (2),
que estao embaixo dos ndmeros fraciondrios, pois o autor faz uma simplificagao, com a assertiva de

que 0 6 compde a regra do 30 (6 X D) earegrado 12 (4 X 3 = 6 X 2). Dessa forma, retira-se
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de cada denominador 6 (simplifica-se por seis), restando 5 e 2. Antes disso, s2o encontrados os nu-

meradores de cada ndmero fraciondrio para efetuar as devidas multiplicacoes.

Figura 41 — Adigio com a regra de composi¢io dos niimeros.

22 35
11 4
6 3 i3
5 2
£ 9 -
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 67).

Na terceira parte, divisao de niimeros inteiros por inteiros e fragmentos e seus opostos.

A terceira parte comega com a divisao de nimeros inteiros por inteiros quebrados e também

com essa ordem inversa. Para tanto, Leonardo Pisano (1857) apresenta uma generalizagio,

Quando vocé quiser dividir um ndmero inteiro com um ntimero quebrado ou um nime-
10, ou vice-versa, um niimero inteiro com outro nimero inteiro quebrado, faca as rajadas
de cada ndmero, como aquele, ou aqueles que foram colocados com um dos nimeros:
entdo, divida a soma desse niimero pela soma dos ntimeros quebrados, um dos quebrados,
e vocé terd a divisio que quiser (Leonardo Pisano, 1857, p. 69, tradu¢do nossa).

Para essa divisao, temos que multiplicar o ndmero inteiro pelo denominador do nimero
fraciondrio e dividir ou ser dividido pelo numerador do niimero fraciondrio, que nao estd distante
de nossa matemdtica moderna. Para tanto, Leonardo Pisano (1857) apresenta alguns exemplos, tan-
to com a divisao de um ndmero maior por um menor, como de um niimero menor por um maior,

descritos a seguir na figura 42 com alguns comentdrios®.

Figura 42 — Exemplos de divisdo presente na terceira parte do capitulo VII.

1  diuvisio minoris per maioren
17 249 s
¥ 17 249
79 83 25 8 3
11 95
| L7 14 ] B 82

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 69).

# Disso, portanto, ¢ evidente que a divisio de 83 em 235 é a mesma que a de 249 em 17; e ¢ isso que Euclides, o
matemdtico mais habilidoso, declara em seu livro: que todo niimero tem a mesma razio que qualquer ndmero para
qualquer niimero; que sdo, entdo, multiplos (sic) de 17 de 235. Multiplos de 249 de 83: pois existem 17 triplos de
235 e 249 triplos de 83. E se, por outro lado, vocé quiser dividir 235 por 83, divida 17 pela regra 249, que é 1 03
83. Eles sairio 3 53 83 para a pergunta feita (Leonardo Pisano, 1857, p. 69, tradugio nossa).
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Na quarta parte, adi¢io extragio e divisao de nameros inteiros com rupturas.

Nesta parte, o autor inicia com uma generaliza¢ido bem detalhada, que podemos resumir no

algoritmo utilizado na matemdtica moderna por nés hoje.

Mas quando vocé deseja adicionar qualquer ndimero com um quebrado, ou mais de qual-
quer outro niimero um ndmero menor com seu rompido ou rompido no lado direito da
tabela. E o maior com sua rajada, na mesma linha para a esquerda, como apontamos na
se¢do anterior, e multiplique o nimero menor por sua vara, como mostramos acima; e
multiplique a soma por todos os niimeros que estio sob uma vara, ou pelo nimero de
varas de maior nimero. E a multiplicacio, que deve ocorrer no niimero menor prescrito,
serd reservada. Em seguida, multiplique o ndmero maior por sua prépria vara, ou pelas
barras, e por todos os niimeros que estdo sob uma vara, ou pelo nimero de varas meno-
res. E descreva a soma acima do maior niimero. E entio, se vocé quiser somar, vocé vai
somar os nimeros inventados, e dividir a soma unificada por todas as rajadas que estardo
na posi¢ao, e vocé terd a soma delas. E se vocé quiser extrair o maior do maior, vocé ex-
traird o nimero encontrado, e dependendo do nimero menor do niimero encontrado, e
colocando o maior, divida o resto por todas as rajadas, e vocé terd o resto que estd entre
o maior ¢ 0 menor. E se vocé quiser dividir o maior pelo menor, divida o maior nimero
encontrado pelo menor. E se vocé nio estd disposto a dividir o menor pelo maior, divida
o menor nimero encontrado pelo maior; e assim vocé terd a divisio deles como desejar
(Leonardo Pisano, 1857, p. 71, tradugio nossa)

Em seguida, ainda nesta parte é apresentada uma outra forma de fazer a adigao de niimeros

inteiros e quebrados. Para essa outra técnica, Leonardo Pisano (1857) soma primeiramente as partes

inteiras e, em seguida, as partes fraciondrias.

Figura 43 — Exemplos de adicio, subtragio e divisao presentes na quarta parte do capitulo VIL

521 148 1591 148 1521 148
126 Lo |f 3 L 126 Lye
3 2 p 4 ]
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Residunm exteactionis per maiorem
& E 1
T;" 14 9 18 13

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 71, 72).
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Na quinta parte da adigao e extragio ou divisao de partes niimeros inteiros com rupturas.

Nesta se¢io, nao hd introdugao ou generalizages, apenas exemplos (figura 44), por serem

ampliagoes das segdes anteriores.

Figura 44 — Exemplos de adicio, subtracio e divisdo presentes na quinta parte do capitulo VIL.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 75, 76).

Inicia a parte sexta do sétimo capitulo da expansao das partes em cada segao.

Nesta se¢ao, o autor apresenta vérias simplificagdes, sempre tentando reduzir a fracio unité-

ria. Para tanto, apresenta sete diferencas (situagoes), dentre as quais encontramos situagdes em que

o numero maior nao ¢ divisivel pelo menor. E apresentada ainda uma tabela para a memorizagio e

exemplos para denominadores primos.

4.3.2  Aritmética comercial

O capitulo VIII comega com uma introdugao, a qual apresenta a regra geral para a técnica

que serd apresentada em relagio a proporg¢des nas vendas de mercadorias, nas palavras de Leonardo

Pisano (1857, p. 83, tradugio nossa): “o oitavo capitulo comega com a constatagio do preco mais

alto das mercadorias”, ou seja, ¢ apresentada uma técnica para encontrar o maior prego pelo qual

vocé pode vender uma mercadoria. Assim, o autor toma o seguinte discurso:

Em toda mercadoria, portanto, sempre se encontram quatro nimeros proporcionais, dos
quais trés sdo conhecidos, mas o resto ¢ desconhecido. [...]. Portanto, para que um ndme-
ro desconhecido seja encontrado por conhecidos, damos em todos uma regra universal, a
saber, que no topo da mesa, a direita, vocé escreverd o primeiro niimero, ou seja, a mer-
cadoria; atrds na mesma linha pode trazer o preco da mercadoria em si, nomeadamente
de acordo com o ntimero; terceiro também se ele comprar escreva-o sob o preco, isto ¢,
sob o primeiro; e se houver um preco, escreva-o sob o preco, ou seja, sob o segundo. [...].
Quando essas coisas forem assim descritas, parecerd mais evidente que os dois serao sem-
pre colocados no lado oposto, que serd multiplicado a0 mesmo tempo; e a soma de sua
multiplicagio, se for dividida pelo resto do terceiro niimero, sem dudvida serd encontrada
desconhecida para o quarto (Leonardo Pisano, p. 83-84, traducio nossa).

A partir dessa regra geral, que nos parece ser de proporgao linear, Leonardo Pisano (1857)

apresenta vdrias situagdes em que pode ser aplicada a técnica admitida. E apresentada a seguinte si-
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tuacio como primeiro exemplo (figura 45), onde sao dados os rolos como informagcao, tendo como

coeficiente de proporcionalidade —.

2

O que dizer se for vendido por 40 libras; e que ele pergunte quanto valem os rolos 5:
porque trés niimeros conhecidos sio colocados nesta posigio, como dissemos anterior-
mente, que seria necessario para rolos 100, e libras 40, ¢ rolos 5, dos quais dois sao do
mesmo tipo, a saber, Rolo 100 ¢ Rolo 5; quais 100 sao a recompensa. [...]. E haverd
dois nimeros de um tipo, um sob o outro, como dissemos antes, ou seja, os rolos 5 sob
os rolos 100: entdo, com os assim descritos, vocé multiplicard os niimeros que estdo do
outro lado, ou seja, de 5 a 40, serdo 200; e dividir por 100, ele sai 2 libras o preco desses
5 rolos, que sdo descritos em 40: porque esse nimero, que chega por divisdo, é sempre do
género desse nimero sozinho, que estd nos trés nimeros mencionados (Leonardo Pisano,
1857, p. 84-85, tradugio nossa).

Figura 45 — Exemplo para encontrar o prego dos rolos.

Fi Iy
40 100

5

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 84).

Figura 46 — Exemplo para encontrar a quantidade dos rolos.

L N
40 100
2 D
5 1

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 85).

Leonardo Pisano (1857) apresenta mais alguns exemplos. No entanto, temos alguns que nos
chamaram a atencio, pelo fato de terem como resultado — &, pelo fato de ser um niimero
inteiro e quebrado, o autor nesse exemplo (figura 47) faz uma espécie de conversao da parte quebra-

da (fraciondria ou decimal), onde — 0, 17, o que seriam os centavos do nosso sistema

10 10

monetdrio. Para tanto, utiliza um método de dobrar a parte superior (7 e 1) e acrescenta 5 aos 19
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rolos e 1 as libras. Assim, podemos inferir que era uma técnica na negociagao para ter o méximo de

lucro, sem perda de mercadorias.

Figura 47 — Exemplo do capitulo VIII, com ajuste monetdrio.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 85).

O autor apresenta outros exemplos do mesmo tipo, com divisdes com o divisor diferente
de 100 e com outras moedas, como o Massamutini, uma moeda de ouro registrada em vérios docu-
mentos dos séculos XII e XIII. Temos exemplos para pimentas, cAimbios de moedas (libras, denarios,
centavos, soldis), queijos pisanos, joio, panos, etc. Leonardo Pisano (1857) apresenta aplicagoes
dessa técnica em ambientes (lugares e povos) de negociagoes diversas, como Suria, Alexandria,
Constantinopolis, Karatos, Mul¢umanos, Bizincio, terminando com mais exemplos com variados

materiais, como o vinho.

O nono capitulo inicia explicando que serd dividido em trés partes. Aqui, Leonardo Pisano
(1857) deixa claro o motivo: o de oferecer uma organizagio acessivel para o leitor ter a possibilidade
de acessar direto o assunto que deseja encontrar, como uma espécie de catdlogo, iniciando com a

troca de mercadorias e coisas semelhantes.

Este capitulo utiliza a propor¢ao como no capitulo anterior, acrescida de uma quantidade

maior de grandezas em uma tinica conta. Dessa forma, o autor apresenta uma regra geral,

Mas quando vocé quer comprar qualquer tipo de mercadoria com qualquer outra mer-
cadoria, isto ¢, baratear, vocé deve aprender o preco de cada mercadoria; cujo prego deve
ser sempre de uma moeda. E vocé estd descrevendo uma dessas mercadorias no topo da
mesa ¢ estd escrevendo o preco dessa mercadoria no canto esquerdo da mesa na mesma
linha, como descrevemos no capitulo anterior sobre negociagao. Entio, sob o preco dessa
recompensa, ele descreve em outra linha o preco da recompensa de outro; e volta descreve
a mercadoria desse prego. E se a remuneracio que vocé deseja trocar por outra remune-
racdo for de uma remuneracio superior a primeira descrita na tabela, vocé colocard sob
a mesma remuneracio a quantidade dessa mercadoria que vocé tinha. E se foi de outra
mercadoria, descrever a quantidade dessa mercadoria acima dela, assim como, acabamos
de dizer, o preco de uma remuneragio deve ser descrito sob o preco de outra, assim
também remuneragoes semelhantes sio descritas sob o mesmo preco. E tendo escrito,
portanto, cinco deles. Desses ntiumeros, entdo multiplique o menor deles pelo ndmero
do valor oposto, e os quocientes virdo dele, e esforce-se para desenhar o nimero oposto
em outro pelo mesmo preco: divida a soma desses niimeros pelos outros dois ndmeros, e
vocé terd o resultado desejado. Por exemplo, os bragos de 20 libras de pano podem valer
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3; e os rolos de marmelos podem valer da mesma maneira que os Pisanini; ele reclama de
quantos pedacos de pano serdo obtidos na frente de seus bracos (Leonardo Pisano, 1857,
p. 118, tradu¢io nossa).

Para o exemplo proposto na citagao, o autor apresenta uma composi¢ao grifica (parte es-
querda da figura 48), dando as seguintes informagoes: além de 20 bragos de pano valer 3 libras, 5
libras valem 42 rolos de algodio. Assim, pergunta-se: 50 bracos de pano valem quantos rolos de
algodao? Apresenta também um exemplo com as mesmas informagoes, mas perguntando quantos

bragos de pano valem 63 rolos de algodao (parte direita da figura 48)?

Figura 48 — Exemplo presente na primeira parte do capitulo IX.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 118, 119).

Leonardo Pisano (1857), para este exemplo, comentou que utilizou ensinamentos do Al-
magesto de Prolomeu (100 — 170) e o tratado de propor¢ao e proporcionalidade de Ametus Filius
(839 — 912), matemdticos que influenciaram suas construgées e demonstracoes. O autor continua

com outros exemplos com a mesma técnica, mas com outros tipos de mercadorias e de moedas.

Para exemplos com moedas, temos,

Doze dendrios imperiais valem 31 dendrios de Pisa, ¢ um soldo genovés vale 23 dend-
rios de Pisa; e um soldo de Turim [pdg. 127] vale 13 dendrios genoveses, e um soldo de
Barcelona vale 11 dendrios de Turim; pergunta-se quantos dendrios de Barcelona valem
15 dendrios imperiais. De fato, de acordo com o método comum, primeiro considera-se
quantos dendrios de Pisa valem 15 dendrios imperiais (Leonardo Pisano, 1857, p. 126,
traducio nossa).

Figura 49 — Exemplo com cAmbio.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 127).
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Nesse exemplo, encontramos Leonardo Pisano (1857) ensinando uma técnica nos célculos,
que em uma tradug¢io direta do latim pode ser lida como: vocé evitard o que poderd ser evitado,
ou seja, nao fazer cilculos que podem ser evitados para que a conta seja otimizada. Na matemdtica

moderna so as nossas simplificagoes.

Em seguida, o livro traz uma explicagao para valoragio das moedas,

De fato, as moedas que compram apenas o valor da prata que nelas estdo sdo chamadas de
moedas comuns; as composi¢oes de todas as moedas sdo determinadas separando-as em
um vaso sobre fogo. Portanto, devemos descobrir qual é o preco pelo método de troca, ou
pelo peso em libras, ou pelo valor de face, como mostraremos (Leonardo Pisano, 1857,
p. 127, tradugdo nossa).

Leonardo Pisano (1857) traz o seguinte exemplo:

Com efeito, tem-se 11 libras por peso de moeda comum que estd com 2 ongas de prata;
isto é, 2 ongas de prata estdo contidas em uma libra dela. E uma libra de prata vale 7
libras pisanas. E se pergunta quantas libras pisanas vocé deve ter para 11 libras de moedas
(Leonardo Pisano, 1857, p. 128, tradugao nossa).

Vale ressaltar que o autor nio coloca ponto de interrogacio em suas perguntas, pois o latim
nao utiliza o ponto gramatical de interroga¢io como na lingua portuguesa. Em vez de ponto de
interrogacao, faz uso de particulas — que para essa lingua compée um grande nimero de palavras de
mais de uma classe gramatical — que, para frases interrogativas, sio num e ne. Outro ponto impor-
tante € o fato de ser resolvido com a utilizagao de duas técnicas, com o método de troca e o método

de negociagio.

Figura 50 — Exemplo com o método de troca.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 128).

Figura 51 — Exemplo com o método de negociagao.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 128).
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O autor, ao tratar de um exemplo com uma certa quantidade de cavalos que comem cevada
em determinados dias, apresenta uma generaliza¢io, ou uma forma geral para resolver qualquer

situagdo-problema que envolva propor¢iao composta. Em suas préprias palavras:

Cinco cavalos comem 6 sestari de cevada em 9 dias; procura-se pela mesma regra quantos
dias serdo necessédrios dez cavalos para comer 16 sestari. [...]. Podemos mostrar neste pro-
blema 18 combinagées de propor¢oes que so ilustradas em seis linhas na primeira figura
retangular. Seja, portanto, .e. ser o primeiro niimero, ¢ .f. ser o segundo, e .d. ser o tercei-
ro, € .a. ser o quarto, e .b. ser o quinto, e também .c. ser o sexto niimero; e deixe .a.e.c. seja
uma conjungio dos niimeros, que se chama o primeiro; .d.b.f. é a segunda conjungao. A
proporgio de qualquer nimero da primeira conjungio para qualquer nimero da segunda
conjungio ¢ composta dos quatro nimeros restantes, dois deles sdo antecedentes e dois
deles consequentes. Portanto, qualquer propor¢io das propor¢des compostas que sio 9
sio compostas de acordo com uma combinagio de propor¢ées porque qualquer propor-
¢io é composta do primeiro antecedente e do primeiro consequente, ¢ do segundo ante-
cedente e do segundo consequente, a propor¢io ainda composta da mesma propor¢io que
o primeiro antecedente tem para o segundo consequente, e da propor¢io que o segundo
antecedente tem para o primeiro consequente. H4 uma mudanca do antecedente e do
consequente e com ela a propor¢io composta que se compde de dois antecedentes ditos
e de dois consequentes. Da mesma forma, a propor¢io de qualquer niimero da segunda
conjungio para qualquer nimero da primeira conjungio ¢ composta dos quatro niimeros
restantes, dos quais dois s3o antecedentes e dois sdo consequentes. Daf existem 9 combi-
nagdes (Leonardo Pisano, 1857, p. 132, tradugio nossa).

Figura 52 — Exemplo da situagio dos cavalos que comem cevada presente no capitulo IX.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 132).

Observamos o dominio técnico que Leonardo Pisano (1857) tem sobre as regras colocadas,
apresentadas com um padrio que encontramos também nas proposicoes do Liber Quadratorum,
de trazer letras, ou segmentos de retas para representar quantidades (niimeros), com um ponto na
frente e outro atrds da letra. Nao sabemos se o autor trazia esse mesmo padrao na edigao de 1202,
mas podemos afirmar que trazia o mesmo conhecimento técnico, contribuindo para as exigéncias

vigentes.



» 92

O décimo capitulo traz instrugdes sobre como dividir o lucro de algum investimento pro-

porcionalmente a cada investidor. Esse capitulo é dividido em trés partes, nas quais sao ensinadas

técnicas para dois, trés e quatro investidores, mas, inferimos que a técnica ensinada sirva para n

investidores. Observamos também ser uma técnica utilizada em nossa matemdtica moderna para

distribui¢ées proporcionais, que Leonardo Pisano (1857) nomeia como método da empresa, o

qual, concordamos com Sigler (2002), nos d4 uma nogao de como a contabilidade era conduzida

no século XIII.

O autor apresenta uma regra geral para essa técnica,

E ele gostaria de saber quanto do lucro de cada um vai acontecer com ele; coloque a parte
do primeiro parceiro na cabeceira do tabuleiro do lado direito; em seguida, na mesma
linha para a esquerda, tente colocar as por¢ées dos outros em ordem; e o lucro que eles
fizeram, em outro capitulo da tabela, vocé deve descrever na mesma linha, no lado esquer-
do da tabela. Em seguida, vocé agregard as acoes de todos os parceiros em um e fechard
a soma agregada. Em que ele divide singularmente as multiplicagoes da por¢io de cada
s6cio no lucro total; e assim terds isto que acontece a cada um do seu préprio proveito
(Leonardo Pisano, 1857, p. 135, tradugao nossa).

Na primeira parte, o livro traz a seguinte situagao-problema,

Propde-se que dois homens que juntos fagam uma empresa na qual o primeiro ponha
na sociedade acima 18 libras de algum dinheiro, ¢ o outro ponha na mesma empresa 25
libras, e entao a empresa tenha um lucro de 7 libras, e pergunta-se quanto das 7 libras cada
um vai conter (Leonardo Pisano, 1857, p. 135, tradugio nossa).

Ao resolver, a partir da regra geral, o autor apresenta a seguinte resolugio (figura 53) no que

ele chama de mesa ou tabuleiro:

Figura 53 — Exemplo do capitulo X para dois sécios.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 135).

Para a segunda parte, temos o seguinte exemplo com uma orientagio pratica para o cdlculo

na mesa ou tabuleiro,

Trés homens fizeram uma empresa na qual o primeiro colocou 17 libras, o segundo 29
libras, o terceiro 42 libras, e o lucro foi de 100 libras; primeiro vocé escreve o problema
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como ¢ mostrado aqui; em seguida, vocé soma as agoes, ou seja, as 17 e as 29 libras e as

42 libras; haverd 88 libras; vocé encontra a regra para o 88, que é 1 ?, e vocé multiplica

L .. 1
a participagdo de cada membro no lucro, e divide com o

0 A S
1, € vOcCe tera a particlpagao

do lucro de cada um (Leonardo Pisano,1857, p. 139, tradugio nossa).

Figura 54 — Exemplo do capitulo X para trés sécios.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 139).

Na terceira, temos o seguinte exemplo:

- 1,
Quatro homens fizeram uma empresa na qual o primeiro homem colocou g31 li-

bras, o segundo §43 libras, o terceiro %56 libras, o quarto 286 libras e o lucro foi de

9
12 20

lucro por seu quebrado (Leonardo Pisano, 1857, p. 142, tradugio nossa).

126 libras; vocé anota o problema, como ¢ mostrado aqui; vocé multiplica o

Figura 55 — Exemplo do capitulo X para quatro sécios.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 142).
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Nessa altima parte, temos a aplicagao da técnica para quatro sdcios, mas observamos que
para que essa situagao seja otimizada. Leonardo Pisano (1857) recorre a regra do cancelamento,

aliada as regras de cada niimero. Em nossa matemdtica moderna, utilizamos o Minimo Multiplo

Comum (MMCQ).

No capitulo XI, Leonardo Pisano (1857) ensina sobre a liga de dinheiro de uma forma mais
simples. Ensina quanto deve ter de cada material, como cobre e prata em cada moeda, explanando
trés situagdes. A primeira é quando se mistura uma certa quantidade de prata com o cobre; a segun-
da é quando se adiciona uma certa quantia de prata ou de cobre & moeda, ¢ a terceira é quando vocé
possui uma moeda, mas quer aumentar ou diminuir seu valor. O autor organiza o capitulo em sete

diferengas, com o objetivo de serem melhor exploradas as possiveis situagoes.

Na primeira diferenca, temos na liga de dinheiro uma dada quantia de prata ou cobre, para

a qual ¢ apresentado o seguinte exemplo:

Um certo homem tem 7 libras de prata com as quais deseja ganhar dinheiro com 2 ongas
de prata em uma libra, e deseja saber qual serd a quantidade total da liga e a quantidade
de cobre a juntar. Das 7 libras de prata vocé realmente faz ongas; haverd 84 oncas que vocé
divide pelas 2 ongas acima escritas; o quociente serd 42, e esse serd o ntimero de libras na
liga total prescrita. Por exemplo, quando em cada libra de dinheiro se deve ter 2 ongas de
prata, entdo quantas vezes 2 ongas cabem em 84 ongas (Leonardo Pisano, 1857, p. 144,
traducio nossa).

Figura 56 — Exemplo do capitulo XI primeira diferenca.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 144).

Com alguns ajustes, o autor ensina que essa situa¢io pode ser reduzida ao método de nego-
ciagdo, como vemos na figura 56. Observamos também que o autor utiliza uma nogio de divisao
para efetivacio dos cdlculos, quando em sua fala questiona o aprendiz (leitor) ao dizer: “entao quan-

tas vezes 2 ongas cabem em 84 ongas; [...], existem quarenta e duas vezes as 2 ongas nas 84 ongas.
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[...], se em uma libra do dito dinheiro hd 10 ongas de cobre, entao quantas vezes as 10 ongas vio

para as 7 libras, [...]” (Leonardo Pisano, 1857, p. 144, tradugao nossa).

Para esse exemplo, o autor calcula tanto com sete libras de prata (parte superior da figura

56) como para sete libras de cobre (parte inferior da figura 56).

Na segunda diferenga, temos uma liga quando determinada quantia de dinheiro ¢ colocada
e outra moeda ¢ feita com uma libra que tem menos prata do que o dinheiro original. Essa liga nao

podia ser feita sem a adigao de cobre, vemos a seguinte situagio no exemplo a seguir:

Um certo homem tem 7 libras de dinheiro que estd com 5 ongas com as quais ele deseja
ganhar dinheiro com 2 ongas, e procura-se quanto cobre ¢ agregado, e a quantidade total
da liga. Vocé escreve de fato as 5 oncas de prata que estao em cada libra abaixo das 7 libras,
e descobre quantas ongas de prata existem nas 7 libras, ou seja, vocé multiplicard 5 por
7; haverd 35 ongas, e esta é a prata nas 7 libras acima escritas; estas 35 ongas realmente
podem ser ligadas ao dinheiro do produto com 2 ongas para a libra. Quantas 2 ongas exis-

tem em 35 ongas; portanto, vocé divide o 35 pelo 2; o quociente serd de %17 libras para a
quantidade da referida liga; dele vocé subtrai as 7 libras acima escritas; restard 110 libras
2

para a quantidade de cobre adicionada (Leonardo Pisano, 1857, p. 145, traducio nossa).

Figura 57 — Exemplo do capitulo XI segunda parte.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 145).

Nessa diferenca, Leonardo Pisano (1857) apresenta uma regra universal que se encaixa per-

feitamente com o exemplo anterior:

Na verdade, se for proposto juntar trés ou quatro ou mais moedas diferentes, entao vocé
soma as ongas de prata que estdo em todas as moedas colocadas; vocé o divide pelas on-
cas de prata que estio em uma libra do dinheiro que vocé deseja fazer; vocé encontra a
quantidade da liga total. Desta soma vocé subtrai as libras de dinheiro que so colocadas
na liga; o cobre adjacente ¢ deixado (Leonardo Pisano, 1857, p. 145, tradugio nossa).

A terceira diferenca ¢ semelhante, pois trata de uma quantia de dinheiro que ¢ colocada, e
se deseja fazer dessa quantia um dinheiro com uma libra contendo mais prata do que no original.

Isso nao pode ser feito sem a adigao de prata. Para essa situagao, o autor traz o seguinte exemplo:
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Um certo homem tem 9 libras de um dinheiro que estd com 2 ongas de prata da qual ele
deseja ganhar dinheiro com 5 ongas e, portanto, a liga ele une a prata. Porém nesta distin-
¢ao considera-se o cobre que estd no dinheiro posado; portanto, vocé subtrai as 2 ongas
de uma libra; restardo 10 ongas, e esse nimero de oncas de cobre é em cada libra o dito
dinheiro; portanto, vocé escreve o 10 abaixo das 9 libras e multiplica o 10 pelo 9; serdo
90, e essa quantidade de ongas de cobre estd nas 9 libras; e as 90 ongas que vocé divide
pelas ongas de cobre que estdo nas libras de dinheiro que vocé deseja ligar, ou seja, pelos 7
porque quantas vezes as 7 ongas vao para as 90 ongas, esse ¢ o niimero total de libras que

vocé pode ligar de 90 ongas; o quociente serd de g 12 libras para a quantidade total da liga;

dele vocé subtrai as 9 libras; restam §3 libras para a prata adicionada (Leonardo Pisano,
1857, p. 147 tradugio nossa). 7

Figura 58 — Exemplo do capitulo XI terceira diferenca.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 147).

Em seguida, Leonardo Pisano (1857) apresenta uma nogio universal para saber se deve
adicionar prata ou cobre em alguma liga. Explica que, se for proposto juntar trés ou mais quantias
de qualquer dinheiro, sejam libras ou ongas, se for desejado fazer mais ou menos dinheiro, terd
que saber se deve adicionar prata ou cobre. Para isso, sdo tomadas todas as ongas de prata, as quais
serao divididas pelas ongas de prata em uma libra do dinheiro que se deseja ligar. Se o quociente
resultante for maior que a soma de todas as moedas, entao deve-se juntar o cobre, e se for menor,
entdo deve-se juntar prata, e se nao for nem menor nem maior, entao, nem cobre nem prata devem

ser adicionados.

As restantes das diferencas consistem em uma varia¢io do apresentado até aqui, nao haven-
do variagio na técnica. Assim, temos na quarta diferenga uma quantia desconhecida de dinheiro
que é colocada e, a partir dela, se deseja fazer alguma quantia de qualquer quantia menor pela adigao
de cobre. Na quinta, hd de forma semelhante uma quantia desconhecida de dinheiro que é colocada
e, a partir dela, vocé desejard fazer alguma quantia de dinheiro maior com a adigio de prata. A sexta
diferenca ¢ de fato sobre um dinheiro menor ou maior do que o dinheiro que vocé deseja ganhar;
logo, a liga é sem a adi¢do de cobre ou prata. E a sétima diferenga se refere a regras para a mistura

de coisas andlogas.

O autor termina com exemplos variados, dentre os quais encontramos: sobre um homem
que vende duas moedas de ouro; sobre um homem que compra 7 libras de trés carnes por 7 dend-

rios; sobre uma comerciante que compra magas e peras (que nos chama a atengao e nos possibili-
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tando inferir que havia mulheres no comércio também, mas que os homens eram predominantes
pela quantidade de exemplos dados com homens e mulheres); sobre compra de graos; sobre um
sino feito de cinco metais; sobre um homem que compra trinta péssaros de trés espécies diferentes

por 30 dendrios.

4.3.3 Situagoes-problemas

Com o capitulo doze, Leonardo Pisano (1857) inicia seu bloco de situa¢oes-problemas.
Anuncia que esse capitulo serd dividido em nove partes, com a seguinte fala: “Portanto, dividimos
o capitulo doze sobre problemas de abbaci em nove partes” (Leonardo Pisano, 1857, p. 166, tradu-
¢ao e grifo nosso). Inferimos que essa divisao foi para uma melhor apreciacio do aprendiz (leitor),
bem como para uma melhor organizagio, com situagoes diversas, como vem acontecendo em todo
o livro. Inferimos também que @bbaci, como no titulo do livro da presente edi¢io, refere-se a cdl-

culos sem o 4baco.

Em seguida, Leonardo Pisano (1857) inicia com a generalizacao para as somas de séries

numéricas com um exemplo:

Quando vocé deseja somar uma determinada série de niimeros que aumenta em um de-
terminado ntiimero, como crescente em um, ou dois, ou trés, ou qualquer outro niimero,
entdo vocé multiplica metade do nimero de nimeros na série vezes a soma do primeiro
e os ultimos niimeros da série, ou multiplique metade da soma do primeiro e do tltimo
nimero da série pelo nimero de niimeros da série, e vocé terd a proposigio. Por exemplo,
desejo somar 7 nimeros que aumentam de trés de sete até 31, ou seja, 7, 10, 13 e assim
por diante até 31. O niimero dos nimeros mencionados ¢ de fato 9, ou seja, hd nove
ndimeros na série acima mencionada, da qual a primeira ¢ a sete (Leonardo Pisano, 1857,
p- 166, tradu¢io nossa).

Figura 59 — Exemplo do capitulo XII primeira parte.

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 166)
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Em seguida, continua com outra forma de calcular a soma, valendo para séries que se ini-

ciam com o ntimero do aumento, ou seja, iniciam com a razao:

Se vocé deseja somar uma série de ntimeros que aumentam em ordem de um comegando
com um, ou aumentam de dois comegando com 2, ou aumentam de qualquer outro
nimero comegando com esse niimero, entdo vocé divide o dltimo niimero pelo primeiro
nimero e vocé adiciona um ao quociente e manterd o resultado; vocé o multiplica pela
metade do tltimo niimero ou multiplica o Gltimo niimero pela metade do nimero man-
tido (Leonardo Pisano, 1857, p.167, tradugio nossa).

Podemos observar que Leonardo Pisano (1857) apresenta uma outra regra para essa situa-
¢a0, mas que poderia ser resolvida pela regra anterior, o que o préprio autor deixa claro. Segue com
suas generalizagoes aplicando a técnica a soma de quadrados. Faz mencao que provou essa técnica
geometricamente no Liber Quadratorum, quando diz: “Com efeito, provei geometricamente que
esta é a dita soma de quadrados no livro que compus sobre quadrados” (Leonardo Pisano, 1857, p.

168, traducao nossa).

Apbés as regras gerais, o autor parte para aplicagdes mais prdticas em diversas situagoes,
quando evidencia que “as regras para a soma das séries foram de fato mostradas; agora sao mostra-
das verdadeiras aplicagoes delas” (Leonardo Pisano, 1857, p. 168). Dessa forma, é feita a aplicagao
nas seguintes situagoes: sobre dois viajantes, um dos quais segue o outro em ritmo crescente; mais
sobre dois viajantes, um dos quais segue o outro com niimeros crescentes; sobre dois viajantes, um
dos quais segue o outro por nimeros pares; quando um homem vai atrds de outro aumentando trés
ou algum outro nimero; do mesmo modo para um aumento de cinco; outro quando o nimero de
milhas que aquele que percorre igualmente diariamente nao é integralmente divisivel pelo aumento

do ndmero do outro.

Na segunda parte, temos proporcionalidade entre diferentes nimeros (quantidades), como

seguce:

Um niimero tem que fazer com outro niimero uma propor¢io igual ou maior ou menor.
A proporgio é igual quando os préprios nimeros sdo iguais, como 3 e 3. Os niimeros que
estdo em maior propor¢io tém propor¢io de acordo com o que sai da divisio do maior
pelo menor, como 8 para 4, que estao em dobro na propor¢io porque o 8 dividido pelo
4 tem quociente 2, ou porque o 8 é o dobro do 4. [...] Os ndmeros que tém menor pro-
porgio estao na propor¢io que resulta da divisio do menor pelo maior, como acontece
com 4 a 8, que estdo em meia propor¢io porque o 4 dividido pelo 8 resulta em um meio,
ou porque o 4 é meio do 8. [...] Se um nimero for procurado de modo que de 6 a esse
nimero tenha a mesma proporg¢io de 3 a 5, entdo vocé faz isso. Vocé multiplica o 5 pelo
6; serdo 30 que vocé divide por 3; haverd 10 que ¢ o nimero procurado porque como 3
estd para 5, assim estd 6 para 10 (Leonardo Pisano, 1857, p. 169 - 170, tradugio nossa).

Resumidamente, podemos dizer que temos trés tipos de propor¢io entre niimeros, pro-
porcoes iguais (¢ = b), maiores (@ > b) e menores (@ < b) que sdo resolvidas por métodos apre-

sentados em capl’tulos anteriores, sem trazer uma composicao gréﬁca para esses exemplos. O autor
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segue com outros exemplos, dentre os quais temos: sobre quatro niimeros proporcionais; sobre a

separacio de 10 em quatro partes proporcionais; na proporgao continua; sobre como encontrar dois

nameros, — de um ¢ — do outro; em trés niimeros, para os quais — do primeiro é — do segundo e

4

— do terceiro.

Para a terceira parte, Leonardo Pisano (1857) apresenta exemplos com os mesmos métodos

em situagdes em que se procura alturas de drvores,

H4 uma drvore, da qual 1 1 estd escondido sob o solo; e hd 21 palmos: pergunta-se qual
43

¢ o comprimento dessa drvore: como 13 se encontram em 12, entenda que a propria ar-

vore ¢ dividida em 12 partes iguais; a terceira e a quarta, a saber, 7 partes, sio 21 palmas:
portanto, ¢ proporcionalmente de 7 a 21, portanto, 12 partes ao comprimento da drvore.
E como os quatro niimeros sio proporcionais, a multiplicagio do primeiro pelo quarto é
igual & multiplicagao do segundo pelo terceiro: portanto, se vocé multiplicar o segundo
21 pelo terceiro 12 conhecido e dividir pelo primeiro niimero do mesmo caminho, ou
seja, por 7, 36 saird para o quarto nimero desconhecido, ou seja, para o comprimento
dessa drvore: ou como 21 sdo triplos de 7, pegue o triplo de 12 e vocé também terd 36
(Leonardo Pisano, 1857, p. 173, tradugao nossa).

Figura 60 — Exemplo do capitulo XII terceira parte.

palmi privrtes
21 7
36 | (2

Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 173)

O autor continua com outros exemplos com medidas de drvores, mas diversifica seus exem-

plos com cdlculos numéricos e outras situagoes-problemas, como: ao encontrar um certo nimero

1111
para o qual — — — — é a raiz do mesmo niimero; sobre o leao que estava na cova; que é um quarto

6543

disso vezes um quinto disso. Vale ressaltar que esses problemas podem ser aplicados para vérios

cilculos aritméticos.

Na quarta parte nio hd nenhuma introdugio, o autor inicia com o primeiro exemplo que

consiste na seguinte situacao problema:

Dois homens que tinham dendrios encontraram uma bolsa com dendrios; assim encon-
trado, o primeiro homem disse ao segundo: Se eu tirar esses dendrios da bolsa, entao com
os dendrios que tenho terei trés vezes mais do que vocé. Alternadamente, o outro homem
respondeu: E se eu ficar com os dendrios da bolsa com meu dendrio, terei quatro vezes
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mais do que vocé. Procura-se quantos dendrios cada um tem e quantos dendrios encon-
traram na bolsa (Leonardo Pisano, 1857, p. 212, tradug¢ao nossa).

Para esse problema, o autor faz uma redugao a unidade para encontrar a solugao mais répi-
da. Assim, apresenta uma fragio proporcional para cada homem do problema. Para o primeiro — e

4 : " . .
para o segundo — dando um total de 20 dendrios. Utilizando as devidas proporgées e retirando as

quantias que se repetem, temos os seguintes valores na figura 61.

Figura 61 — Exemplo do capitulo XII quarta parte.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 213)

Leonardo Pisano (1857) segue com muitos outros exemplos, todos parecidos, acrescentan-

do homens a situagdo de encontrar uma bolsa e descobrir a quantia que cada um terd.

Em seguida, na quinta parte, apresenta também uma regra de propor¢ao, mas com a com-

pra de cavalos, a qual segue:

Dois homens tendo bizanthios encontraram um cavalo a venda; como eles queriam com-

pré-lo, o primeiro disse ao segundo: Se vocé me der — de seus besantes, terei o preco do
R 1

cavalo. E o outro homem prop6s ter o mesmo prego do cavalo se ele levasse = dos besantes

- . 11

do primeiro. Procura-se o preco do cavalo e os besantes de cada homem; vocé coloca 13

em ordem e subtrai o 1 que estd sobre 0 3 do préprio 3; resta 2 que vocé multiplica pelo 4;
haverd 8 besantes, e o primeiro tem tantos. Também o 1 que estd sobre o 4 ¢é subtraido do
4; restam 3 que vocé multiplica pelo 3; restam 9 besantes, e o outro homem tem tantos.
Novamente vocé multiplica o 3 pelo 4; serd 12 do qual vocé tira o 1 que sai da multiplica-
¢ao do 1 que estd sobre 0 3 pelo 1 que estd sobre o 4; restam 11 besantes para o preco do
cavalo; este método procede da regra da propor¢ao, ou seja, da descoberta da propor¢io
dos besantes de um homem para os besantes do outro; a proporg¢ao é encontrada assim
(Leonardo Pisano, 1857, p. 228, tradugio nossa).

Observamos nesse problema muitas semelhangas com o problema da parte quatro; no en-
tanto, em uma situagio diferente. Essa regra de proporcionalidade continua sendo explorada em
diversos problemas nesta quinta parte, como: sobre quatro homens quando dois tiram de um em
ordem de acordo com o mesmo método; um problema soluciondvel com 7 homens; sobre dois

homens e dois cavalos.
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Seguindo com a parte seis, também nio temos introdugao, o autor inicia indo direto para a

seguinte situa¢ao problema:

Um certo homem indo a Lucca a negécios para lucrar, dobrou seu dinheiro e gastou 14 12
dendrios. Ele entdo partiu e passou por Florenga; ele ali dobrou seu dinheiro e gastou 12
dendrios. Entéo ele voltou para Pisa, dobrou seu dinheiro e gastou 12 dendrios, e dizem
que ele nao tinha mais nada. Procura-se quanto ele tinha no inicio (Leonardo Pisano,
1857, p. 258, traducio nossa).

Podemos pensar em algumas solugoes simples para esse problema; no entanto, Leonardo Pi-
sano (1857) apresentou uma solugio que acompanha toda trajetéria do capitulo XII com solugoes

com regras de proporcionalidade

Porque ¢ proposto que ele sempre dobrou seu dinheiro, ¢ claro que 2 serio feitos de um.
Dai se vé que fragdo 1 ¢ de 2, ou seja, Z, que assim se escreve trés vezes por causa das trés
viagens que ele fez: = = =, ¢ 0 2 é multiplicado pelo 2 e os outros dois que estao sob a
fracao; haverd 8 dos quais vocé tira Z, ou seja, 4, dos quais vocé tira 1, ou seja, 2, e dos 2
vocé tira _, ou seja, 1. Depois disso, vocé adiciona 0 4 a0 2 ¢ o 1; serdo 7 que vocé multi-
plica pelos 12 dendrios que ele gastou; haverd 84 que vocé divide por 8; o quociente serd

3 10 dendrios, e 0 homem tinha tantos (Leonardo Pisano, 1857, p. 258, tradugio nossa).

O autor segue com outros exemplos semelhantes, dentre os quais temos: sobre um homem
que fez quatro viagens; um problema notével sobre um homem que troca cem libras em algum ban-
co por juros; sobre um homem que investe por juros sem aviso prévio; sobre um soldado recebendo
trezentos besantes para seu feudo; sobre dois homens que tinham uma empresa em Constantinopla.
Assim, podemos observar como o autor consegue a medida de cada parte do capitulo ampliar sua

regra de proporcionalidade.

Na sétima parte, o autor anuncia que o problema serd sobre o0 método da falsa posigao para

dois homens que enviam 12 por uma taxa (frete em um barco). E apresentado o seguinte problema:

Um certo homem carregou em um certo navio 13 fardos de 1a de igual prego, e outro
homem 17 fardos do mesmo preco; quando chegou ao local onde deveria desembarcar, o
barqueiro pediu-lhe que pagasse o frete; como ele ndo tinha dinheiro para pagar o frete,
o primeiro lhe disse: Pegue um dos meus fardos para o frete dos meus 13 fardos e dé-me
o troco pelo excesso. O barqueiro pegou o fardo e devolveu 10 soldos que, junto com o
frete dos 13 fardos, valia o fardo. Além disso, pelo frete dos 17 pacotes do outro homem,
ele pegou um pacote dele e devolveu 3 soldos. Procura-se quanto valia o fardo, e quanto
foi dado pelo frete de cada fardo. Vocé pega a diferenca entre os pacotes de 13 ¢ 17 que
¢ 4. Também vocé pega a diferenca entre os 3 ¢ os 10 soldos que sio 7 soldos; portanto,
pelos 4 fardos que um homem tinha a mais do que o outro, ele recebeu 7 soldos a menos;
portanto, ¢ muito evidente que o barqueiro reteve 7 soldos para os 4 feixes; portanto,
para todos os 1111 pacotes, é dado um frete de 7 soldos; portanto se os 7 soldos que sao 84
dendrios vamos dividir pelos 4 fardos, entao o quociente serd de 21 dendrios para o frete
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de cada fardo; portanto, para os 13 fardos, ele deu pelo frete 13 vezes 21 dendrios, que sio
22 soldos e 9 dendrios; estes sio adicionados aos 10 soldos que o barqueiro lhe devolveu;
haverd 32 soldos ¢ 9 dendrios, ¢ cada fardo valia esta quantia. E se vocé tomar o frete dos
17 fardos do outro homem, sio 29 soldos e 9 dendrios que resulta da multiplicagio de 17
por 21 dendrios, e a isso vocé adiciona os 3 soldos que o barqueiro devolveu a ele, e vocé
encontra os mesmos 32 soldos e 9 dendrios (Leonardo Pisano, 1857, p. 276, tradugio
nossa).

Chama a atenc¢io que, nesse problema, de fato, em sua solugio nao é apresentado o método
da falsa posi¢ao, o que veremos em capitulos posteriores, mas faz organizagdes aritméticas para a sua
solu¢do. Nossa atenc¢do ¢é atraida também pelo fato de o autor usar conversdes monetdrias para uma
solugdo mais ficil, desviando dos niimeros fraciondrios e lidando apenas com niimeros inteiros. O
autor continua com outros problemas, como: sobre um comerciante carregando pedras preciosas
para Constantinopla; sobre inteiros misturados com fragées; em um homem que compra 100 Ses-

tari de milho; sobre um homem que tinha cinco vasos de prata.

A oitava parte trata de adivinhagoes baseadas em padroes numéricos, a primeira consiste em:

Uma certa pessoa guarda algum niimero em sua memoria e deseja que vocé o descubra;
vocé prescreve que ele coloque metade de seu ndmero acima do niimero e se a fragao
metade ocorrer, vocé prescreve que ele pegue o préximo nimero inteiro maior. Do total
dos dois nimeros, vocé prescreve que ele coloque novamente metade acima, e se alguma
fragio ocorrer a metade, entio novamente ele pegue o préximo nimero inteiro maior.
Em seguida, vocé pede a ele para dar o nlimero de noves contidos na soma de seus trés
nimeros. E para cada 9 vocé retém um 4 em sua memoria, e vocé considera se na primeira
posi¢ao quando ele colocou metade do niimero dado acima do nimero havia a fragio um
meio, e se sim vocé segura na mao 1. Se na segunda posicio, entdo vocé segura 2 na mio.
E se em ambas as posi¢oes houver fragdes, vocé segura 3 na mao. E ao total dos quatro
vocé adiciona o dito um, dois ou trés, e vocé terd o nimero proposto. Por exemplo, que
ele coloca 1 em sua memoria; acima deste 1 ele colocou metade dele, e haverd um e meio;
da metade ¢ feito um e haverd 2. E vocé segura na mao 1 pela metade. Novamente ele
colocou metade do 2 acima do 2 e haverd 3. Como nio houve fragio na segunda vez, ¢
porque nio hd 9 no 3, sabe-se que ele colocou um em sua meméria. (Leonardo Pisano,
1857, p. 303, traducio nossa).

Contrariando um pouco sua proposta, nao apenas neste capitulo como no restante do livro,
Leonardo Pisano (1857) apresenta essa e outras adivinhagoes. Nao sabemos com qual finalidade,
mas podemos inferir que possa ser o que no século XIV serd chamada de aritmética recreativa, bem

como que o interesse maior do autor tenha sido nos padrées numéricos por trds das adivinhagoes.

Na nona e dltima parte do capitulo XII, temos, em uma linguagem moderna, poténcias
com base dois. O autor dobra os valores encontrados, o que ele chama de dobrar ou duplicar o
scacherii (xadrez), termo que pode ter sido usado pelo autor devido a uma técnica de multiplicagio
chamada de tabuleiro de xadrez, pela disposi¢ao dos valores em uma tdbua ou mesa, parecido com

o que foi descrito no capitulo III. Pisano inicia da seguinte forma:

A duplicagio, de fato, é proposta de maneira dupla; uma delas é quando o ponto seguinte
¢ 0 dobro do anterior; outro, quando o ponto seguinte é proposto como o dobro de todos
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os pontos anteriores. De onde, de que maneira, se a duplicagio deve ser feita, nos esforca-
mos para mostrar no momento. Pois o primeiro pode fazé-lo dobrando, ou seja, se de um
lugar para outro se operar dobrando até o dltimo lugar; a outra forma é que vocé dobra
a quantidade do primeiro lugar, e vocé terd dois, e os dois vocé multiplica por si mesmo;
haverd 4, e 0 4 ¢ 1 maior que o total das duas casas. Por exemplo, no primeiro ponto vocé
coloca 1, no segundo 2, que somado ao primeiro dd 3; este trés mais 1 ¢ o 4 acima escrito;
0 4 multiplicado por ele mesmo dd 16 cujo nimero é um maior que a soma com mais
dois pontos, ou seja, de 4 pontos. Por exemplo, no primeiro hd 1, no segundo hd 2, no
terceiro 4, no quarto 8, que somados dao 15 que ¢ 1 menor que 16 (Leonardo Pisano,

1857, p. 309, tradugio nossa).

Como dito anteriormente, essa regra pode ser solucionada com poténcias de base dois,
formando uma sequéncia numérica. No entanto, podemos perceber que o matemdtico dobra os
ndmeros em uma sequéncia e, somando os nimeros da sequéncia mais um resulta exatamente em
poténcias de base dois. Observamos que a soma dessa sequéncia estd muito préxima a soma de nu-

meros impares que resultam em ndmeros quadrados encontrados no Liber Quadratorum.

Leonardo Pisano (1857) continua seu exemplo até um nimero com trinta e nove casas de-
cimais, tendo que recorrer de forma gréfica a regra da vara de trés para organizar esse nimero, com
a finalidade de mostrar que isso pode ser feito sem fim. Também observamos que essas duplicagoes

serdo usadas em situagoes priticas, como carregar um navio com graos de milho.

Vale ressaltar que apresentamos aqui apenas a primeira duplicata proposta por Leonardo
Pisano (1857) e que o capitulo continua com vdrias situagdes-problemas com duplicagoes de graos

de milho, viajantes, ramos de drvores e investimentos.

No capitulo XIII temos o método Elchataym (do drabe), que consiste no método da falsa
posi¢ao dupla, mas o que nos chama atengio ¢ a ousadia de Leonardo Pisano (1857) em sustentar
a ideia de que esse método ¢é capaz de resolver quase todos os problemas de cdlculo, o que Sigler

(2002) traduz como problemas de matemadtica.

O autor objetiva neste capitulo mostrar que nem em todos os problemas devem ser usados
todo o Elchataym, mas s6 parte dele, ou seja, apenas uma posigao, e outros que necessitam de todo
o método. Dessa forma, foi mostrado que esse método pode ser usado para resolver muitos proble-

mas.

O método consiste em escolher nimeros arbitrarios, que podem ser maiores, menores ou
um maior e outro menor do que a verdadeira posi¢io (resultado), construindo-se uma regra pro-
porcional com a diferenga das duas posigoes falsas: “o primeiro nimero ¢é a diferenca entre uma
posicao falsa e a outra. A segunda ¢ a diferenga entre as aproximagées do valor verdadeiro. O terceiro
¢ a diferenca entre a segunda aproximagio e o valor verdadeiro” (Leonardo Pisano, 1857, p. 318,

traducdo nossa).
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Com essa explicagdo prévia, Leonardo Pisano (1857) apresenta o primeiro problema deste

capitulo como modelo:

De fato, o valor de cem pesos, ou seja, 100 rolos, é de 13 libras, e busca-se quanto vale 1
rolo; colocamos arbitrariamente que um rolo vale 1 soldo; portanto, 100 rolos, ou seja,
cem pesos, valerdo pela mesma regra 100 soldos, ou seja, 5 libras; mas como o preco de
cem quilos é de 13 libras, a primeira posicio falsa rende 5 e difere do valor verdadeiro em
8 libras, ou seja, a diferenga entre as 5 libras e as 13 libras. Dai pelo prego de um rolo co-
locamos 2, ou seja, 1 soldo a mais que a primeira posi¢io; pela regra dos cem pesos valerd
200 soldos, ou seja, 10 libras; e esse valor ¢ igualmente falso e fica aquém do valor verda-
deiro em 3 libras, ou seja, a diferenga entre 10 libras e 13 libras. E com a primeira posi¢io
ficamos aquém do valor real em 8 libras, a segunda 3 libras. Portanto, com a diferenga en-
tre a primeira posi¢io e a segunda, ou seja, 1 soldo, aproximamos o valor verdadeiro mais
de 5 libras, ou seja, a diferenca de 8 para 13 libras, e a aproximacio fica aquém de 3 libras;
portanto, vocé diz: pelos 12 dendrios que acrescentei ao prego de um rolo, aproximei-me
mais do preco de cem quilos em 5 libras; portanto, o que devo acrescentar ao prego do
mesmo rolo para diminuir a diferenca de 3 libras que resultou da segunda posi¢io para o
preco real dos mesmos quinhentos? Vocé, portanto, multiplica os niimeros extremos e di-
vide pelo do meio, como demonstramos no método da drvore e métodos semelhantes, ou

seja, 0 12 pelo 3, e vocé divide pelo 5 que ¢ o nimero do meio; o quociente é 57 dendrio
que ¢ adicionado aos 2 soldos que foram colocados na segunda posi¢io; vocé terd 2 soldos
e 57 dendrio pelo preco de um rolo: de fato, essas duas posi¢des eram menores do que o

verdadeiro argumento (Leonardo Pisano, 1857, p. 318, tradu¢io nossa).

Apbs essa primeira explicagao, ¢é feita a prova ou a generalizacio desse método, dividindo os
problemas do capitulo em duas partes. Na primeira, temos: problema notdvel em um trabalhador;
em uma drvore; sobre um homem mantido em servigo; sobre quatro homens que encontraram uma
bolsa; sobre cinco homens que compraram um cavalo; sobre um homem que foi a negécios para
Lucca; em um homem que investiu; em dois pdssaros; em trés homens tendo dendrio; sobre quatro

homens que encontram uma bolsa; sobre quatro homens que desejam comprar um cavalo.

Na segunda parte, Leonardo Pisano (1857) inicia com um problema parecido com o exem-
plo do capitulo XII da quarta parte (citagao a seguir). No entanto, sua solu¢io é construida com o

método Elchataym como modelo para os demais problemas:

Dois homens tinham dendrios; o primeiro deles disse ao segundo: Se me deres a terca
parte dos teus dendrios, terei 14 dendrios. O segundo respondeu a ele, e disse: e se vocé
me der a quarta parte dos seus dendrios, entdo terei 17 dendrios. Procura-se quantos cada
um tinha (Leonardo Pisano, 1857, p. 336, tradugao nossa).

Dessa forma, o autor continua com os seguintes problemas: em trés homens tendo dendrio;
mais pelo método das propor¢des; em cinco homens; sobre trés homens que tém dendrio; em trés

homens; mais pelo método das propor¢oes; em quatro homens; em quatro homens e uma bolsa.
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Seguindo para o capitulo XIV, temos, em resumo, o cdlculo de raizes quadradas e cibicas e
as operagdes aritméticas com essas raizes. Mas o que nos chama atencao ¢ a fala inicial de Leonardo
Pisano (1857) e suas ideias que preparam o capitulo para a busca e operacionalizagoes das raizes

cubicas e quadradas.

Em sua fala inicial, Leonardo Pisano (1857) expoe:

Deixe-me inserir neste capitulo sobre as raizes algo necessirio, que sao chamados de pre-
gos; que, uma vez que eles sao mostrados nas demonstragdes abertas do segundo livro de
Euclides, ¢é suficiente prosseguir em suas defini¢cbes apenas em termos de nimeros (Leo-
nardo Pisano, 1857, p. 352, tradugio nossa).

Para uma melhor compreensio do que queremos mostrar, separamos alguns pontos dessa
fala inicial. Primeiro, o que temos como pregos pode ser traduzido também como chaves ou base;
segundo, em termos de niimeros pode ser traduzido como aritmética; terceiro, o autor faz uma
mengao ao livro II de Euclides e suas demonstragées, livro que compde a primeira parte que é sobre
geometria plana, de maneira mais especifica no livro II de dlgebra geométrica. Assim, podemos in-
ferir que Leonardo Pisano (1857) poderia resolver os problemas deste capitulo com outros métodos,
mas escolhe como base para todo o capitulo a aritmética, guiado/alicercado pelas demonstragoes de

Euclides.

Em relagao as ideias iniciais de Leonardo Pisano (1857, p. 352), que inferimos advir dos
livros de Euclides, temos uma espécie de cinco postulados para constituir a base de todo o capitulo,

0s quais seguem:

a) Com o nimero separado em partes; os produtos das partes pelo niimero inteiro separa-
do somados sao iguais a0 nimero separado ao quadrado, ou seja, o produto do ndmero
por si mesmo;

b) Se algum namero for separado em partes, e cada parte for multiplicada por algum
outro nimero, e¢ todos os produtos forem somados, eles serdo iguais ao produto do
ndmero separado pelo outro niimero;

¢) Se um ndmero for separado em quaisquer duas partes, entao o produto de cada parte
por si mesmo mais o dobro do produto de uma parte pela outra é igual ao quadrado
do ndmero inteiro;

d) Se um ndmero ¢ separado em duas partes iguais e em duas partes desiguais, entdo o
produto da parte menor pela parte maior mais o quadrado da diferenca entre a parte
menor e a metade de todo o nimero separado ¢ igual ao quadrado da referida metade;

e) Se um numero for separado em duas partes iguais e qualquer ndmero for adicionado
a ele, o produto do nimero pela metade do niimero separado mais o nimero ao qua-
drado serd igual ao quadrado da metade do niimero separado mais o segundo nimero.

Dessa forma, Leonardo Pisano (1857, p. 353) conclui sua fundamentagao do capitulo da

seguinte forma: “com efeito, a estas duas tltimas defini¢oes reduzem todos os problemas que estao
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no livro Almuchabala, isto ¢, no livro do desprezo e da solidificagao”. Podemos em uma linguagem
moderna aproximar Almuchabala (do drabe) da dlgebra (restauragao e oposicao), o que vai ser en-

contrado séculos mais tarde no capitulo I do livro de dlgebra de Cristoph Clavius (1537 — 1612).

Leonardo Pisano (1857), apds sua construgao inicial, divide o capitulo em cinco partes. A
primeira trata sobre a descoberta de raizes; a segunda é sobre a multiplicagao das raizes entre si; a
terceira é sobre a adi¢do de raizes; a quarta ¢ sobre a subtracio, e a quinta é sobre a divisdo de raizes

e binémios.

Por fim, temos o capitulo XV, que de forma geral trata da dlgebra geométrica, e de forma
mais especifica foi dividido em trés partes. Na primeira parte temos propor¢des de trés e quatro
quantidades, com as quais se reduzem muitas questdes de geometria; na segunda parte temos solu-

coes de questoes geométricas, e na terceira, métodos envolvendo Almuchabala.

Na primeira parte, o autor constroi a regra geral para encontrar e manusear esses nimeros
proporcionais e nos permite entender que esta primeira parte tem como fungao construir bases para

os cdlculos que vao ser requeridos nos problemas geométricos. O autor inicia da seguinte forma:

Primeiro deixe .a.b., .b.c., .c.d., ser trés ndmeros em propor¢io continua, ou seja, como
.a.b. é para .b.c., assim como .b.d. para .c.d., e deixe a soma dos nimeros .a.b. ¢ .b.c.
seja 10, e deixe o nimero .c.d. ser 9, e a diferenca dos nimeros .a.b. ¢ .b.c. é procurado;
porque .a.b. é para .b.c. como .b.c. ¢ para .c.d., a soma dos dois antecedentes estd para um
deles assim como a soma dos antecedentes restantes estd para o consequente; isto ¢, como
primeiro .a.e. é para o segundo .b.e., assim como o terceiro .b.d. para a quarta .e.d., ¢ o
primeiro e o quarto sdo conhecidos, e porque quando quatro niimeros sio proporcionais,
o produto do primeiro e do quarto ¢ igual ao produto do segundo e do terceiro; (Leonar-
do Pisano, 1857, p. 387, tradugao nossa).

Figura 62 — Composigao gréfica do capitulo XV primeira parte.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 387)

O autor continua com outros exemplos e problemas e, ao observar a forma com a qual
Leonardo Pisano (1857) apresenta suas solugoes e suas composi¢des grificas como da figura 62,
percebemos mais uma vez a proximidade com o Liber Quadratorum, por utilizar também a mesma
linguagem da dlgebra geométrica, mas nao sabemos se em sua primeira edigao havia essa linguagem

ou se foi influenciada pelo referido livro.

Na segunda parte temos o que o autor chama de problemas geométricos, iniciando com o
seguinte problema: “hd um poste encostado em uma certa torre, com 20 pés de comprimento; o pé
do poste é separado da torre por 12 pés; procura-se quantos pés a ponta do poste cai abaixo do topo

da torre” (Leonardo Pisano, 1857, p. 397, tradugdo nossa).
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Para esse problema, o autor recorre as regras da primeira parte do capitulo e ao livro I de
Euclides, citando um de seus teoremas bem conhecidos em nossa matemditica moderna. Dessa
forma, Leonardo Pisano (1857, p. 397, tradu¢do nossa) apresenta a seguinte proposi¢ao para sua
resolugao: “Euclides disse na penultima proposi¢ao em seu primeiro livro, em um tridngulo retan-
gulo o quadrado do lado subtendido pelo 4ngulo reto é igual & soma dos quadrados dos dois lados
restantes contendo o ingulo reto”, nosso conhecido teorema de Pitdgoras, o que fica bem evidente

com a figura 63, seguido de outros problemas geométricos.

Figura 63 — Exemplo do capitulo XV da segunda parte.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 397)

Seguindo para a terceira parte, temos seis regras iniciais para a solugao de alguns problemas
geométricos que podem ser resolvidos algebricamente. Essas regras consistem em encontrar quadra-

dos e suas raizes, quando desconhecidas. Leonardo Pisano (1857) inicia sua fala da seguinte forma:

Na composi¢io da dlgebra e almuchabala consideram-se trés propriedades que estdo em
quaisquer niimeros; eles sdo rafzes, quadrados e niimeros simples. Portanto, quando qual-
quer nimero ¢ multiplicado por si mesmo, o niimero resultante é um quadrado e o
nimero multiplicado ¢ uma raiz. [...]. E quando um ndmero nio ¢ tido em relagao a
um quadrado ou raiz, entao é chamado de niimero simples; além disso, nas solugdes de
problemas existem seis modos, dos quais trés sdo simples e trés sio compostos (Leonardo
Pisano, 1857, p. 406, traducio nossa).

Dessa forma, seguem os seis modos/regras propostos:

a) o primeiro é quando o quadrado que é chamado de censo ¢ igual a um nimero de
raizes;
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b) o segundo é quando o censo ¢ igual a um nimero;

)
d)
e)
f)

o terceiro ¢ quando a raiz ¢ igual a um niimero;
quando 0 censo mais as raizes sao iguais a um nGmero;
quando as raizes mais um ndmero sio iguais ao censo;

quando o censo mais um namero ¢ igual a raizes.

Inferimos que Leonardo Fibonacci tenha examinado essas regras durante seus estudos do

Al-Jabr de Al-Khowarizmi, uma vez que encontramos tais regras nessa obra. Além disso, Leonardo

Pisano (1857) as expande com duas observagoes:

a)

E quando terminar na solugio de algum problema que o censo ¢ igual a um niimero
de raizes mais um ntimero, entdo vocé adiciona o quadrado da metade do nimero de
raizes ao niimero; e A raiz do que resultar vocé adiciona metade do niimero de raizes, e
vocé terd a raiz do censo procurado;

E quando ocorrer que o censo mais um nimero serd igual a um niimero de raizes, entao
vocé sabe que pode operar sempre que o nimero for igual ou menor que o quadrado
da metade do nimero de raizes; se for igual, entao metade do nimero de raizes é tido
para a raiz do censo, e se 0 niimero que com o censo ¢ igual ao nimero de raizes for
menor que o quadrado da metade do nimero de raizes, entdo vocé subtrai o nimero
do quadrado e o que resta vocé subtrai da metade do niimero de raizes; e se o que restar
nao for a raiz do censo procurado, entdo vocé adiciona o que vocé subtraiu ao niimero
do qual vocé subtraiu, e vocé terd a raiz do censo procurado.

Com essas regras, Leonardo Pisano (1857) prepara o aprendiz (leitor) para resolver todos

os problemas contidos na terceira parte. No entanto, o matemdtico vai além e afirma: “com essas

seis regras podem ser encontradas as solugoes para um niimero infinito de problemas” (Leonardo

Pisano, 1857, p. 409).

Temos em um desses exemplos a seguinte situagio referente a regra d acima:

Conseguirei mostrar como esta regra funciona usando dois algarismos; seja adjacente ao
tetrdgono .a.b.c.d. tendo cada lado maior que 5 cdvados, e que seja levado para o lado
.a.b. ponto .e., é tomado no lado .a.d., o ponto .f. e no lado .b.c., o ponto .g., no lado .d.c.
o ponto .h.; e deixe cada segmento de linhas retas .b.c., .c.g., .c.h., e .d.f. ser de 5 covados,
e conectar os segmentos de linha .e.h. e .f.g.; e porque o tetrdgono .a.c. ¢ um quadrado o
segmento de reta .d.a. serd igual ao segmento de reta .b.a., [...]. (Leonardo Pisano, 1857,
p. 408, traducio nossa).

Essa cita¢do, como parte da situagao-problema exemplificada na figura 64, d4 uma boa ideia

do que Leonardo Pisano (1857) estava mostrando. A seguir, trazemos sua resolu¢io:

Colocarei, portanto, para o censo solicitado, o quadrildtero .e.f. que tem lado desconheci-
do; a raiz do censo é cada um dos segmentos de linha .e.i. e .i.f.; mas o segmento de linha
.e.i. multiplicado pelo segmento de reta .i.g. é a drea do retAngulo .b.i., ou seja, as cinco
raizes do censo .e.f., e similarmente a 4rea do retAngulo .i.d. constitui 5 raizes do censo



» 109

.e.f;; mas o censo mais 10 raizes ¢ igual a 39 dendrios; portanto, as trés dreas mencionadas
.e.f., .b.i. e .i.d. total 39; portanto, se 25 for adicionado a ele, ou seja, o quadrildtero .g.h.,
cada lado do qual é 5, entao 64 é obtido para todo o quadrildtero .a.b.c.d.; a raiz disso, ou
seja, 8, ¢ o comprimento de cada lado do quadrildtero; portanto, se o segmento de linha
.b.e. é subtraido do segmento de linha .b.a., ou seja, 0 5 do 8, sobrard 3 para o segmento
de linha .e.a.; portanto, a raiz do censo procurado é 3, ¢ o censo é 9; isso adicionado a dez
de suas rafzes perfaz 39, como deve ser (Leonardo Pisano, 1857, p. 408, traducio nossa).

Figura 64 — Exemplo do capitulo XV terceira parte.
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Fonte: Leonardo Pisano (1857, p. 408)

Leonardo Pisano (1857) também introduz algumas simbologias em seu Liber Abaci para
uma melhor fluidez dos célculos, uma vez que as equacoes eram escritas utilizando muitas palavras,
sem simbologias para coisas simples como para os valores desconhecidos e suas poténcias e raizes,

como foi possivel observar ao longo dos quinze capitulos descritos até agora.

Suprindo essa caréncia, encontramos no Liber Abaci, segundo Garbi (2009), algumas simbo-
logias, como res e radix para representar os valores desconhecidos; census ¢ cubus para representar
respectivamente o quadrado e o cubo de um nimero; o R para representar a raiz quadrada, sendo
um dos primeiros a usar um trago horizontal na representacio das fragdes. No entanto, discordamos
de Garbi (2009), pois o que nos parece ¢ que Leonardo Pisano (1857) recorreu a abreviagoes e nao

a simbolos, como podemos observar a seguir na figura 65:

Figura 65 — Recortes de diferentes pdginas com algumas simbologias.

E. 5 [ELH F II“Inllu L . &

habuerit 7 de denariis secundi, tunc habebit quinque (res)integras; et secundo rema-
nebit res una; et sic primus habebit quincnplum eius: quare si de portione primi ho-
minis addantur 5 secundo, que petit ei; et habebit utique secundus rem, et denariog

uel diminutus equabitur alicui numero. Sed ut hee apertius haleantur, pcrlmnlr:r 5 CCNSUS

equari_denariis 43: divides ergo 45 per s, uenient denarii 9, qui equantur censui, hoc

cﬂ.@ est 9, et(radixjeius est 3. |Similiter cum census {4 equatur denariis s,

divides 26 per §4, scilicet 8, per 13, exibunt 6; quibus equatur unus census. Quare
i

radix cius est surda, cum sit radix numeri non quadrati. Et cum 4 unius census

numeri radicem cubicam non habeant: sed si primus numerus corum, et ultimus essent
cubi, uel Labentes proportionem inter se sicut @lmmems ad culbum numerum;

tune antareidarent intar ane dos n ars raliacinals Verld sratio ¢ el soemoe oo ses

Fonte: Leonardo Pisano (1857).
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Encontramos em Vogel (2007) algumas justificativas para essas abreviagoes. Leonardo Pi-
sano (1857) chamou o termo desconhecido de res — do drabe shai, ou seja, coisa — e como ele nao
usou simbolos operacionais nem notagdes para outras incdgnitas, esse matemdtico teve que fazer
algumas nomenclaturas, como denarii secundi ou, conforme o caso, denarii tercii hominis, tendo que
sustentar os cdlculos e suas explicagoes com essas palavras, apresentando quase sempre pelo menos

duas formas de solugio para os problemas propostos.

Leonardo Pisano (1857) termina seu livro sem nenhuma conclusao ou palavras finais, ape-
nas terminando o ultimo problema da terceira parte do capitulo XV. Ainda assim, foi possivel ter
um vislumbre da genialidade de Leonardo Pisano, garantindo uma riqueza de detalhes e ensina-
mentos em cada capitulo do Liber Abaci, promovendo intimeras potencialidades para a Europa do
século XIII, atendendo a muitas de suas demandas, seja na vida cotidiana, urbana e principalmente

comercial e mercantil que, segundo Vogel (2007), chegavam até nas fronteiras europeias.

Podemos dizer também que Leonardo Pisano (1857) alcanca seu objetivo de fazer com que
o povo italiano fosse instruido acima de todos os outros ao longo da histéria. Em conformidade

com Ifrah (2005), a Itdlia torna-se um dos centros comerciais mais importantes dos séculos XIV e

XV.

Observamos ainda que o leitor, ao consultar o Liber Abaci, necessitava de conhecimentos
prévios de matemitica, pois o seu livro foi direcionado para o aprendiz, ou seja, para o individuo
que possuia conhecimentos matemdticos, mas que estava em busca de aprimoramento da técnica e

de otimizagoes dos célculos, além de possuir a habilidade da leitura.

Temos nessa obra uma sistematiza¢ao que parte do mais simples para o mais complexo, o
que foi possivel constatar no decorrer do presente capitulo. Para nés, mostra que Leonardo Pisano

estava com a inten¢ao de dialogar com tratados mais teéricos em circulagio, como os de Boécio.

Ressaltamos, ainda, que a efetivagio dos métodos e técnicas no século XIII, advindas do
Liber Abaci, nao dependeram apenas da inteligéncia do autor, mas de um conjunto de fatores,
como elencados no presente capitulo, os quais ndo menorizaram o trabalho de Leonardo Pisano,
mas potencializaram seu uso e divulgacio, oferecendo ricas ferramentas para o século XIII e para

séculos posteriores.

Dessa forma, fica evidente no decorrer do capitulo que os elementos historiogréficos e arit-
méticos que fazem o Liber Abaci ter importancia, no seminal, mas de carregar a responsabilidade
da sistematizagdo das técnicas aritméticas para atender demandas europeias de seu contexto, bem
como a responsabilidade de fazer esses conhecimentos chegarem ao clero e as universidades. Para
esclarecer essa assertiva, apresentamos a seguir os fatores contextuais ¢ demandas atendidas pelo

livro que o fizeram ter potencialidades para o medievo.
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pos a apresentacao dos aspectos do contexto da Europa do século XIII, bem como dos
métodos aritméticos encontrados no Liber Abaci, que atualmente se tem como principal obra
em termos de aritmética medieval nesse século, construimos subsidios suficientes para a ultima

parte do nosso roteiro de pesquisa.

Objetivamos neste capitulo identificar demandas atendidas pelo Liber Abaci no século XIII,
pois ele se torna um produto e também uma evidéncia de seu contexto, o que deu sentido ao fazer
matemdtico (aritmético) da época. Para tanto, apresentamos inicialmente fatores da malha histérica

da composigao das técnicas propostas no Liber Abaci no século XIII.

5.1Fatores contextuais do Liber Abaci

Nesta se¢do, apresentamos fatores do contexto da Europa do século XIII para a implementa-
¢ao das técnicas aritméticas encontradas no Liber Abaci. Esses apontamentos emergem a partir dos
aspectos historiograficos discutidos na se¢io 4.1, que se constituirdo na presente segio como fatores,

bem como de didlogos com outros historiadores.

O que queremos deixar claro nesta segio é que anteriormente observamos um contexto,
algo amplo, aparente. Ou seja, o que foi possivel observar em uma construgdo historiogréfica do
contexto europeu foram os aspectos e a reflexdo critica, a partir das trés esferas de anélise da histo-
riografia atualizada a respeito. Esses aspectos nos levaram a identificar agentes do contexto do Liber
Abaci e de seu entorno, o que chamamos de fatores, os quais geram subsidios para os apontamentos

das demandas atendidas por esse livro.
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Dessa forma, iniciamos pelo papel absorvido pela igreja de mediar o conhecimento. Enten-
demos essa fungio como um fator efetivo do contexto da publicagio e da reedigao do Liber Abaci
na Idade Média. Essa fun¢io nio foi simplesmente imposta pela prépria igreja, mas o contexto
medieval levou a essa posi¢ao. No entanto, salientamos o fato de que os clérigos eram os detentores

da habilidade da leitura, ou seja, eram os poucos alfabetizados a época.

Essa fun¢io remodela os principios do conhecimento, pois a igreja olha para as ciéncias co-
nhecidas com a finalidade da compreensio e estudo de Deus, seja com a exegese biblica ou com os
estudos filoséficos que ajudam ou cooperam na exaltagio da onipoténcia, onisciéncia e onipresenga
divina, como foram as obras de Arist6teles (384 a.C — 322 a.C). Dessa forma, a igreja via as ciéncias

e a filosofia — tradicdo cldssica — como valiosas servas da religido e da teologia (Lindberg, 2013).

A teologia estava acima das outras ciéncias, uma espécie de hierarquia cientifica da tradicio
medieval. Isso, inicialmente, pode aparentar um processo de barreira para o crescimento cientifico,
mas nao foi o que houve. Ao estudar as historiografias daquele periodo, vemos que a igreja entendia
essas ciéncias como servas da teologia, via nas ciéncias e na filosofia um auxilio para se manter de pé

e em constante desenvolvimento.

Nos surpreendemos ao perceber que, ao té-las como servas, necessitavam de seu auxilio, pois
nao poderiam atingir seus objetivos sem elas. Essas ciéncias tiveram em certa medida a protecao da
igreja — pois o Senhor sempre cuida de seus servos — o que vai de encontro com muitas percepgoes

de que a igreja construiu um mundo obscuro para a ciéncia medieval.

Lindberg (2013) apresenta que, entre essas servas se destacavam algumas, como: matemd-
tica, astronomia, astrologia, ptica, medicina e ciéncias experimentais. Temos, por exemplo, a ma-
temdtica que auxiliava na exegese biblica e na contagem das datas religiosas; a ciéncia natural que
permitia uma hermenéutica, como a compreensao de analogias de virtudes que os cristaos deveriam
ter com habilidades ou comportamentos de alguns animais descritos na biblia, e as ciéncias experi-

mentais que poderiam promover tecnologias para combater o anticristo.

A teologia necessitava do conhecimento das coisas criadas, mas para o contexto da igreja
medieval sem a matemdtica, por exemplo, as coisas criadas nio podem ser conhecidas. Assim, a

matemdtica é totalmente necessdria para o conhecimento sagrado.

Temos em Agostinho (354 — 430), mais conhecido como santo Agostinho, um desses per-
sonagens clericais interessados na matemdtica e nas ciéncias naturais. Ele entendia que a ignorancia
dos nimeros nao permitia uma interpretagao das coisas escondidas nas sagradas escrituras, que estd
cheia de nimeros e de padrées numéricos carecendo da aritmética para sua compreensio, dando

muito mais valor 4 aritmética do que as outras ciéncias (Lindberg, 2013; Eastwood, 2013).

O clero nio rejeitou as ciéncias e a filosofia, mas assenhorou-se delas quando criou, de fato,

um novo modelo para os principios do conhecimento e colocou a igreja em um rumo que teve im-
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plicagoes profundas para a histéria da ciéncia ocidental. Temos, ainda, a fun¢io que a igreja toma de
preservar o conhecimento em seus arquivos, pois era necessirio reunir todo o conhecimento dado
por Deus ao homem para O compreender, seja pelo caminho segundo a dignidade da natureza —

através da fé — ou pelo caminho da afinidade metodolégica — através da razao.

Dessa forma, a igreja tornou-se patrona das ciéncias através do seu apoio a escolas e uni-
versidades que estavam sob a sua autoridade e protecio, financiando estudiosos que julgava ser
promissores. Vemos, dessa forma, que a fungio da igreja se torna efetivamente um fator no contexto

medieval.

Nos lugares em que a igreja nio possuia o dominio pleno, a ciéncia também progrediu — de
uma forma diferente —, como foi no reino da Sicilia. Seus tradutores e estudiosos nio estavam a
servico do clero, estudando além da tradi¢io cldssica obras em drabe, provavelmente advindas da
circulagao e divulgagao de conhecimentos da casa da sabedoria em Bagdd, tornando-os um fator
para o preparo de um contexto mais adequado para a implementacio da sistematiza¢io da aritmé-
tica do Liber Abaci.

Toda essa movimentacio cientifica, comenta Burnett (2013), marca o século XIII com uma
elevada atividade intelectual, havendo uma troca de conhecimentos um tanto que frenética, que
nio ocorre subitamente. Esse preparo vinha sendo construido século apés século ao longo da histd-
ria medieval. Esse é o cendrio encontrado por Leonardo Fibonacci ao voltar de suas viagens, apro-

veitando o momento para escrever seus livros.

Nesse interim, temos os fatores da expansao das atividades urbanas junto da necessidade da
democratizagao dos célculos, bem como o crescimento da produgao agricola e expansao do comér-
cio por rotas locais e internacionais, que careciam naquele momento de duas coisas: a otimizagao

dos cdlculos supridos por livros técnicos e 0 avango tecnoldgico dos instrumentos de navegagao.

Podemos inferir que a construgio desses instrumentos, assim como de outros tipos, foi um
fator de aproximagao da teoria — que estava nas universidades e mosteiros — com a prdtica — que
estava nos servicos urbanos, comerciais e mercantis. De acordo com Stock (1978), o artesio-cien-
tista, muitas das vezes considerado um excéntrico no mundo antigo, era mais admitido no mundo
islamico. No entanto, a dependéncia de aparelhos bem-feitos possibilitou a aproximacio da teoria

e da priética.

Outro fator foi a estabilidade politica, apontado por Potro (2012), embora no periodo do
século XIII houvesse ainda as cruzadas. Porém, para além da conquista da terra santa, elas movi-
mentavam uma grande quantidade de conhecimentos entre o mundo ocidental e oriental, o que fez
dessas batalhas excelentes promotoras da veiculagio das ciéncias drabes e indianas do Oriente para

o Ocidente.



» 114

Essa estabilidade permitiu que o comércio ganhasse forca e abrangéncia — tornando-se mais
um fator do contexto medieval — pois é no comércio que a difusao dos numerais indianos e do seu
sistema posicional decimal foi provocada, ou seja, foi no comércio que efetivamente se divulgou e

consolidou inicialmente essas técnicas orientais de célculos e de seus registros (Stock, 1978).

Sabemos que os tradutores foram fatores imprescindiveis para o crescimento cientifico, tan-
to na Europa quanto no Oriente, pois, como jd vimos, nao foram meros taquigrafos ou copistas,
mas assumiam a funcio de comentar, testar, provar e, em alguns casos, inovar. Nesse movimento,

encontrava-se outro fator indispensdvel para os tradutores e um tanto despercebidos por alguns: o

papel.

Stock (1978) comenta que as tradugdes apresentaram um éxito gracas a disponibilidade do
papel, um meio que nio era barato, mas eficiente, que se adequou muito bem em um clima seco.
Conhecido, anos antes, pelos chineses, chegando a Bagda por volta de 794, permitiu que a cultura
drabe, que era em grande parte oral, se transformasse em uma forma escrita, auxiliando a divulgacio
e preservagdo do conhecimento, um aspecto para a divulgacio da ciéncia oriental no Ocidente. Esse
movimento de tradugio, preservacio e divulgacio ¢ replicado na Europa com algumas particula-

ridades contextuais e efetivado em grande parte mediante o uso de papel, conforme Arns (2007).

Finalizamos esta se¢io com o fato de os abacistas, embora apoiados pela igreja, utilizaram as
cifras indianas para os seus cdlculos, trazendo uma movimentagao para a aritmética que, em certa
medida contribuiu para o preparo de um contexto favordvel para a constru¢io organizacional de
Leonardo Fibonacci. O que podemos inferir é que, tanto as técnicas com o dbaco, como as técnicas

sem o dbaco, coexistiram atendendo a demandas diferentes no mesmo contexto.

Podemos perceber que, ao refletir criticamente sobre os aspectos contextuais da Idade Mé-
dia, estabelecendo um didlogo com historiadores da drea, surgem fatores que agem sobre o contexto,
gerando demandas a serem atendidas. Essas demandas podem ser atendidas pelas construgoes cul-
turais, religiosas, sociais, politicas e cientificas, em particular pelo Liber Abaci. Discutiremos essas

demandas na se¢ao seguinte.

5.2Demandas atendidas pela sistematizagao aritmética do Liber Abaci

Como apresentado no capitulo 4, Leonardo Fibonacci traz uma organizacio em seu Liber
Abaci, que julgamos refletir um conjunto de préticas que atendem a uma demanda do contexto
do século XIII. Como dito, o Liber Abaci é um produto e também uma evidéncia de seu contexto.
Assim, seguimos no didlogo de demandas atendidas pela sua sistematizagio aritmética, para a vali-

dagio e aprovagao de seu conteddo.

Podemos de antemao considerar o porqué de o Liber Abaci ter sido escrito em latim. Inferi-

mos que Leonardo Fibonacci estava atendendo a uma demanda cientifica e littirgica da igreja, que
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considerava o latim como uma lingua sagrada. O que coaduna com Le Goff e Schmitt (2006), ao
apresentarem que, a partir do século XIII, os leigos encontram em lingua verndcula instrumentos
que corresponderam as suas necessidades especificas, como livros de contas dos comerciantes, ou
seja, livros técnicos. Havia o interesse pela aritmética com cdlculos que utilizassem as cifras indianas,
o que ndo justificaria o Liber Abaci ter sido escrito em latim, a nio ser seu interesse de ser lido e

apreciado pelo clero e pelas universidades.

Nesse interim, as universidades e os mosteiros nao possuiam interesse ou vocagao para mi-
nistrar esses saberes que a sociedade comegou a requerer, fazendo com que fossem abertas escolas
onde os filhos de comerciantes e de artesaos — e provavelmente de outros oficios urbanos — pu-
dessem adquirir esses conhecimentos de cunho pratico, como a contabilidade, que nao estava tao

ligada ao saber tido como cientifico no contexto medieval.

Podemos, de igual forma, avaliar o que levou Leonardo Fibonacci, dentre tantos conheci-
mentos estudados, escolher a aritmética para compor seu primeiro livro. Consideramos que, naque-
le contexto, essa disciplina cientifica possufa uma valorizagio a mais do que as outras encontradas
nas artes liberais, por auxiliar a exegese biblica — demanda clerical —, assim como no comércio e nas

atividades urbanas — demandas sociais e econdmicas, o que para nds revela o motivo da sua escolha.

Essa valorizagao, comentada por Eastwood (2013), pensamos ser uma das promotoras da
organizagio do Liber Abaci, que inicia com o que definimos ser aritmética bésica, talvez para cha-
mar a ateng¢do dos principais detentores do conhecimento. Essa percep¢io da intencionalidade de
Leonardo Fibonacci de chegar as universidades e de convencer o clero, muito provavelmente seja o
ponto inicial para que o Liber Abaci tenha sido escrito em latim e sistematizado na ordem proposta,
iniciando com uma aritmética bésica, um tanto que tedrica para a época, mas que se estendia aos

problemas comerciais, préticos e até recreativos (Ifrah, 2005).

Entendemos que, ao iniciar com a aritmética bésica, Leonardo Fibonacci estava atendendo a
uma demanda de seu contexto. Para tanto, apresenta as nove figuras indianas acrescidas do zero, que
era conhecido de alguns, por conta de variadas circunstincias como as cruzadas. O autor, para esse
momento, nao apresenta de forma apressada essas cifras, mas de maneira cautelosa e sistematizada,
com exemplos e legendas com algarismos romanos e a técnica de como deveriam ser lidos, tornando

compreensivel e atraente aos leitores dvidos do século XIII.

Naio poderia faltar no inicio do livro o sistema manual de contagem, um instrumento im-
portante de ensino para o cdlculo. Um manual de aritmética sé era considerado completo a época
se trouxesse a explicagio dessa técnica. Dessa forma, trazé-la no Liber Abaci atendia a mais uma

demanda do contexto medieval, em relagdo a propria matemdtica.

Com essa ornamentacao inicial, o autor poderia garantir que os leitores se interessassem

pelo contetdo do livro, por trazer sistemicamente a explicagdo de numerais emergentes de seu
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contexto. Se o leitor fosse conquistado pelo primeiro capitulo, Leonardo Fibonacci havia preparado

uma segunda manobra para convencer o leitor de sua eficiéncia, a multiplicagio.

Para nds ¢ uma surpresa, por nao iniciar com a adi¢ao, mas Leonardo Fibonacci estava foca-
do em convencer seu leitor. Inferimos que essa escolha estava na dire¢io de mostrar as vantagens das
técnicas empregadas para fazer cdlculos complexos, trabalhosos e com nimeros extensos, por haver
uma demanda no comércio em expansdo, nas atividades urbanas, na igreja e nos reinados que mo-
vimentavam grandes volumes de produtos e de dinheiro. O que fica aparente ¢ a intencionalidade
de mostrar a eficiéncia e a otimizagio das técnicas, que supriam as necessidades encontradas, bem

como a superioridade sobre as técnicas que utilizavam o dbaco romano.

Podemos observar essa movimentagio em trés momentos. O primeiro é que Leonardo Fi-
bonacci inicia com contas com duas casas decimais, no entanto, seus exemplos se estendem até oito
casas decimais ainda com a mesma eficiéncia e otimizagio. Para garantir a confiabilidade, apresenta
uma técnica de comprovacio do resultado: a técnica residuo, médulo que poderia ser sete, nove,
onze ou outro valor irregular (primo), compondo o segundo momento. O terceiro ¢ a nogio da
multiplicagao por zero, ainda incompreendido pela maioria, o que facilitou muitos célculos, acres-

cido do seu valor posicional.

Leonardo Fibonacci segue com as mesmas intencionalidades nos capitulos seguintes que
comp6em a temdtica da aritmética bdsica, se estendendo até o capitulo VII. Nesses capitulos, temos
que atentar para os cdlculos de adigdo, subtragio, multiplicacio e divisao que nao se detém apenas
nos niimeros inteiros, mas sao apresentadas técnicas para nimeros quebrados (fraciondrios). Essas
técnicas preparam para cdlculos futuros e atendem a demandas monetdrias do comércio, do clero,
de reis e de senhores feudais, para solucionar contendas de produgio agricola, divisdes de terras,

escambos de mercadorias, cAmbio de moedas, entre outras daquele contexto.

Ao seguir para a temdtica da aritmética comercial, temos muitos indicios do contexto de
Leonardo Fibonacci. Ele nao resolveria problemas que nao fossem centrais para o século XIII, assim,
ao preparar o leitor com a aritmética bdsica, ataca problemas relevantes, os quais nao necessitavam
apenas de solu¢des, mas de uma ferramenta que pudesse resolver todos os problemas do tipo. Para
tanto, propde formas gerais, sistematizando os passos a serem dados, bem como explana sobre essas
generalizacoes em diversos exemplos do contexto da compra e venda de mercadorias e iméveis,

parcerias comerciais e do contexto monetdrio, tanto com o cAmbio como para as ligas de moedas.

Vemos que os problemas centrais do inicio do século XIII giram em torno de algumas
situagdes, como: comprar uma mercadoria pelo menor preco e vender pelo maior prego possivel;
comprar e vender com mais de uma moeda e seus cAmbios; controle de estoque de mercadorias e
quantidade necessdria para durar um determinado tempo, a alimentagao de algum animal; lucra-

tividade em determinados negécios, bem como a parceria em algum investimento; quantidade de
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metal que cada moeda deve ter para aumentar ou diminuir seu valor. Todas essas situagdes sao bem

explicadas, sempre combinando niimeros inteiros e quebrados.

O leitor, ao passar pela primeira e segunda temdticas, ainda nao estava na metade do livro,
mas, presumimos, que iria até o fim, pois as potencialidades encontradas faziam do Liber Abaci um

6timo manual para suprir as demandas encontradas nessa primeira metade do século.

Na temdtica que intitulamos como situagdes-problemas, percebemos a mesma intencio-
nalidade de Leonardo Fibonacci: apresentar técnicas que sistematizem as solugoes para problemas
do cotidiano europeu. Embora os titulos dos capitulos apresentem uma rigidez matemdtica, seu
conteido mostra vdrias situagoes do cotidiano, como também as de quebra-cabega, chamada pos-
teriormente de aritmética recreativa que estava mais nas ruas da Europa, o que justifica a seriedade

nos titulos dados pelo autor.

Podemos elencar alguns problemas centrais, como as séries numéricas que estavam aplicadas
a viajantes; proporgoes com inteiros e quebrados, que podiam atender a vdrias demandas de trocas
e vendas de mercadorias, como panos e ovos; divisao de nimeros primos requeridos no comércio e
na solucao de conflitos, como os fundidrios; compra de cavalos por mais de uma pessoa, que poderia
ser estendido a outros tipos de bens; utilizagdo da técnica da falsa posi¢ao em diversas situagoes;

empréstimos a juros e investimentos a longo prazo.

Temos também o cilculo de raizes quadradas e cubicas para solucionar problemas que exi-
giam essa habilidade; problemas envolvendo as ternas pitagéricas que poderiam atender demandas
tedricas e priticas, como encontrar quadrados perfeitos e tridngulos retAngulos essenciais na arqui-
tetura e na solugio de problemas de medicao de terra, além da demanda mistica (simbolismo) da
época, bem como atender a tradigdo cldssica dos gregos benquistos pela igreja; muitas situagoes
recreativas, algumas de “adivinhagées”, mas sempre trazendo uma seriedade para problemas a partir

da sistematizacio e generalizacoes aplicadas ao cotidiano com rigidez matematica.

Uma pega importante de toda essa movimentagio e sistematizagdo construida por Leonardo
Fibonacci estd na direcio da mudanga da representagio e na compreensio de niimero. Temos um
movimento da percepgao de quantidade para a qualidade do nimero. Para ser possivel tratar de
muitos cdlculos e de problemas priticos na Idade Média, fazia-se necessdria a abstragiao do numero,
pois seria muito dificil tratar de nimeros racionais (quebrados) e irracionais com a compreensao de

quantidade.

Em conformidade com Eastwood (2013), na Idade Média considerava-se a aritmética e a
geometria como delineadoras de um universo estruturado em torno de nimeros e formas, desde a
medigio de intervalos de tempo, extensoes de terra, distAncias de viagem, até transagdes comerciais
e os diversos instrumentos de medidas, todos incorporavam principios bdsicos da aritmética e da

geometria. Essas disciplinas nao apenas moldavam a cosmologia da época, mas também permeavam
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aspectos prdticos da vida, conferindo ordem numérica e geométrica & compreensio do cosmos e ao

funcionamento de suas partes, tanto celestiais quanto terrestres.

Essas consideragoes estao de acordo com Molland (2013), quando apresenta ser crucial o
critério da utilidade ao abordarmos a matemdtica no medievo. A énfase subjacente recafa frequente-
mente no papel que a matemdtica desempenhava em diversos campos, incluindo medigées praticas,
comércio, filosofia natural, astronomia, mdsica — consideradas partes integrantes da matemdtica —

teologia, e até mesmo em atividades lddicas.

Essa cosmovisao da Idade Média aponta para os problemas trazidos por Leonardo Fibonac-
ci em seu Liber Abaci. Em vista disso, o livro apresenta as preocupacoes da época, ou seja, atendia
efetivamente muitas das demandas do contexto medieval, sendo considerado como uma obra de
grande importancia no século XIII. Com o Liber Abaci é possivel apresentar um contexto atendido
pela matemadtica, como o comércio, a expansio das rotas comerciais, a reflexao sobre as técnicas de

calcular e o volume de mercadorias que se tornaram bem maiores.

Sua otimizagio, oferecida pela sistematizagio, cumpre uma demanda histérica apontada
por Stock (1978), o qual destaca que um dos principais aspectos mais marcantes da era medieval
nao foram os monumentos arquitetdnicos, sua filosofia escoldstica ou sua mdsica, mas a percepgio
de ir em busca de uma tecnologia que economizasse trabalho, ou seja, a énfase estava na busca por

solucdes que otimizassem sistematicamente as tarefas desenvolvidas.

O inicio de um novo capitulo na matemdtica ocidental foi marcado por Leonardo Fibo-
nacci. No entanto, nem todas as suas ideias foram prontamente acolhidas. A influéncia direta foi
exercida apenas pelas partes do Liber Abaci que serviram para introduzir os algarismos e as técnicas

orientais que contribuiram para o dominio dos problemas do cotidiano medieval (Vogel, 2007).

Ao longo do tempo, os grandes pensadores encontraram uma crescente liberdade em relacio
a supervisio teoldgica ou religiosa do clero. Isso lhes permitiu se dedicarem a estudos sem a necessi-
dade constante de articular justificagdes religiosas, uma circunstincia que Leonardo Fibonacci nao

experimentou em seu tempo (Lindberg, 2013).

Depois de Leonardo Fibonacci, a maioria dos tratados matemdticos passou a ser escrita em
lingua verndcula, e seus autores eram comumente referidos como maestri d'abbaco. Foram estabele-
cidas diretrizes eficientes para a otimiza¢io da multiplicagdo, utilizando apenas caneta e tinta, evi-
tando a necessidade constante de corre¢oes. Frequentemente, essas habilidades eram facilitadas por

procedimentos baseados em padrées geométricos especificos, como cruzes, sinos e tagas (Molland,

2013).

Observamos ainda que os conhecimentos trazidos no Liber Abaci nao atenderam a deman-
das apenas do século XIII, pois encontramos vestigios de disseminagdes das mesmas técnicas em

outros séculos. Nao podemos garantir que esses conhecimentos sio oriundos do Liber Abaci, mas
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estavam presentes nele. Potro (2000 e 2003) aponta um livro de aritmética da segunda metade do
século X1V, intitulado de De Arismetica, escrito em espanhol. Esse livro, segundo a autora, era vol-

tado principalmente para o comércio.

De autoria desconhecida, o livro pode ser encontrado na Real Academia Espanola, composto
por quarenta e oito problemas. Diferente do Liber Abaci, parte diretamente para os problemas, sem
apresentar informacoes iniciais, como apresentacio, objetivo do livro, indice, etc. Potro (2003)
indica que esse livro encontrado em uma colegao chamada de Escritos Diversos nio estd completo,
mas que os quarenta e oito problemas sao suficientes para o aprendiz entender os cdlculos requeri-

dos pelo comércio, dando ao De Arismetica a classificagio de um livro técnico.

Potro (2003) apresenta duas classificagoes em relagio aos problemas desse livro. A primeira
e mais geral, classifica-os em trés vertentes: problemas com fragoes, proporcoes e operagoes elemen-
tares. A partir dessa primeira classificagao, é possivel vislumbrar algumas possibilidades de dissemi-
nag¢des. Em sua segunda classificagao mais especifica por tipo de problema, temos: célculo (encontre
um ou mais nimeros que satisfagam algumas condicoes); cdlculo em relagao a agilidade mental
(encontre pregos de produtos relacionados ou quantidades de produtos relacionados); espalhar di-

nheiro (inferimos ser de ligas de moedas); interesses e aluguéis; equivaléncia monetdria.

Com essa segunda classificagio, podemos quase asseverar as disseminacoes. Podemos obser-
var as técnicas utilizadas na resolugao desses problemas; assim, apresentamos a seguir, na figura 66,

o segundo problema do livro De Arismetica.

Figura 66 — Segundo problema do livro De Arismetica.
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Fonte: De Arismetica (p. 145).
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Traduzimos da seguinte forma:

Para multiplicar inteiros e quebrados por inteiros faz assim. Digamos que vocé queira
2
muldiplicar 25§ por 47. Primeiro multiplique o 3 que vocé usa de 2 por 25 e faz 75 ¢

depois some o 2 que estd colocado acima do 3 e faz 77, depois multiplique 47 por 77 e

faz 3619 e parte estes pelo 3, que ¢ a posicio do uso do 2 e vem 1206~ ¢ tanto monta a
conta (De Arismética, sd, p. 145, tradugao nossa). 3

Nesse problema, identificamos algumas semelhangas e diferengas. Inicialmente, podemos
inferir que a configuragio de inteiros e quebrados ¢ diferente da usada no século XIII por Leonardo
Fibonacci, mas o método continuou o mesmo, tanto na técnica como na forma de explicar através
de muitas palavras. A partir do exposto, mesmo que superficialmente, temos indicativos de disse-
minagoes das técnicas aritméticas que atendiam a demandas no século XIII. Muitos dos problemas
abordados no Liber Abaci, especialmente aqueles relacionados a quebra-cabecas da aritmética recre-
ativa, ressurgiram em manuscritos subsequentes e,, mais tarde em manuais de aritmética de épocas

posteriores.

Vogel (2007) aponta algumas disseminagées, como os problemas de dar e receber, lebre e
cio, a compra de cavalos, a bolsa encontrada, adivinhacio de niimeros, a heranca dos gémeos. Pode-
mos, ainda, encontrar essas dissemina¢oes na Summa de 1494 de Luca Pacioli (1445 - 1517), apre-
ciada por Cardano (1501 — 1576) em seu Artis arithmeticae tractatus de integris, que menciona com
apreco as realizagoes de Leonardo Fibonacci, ao supor, segundo Vogel (2007), que o surgimento de
nosso conhecimento em matemdtica nio grega ¢ atribuido em grande parte a Leonardo Fibonacci,

o qual, muito antes de Pacioli, o recebeu por meio da influéncia dos indianos e 4rabes.

Temos também em Euler (1707 — 1783) o estabelecimento de uma solugio detalhada, em
sua dlgebra de 1767, do problema indeterminado dos 100 pdssaros, que reapareceu como a regra
dos bebedores (regula coecis, regula potatorum) (Vogel, 2007). Vemos, assim, a importincia dos
conhecimentos trazidos no Liber Abaci de Leonardo Fibonacci na construgio e estudo de objetos
matemadticos ao longo dos séculos: XIII com o préprio Fibonacci; com De Arismética no século XIV;
com Pacioli no século XV; com Cardano no século XVI, e com Euler no século XVIII. Esses conhe-
cimentos preservados no século XIII influenciaram boa parte da histéria humana nas atividades que

chamamos hoje de matematicas.
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ESPETACULO
DO SOL POENTE

I : ssas ndo sdo apenas consideracoes finais, mas um espetdculo do sol poente, apds navegar como
um Bigollo por mares e terras, experimentando, explorando e interagindo com o universo da

Histdéria da Matemdtica, que me despertaram para o fazer matemdtico passado e presente.

Esse despertamento gerou diversas acoes de viajar, animar, brincar, contar histérias, ensinar,
curar e pesquisar em diversos ambientes, como a sala de aula, seja como aluno ou professor; no gru-
po de pesquisa, na tentativa de organizar os pensamentos; em conversas formais e informais; eventos

cientificos da 4rea e tantos outros.

Dizer que essa fala final sdo consideracoes finais, seria 0 mesmo que observar a beleza de
um podr-do-sol sem levar em consideragao tudo o que estd por trds, todo um sistema solar que estd
em movimentagao perfeita, regida por uma infinidade de leis fisicas para que acontecesse. Ao con-
templar o pdr-do-sol, levando em consideragao toda essa movimentagio celeste, ele se torna um

espetdculo, que levou muitos estudiosos a construirem teorias fascinantes.

Ao tomar a posigao de Bigollo, consegui, a partir de muitas experimentagdes, me reconhe-
cer como um HistorNauta, me levando a nio considerar ou concluir a pesquisa, mas a desfrutar
de um espeticulo da formagao do saber; da dinAmica de ir e vir dos pensamentos; das descobertas
e surpresas; das quebras de paradigmas; de resgates de pensamentos e lembrangas, todos em uma
movimentagio que culminaram neste relatério de pesquisa. Como o espetdculo do sol poente, que
aparentemente ¢ apenas uma grande bola luminosa descendo em diregdo a linha do horizonte até o
seu desaparecimento, quando nio se leva em consideragiao a movimentagio que estd por trds. Dessa
forma, tentamos levar em consideragio toda a movimenta¢io que aconteceu para este didlogo final

da presente pesquisa. Assim, apresento o meu espetdculo do sol poente.

Podemos concordar, apés os didlogos construidos até aqui, que os fatores para a sistema-
tizagao das técnicas aritméticas com a utilizagio das cifras e do sistema decimal e posicional dos

indianos, propostos por Leonardo Fibonacci em seu Liber Abaci, foram diversificados. Tais fatores
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iniciam no momento de califado oriental, que preservou obras cldssicas, bem como na construgao
e aprofundamento de outros conhecimentos, os quais chegam na Europa com os tradutores em

meados do século IX até Leonardo Fibonacci, se estendendo por séculos esse dinamismo.

Esse matemdtico italiano nao partilhava do mesmo periodo de instabilidade que seus an-
tecessores, contribuindo nao apenas com o seu Liber Abaci, mas com outras obras de sua autoria.
Todas construidas com maestria, permitindo tanto o estudo mais conciso da aritmética, como da

divulga¢do dos algarismos e do sistema indiano de numeragao posicional.

Foi possivel observar a diversificagio dos fatores contextuais 2 medida que fomos imple-
mentando nosso roteiro de pesquisa, o qual sofreu ajustes e adequagdes, dos quais destacamos o
ajuste temdtico, que inicialmente estava na diregao de conflitos? no contexto do século XIII entre

os métodos aritméticos que usavam o dbaco e os que usavam as técnicas de cdlculo sem o dbaco.

Ao desenrolar das atividades do nosso roteiro, a pesquisa apontava para demandas atendidas
pela sistematizacao do conjunto de prdticas aritméticas que o Liber Abaci atendia em sua organiza-
¢ao. Essa dindmica, a cada passo, refinava a questao de pesquisa, nossas hipéteses, objetivos e, conse-

quentemente, nossa tese ficava mais consistente e ajustada, sustentando cada vez melhor a pesquisa.

Assim, ao tecer um didlogo entre autores que balizaram nosso caminho epistémico, na arti-
culagdo da Histéria, da Histéria da Matemadtica, da Histéria da Ciéncia e da Historiografia, foi pos-
sivel perceber que Histéria e a Historiografia, como um movimento humano para o humano, estd
intrinsecamente ligado ao tempo passado e presente, dando a Histéria e 4 Historiografia a caracte-
ristica de ciéncia humana e temporal, nio sendo meras a¢des descritivas, por se originarem em um

problema que, juntamente com o recorte temporal e espacial, delimitam o tema a ser pesquisado.

Esaas perspectivas nos permitiram olhar para os métodos e técnicas aritméticas do século
XIII através dos conjuntos de registros das histérias de suas narrativas, suas historiografias. Essa, nio
apenas como uma mera escritora da histéria, mas como uma modalidade cientifica do saber que
estuda a histéria, entendendo-a para além das construgoes textuais, que sio apenas a ponta de um
iceberg, seja com sua parte visivel, materiais — os artigos, livros, videos e outros — ou submersa, que

sa0 as dimensoes tedricas, metodoldgicas, de modos e critérios de escrita.

Com essa demanda submersa que orienta e direciona a parte superior do iceberg da His-
toriografia, tomamos as esferas de andlise com perspectivas da Historiografia Atualizada para gerir
nossa pesquisa e nossas andlises das fontes primdrias e secunddrias. Dessa forma, nossa construgio
do contexto da Europa medieval foi historiograficamente orientada por esses critérios, com a finali-
dade de trazer a tona as técnicas aritméticas, sua sistematizagio e demandas atendidas, o que s6 foi

possivel a partir de um texto histérico, o Liber Abaci.

2 Divergéncia de ideias nos métodos aritméticos utilizados na Europa no século XIII.
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Essa construgao epistémica de um suporte para a pesquisa permitiu estabelecer relagoes en-
tre diferentes pesquisas que deram suporte para nosso estudo do Liber Abaci de Leonardo Fibonacci
e seu (con)texto, o que nos levou a estudar aspectos contextuais e a investigar aspectos historiogra-

ficos da aritmética em curso na Europa no século XIII.

Ao balizar nossa pesquisa com suportes teéricos e metodoldgicos, surgiu a necessidade de
dar lugar a pesquisa em meio ao vasto campo de estudo e conhecimento da Educagao Matemitica.
Percebemos que esse campo é uma necessidade humana de permanéncia e transcendéncia, que estd
ligada a filosofia, a qual fornece organizagoes ou reorganizagdes do pensamento frente a dificuldades

educacionais, caracteristicas advindas da Educacio.

Aliando-se a outros campos do conhecimento, essas dificuldades sdo enfrentadas. Assim, a
Educagao, estrutura-se a partir de vérias dreas do conhecimento, aliadas a filosofia, possuindo uma
epistemologia complexa e extremamente polissémica, pois tem um objeto de estudo extenso e gran-
de variedade de interacoes, permitindo uma multiplicidade de abordagens, constituindo-as como

Ciéncias da Educacao.

O enfrentamento dessas dificuldades nos leva a uma necessidade mais direcionada: a de
ensinar e aprender objetos matemdticos de forma adequada e significativa para o aluno e para o
professor. Nesse enfrentamento, a Educa¢ao Matemadtica ganha um lugar, um espago, mas que pre-
cisa ser demarcado, delimitado pelo seu objeto e sujeito, o que leva a organiza¢ao de um conjunto
de professores e pesquisadores com os mesmos interesses a se organizarem em grupos de estudos,
gerando linhas de pesquisa, teorias, metodologias, curriculos, graduagées, pés-graduacoes, a aproxi-

magio da escola com a universidade e sociedades organizadas e regulamentadas.

As interacoes da Educagido Matemadtica com outras dreas de conhecimento permite maltiplas
realizagdes educacionais em escalas tedricas e prdticas, bem como de preparagao epistemoldgica de
objetos matemadticos a acoes diddticas em sala de aula. Dentro dessas intera¢oes, temos, em particu-

lar, a interagao com a Histéria, a historiografia e a Matemitica.

A importincia da Histéria estd na metodologia da nossa pesquisa. Seus métodos conferem
confiabilidade na busca de fontes, interpretagoes e avaliagoes, contribuindo significativamente para
a construgao do contexto medieval. Através da historiografia, por meio de seus critérios de escrita e
ferramentas analiticas, capacitaram uma narrativa de uma histéria, desenvolvida de maneira com-
preensivel e adaptada, revelando as demandas atendidas pela sistematizagao das técnicas aritméticas,

que ndo poderiam ser analisadas sem a Matemadtica.

A partir dessas interagoes mencionadas, foi possivel resgatar corpos de conhecimentos mate-
madticos e como eles estavam dispostos em uma malha histérica, atendendo a demandas da diversi-

ficada Europa medieval. Podemos resgatar, dessa forma, nossa humanidade e identidade como seres
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que geram conhecimento por meio de nossas préticas, viabilizando um ensino mais humanizado,

dotado de significado e relevincia.

Desse modo, a Histéria da Matemdtica se apresenta como um ponto de partida para enten-
der novos significados para objetos matemdticos e promover a investigagao sobre diversos modelos
de conhecimento, como os métodos e as técnicas aritméticas da Idade Média. Asseguramos, dessa
forma, alguns fundamentos histéricos e epistemoldgicos que situaram nossa pesquisa dentro da
Histéria da Matemadtica no campo de estudo e conhecimento da Educagao Matemitica, ao contri-

buir epistemologicamente para a constru¢io de objetos matemdticos.

Com a seguranga de estarmos situados na Histéria da Matemdtica no campo da Educagio
Matemdtica, e a partir da Historiografia Atualizada com a concepgao das esferas de andlise como en-
grenagens e suas movimentagoes, foi possivel discutir aspectos historiograficos da Europa medieval.
Esses aspectos nos permitiram dois direcionamentos: imergir em um ambiente medieval e discutir

aspectos contextuais e aritméticos.

A ambientac¢do do contexto medieval foi possivel ao prezarmos por uma organizagio histo-
riogréfica que direcionou os acontecimentos dos fatos, o que permitiu uma visualiza¢io efetiva das
circunstincias aparentes e os fatores que a mobilizaram, bem como os possiveis desdobramentos,

nos afastando da simples linearidade dos fatos ocorridos no medievo.

Recapitulando os aspectos identificados, temos o distanciamento de obras orientais no de-
clinio do império romano, postergando a divulgagao de muitos conhecimentos cientifico na Euro-
pa, levando a centraliza¢io do conhecimento a Deus pelo clero. As constantes guerras, colonizagoes
e disputas territoriais também foram aspectos que fizeram da Europa um territério heterogéneo, o

que permitiu em partes da Europa a ndo submissao do conhecimento 2 igreja.

Observamos que os fatores contextuais estavam para além da Europa, como foi possivel
notar na instituicao da Bait Al-hikma em Bagdd, no periodo de sultanato no Oriente, tornando-se o
centro do conhecimento oriental, que preservou e divulgou muitos conhecimentos para a Europa,
como manuscritos em drabe e grego, os quais, anos mais tarde, seriam traduzidos para o latim, que

carregava o titulo de lingua da ciéncia.

Temos também na expansio das atividades comerciais um fator decisivo para a Europa do
século XIII. Essa expansao trouxe influéncias para o cendrio da Idade Média, algumas mais marcan-
tes do que outras. Em particular, apontamos duas: a mudanga em alguns principios clericais, como
a usura, e a necessidade de livros técnicos para a organizagao, confiabilidade e otimizagio dos cél-
culos — que estavam cada vez maiores e complexos — e davam suporte para a construgao de algumas

tecnologias, como as de navegagao.

Tudo para atender as necessidades da exportagao de produtos que estavam sendo produzi-

dos, cultivados e dos oficios urbanos emergentes, advindos de um momento social, politico, religio-
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so e cultural menos instdvel. O que ndo agradou a todos, mas contribuiu para um novo momento

cientifico vivenciado gradativamente ao longo dos séculos medievais e modernos.

Temos, dessa forma, o Liber Abaci como um desses livros técnicos, que se configurou como
o texto central de nossa pesquisa pela sua importincia ao apresentar conhecimentos em trinsito na
Idade Média. O texto em questao foi investigado, possibilitando um didlogo critico com outros
autores e fontes secunddrias. Apresentamos essa investigacao de maneira a viabilizar a exposi¢ao de
sua sistematizagio e contetdo, o que foi possivel ao separarmos o contetdo tematicamente e apre-

sentando recortes comentados de seu contetdo.

Nossa divisao temdtica do Liber Abaci mostra que efetivamente o livro foi sistematizado
intencionalmente, ao dividir esse texto em Aritmética Bdsica, Aritmética Comercial e Situacoes-
-problemas foi possivel identificar a linearidade sistemdtica da organizagao. Os blocos de capitulos
revelaram estar juntos e conectados, respectivamente, capitulos de I a VII, de VIII a XI e de XII
a XV. Ao tomar outras divisoes, como a de Vogel (2007), temos a mesma linearidade, garantindo

nossa assertiva sobre a organizagio.

Ao discutirmos aspectos historiograficos da construgao de nossa fonte primdria, assim como
a apresentagio e comentdrios de elementos aritméticos que o compdem, foi exequivel a compreen-
sio do contexto histérico da elaboracio do Liber Abaci. Por conseguinte, a assertiva anterior, sobre
a organizagao do livro, mostra a intencionalidade de Leonardo Fibonacci de fazer do seu livro um
texto instrutivo, possivelmente para adentrar nas universidades, para convencer o clero de sua im-
portancia de ciéncia serva e para atender a demandas contextuais, tornando-se mais clara quando

identificamos os fatores contextuais e as demandas atendidas.

Ao refletirmos criticamente, a partir da movimentagao das esferas de andlise da historiogra-
fia atualizada sobre os aspectos contextuais, foi possivel constatar fatores do contexto da Europa no
século XIII. Esses fatores estao na diregao de agentes efetivos de movimentagio na malha histérica
medieval. Para o presente estudo, evidenciamos o papel da igreja em mediar o conhecimento, su-

bordinando as ciéncias conhecidas a servas da teologia.

Essa subordinagao, ao contrdrio de um senso comum, nio atrapalhou ou impediu o cresci-
mento cientifico na Europa. Entendemos que essa subordinagio construiu um discurso protetivo e
de incentivo as ciéncias, por serem ferramentas para a investigagao da légica de Deus impressa na

Biblia, fundamentando a compreensio e justificava de sua natureza divina.

Essa movimentagao instituiu uma hierarquia cientifica, na qual a teologia estava acima de
todas as outras, que disputavam qual poderia ser a melhor serva, dentre as quais se destacaram: ma-

temadtica, astronomia, astrologia, éptica, medicina e ciéncias experimentais.

Inferimos que Leonardo Fibonacci, ao saber que a matemdtica estava no topo das servas,

em particular a aritmética, justificada pela tradi¢io cldssica, utilizou esse interesse do clero para o
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convencer e atender a suas demandas, conquistando sua aprovagao, como de contribuir para o co-

nhecimento existente, a exemplo do tratado de aritmética de Boecio.

Outro fator que evidenciamos ¢ a expansio das atividades urbanas que envolvia, entre ou-
tros, os banqueiros, cambistas e comerciantes. Esses necessitavam nao somente de livros técnicos,
mas da democratizagao dos cdlculos. Para essa democratizagao acontecer, bem como para o surgi-
mento de livros técnicos, foi necessdrio dois fatores anteriores que estdo interligados: os tradutores

e o acesso ao papel.

Esses fatores apontam para as demandas atendidas que se entrelagam com os outros men-
cionados até aqui. No entanto, ainda acrescentamos a lingua com que foi escrito o Liber Abaci, que
atendia a uma demanda do clero, por ser instituida como lingua da ciéncia e utilizada em suas litur-
gias, uma forma encontrada por Leonardo Fibonacci de ser lido por esse publico e de igual forma

pelos que ocupavam as universidades.

Consideramos como principal evidéncia de demandas atendidas a sistematizacio das prati-
cas aritméticas em curso na Europa no século XIII, organizadas por Leonardo Fibonacci em seu Li-
ber Abaci. Essa sistematizacio nos permitiu visualizar, ao iniciar com a aritmética bdsica, que estava
atendendo 2 hierarquia de conhecimento admitido pelo clero, apresentada de forma um tanto que
teérica para atender as universidades, sem furtar dessa parte inicial o sistema manual de contagem —

a técnica com as mios — uma condigio indispensdvel para um livro de aritmética naquele periodo.

Ao conquistar o interesse dos seus leitores pelo contetido inicial do livro, Leonardo Fibonac-
ci passa a atender a necessidades emergentes do comércio, sistematizando transagoes, investimentos,
questoes monetdrias de cimbios, finalizando com a liga de moedas na segunda temadtica sobre arit-
mética comercial. Na terceira temdtica, temos a sistematizagio de problemas do cotidiano europeu,
pelos quais podem ser percebidos problemas centrais para o século XIII que Leonardo Fibonacci se

propos a solucionar.

Naio vemos ineditismo nesses problemas, mas a organizagao, a sistematizacio e as generaliza-
¢oes propostas pelo matemdtico italiano demonstram sua genialidade e sua perspicdcia para atender
as demandas dos problemas e circunstancias do século XIII, bem como sua organizagao intencional
para o convencimento do clero de suas habilidades e da importincia do método e das técnicas trazi-
das no Liber Abaci. Inferimos, dessa forma, que a parte que coube a Leonardo Fibonacci no processo

de construgido do saber foi otimizar as contas j4 existentes.

Ao construir esses didlogos historiograficos, foi possivel identificar demandas atendidas pelo
Liber Abaci no século XIII, o que, de fato, o tornou um produto e também uma evidéncia de seu
contexto, que atribuiu sentido ao fazer matemdtico, aritmético, seja bdsico, comercial ou em situa-

¢oes-problemas.
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Dessa forma, foi possivel, a partir do roteiro de pesquisa proposto, das fundamentagoes te-
dricas e metodoldgicas e da investigagdo do texto e de seu contexto, dialogados até aqui, identificar
demandas que foram atendidas pela sistematizagdo do conjunto de prdticas aritméticas disposto
no Liber Abaci, que estavam em produgio e uso na Europa do século XIII, o que atende ao nosso

objetivo norteador.

Ao identificar demandas atendidas pelo Liber Abaci, validamos em parte nossa primeira
hipétese. Presumimos que o aspecto contextual da hierarquia de conhecimento que primava pela
teologia, o desinteresse por parte do clero pelos conhecimentos vindos do Oriente e o poder
politico-social da igreja nio permitiram a implementagao das inovagdes trazidas pelo Liber Abaci

nesses anos iniciais.

Embora houvesse a hierarquia do conhecimento, o clero nao tinha um desinteresse pelos
conhecimentos vindos do Oriente, apenas selecionavam conhecimentos que o auxiliassem no co-
nhecimento de Deus e que ajudassem na exegese biblica. Assim, apesar de o Liber Abaci atender a
demandas da igreja, o livro estava em andlise pelo clero. Com as circunstincias medievais, levaria
alguns anos para ser realizada e tomar maiores propor¢oes, como pode ser observado em sua repu-

blicagio, feita somente 27 anos depois da primeira.

Em relagao a nossa segunda hipétese, que consiste em dizer: os aspectos contextuais passam
por algumas mudangas, como o financiamento do conhecimento pela corte, bem como o aque-
cimento do comércio com rotas locais e internacionais e o crescimento dos oficios urbanos, o
que levou a necessidade de cdlculos mais elaborados de livros técnicos, que auxiliassem os métodos

aritméticos com a utilizagao das cifras indianas, superaram os métodos com o dbaco romano.

Consideramos que sua valida¢io, como foi mostrado na construgio a partir da movimenta-
¢ao das trés esferas de andlise, se deve, evidentemente, s mudangas nos aspectos e fatores contextu-
ais, como os citados, que fazem o Liber Abaci tomar um lugar de importancia, ao ponto de balizar

em certa medida essa valoriza¢do dos métodos que nao utilizavam o dbaco romano.

No entanto, faz-se necessdrio observar que a superagao que o Liber Abaci proporcionou nio
foi imediata, mas foi gradativa e progressiva. Possivelmente, essa supera¢io nio tenha sido vivida
por Leonardo Fibonacci, o qual presenciou, deveras, a convivéncia dos dois métodos, que atendiam

a demandas diferentes do contexto medieval.

Ao retomar nossas hipéteses e discuti-las, conjuntamente com os didlogos historiogréficos
construidos, respondemos assertivamente nossa questao norteadora: quais as demandas atendidas
no contexto da Europa do século XIII pela sistematizagao dos saberes aritméticos no Liber

Abaci, escrito por Leonardo Fibonacci?

Nossa resposta estd na dire¢io e sustentagao da tese proposta no inicio do presente relatdrio

de pesquisa: os fatores contextuais impulsionaram um ambiente propicio para que Leonardo



» 128

Fibonacci escrevesse o Liber Abaci, e sua sistematizagao atendia as demandas internas e ex-
ternas de seu contexto histérico, social, politico, religioso e econémico, isto é, a sua malha
histérica. Isso atribuiu significado a pratica matemadtica e deu sentido ao fazer matemaitico da
época, o que pode ser retratado nesse texto do e no século XIII, e possivelmente em séculos

posteriores.

Inferimos ainda que as técnicas aritméticas contidas no Liber Abaci nao atenderam somente
as demandas do século XIII. Nossa inferéncia pode ser validada pelas evidéncias de disseminagoes
das técnicas encontradas em ouros séculos, como o De Arismetica do século XIV de autoria desco-
nhecida; os trabalhos de Luca Pacioi no século XV, e também na obra de Cardano no século XVI,
bem como com Euler, em sua solugio para um problema indeterminado com a regula coecis no
século XVIII.

O que fez e faz dos conhecimentos reunidos por Leonardo Fibonacci nesse livro serem uma
influéncia por séculos para as atividades comerciais, urbanas e teéricas na era moderna da Matema-
tica. E, por que nao dizer, na contemporanea? Afinal, utilizamos, ainda algumas de suas técnicas,
outras bem aproximadas, além do sistema numérico, decimal e posicional indiano, assim como suas

cifras, nossos algarismos indo-ardbicos, todos propostos e organizados sistematicamente no Liber

Abaci.

Leonardo Fibonacci ganha notoriedade pelo fato de recolher, organizar e sistematizar o
conhecimento. Embora nio possamos afirmar que esse matemdtico foi o principal ou Gnico nesse
processo, ele foi efetivamente um agente disseminador do conhecimento, ou seja, um personagem

histdrico que estd na disseminagao do processo de desenvolvimento cientifico.

Os resultados encontrados, os didlogos historiogrificos e as discussoes epistémicas levantam
contribui¢oes para além da historiografia do medievo e as demandas atendidas. Esta pesquisa e este
relatério fornecem materiais exequiveis para a composi¢cio de materiais diddticos e elaboragio de
aulas para o ensino de objetos matemdticos, permitindo a aproximagao do aluno com os contetidos
ministrados. Ou seja, essa obra histérica nio apenas fornece insights sobre o passado, mas também
se revela como uma ferramenta valiosa para o ensino e aprendizagem da Matemdtica, promovendo
uma abordagem humanizada, ao conectar os alunos com os objetos matemdticos em um contexto

histérico.

Vemos na Histéria da Matemdtica um dos intimeros caminhos para transpor os problemas
no ensino e na aprendizagem de conteddos matemadticos. O que faz da historiografia construida do
contexto da Europa no século XIII e do Liber Abaci ferramentas poderosas na mao do professor, e

nao apenas mais um acervo de informagoes de fatos histdricos isolados.

Podemos, assim, gerar em sala um ambiente adequado para o ensino e para a aprendizagem

de Matemdtica em todos os niveis de ensino, tendo a oportunidade de criar ferramentas para a
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adequacdo da agao docente, a partir de textos histéricos como o Liber Abaci. Podemos considerar
que essa obra ¢é rica para o século XIII e potencialmente rica para nossos dias. Com o tratamento
diddtico necessdrio, pode atender as competéncias e habilidades das unidades de conhecimento,

nameros e dlgebra, propostos pela BNCC?.

Notamos, ainda, que essa pesquisa pode ter desdobramentos, avangos e aprofundamentos
em muitos aspectos. No desenrolar da pesquisa, nos deparamos com muitos materiais que nao
foram explorados por nés, por nao comportar nossa delimitaco temdtica, mas demonstraram ser

material relevante para o estudo da aritmética, em muitos recortes temporais como o Al-Muawalat.

Temos no préprio Liber Abaci muito da aritmética medieval a ser explorada, tanto em sua
epistemologia, como para o ensino de objetos matemdticos. Temos na técnica das maos uma ferra-
menta a ser explorada, assim como a compreensio de fragio e propor¢io, bem como as intimeras

técnicas para cdlculos das operagoes aritméticas.

A liga de moedas e as generalizagdes para investimentos e investidores, ou as técnicas para
saber o prego com maior rentabilidade, podem ser timos objetos de investiga¢ao em diversos niveis
de instrugdo. As diversas situa¢oes-problemas na terceira parte temdtica do Liber Abaci sao tao ricas

para investigagdes futuras que nao temos precedentes de suas aplicabilidades e desdobramentos.

Futuras investigacoes sobre as disseminagoes e influéncias das técnicas e conteudo dessa
obra medieval podem apontar gratas surpresas nas contribui¢oes em diversas dreas de estudo, no

decorrer dos séculos medievais, modernos e contemporaneos.

Caminhamos para um novo por-do-sol com duas provocagoes: Quais demandas atuais pre-
cisamos atender em nosso contexto escolar? A Matemdtica estudada na educacio bdsica atende a

essas demandas?

Logo, asseveramos... Fabulam non est hic terminus! La storia non finisce qui®®

25 Base Nacional Comum Curricular.
% A histéria ndo termina aqui!
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