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RESUMO

O acido 6-aminopenicilanico (6-APA) é um intermediario beta-lactamico de grande relevancia
industrial, com mercado estimado em USD 65,22 bilhGes para 2029, sendo fundamental para a
sintese de antibidticos semissintéticos. Sua producdo pode ser realizada pela rota enzimatica,
gue apresenta vantagens ambientais e econémicas, além de possibilitar o controle de parametros
operacionais. O uso de enzimas imobilizadas nessa rota assegura maior protecdo contra
desnaturacdo, possibilidade de reutilizacdo, manutencdo da atividade catalitica e maior
estabilidade térmica e quimica. Este trabalho apresenta o desenvolvimento e a anélise de um
modelo matemaético para a producdo de 6-APA por meio da hidrolise enzimatica heterogénea
da penicilina G em reator batelada, catalisada pela penicilina G acilase (PGA) imobilizada em
suportes esféricos. O modelo contempla os balangos de massa nas fases sélida e liquida,
incorporando efeitos difusivos e convectivos sobre a cinética da reacdo. Trés metodologias
foram aplicadas para a resolucdo do sistema de equagdes diferenciais: Método das Linhas
(MOL), Aproximacdo Classica e a Técnica das Integrais Acopladas com aproximagdo Hi,
(CIEA). A anélise de convergéncia definiu a malha necessaria para a resolucdo via MOL,
enguanto a comparacao entre os resultados obtidos pelas trés metodologias evidenciou forte
concordancia, demonstrando a consisténcia do modelo. As simulagdes indicaram que 0 nimero
de Biot massico (Bim) influencia significativamente o desempenho da reacdo, sendo que a
conversdo completa ocorre mais rapidamente para Bim = 10. Os resultados confirmam a
robustez do modelo e a eficiéncia das técnicas numericas utilizadas, contribuindo para a

compreensao e a otimizacao de processos enzimaticos heterogéneos em escala industrial.

Palavras-chave: Numero de Biot massico (Bim), Numero de Biot massico (Bim), Penicilina G,
Método das linhas (MOL), CIEA.



ABSTRACT

6-Aminopenicillanic acid (6-APA) is a B-lactam intermediate of great industrial relevance, with
a market estimated at USD 65.22 billion by 2029, and is essential for the synthesis of
semisynthetic antibiotics. Its production can be carried out through the enzymatic route, which
offers environmental and economic advantages, as well as enabling the control of operational
parameters. The use of immobilized enzymes in this route ensures greater protection against
denaturation, reusability, preservation of catalytic activity, and improved thermal and chemical
stability. This work presents the development and analysis of a mathematical model for 6-APA
production via the heterogeneous enzymatic hydrolysis of penicillin G in a batch reactor,
catalyzed by penicillin G acylase (PGA) immobilized on spherical supports. The model
considers mass balances in both solid and liquid phases, incorporating diffusive and convective
effects on the reaction kinetics. Three methodologies were applied to solve the system of
differential equations: the Method of Lines (MOL), the Classical Approximation, and the
Coupled Integral Equation Approach with Hi,i approximation (CIEA). The convergence
analysis defined the mesh required for the MOL resolution, while the comparison among the
results obtained by the three methodologies demonstrated strong agreement, validating the
consistency of the model. Simulations indicated that the mass Biot number (Bim) significantly
influences the reaction performance, with complete conversion being achieved more rapidly for
Bim = 10. The results confirm the robustness of the model and the efficiency of the numerical
techniques employed, contributing to the understanding and optimization of heterogeneous

enzymatic processes on an industrial scale.

Keywords: Mass Biot number (Bim); Immobilized enzymes; Penicillin G; Method of Lines
(MOL); CIEA.
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NOMENCLATURA E SIMBOLOS

Nomenclatura

6-APA Acido 6-aminopenicilanico

CIEA Técnica das integrais acopladas, do inglés: Coupled Integral Equation Approach
EDOs Equac0es diferenciais ordinarias

EDPs Equacdes diferenciais parciais

MCMC Método Monte Carlo via Cadeia de Markov
MOL Meétodo das linhas

PAA Acido fenilacético

PGA Penicilina G acilase
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Ce Concentracao da enzima (mM)

F Vazdo (m%/s)

K Constante de Michaelis para penicilina G (mM)
K1 Constante de inibicéo para o produto 1 (mM)
Kz Constante de inibicéo para o produto 2 (mM)
Ke Coeficiente convectivo para o substrato produto 2 (m/s)
Kr Constante de velocidade da reagéo (1/s)

Ks Constante de inibigéo para o substrato (mM)

Pb Concentracdo do produto 1 na fase bulk (mM)
P Concentracao do produto 1 na particula (mM)

Qb Concentracdo do produto 2 na fase bulk (mM)



R,)’
Rp
Sp

Sho

Vp

Vip

Concentracdo do produto 2 na particula (mM)

Taxa de reagcdo (Mm/s)

Raio da particula (m)

Concentracdo de substrato na fase bulk (mM)
Concentracdo inicial de substrato na fase bulk (mM)
Concentracdo de substrato na particula (mM)
Tempo (S)

Volume da fase bulk (ml)

Volume total de particulas (ml)
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

O éacido 6-aminopenicilanico (6-APA), também conhecido como ndcleo da penicilina,
¢ um intermediario B-lactamico que possibilita a sintese de penicilinas semissintéticas que se
tornaram um dos grupos mais importantes de antibiéticos na pratica clinica. Além disso, a
descoberta do 6-APA incentivou o desenvolvimento de outros antibidticos B-lactamicos, como
a amoxicilina e a ampicilina (Ayakar et al., 2019; Sawant et al, 2020).

Os antibioticos B-lactamicos pertencem a um grupo de farmacos bactericidas que
possuem o anel B-lactdmico em sua estrutura quimica (Lima et al., 2020). A penicilina, uma
das classes mais importantes de antibidticos B-lactamicos, com agentes como amoxicilina,
ampicilina e piperacilina (Luxton et al., 2022) é amplamente utilizada no tratamento de
infeccbes bacterianas, atuando pela inibicdo da atividade catalitica de enzimas bacterianas
essenciais (Sawant 2022; Lima et al., 2020), além de ser um dos antibioticos p-lactamicos mais
importantes, eficazes no tratamento de diversas doencas, como sifilis e outras infecgdes
bacterianas. Em 2025, o mercado global de penicilina é estimado em 11,05 bilhdes de ddlares,
com previsao de crescimento para 12,95 bilhdes de dodlares até 2030 (Mordor Intelligence,
2025).

A rota de sintese quimica utiliza reagentes e envolve a protecdo e desprotecdo de grupos
funcionais reativos. A protecdo consiste na desativacdo temporaria de grupos funcionais,
prevenindo reacBes indesejadas, enquanto a desprotecao restaura a reatividade desses grupos
para etapas subsequentes (Pan et al., 2020; Fan et al., 2020). Apesar de amplamente utilizada,
essa estratégia gera grandes volumes de residuos ndo reciclaveis, contribuindo para impactos
ambientais negativos. Além disso, as elevadas temperaturas exigidas na produgdo aumentam os
custos operacionais (Sambyal et al., 2021).

O 6-APA é produzido a partir da penicilina G ou penicilina V por hidrolise da cadeia
lateral. Existem duas rotas para a producédo do 6-APA. A rota quimica foi utilizada até a década
de 1980, conhecida como “clivagem Delft". Essa rota apresentava Varios riscos a
sustentabilidade e perdeu popularidade devido ao uso de produtos quimicos perigosos, reaces
realizadas a temperaturas muito altas e geracdo de residuos perigosos. A segunda é a rota
enzimatica feita através de processos biotecnologicos utilizando enzimas como a PGA em meio
aquoso (Ayakar et al., 2019; Lima et al., 2020; Yan et al., 2023).



14

A producéo enzimética do 6-APA, assim como de antibidticos B-lactdmicos, ganhou
atencdo nas pesquisas devido as suas vantagens econémicas e ambientais em comparacgéo a rota
quimica (Cobos-Puc et al., 2020). Esse processo, denominado sintese enzimatica, utiliza a
penicilina G acilase (PGA) como biocatalisador e pode ser controlado tanto por parametros
termodindmicos quanto cinéticos (Fan et al., 2020; Wang et al., 2021).

A PGA pertence a classe das hidrolases e a uma subclasse de aminoidrolases.A faixa de
trabalho dessa enzima € de 25 a 45°C (Ni et al., 2022) e a PGA representa um grupo de
hidrolases nucleofilicas N-terminais e estd amplamente distribuida em microrganismos,
incluindo bactérias, leveduras e fungos filamentosos (Wang et al., 2022). A PGA é uma enzima
reversivel com boas propriedades cataliticas de acilagao/desacilacdo e é utilizada para catalisar
a sintese de varios antibidticos B-lactamicos a partir dos ncleos-mae (como 6-APA e 7-ADCA)
e das respectivas cadeias laterais (Yan et al., 2023). Além disso, a PGA é responsavel pela
reacao reversa, que € a condensagdo de grupos acila ativados, como o 6-APA, resultando em
antibioticos R-lactamicos semissintéticos, como ampicilina ou amoxicilina (Wichmann et al.,
2023).

A imobilizacdo de enzimas em suportes sélidos € essencial para a aplicacdo industrial
da hidrdlise enzimética (Basso et al., 2019; Chen et al, 2025), oferecendo diversas vantagens
em relacdo ao uso de enzimas livres, como 0 aumento da estabilidade quimica e térmica,
protegendo as moléculas enzimaticas contra a desnaturacdo. Além disso, as enzimas
imobilizadas podem ser reutilizadas de forma continua, mantendo suas propriedades cataliticas
(Santos et al., 2020). Essas enzimas sdo contidas em suportes sélidos fisicos ou quimicos
(Harish et al., 2023), o0 que permite seu uso repetido e continuo. Os suportes enzimaticos sao
geralmente porosos e as enzimas imobilizadas podem ser aplicadas em biorreatores continuos,
de leito fixo ou em batelada (Bahamondes et al., 2025) além de possuir facilidade de reciclagem
do catalisador, facil purificacdo de produtos e baixos custos de processamento posterior (Ma et
al., 2024).

A modelagem matematica do processo de producdo de 6-APA, embora ainda
subutilizada, representa um instrumento crucial para o aprimoramento da producdo. Ela é
essencial tanto na estimativa de parametros inacessiveis por métodos experimentais quanto no
controle operacional do processo e de variaveis-chave da hidrolise da penicilina G, como
concentracdo de substrato e outros indicadores de qualidade do produto (Huang et al., 2024).
Isso confere maior precisdo as pesquisas experimentais e viabiliza a transicdo para a produgédo
em escala industrial, mantendo os custos de implementacdo em patamares competitivos (Fan et
al., 2020; Mannina et al., 2023).
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Embora os estudos de modelagem matematica aplicados a sistemas heterogéneos com
enzimas imobilizadas ainda sejam relativamente escassos, observa-se um avango constante ao
longo dos anos, marcado por diferentes contribuigdes na literatura. Um histérico desse
desenvolvimento pode ser tragado a partir de trabalhos como o de Asif et al., (1998), que
investigaram a modelagem de enzimas imobilizadas em leito fluidizado, e Mandavilli (2000),
que analisaram o comportamento cinético de enzimas heterogéneas por meio de modelos
matematicos. Lopez-Isunzaet al., (2002) exploraram fenémenos complexos, enquanto Resende
et al., (2004) utilizaram a modelagem para estimar parametros a partir de dados experimentais.
Curcio et al., (2006) propuseram um modelo para biorreatores de membrana, e Valencia et al.,
(2010, 2011) desenvolveram modelos voltados a hidrolise da penicilina G. No mesmo periodo,
Gomez et al., (2011) estudaram um modelo de difusdo-reacdo aplicado a peroxidase
imobilizada. Avangos posteriores incluem a investigacdo de ndcleo morto em particulas com
enzimas imobilizadas no trabalho de Pereira et al., (2016) e, mais recentemente, a modelagem
matematica para reacdes enzimaticas em catalisadores porosos desenvolvida por Rajaraman
(2025).

A modelagem matematica da producédo de 6-APA esta alinhada com 3 Objetivos de
Desenvolvimento Sustentavel (ODSs) da Organizacdo das Nacgdes Unidas (ONU), sdo eles:
ODS 3 - Saude e Bem-Estar, pois o estudo contribui para a producdo otimizada e sustentavel
de antibioticos, essenciais para o tratamento de infecces bacterianas, promovendo o acesso a
medicamentos eficazes; ODS 9 - IndUstria, Inovacéo e Infraestrutura, ja que o trabalho utiliza
técnicas computacionais avangadas para aprimorar processos industriais e contribui para a
inovacdo na produgdo de antibioticos; ODS 12 - Consumo e Produgdo Responsaveis, pois a rota
enzimatica para a sintese de antibioticos reduz residuos nédo reciclaveis e custos operacionais,
tornando o processo mais sustentavel em comparacdo com a sintese quimica tradicional.

Ao considerar a producdo e o consumo de antibioticos, a questdo ambiental também se
torna relevante, especialmente no tratamento de residuos contendo B-lactamicos. A presenca
desses compostos no ambiente aquatico € reconhecida como um problema emergente,
associado tanto a industria farmacéutica quanto ao uso de medicamentos veterinarios e
humanos. Estima-se que mais de 60% dos antibioticos ingeridos ndo sejam degradados pelo
organismo e sejam excretados, em sua maioria, ainda na forma ativa (Goodarzi, 2024). Nesse
contexto, o0 modelo matematico desenvolvido neste trabalho pode ser aplicado também ao
estudo da degradacao de antibidticos B-lactamicos.

Os modelos matematicos sobre processos enzimaticos heterogéneos geralmente nédo

consideram os efeitos difusivos e convectivos que modulam o transporte de massa entre a fase
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liquida e as particulas de enzima imobilizada. Este trabalho propde um modelo transiente
acoplado solido-liquido que incorpora explicitamente ambos 0s mecanismos, destacando o
papel do nimero de Biot massico na cinética global, apresentando uma ferramenta quantitativa
para o dimensionamento de particulas, a escolha de condi¢Ges operacionais e o escalonamento
industrial da producdo de 6-APA.

O trabalho de Ferreira et al. (2025), que trata da extracdo supercritica com COy,
apresenta uma discussao sobre as metodologias de solucdo Técnica da Transformada Integral
Generalizada, do inglés Generalized Integral Transform Technique (GITT), Técnica das
Integrais Acopladas com aproximacao, do inglés Coupled Integral Equation Approach (CIEA)
e 0 método das linhas (MOL), mostrou como a CIEA permitiu obter boas previsées do
comportamento efetivo da extracdo com excelente concordancia com dados experimentais e
com solugBes numéricas via método das linhas. Essa abordagem € eficaz em sistemas nos quais
a difusdo interna é significativa, como ocorre também no presente estudo, onde a hidrdlise
enzimatica é realizada com enzimas imobilizadas em suportes esféricos

Neste contexto, este trabalho tem como objetivo desenvolver um modelo matematico
para representar a hidrolise enzimatica heterogénea da penicilina G catalisada pela PGA
imobilizada em um reator batelada. Para resolver o modelo matematico, foram usadas diferentes
metodologias: 0 MOL, amplamente utilizado em problemas de transferéncia de calor (Pontes
et al., 2019), difusdo (Tinoco-Guerrero et al., 2022) e convec¢do, aproximacao classica e a
aproximacao Hi,1, H11 que é uma quadratura de Hermite de ordem 1 (Ferreira et al., 2025), (De
Vilhena et al., 2025). Os resultados serdo apresentados em termos dos efeitos difusivos e
convectivos sobre a efetividade do processo, com uma comparacdo entre as trés técnicas de

solucéo aplicadas.

1.2 OBJETIVOS
1.2.1 Objetivo geral

Realizar a modelagem matematica da producdo de 6-APA por hidrdlise enzimatica

heterogénea da Penicilina G em biorreator batelada.

1.2.2 Objetivos especificos

— Desenvolver um modelo matematico para descrever a cinética da hidrolise enzimética

heterogénea da penicilina G, utilizando a PGA imobilizada em reator batelada;
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— Implementar o MOL, a Aproximagdo classica e a Técnica das integrais acopladas
(CIEA) com a aproximacdo Hi: como tecnicas de solugdo numérica para o modelo
desenvolvido, avaliando sua eficiéncia e precisao;

— Analisar os efeitos dos fendmenos de difuséo e conveccgdo sobre a efetividade do

processo de hidrélise enzimatica.

2 METODOLOGIA

21 MODELAGEM MATEMATICA

O fluxograma da Figura 1 apresenta um resumo contendo as etapas da metodologia que
serdo descritas em detalhes ao longo deste capitulo, desde a concep¢do da hipdtese para o
desenvolvimento do modelo matemético até a obtencdo dos métodos de resolugdo para 0s

sistemas de equac0es obtidos.

DESENVOLVIMENTO DO MODELO
MATEMATICO

|

BALANCO DE MASSA

[ FASE LiQUIDA J { BIOCATALISADOR ]

OBTENCAO DO MODELO DE ACORDO COM
O FENOMENO RELACIONADO A CADA FASE

e N
ADIMENSIONALIZACAO
. J/

l

RESOLUGAO POR MOL RESOLUCAO POR

RESOLUGAO POR CIEA

APROXIMACAO CLASSICA

Figura 1. Fluxograma da metodologia aplicada.

A modelagem matematica da hidrélise enzimatica da penicilina G pela PGA foi
desenvolvida para descrever a producdo de dois produtos, 6-APA e acido fenilacético (PAA).

A modelagem foi baseada no balan¢o de massa de um reator batelada heterogéneo contendo
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duas fases: a fase liquida, com o substrato e os produtos dissolvidos, e a fase solida, com a

enzima imobilizada, conforme apresenta a Figura 2.

Penicilina G

Processo Processo
convectivo Difusivo

Processo de
reagao
enzimatica

Processo Processo
Difusivo convectivo

Figura 2. Esquema do biorreator batelada para a producdo de 6-APA e PAA.

O modelo matematico utilizado neste trabalho considerou as seguintes hipoteses:

1 — As concentragdes do substrato e dos produtos variam com o tempo e com 0 raio,
sendo o sistema descrito por um modelo unidimensional transiente;

2 — Os coeficientes efetivos de difuséo sdo constantes;

3 — Biorreator operando em batelada;

4 — Temperatura e pH constantes;

5 — Distribuicdo homogénea das particulas do biocatalisador no biorreator;

6 — Distribuicdo homogénea das moléculas dentro da particula do biocatalisador;

7 — Nao ocorre inativacdo térmica das enzimas durante a reacao;

8 — Fase liquida contém substratos e produtos dissolvidos;

9 — A reacdo ocorre na fase sélida do biocatalisador;

10 — Ha transferéncia de massa do substrato da fase liquida para o interior das particulas
de biocatalisador e de produtos do interior da particula para a fase liquida.

11 — Ocorre inibicdo competitiva para 0 PAA e inibi¢cdo ndo competitiva para o0 6- APA

e para a penicilina G.
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Os parametros utilizados na resolugdo do modelo matematico foram obtidos de Valencia

et al. (2011) e estdo listados na Tabela 1.

Tabela 1. Pardmetros da hidrélise enzimatica da Penicilina G.

Parametro Simbolo Valor Unidade
Raio da particula Rp 0,1x103 m
Coeficiente de difuséo do substrato De 5,3x1010 m?
Coeficiente de difuséo para P De1 733x1010  m?/s
Coeficiente de difuséo para Q De2 589x1010  mM/s
Volume total do biocatalisador Vip 8,88x108 mL
Volume da fase bulk Vb 40%10° mL
Constante de velocidade da reacéo Kr a1 1/s
Concentragdo da enzima Ce 0,2143 mM
Constante de Michaelis K 0,13 mM
Concentracdo de inibicdo pro substrato  Ks 821 mM
Constante de inibicdo para P K1 1.82 mM
Constante de inibigédo para Q Kz 48 mM
Concentracao inicial de substrato Sho 150 mM

2.3 BALANCO DE MASSA NA FASE BULK

A Figura 3 ilustra o sistema reacional do biorreator batelada, em que o substrato S entra

em contato com a enzima Ce presente na fase sélida, que catalisa a formacdo do 6-APA escrito

no modelo como P e do PAA escrito no modelo como Q.
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Inicio do processo (t=0)

e PGA imobilizada
( J
()
® O

Entrada de substrato
(penicilina G)

Fase bulk

Figura 3. Sistema reacional do biorreator batelada em t=0.

O balango de massa representado na Figura 3 é descrito por um conjunto de equacdes a
comecar pela Eq. (1), que € uma equacdo diferencial considerando as taxas de consumo e
producéo no sistema e representa o balango de massa no seio do fluido. No biorreator batelada,
a concentracdo de substrato varia ao longo do tempo. Na fase bulk, essa concentracdo diminui
gradualmente, uma vez que o substrato se difunde para o interior das particulas, onde ocorre a
hidrélise enzimética responsavel pela formacao dos produtos. O consumo de S é determinado
pela sua interagcdo com a enzima, conforme a cinética da reacdo, onde do inglés In vem de Input
e refere-se ao que entra no sistema aqui considerado como fase liquida, Out vem de Output e

refere-se ao que sai do sistema e R vem de Reaction e refere-se ao que reagiu no sistema.

dm .
—=in-out+R" 1)
dt

in=K,(8],_,, ~S,)A, =0 e

A Eq. (2) apresenta o balango para o substrato na fase bulk do biorreator, em que o Kc
é o coeficiente convectivo. A Eq. (3) descreve o fluxo de saida do substrato da fase bulk,

considerando que o substrato esta sendo convertido nos produtos P e Q, é dado por:
out = K, (Sb -S| )Ap 3)

Neste modelo, a reagdo ocorre apenas dentro da particula; na fase bulk, ndo ha reacéo,

de modo que a taxa de reacdo € nula. Assim, a Eq. (1) torna-se:

dm;
dt

=—out (4)

Reescrevendo a Eq. (4) e considerando que o volume da fase bulk Vy seja constante,

obtém-se a Eq. (5):
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V,d(s,)

=K (8, A, ®)

emque A é a area total da particula contendo o biocatalisador e pode ser representada pela Eq.
(6), em que Rpé o raio da particula:

A ="V (6)

Assim, o balan¢o de massa do substrato na fase bulk do biorreator é representado pela
Eq. (7):

3V K
di:_—p C(Sb_s|r:R ) (7)
dt RV, :

Analogamente ao substrato, as equagdes e suas respectivas condic¢des iniciais para 0s
produtos P e Q s@o dadas pelas Eq. (8) e (11) para P, e (9) e (12) para Q, considerando a

formacéo de produtos no interior da particula.

3V
ﬂ:Kc(pL _pb) tp (8)
dt & IRV,
ERCCIYE
—<b =K - ()
dt ¢ Ur, = RV,
t=0—-S,=5,;R =Q, =0 (10-12)

2.4 BALANCO DE MASSA NA FASE SOLIDA

A Figura 4 ilustra o balanco de massa realizado para a particula, considerando a presenca

de reacéo e difuséo.
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n=er

K((Sb _

:':Rp )

Figura 4. Sistema de transferéncia de massa na fase solida.

Este balanco € descrito pela Eq. (13), que representa a variacdo da concentracao das

espécies, incluindo o substrato e os produtos.

L R
ot (13)
em que N é 0 termo referente ao fluxo e é dado pela Eq. (14):
Ni =-D,VC, +uC, (14)
Considerando que o termo convectivo é nulo e que haja difusdo na direcéo radial:
N, =-D %
or (15)
vM:%ﬁ(erir):izi rzoiﬁ (16)
r<or reor or

Substituindo a Eq. (16) na Eq. (13), obtém-se a Eq. (17), que descreve a variacdo da
concentracdo em funcdo da difuséo e da reacéo.

%Z%ﬁ(r?ﬂ a_Ciji R " a7
ot r°or or

As taxas de reacdo para o substrato e para os produtos sdo iguais pois a relacdo

estequiométrica entre o substrato e os produtos € de 1:1, desta forma:

Ry =Ry =R, (18)

sS — pP+0Q (19
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Rl _[Rel _[Ro|
S P q

(20)

s=Lp=Lqg=1 (21)

Aplicando a Eq. (17) ao substrato S e aos produtos P e Q e substituindo as taxas obtém-
se as Eq. (22) a (30), respectivamente, considerando a difusividade constante e as respectivas

condigdes iniciais e de contorno.

D, .
%zr_;ﬁr(rzg_fjmp (23)
D .
2> g(rzz_‘f}% (24)
t=0:
P=0; S=0; Q=0 (25-27)
r=0:
P _o B _o RQ_
a % wT% a7° (28-30)

em gque R”=R""=R-"=Ry”representa a equacao para a taxa da hidrdlise enzimética da penicilina
G que foi avaliada por Kheirolomoom et al., (2001) e é dada pela Eq. (31). Para essa taxa €
considerada a concentracédo do substrato S, a concentracdo dos produtos P e Q, as constantes de

inibicdo K1, K> e Ks, e a constante de Michaelis Menten K.

R m — KI’CES (31)
2
K 1+§+ S +£+g+ SQ + PQ
K KK, K K, KK, KK,

A equacdo da reacdo pode ser representada graficamente pela Figura 5, que mostra o

mecanismo da reacdo da hidrolise da Penicilina G na presenca da PGA.
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ES FPQ FQ

Figura 5: Mecanismo da reacdo da hidrolise enzimética da Penicilina G

A hidrolise da penicilina G é inibida por altas concentracdes de substrato, inibida ndo
competitivamente pelo 6-APA e competitivamente pelo PAA, gque sdo os produtos da reagéo.
A cinética em estado estacionario da reacdo de desacilacdo direta da Penicilina G (S) na
presenca da PGA (E) inclui um substrato (S) e dois produtos, 6-APA (P) e PAA (Q), como é
mostrado na Figura 5, os componentes ES, FPQ, FQ sdo os complexos transitorios e centrais

da reacdo enquanto que EP e EQ s@o os complexos de inibicéo.

2.5 CONDICAO DE CONTORNO NA FRONTEIRA DA PARTICULA EM r=Rp

Neste caso, assume-se que toda a massa que entra na particula € igual a massa que sai e

que ndo ocorre reacdo na superficie da particula, conforme a Figura 6.

Fronteira da particula, r= RP

s

— D, —| =K.(8], 5 =5
o
\ ADgQ :K((P|-—R -P)
@® PO g, =%

e D, 22| . _
. . \ De: or R» K[(QL’:R; Qb)

@® —
O

Fase bulk

Figura 6. Sistema de transferéncia de massa na fronteira da particula.

Portanto, a Eq. (1) torna-se a Eq. (32).
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in, =out,, (32)
Adaptando a Eq. (32) para o substrato, obtém-se a Eq. (33):

—Deg—‘:’Rp = KC(SL:RP —sb) (33)

De maneira analoga, adaptando a Eq. (32) para os produtos, obtém-se para P a Eq. (34)
e para Q a Eq. (35):

b, ¥ ~K, (Pl ~R) (34)
& or ke r=R,
0
-D, xQ =K, (Q|r=R _Qb) (35)
or g, P

2.6 RESUMO DO MODELO MATEMATICO

8 D, o( ,08
=t | 2= |-R" d
ot r? ar( ar] 9 c Q|r:R Q)
dt IRV,
op D, 8 zan
A W e +Rm _ )
o r? 8r( or t=0:
P,=0;, S, =S, ; =0
@_Dezg rZ@ +RIII ° g bO Qb
ot r*or\ or P=0; S=0; Q=0
R"= Cted :3; 0 P oQ
2 —_— =0 — = p—
Kl+§i£g£ PQ ot O’at O’at 0
KK, K, K, KK, KK,
r=R,
_b:_Kc(Sb_S|r:R) v K
dt P vab ap _K P
Du ), =[Pl
FR AR |
d L =R °JRy oQ
; . fa,. o)
& or y c Q|r:Rp Qb
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2.7 ADIMENSIONALIZACAO

2.7.1 Grupos adimensionais

S S S S K.R
a:_bo’ aszi1apzﬂ ; aQ— by ’Birn: ¢ p;

K K, K, K, Dr

D, D, . D, . r 9 S
Vs Dr, ;/P_Dr ; 7/Q_Dr1 U—Rp ' s_sbo '

. (36-55)

szi ' qug; 7:l D To= ("sb_i '

Sy S, T, D, Sy

_ Pb . _ Qb . _th . Vb — q)pan . _ Rp KrCE

(/)Pb . ! (oQb Sbo 1 Prart Vt J t (1_¢pan)! 4 3 KDr

O termo 7 é o adimensional do componente espacial, 7 é o adimensional do tempo, T, é
0 tempo caracteristico, 0s, 0p, e 6o sdo os adimensionais da concentracdo dos produtos e do
substrato para a fase solida e s, ¢p € pq sd0 0s adimensionais para a fase liquida, ys, yp € yo S80
os adimensionais dos coeficientes difusivos, e Bim é o nimero de Biot massico € a, as, ap € 0g
sdo os adimensionais para os coeficientes da equacdo da reacdo. Os valores dos parametros

dimensionais e suas formas adimensionais estdo dispostos na Tabela 2.
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Tabela 2. Pardmetros dimensionais e adimensionais da hidrélise enzimética da Penicilina G.

Parametro Simbolo Valor Unidade
Raio da particula Rp 0,1x10°3 m
Coeficiente de difusdo do substrato De 5,3%1070 m?
Coeficiente de difuséo para Py De1 733x100  m?/s
Coeficiente de difuséo para P2 De2 589x1010  m?/s
Volume total do biocatalisador Vp 8,88x10°8 mL
Volume da fase bulk Vb 40%10°6 mL
Constante de velocidade da reacéo Kr 41 1/s
Concentracdo da enzima Ce 02143 mM
Constante de Michaelis K 013 mM
Concentracdo de inibi¢do pro substrato Ks 821 mM
Constante de inibicdo para P1 K1 1,82 mM
Constante de inibicédo para P2 Kz 48 mM
Concentracdo inicial de substrato Sho 150 mM
Parametros adimensionais Simbolo Valor
Fracdo de particulas Ppart 0.00221508
Adimensional para o coeficiente de difusdo do substrato  ys 1
Adimensional para o coeficiente de difuséo do produto P yp 1.38302
Adimensional para o coeficiente de difusdo do produto Q g 1.11132
Adimensional para o coeficiente da reagdo K a 1153.85
Adimensional para o coeficiente da reacdo Ks as 0.182704
Adimensional para o coeficiente da reacéo K ap 82.4176
Adimensional para o coeficiente da reacéo Kz aQ 3,125
NUmero de Thiele W 11.9034

Para adimensionalizar a velocidade da reacdo, é necessario substituir os termos por
grupos adimensionais e multiplicar a Eq. (31) por T«/Swo para o substrato S e para os produtos.
Portanto, apos a multiplicacdo e reorganizacao da equacao, obtém-se as Egs. (56-58), que

representam o termo de reagdo adimensionalizado.

R"=9¥2R" (56)

emque o R™ é o termo de reacéo representado pela Eqg. (53):
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R"— Os (57)
(1+ ass + a0 + a0, + oy 0, + aay 056, + ap 0,0, )

sendo ¥ é o mddulo de Thiele dado pela Eq. (54)
y=e [KCe (58)
3 |\ KD,

2.7.2 Resumo das equacdes adimensionalizadas

00, 7. 0( 200, O~y P~ On 000Gy ~0
or  n°on on °
- =0:
%:&i[nz%jmg L
2
oo 30, o 26, _o % _g
0 "0 "0

W 320 v

== o
or n°on on p=1
do; 1) .

b —_3 Part_ Bim -0 _%_ Bim B
dr 1_¢Part (¢Sb S|n:1) 877 - Vs (93|77*1 (05b)
A9 _ 53 Peen p; 060, Bim

=3Pt Bim(4, - _90p _ _
dr 1_§0Part ( P ¢Pb)‘n:1 877 - Ve (HP|77—1 @Pb)
d
(¢’Q)=3 Prart Bim(é’ - ) _%zm( ‘ - )
d(z) 1-@pa Q e . on Yo Qlyzr 7
7=0:

2.8 APLICACAO DO METODO DAS LINHAS

Para a resolucdo do sistema de equacdes adimensionais, foram utilizadas trés
metodologias. Essas metodologias foram escolhidas deu pois elas permitem comparar
diferentes niveis de complexidade e precisdo, 0 MOL é um método com ampla aplicacdo em
problemas de transferéncia de massa e reacfes quimicas e é aplicavel a problemas com
condigdes de contorno complexas (Pontes et al., 2019 e Tinoco-Guerrero et al., 2022); a

aproximacao cléssica fornece uma solugdo mais analitica do problema e é (til para verificar a
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consisténcia das metodologias (Naveira et al., 2009; Mennig e Ozisik, 1985); a CIEA é
metodologia hibrida que combina aspectos analiticos e numéricos, proporcionando alta precisdo
com menor esforco computacional e a utilizagdo da aproximagdo Hi,i permite melhorar a
representacédo de perfis de concentracéo e fluxo no contorno (Ferreira et al., 2025 e De Vilhena
et al., 2025). Desta forma a escolha dos trés métodos assegura que os resultados obtidos ndo
sdo fruto de limitacdo de uma Unica técnica.

A primeira técnica de solucdo é o MOL, que é uma ferramenta classica para calcular a
solucdo numérica de equacdes diferenciais parciais (EDPs) dependente do tempo (Berardi et.
al., 2020), uma técnica numerica utilizada para transformar EDPs em sistemas de equacdes
diferenciais ordinarias (EDOs) (Tavares et al., 2022; Sowayan, 2022). Nesse método, as
variaveis espaciais sdo discretizadas, enquanto a variavel temporal € mantida continua (Lopes
et al., 2021; Miyagawa et al., 2020).

Considerando j contido na Eq. (59) como sendo i=S,P,Q:

4 10(: 205

or  n?an on (59)

Para esta equagdo, considera-se » variando entre 0 e 1 e 7 >0, com as seguintes

condigdes inicial e de contorno:

1=0->0=0, (60)
n:0—>%=0

on (61)
nzle—%: Bim (6 - ¢,,) (62)

A Figura 7 ilustra o comportamento das variaveis discretizadas e a formacdo da malha
espacial, onde é possivel observar a distribui¢do dos pontos ao longo do eixo espacial . Nesta
figura, quanto maior o valor de j, menor o espacamento entre os pontos da malha, resultando

em maior precisdo na solugdo numerica.

—_—_—

Figura 7. Distribui¢do dos pontos na malha espacial.
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A Eq. (63) define o valor de uma variavel 7 em um ponto especifico do dominio espacial,

facilitando a identificacdo precisa de uma posi¢do dentro de uma malha de calculo.

e = nj (63)

A Eg. (64) descreve o tamanho dos passos An na malha espacial. O passo é

inversamente proporcional ao nimero de ponto, o que significa que, com o0 aumento do nimero

de pontos na malha, o espagamento entre eles diminui.
= jAn (64)

A Eg. (65) expressa uma EDP, em que a variacdo de 6i em relacdo ao parametro 7 é
proporcional a constante ﬁi " e ao fator J,. Essa equacgdo representa a evolugdo da variavel 6;

com o tempo. Assim, a EDP descreve como essas variagbes ocorrem em funcéo do tempo,

integrando os passos definidos nas equacdes anteriores.

% _5 <R
82‘ (65)
2
S5 = Q(n 69] L‘Z{Zn%Jrnza—éj} (66)
n’ o on n on on
5= 2 89 %
" oon on? (67)

Discretizando a EDP para 5 =1< j < Ny

40 5 g
or o (68)

Considerando para o né j da malha:

5 o }/ 2 0 i,j+1 ei,'—l n 9i,j+l _26|’J +0i,j—l (69)
" jAn 2An An?
Paraond j=0,7=0, %;
on
% _39 +49| j+l HI j+2 (70)
877 j=0 2AN
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49| j+ _ei,'+
0,; =% (72)
06, _
Paraond j=N,p=1, —y,— o Blm(¢9|n71—¢i).
6 ..,—46 ., +36 .

—y i,j+2 i,j-1 i,j — Ri ) — 72
y.{ A } Bim(6,., ) (72)
 _Lotd6,.76,. (73)
h Z +3

Z = 2AnBim (74

Vi
Para o sistema a equacéo da reacéo fica da seguinte forma:
R, =9’ 6. (75)

(1+0‘595,j +aas6?  + a0,  +ag0, | +aaybs 6, +apasbts 6, )
A equacdo para o substrato na fase sélida:

O 1 —0s =
9|2 a1y o o, |-R (76)
dt (i-1)An  2A7 AV S

m

A equagdo para o produto P na fase solida:

O .. —0,
4% _ | — 2 Pit PIA 129P 1—20,,+0, 1 |+R, (77)
dt (i-1)An  2An An® " ' ’

A equagdo para o produto Q na fase solida:

dé, Oy .n—0,. o
—2 =y | = 2 oYy, 1 0y ,0—20,,+6,,, |+R, (78)
dt (i-1)An  2Ap An
A equacdo para o substrato na fase bulk:
d(ﬂs _ 3Bim€0part (_¢s + 95) (79)
dt l_¢part
A equacdo para o produto P na fase bulk:
de, _ 3Bim§0part (_ﬂop +‘9P) (80)

dt 1- ¢part

A equacdo para o produto Q na fase bulk:
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do, _ 3Bim(pparl (—(pQ +49Q)

(81)
dt 1- wpart
As condicgdes de contorto em #=0:
-36, +40, -0
s — S0 Sl SZ — O (82)
° 2An
-36, +46, -6,
0, = R 0% %, -0 (83)
° 2An
-36, +46, -6,
9Q _ Q + Q Q -0 (84)
? 2An
As condicOes de contorto em »=1:
O, —40, +0
0. =— Ni-2 Ni-1 Ni (85)
Su /s o
6, —-46, +6,
Q. =— Pui-2 Pui-1 Pui (86)
Py 7p N
0. =-— HQNFZ B 40QNH + eQNl (87)
o = o
2An
As condig0es de iniciais em t=0:
O =0 =0y =0 (88-93)

»s =L, =@q =0
2.9 APLICACAO DA APROXIMACAO CLASSICA

A aproximacdo em termos de parametros concentrados consiste na mais simples que se
pode propor (Quaresma et al., 2020; Naveira et al., 2009; Pontes et al., 2019; Mennig e Ozisik,
1985). Esta se baseia na hipotese de que os gradientes na direcédo radial sdo pequenos, de modo

que os potenciais da superficie podem ser aproximados pelos seus valores médios:
05 =0s;0; ZHP;QQ =6q
Além dessa aproximacao, é necessario avaliar o termo |. Para tanto, propde-se que, na

integral referente a I, os potenciais locais sejam substituidos por seus valores medios. Essa

suposicao permite a obtencdo de uma solucdo analitica aproximada para o termo em questéo,
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resultando em:

d s

" =-3Bim(6, - ¢, ) -3l (94)
dor ..
- =-3Bim(6, g5, ) -3, (95)
dbo ..
o =-3Bim(fy — g, ) -3, (96)
195 _3 0o Bim(¢5, —6; ) (97)
dr 1_¢Part ’ 7=1
do, ®
b :3 Part Blm ep_(pp (98)
dz 1_¢Part ( b ) n=1
ngQb _ Ppart ; _ 99
s _31—(Ppan Blm(é’Q goob)nl (99)
Condic0es iniciais:
7=0:
Ps, =Ps.v Po,~ Pp, = 0; =6, =6, =0 (100-105)
Rav =9*p**Gm (106)
6
Gm= ” . (107)
(1-|— abs +aas0% +apb, + a0, + aaybs0, +aPaQ9P0Q)
| - Rav 108
3 (108)

2.10 APLICACAO DA APROXIMACAO Hi:

A aproximacao de parametros concentrados pode ser refinada por meio da introducao
de um método que aprimora a representacdo do potencial no contorno, utilizando-o em fungéo
do potencial médio no meio, conforme proposto por Picango e Macédo (2006) e Mikhailov e
Cotta (1997). Nesse contexto, tanto a integral do fluxo quanto a integral no meio sdo avaliadas
de forma analitica e aproximada por meio da formula de Hermite (1878), do tipo Hii. O
principal objetivo da CIEA consiste em preservar as informacdes relevantes do fendbmeno na

direcdo que serd eliminada. O primeiro passo desse procedimento consiste em determinar uma
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solucéo para a integral, conforme a seguinte expressao:

10Q 1| 0Q oQ 1]0°Q o°Q
J.O—dﬂzgl_Qozz P P +_2 2% + 2% (109)
877 877 7=0 877 n=l 1 877 7=0 877 n=1

AproximagaoH, ;

Substituindo as condigdes de contorno do problema, teremos a seguinte equagéo:

Ll ool 110)
12| on’| , on’|

Aplicando o método de integrais por parte na integral para obter a solugéo analitica e,

100
Ql_QO :EE

n=1

também, a aproximagao Hi 1, substituindo a condig¢éo de contorno e igualando-se os resultados

teremos:
1 3an 3(39}
== +| ' — +
1,00 _Q_~_2 on 10 on -
jo” o 1TRATRET r (111)
2 2
12_877 on 10 on on -

AproximagéoH ;
Ao desenvolver as expressdes matematicas, obtém-se uma equacdo explicita para a
segunda derivada, na qual esta é representada em funcdo dos potenciais medios, da area

superficial e do fluxo.

2 ~
5_(2 =12 Q-Q +35_Q 112
a 2 1 6 ( )
m 1 M4
Substituindo as equacgdes obtém-se uma expressédo para
2 ~
oo =12| Q-Q +35_Q 113
a 2 0 a ( )
M 1= M,

Para Q2 =46, o fluxo no contorno é definido pelas condi¢des de contorno. O termo fonte

I = 3]01772 ,Zz(ei (r,n))dn, pode ser determinado ao aproximar os potenciais locais pelos
potenciais médios. Tendo em vista a formulacédo o sistema fica de acordo:

d &s

dr

=-3Bim(6; - g5, ) -3l (114)

d 6»

dr

=-3Bim(6, ¢, ) -3, (115)



%?zsmm%—%}ab

d@s )
b _ 3 Part Blm _ 0
dr 1- Dpart (¢Sb ) )

n=1

do, 0,
> =37t _Bim(g), -
dr 1- Ppart ( " (ppb )

n=!

d
Do, _3 DPpart Bim(e — )
dr 1_¢Part ° @

n=1

7=0:
Ps, =Ps.7 P =0 @5 =0
0, =6,= 6,=0
n=0:

g 2
d s, _ 34, 0 925 R

dt on”| n=0
do, . 0. .

=9/p 2 - Ri

dt on” | n=0

d0q 0%, "
b =3 -R

a7 o e

2 Bim -6
0| _3 (2 SXH“&—QJ
on” |, Vs
aZeP Blm(gDPb —QP)

=3 ' +4(0, -6

on’ y=0 Ve " ( ’ PO)

2 Bim -6
86% =3 __lf%__3ﬂ+4@%_a%)
on| Ya
n=1:

p 2
dés, _ 2895| +8925 R -

dt on |n:1 on L

35

(116)

(117)

(118)

(119)

(120-122)
(123-125)

(126)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)
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dos [, 00, o9
1 _ 2 P + P _ Ri 135
dt { onl_, on nl} n-1 (139)
6 o0, %0
000 _Jo%| 2 LR (136)
dt onj, on"| n=1
2 Bim(&, —
A Bim(%: -9, ) (ps")+4[051 -0, (137)
on” | s
2 Bim(&, —¢
0 9; =-3 Mw[ea -0, | (138)
on” | Ve
0%6, Bim(é’ -0, )
Qf __gl__\R ") _
=3 . +4 0, -0, | (139)
n=1
em que Is=Ip = lg s&o dados pela equagéo:
3Ry (140)
em que o Iiav " é o termo de reacgdo representado pela Eq. (141):
Ryt — (141)
(l+at93+0{055 0% +a, Op+a, O+ aay 0s Oo+apa, Op qu
e ¥ ¢é o mddulo de Thiele dado pela Eg. (58)
Condic0es iniciais:
7=0:
@szqpsbo; Qszwpb:eS:ePZQon
(142-154)

Os, = 0Op =, =05 =0, =0, =0

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 ANALISE DE CONVERGENCIA

A resolucdo do modelo matematico e as analises relacionadas foram feitas no software
Wolfram Mathematica. A analise de convergéncia é realizada para assegurar que a solucao

numérica obtida pelo método proposto é confiavel, isto €, que os resultados convergem para
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valores consistentes 8 medida que a discretizacao espacial ¢ refinada, evitando que os resultados
dependam apenas do nimero de pontos escolhidos. Define-se como convergéncia no método
das linhas, o processo de refinamento da malha, no qual o aumento do nimero de pontos
discretizados conduz a solugfes que se aproximam da solucdo exata do problema. A Tabela 3
mostra 0s resultados para analise de convergéncia para o substrato na fase bulk.

Tabela 3. Analise de convergéncia para o substrato na fase bulk (gos) .

Ps T N=10 N=20 N=30 N=40 N=50
100.9993 0.9993 0.9993 0.9993 0.9993
Bim = 0.01 100(0.9934 0.9934 0.9934 0.9934 0.9934
1000|0.9362 0.9362 0.9362 0.9362 0.9362

1010.9941 0.9940 0.9940 0.9940 0.9940
Bim=0.1 100|0.9475 0.9475 0.9475 0.9475 0.9475
1000/0.5755 0.5754 0.5754 0.5754 0.5754

10/0.9852 0.9852 0.9852 0.9852 0.9852
Bim=1 100(0.8779 0.8777 0.8777 0.8777 0.8777
1000|0.2202 0.2198 0.2197 0.2197 0.2197

10/0.9807 0.9806 0.9806 0.9806 0.9806
Bim= 10 100(0.8458 0.8455 0.8454 0.8454 0.8454
1000/0.1480 0.1475 0.1474 0.1473 0.1472

Para o substrato na fase bulk, observou-se que foi atingida convergéncia, com resultados
estabilizados até o quarto algarismo significativo ao se considerar uma ordem de truncamento

N = 30 termos.

A Tabela 4 apresenta os resultados para a analise de convergéncia para o produto P na
fase bulk.
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Tabela 4. Analise de convergéncia para o produto P na fase bulk (@) .

Pp T N=10 N=20 N=30 N=40 N=50
10/0.0000 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000
Bim =0.01 100{0.0044  0.0044 0.0044 0.0044 0.0044

1000|0.0615 0.0615 0.0615 0.0615 0.0615

10/0.0038  0.0038  0.0038 0.0038 0.0038
Bim=0.1 100(0.0501  0.0502  0.0502 0.0502  0.0502
1000|0.4222  0.4223  0.4223  0.4223  0.4223

10/0.0125 0.0125 0.0125 0.0125 0.0125
Bim=1 100|0.1198 0.1200 0.1200 0.1200  0.1200
1000(0.7775 0.7779 0.7779 0.7780  0.7780

10/0.0170 0.0171 0.0171 0.0171 0.0171
.Bim=10 100(0.1519 0.1522  0.1523 0.1523  0.1523
1000[0.8496  0.8502  0.8503  0.5804  0.5804

Para o produto P na fase bulk, a convergéncia também foi atingida, embora mais lentas
em comparacdo com o substrato. A solugdo apresentou estabilidade até o quarto algarismo

significativo ao se adotar uma ordem de truncamento N = 40 termos.

A Tabela 5 apresenta os resultados para a analise de convergéncia para o produto Q na
fase bulk.

Tabela 5. Analise de convergéncia para o produto Q na fase bulk ((DQ) )

¥q T N=10 N=20 N=30 N=40 N=50
10(0.0000 0.0000 0.0000 0.0000  0.0000
Bim = 0.01 1000.0044  0.0044 0.0044 0.0044  0.0044

1000|0.0615 0.0615 0.0615 0.0615 0.0615

10/0.0038  0.0038  0.0038 0.0038 0.0038
Bim=0.1 100|0.0501  0.0502  0.0502 0.0502  0.0502
1000|0.4222  0.4223 0.4223  0.4223  0.4223

10(0.0125 0.0125 0.0125 0.0125 0.0125
Bim=1 100|0.1198 0.1200 0.1200 0.1200  0.1200
1000|0.7775 0.7779 0.7779 0.7780 0.7780

10|0.0170 0.0171 0.0171 0.0171 0.0171
Bim=10 100|0.1519 0.1522 0.1523 0.1523  0.1523
1000]0.8496  0.8502 0.8503  0.8503  0.8503
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Para o produto Q na fase bulk é possivel notar que a convergéncia também foi boa,
similares as taxas para produto P, uma vez que, eles convergiram com quatro algarismos
significativos, com uma ordem de truncamento de termos N = 40. A consisténcia dos resultados

apresentados nas Tabelas 3, 4 e 5 demonstra a convergéncia do Método das Linhas.
A Tabela 6 apresenta os resultados para a analise de convergéncia para o substrato na fase
solida.

Tabela 6. Anélise de convergéncia para o substrato na fase sélida (6s)

Os T N=200 N=240 N=280 N=320
Bim=0.01 10 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009
100 0.0078 0.0078 0.0078 0.0079
1000 0,008 0,008 0,0081 0,0081
Bim=10.1 10 0.1617 0.1622 0.1625 0.1627
100 0.1696 0.17 0.1704 0.1706
1000 0.0716 0.0719 0.072 0.0721
Bim=1 10 0.7444 0.7463 0.7477 0.7487
100 0.6657 0.6675 0.6687 0.6697
1000 0.1355 0.1359 0.1361 0.1364
Bim=10 10 0.8918 0.8942 0.8958 0.8971
100 0.7736 0.7756 0.7771 0.7781
1000 0.1257 0.126 0.1263 0.1264

Para o substrato na fase na fase solida é possivel notar que a convergéncia foi atingida,
embora inferiores aos resultados de convergéncia da fase bulk, uma vez que, eles convergiram

com dois algarismos significativos, com uma ordem de truncamento de termos N = 240 termos.

A Tabela 7 apresenta os resultados para a analise de convergéncia para o produto P na

fase solida.
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Tabela 7. Analise de convergéncia para o produto P na fase solida (6p)

Op T N=200 N=240 N=280 N=320
Bim =0.01 10 0.2538 0.2545 0.2549 0.2553
100 0.9258 0.9281 0.9297 0.931

1000 0.9744 0.9768 0.9785 0.9798

Bim=0.1 10 0.7661 0.768 0.7693 0.7703
100 0.9091 0.8111 0.8125 0.8136
1000 0.9086 0.9108 0.9124 0.9136

Bim=1 10 0.2281 0.2287 0.229 0.2293
100 0.308 0.3087 0.3092 0.3096
1000 0.8436 0.8457 0.8472 0.8483

Bim=10 10 0.0775 0.0776 0.0776 0.0777
100 0.1984 0.1988 0.1991 0.1993
1000 0.8536 0.8557 0.8572 0.8584

Para o produto P na fase na fase solida é possivel notar que a convergéncia também foi
atingida, embora diferente do substrato foi necessaria uma malha maior, uma vez que eles
convergiram com dois algarismos significativos, com uma ordem de truncamento de termos N

= 340 termos.

A Tabela 8 apresenta os resultados para a analise de convergéncia para o produto Q na

fase solida.

Tabela 8. Anélise de convergéncia para o produto Q na fase sélida (6q)

(o) T N=200 N=240 N=280 N=320
Bim=0.01 |10 0.2538 0.2544 0.2549 0.2552
100 0.926 0.9283 0.93 0.9312

1000 0.9747 0.9771 0.9788 0.9801

Bim=10.1 10 0.7683 0.7702 0.7715 0.7725
100 0.8118 0.8138 0.8152 0.8163
1000 0.9102 0.9125 0.9141 0.9153

Bim=1 10 0.2347 0.2353 0.2356 0.2359
100 0.3138 0.3145 0.315 0.3154
1000 0.846 0.848 0.8496 0.8507
Bim= 10 10 0.0861 0.0862 0.0863 0.0864
100 0.2053 0.2057 0.206 0.2063

1000 0.8559 0.858 0.8595 0.8606
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Para o produto Q na fase na fase sélida é possivel notar que a convergéncia também foi
atingida, de maneira similar ao produto P, uma vez que, eles convergiram com dois algarismos

significativos, com uma ordem de truncamento de termos N = 340.

3.2 ANALISE DA CONVERSAO DE PENICILINA G NA FASE BULK

A Figura 8 apresenta a analise de conversdo do substrato penicilina G, X = (So — S)/So,
utilizando como método de resolugdo a aproximacao Hy 1.

Converséo PenG
Aproximacao H1,1

— Bim=0.01
— Bim=0.1
— Bim=1

Bim=10

‘ ‘ : ‘ ‘ ' —— t(min)
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 8. Andlise de conversdo da penicilina G em fungdo do tempo utilizando a

aproximacéo Hzi 1.

Através da analise de conversdo para o substrato na fase bulk, observa-se o efeito do
nimero de Bim. Para valores menores de Bim, como 0,01, os perfis de conversdao sao
significativamente mais lentos. Nesses casos, a conveccdo é baixa, limitando a taxa com que 0
substrato alcanga os sitios cataliticos ativos dentro da particula imobilizada (Valencia et al.,
2011; Al-Muftah; Abu-Reesh, 2005). A conversao ndo é completa mesmo ap6s 3500 minutos,
indicando que o sistema ainda nao alcancou o equilibrio.

A medida que o valor de Bim aumenta para 0,1, 1 e 10, a converso se torna mais rapida,
atingindo a conversdo total em tempos significativamente menores. Esse comportamento
evidencia a transi¢do para um regime no qual a resisténcia externa passa a dominar 0 processo
ou, a0 menos, torna-se comparavel a resisténcia interna. Em especial, para Bim = 10, a
conversdo se aproxima do valor maximo em menos de 500 minutos (Winiczenko et al, 2020;
Mapholi et al, 2025).
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Além disso, o formato das curvas de conversao ajuda a identificar os regimes de controle
predominantes. Para Bim = 0,01, observa-se um perfil quase linear ao longo de um longo
intervalo de tempo tipico de sistemas com controle difusional interno acentuado. J& para Bim =
0,1, 1 e 10, o comportamento é caracterizado por uma elevacdo rapida seguida de uma
estabilizacdo suave, associada a reducdo das limitacGes de transporte de massa convectivo
(Winiczenko et al, 2020).

Do ponto de vista pratico, esses resultados sdo importantes para 0 projeto e
dimensionamento de biorreatores heterogéneos. Em situacdes em que a difuséo interna limita
significativamente a conversdo, como para valores menores de Bim, estratégias como a reducéao
do tamanho das particulas cataliticas, 0 uso de suportes com maior porosidade ou 0 aumento da
temperatura podem ser adotadas para melhorar a difusividade efetiva. Por outro lado, na
presenca de predominancia da resisténcia externa a transferéncia de massa, estratégias como o
aumento da agitacédo, a utilizacdo de dispersores ou a otimizacdo do regime hidrodindmico
tendem a ser mais eficazes para intensificar o processo (Al-Muftah; Abu-Reesh, 2005; Estévez-
Sanchez et al, 2025).

3.3 ANALISE ENTRE O METODO DAS LINHAS, APROXIMACAO CLASSICA E
APROXIMAGAO Hi1 PARA A FASE SOLIDA

A Figura 9 ilustra o potencial médio das concentra¢es adimensionais na particula para
0 substrato e produtos em diferentes valores de Bim (0,01; 0,1; 1; 10) ao longo do tempo,

mostrando a influéncia da difusdo interna sobre o desempenho da reagéo.

PenG 6-APA
— Bim=0.01 g
— Bim=0.1

= Bim=0.01
— Bim=0.1

— Bim=1

Bim=10

— Bim=1
Bim=10

Aproximacao Classica Aproximagao Classica

A Aproximagao H1,1 A Aproximagao H1,1

® MOL ® MOL
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— Bim=0.01

— Bim=0.1

— Bim=1
Bim=10

Aproximacao Classica

A Aproximacao H1,1

® MOL

T

1 2 3 4 5

Figura 9. Perfis de concentracdo adimensional de penicilina G (6s), 6-APA (6p) e PAA (6q)
em fun¢do do tempo adimensional (t), na fase solida, para diferentes numeros de Bim (Bim =
0,01; 0,1; 1 e 10), obtidos pela aproximacao classica, pela aproximacdo de Hermite Hy,1 e pelo
MOL.

Verifica-se na Figura 9 que os diferentes comportamentos observados para os valores de
Bim podem ser explicados com base no regime de controle da transferéncia de massa que
predomina no sistema heterogéneo analisado. Conforme observado por Al-Muftah e Abu-Reesh
(2005), valores de Bim inferiores a 0,1 indicam a predominancia da resisténcia externa a
transferéncia de massa, o que limita a conversao global do substrato. Por outro lado, valores de
Bim superiores a 10 caracterizam um regime controlado pela resisténcia interna, no qual a
conversdo se estabiliza e torna-se praticamente insensivel a variacdes em Bim.

Tais resultados sdo consistentes com 0s encontrados neste trabalho, em que valores
menores de Bim resultaram em menor conversdo de substrato, com gradientes acentuados de
concentracdo no interior das particulas imobilizadas, caracterizando um sistema limitado por
transferéncia externa. Por outro lado, para Bim = 10, observou-se uma conversao mais rapida e
eficiente, o que confirma a hipo6tese de que o sistema se encontra em um regime controlado pela
difusdo interna. Dessa forma, a analise do nimero de Bim ndo apenas verifica 0 modelo
proposto, como também oferece subsidios para decisGes de projeto, como 0 ajuste da

porosidade do suporte, da geometria das particulas e das condi¢Ges hidrodindmicas no reator,

de forma a otimizar a eficiéncia da hidrélise enzimatica (Gundagani et al, 2024).

A escolha da metodologia numérica adotada para resolver o modelo matematico proposto
influencia diretamente a obtencéo dos resultados, a eficiéncia computacional e a capacidade de
representar com precisao os fendmenos fisicos envolvidos. Neste estudo, trés abordagens foram
implementadas e comparadas para a fase sdlida: a aproximagao cléssica, 0 MOL e o método da
CIEA com a aproximagdo Hq 1. As trés metodologias apresentaram resultados concordantes nos

perfis de concentracdo. Observou-se uma excelente concordancia entre a CIEA e a aproximacao
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classica, enquanto o MOL apresentou pequenos desvios em relacdo a essas duas abordagens.
Essa proximidade entre os métodos evidencia a consisténcia do modelo desenvolvido.

A CIEA, neste contexto, simplifica a dependéncia espacial ao aplicar um processo de
média na coordenada radial, sem negligenciar os efeitos das condi¢es de contorno. Essa
caracteristica torna a técnica Gtil para sistemas com Bim < 0,1, nos quais a resisténcia externa a
transferéncia de massa € predominante.

O MOL, por sua vez, apresenta a vantagem de resolver diretamente o sistema de EDO’s
obtido da discretizacdo espacial das EDPs, sem recorrer a hipéteses de simplificacdo. Dessa
forma, o método preserva a distribuicdo radial de concentracfes e mantém validade para toda a
faixa de nimeros de Biot, inclusive em situacdes onde a resisténcia interna a transferéncia de
massa € relevante. Além disso, 0 MOL é sistematico e controlavel, permitindo o refinamento
da malha para obtencdo de solugdes mais precisas, configurando-se como uma ferramenta
robusta e de carater geral na analise do fendémeno.

A aproximacdo classica, ofereceu uma solucdo direta e com baixos custos
computacionais, sendo valida em casos em que o perfil radial pode ser aproximado por uma
funcdo simplificada. Os resultados obtidos com essa abordagem mostraram excelente
concordancia com a CIEA, especialmente para valores menores de Bim, concordando a
conclusdo de Ferreira et al. (2025) de que, para sistemas com pequena resisténcia interna a
difusdo, solucBes médias sdo fisicamente representativas. Essa concordancia também foi
observada por Cabral et al. (2020), cujos resultados indicaram compatibilidade entre as
aproximacgOes cléssica e Hi1 no tratamento da secagem esférica assistida por micro-ondas,
reforcando a aplicabilidade de formulagfes médias em simulagcbes térmicas e difusivas
acopladas.

No presente estudo, observou-se que a conversdo do substrato aumentava
significativamente com o nimero Bim, sendo méaxima para Bim = 10. Esse resultado estd de
acordo a analise de Mapholi (2025), na qual valores altos de Bim indicam que o regime é
controlado pela difusdo intraparticula, e, portanto, a representacao espacial detalhada se torna
indispensavel. Nesses casos a CIEA é a metodologia adequada para representar esse

comportamento, com a vantagem adicional de reduzir o custo computacional.
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3.4 ANALISE ENTRE O METODO DAS LINHAS, APROXIMACAO CLASSICA E
APROXIMACAO Hi1 PARA A FASE BULK

A Figura 10 apresenta uma comparagdo entre os trés métodos de solugdo adotados no
trabalho (Aproximacéo Classica, CIEA com aproximagdo Hi 1 e MOL). Os resultados obtidos
por essas abordagens mostraram excelente concordancia, confirmando a consisténcia numérica

e a confiabilidade do modelo proposto.

PEN G

= Bim=0.01 — Bim=0.01

— Bim=0.1 — Bim=0.1

= Bim=1 = Bim=1

Bim=10 Bim=10

O Aproximagao Classica = MOL

B MOL O Aproximagéo Classica

A Aproximagao H1,1 A Aproximagao H1,1

2000 4000 6000 8000 10000 . 2000 4000 6000 8000 10000
PAA
oq
1.0 e =— Bim=0.01
p, — Bim=0.1

08 — Bim=1
0.6 Bim=10

04 = mMoL

O Aproximagéo Classica
0.2
A Aproximagao H1,1

2000 4000 6000 8000 10000

Figura 10. Perfis de concentracdo adimensional de penicilina G (gs), 6-APA (pp) € PAA (¢q)
em funcdo do tempo adimensional (z), na fase bulk, para diferentes niameros de Bim (Bim =
0,01; 0,1; 1 e 10), obtidos pela aproximacéo cléssica, pela aproximacao de Hermite Hy,1 e pelo
Método das Linhas.

Foi observado que para nimero de Bim = 0,01 a conversdo do substrato permanece
limitada, mesmo ap6s longos tempos de reagdo. Esse comportamento também foi reportado por
Valencia et al. (2010), que destacam que as restricdes internas a difusdo reduzem
significativamente a produtividade especifica da enzima e provocam acumulo local de
produtos, como o0 PAA, o que pode intensificar os efeitos de inibi¢do. Valores maiores de Bim,
especialmente Bim = 10, indicam que a resisténcia a difusdo interna é pequena em comparacao

a resisténcia externa, permitindo que o substrato alcance rapidamente os sitios cataliticos dentro
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das particulas. Isso resulta em maior conversdo do substrato e, consequentemente, em maior
formacéo de produto.

Nessa condicao, a aplicacao das trés metodologias: aproximacao classica, CIEA e MOL,,
apresentou resultados concordantes entre si, e as técnicas se mostraram eficazes na resolucéo
do problema. A CIEA demonstrou ser vantajosa por eliminar a dependéncia espacial explicita
sem perder a influéncia das condicdes de contorno, sendo adequada para regimes nos quais a
difusdo interna domina a cinética reacional. A aproximacao classica, por sua vez, mostrou bom
desempenho técnico mesmo em geometrias esféricas, como também foi evidenciado por Cabral
et al. (2020), cujos resultados indicaram excelente concordancia dessa metodologia com
abordagens mais refinadas para o campo de temperatura, especialmente em condi¢6es com
baixos numeros de Biot. Ja 0 Método das Linhas, conforme discutido por Roknujjaman et al.
(2024), destacou-se por sua flexibilidade e precisdo na solucdo numérica de equacles
diferenciais parciais, ao transformar o sistema em equacgdes ordinarias que podem ser resolvidas
com alta eficiéncia computacional, tornando-se uma alternativa eficaz para problemas

multidimensionais com condic¢des de contorno bem definidas (Berardi et al, 2020).

4 CONCLUSAO

Os objetivos desse trabalho foram alcancados através da obtencdo da modelagem
matematica a partir dos fenébmenos fisicos da producdo de 6-APA através da hidrolise
enzimatica da penicilina G, assim como a obtencdo da resolucdo deste modelo por trés técnicas
de solucdo, a aproximacéo classica, a aproximacdo Hi1 e o MOL. A andlise de convergéncia
do MOL demonstrou que, com uma ordem de truncamento de N = 30 para o substrato e N = 40
para os produtos na fase bulk, os resultados numericos apresentaram estabilidade e precisdo de
até quatro algarismos significativos, e para a fase sélida a convergéncia foi atingida para uma
ordem de truncamento de N = 240 termos, para o substrato e de N = 340 termos para 0s produtos,
os resultados numéricos apresentaram estabilidade e precisdo de até dois algarismos
significativos. A andlise de conversao demonstrou que a conversdo completa é alcancada mais
rapidamente para Bim = 10, seguido por Bim = 1. Para Bim = 0.1 e 0.01, a conversdo ndo atinge
1 mesmo apds 3500 minutos, sugerindo que o processo € limitado por difusdo interna nestes
casos.

Na comparac¢do entre 0 MOL, a aproximacdo classica e a aproximag¢do Hi,1 para a fase
solida, observou-se excelente concordancia entre as solucGes obtidas, indicando que ambas as

abordagens sdo consistentes entre si. A CIEA, em particular, mostrou-se uma alternativa
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confidvel e eficiente para a resolugdo de sistemas compostos por equages diferenciais parciais
acopladas, oferecendo precisdao comparavel a abordagem classica.

A andlise conjunta das trés metodologias de solucao aplicadas a fase bulk evidenciou
uma equivaléncia nos resultados. Essa convergéncia numérica entre diferentes técnicas reforga
a validade do modelo e assegura a confiabilidade das solucdes obtidas. A sensibilidade em
relacdo ao nimero Bim também foi analisada, mostrando que valores baixos de Bim indicam
maior resisténcia difusiva, enquanto valores mais altos intensificam o transporte de massa para
o interior das particulas imobilizadas, promovendo maior consumo de substrato e formacéo de
produto.

Como proposta para trabalhos futuros, sugere-se a validacdo do modelo desenvolvido
com dados experimentais, bem como sua aplicacdo a diferentes substratos e produtos.
Recomenda-se, ainda, a utilizacdo de técnicas de estimativa de parametros, como o Método de
Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC), visando a obtencdo dos parametros 6timos para

0 Processo.
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