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Cancer is the leading public health issue WorldWide. According to the International
Agency for Research on Cancer (IARC), an estimated 20 million new cancer cases and 9.7
million cancer- related deaths occurred globally in 2022. Gliomas are primary brain tumors
originating in the cerebral parenchyma, characterized by their aggressive and infiltrative
behavior. The diagnostic definition of adult gliomas is based on pathological anatomy, which
includes morphological analysis (cell type, anaplasia, vascularization, presence of necrosis, and
mitotic activity), immunohistochemical analysis (GFAP, AE1/AE3, IDH1, ATRX, p53, Ki67,
H3K27M, H3G34, and H3K27me), and molecular analysis. Treatment is multimodal and
involves surgery, radiotherapy, and systemic chemotherapy. This study proposes and validates
a mathematical model based on partial differential equations (PDES) to describe the spatio-
temporal dynamics of glioma growth and dispersion, considering cellular interactions,
nutritional limitations, and tissue anisotropy. The model was implemented in Wolfram
Mathematica using NDSolve and Nlintegrate, and integrates key parameters such as carrying
capacity, proliferation, quiescence, and cell death rates, as well as diffusion coefficients specific
to white and gray matter. Results indicate that tumor evolution is strongly modulated by nutrient
availability and the structure of the tumor microenvironment. Glial and quiescent cells

concentrate in the tumor core, whereas peripheral spread is constrained by less favorable
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physico-chemical conditions. The maximum cell-death rate and anisotropic diffusion
coefficients proved to be decisive in shaping tumor spatial configuration, reproducing clinically
observed patterns such as central hypoxia and necrosis. Global and local sensitivity analyses
revealed high responsiveness of tumor dynamics to biologically meaningful parameters,
underscoring the model’s robustness and explanatory power. The validated model offers
predictive and translational potential, providing a quantitative framework to interpret glioma
progression and to explore personalized therapeutic strategies. By integrating biological and
regional physico-chemical factors, this work advances computational neuro-oncology and
aligns with the UN Sustainable Development Goals, particularly Good Health.
Keywords: glioma; mathematical modeling; tumor dynamics; differential equations;

Wolfram Mathematica.
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CAPITULO 1- INTRODUCAO

1.1 - MOTIVACAO

O cancer é um dos maiores desafios globais de saude, com milhGes de novos casos
diagnosticados anualmente e alta mortalidade. Historicamente, a doenca tem sido registrada
desde a antiguidade, sendo nomeada por Hipdcrates como karkinos, em referéncia a
disseminacdo dos tumores. O céncer surge quando células eucaridticas sofrem mutacGes
genéticas que desregulam o ciclo celular, promovendo um crescimento descontrolado e a
formacéo de col6nias tumorais, que podem invadir tecidos e 6rgdos vizinhos.

Os hallmarks (marcos) do cancer, descritos por HANAHAN e WEINBERG (2011)
delineiam as capacidades e habilidades bioldgicas adquiridas pelas células durante a
progressao tumoral, incluindo a proliferacdo sustentada, resisténcia a morte celular,
angiogénese, ativacdo da invasdo e metastase, evasdo da resposta imune, metabolismo
alterado, instabilidade gendmica e inflamagdo tumoral. Essas propriedades séo essenciais
para a compreensdo da biologia tumoral e 0 desenvolvimento de estratégias terapéuticas
(HANAHAN e WEINBERG, 2011). A Figura 1.1 representa as principais caracteristicas do
cancer, conhecidas como "Hallmarks of Cancer”, divididas em dois grupos: as marcas
distintivas classicas e as caracteristicas emergentes e capacitantes. As marcas classicas
incluem mecanismos fundamentais para a progressdo tumoral, como proliferagdo
descontrolada, evasdo da morte celular e capacidade metastatica. JA as caracteristicas
emergentes envolvem processos como reprogramacdo epigenética e influéncia do

microambiente tumoral, refletindo avancos no entendimento da biologia do cancer.
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Figura 1.1 — Principais caracteristicas do cancer, conhecidas como "Hallmarks of
Cancer", divididas em dois grupos: as marcas distintivas classicas (a esquerda) e as

caracteristicas emergentes e capacitantes (a direita).

Fonte: HANAHAN e WEINBERG (2011).

Atualmente, estima-se que 24 milhGes de novos casos de cancer sejam
diagnosticados anualmente no mundo, resultando em mais de 10 milhdes de mortes. No
Brasil, a projecéo para 2023-2025 aponta 704 mil novos casos por ano, com tendéncia de
aumento de 40% nas proximas duas décadas, impulsionado pelo envelhecimento
populacional e fatores comportamentais adversos (INCA, 2021).

O Sistema Nervoso Central (SNC) € uma estrutura altamente especializada composta pelo
cérebro e medula espinhal, responsavel pela regulacdo das fungdes vitais do organismo e pela
integracdo e processamento das informag@es sensoriais e motoras, sendo constituido por neurdnios
e células da neurdglia, que desempenham funcdes essenciais na sustentacdo, nutricdo e protecéo
neuronal. Os astrocitos mantém a barreira hematoencefalica e regulam o ambiente neural; a
microglia atua como principal defesa imunolégica do SNC, removendo residuos e patdgenos; 0s
oligodendrocitos produzem a bainha de mielina, essencial para a conducéo eficiente dos impulsos
nervosos; e as células ependimarias revestem os ventriculos cerebrais, sendo responsaveis pela
producdo e circulagdo do liquido cefalorraquidiano. Os neurdnios, por sua vez, sdo celulas

especializadas na recepcdo e transmissdo de sinais elétricos e quimicos, dividindo-se em sensoriais,
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que captam estimulos do ambiente; motores, que transmitem comandos do SNC para musculos e
glandulas; e interneurdnios, que integram informages dentro dos circuitos neurais. O equilibrio
funcional entre esses diferentes tipos celulares é essencial para a homeostase do SNC, e alteractes
nessa dindmica podem levar ao desenvolvimento de doencas neurodegenerativas e neoplasias,
reforcando a importancia de estudos que aprofundem o conhecimento sobre a fisiologia e os
mecanismos patologicos desse sistema. No sistema nervoso central (SNC), a substéncia branca e a
substancia cinzenta desempenham papéis distintos na transmissdo e processamento das
informacdes neurais. A Figura 1.2 apresentada destaca essas diferengas estruturais, ilustrando a
distribui¢do da substancia branca e cinzenta no encéfalo e na medula espinhal. A substancia branca,
composta principalmente por axoénios mielinizados, € responsavel pela comunicacdo entre
diferentes regides cerebrais. Ja a substancia cinzenta, formada por corpos celulares neuronais, esta
associada ao processamento de informacdes e controle das fungdes cognitivas. A ilustracdo enfatiza

a complexidade da conectividade neural e da organizacao estrutural do sistema nervoso central.

Substancia
cinzenta

Figura 1.2 — Anatomia do SNC — regides cinza e branca.

A substancia cinzenta, predominantemente localizada na regido cortical do cérebro e
na porcao central da medula espinhal, € composta por corpos celulares de neurdnios,
dendritos e sinapses. Essa estrutura € fundamental para o processamento e integracdo das
informacdes sensoriais e motoras. Devido a sua composic¢do, a substancia cinzenta apresenta
uma difusdo mais isotropica, pois ndo possui uma orientacdo preferencial de fibras

neuronais.

Por outro lado, a substancia branca esta localizada nas regides subcorticais do cerebro
e na periferia da medula espinhal, sendo composta principalmente por axdnios mielinizados
que conectam diferentes areas do SNC. A mielina é responsivel pela cor branca

caracteristica e desempenha um papel essencial na conducdo rapida dos impulsos nervosos.
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A matriz extracelular do cérebro apresenta propriedades anisotropicas que variam conforme
a composicdo e a organizacao tecidual local, especialmente entre as regies de substancia
branca e substancia cinzenta, o que influencia diretamente os padrfes de difusdo de células
tumorais e nutrientes no microambiente cerebral. A substancia branca é caracterizada por
elevada anisotropia, decorrente da organizacdo altamente estruturada dos axo6nios
mielinizados, os quais apresentam orientacdo preferencial ao longo de determinados eixos.
Essa arquitetura direcionada favorece a difusdo preferencialmente ao longo das fibras
nervosas, restringindo a propagacao transversal. Em contrapartida, a substancia cinzenta, por
apresentar menor grau de organizagdo estrutural e maior densidade de corpos celulares
neuronais, exibe um comportamento mais isotropico, com difusdo relativamente homogénea
em todas as direcdes. Essa diferenca entre 0os compartimentos cerebrais implica que a
mobilidade de células tumorais e a distribuicdo de nutrientes ndo ocorrem de forma uniforme
no espaco, mas sim de maneira espacialmente varidvel, modulada pela geometria e
orientacdo das estruturas neurais locais. A relacdo entre a substancia branca e a substancia
cinzenta € essencial para a funcionalidade do SNC, garantindo tanto a integragdo quanto a
transmisséo eficiente das informagdes neurais. Assim, a incorporagao da anisotropia no
modelo matemético é fundamental para refletir com precisdo a realidade bioldgica da
propagacao tumoral no tecido cerebral.

Para o triénio de 2023 a 2025, estima-se a ocorréncia de 11.490 novos casos de
cancer do SNC no Brasil por ano, sendo 6.110 casos em homens e 5.380 em mulheres. Este
tipo de cancer ocupa a 112 posicdo entre os mais frequentes no pais. Esses dados
correspondem a um risco estimado de 5,80 novos casos a cada 100 mil homens e 4,85 a cada
100 mil mulheres (INCA, 2022). No contexto da América Latina e Caribe, dados do Cancer
Tomorrow (IARC/Globocan) estimam uma incidéncia anual de aproximadamente 19 mil
casos de tumores do SNC, com taxas padronizadas variando entre 3,5 e 7,1 por 100 mil
habitantes, dependendo da estrutura etaria e cobertura diagndstica regional. Em escala
global, o cancer do SNC representa um desafio crescente: em 2022, foram registrados mais
de 308 mil novos casos e cerca de 251 mil mortes associadas a esse grupo de tumores em
todo o mundo. As maiores taxas de incidéncia ajustada por idade sdo observadas na Europa
e América do Norte, com valores superiores a 7 casos por 100 mil habitantes, refletindo ndo
apenas a presenca de fatores de risco, mas também a maior capacidade de detecgdo e acesso
ao diagnostico especializado. Esses dados evidenciam a magnitude do cancer cerebral como
problema de satde publica e reforcam a necessidade de estratégias especificas voltadas a

prevencao, diagnostico precoce, manejo clinico e pesquisa translacional.
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O combate ao cancer pode ser realizado atraves do controle dos fatores de risco e do
implemento de planos eficazes de prevencgdo, deteccdo precoce, diagnostico, tratamento e
cuidados paliativos, e o primeiro passo para isso, é a reducdo da exposicao aos fatores de
risco ditos modificaveis, dieta pobre em nutrientes essenciais, tabagismo, alcoolismo, e
inatividade fisica (COELHO, 2019, OPAS, 2020, INCA, 2022).

No estudo de tumores, neoplasia € um termo utilizado para um tipo de crescimento
celular ndo controlado e é comumente chamado pelo profissional de medicina de tumor,
cancer in situ ou invasivo. Elas sdo classificadas em benignas ou malignas. As neoplasias
benignas apresentam um crescimento celular progressivo, massa bem delimitada, nédo
possuem a capacidade de infiltracdo de regifGes adjacentes e ndo provocam a metastase. Ja
as malignas, o cancer, possuem crescimento celular rapido, massa pouco delimitada, infiltra
regides adjacentes assim como adquirem a capacidade de se disseminar em locais mais
distantes do corpo e provocar a metastase, que corresponde a novos focos da doenga em
outras regides teciduais (SILVA e AVILA, 2020, INCA, 2022).

Os gliomas sdo tumores cerebrais primarios do parénquima que apresentam
crescimento invasivo local com altas taxas de morbidade e mortalidade. Eles e os demais
tumores primarios do sistema nervoso central (SNC) compde um grupo heterogéneo de
tumores malignos e benignos com sinais e sintomas diversos, progndstico variavel e que
afetam de forma diferente criancas e adultos (INCA, 2022). O estudo da etiologia dos
tumores cerebrais € uma questdo desafiadora em razdo das taxas de incidéncia relativamente
baixas e a alta heterogeneidade. Fatores genéticos e algumas sindromes familiares aumentam
0 risco de desenvolvé-los (WILD et al., 2020). O fator de risco que contribui
comprovadamente para um maior nivel de incidéncia dos tumores cerebrais compreende a
exposicao as radiagdes eletromagnéticas como raios X e gama (INCA, 2021).

Acredita-se que a origem desses tumores esteja associada ao tronco neuroglial ou as
células progenitoras, sendo sua classificacao histologica baseada nos critérios estabelecidos
pela Organizacdo Mundial da Saude (OMS). Essa classificacdo fundamenta-se na
similaridade morfoldgica das neoplasias com as celulas neurogliais do cérebro, distinguindo-
se em astrocitomas, oligodendrogliomas, gliomas oligoastrociticos mistos e ependimomas,
correspondentes aos astrdcitos, oligodendrdcitos, células microgliais e células ependimarias,
respectivamente. Ademais, o grau de malignidade dos gliomas é determinado pela OMS
segundo a presenca ou auséncia de caracteristicas anaplasicas, elevada atividade mitotica,
proliferagdo microvascular ou necrose. Essa gradacgéo varia de | a IV, sendo o glioblastoma

classificado no grau IV por apresentar o fen6tipo mais agressivo e prognéstico reservado
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(WELLER etal., 2015).

Até 0 ano de 2016 os gliomas eram classificados com base principalmente em suas
carateristicas morfoldgicas e os testes moleculares faziam apenas o papel de ator coadjuvante
na classificacdo. No cenario atual, diante dos avancos sobre a compreenséo da patogénese e
no entendimento do comportamento clinico de certos subtipos de gliomas difusos em adultos
e criancas, houve a integracdo dos chamados biomarcadores moleculares na classificagdo dos
tumores do SNC de acordo com (REIFENBERGER et al., 2017, PARK et al., 2023). A
classificagdo dos tumores do sistema nervoso central segundo a OMS 2021 inclui trés
principais tipos baseados no status mutacional do IDH (Isocitrato Desidrogenase) e outras
alteracdes genéticas. As enzimas isocitrato desidrogenase (IDH) catalisam a descarboxilacao
oxidativa do isocitrato e, portanto, desempenham papéis importantes no ciclo de Krebs e na
homeostase celular. Grandes avangos na genética do cancer na Ultima década revelaram que
0s genes que codificam IDHs sdo frequentemente mutados em uma variedade de
malignidades humanas, incluindo gliomas. IDH1 (Isocitrato Desidrogenase 1) esta
localizada no citoplasma e nos peroxissomos, enquanto IDH2 (Isocitrato Desidrogenase 2)
e IDH3 (Isocitrato Desidrogenase 3) estdo localizadas na matriz mitocondrial. O
Astrocitoma IDH mutante pode ser grau 2, 3 ou 4 e apresenta mutagcdes em IDH1, IDH2,
ATRX (Alfa-Talassemia/Mental Retardation Syndrome X-Linked), TP53 (Tumor Protein
53) e delecbes em CDKN2A/B (Tumor Protein 53). O Oligodendroglioma IDH mutante e
1p/19q codeletado (Codelecéo dos bracos curtos do cromossomo 1 e dos bracos longos do
cromossomo 19), classificado como grau 2 ou 3, exibe mutacdes em IDH1 (Isocitrato
Desidrogenase 1), IDH2 (lIsocitrato Desidrogenase 2)e codelecdo de 1p/19q, além de
alteracdes em TERT (Telomerase Reverse Transcriptase), CIC (Capicua Transcriptional
Repressor), FUBP1 (Far Upstream Element Binding Protein 1) e NOTCH1 (Neurogenic
Locus Notch Homolog Protein 1). J& o Glioblastoma IDH selvagem, classificado
exclusivamente como grau 4, apresenta mutacées em TERT (Telomerase Reverse
Transcriptase), ganho do cromossomo 7 e perda do cromossomo 10 (+7/-10) e amplificacdo
do EGFR (Epidermal Growth Factor Receptor). Essas caracteristicas moleculares tém
grande importancia no prognostico e na abordagem terapéutica desses tumores. (PARK et
al., 2023).

A complexidade e variabilidade do cancer, especialmente no contexto dos tumores
do SNC, destacam a importancia da pesquisa continua e do desenvolvimento de abordagens
diagnosticas e terapéuticas avancadas para mitigar esse problema de sadde publica.

Parametros criticos identificados por modelagem matemaética ressaltam areas que necessitam
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de maior exploracdo teorica e experimental. Isso inclui a identificacdo de fatores ambientais
que impulsionam a expansao clonal e influenciam a selecdo de fendtipos malignos, bem
como a investigagdo de como esses fatores microambientais sdo afetados por sucessivas
ondas de populacdes celulares alteradas.

Na modelagem do crescimento do glioma, BYRNE (2012) examina a dinamica dos
tumores avasculares, enquanto OZUGURLU (2015) aborda abordagens numéricas para
problemas de reacdo-difusdo em densidade tumoral. Esses estudos destacam a relevancia
dos métodos matemaéticos na elucidagdo do comportamento tumoral e da dindmica de
crescimento. HILL (1910) investiga como a agregacdo de moléculas de hemoglobina afeta
suas curvas de dissociacdo, oferecendo insights sobre os mecanismos bioquimicos que
influenciam a liberagdo de oxigénio. KOLOBOV et al. (2009) analisam auto-ondas em
modelos de crescimento tumoral invasivo, contribuindo para a compreensao dos processos
dindmicos do tumor. SWANSON et al. (2000) desenvolveram um modelo matematico que
incorpora a heterogeneidade espacial do tecido cerebral ao definir o coeficiente de difusdo
como uma funcéo dependente da variavel espacial, permitindo a distin¢do entre regides de
substancia cinzenta e branca. Em suas analises, os autores demonstraram que a migracdo das
células tumorais ocorre de maneira diferencial nesses dois compartimentos, evidenciando
uma maior taxa de dispersao no tecido da substancia branca em comparacdo a substancia
cinzenta, possivelmente devido as diferengas estruturais e a organizagdo da matriz
extracelular entre essas regides. Essas contribuicbes ampliam nosso entendimento dos

sistemas bioldgicos por meio da modelagem matematica e de insights bioquimicos.

1.2 JUSTIFICATIVA

Os glioblastomas, grau 4, lideram a taxa de incidéncia seguidos dos demais gliomas
menos frequentes. Sabe-se que a incidéncia dos gliomas aumenta com a idade da populacao
e esse incremento € mais pronunciado para os glioblastomas, porém ainda ndo se tem um
fundamento biologico que explique essa relacdo (WELLER et al., 2015). Os sintomas
relacionados aos gliomas variam de acordo com caracteristicas demogréficas e clinicas do
paciente englobando déficits focais, alteracdo cognitiva, dor de cabeca e crises epilépticas, e
enfatizam a importancia de tratamentos adaptados de forma individualizada (RASMUSSEN
etal., 2017).

O protocolo recomendado de imagens da regido cerebral atingida envolve o uso da

ressonancia magnética (RM) e inclui imagem 3D pré-contraste e pds-contraste ponderados

22



em T1, imagem 2D pos-contraste ponderada em T2 e imagem pré-contraste recuperacao de
inversdo atenuada por fluido (FLAIR) e imagens 2D ponderadas por difusdo (PARK et al.,
2023). Apesar dos avangos nas atuais estratégias de tratamento e na compreensdo sobre a
biologia dos gliomas, a taxa de sobrevivéncia de pacientes que sofrem de algum tipo deles
ndo percebeu melhora significativa, principalmente para 0s agressivos que apresentam
tempo médio de sobrevivéncia de apenas 14.4 meses, e as abordagens classicas de tratamento
cirargico, radioterapia e/ou quimioterapia continuam sendo o porto seguro da terapia
(REIFENBERGER et al., 2017, WELLER et al., 2015, ZHAO et al., 2021, PARK et al.,
2023).

Os gliomas séo tumores altamente difusos e de tratamento dificil e sdo responsaveis
pela maioria das mortes, representando um desafio clinico significativo. De fato, resultados
experimentais indicam que quando implantados em ratos, dentro de uma semana as células
doentes se espalham e podem ser encontradas por todo SNC (SWANSON et al., 2000,
SILBERGELD e CHICOINE, 1997). Dessa forma, conhecer como o tumor se desenvolve,
seu crescimento e sua difusdo, permite monitora-lo em diferentes fases da doenca e contribui
para prever melhores resultados clinicos com e sem tratamentos terapéuticos, justificando o
motivo pelo qual os modelos matematicos tornam-se ferramentas valiosas que podem dar
suporte a pratica clinica no sentido de direcionar a escolha do tratamento especializado ideal
de pacientes que sofrem dessa patologia a0 mesmo tempo que facilitam a pesquisa médica.

Neste contexto, este trabalho tem como finalidade contribuir para a andlise clinica
dos gliomas, utilizando a formulag&o de modelos matematicos para prever o comportamento
dindmico do tumor, incluindo seu crescimento e processo de difusdo. Com isso, 0s modelos
propostos baseiam-se na evolucdo continua dos gliomas, buscando descrever a evolucao
espaco-temporal do tumor com base nas interaces entre as populacGes celulares (células

cancerosas, quiescentes e mortas) com os nutrientes no microambiente em geral.

1.3 OBJETIVOS

13.1 Objetivo Geral

Elaborar e analisar um modelo matematico para descrever o crescimento de gliomas
em meio anisotropico, representando com maior fidelidade a dindmica espago-temporal do
tumor no ao contexto biologico, considerando as interagdes complexas entre diferentes

populacdes celulares tumorais (proliferativas, quiescentes e necroticas) e a disponibilidade
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de nutrientes no microambiente tumoral, visando compreender 0s mecanismos de

proliferacdo, migracgéo e resposta tumoral as condicdes do tecido cerebral.

1.3.2 Obijetivos especificos

. Formular e formalizar um modelo matematico que represente a dindmica do
crescimento de gliomas em meio anisotrépico, considerando as interac6es entre populacdes
de células tumorais proliferativas, células quiescentes, células necroticas e a disponibilidade

de nutrientes no microambiente tumoral.

. Analisar e validar a influéncia das interacdes celulares e dos nutrientes no
comportamento dindmico do modelo, avaliando o impacto dessas variaveis na proliferacéo,

migracao e resposta tumoral.

. Implementar 0 modelo matematico em ambiente computacional, utilizando o
software Wolfram Mathematica, por meio da rotina NDSolve para a resolugdo numérica das
equacdes diferenciais e do método Nintegrate para a integracdo das funcGes associadas a

dindmica do crescimento tumoral.

1.4 CONTRIBUICOES DA TESE

Esta tese apresenta contribuicbes originais e substanciais para o campo da
modelagem matematica aplicada a oncologia, com foco na representacdo dinamica da
evolucdo dos gliomas difusos — neoplasias de alta complexidade clinica, caracterizadas por
seu comportamento infiltrativo, agressividade biolégica e prognostico reservado. O primeiro
avanco reside na formulacdo de um modelo matematico unidimensional que integra, de
maneira inédita, a interacdo entre diferentes populacdes celulares (gliais ativas, quiescentes
e mortas) e a dindmica metabdlica do microambiente tumoral (Mev), incluindo a
disponibilidade e o consumo de nutrientes essenciais. A taxa de crescimento celular é
descrita como uma funcdo sensivel a concentracdo critica de nutrientes e a densidade
populacional de células gliais, permitindo uma representacdo mais fidedigna da competicéo
por recursos, da dorméncia celular e das zonas de necrose por deplecdo metabdlica.

Um diferencial metodolégico de destaque é a incorporacdo de um coeficiente de
difusdo anisotropico, responsavel por capturar as diferencas estruturais entre as regides de
substancia branca e cinzenta do cérebro, refletindo a orientagéo preferencial dos axénios e a

consequente assimetria na difusdo de células tumorais e nutrientes. Essa abordagem assegura
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uma transicdo continua entre regides cerebrais com diferentes caracteristicas histolégicas, o
que confere ao modelo maior coeréncia biologica e precisdo na simulagdo da propagacao
espacial dos gliomas. Ao levar em consideracdo a arquitetura do tecido cerebral e sua
influéncia sobre a expansao tumoral, o modelo contribui para o entendimento de padrdes de
invasao e resisténcia terapéutica, frequentemente observados na pratica clinica, mas pouco
abordados de forma integrada em modelos computacionais.

Do ponto de vista translacional, a modelagem proposta se destaca como ferramenta
promissora para 0 apoio a personalizacdo terapéutica, contribuindo para o planejamento
racional de tratamentos em oncologia neurocirdrgica e radio-oncologia. Sua aplicabilidade
ndo se restringe aos gliomas, podendo ser adaptada a outros tumores solidos que
compartilham caracteristicas de crescimento espacialmente heterogéneo e dependéncia do
microambiente. Além disso, a estrutura matematica flexivel permite a incorporacao de novos
parametros bioldgicos, como motilidade dirigida, quimiotaxia e dindmica da resposta imune,
abrindo perspectivas para estudos futuros.

As contribuigdes aqui reunidas dialogam diretamente com os Objetivos de
Desenvolvimento Sustentavel (ODS) da Organizacdo das Nag¢bes Unidas. Em especial, o
trabalho atende ao ODS 3 (Saude e Bem-Estar), ao propor solu¢des computacionais baseadas
em evidéncia cientifica para uma neoplasia de alta carga de morbimortalidade; ao ODS 9
(Inddstria, Inovacdo e Infraestrutura), ao fomentar a inovacdo tecnoldgica a partir da
integracdo entre engenharia matematica e ciéncias biomédicas; e ao ODS 4 (Educagdo de
Qualidade), ao promover a formacdo interdisciplinar de pesquisadores capazes de lidar com
problemas complexos da oncologia contemporanea.

A relevancia desta tese transcende o escopo estritamente académico, ao estabelecer
uma ponte estratégica entre a modelagem matematica e os desafios reais da saude publica.
Cientificamente, contribui para o avango do conhecimento sobre 0s mecanismos de
crescimento, dorméncia e resisténcia dos gliomas difusos, mediante a construcdo de um
modelo matematico sensivel aos parametros fisioldgicos e estruturais do tecido cerebral.
Socialmente, oferece subsidios para abordagens terapéuticas mais individualizadas, com
potencial para melhoria da qualidade de vida de pacientes acometidos por tumores cerebrais.
Economicamente, a utilizacdo de simula¢Ges computacionais como alternativa a
experimentacdo laboratorial representa uma estratégia de otimizacdo de recursos,
favorecendo a racionalizacdo de investimentos em pesquisa e a identificacdo precoce de

intervengdes clinicas mais eficazes.
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Em sintese, esta pesquisa representa uma contribuicdo robusta, interdisciplinar e de
alto impacto, posicionando-se como um marco no desenvolvimento de modelos
biomatematicos voltados a oncologia, ao mesmo tempo em que fortalece a interface entre

ciéncia, inovacdo e politicas publicas orientadas a sustentabilidade e & equidade em saude.

1.5 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente capitulo apresenta as motivacdes, as justificativas e os objetivos gerais e
especificos que levaram a realizacéo desse estudo relacionado ao crescimento de glioma em
meio anisotropico, assim como a influéncia das interacdes de populacbes células e de
nutrientes no microambiente.

O capitulo 2 apresenta a revisao bibliogréfica, destacando os fundamentos tedricos
que embasam o desenvolvimento deste estudo ao longo dos anos. Sao discutidos 0s modelos
matematicos utilizados para descrever o crescimento populacional de células cancerosas,
abrangendo abordagens baseadas em equacOes diferenciais parciais (EDPs), equacfes
diferenciais ordinarias (EDOs) e modelos experimentais. Além disso, sdo analisadas as
interagdes entre as células tumorais e os nutrientes presentes no microambiente tumoral,
considerando sua influéncia na dinamica de proliferacdo e progressdo do tumor.

O capitulo 3 apresenta 0 modelo matematico de evolucdo espaco-temporal do
crescimento do glioma, retratando a influéncia das interacbes das populacdes celulares
(células cancerosas e mortas) com 0s nutrientes no microambiente. Para medir o crescimento
é utilizado a populacdo média de células gliais no dominio do microambiente em funcédo do
tempo. Como metodologia, é implementado o método das linhas para solucionar o sistema
de equacdes diferenciais parciais computacionalmente, assim como, suas condic¢des de
contorno, discretizado pelo método dos volumes finitos. Neste capitulo, também s&o
dissertados os resultados e as conclusdes, a partir de dados de entrada para simulacao
computacional e uma andlise da influéncia de seus parametros utilizados.

O capitulo 4 descreve o modelo matematico de crescimento de glioma em meio
anisotropico, considerando a influéncia das interagdes de células doentes, quiescentes e
mortas, no qual, essas trés populac¢Ges adotadas interagem entre si no microambiente, a partir
da incorporacdo do balanco de nutrientes no sistema. Assim como no capitulo anterior, é
elaborado um algoritmo computacional baseado no método das linhas para solucionar esse

sistema de EDP’s.

26



O Capitulo 5 apresenta as consideracBes finais da tese, reunindo as principais
conclus6es obtidas ao longo do desenvolvimento do estudo e da pesquisa. No Capitulo 6,
sdo demonstradas as sugestbes para trabalhos futuros, com base nas perspectivas de
continuidade do trabalho. Por fim, o Capitulo 7 relne as referéncias bibliogréaficas utilizadas

e citadas desta pesquisa.
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CAPITULO 2 - REFERENCIAL TEORICO E REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 REFERENCIAL TEORICO

Os gliomas representam um grupo heterogéneo de tumores do sistema nervoso
central (SNC), altamente invasivos, caracterizadas por sua capacidade de recorréncia mesmo
apos tratamento extensivo (SWANSON et al., 2003). O glioblastoma multiforme (GBM) é
0 subtipo mais agressivo, apresentando sobrevida mediana inferior a 15 meses, mesmo com
protocolos terapéuticos combinados (KIM et al., 2009). A dindmica invasiva desses tumores
envolve a interacdo com a matriz extracelular (ECM), a proliferacdo celular e a influéncia
de fatores ambientais e genéticos.

O microambiente tumoral desempenha papel crucial na modulagcdo da migracao
celular, sendo a ECM uma estrutura que fornece suporte fisico e sinais bioguimicos que
direcionam o comportamento das células tumorais (CORREA, 2005).

A invasdo tumoral ocorre por mecanismos como a migracdo haptotatica, orientada
por gradientes de adesdo na ECM, e a migracdo quimiotatica, impulsionada por fatores de
crescimento, citocinas e lipidios bioativos. Destacam-se o fator de crescimento epidérmico
(EGF), o fator de crescimento transformador beta (TGF-p) ¢ o fator de crescimento derivado
do estroma (SDF-1), que modulam a motilidade celular e favorecem a disseminacéo tumoral
(SILBERGELD e CHICOINE, 1997; KIM et al., 2009). Além disso, as metaloproteases de
matriz (MMPs) degradam componentes estruturais da ECM, facilitando a infiltracdo das
células tumorais no parénquima cerebral (RONG et al., 2006).

A interacdo das células tumorais com a micréglia também exerce um papel
significativo no processo invasivo, visto que essas células, ao serem recrutadas para o
microambiente tumoral, secretam quimio-atrativos e componentes da ECM, contribuindo
para a progressao do tumor (SWANSON et al., 2000). A compreensdo desses mecanismos
tem sido ampliada pelo uso da modelagem matematica, que permite a formulacdo de
hipdteses quantitativas sobre a progresséo do glioma.

Modelos baseados em equacOes diferenciais parciais (PDES) tém sido empregados
para descrever fendmenos bioldgicos fundamentais, como a proliferagdo celular, a migracéo
invasiva e a disponibilidade de nutrientes no microambiente tumoral (BYRNE, 2003;
CLATZ etal., 2005). KIM et al. (2009) desenvolveram um modelo que incorpora o papel da

adesdo celular e da heterogeneidade da ECM para explicar os padrfes de invaséo das células
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de glioma, permitindo simular diferentes cenarios de progressdo tumoral e possiveis
intervencdes terapéuticas.

Por sua vez, MASCHERONI et al. (2016) propuseram um modelo multiporoso para
descrever o crescimento de esferoides tumorais, integrando dados experimentais de
proliferacdo e motilidade celular. A modelagem matematica também tem sido utilizada para
simular os efeitos da angiogénese e da necrose no crescimento do glioblastoma, permitindo
prever padrfes de invasdo e avaliar a eficacia de diferentes estratégias terapéuticas
(PATANKAR, 1980; SWANSON et al., 2003).

Outro aspecto fundamental da modelagem matematica aplicada ao estudo dos
gliomas € a inclusdo de fatores estruturais e metabolicos que influenciam o comportamento
celular. Modelos como o proposto por PAPADOGIORGAKI et al. (2013) consideram a
evolugdo fenotipica das células tumorais em resposta a pressoes seletivas do microambiente,
destacando a importancia da adaptacdo metabdlica na progressao tumoral. Dessa forma, a
combinacdo de estudos experimentais e modelagem computacional tem se mostrado
essencial para desvendar os mecanismos subjacentes a invasdo do glioma e contribuir para
0 desenvolvimento de abordagens terapéuticas mais eficazes e personalizadas. Novas
pesquisas que integrem modelos matematicos avancados, técnicas de bioinformética e
analises experimentais de alto rendimento poderdo fornecer um entendimento ainda mais
profundo sobre a dindmica do glioblastoma e abrir novas perspectivas para o tratamento
dessa enfermidade de alta letalidade (DREYFUSS e OLIVEIRA, 2008; ALVAREZ et al.,
2016; COELHO, 2019).

Portanto, o crescimento do glioma é um processo biolégico complexo influenciado
pela proliferacdo de células tumorais, migracdo, disponibilidade de nutrientes e interacdes
com os tecidos. A dindmica do crescimento do glioma pode ser modelada usando equacges
diferenciais parciais (PDES), normalmente baseadas em principios de conservacdo. Nesta
secdo, sera realizada a derivacdo detalhada das equacgdes que governam o processo, seguida
de uma andlise critica de seus principais aspectos.

2.1.1. Dinamica da densidade de células gliais

Seja Cc(x,t) a densidade populacional de células gliais em um dominio espacial-
temporal. A dindmica dessas células € regida por maltiplos processos biolégicos e biofisicos
que influenciam sua dispersdo e proliferacdo no microambiente cerebral. Entre esses

processos, destaca-se a difusdo aleatdria, um mecanismo fundamental associado a
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motilidade celular estocastica, no qual as células gliais se deslocam sem um direcionamento

especifico, semelhante a um processo de caminhada aleatoria (SWANSON et al., 2000).

Além disso, a quimiotaxia desempenha um papel essencial na migracdo celular,
permitindo que as células se movimentem ao longo de gradientes quimicos de fatores de
crescimento, como o fator de crescimento epidérmico (epidermal growth factor, EGF), o
fator de crescimento transformador beta (transforming growth factor-beta, TGF-p) e o fator
derivado do estroma 1 (stromal-derived factor 1, SDF-1), além de metaloproteases da matriz
(matrix metalloproteinases, MMPs), que promovem a degradacdo da matriz extracelular
(SILBERGELD e CHICOINE, 1997; KIM et al., 2009).

A haptotaxia, por sua vez, ¢ um mecanismo crucial que regula o deslocamento celular
ao longo de gradientes de densidade da matriz extracelular (ECM), sendo influenciada pela
deposicdo diferencial de componentes da ECM e sua modificacdo por proteases
extracelulares (DREYFUSS e OLIVEIRA, 2008).

O comportamento migratério das células também é fortemente impactado pela
aderéncia célula-célula, um fenémeno mediado por moléculas de adesdo, como caderinas e
integrinas, que regulam interagdes locais e influenciam a coesdo das massas celulares
tumorais (KOLOBOV et al., 2009; MASCHERONI et al., 2016). Finalmente, a proliferagéo
celular desempenha um papel determinante na expansdo da populacao celular tumoral, sendo
influenciada por fatores bioquimicos e fisicos do microambiente, como disponibilidade de
nutrientes e pressdo mecanica intra e extratumoral (CLATZ et al, 2005;
PAPADOGIORGAKI et al., 2013).

Dessa forma, a interagdo entre esses processos dindmicos define a evolucao espago-
temporal dos gliomas, justificando a necessidade de modelos matematicos baseados em
equac0es diferenciais parciais (PDES) para descrever e prever a progressao tumoral, bem
como avaliar potenciais intervengdes terapéuticas (BYRNE, 2003; COELHO, 2019).Para
essa dindmica a equacdao de balanco é:

oC x ~ ~ ~
# = _V-(J Rand + ‘]Quimiot +J Hapot +J Ades ) + Rc - Rcm (2.1)

Para a situacdo de que a ECM ¢é heterogénea (regiGes anatbmicas branca e cinza do

SNC) o fluxo randémico é dado por:
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jRand =-D¢(x)VC, (2.2.2)

Admitindo que as células gliais sdo suficientemente esparsas e, assim, possuem
suprimento suficiente de oxigénio. Neste contexto, elas sdo fortemente atraidas pela
disponibilidade de nutrientes (Cn) que sdo necessarios para produzir energia. Em funcéo
desses fatores as células gliais tendem a se mover na direcdo do gradiente de nutrientes (

VC,). Tal atragéo é chamada quimiotaxia, e é frequentemente escrita na forma de uma
funcdo quimiotatica ( fq = XqVCn), onde Xq é o coeficiente quimiotatico. Entdo, o fluxo

quimiotatico é dado por:
‘]Quimiot = CchVCn (2.2.b)

A haptotaxia corresponde a resposta direcionada das células a um gradiente de

adesdo. Seja Ce a concentragdo de matriz extracelular (ECM), considerando que as células

gliais sdo influenciadas pelo gradiente de ECM (VCg) de forma haptotatica. Assim, de

maneira analoga a equacdo (2.2.b), o fluxo resultante da haptotaxia € expresso por: (onde,

Y h€ 0 coeficiente haptotatico):

jHapot = CCXhVCE (2.2.c)

O processo de adesdo celular tem sido amplamente estudado em investigacOes
experimentais e computacionais, demonstrando seu papel essencial na migracao celular,
particularmente na invasdo tumoral (SWANSON et al., 2000; KIM et al., 2009). Observa-se
que as células aderem umas as outras quando estdo proximas o suficiente, formando
interacOes estaveis por meio de moléculas de adesdo, como caderinas e integrinas, mas
podem se afastar quando submetidas a tensdes excessivas oriundas do microambiente ou do
contato intercelular (MASCHERONI et al., 2016). Esse equilibrio dindmico entre adesdo e
descolamento celular € fundamental para a disseminacdo dos gliomas no tecido cerebral,
permitindo que as células tumorais reconfigurem suas interacdes locais e adaptem sua
morfologia para facilitar a infiltracdo tumoral (KOLOBOV et al., 2009). A modulacéo da
expressdo e da atividade das moléculas de adesdo possibilita que as células tumorais
transitem entre estados de alta e baixa coesdo celular, promovendo a transicdo de uma
arquitetura tumoral mais compacta para um fendtipo mais disseminado e infiltrativo
(SILBERGELD e CHICOINE, 1997; CLATZ et al., 2005).
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Estudos indicam que a interacdo entre células tumorais e a matriz extracelular (ECM)
contribui significativamente para esse processo, pois a degradacdo diferencial da ECM
mediada por metaloproteases (MMPs) pode alterar a disponibilidade de substratos adesivos,
impactando a dinamica da motilidade celular (DREYFUSS e OLIVEIRA, 2008).

A modelagem matematica tem permitido descrever a dinamica desse fluxo devido a
adesdo celula-célula, sendo representada por equacdes diferenciais que incorporam um
coeficiente de interacdo celular , o qual regula a intensidade da atracdo e repulsdo entre
células vizinhas em funcdo da densidade celular e da estrutura do Mev tumoral (BYRNE,
2003; COELHO, 2019). A integracdo desses modelos com dados experimentais e
simulagdes computacionais tem demonstrado sua aplicabilidade na previsao de padrdes de
invasdo tumoral e na avaliacdo de potenciais alvos terapéuticos para interromper a
progressao dos gliomas (PAPADOGIORGAKI et al., 2013).

J Ades = Xa((P( Ce )VCC) (2.2.d)
Séo incluidas na equacao as taxas de proliferacdo do crescimento tumoral (Rc”’) e a

taxa de morte celular (Rcm™), representadas pelas equagdes (2.2.¢) ¢ (2.2.1),

respectivamente.

Cr(x)

F\)cm =Kem(Ch )Ce (2.2.9)

R;':kr(Cc,Cn)C{l— Cc } (2.2.8)

Por fim, a equacgdo governamental para a dinamica da densidade populacional das
células gliais em fungdo do tempo é descrita em (2.3).

oC
EC = v'[DC(X)VCC ~%qCcVCn —xnCcVCecm — X a(®(Ce )VC, )]"‘

+Re (C¢.C)~Rem(Ce.Cn )

(2.3)

No qual, Dc é o coeficiente de difusdo das células gliais, Xq representa o coeficiente
de quimiotaxia, Xn é o coeficiente de haptotaxia, Xa simboliza o coeficiente de adesdo

diferencial de célula a célula, ¢ taxa de adesdo célula a célula.
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2.1.2 Dinamica da Matriz Extracelular (Cecm)

Segundo KIM et al., (2009) a densidade da matriz extracelular, representada por
(Cecm), varia dinamicamente devido a processos de degradacdo e sintese. As células
tumorais secretam metaloproteases de matriz (MMPS), que degradam componentes da ECM,
facilitando a migracéo celular. Por outro lado, tanto as células tumorais quanto as células do
microambiente (como astrocitos e fibroblastos) podem produzir novos componentes da
ECM, contribuindo para sua renovacdo. Nesse contexto, as ceélulas tumorais secretam
metaloproteases de matriz (MMPs), que degradam componentes estruturais da ECM,
facilitando a migracéo e invasdao celular (SILBERGELD e CHICOINE, 1997; DREYFUSS
e OLIVEIRA, 2008). Em paralelo, tanto as proprias células tumorais quanto os elementos
do microambiente, como astrécitos e fibroblastos, sintetizam novos componentes da ECM,
contribuindo para sua renovagdo e manutencdo de um equilibrio dindmico que influencia a
progressdo tumoral (CLATZ et al., 2005; MASCHERONI et al., 2016). Matematicamente,
essa interacdo pode ser descrita por uma equacao diferencial que incorpora os termos de
degradacdo enzimatica e de sintese celular, permitindo a simulacao de diferentes cenérios de
invasdo e oferecendo subsidios para a avaliacdo de potenciais intervencGes terapéuticas
(BYRNE, 2003; COELHO, 2019). Matematicamente, a dindmica da ECM pode ser descrita

pela seguinte equacéo diferencial (2.4):

OCgcMm

. ~8degCecm Cummps + 0ecm Ce + V.(Decm VCecm ) (2.4)
Em que, ddeg € 0 coeficiente de degradagédo da matriz extracelular pelas MMPS, gecm
representa a taxa de sintese da ECM mediada por células tumorais, Decm Simboliza o

coeficiente de difusdo da ECM.
2.1.3 Concentracdo de Metaloproteases de Matriz (Cmwmps)

As metaloproteases de matriz (MMPs) constituem uma familia de enzimas
proteoliticas fundamentais no remodelamento da matriz extracelular (ECM) e sdo
amplamente expressas por células tumorais e células do microambiente, incluindo
astrécitos e microglia reativa (KIM et al., 2009; MASCHERONI et al., 2016). No contexto
do glioblastoma (GBM), as MMPs desempenham um papel crucial na degradacéo da ECM,
facilitando a migracdo e a invasdo das células tumorais no tecido cerebral saudavel
(SILBERGELD e CHICOINE, 1997). Esse processo € essencial para a infiltracdo difusa
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do tumor, uma caracteristica distintiva dos gliomas de alto grau, que tornam a ressec¢ao
cirurgica completa virtualmente impossivel e contribuem para a alta taxa de recorréncia
tumoral (SWANSON et al., 2000; KOLOBQV et al., 2009).

Além de degradar a ECM, as MMPs modulam diversos aspectos do microambiente
tumoral por meio da ativacdo proteolitica de fatores de crescimento, como o fator de
crescimento epidérmico (EGF) e o fator de crescimento derivado do endotélio vascular
(VEGF), promovendo tanto a proliferacdo celular quanto a angiogénese, o que favorece a
progressao tumoral (CLATZ et al., 2005; DREYFUSS e OLIVEIRA, 2008). A regulacdo da
atividade das MMPs ocorre de maneira complexa, uma vez que sua expressao e secre¢ao
podem ser induzidas por sinais autdcrinos e paracrinos, enquanto sua atividade enzimatica é
controlada por inibidores teciduais das metaloproteases (TIMPs), os quais modulam o
equilibrio entre degradacdo e preservacdo da ECM (BYRNE, 2003; COELHO, 2019).

A concentracdo de MMPs no microambiente tumoral, representada por Cumps varia
ao longo do tempo devido a sua producdo pelas células tumorais, sua difusdo no tecido e sua
degradacdo natural ou inibicdo por proteinas reguladoras, como os inibidores teciduais das
metaloproteases (TIMPS). a concentracdo de MMPs pode ser descrita pela seguinte equacao
diferencial (2.5).

OCyvmps

e MmpsCe — SmmpsCmmps + V- DvmpsV Cuvmips ) (2.5)

Onde, omwps significa a taxa de producdo de MMPs por células tumorais, dvmes € 0

coeficiente de degradacdo das MMPs da matriz extracelular pelas MMPs, Duvwps representa
o coeficiente de difusdo das MMPs.

2.1.4 Concentracdo de Nutrientes (Cn)

A concentracdo de nutrientes no microambiente tumoral desempenha um papel
fundamental na sobrevivéncia e proliferacdo das células de glioblastoma. Como qualquer
outro tecido, o tumor precisa de nutrientes essenciais, como oxigénio e glicose, para sustentar
seu crescimento. No entanto, devido a rapida proliferacdo das células tumorais e a formacéo
irregular da vascularizacdo, o glioblastoma frequentemente apresenta regides de hipoxia

(falta de oxigénio) e escassez de nutrientes, o que pode influenciar sua agressividade e
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resposta ao tratamento. A variacdo da concentracdo de nutrientes é descrita pela equacao
(2.6).

oC

# :_pnCc +V( DnVCn)+ Sn (26)
Em que, pn é 0 coeficiente de consumo de nutrientes pelas células tumorais, Dn

representa o coeficiente de difuséo dos nutrientes e o Sn simboliza a taxa de suprimento de

nutrientes.
2.2 REVISAO DA LITERATURA

A modelagem matematica tem sido amplamente empregada na investigacdo da
dindmica dos gliomas, possibilitando uma compreensdo mais aprofundada de seu
crescimento e invasividade no microambiente tumoral. Os modelos matematicos modernos
incorporam variaveis bioldgicas e estruturais para aprimorar a acuracia preditiva das
simulagdes in silico, permitindo uma abordagem mais refinada e personalizada da evolugéo

tumoral.

De acordo com DEISBOECK e STAMATAKOS (2011) e ALVAREZ et al. (2016),
0os modelos matematicos aplicados para gliomas podem ser classificados em modelos
discretos (MD), modelos continuos (MC) e modelos hibridos. Os modelos mencionados
anteriormente apresentam vantagens e desvantagens dependendo do parametro ou lei que se
queira implementar. Os MD sdo eficientes em escala celular quando se trata em simular a
quimiotaxia, haptotaxia, adesdo entre células e em descrever populacdes celulares
heterogéneas, porém ndo sdo eficientes quando o numero de unidades € muito grande,
restringindo-se a analise de tumores pequenos. Os MC por outro lado, investigam a dindmica
de um tumor em uma perspectiva macroscopica, através da analise das densidades celulares
e sdo capazes de lidar com a heterogeneidade e anisotropia do tecido cerebral e simular a
mudanca dindmica de componentes quimicos como a glicose, o oxigénio e farmacos.
Entretanto, sdo menos eficazes na simulagdo de fatores celulares individuais especificos e
fatores biomecénicos de fluxo como quimiotaxia, haptotaxia, adesdo entre células. Para
superar essas limitacGes, os modelos hibridos integram ambas as abordagens, permitindo
uma descricdo mais abrangente da evolucdo tumoral ao incorporar a dindmica de
subpopulacdes celulares com distintos fendtipos (PAPADOGIORGAKI et al., 2013).
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O glioblastoma (GBM) é um dos tumores mais letais do sistema nervoso central,
caracterizando-se por um fendtipo altamente agressivo e infiltrativo, que sequestra células do
sistema imunoldgico em uma relagéo simbidtica para favorecer a progressao tumoral (KIM et
al., 2017). Nesse contexto, células da microglia e macrofagos infiltrantes, que normalmente
desempenhariam um papel na resposta imune antitumoral, sdo reprogramadas para promover
um microambiente tumoral permissivo, estimulando a invasdo neoplédsica. A modelagem
matematica permite descrever quantitativamente tais interacdes, incorporando variaveis que
representam a densidade de células tumorais e microgliais, as concentra¢fes de fatores de
crescimento e outras moléculas sinalizadoras criticas.

A progressao dos gliomas pode ser descrita em trés estagios bem definidos: avascular,
vascular e metastatico. No estagio inicial, a proliferacdo celular ocorre sem suporte de vasos
sanguineos recém-formados, sendo sustentada pela difusdo de nutrientes da matriz
extracelular (MEC) (SILBERGELD e CHICOINE, 1997; KOLOBOV et al., 2009). No
entanto, conforme a massa tumoral se expande, a deplecao de nutrientes gera zonas hipdxicas
que desencadeiam a ativacdo de vias angiogénicas, mediadas principalmente pelo fator de
crescimento do endotélio vascular (VEGF). Esse processo marca a transicao para o estagio
vascular, onde o tumor desenvolve uma rede capilar desorganizada que facilita tanto o
suprimento de nutrientes quanto a disseminacdo metastatica (RONG et al., 2006;
PAPADOGIORGAKI et al., 2013). A fase avascular, em particular, representa um ponto
critico da carcinogénese, pois € nesse periodo que ocorrem mutacgdes genéticas e epigenéticas
que determinam o potencial invasivo do tumor (PATANKAR, 1980; SWANSON et al., 2003).

A dependéncia do tumor pela difusdo de nutrientes impde um limite ao seu
crescimento avascular, estabelecendo um equilibrio dinamico entre proliferacdo e morte
celular. A modelagem matematica tem sido amplamente empregada para simular essa
transicdo, permitindo a formulacdo de estratégias terapéuticas para interromper a progressao
tumoral antes da angiogénese e da disseminacdo metastatica (BYRNE, 2003; KIM et al.,
2009). Diferentes abordagens matematicas foram propostas para descrever essa dinamica.
SILVA e AVILA (2020) utilizaram o método numérico de Crank-Nicolson para resolver uma
equacdo diferencial parcial (EDP) baseada na ED-R que modela de forma unidimensional o
problema da dindmica do crescimento de um glioma, com capacidade de carga variando
espacialmente como uma funcdo logistica de (HILL, 1910) e com coeficiente de difusao
descontinuo. Nessa abordagem a condicdo inicial do problema foi representada por um perfil
Gaussiano e a condigédo de contorno foi do tipo Neumman. A microrregido tumoral escolhida
foi uma porcdo do cérebro constituido de substancias brancas e cinzas. Os resultados
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numéricos apontaram uma diminuicdo do crescimento tumoral considerando-se a capacidade
de carga variavel.

Em outro estudo, OZUGURLU (2015) desenvolveu um modelo matematico ndo linear
incorporando um coeficiente de difusdo descontinuo em um meio heterogéneo, resolvido por
meio dos métodos numéricos de Crank-Nicolson e Euler. As analises revelaram que a
abordagem implicita de Crank-Nicolson proporciona maior precisdo na simulacéo da invasao
tumoral. Esse modelo fundamenta-se na hipGtese de que a invasividade das células
cancerigenas do glioma ao longo do tecido cerebral ocorre por um processo conjunto de reagdo
e difusdo, sendo que a variabilidade do coeficiente de difusdo é determinada pela
heterogeneidade estrutural entre substancia branca e cinzenta.

A transicao para o estagio vascular € um dos momentos mais criticos na progresséao do
GBM, uma vez que a formagéo de uma rede vascular aberrante ndo apenas amplia a captacédo
de nutrientes, mas também aumenta a permeabilidade do tumor a disseminacdo de células
neoplésicas pelo tecido cerebral e corrente sanguinea (KOLOBOV et al., 2009; RONG et al.,
2006).

Modelos multicompartimentais foram empregados para descrever esse processo,
representando a dindmica de subpopulagdes celulares e sua interagdo com fatores
angiogénicos (PAPADOGIORGAKI et al., 2013). Além disso, modelos multifasicos baseados
na teoria do meio poroso tém permitido a integracédo de aspectos biomecéanicos a descri¢cdo do
crescimento tumoral, considerando gradientes de estresse mecanico e suas influéncias na
proliferacéo celular (MASCHERONI et al., 2016).

O crescimento do glioblastoma também pode ser analisado sob a 6tica de modelos
tridimensionais, que incorporam a complexidade espacial do microambiente tumoral. CLATZ
et al. (2005) desenvolveram um modelo baseado no método dos elementos finitos (MEF) para
simular a invaséo do GBM no parénguima cerebral, considerando diferengas estruturais entre
substancia branca e cinzenta. A modelagem tridimensional revelou que a velocidade de
difusdo do tumor é maior na substancia branca, devido a menor densidade celular e maior
permissividade tecidual. Modelos experimentais utilizando esferoides tumorais confirmaram
tais predi¢bes, demonstrando que as forgas mecéanicas exercidas pelo tumor sobre o tecido
cerebral influenciam diretamente sua morfologia e crescimento (PAPADOGIORGAKI et al.,
2013; KIM et al., 2009).

Novas abordagens tém sido desenvolvidas para descrever o impacto da mecanica
tecidual sobre o crescimento tumoral. MASCHERONI et al. (2016) propuseram um modelo

baseado na teoria do meio poroso, no qual a proliferacdo celular é inibida por tensGes
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mecanicas externas. A modelagem foi validada experimentalmente por meio de culturas de
esferoides tumorais submetidos a compressdo induzida por solugbes de Dextran,
demonstrando uma reducéo significativa da proliferagéo celular sob tenséo. Esses resultados
reforcam a necessidade de incorporar parametros biomecénicos na modelagem do
glioblastoma, uma vez que as intera¢Ges fisico-quimicas entre o tumor e seu microambiente
sdo determinantes na sua progressao.

A aplicabilidade clinica desses modelos tem sido explorada para otimizar estratégias
terapéuticas e prever a eficacia de intervengdes. Modelos esféricos tridimensionais que
integram perfis metabolicos distintos das células tumorais tém sido fundamentais para simular
a resposta fenotipica do GBM ao microambiente hipdxico e as terapias antiangiogénicas
(COELHO, 2019). A validacao desses modelos ocorre por meio da comparacéo de simulacfes
computacionais com dados de imagens medicas, como ressonancia magnética funcional,
permitindo o ajuste de parametros e a previsdo da resposta terapéutica individualizada.
Estudos recentes demonstram que a inclusdo de fatores como heterogeneidade tecidual,
anisotropia estrutural e variabilidade metabolica melhora significativamente a acuracia das
predicGes, destacando a modelagem matematica como uma ferramenta indispensavel para a
oncologia de precisdo (PAPADOGIORGAKI et al., 2013; CLATZ et al., 2005).

A nivel celular, um modelo de Monte Carlo descreve a dindmica celular (proliferacdo,
adesdo e viabilidade). No nivel subcelular, uma rede booleana regula a expressédo de proteinas
que controlam o ciclo celular. No nivel extracelular, ED-Rs descrevem a dindmica quimica
(concentragBes de nutrientes, residuos, promotores de crescimento e inibidores). Dados
experimentais de esferoides multicelulares foram utilizados para determinar os parametros das
simulacges. A partir de uma célula isolada de tumor, o modelo produz um tumor avascular
que imita quantitativamente medicdes experimentais em esferoides multicelulares. Através
das simulacdes, foi previsto as condi¢cGes micro ambientais necessarias para a sobrevivéncia
das células tumorais; promotores e inibidores de crescimento tém coeficientes de difusdo na
faixa entre 10-6 e 10-7 cm2/h, correspondente a moléculas de tamanho 80-90 kDa. Usando
0S mesmos parametros, 0 modelo também prevé com precisdo as curvas de crescimento do
esferoide sob diferentes condigdes externas de fornecimento de nutrientes (JIANG et al.,
2005).

A taxa de proliferacdo tumoral é diretamente influenciada pela disponibilidade de
nutrientes, como demonstrado em um modelo baseado na densidade celular local e na
distribuicdo de oxigénio. Esse modelo, desenvolvido por KOLOBQV et al. (2009), evidencia

que a heterogeneidade na concentragdo de oxigénio dentro do microambiente tumoral
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desempenha um papel crucial na regulacdo do crescimento celular, impactando tanto a
expansdo do tumor quanto sua resposta a diferentes condi¢cdes metabolicas. O modelo inclui
a densidade celular local e a distribuicdo da concentracdo de nutrientes limitando-se ao
oxigénio. Sabendo-se que as células cancerigenas morrem na auséncia de nutrientes concluiu-
se que distribuicdo de oxigénio no tecido afeta substancialmente tanto a taxa de proliferacao
do tumor guanto sua estrutura. Segundo os autores, 0 modelo descreve adequadamente a taxa
de proliferacdo tumoral, que foi medida experimentalmente.

STEIN et al. (2007) utilizaram um modelo matematico para estudar a motilidade
celular invasiva em GBMs, indicando que diferencas nos fatores quimicos e adeséo celular
afetam a dispersdo do tumor. Os autores desenvolveram o modelo matematico de dispersdo
com o objetivo de identificar e caracterizar mecanismos celulares discretos subjacentes a
motilidade celular invasiva. O modelo proposto reproduziu quantitativamente os dados
experimentais e indicou que as células invasivas da linhagem U87 Wild-Type-selvagem
(UB7WT) apresentam um viés de motilidade mais acentuado, direcionando-se
preferencialmente para longe do centro do esferoide tumoral. Além disso, essas células
demonstraram uma capacidade aumentada de elimina¢do de células vizinhas em comparacdo
com as células da linhagem U87 Mutantes para o Receptor do Fator de Crescimento
Epidérmico (U87AEGFR). Essa diferenga na dindmica celular sugere que a mutagdo no
receptor de fator de crescimento epidérmico (EGFR) influencia diretamente a agressividade e
0 padrdo de invasdo do glioblastoma, fendmeno essencial para a compreensao da progressao
tumoral e do desenvolvimento de estratégias terapéuticas mais eficazes. Ele também sugere
que as diferencas na dispersdo celular do tumor podem ser devidas aos diferentes fatores
quimicos produzidos pelas células, a respeito da forma como as duas linhagens celulares
remodelam o gel ou a diferentes caracteristicas de adesdo entre células denominada célula-
celula.

Um modelo matematico desenvolvido por SWANSON et al. (2003) foi utilizado para
simular o crescimento e a invasao tumoral em um cérebro virtual, permitindo prever a resposta
do tumor a diferentes abordagens cirdrgicas e terapéuticas. A partir dessa modelagem, tornou-
se possivel estimar a evolucdo do glioma em cenarios clinicos variados, fornecendo suporte
quantitativo para a tomada de decis@o no tratamento.

De forma complementar, a importancia das abordagens matematicas na pesquisa
oncologica foi destacada por GATENBY e MAINI (2003), que apresentaram um panorama
abrangente dos modelos utilizados para compreender e controlar o desenvolvimento do

cancer. A dindmica da progressao tumoral e sua relagdo com diferentes fatores ambientais e
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genéticos foi analisada por MICHOR et al. (2004), enquanto SUTHERLAND (1988) explorou
a interacdo entre células tumorais e 0 microambiente por meio do modelo de esferoide
multicelular, permitindo uma melhor compreensédo da influéncia das condicdes biofisicas na
evolucdo do cancer. A vasculariza¢do anormal de tumores malignos contribui para a formagéo
de microrregiBes heterogéneas, caracterizadas por variacdes na disponibilidade de oxigénio,
nutrientes e fatores de crescimento.

A modelagem da evolucgéo fenotipica das células cancerigenas ao longo do tempo tem
sido abordada por LORENZI et al. (2016) que utilizaram equagdes estruturadas por fenétipo
para rastrear e analisar mudancas dindmicas nas populagdes celulares tumorais. Essa
abordagem matematica fornece uma descricdo detalhada da plasticidade tumoral e das
adaptacOes das células cancerigenas em resposta a pressoes seletivas do microambiente. Além
disso, POIANA et al. (2023), investigaram o papel do célculo fracionario na oncologia
matematica, demonstrando como a inclusdo de efeitos de memodria e interacGes ndo locais
pode aprimorar a modelagem tumoral, tornando as previsées mais realistas e alinhadas com
dados experimentais. A partir dessas contribuicdes, a modelagem matematica continua a
evoluir como uma abordagem essencial para a compreensédo da biologia dos gliomas e para o
desenvolvimento de novas estratégias terapéuticas direcionadas a sua contencéo e controle.

O microambiente tumoral no glioblastoma desempenha um papel crucial na inicia¢éo,
progressao e recorréncia do tumor, sendo influenciado por uma complexa rede de interacdes
bioldgicas. Sua composicao e regulacdo sao moduladas por multiplos fatores interligados, sem
uma ordem hierdrquica definida, incluindo metabolismo, respostas terapéuticas, nichos
celulares especificos, diversidade celular, alteracdes genéticas e epigenéticas, além de efetores
extrinsecos como disponibilidade de nutrientes, niveis de oxigénio (O2), pH e mecanismos de
apoptose. Essas interagcdes determinam o comportamento agressivo do glioblastoma e sua
notoria resisténcia terapéutica, tornando o estudo do microambiente tumoral fundamental para
o desenvolvimento de estratégias terapéuticas mais eficazes e personalizadas (HOLLAND,
2000). Em um estudo de 1998, HOLAND e colaboradores criaram um modelo de glioma em
camundongos, introduzindo mutacdes especificas que resultaram em tumores com
caracteristicas semelhantes aos gliomas humanos. Esses modelos geneticamente definidos
possibilitam a avaliacdo de terapias direcionadas a produtos génicos especificos envolvidos
na patogénese dos gliomas. A compreensdo dos mecanismos gque regem o desenvolvimento,
crescimento e disseminacdo dos tumores € essencial para 0 monitoramento da progressdo da
doenca em diferentes estagios, permitindo a previsdo de desfechos clinicos e a avaliagdo da

eficacia de intervencOes terapéuticas. Nesse contexto, modelos matematicos surgem como
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ferramentas indispensaveis para a andlise quantitativa da dinamica tumoral, fornecendo
suporte a pratica clinica e ao desenvolvimento de estratégias terapéuticas mais eficientes.

Diante do exposto, a modelagem matematica do glioblastoma multiforme constitui um
campo de investigacdo multidisciplinar em constante evolugéo, que integra conhecimentos da
biologia tumoral, matematica aplicada e engenharia biomédica. A capacidade de prever a
progressao tumoral, testar hipoteses terapéuticas e personalizar intervengdes médicas ressalta
a importancia dessas abordagens para o avanco da neuro-oncologia.

O presente trabalho propbe um modelo matematico inovador para descrever a
evolucdo continua do glioma, integrando mecanismos biofisicos e bioquimicos fundamentais
para a compreensao de sua progressdo. A abordagem considera a dindmica espago-temporal
do tumor com base nas interacGes entre populacdes celulares e a disponibilidade de nutrientes
no microambiente tumoral. Para validacdo, sera desenvolvido um codigo computacional no
software Wolfram Mathematica, utilizando a rotina NDSolve para a resolugdo numérica de
equac0es diferenciais e 0 método Nlintegrate para calculos integrais, permitindo simulacdes

detalhadas da dinamica populacional do crescimento do glioma.
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CAPITULO 3 - UM MODELO DE EVOLUGCAO ESPACO-TEMPORAL DO
CRESCIMENTO DO GLIOMA: A INFLUENCIA DAS INTERACOES
CELULARES (CELULAS CANCEROSAS E MORTAS) E DE NUTRIENTES NO
MICROAMBIENTE

3.1 ABORDAGEM METODOLOGICA

Nesta tese, adota-se uma metodologia de pesquisa tedrico-computacional,
fundamentada na formulacgdo e resolugéo de equacdes diferenciais parciais (EDPs) para
modelar a evolucdo de gliomas em um dominio unidimensional, contemplando desde a
formulacdo de um modelo matematico baseado em equacdes de balanco populacional -
abrangendo producdo, proliferacdo, migracdo e apoptose de células tumorais, bem como o
consumo de nutrientes (C) - até a inser¢do de pressupostos clinicos, como a posicao inicial
do tumor e a capacidade varidvel do microambiente, de modo a garantir realismo na
representacdo da dindmica tumoral.

Trata-se, portanto, de uma pesquisa exploratéria e descritiva, voltada para a
compreensdo do crescimento tumoral e da interagdo celular no microambiente cerebral. Para
operacionalizar o modelo, sdo estabelecidas condi¢Bes de contorno do tipo Neumann que
previnem fluxo celular nas fronteiras e mantém niveis fixos de nutrientes nas extremidades
e condi¢des iniciais inspiradas em dados clinicos (como a localizagdo inicial do glioma e a
capacidade de carga do microambiente), traduzidas em formato matemaético. Posteriormente,
procede-se a adimensionalizacdo das equacdes para reduzir a complexidade e evidenciar 0s
parametros-chave do sistema —taxas de crescimento e de consumo de nutrientes - bem como
identificar limiares criticos (Cnerit € Cecrit) que modulam a proliferacéo celular.

A solucdo numérica do modelo recorre a métodos de discretizacao (elementos finitos)
para capturar a evolucdo espaco-temporal das populaces celulares, valendo-se de
parametros estimados a partir de dados da literatura (capacidade de carga, coeficientes de
difusdo, taxas de crescimento e de morte celular) e, quando possivel, de achados clinicos e
experimentais. Por fim, realiza-se um processo de verificacdo e validagdo, comparando
previsdes do modelo com informagdes da literatura ou dados experimentais, o que confere
robustez e confiabilidade aos resultados. Assim, essa estratégia metodoldgica, de carater
interdisciplinar, combina conceitos de engenharia matematica e oncologia, fornecendo um
arcabouco quantitativo de carater sistematico e interdisciplinar, apto a embasar tanto

investigacdes fundamentais em biologia tumoral quanto a formulacéo de novas estratégias
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terapéuticas, em consonancia com as exigéncias de inovacao, rigor metodoldgico e

aplicabilidade clinica préprias de um trabalho doutoral.
3.1.1 Modelo matematico proposto |

O microambiente tumoral € definido como uma regido especifica do cérebro,
composta por células do glioma e sua matriz extracelular circundante. Para capturar a
heterogeneidade estrutural do tecido cerebral e seu impacto na difusdo celular, 0 modelo
considera trés regiGes distintas: duas de substdncia cinzenta nas extremidades do
microambiente e uma regido central de substancia branca. A escolha dessa estrutura baseia-
se no fato de que a substancia branca, devido a presenca de fibras mielinizadas, apresenta
caracteristicas biomecéanicas e bioquimicas distintas que influenciam a taxa de difusdo das
células tumorais (SWANSON et al., 2000). Estudos indicam que a difusdo das células
gliomatosas ocorre de maneira significativamente mais rapida na substancia branca do que
na substancia cinzenta, refletindo padrdes de invasdo observados em neuroimagem
(HILLEN e PAINTER, 2013).

Neste capitulo, € proposto um modelo matematico de evolucdo continua de glioma
em um sistema unidimensional (1D) que almeja predizer sua evolucdo espaco-temporal
através de interacdes de populacBes celulares (populacdes de células cancerigenas “Cc”e
células mortas “Cn”) com os nutrientes do microambiente (Cn). O modelo considera um
glioma clinicamente detectavel por imagens e sua evolucdo se da a partir do instante t = 0,
em uma posi¢ao inicial “Xc”, onde a distribui¢do de células gliais ¢ dada pela distribuigdo a

sequir:

(X=X )2
Cei(x)=Ceoe (%) (3.1)
Para as populacdes celulares do microambiente, admite-se que as intera¢des ocorrem

de acordo com o diagrama compartimental apresentado na Figura 3.1.
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Figura 3.1 — Diagrama Compartimental representado o microambiente do Glioma:
Interacdo das populaces celulares e nutrientes.
Fonte: Adaptado de BYRNE (2012).

Neste caso, o glioma no microambiente (Figura 3.1) é considerado como uma coldnia
de células vivas (doentes e sadias) e mortas (Cm) cercadas por tecido normal. As células
doentes Cc) vivas possuem mobilidade, proliferam-se a uma taxa kr (C,, Cc) e comegam a
morrer por falta de nutrientes (Cn) e pela competi¢do que depende da concentracdo de células
gliais (Cc). Embora a divisdo e a atividade celular exijam uma grande variedade de
nutrientes, 0 modelo assume que é a falta de nutrientes, em termos de oxigénio, que
determina a morte das células gliais. Para fins de simplicidade do modelo, é adotado um
glioma que cresce dentro de tecido normal do microambiente sem uma rede capilar
desenvolvida, o que implica a dizer que o oxigénio se difunde em diregdo as células tumorais
a partir de vasos sanguineos localizados a uma distancia consideravel. Considera-se, ainda,
que o consumo de oxigénio pelas células normais nao proliferativas é consideravelmente
menor em comparagdo com as células gliais em proliferacdo ativa. Além disso, é razoavel
assumir que o tecido normal do microambiente (Figura 3.1) ndo impede 0 movimento e a
proliferacdo das células gliais.

Como observado na Figura 3.1, sdo consideradas trés populagdes no microambiente:
Células gliais ou tumorais “Cc”, Células mortas “Cn” e Células sadias. As células sadias e
doentes interagem normalmente com os nutrientes do microambiente (concentracdo de
nutrientes - Cp). As células doentes se proliferam a uma velocidade “(Rc”"")” seguindo uma
cinética de primeira ordem, onde a taxa (kr) de proliferagao depende da taxa especifica “r(Cn,

Cc)”, da propria concentragdo de células tumorais e da capacidade de carga do glioma “Cry”.
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A taxa de proliferacdo de células tumorais € descrita por um modelo logistico, conforme
(OZUGURLU, 2015, SILVA e AVILA, 2020) dado pelas equagBes (3.2 e 3.3).
DEANGELIS et al. (2020) investigaram a influéncia da capacidade de carga dependente da
variavel espacial em contextos ecolégicos e populacionais, o que fundamenta a escolha deste
estudo ao modelar essa dependéncia na progressdo do glioma. A capacidade de carga foi
representada por uma Funcdo de HILL (1910), com um comportamento semelhante ao do
coeficiente de difusdo descontinuo, mas com um perfil continuo.

A capacidade de carga do glioma “Crt” indica a quantidade maxima de células tumorais
suportada pelo microambiente e é dada pela funcdo de HILL (1910) conforme
(OZUGURLU, 2015, SILVA e AVILA, 2020), onde Crmax = 62,5 ¢ a capacidade de carga

maxima e “a” ¢ uma constante positiva na faixa de 0 <a < 62,5.

C
R. =kC.;  k,=r(C;,C, ){1— ¢ } (3.2,3)
Cr(x)
Para o ponto inicial do tumor “Xc”, a capacidade de carga foi modelada conforme os
trabalhos de (HILL, 1910, OZUGURLU, 2015, SILVA e AVILA, 2020):

§50
Cr(x)=(C —a)f(X)+a; ()= ; 0=175 (3.4-6)
T ( T max ) T T 850+(X—XC)50

Assume-se que a taxa especifica “r”” varia em funcao da concentracdo de nutrientes e
de células doentes, representada por “r(Cn, Cc)”. Conforme se pode inferir a partir das
equacdes (3.7 — 3.9), a taxa de proliferacdo “r” apresenta uma variacao até atingir um limite
quando C,, e C. alcangam suas respectivas concentragdes criticas (de nutrientes - Cncrit € de
celulas tumorais - Cccrit). Dessa forma, € possivel estabelecer que a concentracdo critica de
nutrientes (Cnerit) € @ concentragdo minima necessaria de para que haja proliferacdo celular,
enquanto a concentracdo critica de células tumorais (Cccrit) € a concentracdo maxima de
celulas doentes no meio onde estas sdo capazes de se proliferar.

Na equacéo (3.7), o parametro p pode assumir os valores zero (p =0) ouum (p = 1).
Quando p =0, a analise considera a taxa de proliferacdo especifica “r” como constante. Por
outro lado, quando p = 1 permite-se analisar a capacidade proliferacdo especifica “r”
variando em funcdo das concentracdes criticas de nutrientes “Cp,” e da densidade

populacional de células gliais “C¢” no microambiente. Os parametros on € oc determinam os
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desvios caracteristicos da concentracdo de nutrientes e da populacdo de células gliais em

relagcdo ao ponto critico no qual a taxa “r”” se modifica, respectivamente.

r(Ce.Cn)="ro[P91(Cp )92(Cc ) +(1-p)] (3.7)
1 1
gl(Cn )= Cn—Cnorit ; gZ(Cc )=1_ Co—Cocrit (3.8,9)
_(Gil) —(7(j )
1+e n 1l+e c

Os nutrientes sdo consumidos pelas células doentes a uma taxa “kn” constante, sendo

a taxa liquida de consumo de nutrientes é dada pela lei da acdo das massas (

C,+C; L> C.) conforme a equagéo (3.10).

R, =k,C,,C¢ (3.10)
A regido necrética é constituida pelas células que sucumbiram pela falta de nutrientes

a uma taxa R;,, que é modelada por uma cinética de primeira ordem (

kem (C
CCM) Cp,) onde a taxa de morte celular “ken” é afetada pela presenga ou

auséncia de nutrientes. Logo “kem” € uma fung¢do da concentragdo de nutrientes e tem como
limite a concentragdo critica (Cnerit). Entdo, conforme sugerido por KOLOBOV et al. (2009),
“kem” € assumida ser dada pela equacdo (3.12). Nesta equacao ko representa a taxa maxima

de mortalidade.

Rem =kemCei Kem J%"[l—@h(@ﬂ (3.11,12)

n
Tomando-se como base que as densidades populacionais (Cc, Cn) € a concentracdo
de nutrientes (C,) variam no espago e no tempo, a evolugdo do glioma pode ser avaliada
pelos balangos de massa no microambiente via equagéo de difusdo-reagdo (ED-R) para cada

populacdo e concentracdo de espécie quimica.

oC; ~ )
EI:_V'Ji +Rpi—Rgi; i =c¢,m ..n (3.13)

Para a populagdo de células gliais (Cc) o primeiro termo do lado direito da ED-R

representa a motilidade das células tumorais, o0 segundo termo representa sua proliferacdo
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ou reproducdo liquida e o terceiro é taxa referente a morte de células gliais devido as
condigdes do microambiente.

Em relacdo a motilidade das células doentes, ela é resultado de quatro outros fluxos:
a difusdo browniana, haptotaxia, quimiotaxia e adesdo célula-célula (PAPADOGIORGAKI
et al., 2013). Os efeitos das difusGes relacionadas a estes trés dltimos fendmenos serdo
negligenciados neste trabalho em razdo da prevaléncia dos efeitos randémicos da difusao
browniana que se refere a difusdo celular aleatéria em um meio anisotrépico de regides
brancas e cinzas proposto em (OZUGURLU, 2015, SILVA e AVILA, 2020) e adotado aqui
com a aplicagdo de uma funcio de suavizacdo. Segundo OZUGURLU (2015), o coeficiente
de difusdo D¢(x) € dado por regido na perspectiva de uma funcao descontinua, sendo duas
regides de substancias cinzentas (Dg) localizadas na parte externa do microambiente e uma
regido branca entre elas (Dw). Aqui, propde-se uma fungdo continua para o coeficiente de
motilidade das células doentes em fungéo dos coeficientes de difusdo das células gliais das

regides cinza e branca (Dg = 0.13 mm?%dia, Dw = 0.65 mm?dia, Xa = 7.5 mm e X, = 42.5 mm).

De(X) =Dy +( Dy~ Dg ) fa(X)~( Dy — Dy ) fa(X) fp(X) (3.15)

1 1
0= ooy BT moes)

(3.16, 17)

Nas equagdes (3.16 — 3.17) xa e X» S80 0s limites das regides cinza e brancae w é 0
coeficiente de transicdo entre as regides do microambiente. As células gliais sdo capazes de
degradar o tecido circundante, ou seja, a matriz extracelular (ECM), que constitui uma parte
crucial do processo invasivo, o correlato biolégico da malignidade. Essa degradacdo e
conseguida por meio das enzimas de degradacdo da matriz (MDEs - metaloproteases) que
sdo produzidas pelas células. Porém, o processo de transporte das MDEs sera negligenciado
neste trabalho. Assume-se, também, que a motilidade das células mortas (fluxo) é
considerada nula. O sistema modela a variagdo temporal e espacial das concentragcOes de
células gliais, células mortas e nutrientes, com o objetivo de simular o crescimento tumoral
considerando a limitacdo espacial e o consumo de nutrientes. Estabelecidas as hipoteses, o
modelo unidimensional transiente para a dindmica de crescimento do glioma em meio

anisotrépico € apresentado.
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8; GX( D.( X )—j-i-RC Rcm ; t>0; O<x<L (3.18)
8C o
=Rem (3.19)
6; j [D %) ~R, (3.20)
X X

As Equacdes Diferenciais Parciais (3.18 — 3.20) estao sujeitas as seguintes condi¢des

iniciais e de contorno de Neumann.

t=0=C.=C;(x); Cy=0; C,=C,mnax (3.21)

X= 0:>£ 0; C,,=0; C,=Cymax (3.22)
OX

X= L:% 0; Cyn=0; C,=Cmax (3.23)
X

As condicdes de contorno indicam que a concentracdo de nutrientes é mantida fixa

nas bordas e que as células néo escapam do dominio. Nas equagBes (3.18 — 3.20) D, é o

coeficiente de difusdo de nutrientes (considerado constante neste trabalho) e Cax

representa a concentracdo méaxima de nutrientes no microambiente.

3.2. ADIMENSIONALIZACAO DO MODELO PROPOSTO

Em uma analise preliminar, o numero de células gliais influencia a agressividade do
glioma e sua capacidade de se espalhar. Compreender esses mecanismos é crucial para
desenvolver estratégias terapéuticas eficazes. Dessa forma, define-se “N(t)” como a fungéo
que representa a populagdo de células gliais no microambiente, expressa em nimero absoluto
de células. Essa variavel descreve a dinamica populacional ao longo do tempo, permitindo a
modelagem quantitativa dos processos de proliferacdo, migracédo e interacdo celular no

contexto do microambiente tumoral. A definigdo formal de “N(t)” é apresentada a seguir:
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N(t):jOLcC(t,x)dx

(3.24)

Para reduzir o nimero de variaveis de estudo neste problema é realizado uma

transformacdo das equacdes do modelo apresentado fazendo uso dos seguintes grupos

adimensionais.

X | Xq . Xp . Xc . tD,, . Ce
:—’ :—, _—’ :—’ ’Z-: , 0 [ —
n L Ma L o L e L 12 c Cey
90|_CCi(X) em:C_m Oh = Cn QT(U):CT(X)
Ceo Ceo Crimax Ceo
C . C . a ~  D.(x)
Or max = Tmax Oncrit = Cncrlt , a= c D, = CD
Ceo nmax co w
2
5. - Dy () 7:& g - L2k, . L%k
Dy Dy Dy Dy,
2 2 2
Kn:LknCCO’ aﬂ’:iLz’ :i; aro:rol_ ,
Dy Dy, Dw
k, L2 C C )
Ay = 2o [ g =—amax. g _Enmax. o=yl
Dy On O¢c

(3.25)

Aplicando os grupos adimensionais nas Equacdes Diferenciais Parciais (EDPS) e nas

equacdes acessorias, tem-se:

% _ 0 I5C(77)% +R. —Rym; r>0; 0<p<l1
or 0np on
06,
or e
00, _ 0 (5 (%0 _g"
or 0On on
1=0=6.=6,4(n); 6,=0; 6,=1
on
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(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)



77213%:0; 6n=0; 6,=1 (3.31)
on

A formulacdo matemética considera uma condigdo inicial do tipo Gaussiana,
representando a distribuicdo espacial heterogénea das células tumorais no instante inicial.
Ademais, impGe-se condi¢cbes de contorno do tipo Neumann, assegurando que a derivada
normal da densidade celular seja nula, ou seja, ndo ha ganho ou perda de células na periferia
do sistema. Esse tipo de condicdo é amplamente utilizado em modelos biomatematicos, pois
reflete a dindmica do crescimento tumoral em um ambiente delimitado (HARPOLD et al.,

2007).

Para contextualizar as equacGes acessorias do modelo, a condicdo inicial adotada
segue um modelo gaussiano (OZUGURLU, 2015, SILVA e AVILA, 2020) conforme

equacdo (3.32) e o grafico dessa funcéo e apresentado na Figura 3.2.

Oi(1) =€ 171 (3.32)

5 05
o2t
0.0f: ; ; - L L .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

n
Figura 3.2 — Distribuic&o inicial da populacdo de células gliais no microambiente

tumoral.

A taxa de mudanca da densidade populacional de células tumorais é igual a difuséo
das células tumorais na substancia branca e cinzenta mais a proliferacdo liquida das células
tumorais (SWANSON et al., 2003).

A taxa liquida de proliferacdo de células gliais (R'fi" ) é dada por um modelo logistico

(Equagdes 3.33 — 3.37) com capacidade de carga variavel espacialmente [&r (77)] e taxa

especifica de proliferacdo (& ) podendo variar em funcdo da populacio de células gliais e

da concentracdo de nutrientes criticos. Para um melhor entendimento dessa consideracdo, é

apresentado na Figura 3.3 um gréaficode & em funcéo de & e 6. Observa-se na Figura 3.3.b
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que a taxa de proliferacéo especifica (R ) aumenta para populagdes de células gliais menores
que 80% da capacidade méxima do meio e para concentracdo de nutrientes acima de 30%
da concentracdo maxima do microambiente. Nota-se que a taxa de proliferacdo é constante
em todo dominio para p = 0. E para p = 1 a taxa de proliferacdo depende dos parametros
criticos. A taxa de proliferacdo especifica aumenta quando:

« A densidade celular esta abaixo de 80% da capacidade maxima.

» A concentracdo de nutrientes esta acima de 30% da capacidade maxima.
O modelo captura como a proliferacdo tumoral é afetada pela disponibilidade de nutrientes
e densidade celular. Considera o efeito de limitacdo espacial, essencial para entender
crescimento restrito por hipoxia ou competicao celular. A equacdo principal descreve a taxa

de proliferacéo celular:

TR s = 0

R. =K. 0.;: K, =R|1-—FL (3.33, 34)

C rc r ( ‘9T(77)j

R=ay[p91(6,)91(6, ) +(1- p)] (3.35)
1 1

Ry (s RS TN (s (3.36,37)

b) pP= 1, Occrit = 08€|’_m(i1)_(

e Gherit = 0.3 Ghmax

Figura 3.3 — Variagio da taxa especifica de proliferacio (R ) em funcio de é. e é: a) p =
Oeb)p=1, Gerit = 0.86rmax € bherit = 0.3 Ghmax.

Da mesma forma como proposto em (OZUGURLU, 2015, SILVA e AVILA, 2020)
a capacidade de carga “6&r(n)” varia espacialmente, funcdo de HILL (1910) e depende do
pardmetro & (0 < & < frmax) conforme apresentado pelas equacdes (3.28 e 3.39) e mostrado

na Figura 3.4 para diferentes valores do parametro a.
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(n)= —a)Fr(n)+4&; = (3.38, 39)
01— (eTmax )FT FT(77) 550+L50(77—770)50
J —s.0 L
10k - - o 55'0'.255[)7 ..........
N I — a-05014 |
0ol _) - &= 1.5668 L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.4 — Capacidade de carga do glioma em funcédo da posi¢cdo no microambiente para

diferentes valores do parametro &.

A funcédo da taxa de morte celular, representada por Kem g parametrizada por um
conjunto de variaveis que modulam a transicdo entre estados distintos da dindmica celular.
Especificamente, o parametro de escala @xo define a magnitude da taxa de morte basal. A
modulacdo dessa fungdo ocorre por meio da funcéo tangente hiperbdlica, que permite uma

transicdo suave entre diferentes estados de morte celular, garantindo continuidade e

f,¢eb

estabilidade no modelo. As variaveis nerit representam, respectivamente, a concentracao

atual de nutrientes e o limiar critico a partir do qual ocorre a transicdo na taxa de morte

celular, condicionando a resposta do sistema ao microambiente.
A taxa de morte de células gliais ( Ry, ) foi modelado como uma cinética de primeira
ordem, com taxa especifica de morte ( Kcm) variando com a concentracgao de nutrientes (6h)

em torno da concentracdo critica (6herit), conforme proposto por KOLOBOV et al. (2009)
(equacbes 3.40 e 3.41). Para ilustrar esse comportamento € mostrado na Figura 3.5 0

comportamento de Ky, em funcéo de 6.

Rem = Kembe:  Kem = o [1_tgh(¢n(‘9n = Onerit ))] (3.40, 41)
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0.6 0.8 1.0

Figura 3.5 — Variagdo da taxa especifica de morte celular ( Kcm) em funcéo da

concentracdo de nutrientes (&) em torno da concentragéo critica ( bherit = 0.3 Ghmax)-

A taxa de consumo de nutrientes pela populacdo de células gliais é modelado por

uma cinética de segunda ordem com taxa especifica de consumo ( Ky,) constante conforme

a equagdo 3.42.

Ry = Kn6,6, (3.42)

O coeficiente de espalhamento celular (difusdo) no microambiente tumoral é
considerado depender do tipo de tecido do microambiente (regides cinza e branca), conforme
proposto por OZUGURLU (2015), em que esse coeficiente é modelado por uma onda
retangular. Sendo assim, adotam-se as mesmas hipéteses de OZUGURLU (2015), porém é
necessario introduzir funcbes de suavizacdo das transi¢Ges das regides cinza para branca
“Fa(n7)” e da branca para cinza “Fp(77)” de modo a garantir derivadas continuas no
microambiente considerado. A anisotropia da matriz extracelular cerebral exerce influéncia
direta na dindmica de difusdo de células tumorais e nutrientes, variando espacialmente
conforme a arquitetura das diferentes regides encefalicas. A substancia branca apresenta alto
grau de anisotropia, resultado da disposicdo ordenada e orientada dos axonios mielinizados,
0 que confere um coeficiente de difusdo maior ao longo da direcdo preferencial das fibras
neurais. Esse arranjo estrutural facilita a propagacdo de moléculas e células no sentido
longitudinal, enquanto restringe sua dispersdao transversal. Em contraste, a substancia
cinzenta exibe uma organizacao estrutural menos definida, composta predominantemente
por corpos celulares e sinapses, 0 que resulta em um comportamento mais isotrépico e em
um coeficiente de difusdo globalmente menor, com dispers@o mais uniforme em todas as

direcbes. Essa heterogeneidade regional da difusdo configura um microambiente
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espacialmente variavel, sendo um fator determinante na modelagem matematica da
propagacao tumoral, que deve incorporar tais diferencas para representar com fidelidade o

comportamento real dos gliomas no tecido cerebral.
Considerando a variagdo do coeficiente de difusdo no tecido cerebral, distinguindo

regies de substancia cinzenta e substdncia branca como fator de heterogeneidade,

OZUGURLU (2015):

Dy =0.13 mm? / dia, 0<x<7.5 (Regido de substancia cinza)

D.(x)=4D,,=0.65 mm?/dia, 7.5<x<425 (Regido de substancia branca)

Dy =0.13 mm? / dia, 42.5<x<50 (Regido de substancia cinza)

Introduzimos fungdes de suavizagdo das transi¢des entre as regides cinza e branca
para manter derivadas continuas no microambiente considerado e garantir que mudancas

estruturais sejam consideradas sem descontinuidades matematicas.
No microambiente adotado o coeficiente de difusdo adimensional serd dado pelas

equacOes (3.43 — 3.45), nessas equagoes “y = Dg | Dy, € a relagdo entre as difusdes das
regides cinza e branca e “on” € o coeficiente adimensional de transicao entre essas regides.
Nas Figuras 3.6.a e 3.6.b, séo apresentados os comportamentos de f)c(n) e I5'C(77) em
ﬁnmﬁodacmndmwdaeqmchla&nwnﬁond‘ﬁf.Agma,anosadMarque“E%(n)”éa

funcdo de anisotropia difusional do microambiente.

De(17) =7 +(1=)Fa(1) = (1~ )Fa(1)Fo(77) (3.43)

1 1
Fa7)= 1+ e w(n-na)’ Fo(7)= 1+ g~ %w(n7-1D)

(3.44, 45)

10
Los o
0l
025

dbcidn

00 02 04 06
n
n

a) Coeficiente de difusdo D.(77)

0.4 0.6

b) Taxa de variagéo da difusio Dg(77)
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Figura 3.6 — Comportamento do coeficiente de difusdo adimensional e sua taxa de variacdo

no microambiente tumoral.

As equac0es diferenciais parciais, suas condi¢des iniciais e suas equagdes acessorias
sdo capazes de proporcionar a dinamica de crescimento do glioma e sua interacdo com a
disponibilidade de nutrientes no microambiente. A questdo agora, € como medir esse
crescimento? Para isso, usa-se a populagdo média de células gliais “N¢(t)” no dominio (L)
do microambiente em funcdo tempo. Assim a populagdo média adimensional de células

gliais é dado por:

Ne(t) _ *

Ne(t)=—== 6c(tn)n (3.46)
Ceol 0

Para facilitar a analise de resultados é importante observar que a popula¢do maxima

de células gliais (Nmax) que 0 microambiente pode suportar pode ser dado pela integracdo da

equacdo (3.38) no dominio:

- N, 1
N 0 3.47
max — Cco L jo T(n)dn (3.47)

3.3 METODOLOGIA DE SOLUCAO

3.3.1. NDSolve — Resolucdo Numérica de Equacdes Diferenciais

A rotina NDSolve do Wolfram Mathematica € uma funcéo utilizada para resolver
numericamente equacdes diferenciais parciais (EDPs), equacgdes diferenciais algéebrico-
diferenciais (DAES), e sistemas de equacdes diferenciais. As EDPs envolvem derivadas
parciais em relacdo a mais de uma variavel independente, no qual, a rotina do algoritmo
emprega diferentes métodos numéricos para resolver as equagfes dentre eles: Métodos de
Runge-Kutta adaptativos, apropriados para problemas suaves, métodos de Adams-
Bashforth-Moulton, eficientes para problemas de longo alcance, métodos de diferenca finita
e elementos finitos muito utilizados para solucionar EDPs e métodos implicitos para
problemas rigidos, como o método de Backward Differentiation Formula (BDF)
(WOLFRAM, 2022).
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O operador NlIntegrate do Mathematica é empregado para a avaliacdo numérica de
integrais definidas. Sua utilizacdo é fundamental em casos em que a integral ndo admite
solucdo analitica ou quando a obtencdo da solugcdo exata é computacionalmente inviavel
devido a sua complexidade. Ambas as rotinas sdo fundamentais para resolver problemas
numéricos complexos no software Mathematica, sendo amplamente utilizadas em aplicacdes
cientificas e de engenharia (WOLFRAM, 2022). Com isso, um algoritmo computacional no
software Wolfram Mathematica foi elaborado para solucionar o modelo matematico
proposto. Com o auxilio das rotinas NDSolve e Nintegrate, foram gerados resultados a partir

de dados de entrada. O fluxograma da metodologia é representado pela Figura 3.7.

Modelo -
Resultados
:> :>

. 0nwS)x-x, Wolfram

o Mathematica
— =Ry

ot

NDSolve
Plots

o o

-~

-~ P4 -~
oc, o L éc, ] |
n . 7

ox

-
NIntegrate )“ :

Figura 3.7 — Metodologia da resolucdo do modelo matematico proposto.

3.3.2. Dados de Entrada para a Simulacdo Computacional

Para realizar as simulagbes computacionais sdo necessarios diversos dados de
entrada. Muitos destes dados, foram obtidos da literatura e outros foram adotados como

parametros de estudo (como: ko e K,). Na Tabela 3.1, sdo apresentados os parametros

dimensionais e adimensionais utilizados na simulacdo computacional do modelo
matematico, comparando os valores adotados no presente trabalho com referéncias
anteriores. Os parametros dimensionais incluem grandezas fundamentais que governam a
dindmica do sistema, como os coeficientes de difusdo das celulas tumorais (Dg) e das células
quiescentes (Dw), além do dominio espacial da simulag&o (L) e os limites das regides cinza
(xa) e branca (xb). Esses parametros sdo fundamentais para a caracterizacéo da propagacao
celular no microambiente tumoral.

A taxa especifica de mobilidade inicial (r,) foi adotada com o valor 0.012 dia®,

representando um crescimento exponencial moderado da populagédo celular ao longo do

56



tempo. A capacidade de carga maxima (Crmax) foi definida como 62.5 células/mm, servindo
como um limitante para a densidade celular. Dentre os parametros adimensionais, destaca-
se a relagdo entre as difusGes nas regides cinza e branca (y = 0.2), essencial para a
modelagem da heterogeneidade espacial do microambiente tumoral. O fator de escala da
proliferacdo celular (o) foi testado em diferentes cenarios (0.02,200,2000), permitindo
avaliar o impacto desse coeficiente na dindmica celular. Além disso, a taxa de consumo de
nutrientes (Kn ) foi considerada em multiplas condig@es (0.00001,10,100), de modo a analisar
a influéncia dos nutrientes na viabilidade celular.

A parametrizacdo do modelo inclui ainda o coeficiente de transicdo entre regides do
microambiente (W), que governa a suavizagdo das fronteiras entre os diferentes
compartimentos espaciais, e a constante do modelo de HILL (1910) (d), responsavel por
modular a resposta celular a concentracéo de nutrientes. A definigcdo dos valores criticos de
nutrientes (Cnerit) € células tumorais (Cecrit) estabelece limiares para transi¢oes fenotipicas no
sistema.

A escolha criteriosa desses parametros, baseada em referéncias sélidas e no
refinamento do presente estudo, permite uma simulacdo robusta e realista da dinamica
tumoral, viabilizando a analise quantitativa do comportamento celular frente a diferentes
condi¢Bes ambientais e biofisicas.

Tabela 3.1 — Dados Dimensionais e Adimensionais.
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Parametros Dimensionais

Referéncia

Parametros Adimensionais

L=50 mm; Xxa=7.5mm; Xc =25
mm; Xp =42.5mm; 6=175
Dy = 0.13 mm?/dia (Regiéo

Cinza)

Dw = 0.65 mm?/dia (Regiéo
Branca)

n=1.2x10%cm?s =10.368
mm?/dia

£=0.01; Cpo =1/ (sv27)=39.89
cel/mm

Crmax = 62.5 cel/mm
a=_0, 10, 20, 50, 62.5
Chmax = 3.45 x 103 mol/ mm
Ceerit = 0.5Ctmax € 0.8Crmax
Cherit = 0.3 Chmax
ro =0.012 dia*

ko = 0.0000104; 0.104; 1.04

n = 6.52x101%; 6.52x10°
6.52x10*

(OZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(OZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(OZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(OZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(GZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(OZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(GZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

Presente Trabalho
Presente Trabalho
Presente Trabalho
Presente Trabalho
Presente Trabalho

Presente Trabalho

Ha = 015, o = 085, Ne = 0.5

y=10.2
D,, = 15.9508
oy, = 20000

e'l'maxt = 1.5668

a=0; 0.2507; 0.5014; 1.2535;
1.5668

ow = 100; ¢n = 25; ¢ = 25
Occrit = 0.5O0rmaxt € 0.8 Ormaxt
Gherit = 0.3

Qo = 46.154

ako = 0.02; 200; 2000 — Parametro
de estudo
K, =0.00001; 10;100 — Parametro

de estudo

3.4. RESULTADOS E DISCUSSAO

A formulagdo matematica baseou-se em equacdes diferenciais parciais (EDPS) que

descrevem a evolucdo espago-temporal das populacGes celulares e da concentragdo de

nutrientes no microambiente tumoral. A discretizacdo espacial do dominio permitiu a

implementacdo numérica das EDPs, possibilitando a simulacdo computacional dos

processos bioldgicos modelados de forma acoplada e dindmica. Essa abordagem permitiu a

representacdo da dindmica do sistema em termos de variaveis discretizadas, associadas a

pontos especificos da malha espacial. Para a resolucdo eficiente do modelo matematico

proposto, foi desenvolvido um algoritmo computacional robusto, capaz de garantir precisao

58



e estabilidade na solucdo numeérica. Inicialmente, foi realizada uma analise de convergéncia
da malha para um caso teste, considerando uma tolerancia numérica de 10, e partir deste
adotou-se uma malha minima com Nv = 1000. Todas as simula¢des das equacdes (3.49 —
3.58), para as variaveis &(z, 1), én(z, 17) € 6(z, 1), foram realizadas a partir da formulacdo
discretizada do modelo, assegurando a consisténcia numérica e a confiabilidade das solucdes
obtidas ao longo do tempo e do dominio espacial. Os resultados obtidos para as densidades
populacionais de células cancerigenas, células mortas e concentracdo de nutrientes foram
analisados e comparados com dados disponiveis na literatura, validando a abordagem
proposta. Além disso, a evolucdo da populacdo de células gliais (Nc) foi avaliada,
proporcionando uma caracterizacdo detalnhada do comportamento dinamico do

microambiente tumoral.

3.4.1. Populacdo média de células gliais no microambiente (Nc)

Para garantir que o0 modelo matematico foi implementado corretamente no software
e que ele esta funcionando conforme especificado, realizou-se a verificacdo do modelo. Em
outras palavras, a verificacdo € sobre confirmar que o modelo foi construido e codificado
corretamente. Para esta finalidade foi realizada a comparacdo dos resultados do modelo

proposto, em casos limites (para pequenos valores de ok € K, ), como resultados obtidos

por (OZUGURLU, 2015, SILVA e AVILA, 2020). Inicialmente sdo apresentados, na Tabela
3.2, os resultados da populagdo média de células gliais, no instante t = 1080 dias, obtidos

nos casos limites de g, = 10 (taxa especifica adimensional de consumo de nutrientes) e axo

= 0.2 (taxa especifica adimensional de morte celular), parametros estes que fazem com que
0 modelo proposto tende a se reduzir aos dos modelos apresentados nos trabalhos de
(OZUGURLU, 2015, SILVA e AVILA, 2020). Observa-se desta tabela uma razoavel

concordancia dos resultados para p = 0 (f%z @k0- taxa proliferacdo) e a = 0 (capacidade de
carga do meio varia espacialmente) e, ja para a situacdo e a = 62.5 (capacidade de carga do
meio constante) os resultados estdo em perfeita concordancia com os da literatura. No caso
de p = 0 e a= 0 os resultados obtidos apresentam discrepancias significativas em relacdo ao
valor exato da populacdo que o meio é capaz de sustentar. Isso ocorre porque, ao considerar
p = 0, 0 modelo ndo incorpora um termo de crescimento liquido da populacéo celular,
implicando na auséncia de proliferacdo significativa das células tumorais. De maneira
analoga, na atribuicdo de a = 0, o parametro que poderia modular a interagdo com 0 meio

também € nulo. Como consequéncia, a dinamica populacional ndo se estabiliza
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adequadamente, resultando em desvios expressivos em relacdo a capacidade de carga do
sistema. A auséncia desses parametros impede que o modelo represente corretamente 0s
processos de crescimento e regulacdo da densidade celular, comprometendo a obtencgéo de
um estado estacionario condizente com o equilibrio esperado.

Ja parap = 0ea=62.5 os resultados de N¢ do regime permanente convergem para
a capacidade de carga do meio. A inclusdo da interacdo celular com intensidade maxima
resultou em uma elevacdo significativa da populacdo celular, atingindo 3124 células para
um limiar critico de 50% da capacidade de carga maxima e 2765 células para um limiar
critico de 80%, refletindo a importancia da regulacdo da proliferacdo celular no
microambiente tumoral.

Quando a taxa proliferacdo depende da concentracdo critica de nutrientes a da

populagio critica de células gliais (i. e. p =1 — 7°=a,,2(6, )81(8:)), observa-se que esta
populacédo (N¢) fica bem abaixo do valor exato da populacéo, devido s6 ocorrer proliferacao
em ambientes com concentracdo de nutrientes acima do valor critico e populacao de células
gliais abaixo do seu valor critico (Figura 3.3.b). Portanto, se as células gliais apresentarem
capacidade de se proliferar em ambientes com elevada densidade populacional (Gcrit =

0.8rmaxt) Sua populacdo serd maior ainda.

Na configuracdo em que o parametro de escala da taxa de morte é igual a 2000 e a
taxa de consumo de nutrientes assume valor 10, os valores da populacdo celular
permaneceram estaveis, reforcando a robustez do modelo frente a variagdes na taxa de
proliferagdo e no consumo de nutrientes. O comportamento observado indica que, para taxas
elevadas de consumo de nutrientes e altas taxas de morte celular, a regulacdo da populacéo
tumoral se torna mais efetiva, limitando a proliferacdo celular em comparacdo com o caso
de baixa taxa de consumo. Assim, os resultados obtidos evidenciam a influéncia da
competicdo por recursos metabdlicos e das taxas de morte na dindmica populacional das
células tumorais, corroborando a relevancia dos parametros de escala da taxa de morte e de
consumo de nutrientes no controle da estabilidade do sistema. A compara¢do com os valores
exatos da populacdo celular maxima demonstra que a metodologia utilizada no presente
trabalho fornece estimativas consistentes e alinhadas com os referenciais tedricos,
garantindo a confiabilidade da abordagem matematica empregada. Além disso, a influéncia
dos parametros criticos sobre a densidade celular no regime estacionario sugere que a
modelagem proposta captura com fidelidade os mecanismos bioldgicos subjacentes a

proliferacdo celular em ambientes restritos por limitagdes metabdlicas.
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Tabela 3.2 — Comparacdo para a populacdo média de Células (Nc) no regime

permanente.
axw=002e g, = 10
o a=0-26(n)=6 nxFr(n) a=625 - 6r(n)=4a
ReferenCIa p = 0 p =I - '.09= 4,818 p = 0 p =1 — tpo: ,,8182
‘pﬂ': g O%Z:m:axt O%Zrnm:axt o= Oy Gecrit = 0.56rmaxt | Geerit = 0.8 Ormaxt
Presente
Trabalho 1645 1110 1561 3124 1904 2765
(Modelo 1)
(SILVA e
AVILA, 2020) 1752 3123
(OZUGURLU,
2015) 3126
Exato - Nmax 2188.9 2188.9 2188.9 3125 3125 3125
axo=2000e g, =10
Presente
Trabalho 1645 1110 1561 3124 1904 2765
(Modelo 1)

Em resumo, a inclus@o de um valor positivo significativo para a afeta a estabilidade
e 0 equilibrio do sistema, permitindo que os resultados numéricos do regime permanente se
alinhem melhor a previsao tedrica da capacidade de carga do meio e dos pontos criticos de
concentracdo de nutrientes e densidade populacional.

Na Figura 3.8, € mostrada a evolugdo temporal da populacdo média de células gliais

(No) para K,= 10° e axo = 0.02 e diferentes valores do parAmetro “a”, que influencia a

capacidade de carga do sistema. As linhas continuas representam os resultados obtidos no
presente trabalho, enguanto os pontos discretos correspondem aos valores reportados por
SILVA e AVILA (2020). Observa-se que, para valores menores de a (curva preta, a =0), a
populacéo celular atinge um platé inferior, indicando uma menor capacidade de proliferagdo
celular devido a restricbes impostas pelo microambiente. A medida que o pardmetro a

aumenta (curvas em marrom, cinza, azul e vermelho), ha um crescimento mais expressivo

de Vo), refletindo um aumento na capacidade de suporte celular. Com a = 62,5 (curva
vermelha) a capacidade de carga do MEV € méaxima nas regides branca e cinza, comportando
um namero maior de células conforme observado 0 < a < 62,5 céls/mm. O tragado indica

que valores maiores de a permitem um crescimento mais expressivo da populagéo celular,
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pois aumentam a capacidade de carga do microambiente tumoral (MEV). Observa-se uma
boa concordancia entre os resultados, principalmente na regido de estado estacionario.
Diferentes valores do parametro a foram considerados, conforme indicado na
legenda, evidenciando o impacto dessa variavel na dindmica populacional das células gliais.
Essa abordagem possibilita uma avaliacdo quantitativa da adequacao do modelo matematico
a realidade bioldgica, contribuindo para uma melhor compreensdo dos mecanismos que
regulam o crescimento e a proliferacdo celular no microambiente tumoral. As pequenas
discrepancias observadas podem ser atribuidas a diferencas nos parametros de entrada e as
formulagdes matematicas adotadas. O crescimento celular é limitado pela disponibilidade de

espaco e nutrientes, explicando a estabilizacdo das curvas em diferentes patamares.
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Figura 3.8 - Populacdo média de células gliais (Nc).

Na Figura 3.9, é mostrada a influéncia da taxa especifica de morte celular (o), da
taxa de proliferacdo (R) e do parametro “a” na populagdo média de células gliais (Nc). Em
geral, poucas mudancas sdo observadas em Nc(t) quando a taxa de morte (axo) aumenta. No
entanto, quando a taxa de morte depende da concentracao critica de nutrientes e da populacéo
critica de células gliais (o = 1), a populacdo Nc é fortemente afetada. O parametro "a" tem
grande influéncia na populacdo média Nc. Observa-se que o tamanho da populacdo média
de células gliais (Nc) aumenta significativamente com o valor do parametro "a". Como

observado na Figura 3.4, a capacidade de carga & menor nas fronteiras do Mev (regido cinza)
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e maior na regido central (regido branca). Assim, quanto menor o valor de "a" no Mev, menor
é a capacidade maxima de carga que ele suportard. Este fato, juntamente com a distinta
capacidade de difusdo nessas regides, é o que determina a dindmica da populacdo média de
células gliais (Nc). Nos graficos sdo mostrados que o crescimento celular segue uma

dindmica previsivel baseada na capacidade de carga do microambiente.
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Figure 3.9 — Influéncia da taxa especifica de morte celular (cxo), taxa de proliferacdo (R) e

do pardmetro “a” na populacdo média de células gliais (Nc) no Mev.

As Figuras 3.10 e 3.11 mostram a evolucdo espaco-temporal das populacbes de
células gliais ativas e células mortas, bem como a concentracao de nutrientes no tumor Mev.
SWANSON et al. (2000), desenvolveram um modelo matematico que incorpora a
heterogeneidade espacial do tecido cerebral ao definir o coeficiente de difusdo como uma
funcdo dependente da variavel espacial, permitindo a distingdo entre regiGes de substancia
cinzenta e branca. Em suas analises, os autores demonstraram que a migracdo das células
tumorais ocorre de maneira diferencial nesses dois compartimentos, evidenciando uma
maior taxa de dispersdo no tecido da substancia branca em comparacao a substancia cinzenta,
possivelmente devido as diferencas estruturais e a organizacao da matriz extracelular entre

essas regides. Este modelo considera que a disseminacdo das células de glioma pelo cérebro
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ocorre por meio de um processo de reacdo-difusdo, no qual o coeficiente de difusdo pode
apresentar variaces dependendo da composi¢do da substancia cinzenta e branca na regido

cerebral em questéo.

Paraa =0 (Figuras 3.10 e 3.11), a populacéo de células gliais (&) cresce e se espalha
no Mev, sendo limitada pela menor capacidade de carga nas fronteiras (regido cinza) e pelo
baixo coeficiente de difusdo na regido cinza, de acordo com as Figuras 3.5 e 3.8. A densidade
celular comega concentrada na regido branca (maior difusividade e maior capacidade de
carga). A populagdo se dispersa rapidamente na regido branca. Na regido cinza a disperséo
da populacéo é menor e a capacidade de carga do MEV € menor. Assim, como o coeficiente
de difusdo € menor, o tecido oferece maior resisténcia ao processo de disseminacdo das
células gliais. Portanto, a distribuicdo da populacédo de células gliais se desenvolve de forma

mais intensa na regido central do Mev (regido branca).

Também € observado que, para a = 0 e 62,5, que a populacdo de células mortas ()
é maior na regido central devido a alta densidade populacional de células gliais ativas e a
baixa concentracdo de nutrientes. A medida que a populacdo de células gliais se prolifera
(regido branca) ha concorréncia por nutrientes ocasionando maior taxa de morte celular. No
caso de p =0, a morte celular ocorre apenas pela falta de nutrientes. Enquanto para p# 0, a
morte celular ocorre tanto pela falta de nutrientes quanto porque a regido tem uma populagao

préxima ao ponto critico.

A concentragdo de nutrientes (éh) € menor na regido central do Mev devido a maior
interacdo da populacéo de células gliais (&) com os nutrientes que se difundem no ambiente.
A competicdo por nutrientes é um fator chave na regulacdo da populacdo tumoral. Como a
taxa de consumo de nutrientes € modelada pela lei de acdo das massas, podemos dizer que

este € um resultado esperado.
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p=0—>(R=a,), K,=10and a,, = 2000
a= 0(0T(’]):0T7110,\‘FT(’])) a=62.5 (61'(’]):[7)

Figura 3.10 — Evolugéo espago-temporal de &, én, e éhpara p=0, K,, = 10, axo = 2000 € a
=0ea=0625.

Em uma anélise da influéncia de p sobre os resultados, de acordo com as Figuras
3.10 e 3.11, observa-se que quando p = 0, a taxa de proliferagdo (R) é constante, e quando
p =1, a taxa de proliferacdo depende das condic¢des criticas de nutrientes (6herit) € da
populacao critica de células gliais (rit) 0 que é demonstrado nas Figuras 3.3.a e 3.3.b. Neste
ultimo caso (p = 1), ha mais limitacdo a proliferacdo, o que implica populacdes menores de

células gliais (&) no Mev.
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Figura 3.11 — Evolugao espago-temporal de &, én, e 6 para p=1, K,, = 10, aio = 2000 € a
=0ea=062.5.

Os resultados obtidos nas simulacdes evidenciam a influéncia dos parametros de
capacidade de carga, consumo de nutrientes e interacdo celular na dindmica populacional do
microambiente tumoral. Quando a capacidade de carga é maxima e constante, a populacao
celular se espalha de forma intensa e homogénea nas regides branca e cinza, permitindo uma
distribuicdo estavel da populacdo glial no microambiente extracelular. Entretanto, quando
héa resisténcia a disseminacéo devido ao coeficiente de difusdo nas fronteiras da regido cinza,
a dispersdo da populagdo se torna mais lenta, favorecendo a proliferacdo celular em
condicBes mais estaveis.

A analise da taxa de morte celular demonstra que, a medida que a populacdo de

células gliais se prolifera, ha um aumento na concorréncia por nutrientes, resultando em
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maior taxa de morte, especialmente na regido central do dominio. No entanto, quando a
proliferacédo celular € regulada, a taxa de morte se mantém reduzida, evidenciando que o
controle da dindmica celular esté diretamente relacionado a disponibilidade de nutrientes.

A distribuicdo espaco-temporal da concentragéo de nutrientes mostra que o0 consumo
€ maior nas regibes de alta densidade celular, levando a uma reducdo gradual na
disponibilidade de recursos metabdlicos. Esse efeito € particularmente evidente na regido
branca, onde ha maior nimero de células em proliferagcdo, promovendo a formacéo de zonas
hipoxicas.

A comparacao entre 0s casos com e sem interagdo celular demonstra que, na presenca
de regulacdo proliferativa, a densidade celular tende a ser menor, reduzindo a competicao
por nutrientes e tornando a dindmica tumoral mais estavel. Em contrapartida, quando a
interagdo celular é negligenciada, observa-se um crescimento celular exacerbado e maior
consumo de nutrientes, intensificando o efeito da limitagdo metabdlica. Assim, os resultados
reforcam a importancia da interacéo entre proliferacdo celular, disponibilidade de nutrientes
e capacidade de carga do microambiente na regulacdo da dindmica tumoral, destacando que
a competicdo por recursos metabolicos desempenha um papel fundamental na estabilidade e
evolugéo da populacéo celular ao longo do tempo.

3.5. CONCLUSAO

Os gliomas sdo tumores cerebrais primérios altamente invasivos, correspondendo a
aproximadamente 50% de todas as neoplasias intracranianas (ALVORD e SHAW, 1991).
Estudos prévios (ALVORD e SHAW, 1991; SWANSON et al., 2000; CLATZ et al., 2005)
demonstram que a progressao desses tumores € fortemente influenciada pelo microambiente
em que estdo inseridos, especialmente em regifes do sistema nervoso central com
capacidade de carga constante, como a substancia cinzenta e a substancia branca. Essas areas
possuem caracteristicas estruturais e fisiologicas distintas, que afetam diretamente os
mecanismos de proliferacdo, migracdo e infiltracdo tumoral, influenciando
significativamente a dindmica do crescimento dos gliomas.

Neste trabalho, foi proposto um modelo matematico unidimensional de evolucdo
espaco-temporal para prever o crescimento de gliomas. Este modelo considerou as
interacdes da populacéo de células gliais com os nutrientes no Mev. A morte celular foi
considerada como uma funcdo da populagdo de células ativas (&), com sua taxa de morte

dependente da concentragéo de nutrientes em torno do ponto critico para morte (éherit). A
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taxa de proliferacdo (R) foi modelada como uma fungio da concentracéo de nutrientes e da
populagdo de células gliais em torno de seu ponto critico (6herit, Gerit).

O modelo foi verificado para casos limitantes, mostrando aderéncia a modelos
apresentados na literatura. Os resultados simulados para R(é, &) foram fisicamente
coerentes com densidades populacionais menores do que R (taxa de proliferacdo) constante
e com variacdo no valor que determina a taxa especifica de proliferacdo. Confirma-se que
limitacbes ambientais (como a disponibilidade de nutrientes) afetam diretamente o
crescimento tumoral.

Os resultados sugerem que a progressao tumoral é fortemente influenciada pela
disponibilidade de nutrientes e pela interacdo entre as populagdes celulares, apresentando
padrdes de crescimento distintos conforme as condigdes iniciais e os pardmetros do modelo.
O coeficiente de difusdo anisotropico demonstrou impacto significativo na propagacao
tumoral, refletindo diferencas nos padrbes de crescimento em regides cerebrais distintas.
Esses achados reforcam a importancia da modelagem computacional como ferramenta
essencial para o estudo da dinamica dos gliomas difusos, abrindo novas perspectivas para
investigacdes futuras na area.

Como propostas futuras, incluiremos no Mev as interacGes de células gliais e mortas
com novo compartimento de células quiescentes (células em estado de dorméncia
proliferativa, caracterizadas por uma fase GO do ciclo celular, na qual cessam
temporariamente a divisdo, mas mantém a capacidade de reativacdo sob estimulos
especificos) e a concentracdo de nutrientes. A capacidade de carga do MEV pode ser um

fator critico para controlar a progressdo tumoral.
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CAPITULO 4 - MODELO DE CRESCIMENTO DE GLIOMA EM MEIO
ANISOTROPICO - INFLUENCIA DAS INTERACOES DE CELULAS DOENTES,
QUIESCENTES, MORTAS E DE NUTRIENTES NO MICROAMBIENTE

4.1. MODELO MATEMATICO PROPOSTO Il

Neste capitulo, propde-se um modelo matematico para o crescimento de gliomas em
meio anisotropico, considerando a influéncia das interacbes entre células tumorais
proliferativas, quiescentes e necroticas em iteragdo entre si e com a disponibilidade de
nutrientes no microambiente tumoral.

Em muitos trabalhos, a modelagem matematica de gliomas tem sido amplamente
explorada na literatura, sendo abordada por meio de simulacOes discretas, que representam
o comportamento individual das células, ou de anlises continuas, que descrevem a evolugéo
das densidades celulares no tumor (BYRNE, 2003; CLATZ et al., 2005; BYRNE, 2012;
ALVAREZ et al., 2016). Modelos discretos, embora Uteis para simular dinamicas celulares
individuais, tornam-se computacionalmente invidveis para tumores de tamanho clinicamente
significativo, pois o nimero inicial de células pode ser elevado, o que exige recursos
computacionais robustos para a simulacdo de grandes escalas. Em razdo dessas limitaces,
diversos autores tém desenvolvido modelos baseados em formulagdes continuas para a
evolucgéo de gliomas (CLATZ et al., 2005; JIANG et al., 2005; PAPADOGIORGAKI et al.,
2013; OZUGURLU, 2015; KIM et al., 2017; SILVA e AVILA, 2020), permitindo analises
mais abrangentes e viadveis para simulac@es de longo prazo.

Outros autores, adotam modelos de difusdo-reacdo que tem sido amplamente
empregado para descrever a dispersdo e proliferacdo celular no tecido cerebral,
adicionalmente, a funcdo logistica é frequentemente utilizada para representar o crescimento
tumoral, considerando a capacidade de carga do microambiente (SILVA e AVILA, 2020).

No presente trabalho, adotam-se as seguintes hipoteses para a formulacdo do modelo:
assume-se um tumor de glioma com dimensdes clinicamente detectaveis, consistindo em
uma quantidade significativa de células tumorais. Considera-se, inicialmente, um tumor de

formato esférico e sua evolugdo esférica. Para t = 0, supBe-se uma distribuicdo normal de

células tumorais em torno de uma posigdo espacial inicial “x.”. Para a formulagao,

(X=X, )? L
Cgi(x)=Coe X% )" em coordenadas cartesianas (p = 0) assume-se X; = Py (L=50
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mm), enquanto para a formulag&o em coordenadas esféricas (p =2), considera-se X, =0 (L

=25 mm).

Além disso, este estudo ira estuda as maltiplas interagdes celulares-microambientais,
conforme representado no diagrama compartimental da Figura 4.1, com o objetivo de prever
a evolucdo espaco-temporal do tumor. As interacdes entre células tumorais, células
quiescentes do microambiente e a disponibilidade de nutrientes desempenham papel
fundamental na progressédo do glioma e séo formalizadas por meio do modelo matematico
proposto.

[Nu trientes: Cn]
k

n

k(CLC)

Células doentes';

Lc Células quiescentes
(Proliferagéio) | ¢

k

n

[Nu trientes: Cn]

Células mortas
C

m

Figura 4.1 — Diagrama Compartimental das interacdes de populagdes celulares com o
microambiente.
Fonte: Adaptado de BYRNE (2003).

Conforme Figura 4.1 séo adotadas trés populacdes de células interagindo entre si e
com o microambiente. Sdo elas: Células gliais “Cc” e Células quiescentes “Cq” que
interagindo com os nutrientes “Cn” do microambiente dao origem a populacdo de células
mortas “Cm”. Os nutrientes necessarios para as células (i. e. Cn = Oxigénio e Glicose) afetam

principalmente a motilidade e morte das células cancerigenas e quiescentes. A taxa

especifica de reprodugéo das células cancerigenas (K, ), que é descrita por um modelo

logistico, depende das concentragdes de células doentes e de nutrientes, assim como da

capacidade de carga do glioma (Cy (X ) ). Neste trabalho, adota-se uma formulagéo baseada
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nos modelos matematicos descritos em OZUGURLU (2015) e SILVA e AVILA (2020) com

uma modificagdo na taxa especifica “ kr ” que ¢ sera fungdo de “C,,” e “C,” em torno de

seus valores criticos no microambiente, os quais tratam da dindmica de crescimento de

gliomas considerando a influéncia de variaveis ambientais e bioguimicas. Como esse modelo
é uma extensdo do apresentado no capitulo 3, as equagdes para R; , k,, Cy(x), fr(X),

Ky, Kem: De(X) serdo as mesmas ja apresentadas.

A taxa de morte de células quiescentes (kqm) também deve depender da

concentracdo de nutrientes (C,,) e da concentragéo critica de nutrientes (¢, ). Entretanto,

ncrit
as células proliferativas, devido a sua alta atividade mitotica, sdo mais propensas a sofrer
apoptose em resposta a danos no DNA ou sinais de estresse, enquanto células quiescentes,
que estdo em uma fase de repouso do ciclo celular, apresentam maior resisténcia a esses
estimulos apoptoticos (ROBERTIS Jr.,2003). Entdo, considerando que as células em

proliferacdo tém maior suscetibilidade a apoptose do que as células quiescentes (i. e.

kem > Kgm = koc > ko, ) POdemos adotar as seguintes taxas de morte para as duas populagdes:

cm q

Rem =kemCe:  Kem(Cr )= koe {1_ ky xtgh(Mj} (412 b)
o
R =K, Cy: Ch — Cherit
am — “gm™q- kqm(cn )= kOq 1—kq xtgh T (4.2.a, b)

Em modelos biomatematicos de gliomas (SWANSON et al., 2000), as taxas de morte
de células proliferativas variam em funcéo das condicGes locais, como disponibilidade de
oxigénio e glicose. Em ambientes hipdxicos, a taxa pode se aproximar de uma taxa maxima.
A taxa de morte de células quiescentes (koq) em gliomas costuma ser mais baixa do que a
das ceélulas proliferativas, devido a sua menor suscetibilidade a apoptose (ROBERTIS JR.,
2003). Para propdsito desse modelo a taxa de morte de células quiescentes sera
aproximadamente dez vezes menor que de células proliferativas (Kog = Koc/10).

Via de regra, as células cancerigenas geralmente ndo retornam ao estado de
quiescéncia com facilidade. Na maioria dos tumores, as células cancerigenas tendem a
escapar da quiescéncia (um estado de repouso ou dorméncia) e a se manter em proliferacao

ativa, o que contribui para o crescimento descontrolado do tumor. Essa caracteristica esta
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diretamente ligada a um dos chamados “hallmarks of cancer” que é a capacidade de manter
sinais proliferativos constantes. Entretanto, ha excec¢des e nuances importantes que podemos
discorrer:

1. Quando células cancerigenas podem entrar em quiescéncia: a) Em ambiente hostil
ou pobre em nutrientes as células podem entrar em quiescéncia como uma estratégia
de sobrevivéncia; b) Pressdo terapéutica - alguns tratamentos induzem quiescéncia
como forma de resisténcia. As células param de se dividir temporariamente,
tornando-se menos sensiveis a quimioterapia; c) Metastase latente - células tumorais
podem migrar e ficar quiescentes por anos antes de “acordar” e formar novos focos
tumorais.

2. Nos gliomas, especialmente os glioblastomas (GBM), a quiescéncia celular tem um
papel critico na resisténcia ao tratamento e na recidiva tumoral. Aqui estdo alguns
pontos importantes: a) Células-tronco de glioma (GSCs) e quiescéncia -
Subpopulag6es de células-tronco tumorais em gliomas podem entrar em quiescéncia
para escapar da quimioterapia e radioterapia. Essas  células  quiescentes
sobrevivem ao tratamento e, apdés um tempo, podem retornar ao ciclo celular,
repopulando o tumor; b) Quiescéncia como mecanismo de dorméncia tumoral - Em
GBM, células em nichos hipoxicos (baixa oxigenacdo) frequentemente entram em
estado quiescente. A dorméncia tumoral estd ligada a recidiva anos apdés o
tratamento, pois essas células escapam da acdo citotdxica dos farmacos.

3. ImplicacGes terapéuticas: a) Estratégias que forcam células quiescentes a retornar ao
ciclo celular podem torna-las vulneraveis a quimioterapia; b) Alternativamente,
estudos vém buscando alvos moleculares especificos de células quiescentes para
elimina-las diretamente.

Apos essa discussao, e considerando que para representar matematicamente as taxas
de transferéncia de populacGes de células gliais (C¢) para quiescentes (Cq) ou vice-versa,
vamos assumir que esse comportamento pode ser modelado como se fosse uma cinética de

primeira ordem reversivel, dado por:

k
qC nr i
Cq T_q)CC = Rq =R @qz chcq —k

eCe (4.3.3,b)
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Assim sendo, assumindo que células gliais possuem pouca probabilidade de retorno

ao compartimento quiescente (pelos argumentos apresentados), entdo podemos considerar

k,
que: kye >> kg > keg = —%€ 5> 1, com isso a equagéo (4.3.b) toma a seguinte forma:

cq

Ry #c=—R; ¢2q=Keq(kegCq—Cc) (4.4)

Considerando que ap06s o inicio do ciclo celular as células se proliferam independente
de estimulos externos, assim a passagem de células do compartimento proliferativo para o

ndo proliferativo (quiescente) € menos provavel (i. e. k., > k,,). O consumo de nutrientes

pelas células tumorais proliferativas e quiescentes, para reproducdo natural, pode ser
entendido como uma cinética de segunda ordem. Nesta cinética, as populacdes de células

gliais ou quiescentes interagem com o microambiente consumindo nutrientes essenciais para

sua reproducdo natural. Aqui, vamos propor que a taxa k, € a taxa especifica de consumo

de nutrientes para reproducdo celular, quando da sua interacdo com as células doentes e

quiescentes, sera representada pelas equacdes (4.5) e (4.6).

C, +Ce—5C. = Ry, =knCrCe (4.5)

Cp+Cq—15Cy = Ry =K,C,iC (4.6)

q

Considerando que a evolucao do glioma pode ser descrita por um balanco de espécies
presentes no microambiente (através de uma analise continua das densidades populacionais
interagindo com os nutrientes do microambiente), a equacéo de difuséo de reacdo conforme
(OZUGURLU, 2015, KIM, et al., 2017) pode ser usada para as populacdes de células

cancerosas (C,), quiescentes (C,), mortas (C,,) e para a concentracao de nutrientes (C, ).

Ei_vj +Ryi(Ci)~Rai(Ci),  i=camn 4.7

Para as populacGes de células doentes e quiescentes o termo J; representa o fluxo

(ou a motilidade) das células tumorais e quiescentes, Rpi representa sua proliferagdo ou

reproducdo liquida e Ryj é taxa referente & morte de células cancerigenas e quiescentes
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devido a condi¢gdes microambientais e/ou as taxas de transferéncia de uma populacdo para
outra. A motilidade das células tumorais e quiescentes pode ser expressa como resultado de

Rand n JHap n Jme n JAdes

quatro fluxos diferentes J =J; , homeadamente a difusdo

Browniana, difusdo devida a haptotaxia, a quimiotaxia e adeséo celula a célula (STEIN, et
al., 2007, KIM, et al., 2009). Sendo JR9"? = _p,(x)VC; refere-se a difusso celular

aleatéria, que vamos considerar a matriz celular anisotropica [com regides cinza/gray e
branca/white — Di(x)]. Neste modelo, o coeficiente Di(x) € modelado matematicamente de
acordo com (OZUGURLU, 2015, SILVA e AVILA, 2020) apresentado no capitulo 3.

Considerando o comportamento bioldgico celular homogéneo tanto para células em
divisdo (cancerigenas) ou ndo (quiescentes), vamos admitir que ambas compartilham
coeficientes difusivos idénticos, ou seja, D¢(X) = Dg(x). Essa suposicdo simplifica a
modelagem ao eliminar possiveis variacdes na difusdo associadas ao estado funcional da
célula, tornando o sistema mais tratavel matematicamente (LORENZI et al. 2016).

Hap _ _

A haptotaxia, J; D,HapCin, é a motilidade das células em direcdo a um

gradiente de moléculas (f — Concentracdo de moléculas) ligadas ao substrato (matriz
extracelular - ECM). Embora, esse seja um evento importante na dindmica populacional de
gliomas, no presente trabalho vamos considerar que tais efeitos da haptotaxia seréo

negligenciados em comparagdo aos processos difusivos randémicos (JHap << JRa”d)

permitindo uma abordagem mais simplificada da dindmica celular. Essa decisdo
metodoldgica € justificada em sistemas onde o transporte celular € amplamente dominado
pela difusdo passiva em detrimento de mecanismos direcionais (BYRNE et al., 2006). Ja a

Quim _ DQUIm

Quimiotaxia, J; = C;Vg, ¢ amotilidade das células cancerigenas em dire¢do a

um gradiente de nutrientes (por exemplo, glicose = g), também sera negligenciada quando

Rand

comparados aos efeitos randomicos (J?”"m << ). E por fim o fluxo devido a adeséo,

J,-Ades =CiK 54es(C;) . que corresponde ao movimento devido a adesdo célula a célula,

segundo a qual as células aderem umas as outras quando estdo proximas, engquanto se

afastam quando estédo muito comprimidas. Neste modelo o termo K 4,.(C;) representa a

forca adesiva das células tumorais. Aqui neste contexto, vamos negligenciar esses efeitos no

modelo, quando comparados aos efeitos randomicos (J/9€% << JRand),
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As células cancerigenas sdo capazes de degradar o tecido circundante, ou seja, a
matriz extracelular (ECM), que constitui uma parte crucial do processo invasivo, o correlato
biolégico da malignidade. Essa degradacdo é conseguida por meio das enzimas de
degradacdo da matriz (MDEs - metaloproteases) que sdo produzidas pelas células.

Entretanto, vamos desprezar as influéncias dos gradientes de concentracdo de

metaloproteases (VC mtp) e do seu processo de transporte no microambiente na dindmica

populacional do glioma. Dessa forma, ao focarmos nos efeitos randdémicos, buscamos
enfatizar o impacto da difusdo estocastica (movimento browniano) na dindmica populacional
celular, refletindo a influéncia predominante de intera¢Ges locais e movimentagéo aleatdria
em determinados contextos tumorais.

Conforme proposto por BYRNE (2003) e BYRNE (2012), a distribuicéo espacial de
nutrientes no microambiente tumoral exerce um papel determinante na regulacéo das taxas
locais de proliferacdo celular (Cc) e morte celular (Cm) em todos os pontos do tumor. A
variacdo dessas taxas em funcdo da disponibilidade de recursos bioquimicos influencia
diretamente a dindmica de crescimento e regressdo da massa tumoral. Dessa forma, é
possivel aplicar o principio de conservacdo de massa para modelar a evolugcdo temporal da
dimensdo do tumor, levando em conta a interagdo entre proliferacdo celular, quiescéncia
celular, morte celular e transporte de nutrientes. A formulacdo matematica resultante captura
a interface dinamica entre a expansao tumoral e as restricbes impostas pelo microambiente,
permitindo uma descri¢do quantitativa do crescimento da neoplasia sob diferentes condi¢fes
fisioldgicas.

Com o objetivo de tornar 0 modelo mais realistico, vamos assumir que a difusdo de
nutrientes no microambiente também sofre influéncia da anisotropia da estrutural da ECM.
Essa anisotropia foi considerada na motilidade das células gliais e quiescentes. Para 0s
nutrientes vamos assumir a mesma funcgéo para descrever o coeficiente de difuséo, proposto

aqui como segue:

D.(x
D,(Xx)= Dno% (4.8)

W

Sendo D,(x) dado pelas equagdes (3.15-17), no capitulo 3, ja a relagdo De(X) sera
w

referida como funcao de anisotropia difusional.
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Com as hipoteses estabelecidas, 0 modelo unidimensional transiente para a dindmica

de crescimento de glioma em meio anisotropico é apresentado pelas equacdes que se

seguem:
%:ipaﬁ xpDC(X)%}rR;'ﬁLRg e Ry t>0; 0<x<L (4.9)
XY OX| X
C, 1 of oC
?qzﬁa Xqu(X)a—Xq}ch 2q —Rqm (4.10)
ame = Ry + R;Im (4.11)
oC, 10 oC
= :F&[xpDn(x) axn}_(RC”“LRq”) (4.12)
t=0=C;=Ci(x); Cy=0; Cp=0; Cp=Cpmax (4.13)
oC
XZO:Z&:a—q:O; Cn=0; Ch =Crimax
p=0—1 aé 5():( (4.14 — 4.21)
sz:a_;:a_Xq:o; C=0; Cp=Cpmax
x—0— 9Cc_%Cq _Cn_0Cn_,
p=2— ;é 86():( x X (4.22 — 4.29)
sz:a—;:a_quo; C=0; Cp=Cpmax

4.2. ADIMENSIONALIZACAO DO MODELO PROPOSTO Il

Para reduzir a o nUmero de variaveis de estudo envolvidas nessa dindmica, realizou-

se um processo de adimensionalizacdo dessas variaveis nas equacdes governantes. A escolha

dos grupos adimensionais baseia-se nas escalas caracteristicas do problema, preservando as

relac@es fisicas e biologicas, permitindo a generalizagdo do modelo e facilitando sua anélise

matematica e computacional. Desta forma, seguem o0s grupos adimensionais:
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n=£,na:ﬁ;nbzx_banc:&;T:tDzw;gc Cc;a: «
L L L L Ceo Ceo
C
Ori Cai(x) q:_q;emzc_m; 6, = Cn ;QT(U):CT(X)
Ceo Ceo Ceo Chmax Ceo (4.30)
CT C it C rit Dg DnO
Or max = — =" Onerit = = Gerit =< Y =" In =
Ceo Chmax Ceo Dw Dy
C ~ Do(x). & Dg(x) < Dqy(X) <
l//:_(n:max;DC: (E)( );qu C[I) » Dn =7n (E) =7nDe¢
co W w w
2R . L°R, =2 L°R, ¢2
¢ = LR : q?c:—q éC;ERC @q:—q FC;aW:WL
DwCeo DuCeo DuCeo
R e R e CRL . U
Hom=p ¢, 7 m=p c e =pc T o
w'~co w'-co wco w'~co (4.31)
4 I—Zkr 3 LZqu K I—chm - K szqm . Cn max
Ky = ’ch:—’Kcm:—’ gm ="~ $n—
Dy, Dy, Dy Dy o
~ 2 2 2 k. 12
K, = L kncco _/1|_2 _ ol : akoc:'kOCL : akoqz"oq
Dy 2DW 2D, 2D,

Aplicando os grupos adimensionais nas Equacdes Diferenciais Parciais (EDPS) e nas

condigdes de contorno, tem-se:

Obe _ 1 0 IODc(n)— +SR +5Rq pa C—ERcm,t>O O<n<l (4.32)
or pnP 677_ on

00, 1 o 89

9 _1 0| 7P Da(n) =2 |+ Ry 24 Ko 4.33
006,

5?:%m+%m (4.34)
06, 1 0| p O | (g

o~ _77'0 677{77 Dn(n)an} (ich+qun) (4.35)
t=0=6.=6i(n); 64=0; 6,=0; 6,=1 (4.36)

77



n=0=2%_"4_o. g _0; g,=1
on n
p=0—:
77=1=>%=—q=0; 0,=0; 6,=1
on on
,7:035‘%:8‘9(1_56% 0 _q
D=2 on on on On
00, 06y
n=1=-—"=_—3-0; 6,=0; 6,=1
n on
Em que,

Oi(n)=e ) 9t =R 0, Rr:/zeo(l— . J
& (1)

Ro = o [Pgl(en )91(6; )"‘(l_P)]

_ 1 | L 1
gl(gn )_ 1+ e_¢n(9n_9ncrit )’ 92(‘9(3 )_1

1+ e_(Pc (6 —Occrit )

HT(U):(QTmax_é)FT(U)+5-; FT(77):

E}{;ﬁc = _SR'(':'@q = ch (keqeq - Hc); Rem = Kembe: 9%qm = qugq
Kem = koo {1_tgh[¢n (6h = Onerit )]}
qu = Ooq {1_tgh[¢n (‘9n — Onerit )]}

)

De(n7)=r+(1-7)Fa(n)—(1-7)Fa(n) Ry (n)

1 1

Y
= 7 Fo(77)=

Fa(ﬂ):

14 e @w(7-7a 14 e~ @w(7-m)

1
1+ e‘“w(’?_ﬂa)

pzz»{acw)ﬂ—(l—y)a(n): Fa() -

Dq(7)=Dc(7); Dn(7)=7rDc(n)
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4.3. METODOLOGIA DE SOLUCAO II

4.3.1. Dados de Entrada para a Simula¢cdo Computacional

A execucdo das simulacdes computacionais exige a definicdo de um conjunto
estruturado de dados de entrada, fundamentais para a modelagem e analise dos fendmenos
estudados. Esses dados foram obtidos, predominantemente, a partir de fontes bibliograficas
previamente estabelecidas na literatura cientifica, garantindo embasamento teorico e
confiabilidade na parametrizacdo do modelo. Adicionalmente, alguns pardmetros foram
determinados especificamente para a presente analise, levando em consideracao critérios
metodoldgicos e a natureza do problema abordado.

A Tabela 4.1 apresenta, de forma sistematizada, os valores dos parametros empregados
nas simulagdes, segmentando-os conforme suas respectivas fontes e contextos de aplicacao.
Essa abordagem permite a reprodutibilidade dos experimentos numeéricos e possibilita uma
avaliacdo comparativa entre diferentes cenarios modelados, contribuindo para a robustez das
inferéncias extraidas a partir dos resultados computacionais. Os parametros apresentados
desempenham um papel fundamental na modelagem matemaética da dindmica tumoral,
permitindo a calibracdo e a validacdo das simulacdes numéricas em consonancia com
estudos prévios, como OZUGURLU (2015), SILVA e AVILA (2020) e KIM et al. (2009).

Os parametros apresentados desempenham um papel fundamental na modelagem
matematica da dindmica tumoral, permitindo a calibracéo, a validacéo e a reprodutibilidade
das simulacdes numéricas nos diferentes cenarios bioldgicos em consonancia com estudos
prévios, como RONG et al. (2006), OZUGURLU (2015), SILVA e AVILA (2020) e KIM
et al. (2009).

Tabela 4.1 - Dados para Simulacgéo
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Parametros Dimensionais

Referéncia

Parametros Adimensionais

L=50 mm; Xxa=7.5mm; Xc =25
mm; Xp =42.5mm; 6=175
Dy = 0.13 mm?/dia (Regiéo

Cinza)

Dw = 0.65 mm?/dia (Regiéo
Branca)
n=1.2x10°cm?s = 10.368
mm?/dia
£=0.01; Cpo =1/ (sv27)=39.89
cel/mm

Crmax = 62.5 cel/mm
a=_0, 10, 20, 50, 62.5
Chmax = 3.45 x 103 mol/ mm
Ceerit = 0.5Ctmax € 0.8Crmax
Cherit = 0.3 Chmax
ro =0.012 dia*
koc = 1.04 x 10e 1.04 x107?

koq = koc /10

kn = 6.52x101!; 6.52x10°
6.52x10*

ch 210'2, kcq = 5X10_5, keq =200

(OZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(OZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(OZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(OZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(GZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(OZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

(GZUGURLU, 2015,
SILVA e AVILA, 2020)

Presente Trabalho
Presente Trabalho
Presente Trabalho
Presente Trabalho
Presente Trabalho
Presente Trabalho
Presente Trabalho

Presente Trabalho

Ha = 015, o = 085, Ne = 0.5

y=10.2

D,, = 15.9508
oy, = 20000

e'l'maxt = 1.5668

a=0; 0.2507; 0.5014; 1.2535;
1.5668

ow = 100; ¢n = 25; ¢ = 25
Occrit = 0.5O0rmaxt € 0.8 Ormaxt
Gherit = 0.3

Qo = 46.154

akoc = 0.2 & 20 — Parametro de
estudo

Okoq = akoc/ 10 — Parametro de estudo

K, =0.00001; 10;100 — Parametro
de estudo

oxqe = 0.19; 38.5; 769230 Parametro
de estudo

4.4 RESULTADOS E DISCUSSAO

O segundo modelo foi obtido a partir da formulagdo original das equagOes

diferenciais parciais (EDPS), por meio de um processo sistematico de discretizacao espacial

que resultou em um sistema acoplado de equacdes diferenciais ordinarias (equacdes 4.38 a

4.58), mantendo as propriedades fundamentais da dinamica tumoral modelada. Para a

resolugdo numérica, foi implementado um algoritmo computacional robusto, desenvolvido
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para garantir elevada precisdo, estabilidade e eficiéncia na integracdo das equacgdes ao longo
do tempo. As simulagdes do sistema ndo linear foram realizadas para as variaveis é(z, 7),
(7, ), (7, ) € 6h(7, 7). Os perfis temporais e espaciais das densidades populacionais de
células cancerigenas, células quiescentes, células mortas, bem como da concentracdo de
nutrientes, foram analisadas quantitativamente e confrontados com dados previamente
reportados na literatura, o que permitiu validar a abordagem proposta. Adicionalmente, a
evolucdo dindmica da populacdo de células gliais (Nc) foi avaliada, possibilitando uma

caracterizacdo aprofundada das interagcdes e comportamentos no microambiente tumoral.
4.4.1. Populacdo média de células gliais no microambiente (Nc)

De modo analogo ao procedimento adotado para o primeiro modelo, foi realizado a
verificacdo, confirmando que o modelo foi construido e codificado corretamente.
Comparando os resultados obtidos em casos limites (para pequenos valores de axoc, Qkog, Qe

e K,,), no qual outros autores chegaram a tais resultados como (OZUGURLU, 2015, SILVA

e AVILA, 2020). Inicialmente, sdo apresentados na Tabela 4.2 os resultados da populagédo

média de células gliais, no instante t = 1080 dias, obtidos nos casos limites de g, = 10°

(taxa especifica adimensional de consumo de nutrientes), variando a taxa especifica
adimensional de morte de células gliais de axoc = 0.2 € axoc = 20, para comparar com 0S
resultados obtidos na literatura.

A andlise dos resultados revela que, sob condigdes de elevada taxa de morte de
celulas gliais (axoc = 20), observa-se uma reducgdo significativa na média da populacdo
tumoral. Isso indica uma limitacdo mais acentuada na proliferagdo celular quando
comparado a cenarios com baixas taxas de morte glial, nos quais as médias populacionais
tumorais foram mais elevadas. Esses achados demonstram a influéncia direta da intensidade
da mortalidade glial sobre a dindmica populacional tumoral, ressaltando a importancia dos
parametros relacionados a taxa de morte no contexto de um consumo constante de nutrientes
— fator determinante para a estabilidade do sistema. Além disso, a comparacao entre 0s
valores simulados e os referenciais tedricos da populacdo celular méxima evidencia a
robustez e a precisdo da metodologia adotada, reforcando a confiabilidade da formulacéo
matematica proposta neste estudo. Por fim, a analise dos parametros criticos sobre a
densidade celular no estado estacionario confirma que o modelo desenvolvido é capaz de

representar adequadamente o0s processos bioldgicos fundamentais que regulam a
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proliferacdo celular sob condi¢bes de restricdo metabdlica, oferecendo uma descri¢do

consistente e biologicamente plausivel da interacdo entre os mecanismos de morte celular e

a dindmica populacional tumoral.

Tabela 4.2 — Comparacdo para a populacdo média de Células (Nc) no regime permanente.

awoc = 0.02;  amog =107 R, =104 Ry, =107 py =y,
8=0 -0 (17) = Or maFr (1) a=625— 0;(7)=4
p=0 p=1 > K =0ar0107 p=0 p=1 > K =0ar0107
R = Oro Occrit = Occrit = R = Olyo Occrit = Occrit =
05 0Tmaxt 08 0Tmaxt 05 0Tmaxt 08 0Tmaxt
Modelo | 1645 1110 1561 3124 1904 2765
Modelo Il 1645 1110 1561 3124 1904 2765
(SILVA e - . - -
AVILA, 2020) | 172 3123
(OZUGURLU, . . . . .
2015) 3126
Exato - Nmax 2188.9 2188.9 2188.9 3125 3125 3125
akoc = 2000;  akoq = 10°%2; Kn = 10; ch =107?, Dn =
Modelo | 1643 1109 1561 2832 1893 2642
Modelo 11 1643 1109 1561 2832 1893 2642

A analise da evolucéo temporal da populacdo média de células gliais (N¢) fica mais
clara quando demonstrado na Figura 4.2. Para a taxa de consumo de nutrientes (K,,) variando
de 10 e 10, assim como, a taxa de morte de células gliais (axoc) de 0.2 e 20. S0 apresentados
diferentes valores do parametro “a”, que influencia a capacidade de carga do sistema.
Observa-se que, para valores menores de a (curva preta, a =0), a populagéo celular atinge
um valor inferior, indicando uma menor capacidade de proliferacdo celular devido a
restrigBes impostas pelo microambiente. A medida que o pardmetro a aumenta (curvas em
marrom, cinza, azul e vermelho), ha um crescimento mais expressivo de (N¢), indicando uma
maior capacidade de suporte celular.

Para o valor de a = 62,5 (curva representada em vermelho), verifica-se que a
capacidade de carga do microambiente tumoral (MEV) atinge seu valor maximo nas regies
branca e cinza, comportando um nimero maior de células, conforme o intervalo 0 <a < 62,5

céls/mm. A tendéncia observada indica que incrementos no parametro ocorre uma expansao
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mais pronunciada da populacdo celular, uma vez que promovem o aumento da capacidade
de suporte do MEV. Além disso, destaca-se a consisténcia dos resultados obtidos,
especialmente na regido correspondente ao estado estacionario do sistema

Foram analisados distintos valores do parametro a, conforme especificado na legenda
da Figura 4.2, a fim de evidenciar a influéncia dessa variavel sobre a dindmica populacional
das células gliais. Tal abordagem permite uma avaliacdo quantitativa da capacidade do
modelo matematico em representar a complexidade do sistema bioldgico, favorecendo uma
compreensdo mais aprofundada dos mecanismos que regulam o crescimento e a proliferagdo
celular no microambiente tumoral. As pequenas discrepancias identificadas entre as curvas
podem ser atribuidas a variagdes nos parametros de entrada, bem como as particularidades
das formulagcdes matematicas empregadas. Ressalta-se que o crescimento celular é
restringido pela limitagdo de espaco e disponibilidade de nutrientes, o que justifica a
estabilizagdo das curvas em diferentes niveis.

A verificacdo dos modelos matematicos propostos foi realizada por meio da
comparacao entre os resultados obtidos a partir do Modelo 1l e aqueles gerados pelo Modelo
I, além de dados teoricos de referéncia disponiveis na literatura, notadamente os trabalhos
de OZUGURLU (2015) e SILVA e AVILA (2020). Em todos 0s cenarios testados, 0s
resultados do Modelo Il mostraram-se numericamente consistentes com os do Modelo | em
seus respectivos limites, reforcando a correcdo matematica e computacional da formulacao
adotada. A Tabela 4.2 ilustra essa concordancia, apresentando valores médios da populacao
de células gliais (N¢) no regime permanente para diferentes configuracfes de parametros,
com excelente aproximacdo aos valores exatos de saturacdo teodrica (Nmax), mesmo sob
variagOes extremas nas taxas de morte celular (axoc), limiares de quiescéncia e mobilidade
celular. Adicionalmente, a simulacdo de cenarios com axec = 2000 demonstrou reducdo
significativa da populagdo glial viva, efeito fisiologicamente coerente diante da
intensificacdo do processo apoptético. JA em configuragcGes com p = 1 e alta capacidade de
carga (a=62.5), os resultados convergiram para os limites superiores esperados, compativeis
com padrdes de crescimento agressivo. A anélise dos efeitos isolados de cada parametro —
taxa de morte, mobilidade e quiescéncia — confirmou sua influéncia sobre o comportamento
estacionario do tumor, consolidando a robustez da formulagdo matematica para descrever a
proliferacdo celular sob restricGes metabdlicas e estruturais.

Tais evidéncias numéricas e qualitativas atestam a validacéo interna e externa do
modelo, assegurando sua aplicabilidade como ferramenta preditiva e confiavel para o estudo

da dindmica de gliomas difusos.
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Figura 4.2 — Influéncia da taxa especifica de morte celular (oxoc), taxa de proliferacio (R) e

do parametro “a” na populacdo média de células gliais (Nc) no Mev.

Observa-se que a populacdo média de células gliais (Nc) apresenta variagoes
relativamente discretas quando analisada em funcdo da taxa especifica de morte celular
(oxoc), da taxa de proliferagdo (R), e da taxa de consumo de nutrientes. Contudo, quando a
taxa de morte celular passa a depender diretamente da concentracdo critica de nutrientes e
da densidade critica da populacdo glial (condicdo p = 1), verifica-se uma alteracdo nos
valores de N¢, demonstrando a elevada sensibilidade do sistema a tais fatores regulatorios.
O parametro "a", associado a capacidade de carga do microambiente tumoral (MEV), exerce
papel determinante na populacdo média N.. De modo semelhante, a condicdo inicial
atribuida a taxa de mortalidade das células gliais (koc) influencia de maneira significativa o
comportamento do sistema.

Os resultados indicam que, a medida que o parametro "a" atinge seu valor maximo
(a = 62,5), hd um incremento expressivo na populacdo média de células gliais. Este
fendmeno esta relacionado a heterogeneidade espacial da capacidade de carga dentro do
MEV: nas regides periféricas (representadas pela regido cinza), a capacidade de suporte é
substancialmente menor, enquanto na regido central (regido branca) atinge valores maximos,
favorecendo uma maior densidade populacional. Assim, verifica-se que quanto menor o
valor de "a" em determinada regido do MEV, mais limitada sera a capacidade maxima de
carga e, consequentemente, o potencial proliferativo das células gliais. Essa interacao
espacial entre capacidade de carga e difusdo de nutrientes e células € um dos principais
determinantes da dindmica observada para Nc. De fato, a distinta capacidade de difusao nas
diferentes regides do MEV, aliada a variagdo na capacidade de suporte, define a distribuicao
e a estabilizacdo da populacéo celular ao longo do tempo. Os gréaficos resultantes corroboram
esse comportamento, evidenciando que o crescimento da populacdo celular segue uma
dindmica previsivel, diretamente relacionada aos limites impostos pela capacidade de carga
espacialmente variavel do microambiente tumoral.

A anélise dos resultados revela que a populacao de células gliais (6¢) e quiescentes
(¢q) apresenta crescimento inicial concentrado na regido central do MEV (regido branca),
favorecido pela maior capacidade de carga e coeficiente de difusdo. Essa configuracao
permite rapida expansdo celular, enquanto a dispersao para a regido periférica (regido cinza)
é limitada pelas condi¢Bes fisico-quimicas menos favoraveis, resultando em uma

distribuicdo heterogénea. As células quiescentes acompanham esse padrdo, acumulando-se
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principalmente em areas com maior estresse nutricional, atuando como reserva celular e

potencialmente contribuindo para a resisténcia tumoral.

A dindmica espaco-temporal do tumor caracteriza-se, assim, por uma alta densidade
central, com gradiente decrescente em direcdo as bordas. Além disso, a populacédo de células
mortas (6m) concentra-se na regido central devido & elevada densidade celular e a
consequente deplecdo de nutrientes, sendo a morte celular regulada tanto pela escassez
nutricional (p = 0) quanto pela aproximacao ao limite critico populacional (p = 1). A
concentracao de nutrientes (6n) € reduzida no centro do MEV, reflexo do maior consumo
pelas células gliais ativas, caracterizando a competi¢do por nutrientes como um regulador
chave da dindmica tumoral. Em sintese, a andlise conjunta dos padrBes espaciais e das
dindmicas populacionais evidencia que a heterogeneidade fisico-quimica do microambiente
tumoral condiciona fortemente o comportamento proliferativo, a distribuicdo espacial das
células ativas e quiescentes, bem como os mecanismos de morte celular, configurando um
padrdo caracteristico de tumores agressivos com zonas de alta densidade celular, deplecéo

nutricional, acimulo de células quiescentes e consequente necrose central.

Foram realizadas simula¢des computacionais com o objetivo de analisar a influéncia
de parametros-chave na dindmica populacional do microambiente tumoral, com foco
especifico nas populacGes de celulas gliais, quiescentes e mortas. Os parametros avaliados
incluem a capacidade de carga do sistema, o consumo de nutrientes e as interagdes celulares.
Os resultados dessas simulagOes séo apresentados nas Figuras 4.3 a 4.4, que ilustram a
variacdo da capacidade de carga, representada pelo parametro a, com valoresde a=0, a =
20 e a = 62.5. Com a taxa de proliferacdo de (p = 0). Além disso, variou-se a taxa de
mortalidade das células gliais em um intervalo de 0.2 até 20, com o intuito de capturar
diferentes regimes de comportamento dindmico, desde cenarios de baixa até alta letalidade
celular. Essa abordagem permitiu a investigacdo de como tais parametros modulam o
equilibrio entre proliferacdo, quiescéncia e morte celular, na evolugdo do microambiente

tumoral.
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P=0, Kn=10, aioc=0.2
a=10 a=20 a=62.5
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Figura 4.3 — Evolugéo espaco-temporal de &, 6, 6n, e G para p=0, K,, = 10, oxec = 0.2 €
a=0,a=20ea=0625.
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P=0, Kn=10, aoc=20
a=0 a=20 a=62.5

Figura 4.4 — Evolucéo espago-temporal de &, &, &, e 6 para p =0, K,, = 10, akoc
=20ea=0,a=20ea=062.5.

Os resultados obtidos por meio das simulagdes computacionais revelam padrdes
caracteristicos na dindmica populacional das células gliais sob diferentes regimes de
capacidade de carga no microambiente tumoral. Quando a capacidade de carga atinge seu
valor maximo e constante (a = 62.5), observa-se uma expansdo intensa e homogénea da
populacéo celular nas regides branca e cinza, favorecendo a formacéo de um perfil espacial
estavel, no qual predominam células gliais ativas e quiescentes. Entretanto, quando ha
resisténcia a disseminacdo devido ao coeficiente de difusdo nas fronteiras da regido cinza, a

expansdo celular ocorre de maneira mais lenta, concentrando-se preferencialmente nas
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regides centrais do dominio, onde as condi¢Ges de estabilidade sdo mais favoraveis a
proliferacdo. Para a = 20, nota-se uma suavizacdo nas superficies branca e cinza no
crescimento de células glias e quiescentes, caracterizando o comportamento de um sistema
intermediario.

A andlise do impacto da taxa de morte celular revela efeitos significativos sobre a
dindmica populacional. Em condi¢6es de elevada taxa de morte (oxoc = 20), a proliferacéo
exacerbada das células gliais intensifica a competicdo por nutrientes, resultando em um
aumento expressivo na mortalidade celular, especialmente nas regides centrais do dominio,
onde a densidade celular é mais elevada. Por outro lado, quando a taxa de proliferagéo é
reduzida (axec = 0.2), @ mortalidade celular permanece baixa, evidenciando que o controle
da dindmica populacional esta fortemente condicionado pela disponibilidade de nutrientes e
pela intensidade da competi¢cdo metabdlica.

A andlise espago-temporal da concentragdo de nutrientes demonstra que 0 consumo
€ maximizado nas regides de maior densidade celular, ocasionando um gradiente de deplecao
progressiva dos recursos metabdlicos. Esse fendmeno é particularmente pronunciado na
regido branca, onde a elevada atividade proliferativa induz a formacéo de zonas hipoxicas,
caracterizadas por uma oferta insuficiente de nutrientes e oxigénio. Tal efeito é consistente
com a literatura sobre heterogeneidade intratumoral e desenvolvimento de microambientes
hipdxicos, frequentemente associados a progressao tumoral e a resisténcia terapéutica.

Adicionalmente, foram conduzidas simula¢fes considerando uma taxa especifica de
proliferagdo de p = 1, cujos resultados estdo apresentados nas Figuras 4.5 e 4.6.
Demonstrando a influéncia da capacidade de carga (a) com valores variados. Paralelamente,
a taxa de mortalidade das células gliais foi implementada no intervalo de 0,2 a 20, visando
explorar distintos regimes dindmicos. De maneira andloga a abordagem anteriormente
descrita, estas simulacGes buscaram identificar e caracterizar os principais parametros que
modulam o equilibrio dindmico entre os processos de proliferacdo, quiescéncia e morte
celular, no contexto da evolucéo espago-temporal do microambiente tumoral. Tal analise é
fundamental para compreender os mecanismos que regulam a heterogeneidade celular e a

adaptacao tumoral frente as variacdes nas condi¢fes ambientais.
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p= 1, En-l0, Qioc = 0.2
am=0 a=20 | a=62.5

Figura 4.5 — Evolucio espaco-temporal de &, 6, 6n, e 6 para p=1, K, = 10, ctoc = 0.2 €
a=0,a=20ea=0625.
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P=1, Kn=10, aroc=20
a=0 [ a=20 [ a=62.5

Figura 4.6 — Evolugfo espago-temporal de €, &, 6, e 6hpara p=1,K, =10, axec =20 € a
=0,a=20ea=62.5.

Em ambos os cenérios, observa-se que o aumento da capacidade de carga do
microambiente tumoral promove alteragdes significativas na dindmica das populagcdes
celulares. Para axoc = 0.2, a populagdo de células gliais apresenta uma expansdo gradual a
medida que a capacidade de carga aumenta, refletindo maior suporte do microambiente para
a proliferacdo tumoral. Consequentemente, a populacdo de células quiescentes também se
amplia, indicando uma maior quantidade de células em estado de laténcia. A distribuicdo da
populacdo de células mortas revela uma tendéncia de acimulo periférico nas regides de

menor disponibilidade nutricional, principalmente para maiores valores da capacidade de
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carga (a). Este comportamento evidencia a limitacdo imposta pela competicdo metabdlica,
modulada pelo pardmetro K,,. Por fim, a distribuicio espacial dos nutrientes mostra um
gradiente decrescente da periferia para o centro tumoral, intensificado com o aumento da
capacidade de carga, sinalizando o esgotamento progressivo dos recursos conforme o tumor
se expande.

Ao considerar um aumento significativo de axo para 20, nota-se uma intensificacéo
na taxa de mortalidade das células gliais, impactando diretamente a morfologia e a densidade
das populagdes tumorais. A populacdo de células gliais sofre uma reducéo expressiva em
relacdo ao cenario anterior, especialmente nas regides centrais, enquanto a populacdo de
celulas mortas aumenta consideravelmente, refletindo o efeito do aumento da taxa maxima
de mortalidade. Interessantemente, a populacdo de células quiescentes mantém um padrao
espacial semelhante, mas com densidade reduzida, indicando que o incremento na taxa de
mortalidade inibe a transic¢do celular para estados de quiescéncia prolongada.

A distribuicdo de nutrientes (6n), por sua vez, evidencia uma maior preservacdo dos
recursos no microambiente, atribuida a reducdo da massa tumoral ativa e consequente
diminui¢do do consumo metabdlico. De maneira geral, os resultados destacam a influéncia
determinante dos parametros (axoc) € (a2) na modelagem espacgo-temporal do crescimento
tumoral, demonstrando que a capacidade de carga do microambiente e a taxa maxima de
mortalidade das células gliais atuam como fatores criticos na dinamica das populacgdes
celulares, com implicacOes relevantes para estratégias terapéuticas que visem modular o

ambiente tumoral e restringir a progresséo da doenca.

4.5 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi desenvolvido e analisado um modelo matematico unidimensional
de evolucdo espaco-temporal para o crescimento de gliomas, que incorporou de forma
integrada as principais interacdes entre as populacdes celulares — células gliais, quiescentes
e mortas — e a disponibilidade de nutrientes no microambiente tumoral (Mev). O modelo
proposto apresentou resultados promissores, demonstrando capacidade de capturar com
precisdo a dinamica complexa do crescimento tumoral, considerando a influéncia critica da
limitacdo nutricional e das taxas de morte celular dependentes do estado fisioldgico das

células e das condi¢des ambientais.
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As simulac6es evidenciaram que o modelo é eficiente ao prever padrdes espaco-
temporais coerentes com observacdes experimentais e descricBes tedricas presentes na
literatura, validando sua robustez por meio da verificagdo em casos limitantes. A
dependéncia funcional da taxa de proliferacdo e da mortalidade celular em relacdo a
concentracdo de nutrientes e a densidade celular foi essencial para descrever adequadamente
os diferentes regimes de evolugdo tumoral, incluindo a formacdo de zonas centrais de
necrose associadas a deplecdo nutricional. Além disso, 0 modelo demonstrou elevada
sensibilidade a variagdo de parametros fundamentais, como a capacidade de carga do Mev e
o coeficiente de difusdo anisotropico, que impactaram diretamente os padrdes de
crescimento e a distribuicao espacial das populacdes celulares. Tais resultados confirmam
que a heterogeneidade estrutural do tecido cerebral e a disponibilidade local de recursos
metabolicos sdo determinantes criticos para a progressao tumoral, ressaltando o potencial do
modelo para andlises personalizadas de gliomas em diferentes contextos clinicos.

A influéncia do parametro “a”, que regula a capacidade de carga, mostrou-se central
na defini¢do da densidade celular e na morfologia do tumor. Resultados numéricos indicaram
que, para a = 0, ha limitacdo acentuada no crescimento celular, enquanto valores elevados
como a = 62,5 célulassmm favoreceram a expansdo tumoral homogénea e sustentada,
especialmente nas regides de substancia branca e cinzenta. A evolucdo espaco-temporal
demonstrou que o aumento de “a” promove maior densidade de células ativas (6c) e
quiescentes (6y), com predominio das primeiras e reducdo da dorméncia celular,
evidenciando um ambiente mais permissivo a proliferacdo. As células mortas (6m), por sua
vez, concentraram-se no inicio da simulacdo e nas bordas do dominio, mesmo sob baixa taxa
de morte celular (axoc = 0.2), sugerindo necrose periférica associada a caréncia nutricional.
A estabilizacdo das curvas no tempo indicou a formacdo de um regime estacionario
caracterizado pelo equilibrio entre proliferacdo, dorméncia, apoptose e limitacdo ambiental.
A verificacdo do modelo também demonstrou excelente concordancia com solucdes exatas
e dados da literatura, consolidando sua precisdo matematica e aplicabilidade bioldgica.

O modelo proposto mostrou-se, portanto, uma ferramenta eficiente e de grande
potencial para o estudo e a compreensdo da dindmica dos gliomas difusos, fornecendo
subsidios quantitativos para a analise da progressdo tumoral e, eventualmente, para o
planejamento terapéutico. A abordagem adotada possibilitou a incorporacdo natural de
novos componentes como as células quiescente no processo bioldgico, mantendo uma
estrutura matematica flexivel e adaptavel. Em sintese, este trabalho reforca a relevancia da

modelagem matematica como instrumento indispensavel para o avanco do conhecimento
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sobre a biologia tumoral, abrindo novas perspectivas para o desenvolvimento de estratégias

terapéuticas mais eficazes e personalizadas no tratamento de gliomas difusos.
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CAPITULO 5 - CONSIDERACOES FINAIS

5.1 — CONCLUSOES GERAIS.

Este trabalho teve como objetivo o desenvolvimento, analise e validacdo de modelos
matematicos voltados a descricdo da evolucao espaco-temporal do microambiente tumoral,
com foco especifico nos gliomas difusos. Foram elaborados dois modelos complementares:
0 primeiro voltado a dindmica de nutrientes e o segundo incorporando a heterogeneidade
espacial do tecido cerebral, incluindo a diferencia¢do entre substancias branca e cinzenta e
a interacdo entre distintas populacfes celulares — células gliais ativas (6c), células
quiescentes (0q) e células mortas (6m). Os modelos foram formulados por meio de equagdes
diferenciais parciais (EDPs), resolvidas numericamente com o auxilio do software Wolfram
Mathematica, utilizando as rotinas NDSolve e Nintegrate. A formulagdo incorporou
parametros fisiologicos e fisico-quimicos fundamentais, como a capacidade de carga do
microambiente tumoral (a), a taxa de mortalidade celular maxima (akoc), a taxa de
proliferacdo celular (p), além dos coeficientes de difusdo anisotropicos, variando conforme
a composicéo tecidual da regido afetada.

Os resultados obtidos foram consistentes com dados experimentais disponiveis na
literatura e confirmam a robustez do modelo mesmo diante de amplas variacfes
paramétricas. Quando a taxa de proliferacdo celular foi nula (p = 0), observou-se maior
estabilidade da populagdo celular para valores reduzidos de taxa de mortalidade (axoc = 0.2),
com gradientes de nutrientes menos acentuados e menor incidéncia de necrose. Por outro
lado, valores elevados de axoc (axoc = 20) induziram intensa mortalidade central, reflexo de
competicdo nutricional exacerbada, resultando em acumulo de células mortas (6m) e reducédo
expressiva da populacédo de células gliais ativas (6¢). As células quiescentes (6q), por sua vez,
concentraram-se preferencialmente em regides de estresse nutricional, atuando como reserva
funcional e contribuindo para a heterogeneidade espacial do sistema tumoral. Com a
introducdo de proliferacdo celular (p = 1), a influéncia da capacidade de carga tornou-se
particularmente evidente: valores elevados de capacidade de suporte (a = 62.5) favoreceram
a expansdo celular uniforme e proporcionaram maior suporte a proliferacdo, ao passo que
valores reduzidos de “@” limitaram o crescimento periférico e acentuaram os efeitos de
deplecéo nutricional.

De forma integrada, a interacdo entre os processos de proliferacdo, quiescéncia e

morte celular demonstrou que os parametros “a” (capacidade de carga) e axoc (taxa méxima
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de mortalidade celular) sdo determinantes criticos da dinamica de evolugdo tumoral, sendo
responsaveis pela configuracdo de padrdes espaciais caracteristicos, como regides centrais
densamente povoadas, zonas de hipoxia e necrose, e areas periféricas com menor densidade
celular. As simulagdes realizadas demonstraram que 0s modelos propostos séo capazes de
reproduzir padrbes espaco-temporais complexos, em consonancia com dados tedricos e
empiricos previamente descritos na literatura. A dependéncia funcional das taxas de
proliferacdo e de morte celular em relagdo & concentracao de nutrientes e a densidade celular
mostrou-se essencial para caracterizar adequadamente diferentes regimes de evolugédo
tumoral, incluindo a formagdo de nichos centrais de necrose associados a deplecédo
metabdlica. Além disso, a elevada sensibilidade do modelo a variacdo de parametros-chave
reforca sua aplicabilidade em contextos clinicos personalizados.

A incorporacdo da populacdo de células quiescentes, com comportamento dindmico
dependente de condigdes nutricionais, possibilitou uma representacdo mais realista da
heterogeneidade tumoral, compativel com observacdes clinicas e histopatoldgicas. A
estrutura anisotropica do meio, ao refletir as diferencas entre substancia branca e cinzenta,
demonstrou ser um fator determinante na configuracéo espacial do tumor e na direcéo de sua
expanséo.

O modelo final mostrou-se, portanto, uma ferramenta matematica robusta, eficiente
e promissora para a analise quantitativa da progressao dos gliomas difusos. Sua flexibilidade
estrutural permite a incorporacdo de novos mecanismos biolégicos e o ajuste a diferentes
contextos clinicos, oferecendo subsidios importantes tanto para a compreensdo dos
mecanismos de resisténcia e invasividade quanto para o planejamento terapéutico racional.
Ao integrar aspectos bioldgicos, fisico-quimicos e topoldgicos do microambiente tumoral,
esta abordagem contribui significativamente para o0 avango da neuro-oncologia
computacional e para o fortalecimento da interface entre a biomedicina e a engenharia
matematica. Nesse sentido, alinha-se aos Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel (ODS)
da ONU, especialmente os ODS 3 (Saude e Bem-Estar) e 9 (Industria, Inovacdo e
Infraestrutura), ao oferecer solugdes inovadoras para um problema de alta relevancia em
salde publica. Por fim, destacam-se as dificuldades técnicas enfrentadas, como o ajuste de
parametros em sistemas ndo lineares sensiveis, a escassez de dados empiricos regionais e 0s
desafios computacionais da resolucdo numérica em meios anisotropicos. Essas limitacfes
foram contornadas por meio de adaptacGes metodoldgicas e validacdo com dados da

literatura, mas indicam caminhos promissores para aprimoramentos futuros.
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CAPITULO 6 - SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Com base nas limitacbes encontradas e nos potenciais de expansdo do presente
trabalho, propdem-se as seguintes direcdes para investigacGes futuras: (i) aplicar a técnica
da Transformada Integral Generalizada (GITT) na resolucdo do modelo, permitindo uma
analise semianalitica robusta e comparacéo mais precisa com resultados numéricos e dados
empiricos, visando maior eficiéncia computacional e estabilidade numérica; (ii) incorporar
fendmenos adicionais, como haptotaxia, quimiotaxia e adesdo célula-célula, que
desempenham papel crucial na migracdo e invasividade tumoral, de modo a avaliar o
impacto desses mecanismos sobre a difusdo browniana em meios anisotropicos,
especialmente nas transi¢fes entre substancias branca e cinzenta; (iii) validar o modelo com
dados clinicos reais de pacientes com glioma, utilizando exames de imagem, como
ressonancia magnética funcional e tomografia por emissdo de positrons (PET), para estimar
parametros fisiologicos diretamente do tecido tumoral; (iv) expandir o modelo para
dimens6es 2D e 3D, com o objetivo de simular estruturas tumorais mais realistas e investigar
a influéncia de gradientes espaciais complexos em ambientes cerebrais completos; e (v)
simular intervengdes terapéuticas hipotéticas, como a inibi¢éo seletiva de vias metabdlicas
ou estratégias de reoxigenacao, com vistas a testar hipdteses terapéuticas in silico antes de

sua experimentacgdo in vivo.
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APENDICE |

Nesta tese, a inclusdo de um apéndice justifica-se pela necessidade de apresentar
informacgdes suplementares que, embora relevantes, poderiam interromper o fluxo principal
do texto caso estivessem no corpo do trabalho. As simulagdes (“testes”) realizadas envolvem
multiplas combinacdes de parametros e a analise de diferentes condigdes experimentais (p =
0 e p=1), gerando um volume consideravel de dados que, se inseridos no texto principal,
comprometeriam sua fluidez e tornariam a leitura mais técnica e densa. Além disso, 0s
resultados s&o representados na forma de superficies de resposta para trés concentragdes
populacionais, demandando o uso de gréaficos tridimensionais e tabelas extensas, 0s quais,
ao serem alocados no apéndice, evitam sobrecarregar a argumentacdo central da tese. A
inclusdo dessas simulagdes também contribui para a reprodutibilidade e validacdo dos
modelos utilizados, possibilitando que outros pesquisadores repliqguem o0s experimentos e
compreendam melhor as variagdes nos parametros analisados sem prejudicar a clareza da
exposicdo dos principais achados.

Outro aspecto relevante é a separacdo entre a discussao e os detalhes técnicos,
permitindo que o texto principal se concentre na andlise e interpretacdo dos resultados,
enquanto informagcBGes metodoldgicas, como tabelas, descrices de condicdes iniciais e
equac0es diferenciais, fiquem disponiveis no apéndice para consulta detalhada.

Dessa forma, a estrutura adotada nesta tese visa manter o equilibrio entre a
apresentacdo dos resultados e a acessibilidade as informacGes técnicas, garantindo uma
organizacédo adequada do trabalho e facilitando a leitura tanto para especialistas quanto para
um puablico mais amplo dentro da area de pesquisa.

Seguem algumas simulagdes realizadas para as diversas combinagdes das Tabelas 1.1

e 1.2 utilizando taxa de proliferagédo constante (p = 0) e (p = 1):

R =ayo {p91(6,)91(6;) +(1- p)} (1. 1)

Tabela 1.1 — Testes para p=0
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Testes parap=0— R= Qro

10
Kn A
001 O
0.01 10
0.01 20
0.01 50
0.01 625

10
001 O
0.01 10
001 20
0.01 50
0.01 625

lO
001 O
0.01 10
001 20
0.01 50
0.01 625

ok = 0.0001

2° 3°
K A K, a
0.1 0 10 0
0.1 10 10 10
01 20 10 20
0.1 50 10 50
01 625 10 625

ko = 0.1

20 3°
0.1 0 10 0
0.1 10 10 10
01 20 10 20
01 50 10 50
0.1 625 10 625

Q=1

20 3°
0.1 0 10 0
0.1 10 10 10
01 20 10 20
01 50 10 50
01 625 10 625

40
K, @
100 0
100 10
100 20
100 50
100 625

40
100 0
100 10
100 20
100 50
100 625

40
100 0
100 10
100 20
100 50
100 625

Tabela 1.2 — Testes para p = 1

Testes parap=1— R = r091(6h)91(6;)

0.01
0.01
0.01
0.01
0.01

0.01
0.01
0.01
0.01
0.01

0.01
0.01
0.01
0.01
0.01

62.5

10

10

20

50
62.5

10

10

20

50
62.5

ake = 0.0001

2° 3°
Ko A K,
0.1 0 10
01 10 10
01 20 10
0.1 50 10
01 625 10
oo = 0.1

20 3°
0.1 0 10
0.1 10 10
01 20 10
0.1 50 10
01 625 10

=1

2° 3°
0.1 0 10
0.1 10 10
01 20 10
0.1 50 10
01 625 10

10

20

50
62.5

10

20

50
62.5

0
10
20
50

62.5

40
K, a
100 0
100 10
100 20
100 50
100 62.5

40
100 0
100 10
100 20
100 50
100 62.5

40
100 0
100 10
100 20
100 50
100 62.5
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Os resultados dos testes referentes a Tabela 1.1 para uma taxa de proliferacdo de
células tumorais constante e igual a ro= 0.012 dia™ sdo mostrados a seguir nas Figuras (1.1
— 1.3) para 0s casos extremos da constante positiva (a) da capacidade de carga do glioma Cr,

a=0 e a=62.5, e para valores crescentes de ky e ko. Teste 1, ko = 0.0001.

Células Mortas

Figura 1.1 — Resultados para p = 0, axo = 0.0001, Kn =0.01e4d=0.
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Figura 1.3 — Resultados da populagdo de células gliais “Cc” para p =0 € axo = 0.0001.

E possivel notar pela anélise da Figura (I.1— 1.3) que a quantidade de células tumorais
tende a crescer em fungdo da quantidade de oxigénio até um certo limite e entdo estagna
devido sua escassez, enquanto a quantidade de células cancerosas convertidas a células

mortas passa a aumentar pela falta de oxigénio. 1sso é evidenciado pelas zonas em amarelo
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e azuis das Figuras 1.1 e 1.2. Nota-se também que a variacdo da capacidade de carga do
glioma utilizada altera a distribuicdo da concentracdo de células cancerigenas de forma
diferente no microambiente tumoral. Quando a capacidade de carga é constante, caso em
que a = 62.5, a células doentes tendem a atingir o estado estacionario com o passar do tempo
e ndo variam espacialmente de acordo com a Figura 1.3. Quando a = 0, 10, 20, ou 50, casos
em que a capacidade de carga é variavel, nota-se que quando se atinge o estado estacionario
ha variacdo espacial dentro do microambiente o que implica que a capacidade maxima do
microambiente ndo é atingida assim como foi observado por (OZUGURLU, 2015, SILVA
e AVILA, 2020). Sao realizados os testes 2, ko = 0.0001, casos extremos das constantes
positivas da capacidade de carga do glioma, a =0 e a = 62,5. Teste 3, ko = 0.0001, casos
extremos das constantes positivas da capacidade de carga do glioma, a=0e a = 62,5. Teste
4, ko = 0.0001, casos extremos das constantes positivas da capacidade de carga do glioma, a
=0ea=062,5.

Células Tumorais Nutrientes
Células Mortas

Figura 1.4 — Resultados para p = 0, axo = 0.0001, K, =0.1 e d=0.
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Figura 1.5 — Resultados para p = 0, ax = 0.0001, K, =0.1 e 4=62.5.
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Figura 1.6 — Resultados da populagédo de células gliais “Cc” para p =0 € axo = 0.0001.
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Figura 1.8 — Resultados para p = 0, ax = 0.0001, Kn =10 ed=62.5.
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Figura 1.9 — Resultados da populacdo de células gliais “Cc” para p = 0 € ako = 0.0001.
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Figura 1.10 — Resultados para p = 0, axo = 0.0001, Kn =100 ed=0.
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Figura 1.12 — Resultados da populagdo de células gliais “Cc” para p =0 e axo = 0.0001.

Comparando-se 0s 4 testes referentes a axo = 0.0001, nota-se que a varia¢ao da taxa
de consumo de oxigénio do microambiente (kn) ndo afeta a concentragdo de células
cancerigenas independentemente do valor da capacidade de carga utilizado. Obteve
simulagGes para os testes de axo = 0.1 para 0s casos extremos da constante positiva da

capacidade de carga do glioma, a=0 e a=62.5 de acordo com as Figuras (1.13 — 1.24).
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Figura 1.13 — Resultados para p = 0, axo = 0.1, K, =0.01 e 4=0.
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Figura 1.14 — Resultados para p = 0, axo = 0.1, K, =0.01 e 4= 62.5.
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Figura 1.15 — Resultados da populagdo de células gliais “C¢” para p =0 e axo =0.1.
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Figura 1.16 — Resultados para p = 0, axo = 0.1, K, =0.1 e 8=0.
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Figura 1.17 — Resultados para p = 0, axo = 0.1, Kn =0.1eda=625.
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Figura 1.18 — Resultados da populagio de células gliais “C” para p =0 e axo =0.1.
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Figura 1.19 — Resultados para p = 0, a0 = 0.1, K, =10 e 4=0.
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Figura 1.20 — Resultados para p = 0, axo = 0.1, Kn =10 ed=62.5.
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Figura 1.21 — Resultados da populagdo de células gliais “Cc” para p =0 e axo = 0.1.
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Figura 1.22 — Resultados para p = 0, a0 = 0.1, K, =100 e & =0.
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. p.

Figura 1.23 — Resultados para p = 0, axo = 0.1, K, =100 e & = 62.5.
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Figura 1.24 — Resultados da populacao de células gliais “C¢” para p =0 e axo = 0.1.
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Comparando os testes para axo = 0.1 observa-se que novamente a alteracéo de k, ndo
implica alteracé@o sobre a concentracdo de células cancerosas. Por outro lado, o aumento da
taxa de morte das células tumorais resulta em uma pequena diminui¢do da concentracao
quando se utiliza capacidade de carga constante, de acordo com as Figuras 1.13 — 1.24.
Obteve simulagdes para os testes de oxo = 1 para 0s casos extremos da constante positiva da

capacidade de carga do glioma, a=0 e a = 62.5 de acordo com as Figuras (1.25 — 1.36).

Células Tumorais Células Mortas Nutrientes

7R

Figura 1.25 — Resultados para p =0, axo = 1, Kn =0.01ed=0.
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03 0.0

Figura 1.26 — Resultados para p =0, axo = 1, K,; =0.01 e 8 = 62.5.
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Figura 1.27 — Resultados da populagdo de células gliais “Cc” para p = 0 € axo = 1.
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Figura 1.28 — Resultados para p =0, axo = 1, Kn =0.1eda=0.
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Figura 1.30 — Resultados da populagdo de células gliais “C¢” para p =0 e oxo = 1.
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Figura 1.31 — Resultados para p = 0, axo = 1, K,; =10 e = 0.
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Figura 1.32 — Resultados para p = 0, a0 = 1, K,; =10 e 4= 62.5.

kn=10a=0 — t(d) =1 k,=10,a=625 — t(d) =1
BOF---- e &0 . - L
40_.....1.?....._ =10 BOF----fee it =10
' ! — =30 an Cee et — =30
— =90 L e e ey =490
=3ﬁu 13 ..._ =351]
— 2720 00 02 04 06 08 10 — =720
n — =1080 n —  =1080

Figura 1.33 — Resultados da populagdo de células gliais “C¢” para p =0 e oo = 1.
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Figura 1.34 — Resultados para p = 0, a0 = 1, K, =100 e 8=0.
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Figura 1.35 — Resultados para p = 0, axo = 1, K, =100 e & = 62.5.
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Figura I. 36 — Resultados da populagdo de células gliais “C¢” para p =0 e axo = 1.

Nos testes ko = 1, é notavel que a taxa de células mortas influenciou na diminui¢do
da concentracdo de céelulas tumorais, que agora conforme as Figuras (1.25 — 1.36) apresentam
uma queda de concentracdo em volta da posicao inicial da populacdo de células doentes
lembrando uma gaivota e novamente 0 aumento da taxa de consumo de nutrientes kn ndo
resultou em mudancas no perfil de concentracdo das células tumorais. Os resultados dos
testes referentes a Tabela 1.2 para uma taxa de proliferacdo de células tumorais variavel sdo
mostrados a seguir para 0s casos extremos da constante positiva da capacidade de carga do
glioma Ct,a=0ea=62.5, e para valores crescentes de kn € ko. Como é demonstrado pela
Figura 1.37 — 1.39 para ko = 0.0001.
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Figura 1.37 — Resultados para p = 1, axo = 0.0001, Kn =0.01ed=0.
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Figura 1.38 — Resultados para p = 1, axo = 0.0001, K, =0.01 e 4 = 62.5.
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Figura 1.39 — Resultados da populagdo de células gliais “Cc” para p =1 e axo = 0.0001.

Analisando as Figuras 1.37 — 1.39, ja é perceptivel a mudanca quantitativa no nimero

de células tumorais do microambiente com o passar do tempo. Percebe-se que houve uma

queda consideravel em relacdo aos testes da Tabela 1.1 obtidos utilizando-se taxa de

proliferacdo constante, é notavel através das zonas amarelas pouco predominantes e zonas

verdes mais presentes nas superficies das figuras 1.37 e 1.38 em comparacdo com as figuras

anteriores. Assim como para 0s casos da Tabela 1.1, nota-se que quando distribuicdo de

células tumorais atinge o estado estacionario inicia-se 0 aumento da populacédo da regido

necrética em virtude da condicdo limitada de oxigénio. Nota-se também, que novamente a

concentracdo tumoral tende a sua carga maxima para a = 62.5 enquanto nos demais casos

varia espacialmente depois que atinge o estado estacionario. Outros casso foram simulados

de acordo com as Figuras 1.40 — 1.48.

1.0,
ecO.S‘

0.0,

0.0

Células Tumorais

Células Mortas

Nutrientes

Fugira 1.40 — Resultados para p = 1, axo = 0.0001, Kn =0.1eda=0.

118




Células Tumorais

Células Mortas

|

107
Ry &

Figura .41 — Resultados para p = 1, axo = 0.0001, K, =0.1 e & = 62.5.
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Figura 1.42 — Resultados da populagdo de células gliais “Cc” para p =1 e axo = 0.0001.
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Figura 1.43 — Resultados para p = 1, a0 = 0.0001, K, =10 e = 0.
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Figura 1.44 — Resultados para p = 1, axo = 0.0001, Kn =10 ed=62.5.
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Figura 1.45 — Resultados da populagdo de células gliais “Cc” para p = 1 e axo = 0.0001.

Células Tumorais

d

Nutrientes
Células Mortas

Figura 1.46 — Resultados para p = 1, axo = 0.0001, Kn =100 ed=0.
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Figura 1.47 — Resultados para p = 1, axo = 0.0001, Kn =100 e 4 =1625.
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Figura 1.48 — Resultados da populagdo de células gliais “Cc” para p = 1 e axo = 0.0001.

120



Em comparagdo com o primeiro teste, o teste 4 demonstra que o0 aumento de kn ndo
exerce influéncia significativa nas distribui¢cbes de células tumorais no microambiente,
conforme observado nos resultados das simulagdes apresentados na Tabela I.1.

CélulfaTVstTumorais tfientes

Célu[ars Mortas Nu

Figura 1.49 — Resultados para p = 1, axo = 0.1, Kn =0.01e4d=0.
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Figura 1.50 — Resultados para p = 1, a0 = 0.1, K, =0.01 e & = 62.5.
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Figura 1.51 — Resultados da populagdo de células gliais “Cc” para p =1 € axo = 0.1.
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Figura 1.52 — Resultados para p = 1, a0 = 0.1, K, =0.1 e d=0.

Células Tumorais Células Mortas

Figura 1.53 — Resultados para p = 1, ako = 0.1, Kn =0.1ed=62.5.
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Figura 1.54 — Resultados da populacéo de células gliais “C¢” para p =1 e axo =0.1.
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Figura 1.55 — Resultados para p = 1, a0 = 0.1, K, =10 e 4=0.
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Figura 1.56 — Resultados para p = 1, ako = 0.1, Kn =10 ed=62.5.
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Figura 1.57 — Resultados da populagao de células gliais “C¢” para p =1 e axo =0.1.
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Figura 1.59 — Resultados para p = 1, axo = 0.1, Kn =100 e & = 62.5.
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Figura 1.60 — Resultados da populagdo de células gliais “C¢” para p =1 e axo = 0.1.
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Nos testes com ako = 0.1, observa-se um discreto aumento no nimero de células
cancerigenas, evidenciado pelo surgimento de regides amarelas nas superficies de
concentracdo adimensional de células tumorais. Contudo, esse crescimento € bem infimo

quando analisado nas concentragdes ao longo do tempo adimensional.
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Figura 1.61 — Resultados para p = 1, axo = 1, Kn =0.01ea=0.
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Figura 1.62 — Resultados para p = 1, axo = 1, Kn =0.01 e4d=625.
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Figura 1.63 — Resultados da populagdo de células gliais “C¢” para p =1 e oo = 1.
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Figura 1.64 — Resultados para p = 1, ako
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Figura I. 65 — Resultados para p = 1, axo =1, Kn =0.1ed=62.5.
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Figura 1.66 — Resultados da populagdo de células gliais “C¢” para p =1 e axo = 1.
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Figura 1.67 — Resultados para p = 1, axo
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Figura 1.68 — Resultados para p = 1, a0 = 1, K,; =10 e = 62.5.
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Figura 1.69 — Resultados da populagdo de células gliais “C¢” para p =1 e oo = 1.
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Figura 1.70 — Resultados para p = 1, a0 = 1, K, =100 e §=0.
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Figura 1.71 — Resultados para p = 1, axo = 1, K, =100 e & = 62.5,
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Figura .72 — Resultados da populagdo de células gliais “Cc” para p =1 € axo = 1.

Os testes para ko = 1 indicam que a quantidade de células tumorais ndo apresenta
mudanca significativa de perfil para valores crescentes das taxas kem € kn dentro dos
intervalos estudados. De forma geral, a tendencia da concentracdo de células cancerosas que
se proliferam a uma taxa constante é diminuir para valores crescentes de ko e variam
espacialmente quando atingem o estado estacionario dependentes da carga do glioma se ela
é constante ou variavel, porém independem da taxa de consumo de oxigénio. Uma queda
consideravel foi mostrada quando a taxa de proliferacdo do glioma torna-se variavel e oo
cresce, mas novamente a taxa de consumo de oxigénio ndo interferiu na concentracdo das

células cancerigenas.
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APENDICE II

A As simulagdes correspondentes ao Modelo Proposto Il abrangem multiplas
combinagdes de parametros e a avaliagdo sob distintas condi¢des experimentais (p=0e p =
1), resultando em um volume expressivo de dados. A insercdo integral desses resultados no
corpo principal do texto comprometeria a fluidez narrativa, tornando a leitura
excessivamente técnica e sobrecarregada. A apresentacdo dessas simula¢fes em material
suplementar, entretanto, favorece a reprodutibilidade e a validacdo do modelo adotado, ao
permitir que outros pesquisadores repliquem os experimentos e analisem detalhadamente as
variagdes paramétricas, sem comprometer a clareza e a objetividade na exposicdo dos
principais achados.

Complementarmente aos resultados apresentados neste trabalho, foram conduzidas
simulac@es adicionais com o objetivo de aprofundar a anélise do desempenho do Modelo
Proposto Il. Ao todo, foram considerados oito cenarios distintos, conforme especificado na
Tabela 11.1, nos quais se variaram parametros-chave do sistema. Essas simulagdes visam
caracterizar o comportamento dindmico do modelo, bem como a resposta da populagédo de
celulas gliais frente a diferentes condicGes evolutivas do microambiente tumoral ao longo

do tempo.

Tabela Il. 1 — Casos simulados para 0 modelo proposto II.

Parametros Casol Caso2 Caso3 Caso4 Caso5 Caso6 Caso7 Caso8

P 0 0 0 0 1 1 1 1
Qlkoc 0.2 20 0.2 20 0.2 20 0.2 20
koc 10* 107 10* 107 10 107 10 1072
occrit - - — — 0.5 0.5 0.8 0.8

Caso 1.
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Figura I1.2 — Resultados da populacédo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 10.

n
kn=10,a=20

129

kn=0,2=0

kn=0,a=20

a
t=1
al.
t=30
2r (t=80 ..
&
t=1360
il o t=TEO.
t=1080
N . >
0.0 0z 04 08 0.8 10
o
k=10,a=625
ha T
al.
& 2t
1 .
1080
0.0 0z 04 08 0.8 1.0
o



Ky =100,a =0 ; . k=100,2=0

ki n n

k=100, a =625

- T
80 - — = 0.30 af
sof - 025
ab
40 0.20
& 3 1280, < o1s & of
=380
1 N P S . 0.10
: ; : B ) r
10 i : A : i Q.05
: : : ‘= 1080
e e T a S
: N N : : ; : n n n n n
00 0z X [ 0 0 08 EH] 04 08 [ 0 00 0z 0 [ 0e 10
] L] L]

Figura 11.3 — Resultados da populacéo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 100.
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Figura 11.4 — Resultados da populacéo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 0.
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Figura I1.5 — Resultados da populagdo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 10.

K =100,a =0

Figura 11.6 — Resultados da populacédo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 100.
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Figura 11.8 — Resultados da populacdo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn
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Figura I11.10 — Resultados da populacao de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 0.
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Figura 11.11 — Resultados da populacdo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 10.
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Figura I1.12 — Resultados da populacdo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 100.
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Figura I11.13 — Resultados da populacao de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 0.
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Figura 11.14 — Resultados da populacdo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 10.
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Figura I1.15 — Resultados da populacao de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 100.
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Figura 11.16 — Resultados da populacao de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 0.
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Figura 11.17 — Resultados da populacdo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 10.
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Figura 11.18 — Resultados da populacdo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 100.

Caso 7.
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Figura 11.20 — Resultados da populacdo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 10.
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Figura 11.21 — Resultados da populacédo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 100.
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Figura I1.22 — Resultados da populacao de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 0.

139



Iy =10,a=20 ¥y =10,2=20

BOFT T T T T T 0.30FT T T T T T

0. 0.2 04 08 08 10 0.0 02 04 06 0s 1.0 7

Figura 11.23 — Resultados da populacdo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 10.
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Figura I1.24 — Resultados da populacdo de células gliais, quiescentes e mortas. Kn = 100.
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