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Resumo 

A presença de poluentes emergentes em ecossistemas aquáticos tem causado 
impactos negativos ao ciclo de vida das espécies e à cadeia alimentar. Dentre as 

alternativas de mitigação desse problema ambiental, a adsorção se destaca por sua eficácia 
e viabilidade econômica. Nesse sentido, esse trabalho utilizou-se a modelagem bayesiana 

para avaliar a dinâmica de colunas de leito fixo na remoção de diclofenaco sódico por 
carvão ativado. O estudo acoplou diferentes isotermas: Langmuir, Freundlich, Sips e 
Redlich-Peterson à equação diferencial oriunda do balanço de massa da fase líquida, 

considerando na fase sólida um modelo de força motriz com expoente gama variando em 
0 < γ ≤ 2. A estimativa de parâmetros foi realizada por Monte Carlo via Cadeia de 

Markov, permitindo análises preditivas e confiáveis mesmo para dados não incluídos na 
verossimilhança. O critério bayesiano BIC indicou a isoterma de Sips como a mais 
adequada para representar o fenômeno. A modelagem foi validada no conjunto de dados 

experimentais, com bons ajustes entre as estimativas e os dados observados, reforçando 
seu potencial para aplicações futuras e estratégias de scale-up. 
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Abstract 

The presence of emerging pollutants in aquatic ecosystems has led to adverse effects on 

species life cycles and the food chain. Among the mitigation strategies for this 

environmental issue, adsorption stands out due to its effectiveness and economic viability. 

In this context, the present study employed Bayesian modeling to evaluate the dynamic 

behavior of fixed-bed columns used for the removal of sodium diclofenac by activated 

carbon. The approach coupled various adsorption isotherms—Langmuir, Freundlich, 

Sips, and Redlich-Peterson—with a differential equation derived from the liquid-phase 

mass balance. For the solid phase, a driving force model was adopted, with the exponent 

gamma varying within the range 0<γ≤2. Parameter estimation was performed using the 

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) method, enabling predictive and reliable analyses 

even for data not included in the likelihood. The Bayesian Information Criterion (BIC) 

indicated that the Sips isotherm provided the best fit to the observed behavior. The 

modeling was validated against the experimental dataset demonstrated a strong agreement 

between the model estimates and the observed data, highlighting the potential of this 

modeling approach for future applications and scale-up strategies. 
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CAPÍTULO 1 

 

 

1. INTRODUÇÃO 

 

A modelagem matemática de processos de adsorção em leitos fixos constitui uma 

ferramenta essencial na avaliação dinâmica de sistemas contínuos, especialmente quando 

se busca antecipar cenários experimentais, reduzir custos laboratoriais e viabilizar 

estratégias de aumento de escala (VERA et al., 2021). Diante disso, o presente trabalho 

tem como foco central a aplicação de modelagem para prever a performance da adsorção 

de colunas de leito fixo, utilizando como estudo de caso a remoção do fármaco 

diclofenaco sódico por carvão ativado. A validação da modelagem proposta foi conduzida 

por meio da comparação com dados experimentais obtidos em laboratório. 

A adsorção foi escolhida como tecnologia de tratamento devido à sua simplicidade 

operacional, alta eficiência e viabilidade econômica (LV et al., 2021; TATARCHUK et 

al., 2021; SHARAFEE et al., 2021). Embora modelos analíticos como os de Yoon-

Nelson, Thomas e Bohart-Adams sejam amplamente empregados para descrever o 

desempenho de sistemas de adsorção contínua (AHMED e HAMEED, 2018; 

ELABADSA et al., 2019; IHEANACHO et al., 2021; AMADOR et al., 2022), eles 

apresentam limitações significativas. Esses modelos não consideram efeitos importantes 

como a dispersão axial e os mecanismos detalhados de transferência de massa na fase 

sólida, além de dependerem fortemente de curvas de ruptura experimentais obtidas sob 

condições operacionais específicas (UNUABONAH et al., 2019; JUELA et al., 2021). 

Neste contexto, modelos mais robustos são necessários para permitir avaliações 

preditivas confiáveis. O presente trabalho propõe uma abordagem numérica acoplada a 

diferentes isotermas de adsorção, Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich-Peterson, 

integradas à equação diferencial derivada do balanço de massa da fase líquida, e à 

modelagem da fase sólida por meio de uma equação de força motriz com expoente gama 

variável 0 < γ ≤ 2. Esta estrutura foi aplicada à simulação do processo de adsorção de 

diclofenaco sódico e os resultados validados por comparação com dados obtidos em 

coluna de leito fixo. 

A escolha do diclofenaco como contaminante alvo é justificada por sua ampla 

detecção no ambiente, proveniente tanto da metabolização incompleta em organismos 
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quanto dos efluentes de indústrias farmacêuticas (ACUÑA et al., 2015; LONAPPAN et 

al., 2016; PEREIRA et al., 2017; HARO et al., 2021; MIRZAEE et al., 2021; SOARES 

et al., 2019; ZHAO et al., 2021; AVCU et al., 2021; LI et al., 2021). Classificado como 

poluente emergente, os impactos ecológicos do diclofenaco ainda são pouco 

compreendidos (EBELE et al., 2017; PREVIŠIĆ et al., 2021), mas já foram reportados 

efeitos tóxicos em organismos aquáticos, como alterações renais e imunológicas em 

peixes expostos a esse contaminante (STIERLIN et al., 1979; FENT et al., 2006; 

HOEGER et al., 2005; CUKLEV et al., 2011; SATHISHKUMAR et al., 2020). 

Dessa forma, a modelagem proposta neste estudo não apenas oferece uma 

alternativa metodológica de valor preditivo para sistemas de adsorção, mas também 

contribui diretamente para o enfrentamento de um problema ambiental emergente. Sua 

aplicação em dados reais de adsorção de diclofenaco reforça o potencial do modelo como 

ferramenta confiável para otimização de processos e escalonamento futuro. 

 

1.1 JUSTIFICATIVA 

 

A motivação central deste trabalho reside na necessidade de um modelo numérico 

que supere as limitações dos métodos analíticos tradicionais ao descrever o transporte de 

massa na fase sólida de colunas de leito fixo. Para tal, introduziu-se uma equação de força 

motriz gama, Gamma Driving Force (GDF), uma generalização do modelo Linear 

Driving Force, na qual o expoente γ assume valores entre 0 e 2, permitindo ajustar com 

maior flexibilidade os mecanismos de difusão interna no adsorvente. 

Além disso, o modelo integra diferentes isotermas de equilíbrio (Langmuir, 

Freundlich, Sips e Redlich-Peterson), permitindo avaliar o desempenho operacional da 

adsorção sob distintas condições de superfície e concentração.  

A validação foi realizada com dados experimentais de remoção de diclofenaco 

sódico em carvão ativado, em coluna de leito fixo, assegurando que o acoplamento entre 

balanço de massa, GDF e isotermas reflita as curvas de ruptura observadas. Por fim, a 

adoção da inferência bayesiana com MCMC confere um procedimento rigoroso de 

estimação de parâmetros e análise de incertezas, essencial para a confiabilidade das 

predições e o planejamento de estratégias de scale-up em processos industriais. 
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1.2 OBJETIVOS 

 

1.2.1 Objetivo geral 

Propor a utilização do modelo de Gamma Driving Force para representação da 

cinética na fase sólida adsorvente e estimar os parâmetros de interesse com o método de 

Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). 

 

1.2.2 Objetivos específicos 

- Avaliar a capacidade da equação Gamma Driving Force em representar a dinâmica 

de adsorção do diclofenaco sódico na fase sólida do carvão ativado.  

- Investigar a influência de diferentes modelos de equilíbrio (Langmuir, Freundlich, 

Sips e Redlich-Peterson) na representação do comportamento adsorptivo e na 

qualidade do ajuste das curvas de ruptura.  

- Estimar os parâmetros do modelo e validar o mesmo pela comparação entre as 

curvas de ruptura simuladas e os dados experimentais disponíveis.  

- Avaliar a capacidade preditiva do modelo na estimativa de curvas de ruptura para 

condições experimentais não utilizadas na verossimilhança. 

 

1.3 CONTRIBUIÇÕES DA TESE 

As principais contribuições da tese são: 

- A utilização de uma equação simplificada para descrever a taxa de variação na fase 

sólida adsorvente, acoplada a um modelo de balanço de massa e diferentes isotermas 

para representar o equilíbrio. 

 

- A utilização de dados experimentais de curva de ruptura para predizer diferentes 

cenários cujas medidas não estavam disponíveis. 

 

1.4 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

No presente capítulo estão apresentados a motivação e a justificativa que nortearam 

a concepção deste tema, bem como, a definição dos principais objetivos da tese  

O capítulo 2 traz a revisão bibliográfica destacando a teoria base que sustenta o 

desenvolvimento desse trabalho. Temas como adsorção em coluna de leito fixo, 

inferência bayesiana e estimativa de parâmetros com o método de monte Carlo via Cadeia 
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de Markov e aumento de escala em coluna de adsorção, são abordados no referido 

capítulo. 

O capítulo 3 apresenta o desenvolvimento do modelo aqui adotado para descrever 

o processo de adsorção em coluna de leito fixo. Nesse capítulo é destacado o modelo de 

Gama Driving Force aqui sugerido e a teoria que justifica o intervalo escolhido para o 

expoente γ. Por fim, aborda a etapa de discretização desse modelo. 

O capítulo 4 apresenta a metodologia realizada para a estimativa dos parâmetros e 

predições das curvas de ruptura de diclofenaco sódico em carvão ativado em diferentes 

condições experimentais. 

O capítulo 5 apresenta os resultados das estimativas, as predições, a seleção de 

modelos de acordo com as métricas bayesianas e os valores obtidos para o parâmetro 

proposto γ, bem como os resultados para a análise de aumento de escala. O capítulo 6 

apresenta as conclusões e o capítulo 7 traz propostas para trabalhos futuros. 
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CAPÍTULO 2 

 

2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

 

2.1 Poluentes emergentes 

 

Ao longo do tempo, é natural que a complexidade das necessidades humanas de 

bem-estar e saúde se consolidem e ampliem. Desse modo, setores como os de higiene e 

cuidados pessoais, alimentos, fármacos e indústrias como a têxtil, venham buscando se 

desenvolver no sentido de suprir tais padrões de consumo, oferecendo inovação e a 

qualidade exigidas.  

Uma das consequências desse desenvolvimento, é a frequente detecção de diversas 

substâncias, proveniente desses setores, em corpos d’água, solos e águas subterrâneas 

(Lonappan et al., 2019; Nadour et al., 2019). Mesmo que sua concentração no meio seja 

de nível traço (ng/L - µg/L) (Dang et al., 2020), há o agravante do continuado descarte e 

baixa biodegradabilidade desses componentes.  

Essas substâncias se tornaram objeto de atenção mundial nas últimas décadas. A 

União Europeia e a agência de proteção ambiental dos Estados Unidos, por exemplo, 

estabeleceram listas e regulamentações para observação de substâncias prioritárias a 

serem monitoradas por todo o território, de modo que políticas de prevenção adequadas 

de controle de poluição química pudessem ser implementadas (Kar et al., 2020).  

Dentro dessa nova classe de contaminantes, chamados de poluentes emergentes, os 

fármacos alcançam lugar de destaque, uma vez que seu consumo vem aumentando ao 

longo dos anos, seja para uso humano ou veterinário. Nesse sentido, tanto a geração de 

efluentes de indústrias farmacêuticas como a excreção de parte dessas substâncias pelos 

organismos consumidores, expõem o meio ambiente a interagir com a estrutura molecular 

original destes compostos e seus metabólitos (MIRZAEE et al., 2021, BOXALL et al., 

2012; LONAPPAN et al., 2016; PEREIRA et al., 2017; HARO et al., 2021).  

 

2.2 Diclofenaco 
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Entre os fármacos mais utilizados para o tratamento de dores e inflamações está o 

diclofenaco (DCF). Este é um anti-inflamatório não esteroide que chegou a alcançar uma 

média mundial de consumo de 1443 ± 58 t/ano (ACUÑA et al., 2015) e, no Brasil, está 

entre as 20 substâncias e associações mais comercializadas no período de 2019/2020 

(AGÊNCIA NACIONAL DE VIGILÂNCIA SANITÁRIA, 2021). 

O diclofenaco geralmente é encontrado na forma de um sal de sódio ou potássio. O 

diclofenaco sódico pode ser administrado para o tratamento de casos como os de artrites 

reumatoides, osteoartrite e espondilite anquilosante. Já sua versão potássica, por se 

dissolver mais rapidamente, tende a ser absorvida mais rápido pelo organismo, sendo 

recomendado para quadros clínicos com necessidade de um tempo de ação inicial mais 

curto. Contudo também pode ser encontrado como do sal hidroxietilpirrolidina e 

dietilamônio para preparações oral e tópica respectivamente (CHUASUWAN et al., 

2009).  

A forma sódica, por ser a mais utilizada, é frequentemente detectada no ambiente 

(RASOOL et al., 2021; LATIF et al., 2023). Estações de tratamento convencionais não 

são capazes de promover a remoção completa dessa substância, tornando-a um dos 

compostos constantemente detectados em corpos de água (SOARES et al., 2019; ZHAO 

et al., 2021; AVCU et al., 2021; LI et al., 2021).  

A dimensão do impacto ambiental e os riscos à saúde humana em decorrência da 

presença residual de contaminantes emergentes, como o diclofenaco sódico, podem 

ocasionar são ainda pouco conhecidos (EBELE et al., 2017; PREVIŠIĆ et al., 2021). 

Entretanto, estudos mostraram efeitos no aumento da taxa de mortalidade em crustáceos 

sob concentrações da ordem de mg L-1 (HAAP et al., 2008; LONAPPAN et al., 2016), 

como consequência da constante reinserção e bioacumulação desta substância no meio 

ambiente (ZHANG et al., 2021). 

 

2.3 Adsorção 

 

A adsorção é um processo que consiste na transferência de massa em que 

determinada substância (adsorvato) se difunde de uma fase fluida (líquida ou gás) para 

uma fase sólida adsorvente. À medida que a substância de interesse vai sendo depositada 

na superfície do sólido, a concentração desta vai diminuindo na corrente fluida. Esse 

princípio pode ser aplicado como alternativa de purificação e no tratamento de efluentes. 
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Essencialmente, pode-se descrever o processo de adsorção nas seguintes etapas: 

I – Difusão em massa do adsorvato na fase bulk; 

II – Difusão do adsorvato através do filme líquido externo ou camada limite para a 

superfície do adsorvente; 

III – Difusão intrapartícula da superfície para os poros do adsorvente; 

IV – Adsorção física/química entre o adsorvato e sítios os ativos do adsorvente. 

Os métodos para avaliação da adsorção geralmente utilizados são: adsorção em 

batelada e adsorção em leito fixo.  

 

2.3.1 Adsorção em batelada 

 

A adsorção em batelada é utilizada principalmente para investigar as propriedades 

adsorventes de determinado sólido e conhecer o mecanismo do processo. Desse modo, é 

possível comparar as características de diversos materiais, observando a viabilidade de 

produção em larga escala e direcionando cada um de acordo com a aplicabilidade mais 

adequada de remoção de contaminantes (WANG et al., 2020; NASCIMENTO et al., 

2020; UNUABONAH et al., 2019; TIEN, 2018). 

É por meio da adsorção em batelada que fatores que afetam o processo podem ser 

avaliados. Entre os quais, é possível destacar: temperatura, PH, tempo de contato, 

poluentes coexistentes, concentração de adsorvato e dosagem de adsorvente (WANG et 

al., 2020; NASCIMENTO et al., 2020; UNUABONAH et al., 2019; TIEN, 2018). 

O aumento da temperatura afetará positivamente sistemas de natureza endotérmica 

e negativamente os de natureza exotérmica. O PH da solução afeta a interação 

adsorvato/adsorvente, podendo provocar até mesmo efeitos de repulsão nesta interação. 

O tempo de contato indica o comportamento cinético do sistema, o alcance do equilíbrio 

em um tempo de contato curto sugere que mais volumes podem ser processados em cada 

intervalo de tempo, até que a capacidade de adsorção diminua gradativamente e o 

equilíbrio seja alcançado, o que afeta diretamente a eficiência do processo (WANG et al., 

2020; NASCIMENTO et al., 2020; UNUABONAH et al., 2019; TIEN, 2018). 
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Poluentes coexistentes competem pelos sítios ativos e, a depender da seletividade, 

esse efeito pode interferir significativamente na adsorção de determinado componente do 

sistema. Geralmente, a o aumento da quantidade de adsorvente aumenta a disponibilidade 

de sítios ativos, o que favorece a adsorção. Entretanto, se usado em quantidade excessiva, 

pode provocar o efeito contrário, uma vez que as partículas podem se aglomerar 

reduzindo assim a área superficial disponível. A concentração inicial de adsorvato fornece 

a força motriz necessária para que a resistência no filme seja vencida, contudo se essa 

concentração for muito elevada a taxa de remoção tende a diminuir (WANG et al., 2020; 

NASCIMENTO et al., 2020; UNUABONAH et al., 2019; TIEN, 2018). 

O desempenho da adsorção ao longo de determinado período de tempo e em 

diferentes condições experimentais (como PH, concentração, temperatura etc.), pode ser 

avaliado pela aplicação de modelos cinéticos. Esses modelos podem ser baseados na 

concentração da solução, como os de primeira, segunda, pseudoprimeira e pseudosegunda 

ordem. Os modelos de primeira ordem de Lagergren’s e Zeldowitsch’s por sua vez, se 

baseiam na capacidade do adsorvente, há os modelos de difusão por sorção e ainda os 

mais recentes, aplicados considerando um sistema complexo, como o modelo de fractal 

(BROUERS e SOTOLONGO-COSTA, 2006). Maior detalhamento sobre esses modelos 

pode ser encontrado em UNUABONAH et al., 2019 e BROUERS e SOTOLONGO-

COSTA, 2006.  

Modelos matemáticos são também utilizados para descrever cenários em condições 

fixas de temperatura. Tais modelos são conhecidos como isotermas, elas fornecem 

princípios de interação adsorvato/adsorvente essenciais para interpretar e deduzir as 

limitações do processo. O comportamento das isotermas pode ser classificado de cinco 

formas usuais (INGLEZAKIS et al., 2018; SING, 1985): 

I- Descreve a adsorção em adsorvente microporoso e indica a formação de 

mono camada; 

II – Característica de materiais macroporosos ou não porosos. Sua forma em S 

indica que a adsorção pode se estender de mono para multicamadas. A região 

intermediária e quase linear dessa isoterma sugere a conclusão da monocamada e início 

da formação em multicamada.  

III – Característica de sistemas reversíveis em que as interações 

adsorbato/adsorvernte são fracas. 
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IV-  Característica de material mesoporoso em que a parte inicial dessa 

isoterma se assemelha com a de tipo II, sugerindo um comportamento mono-

multicamada. A histerese nela presente representa a condensação capilar que ocorre nos 

mesoporos; 

V- Está relacionada a materiais microporosos e a interação 

adsorvato/adsorvente se assemelha com a de tipo III que é fraca e, portanto, desfavorável. 

VI- Representa a adsorção multicamada em uma superfície uniforme não 

porosa. 

A Figura 1 apresenta a forma característica de cada isoterma de acordo com o tipo (SING, 

1985). 

 

Figura 1: Tipos de isoterma (SING, 1985) 

 

 

2.3.2 Adsorção em coluna de leito fixo 

 

A maioria das aplicações industriais de adsorção são projetadas para operar em um 

sistema contínuo em coluna de leito fixo relacionado a adsorção de determinada 

substância em uma superfície sólida adsorvente que é representado graficamente por uma 

curva de ruptura (UNUABONAH et al., 2019). A Figura 2 mostra a dinâmica em uma 

coluna de adsorção com alimentação ascendente. A representação idealizada deste 

fenômeno é mostrada graficamente pela curva azul que apresenta um comportamento do 

tipo degrau, que assume como nula a concentração de adsorvato na saída do leito até que 
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a presença deste seja então identificada resultando em um salto na curva e a saturação do 

leito.  

 

Figura 2: Representação esquemática do funcionamento de uma coluna de leito fixo nos 

cenários ideal e real 

 

A transferência de massa em uma coluna de adsorção, entretanto, apresenta 

comportamento mais próximo daquele mostrado pela curva vermelha. Neste cenário, o 

efluente é percolado ao longo da coluna e nos tempos iniciais o adsorvato fica 

completamente retido no leito adsorvente não sendo, portanto, identificada sua presença 

na saída até que o tempo de ruptura seja alcançado, a partir desse ponto, a concentração 

do componente alvo no efluente vai se aproximando do valor de alimentação, quando 

então o leito estará completamente saturado e a curva de ruptura alcança a região de 

equilíbrio termodinâmico (THIRUNAVUKKARASU, 2021).  

Esta curva traz informações importantes como o ponto de ruptura que ocorre em tr 

indicando que 5% do valor da concentração inicial utilizada para o adsorvato foi 

identificada na saída do leito (C/C0 = 0,05) e ainda o ponto de exaustão em ts e este 

representa que a saturação do leito foi alcançada (AHMED e HAMEED, 2018; PATEL, 

2019). A zona de transferência de massa (ZTM) fica compreendida entre esses dois 
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pontos tr e ts e está intimamente relacionada ao desempenho de uma coluna de adsorção 

a depender da forma e comprimento que possuir (QIAN et al.,2019). Quanto mais 

íngreme for a ZTM maior a área útil disponível para o operacional de adsorção, por outro 

lado, quanto mais longa menor esta área e por consequência seu potencial útil.  

A Tabela 1 apresenta uma amostra representativa de estudos que empregam 

modelos matemáticos para descrever curvas de ruptura em sistemas adsortivos em leito 

fixo, bem como as diferentes abordagens analíticas e numéricas utilizadas para sua 

resolução. O levantamento evidencia que a literatura se concentra, principalmente, na 

aplicação de modelos cinéticos clássicos, especialmente o modelo LDF (Linear Driving 

Force), associados a isotermas tradicionais de equilíbrio e solucionados por métodos 

computacionais como diferenças finitas, elementos finitos, Runge–Kutta–Fehlberg e 

softwares especializados, como COMSOL Multiphysics. Além disso, observa-se que a 

estimação de parâmetros é frequentemente realizada por métodos determinísticos e 

regressões lineares e não lineares. 

Entretanto, a análise da literatura indica que abordagens envolvendo modificações 

explícitas na dinâmica da fase sólida associadas ao acoplamento comparativo de múltiplas 

isotermas e inferência Bayesiana ainda permanecem pouco exploradas em sistemas 

adsortivos contínuos em leito fixo. Nesse contexto, o presente trabalho propõe uma 

modificação da equação dinâmica da fase sólida por meio da introdução de um expoente 

γ, com o objetivo de ampliar a capacidade de representação da dinâmica adsortiva. 

Adicionalmente, diferentes modelos de equilíbrio — Langmuir, Freundlich, Sips e 

Redlich–Peterson — foram acoplados à formulação proposta para avaliar qual abordagem 

melhor representa o comportamento experimental do sistema. Diferentemente da maior 

parte dos estudos reportados na literatura, a metodologia emprega inferência Bayesiana 

via Markov Chain Monte Carlo MCMC para a estimação dos parâmetros, permitindo 

incorporar incertezas paramétricas e avaliar a robustez dos ajustes obtidos. 
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Tabela 1: Modelo de transferência de massa da literatura para a representar sistemas de adsorção em coluna de leito fixo 

Adsorvente 
Composto 

adsorvido 

Relação de 

Equilíbrio 

Modelo curva 

de ruptura 

Dinâmica 

na fase 

sólida 

Método de 

solução 

Estimação de 

parâmetros 
Ref. 

Bagaço de cana/ 
biochar 

Verde malaquita 
Langmuir  
Freundlich 

(linearizadas) 

Yoon-Nelson e 
Thomas 

- 

Diferenças 

finitas usando o 
método de 

separação de 
variáveis 

Os parâmetros de 

adsorção (kd, f, a) foram 
estimados usando o 

software Athena Visual 

Studio (versão: 14.2 
(x86)) 

Das et al., 
2021. 

Bagaço de cana 
Acetominofeno 

(ACT)(Paracetamol) 
Langmuir não 

linear 

Computational 
fluid dynamics 

(CFD) 
LDF 

COMSOL 
Multiphysics 

correlações empíricas 
Vera et al., 

2021. 

Espiga de 

milho/biochar 
Fenol - 

Thomas, Yoon-
Nelson, Adams-

Bohart e 
Wolbourska 

- 
Extensão Solver 

do Microsoft 

Excel 

Regressão linear e não 

linear 

Iheanacho et 

al., 2021. 

Osso de 
tilapia/biochar 

Tetraciclina 
Langmuir e 

BET 
Balanço de mass 
ana fase fluida 

LDF 
Método de 

Runge–Kutta–
Fehlberg 

Minimização de uma 

função objetivo pelo 
método de otimização 

downhill simplex** 

Modenes et 
al., 2021. 

Bagaço da cana Sulfametoxazol Langmuir 

Modelo logístico 
(Bohart-Adams, 
Yoon-Nelson e 

Thomas), 

LDF 
Elementos 

finitos 
Comsol Multiphysics 

V5.4. 
Juela et al., 

2021. 
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Wolborska, dose-

response 
modificado, 

Clark, Gompertz 
e LogGompertz. 

- Balanço de 
massa na fase 

fluida 

Zeólita natural Rodamina B Freundlich 
Balanço de massa 

na fase fluida 

LDF/ AkA 
(modelo 

cinético 
aparente) 

Runge-Kutta-

Fehlberg 

As EDPs foram 
resolvidas 

numericamente por 

colocação ortogonal com 
integração de Runge-

Kutta-Fehlberg. 

Che-Galicia 

et al., 2014. 

Cinza de osso de 
avestruz/partículas 

de ferro zero 
valente em 

nanoescala 

íons Cd(II) Langmuir 
Balanço de massa 

na fase fluida 
 

Método das 

diferenças 
finitas implícitas 

Critérios estatísticos para 

comparar os resultados 
experimentais e 

simulados 

Mohammadi 
et al., 2018 

 

 



  25  
 

2.4 Modelos de isoterma de adsorção 

 

A partir do momento que o sistema entra em estado de equilíbrio, a capacidade de 

adsorção do sólido adsorvente qe pode ser determinada. As isotermas de adsorção 

relacionam matematicamente os dados experimentais de qe versus a concentração de 

adsorvato na fase líquida Ce. Neste trabalho foram adotadas as isotermas de Langmuir, 

Freundlich, Sips e Redlich-Peterson em virtude de sua ampla aplicação na literatura 

(KAVEESHWAR et al., 2018; VILARDI et al., 2018; VILELA et al., 2019) e 

considerável representatividade dos dados experimentais. Para mais informações a 

respeito de outras isotermas, recomenda-se a leitura do trabalho de MAJD et al., 2021. 

 

2.4.1 Isoterma de Langmuir 

 

Originalmente a isoterma de Langmuir foi desenvolvida para o estudo da adsorção 

gasosa em uma superfície sólida (LANGMUIR, 1918). Este modelo de adsorção 

considera que a cobertura da superfície ocorre em monocamada, os sítios ativos dessa 

superfície são energeticamente equivalentes e cada um comporta apenas uma molécula 

de adsorvato e estas não interagem com as outras adsorvidas em sítios vizinhos 

(GHOSAL e GUPTA, 2017). O modelo da isoterma de Langmuir está mostrada na 

Equação 1.  

max L e
e

L e

q K C
q

1 K C
=

+
 (1) 

 

Sendo: 

qe: quantidade adsorvida de soluto por grama de adsorvente no equilíbrio (mg g-1); 

qmax: capacidade máxima de adsorção (mg g-1); 

Ce: concentração de adsorvato na fase líquida no equilíbrio (mg L-1); 

KL: constante de interação adsorvato/adsorvente (L.g-1). 
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2.4.2 Isoterma de Freundlich 

 

A isoterma de Freundlich (FREUNDLICH, 1907) é um modelo empírico que supõe 

a adsorção em multicamadas, admite a heterogeneidade da superfície sólida, os sítios 

ativos não apresentam equivalência energética e considera que as moléculas adsorvidas 

podem interagir com as outras adjacentes (YANG, 1998; AYAWEI et al., 2017). A 

Equação 2 mostra essa isoterma. 

1/n

e Fq K Ce=  (2) 

 

Em que: 

qe: quantidade adsorvida de soluto por grama de adsorvente no equilíbrio (mg g-1); 

Ce: concentração em solução de adsorvato no equilíbrio (mg L-1); 

KF: Constante relacionada à capacidade de adsorção (mg L-1) 

1/n: Relacionado à heterogeneidade da superfície e intensidade de adsorção. 

Esta isoterma assume que não há um valor limite para a cobertura da superfície e a 

estrutura da equação possibilita que qe continue aumentanto à medida que Ce também 

aumenta. Contudo, fisicamente este comportamento se mostra incompatível sendo 

observado que para elevados valores de Ce este modelo não representa adequadamente os 

dados experimentais (PROCTOR e TORO-VAZQUEZ, 1996).  

O parâmetro n representa o grau de não linearidade da adsorção, sendo para n < 1 a 

adsorção por processo quimíco, n = 1 tem-se adosrção linear e n > 1 a adsorção se dá 

como um processo físico (KUMAR et al., 2010; MARYANTI et al., 2020).  

 

2.4.3 Isoterma de Sips 

 

A isoterma de Sips é uma junção entre as isotermas de Langmuir e Freundlich, que 

em baixas concentrações de adsorvato apresenta um comportamento semelhante à 

isoterma de Freundlich, já em concentrações elevadas tende à representação de um 

comportamento em monocamada como Langmuir (KALAM et al., 2021). A Equação 3 

mostra essa isoterma. 
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β

max sips

e β

sips

q K C
q

1+ K C
=  (3) 

 

Sendo: 

qe: quantidade adsorvida de soluto por grama de adsorvente no equilíbrio (mg g-1); 

Ce: concentração em solução de adsorvato no equilíbrio (mg L-1) e  

KSips: constante de equilíbrio (L mg -1) e β é o parâmetro de heterogeneidade do 

sistema. 

 

2.4.4 Isoterma de Redlich-Peterson 

 

A isoterma de Redlich-Peterson (REDLICH e PETERSON, 1959) é uma isoterma 

empírica que envolve três parâmetros e é também um híbrido entre as de Langmuir e 

Freundlich. Pode ser aplicada a uma ampla faixa de concentrações bem como em sistemas 

homogêneos e heterogêneos. A Equação 4 mostra esta isoterma, que recai no modelo de 

Langmuir para o caso limite em que o parâmetro adimensional b = 1 e na lei de Henry 

quando b = 0 e para o cenário de qe ≈ (KPR/aRP)Ce
1-b se reduz a isoterma de Freundlich 

(PRASAD e SRIVASTAVA, 2009; FOO e HAMEED, 2010; WANG e GUO, 2020).  

b1

RP e
e

RP e

K C
q

a C
=

+
 (4) 

 

Sendo KRP (L g-1) e aRP (Lb mg-b) parâmetros da isoterma de Redlich-Peterson e b 

é o expoente (0 = b ≤ 1). 

 

2.5 Métodos de diferenças finitas 

 

A abordagem de diferenças finitas para a solução de equações diferenciais parciais 

é usada para discretizar o domínio do problema de modo que apenas em um número finito 

de pontos nodais, e não em todos os pontos do domínio, sejam considerados os valores 

das variáveis dependentes desconhecidas (ÖZIŞIK et al., 2017).  
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Este é um método que substitui as derivadas na equação original, tornando-a um 

conjunto de equações algébricas simultâneas. A expansão em série de Taylor é uma 

abordagem frequentemente adotada para a execução desse processo de discretização 

(GILAT e SUBRAMANIAM, 2009; RICHIT et al., 2020). 

2.5.1 Série de Taylor 

 

A série de Taylor possibilita a aproximação do valor de uma função em determinado 

ponto por meio do conhecimento de suas derivadas e seu valor em pontos vizinhos. As 

equações obtidas a partir da expansão necessitam de diferentes números de pontos que 

podem ser aplicadas a depender da particularidade de cada problema. Esses pontos podem 

estar localizados na frente, a trás ou mesmo em ambos os lados do ponto referência onde 

se calcula a derivada. A série de Taylor apresenta a forma mostrada pela Equação 5 

(GILAT e SUBRAMANIAM, 2009; CHAPRA e CANALE, 2016) 

2

1 1 1

(3) ( )
3

1 1

''( )
( ) ( ) '( )(   ) (   )

2!

( ) ( )
              (   )  ... (   )

3! !

i
i i i i i i i

n i
ni

i i i i n

f x
f x f x f x x x x x

f x f x
x x x x R

n

+ + +

+ +

 + − + −

+ − + + − +

 (5) 

 

De maneira mais conveniente pode-se definir um passo h = xi+1 – xi, ficando a 

equação 5 conforme mostrado em 6 e Rn em 7, sendo que o subscrito n indica o resto para 

a aproximação de ordem n e ξ um valor de x em algum ponto entre xi e xi+1.  

 

(3) ( )
2 3

1

''( ) ( ) ( )
( ) ( ) '( )  ... 

2! 3! !

n i
ni i

i i i n

f x f x f x
f x f x f x h h h h R

n
+  + + + + + +  (6) 

 

( 1)
( 1)( )

( 1)!

n
n

n

f
R h

n

+
+

=
+

 (7) 

 

O termo do lado esquerdo da Equação 6 e o primeiro termo do lado direito 

representam uma aproximação de ordem zero, em que o valor da função no novo ponto é 

o mesmo que no ponto anterior. Essa conclusão possui sentido intuitivo uma vez que os 
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pontos estejam muito próximos entre si, o valor seguinte será semelhante ao anterior. 

Com a adição do segundo termo do lado direito, tem-se uma aproximação de primeira 

ordem, ou uma reta, ao atribuir a inclinação f’(xi) multiplicada pela distância xi+1 – xi, 

podendo prever tanto um aumento quanto uma diminuição entre xi+1 e xi.  

Em cenários cuja tendência linear não se aplica, o terceiro termo do lado direito da 

equação 6 pode ser adicionado como um termo de segunda ordem para descrever 

possíveis curvaturas que a função venha a apresentar. De maneira semelhante, mais 

termos podem ser adicionados a série de Taylor até que esta assuma sua forma completa 

até a enésima expansão conforme 6 

 

2.5.2 Diferenças finitas progressiva, regressiva e central usando expansão em série de 

Taylor  

 

As fórmulas de diferenças finitas progressiva, regressiva e central podem ser 

obtidas por meio da expansão da série de Taylor. A aproximação da primeira derivada 

utilizando dois termos da série e um resíduo para a diferença finita progressiva está 

mostrada na Equação 8. 

2

1

''( )
( ) ( ) '( )

2!
i i i

f
f x f x f x h h+


= + +  (8) 

 

Rearranjando a Equação 8 para a primeira derivada f’(xi), tem-se 

1( ) ( ) ''( )
'( )

2!

i i
i

f x f x f
f x h

h

+ − 
= −  (9) 

 

é possível obter um valor aproximado para a primeira derivada com a Equação 9 

ignorando-se o segundo termo do lado direito, que introduz o erro de truncamento 

(discretização). Esse termo é proporcional a h, portanto pode-se dizer que o erro de 

truncamento é da ordem de h e pode ser escrito como O(h). 

De maneira semelhante pode ser obtida a aproximação regressiva da função no 

ponto xi-1 por meio da expansão mostrada em 10.  
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(3) (4)
2 3 4

1

''( ) ( ) ( )
( ) ( ) '( ) ...

2! 3! 4!

i i i
i i i

f x f x f x
f x f x f x h h h h− = − + − + +  (10) 

 

Usando dois termos e um resíduo a expansão da Equação 10 assume a forma 

mostrada em 11. 

2

1

''( )
( ) ( ) '( )

2!

i
i i i

f x
f x f x f x h h− = − +  (11) 

 

Rearranjando a Equação 11 para a primeira derivada obtem-se a diferença finita 

regressiva com dois pontos 12. 

1( ) ( )
'( ) ( )i i

i

f x f x
f x O h

h

−−
= +  (12 ) 

 

A fórmula de diferença finita central pode ser obtida utilizando três termos da série 

de Taylor e um resíduo para a função nos pontos xi+1 e xi-1 conforme mostrado nas 

Equações (13) e (14) respectivamente, assumindo espaçamentos iguais para os intervalos 

h = xi+1 = xi-1. 

(3)
2 3

1

''( ) ( )
( ) ( ) '( )

2! 3!

i
i i i

f x f
f x f x f x h h h+


= + + −  (13) 

(3)
2 3

1

''( ) ( )
( ) ( ) '( )

2! 3!

i
i i i

f x f
f x f x f x h h h−


= − + −  (14) 

 

Ao subtrair as Equações 13 e 14, obtém-se 15 

(3) (3)
3 3

1 1

( ) ( )
( ) ( ) 2 '( )

3! 3!
i i i

f f
f x f x f x h h h 

+ −

 
− = + +  (15) 

 

Resolvendo-se a Equação 15 para a primeira derivada f’(xi) e assumindo um erro 

de truncamento da ordem de h2, que proporciona maior precisão se comparada as 

fórmulas progressiva e regressiva, obtém-se 16. 
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21 1( ) ( )
'( ) ( )

2

i i
i

f x f x
f x O h

h

+ −−
= +  (16) 

 

A diferença finita para a segunda derivada pode ser obtida a partir da soma das 

Equações (17) e (18) 

(3) (4)
2 3 41

1

''( ) ( ) ( )
( ) ( ) '( )

2! 3! 4!

i i
i i i

f x f x f
f x f x f x h h h h+


= + + + +  (17) 

(3) (4)
2 3 42

1

''( ) ( ) ( )
( ) ( ) '( )

2! 3! 4!

i i
i i i

f x f x f
f x f x f x h h h h−


= − + − +  (18) 

 

resulta em (19)  

21 1

2

( ) 2 ( ) ( )
''( ) ( )i i i

i

f x f x f x
f x O h

h

− +− +
= +  (19) 

 

2.6 Inferência bayesiana 

 

A estatística bayesiana torna possível a utilização de todo o conhecimento a priori 

disponível a respeito de um determinado fenômeno físico. Esse conhecimento prévio é 

descrito em forma de distribuição de probabilidade, com a vantagem de o tipo de 

distribuição poder ser escolhido a depender do tipo de problema. Aliado a isso, há a 

possibilidade de utilizar as medidas experimentais obtidas pela observação do fenômeno 

e ainda considerar as incertezas intrínsecas à aquisição destas. 

A junção dessas informações, de acordo com o teorema de Bayes, resulta na solução 

do problema inverso que é dado em forma de uma distribuição de probabilidade a 

posteriori, conforme observado na Equação (20). 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

p p
p p p

p


 =  

P Y P
P Y P Y P

Y
 (20) 

 

Em que Y representa o vetor que contém as medidas obtidas no decorrer da 

observação experimental e P representa o vetor de parâmetros do fenômeno. O termo 

( )p P  se refere a distribuição de probabilidade a priori e nela está contido a probabilidade 
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de P antes da observação de Y. Já o termo ( )p Y P  é a verossimilhança e representa a 

probabilidade de cada valor de P ter levado ao valor observado de Y. ( )p Y  é a 

distribuição marginal das medidas e funciona apenas como uma constante de 

normalização (PASQUALETTE et al., 2017; ORLANDE et al., 2008; MOURA et al., 

2021; VIEGAS et al., 2022). 

A extração de resultados contidos na distribuição de probabilidade a posteriori, 

pode ser obtida por meio de métodos de amostragem. O método de Monte Carlo via 

Cadeias de Markov (MCMC) pode ser utilizado para este fim, uma vez que é capaz de 

amostrar a distribuição de probabilidade que representa os parâmetros de interesse 

(OLIVEIRA et al., 2018).  

Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) é um método sequencial de 

amostragem amplamente empregado em inferência bayesiana para extrair amostras de 

uma distribuição de probabilidade a posteriori e a partir destas amostras obter 

informações sobre a distribuição alvo (KUMAR et al., 2018).  

A estrutura que sustenta a ideia de cadeia nesse método, baseia-se em uma 

abordagem sequencial em que cada amostra randômica gerada depende unicamente da 

anterior percorrendo todo o espaço paramétrico visando alcançar uma distribuição 

estacionária (LUENGO et al., 2020). De maneira mais específica, consiste em adicionar 

um ruído aleatório na amostra mais recente e partir desta uma nova é originada como 

proposta, podendo ser aceita ou rejeitada (LEE e WAGENMAKERS, 2014).  

A forma geral de construção das cadeias de Markov pode ser implementada 

conforme o algoritmo de Metropolis-Hastings (GILKS et al., 1995). Inicialmente, esse 

algoritmo foi proposto por Metropolis et al. (1956), posteriormente em 1970, Hastings 

(1970) apresentou uma abordagem generalizada, em que distribuições de probabilidade 

não simétricas poderiam ser utilizadas e acrescentou um critério de probabilidade de 

aceitação, garantindo assim a ergodicidade da cadeia (LUENGO et al., 2020).  

O algoritmo de Metrópoles-Hastings pode ser implementado conforme a seguinte 

sequência (GAMERMAN e LOPES, 2006): 

1. Inicialize o contador de iterações i = 1 e estabeleça um valor inicial arbitrário 

(0)
P . 

2. Gere um novo valor *
P  a partir de uma distribuição auxiliar 

* (i-1)( )q P P . 

3. Avalia-se a probabilidade de aceitação do movimento 
(i-1) *RH( ) P P  dado por: 
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* (i-1)
(i-1) *

(i-1) ( 1)

( ) ( )
RH( ) min 1,

( ) ( )i

p q

p q −

   
 =  

   

*

*

P Y P P
P P

P Y P P
 (21) 

 

4. Gera-se um número aleatório u a partir de uma distribuição uniforme, u~ U(0,1). 

 

5. Se Ru  o movimento é aceito e faz-se ( 1) *i+ =P P . Caso contrário, cadeia 

não se move e faz-se ( 1) ( )i i+ =P P . 

6. Incrementa o contado i para i + 1. Retorna-se ao passo 2 até que a 

convergência seja alcançada ou o número de estados da cadeia seja atingido. 

O desempenho do algoritmo de Metroplis-Hastings pode ser observado a partir da 

taxa de aceitação. Não sendo adequado que essa seja muito baixa, pois resulta na 

permanência da cadeia em um mesmo estado por muito tempo ou elevada demais 

provocando a lentidão na geração de dados que promovam a convergência para a 

distribuição de equilíbrio. Taxas de aceitação entre 0,2 a 0,5 são consideradas aceitáveis 

(WANG et al., 2017; GAMERMAN e LOPES, 2006). 

 

2.6.1 Métricas bayesianas 

 

Assumindo que o acoplamento entre o modelo de balanço de massa e cada uma das 

isotermas utilizadas, representa de maneira diferente a interação adsortiva entre o fármaco 

e o adsorvente. Considera-se, portanto, razoável a identificação de qual conjunto de 

modelos represente os dados experimentais. As métricas bayesianas são ferramentas úteis 

nessa identificação e foram utilizadas nesse trabalho como meio para selecionar modelos.  

 

2.6.2 Akaike (AIC) e Akaike corrigido (AICc) 

 

O critério de Akaike (1974) é baseado na estimativa de divergência de Kullback-

Leibler (KL), que observa a distância entre um modelo candidato e outro verdadeiro e, 

quanto menor a distância entre eles, mais semelhante ao modelo real é o candidato. 

Contudo, diferentemente de KL que considera dois modelos, AIC considera apenas um, 
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uma vez que o modelo verdadeiro não é conhecido, desse modo, a estimativa de 

divergência é realizada implicitamente e o modelo que obtiver menor valor de AIC será 

considerado como mais próximo ao real (VRIEZE, 2012).  

Esse critério é composto pelas informações do log da máxima verossimilhança (L) 

e uma penalidade para os parâmetros 2p, cuja função é corrigir o viés devido a 

comparação entre modelos com diferente número de parâmetros. A Equação do critério 

de Akaike está apresentada em 54 (AKAIKE, 1974; SYMONDS e MOUSSALLI, 2011; 

DÜNDER, 2023). 

 

AIC = - log (L) + 2p  (22) 

 

O critério de Akaike corrigido difere de Akaike no termo que penaliza os 

parâmetros. Essa penalização presente nos critérios de informação, visa penalizar o ganho 

na qualidade do ajuste devido ao aumento da quantidade de parâmetros ou na 

complexidade do modelo. Desse modo, viabilizando a seleção do modelo com o melhor 

ajuste e evitando a sobreparametrização (SHI e TSAI, 1998; LIKHACHEV, 2017).  

A Equação 23 apresenta o critério de AICc (SYMONDS e MOUSSALLI, 2011). 

 

2p (p +1)
AICc = AIC

n - p -1
+  (23) 

 

Sendo p o número de parâmetros e n o número de medidas. 

2.6.3 Critério de informação bayesiano (BIC) 

O BIC ou critério de Schwarz (SCHWARZ,1978), se difere de AIC pelo termo de 

penalidade. No BIC esse termo apresenta dependência em relação ao tamanho da amostra 

e considera a influência que esta exerce na penalização no número de parâmetros do 

modelo, já AIC não apresenta essa dependência (PHAM, 2019). A Equação 24 mostra o 

critério de infomação bayesiano. 
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BIC = - 2 ln(L) + p log(n)  (24) 

 

L é a máxima verossimilhança e n o número de parâmetros ajustáveis. 

 

2.7 Aumento de escala em coluna de adsorção 

 

O aumento de escala, ou scale-up, é uma etapa essencial no desenvolvimento de 

processos de adsorção em leito fixo, especialmente quando se busca a transição de 

experimentos laboratoriais para aplicações em escala piloto ou industrial. Essa etapa visa 

projetar sistemas de maior porte que mantenham o desempenho observado em pequena 

escala. 

Embora numerosos estudos laboratoriais demonstrem a eficiência da adsorção em 

colunas de leito fixo, a transposição para escalas maiores ainda apresenta desafios 

consideráveis. Segundo Juela et al. (2022), a eficiência do aumento de escala depende da 

compreensão detalhada dos fenômenos de transporte de massa e da fluidodinâmica do 

leito, sendo necessário que as condições operacionais em diferentes escalas sejam 

projetadas com base em critérios rigorosos de similaridade geométrica, cinemática e 

dinâmica. 

Em sistemas de adsorção líquida onde não há reações químicas ou transferência de 

calor envolvida, o comportamento do processo é essencialmente governado pelas 

propriedades do leito e pelas condições de escoamento. A manutenção de relações como 

a razão altura/diâmetro da coluna (L/D), o tempo de residência e a velocidade superficial 

são fundamentais para garantir que os mecanismos de adsorção observados em escala 

laboratorial possam ser reproduzidos de forma semelhante em maior escala (Vilardi et al., 

2019; Calero et al., 2016; Inglezakis e Poulopoulos, 2006). 

Ainda assim, a literatura carece de estudos que estabeleçam relações quantitativas 

consistentes entre parâmetros obtidos em diferentes escalas. Em muitos casos, o aumento 

de escala provoca distorções nas curvas de ruptura e nos parâmetros do leito fixo, como 

o tempo de ruptura, tempo de saturação, capacidade adsortiva e zona de transferência de 

massa, levando a interpretações equivocadas sobre a viabilidade do processo em escala 

real (Banerjee et al., 2018; Kannan et al., 2020) 
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Embora ainda existam desafios práticos, especialmente em situações com efluentes 

complexos ou condições operacionais instáveis, os avanços metodológicos mais recentes 

mostram um progresso constante em direção ao dimensionamento técnico e 

economicamente viável de colunas de adsorção em maior escala. 
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CAPÍTULO 3 

 

3.1 MODELAGEM MATEMÁTICA 

 

O modelo utilizado neste trabalho para interpretação matemática do fenômeno da 

transferência de massa em uma coluna de adsorção foi obtido a partir do balanço de massa 

na fase líquida do leito. O desenvolvimento do balanço está apresentado ao longo deste 

capítulo e a Figura 3 traz uma ilustração de uma coluna de leito fixo. As hipóteses 

adotadas para o desenvolvimento do modelo foram: dispersão axial e porosidade 

constantes, interface sólido/líquido está em condição de equilíbrio termodinâmico, apenas 

o fluxo de massa na direção axial é considerado significativo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A Figura 4 ilustra um elemento diferencial da coluna de leito fixo adotado como 

referência para o desenvolvimento do balanço de massa. 

 

 

Figura 4: Elemento diferencial considerando parao balanço de massa na fase fluida 

C
0
 

C 

𝑧 

z z+ 

Figura 3: Representação esquemática de uma coluna de adsorção de leito fixo 
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A Equação 25 apresenta a forma geral do balanço de massa na fase fluida: 

( )
Fluxo da espécie A Fluxo da espécie A Acúmulo da espécie A 

_ Gerado
que entra doVC que sai doVC na fase líquida 

       
 =     

     
 (25) 

 

O fluxo da espécie que entra do volume de controle está mostrado pela Equação 26 

0 zz az
C

N A u C D
z

 
=  −  

 
 (26) 

 

O fluxo da espécie que sai do volume de controle está mostrado pela Equação 27 

0z z az z z

C
N A u C D

z
+ +

 
=  −  

 
 (27) 

 

O acúmulo da espécie na fase líquida é apresentado pela Equação 28 

L z
C q

A z
t t

  
  +   

  
 (28) 

 

Substituindo as Equações (26) - (28) em (25): 

0 0 Laz az
C C C q

A u C D A u C D A zz z
z zz z t t

        
 −  − −  =   +       

+        
 (29) 

 

Dividindo a Equação (29) por A z  e rearranjando, temos: 

0 0L
az az

C C
D D z u C u CC q z zzz z z z

z z
t t z z

 
 −   −   +  + +  = −

    
 

(30) 

 

Considerando a hipótese de que a dispersão axial e a velocidade intersticial são 

constantes, a Equação (30) assume a seguinte forma mostrada em (31) 
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2

0 2

1
0L z

C C q C
u D

t z t z

   
+ +  − =

    
 (31) 

 

O primeiro termo na Equação 31 se refere a taxa de variação de adsorvato na fase 

líquida, o segundo à contribuição convectiva para a transferência de massa, o terceiro se 

refere a taxa de variação de adsorvado na fase sólida, o último termo representa a 

transferência de massa que ocorre como consequência da dispersão axial na coluna. 

Sendo C e q a concentração de diclofenaco na fase líquida (mg L-1) e na fase sólida 

(mg g-1) respectivamente, ɛ é a porosidade do leito, L  a massa especifica do leito, (g.L-

1), Dz é a dispersão axial (cm2.min-1) e u0 a velocidade intersticial (cm.min-1).  

As condições de contorno de Danckwerts (1953) em z = 0 e z = L foram utilizadas 

para representar a dinâmica na entrada e saída da coluna estão mostradas nas Equações 

32 e 33. 

( )0

( , )
( , )         0, 0ax e

C z t
D u C C z t z t

z


− = −    =   


 (32) 

 

( , )
0                                           ,   0

C z t
z L t

z


= = 


 (33) 

 

A Equação 32 demonstra que a taxa de adsorvato que é alimentado é igual à taxa 

imediatamente após a entrada deste na coluna por difusão e fluxo e a Equação 33 

descreve a consideração de não variação da concentração na saída da coluna.  

 

3.2 Transferência de massa na fase adsorvente  

 

O termo ( , )q z t t   que representa a adsorção na fase sólida, é frequentemente 

determinado na literatura como a diferença entre a média da concentração de adsorvato 

presente na fase sólida ( q ) e a concentração na região de equilíbrio (q*) na interface entre 

as fases sólida e líquida, conforme apresentado na Equação 34.  
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( )*( , )
( , ) ( , )                         0 ,    0s

q z t
k q z t q z t z L t

t


= −   


 (34) 

 

A Equação 34 é conhecida como a Linear Driving Force (LDF) e 
sk é o coeficiente 

de massa global (min-1). A Figura 5 mostra uma representação esquemática desse 

conceito.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5: Representação esquemática da dinâmica de equilíbrio na fase adsorvente e as 

isotermas de equilíbrio utilizadas 

 

Outra maneira de descrever a dinâmica adsortiva na fase sólida é através do modelo 

de Quadratic Driving Force (QDF), apresentado na Equação 35. Esse modelo expressa a 

dependência da concentração e assume que o coeficiente de transferência de massa é nulo 

no equilíbrio (Brandani, 2020). 

( )
2

*( , )
( , ) ( , )                   0 ,     0QDF

q z t
k q z t q z t z L t

dt


= −     (35) 

 

Sendo 
QDFk  (mg g-1min-1) a constante da Equação 35. 

Langmuir 

Freundlich 

Sips 

Redlich-Peterson 

* ( *)q f C=

Fase bulk 

𝑞ത 

Diffusion on film 
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A partir dos conceitos apresentados pelas Equações 34 e 35, foi proposto nesse 

trabalho o uso de um expoente gama, que foi adicionado à Equação que descreve a 

cinética na fase sólida. De modo que a equação de driving force não ficasse limitada a um 

comportamento linear ou quadrático, mas que respeitando um intervalo estabelecido, 

pudesse ter maior liberdade ao descrever a cinética na fase sólida sem, contudo, 

desconsiderar conceitos apresentados por modelos já estabelecidos na literatura. Ao 

modelo de força motriz aqui utilizado, foi atribuído o nome de Gama Grivng Force 

(GDF), conforme mostrada pela Equação 36. 

 (36) 

 

Em relação a caracterização do equilíbrio, a isoterma de Langmuir é a de maior 

aplicabilidade na literatura. Contudo, é natural que essa isoterma não seja a mais adequada 

para representar determinados fenômeno adsortivos. Desse modo, outras isotermas como 

a de Freundlich, Sips e Redlich-Peterson foram adotadas nesse trabalho a fim de avaliar 

diferentes mecanismos de adsorção e verificar qual modelo é capaz de representar com 

maior fidelidade o comportamento de equilíbrio do sistema estudado. 

3.3 Discretização do modelo direto 

 

O modelo direto foi submetido a um processo de adimensionalização utilizando os 

grupos adimensionais mostrados na Tabela 2. Após esta etapa, o modelo foi discretizado 

com o método de diferenças finitas no espaço para reduzi-lo a um conjunto de equações 

diferenciais no tempo que foi implementado no software Matlab® e solucionado com a 

ode15s. 

Tabela 2: Grupos adimensionais 

C

Ce
 = ; 

ref

t

t
 = ;  

z

L
 =  

r

q
Q

q
= ; 

0

ax

U L
Pe

D
=  

γ 1

sK s ref rk t q −= ; 
0

ref

L
t

U
=  

ρ
r

L

Ce
q = ; 

*
*

r

q
Q

q
= ; KL Lk Ce=  

Ce é a concentração de adsorvato na entrada da coluna 

 

( )
( , )

*( , ) ( , )  GDF

q z t
k q z t q z t

t


= −


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A versão adimensionalizada do modelo direto que descreve o balanço de massa da 

fase líquida no interior do leito adsorvente, bem como a cinética GDF, isotermas e 

condições iniciais e de contorno estão resumidas na Tabela 3. 

 

Tabela 3: Versão adimensionalizada do modelo de balanço de massa, cinética de Gama 

Driving Force (GDF) na fase sólida, relações de equilíbrio, condições de contorno e 
inicial. 

Modelo geral do balanço de massa  

2

2

( , ) ( , ) 1 ( , ) 1 ( , )
0

L

Q

Pe

             
+ = −          

    
 (37) 

Cinética de Gama Driving Force (GDF)  

( )*( , )
( , ) ( , )                     0 1,    0GDF

Q
K Q Q

  
=   −       


 (38) 

Relações de equilíbrio  

* max

Langmuir

( , )
( , )

1 ( , )

L

L

Q K
Q

K





 
  =

+  

 e 
L LK k Ce= , max
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r

q
Q

q
=  (39) 

* 1/

Freundlich

( , ) ( , )n

FQ K   =  
 e 

1/nF
F

r

k
K Ce

q
=  (40) 

( )
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Sips

( , )
( , )

1 ( , )

sips

sips

Q K
Q

K









 
  =

+  

 e sips sipsK k Ce=  (41) 

( )
*

b

Redlich - Peterson

( , )
( , )

1 ( , )

R

R

K
Q

A





 
  =

+  

 e 
b,R

R R R

r

k Ce
K A a Ce

q
= =  (42) 

Condição de contorno  

( )
( , )

1 ( )Pe



  

= −                       =      


 (43) 

( , )
0                                          ,    

  
=  =    


 (44) 

Condição inicial  

( ,0) 0                                        0 1,    0  =     =  (45) 

( ,0) 0                                        0 1,    0Q  =     =  (46) 
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Após a discretização da EDP mostrada na Equação (37) no intervalo 1 ii N   que 

corresponde aos pontos internos da malha, esta assume a seguinte forma como mostrado 

em (47). Nela a diferença finita atrasada foi usada em /   para evitar possíveis erros 

numéricos (ÖZIŞIK et al., 2017) e a diferença central foi usada no termo multiplicado por 

Pe.  

1 1 1

2

21 1i i i i i i i

L

d dQ

d Pe d

     

    
− + −− − +

= − + −
 

 (47) 

 

A fim de conhecer 0  e Ni quando i = 1 e i = Ni as condições de contorno na entrada 

e na saída do leito foram utilizadas, conforme mostrado em (48) e (49).  

( )1 0
01

2

−
− = −


Pe

 



1

0

2

1 2

Pe

Pe

 




+ 
  =

+ 
 (48) 

 

1
10     Ni Ni

Ni Ni

 
 


−

−

−
=  =


 (49) 

 

A Equação de Gama Driving Force (GDF) adotada para representar a cinética na 

fase sólida adsorvente discretizada fica conforme mostrado em (50) e as relações de 

equilíbrio como em (51) a (54) 

*( ) 1i
GDF i i

dQ
Q Q i N

d

=  −       


 (50) 

 

Isoterma de Langmuir discretizada:  

max

1

L i
i

L i

Q K
Q

K




=

+
 (51) 

 

Isoterma de Freundlich discretizada: 

1/n

i F iQ K =  (52) 

 



  44  
 

Isoterma de Sips discretizada: 

max

1

Sips i

i

Sips i

Q K
Q

K








=

+
 (53) 

 

Isoterma de Redlich-Peterson discretizada fica como mostrado em (53) 

1

R i
i

R i

K
Q

A



 
=

+
 (54) 

 

A condição inicial fica de acordo como mostrado em (55) 

0; 0 1i Qi i N =   =        (55) 

 

Por fim, as condições de contorno para 0 =  estão mostradas em (56)  

2 0
1( 1) ( 1)

2
Pe Pe

 
 

−
= − = = −

 
 

2 0 12 ( 1)Pe  − =  −  

0 2 12 ( 1)Pe  = −  −  (56) 

 

e para 1 =  conforme (57) 

1 10
2

N N  + +−
= =

 
 

1 1N N + −=  (57) 

 

 

 

3.4 Análise de Similaridade para Escalonamento do Processo de adsorção  

 

Para a condução do aumento de escala, foram adotados critérios de similaridade 

geométrica, cinemática e dinâmica. A similaridade geométrica foi assegurada por meio 



  45  
 

da manutenção da razão entre a altura do leito (L) e o diâmetro da coluna (D) constante 

em ambas as escalas, conforme expresso na equação (58): 

L P

L P

L L

D D
=         (58) 

 

A similaridade cinemática foi mantida ao se conservar constantes a densidade e a 

viscosidade da solução de diclofenaco sódico nas duas escalas. Já a similaridade dinâmica 

pela manutenção das propriedades do adsorvente, como a porosidade do carvão ativado, 

densidade e o tamanho das partículas. Assumindo ainda como hipótese a igualdade da 

velocidade intersticial em ambas as escalas devido a manutenção das características do 

leito.  

O desenvolvimento das equações para o aumento de escala teve como base o estudo 

de Juela et al. (2022) e a manipulação matemática de grupos adimensionais. Para isso, foi 

adotado um fator de escala K, fundamentado nos critérios de similaridade geométrica, 

conforme apresentado na Equação 59:  

2 2

1 1

D L

D L
=           (59) 

 

Após a definição do parâmetro K, foram estabelecidos três novos critérios. O 

primeiro relaciona K à massa de adsorvente (W) utilizada nas duas colunas, conforme a 

Equação (60). O segundo estabelece a relação entre K e a vazão (Q) aplicada em ambas 

as escalas, representada pela Equação (61). Por fim, o terceiro critério associa K ao 

volume do leito (VL), Equação (62), em ambas as colunas em que os subscritos 1 e 2 

referem-se as escalas de laboratório e piloto, respectivamente. 

32

1

W
= K

W
         (60) 

32

1

Q
= K

Q
         (61) 

3L2

L1

V
= K

V
         (62) 
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As demais relações utilizadas para o aumento de escala estão apresentadas nas 

Equações (63) a (70). A Equação (63) estabelece a relação entre a massa de adsorvente 

nas escalas laboratorial e ampliada. A Equação (64) refere-se às vazões de efluente; a 

(65), aos volumes de leito; e a (66), ao número de Peclet. A Equação (67) trata da relação 

entre as velocidades intersticiais, enquanto a (68) corresponde à área da seção transversal. 

Por fim, as Equações (69) e (70) descrevem as relações entre o tempo de residência e o 

tempo de contato.  

3

2W = K W           (63) 

3

2Q = K Q            (64) 

3

L2 LV = K V            (65) 

2

2 1Pe = K Pe           (66) 

02 01U = KU           (67) 

2

2 1A = K A           (68) 

2
resid2

02

L
t =

U
           (69) 

2
c2

2

W
t =

ρQ
          (70) 
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CAPÍTULO 4 

 

4.1 METODOLOGIA 

 

Esta sessão apresenta a metodologia utilizada para a estimação dos parâmetros do 

modelo adotado no presente trabalho, para descrever o fenômeno da adsorção do fármaco 

diclofenaco sódico em carvão ativado.  

4.2 Dados experimentais 

Os dados experimentais da adsorção de diclofenaco em carvão ativado, foram 

obtidos a partir de ensaios realizados no Laboratório de Separação e Operações Unitárias 

(LASOP) na Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS), como parte da tese 

de doutorado de Franco et al., 2008. Mais detalhes a respeito do aparato experimental, 

pode ser encontrado na referência mencionada anteriormente. Os dados de curva de 

ruptura aqui utilizados foram obtidos nas condições operacionais apresentadas na Tabela 

4.  

Tabela 4: Condições operacionais de levantamento de dados de adsorção de diclofenaco 

sódico em carvão ativado 

Curva de 

Ruptura 

C0  

( mg L-1) 

Q  

(mL min-1) 

W 

(g) 

VL 

(cm3) 

h  

(cm) 

1 20.00 3.00 0.50 0.57 0.50 

2 100.00 3.00 0.50 0.57 0.50 

3 20.00 3.00 1.50 1.70 1.50 

4 100.00 3.00 1.50 1.70 1.50 

5 20.00 5.00 0.50 0.57 0.50 

6 100.00 5.00 0.50 0.57 0.50 

7 20.00 5.00 1.50 1.70 1.50 

8 100.00 5.00 1.50 1.70 1.50 

9 60.00 4.00 1.00 1.13 1.00 

 

A análise de convergência foi avaliada por meio da resolução do modelo com 

diferentes números de nós (5, 10, 15, 20 e 30). As soluções obtidas foram comparadas 
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entre si, considerando convergência quando o refinamento da malha passou a produzir 

variações desprezíveis na resposta do sistema. 

4.3 Estimativa de parâmetros 

Duas etapas foram executadas para a obtenção dos resultados aqui expostos, uma 

de estimação dos parâmetros e outra de predição de curvas de ruptura cujos dados 

experimentais não estavam disponíveis. A Figura 6 mostra o fluxograma adotado. 

A Figura 6 apresenta a sequência do método MCMC implementado segundo o 

algoritmo de Metropolis- Hastings. 
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Figura 6: Representação esquemática do processo de estimativa de parâmetros e 
predição de curvas de ruptura por meio do método de Monte Carlo via Cadeia de 

Markov (MCMC), utilizando o algoritmo de Metropolis-Hastings, segundo Dias et al. 
(2024) 

 

Na etapa de estimação de parâmetros, o método de Monte Carlo via Cadeias de 

Markov (MCMC) foi utilizado. Nesse procedimento, o modelo acoplado a uma das 

isotermas foi solucionado com um valor candidato para o parâmetro. Esse valor candidato 

foi gerado de uma distribuição de probabilidade uniforme com o mínimo em zero e 

máximo como 10 vezes o valor de referência adotado U(0 10PRef). 

A geração de parâmetros candidatos P*foi realizada a partir de uma perturbação 

em torno do parâmetro Pi-1, conforme a Equação (79) 

 

* 1 1i i

Nwr− −= +P P P  (79) 

 

em que w é o passo de procura, 0,003 nesse trabalho. rN é um número aleatório 

proveniente de uma distribuição normal e RH é a razão de Hastings, usada como critério 

de aceitação/rejeição no algoritmo de Metropolis-Hastings. 

Com o objetivo de verificar a independência da solução numérica em relação à 

discretização espacial adotada, foi realizada uma análise de convergência de malha. Para 

isso, o modelo foi resolvido utilizando diferentes números de nós ao longo do domínio 

espacial (N = 5, 10, 15, 20 e 30), sendo as curvas de ruptura obtidas comparadas entre si. 

A convergência foi avaliada a partir da redução progressiva das diferenças entre as 

soluções sucessivas à medida que a malha era refinada. Considerou-se que a solução 

atingiu convergência quando o aumento do número de nós passou a produzir variações 

desprezíveis na resposta do sistema, indicando que os resultados se tornaram praticamente 

independentes da discretização espacial empregada. 

Foram selecionadas quatro curvas de ruptura para compor a função de 

verossimilhança, escolhidas de acordo com a manutenção de um dos parâmetros 

operacionais constantes (C₀, Q ou W). As cinco curvas restantes foram utilizadas como 

base de comparação das predições. Embora não fossem incluídas diretamente na 
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construção da verossimilhança, as informações associadas aos parâmetros das curvas 

excluídas foram consideradas como parte do conhecimento prévio, sendo incorporadas às 

distribuições de probabilidade a priori juntamente com os parâmetros estimados na 

primeira etapa ( est
P ). A Tabela 5 mostra os casos aqui avaliados. 

Tabela 5:Predições organizadas de acordo com os parâmetros operacioanis C0 (mg L-1), 
Q (mL min-1) e W (g).  

Caso 

Parâmetro 

operacional 

mantido fixo 

Curva de ruptura usada na verossimilhança das 

predições 

1 
C0 

20 1 3 5 7 

2 100 2 4 6 8 

3 
Q 

3 1 2 3 4 

4 5 5 6 7 8 

5 W 1,5 3 4 7 8 

 

Esse procedimento foi repetido em diferentes combinações, de modo que todas as 

curvas fossem, em algum momento, excluídas da verossimilhança assegurando que cada 

curva fosse, em algum momento, predita de forma independente. O número de estados 

utilizado nas cadeias de Markov foi de 10.000.  

O parâmetro γ, relacionado à equação de força motriz, foi avaliado considerando o 

intervalo usualmente relatado na literatura para os modelos linear e quadrático, mas com 

a ampliação desse intervalo para abranger possíveis cenários extremos. Assim, γ foi 

estimado no intervalo de 0 a 2, o que permitiu uma análise mais abrangente da dinâmica 

do processo de adsorção. 
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CAPÍTULO 5 

 

5. RESULTADOS 

 

Esta seção apresenta os resultados obtidos para as estimativas dos parâmetros, 

predições de cenários experimentais e a proposta para a ampliação de escala do processo. 

A análise de convergência foi conduzida com o objetivo de assegurar que o algoritmo 

atingisse uma solução estável, ao mesmo tempo em que promove a otimização dos 

recursos computacionais, evitando, assim, execuções excessivamente prolongadas e 

desnecessárias.  

5.1 Análise de convergência 

 

A análise de convergência possibilitou a observação das curvas de ruptura para 

diferentes números de nós, assim como a diferença entre θ avaliados. A Figura 7a) mostra 

as curvas de ruptura obtidas para diferentes quantidades de nós (N=5,10,15,20,30). Nela 

observa-se que, à medida que o número de nós aumenta, as curvas convergem para um 

mesmo perfil, sendo a diferença mais acentuada em N = 5, que apresenta leve 

deslocamento em relação às demais.  

 

 

 

 

 

 

Figura 7: a) Análise de convergência para a curva de ruptura utilizando a isoterma de 
Langmuir; b) diferenças entre os valores de θ para diferentes números de nós no método 

das linhas (MOL) 

A Figura 7b) mostra que a diferença entre as soluções com poucos nós (θ10 - θ5) são 

mais pronunciadas, indicando maior sensibilidade ao refinamento da malha nessa faixa. 

À medida que o número de nós aumenta, as diferenças entre as soluções diminuem, como 

é esperado, especialmente para θ30 − θ20, que praticamente converge para zero. 

b) a) 



  52  
 

A Figura 8 apresenta a análise de convergência para a isoterma de Freundlich. Na 

Figura 8a, observa-se que a curva correspondente a N=5 apresenta um desvio 

significativo em relação às demais, indicando que uma discretização com poucos números 

de nós pode comprometer a acurácia da solução. Para valores mais elevados de N, 

verifica-se uma tendência de convergência, evidenciada pela menor discrepância entre as 

curvas de ruptura. 

 

 

 

 

 

 

Figura 8: a) Análise de convergência para a curva de ruptura utilizando a isoterma de 

Freundilich; b) diferenças entre os valores de θ para diferentes números de nós no 
método das linhas (MOL) 

Já a Figura 8b sugere que houve certa dificuldade em alcançar a convergência, o 

que pode ser atribuído à não linearidade inerente à isoterma de Freundlich. Esse 

comportamento indica a necessidade de uma discretização espacial mais refinada para 

minimizar erros numéricos e representar adequadamente a dinâmica de adsorção.  

Entretanto, conforme ilustrado na Figura 8a, o aumento excessivo do número de 

nós não proporcionou ganhos significativos na convergência das curvas de ruptura. Dessa 

forma, para assegurar precisão na modelagem da adsorção utilizando a isoterma de 

Freundlich, recomenda-se a utilização de pelo menos N=20 nós, garantindo uma solução 

numérica com níveis adequados de confiança. 

A imagem 9 mostra a análise para o acoplamento que utiliza a isoterma de Sips. Os 

erros numéricos devido a uma malha grosseira com N = 5 ficam evidentes na Figura 9a 

pela inclinação e distanciamento da curva de ruptura (linha verde) em relação às demais. 

Além disso, a Figura 9b indica que a região correspondente à zona de transferência de 

massa, onde ocorre rápida variação de concentração, é particularmente sensível em 

relação ao refinamento da malha, de modo que pequenas variações no número de nós 

interferem significativamente no erro numérico. Para N ≥ 20, as soluções praticamente 

a) b) 
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coincidem, mostrando que a malha já é suficientemente refinada para representar o 

cenário físico avaliado. 

 

 

 

 

 

 

Figura 9: a) Análise de convergência para a curva de ruptura utilizando a isoterma de 
Sips; b) diferenças entre os valores de θ para diferentes números de nós no método das 

linhas (MOL) 

 

A Figura 10 mostra a convergência acoplada à isoterma de Redlich-Peterson. Nela 

é possível observar, conforme esperado, que à medida que o número de nós aumenta as 

curvas de ruptura tendem à convergência. Sendo em N =5 o desvio mais evidente, 

contudo, esse desvio é menos pronunciado se comparado à análise feita para as demais 

isotermas. A Figura 10b ratifica essa ideia, uma vez que a discrepância entre as curvas 

para diferentes números de nós converge de forma mais rápida. 

 

 

 

 

 

Figura 10: a) Análise de convergência para a curva de ruptura utilizando a isoterma de 
Redilich-Peterson; b) diferenças entre os valores de θ para diferentes números de nós no 

método das linhas (MOL) 

5.2 Adsorção de diclofenaco sódico em carvão ativado 

A Figura 11 apresenta os dados experimentais da adsorção de diclofenaco sódico 

em carvão ativado, realizado nas diferentes condições experimentais apresentadas na 

Tabela 3. 

a) b) 

a) 
b) 
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Figura 11: Curvas de ruptura obtidas em diferentes condições experimentais obtidos por 

Franco, et al., 2008. 
 

Os dados experimentais apresentados na Figura 11 foram utilizados na 

verossimilhança no processo de estimação dos parâmetros das respectivas curvas de 

ruptura. As Figuras 12 - 20 apresentam as curvas de ruptura individualmente estimadas 

utilizando as diferentes isotermas: Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich-Peterson e a 

aproximação destas em relação aos dados obtidos. Esses resultados foram apresentados 

em um cenário adimensionalizado, sendo a variável concentração de diclofenaco na saída 

do leito θ ao longo do tempo adimensional τ. 
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Figura 12: Curva de ruptura experimental 1 e curvas de ruptura estimadas com as 
isotermas de Langmuir, Freundlich, Sips e Redich-Peterson 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 13: Curva de ruptura experimental 2 e curvas de ruptura estimadas com as 
isotermas de Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich-Peterson 
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Figura 14: Curva de ruptura experimental 3 e curvas de ruptura estimadas com as 

isotermas de Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich-Peterson 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 7: Curva de ruptura experimental 4 e curvas de ruptura estimadas com as 

isotermas de Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich-Peterson 
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Figura 16: Curva de ruptura experimental 5 e curvas de ruptura estimadas com as 

isotermas de Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich-Peterson 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 17: Curva de ruptura experimental 6 e curvas de ruptura estimadas com as 
isotermas de Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich-Peterson 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 18:Curva de ruptura experimental 7 e curvas de ruptura estimadas com as 

isotermas de Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich-Peterson 

Curva de ruptura 7 

Curva de ruptura 6 
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Figura 8:Curva de ruptura experimental 8 e curvas de ruptura estimadas com as 

isotermas de Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich-Peterson 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 9:Curva de ruptura experimental 9 e curvas de ruptura estimadas com as 
isotermas de Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich-Peterson 

 

Curva de ruptura 9 

Curva de ruptura 8 



  59  
 

Em relação ao acoplamento modelo/isoterma de Freundlich, foi possível observar 

nas Figuras 12 - 20 que foi o conjunto em que as curvas de ruptura estimadas ficaram 

mais distantes dos dados experimentais. Conforme pode ser destacado na região de 

equilíbrio das Figuras 15 e 16 e na região que antecede o ponto de ruptura das Figuras 16 

- 20. Ainda sobre a estimativa com a isoterma de Freundlich, o valor médio estimado para 

o parâmetro n foi de 1,5, dentro de um intervalo de credibilidade de 99%, indicando que 

se trata de um processo de adsorção física favorável, uma vez que n>1 (Kumar et al., 

2010; Pezoti et al., 2016).  

As estimativas utilizando a isoterma de Sips para descrever o equilíbrio entre as 

fases líquida e adsorvente, foram as mais satisfatórias em representar os dados 

experimentais, tanto na região que antecede o ponto de ruptura, ao longo da zona de 

transição até a região de equilíbrio, como pode ser destacado nas Figuras 13, 16, 17, 19 e 

20. Em relação ao parâmetro dessa isoterma, a média obtida para o valor estimado foi de 

0,81, dentro de um intervalo de credibilidade de 99%, indicando um sistema com aumento 

de heterogeneidade, pois β < 1, nas condições experimentais avaliadas.  

As estimativas com a isoterma de Langmuir, também apresentaram resultados 

satisfatórios, alcançando em alguns momentos, a sobreposição com a estimativa 

utilizando a isoterma de Sips, como pode ser constatado nas Figuras 12, 13 e 14. Esse 

comportamento pode ser em virtude de a isoterma de Sips ser um caso particular da 

isoterma de Langmuir.  

O acoplamento entre modelo e isoterma de Redlich-Peterson, depois de Freundlich, 

foi o que apresentou menor tendência em representar os dados experimentais, 

principalmente, na região que antecede o ponto de ruptura, como pode ser obsrvado nas 

Figuras 13, 16 - 20. Em relação ao valor da média do parâmetro b dessa isoterma para as 

nove curvas de ruptura, obteve-se 0,99 dentro de um intervalo de credibilidade de 99%, 

demonstrando que esta equação tende a equivaler-se a isoterma de Langmuir, pois b se 

aproxima de 1 (Kalam et al, 2021). 

 

5.3 Valores das métricas estatísticas 

A Tabela 6 apresenta os resultados das métricas estatísticas AIC, AICc e BIC, 

obtidas a partir do acoplamento entre o modelo de balanço de massa e quatro diferentes 

isotermas Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich–Peterson, para as nove curvas de ruptura 
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experimentais. Embora o coeficiente de determinação ajustado, R² ajustado, tenha 

indicado valores elevados em todos os casos, frequentemente acima de 0,98, a análise 

baseada nas métricas de informação são também apropriadas, uma vez que a abordagem 

bayesiana foi adotada no presente estudo. Isso ocorre porque essas métricas penalizam a 

complexidade do modelo e favorecem ajustes mais parcimoniosos, permitindo uma 

avaliação mais criteriosa da qualidade do ajuste. 

Tabela 6: Valor das métricas R2 ajustado, AIC, AICc e BIC para as nove curvas de 
ruptura estimadas individualmente com o modelo e as isotermas de Langmuir, 

Freundlich, Sips e Redlich-Peterson 

 Langmuir Freundlich 

Curva de 

ruptura 

R2 

ajustado 
AIC AICc BIC 

R2 

ajustado 
AIC AICc BIC 

1 0,99 752,42 754,33 764,01 0,98 1713,78 1715,69 1725,37 

2 0,99 496,90 500,40 505,50 0,99 349,89 353,39 358,50 

3 0,99 806,21 807,89 818,47 0,98 1705,67 1707,35 1717,93 

4 0,99 232,64 235,27 242,62 0,98 859,33 861,96 869,31 

5 0,98 461,98 466,18 469,75 0,98 616,49 620,69 624,26 

6 0,99 326,34 331,00 333,65 0,99 226,06 230,72 233,37 

7 0,99 255,01 258,37 263,80 0,97 959,73 963,09 968,52 

8 0,99 273,99 277,64 282,40 0,99 364,46 368,11 372,87 

9 0,99 325,56 329,56 333,55 0,98 432,58 436,58 440,58 

 Sips Redlich-Peterson 

Curva de 

ruptura 

R2 

ajustado 
AIC AICc BIC 

R2 

ajustado 
AIC AICc BIC 

1 0,99 407,06 409,66 420,58 0,98 1069,40 1072,00 1082,93 

2 0,98 478,35 483,22 488,38 0,99 303,52 308,38 313,55 

3 0,99 575,23 577,51 589,53 0,99 617,28 619,56 631,58 

4 0,99 297,82 301,43 309,46 0,99 368,18 371,79 379,82 

5 0,98 446,11 452,01 455,18 0,99 285,62 291,52 294,69 

6 0,98 327,65 334,23 336,18 0,99 123,51 130,10 132,04 

7 0,99 230,40 235,07 240,66 0,99 325,93 330,59 336,19 

8 0,99 359,78 364,87 369,59 0,99 189,72 194,81 199,53 

9 0,98 394,95 400,55 404,27 0,99 82,17 87,77 91,49 
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Os resultados possibilitaram observar que a isoterma de Langmuir apresentou os 

menores valores de AIC, AICc e BIC nas curvas de ruptura 4, 6, 7 e 8, indicando bom 

desempenho sob essas condições experimentais. O comportamento da isoterma de Sips 

obteve os menores valores nas curvas 4, 6 e 7, além de apresentar variações mínimas entre 

os resultados das nove curvas analisadas. Esse comportamento indica uma maior 

estabilidade do modelo de Sips na representação do equilíbrio de adsorção em diferentes 

condições operacionais, reforçando sua adequação para modelagem do processo. 

Na modelagem com a isoterma de Redlich–Peterson, os melhores ajustes foram 

obtidos nas curvas 5, 6, 8 e 9, com destaque para a curva 9, onde o menor valor de BIC 

entre todos os ajustes foi alcançado (91,49). Já a isoterma de Freundlich, embora tenha 

proporcionado ajuste aceitável na curva 6, demonstrou desempenho inferior se 

comparado as demais isotermas, com valores de BIC consideravelmente mais altos, 

refletindo menor adequação à descrição do processo em várias das condições analisadas. 

Considerando que o critério BIC tende a ser mais rigoroso ao penalizar modelos 

com maior número de parâmetros, seu uso neste contexto reforça a confiabilidade dos 

modelos com menor complexidade e maior poder de generalização. Diante disso, a 

análise integrada das métricas evidencia que, entre os modelos testados, a isoterma de 

Sips foi a que apresentou melhor equilíbrio entre qualidade de ajuste e robustez estatística, 

sendo eficaz nas curvas obtidas sob diferentes condições operacionais. Essa análise é 

também relevante, pois avalia o desempenho do modelo em múltiplos cenários 

experimentais para assegurar a validade de sua aplicação preditiva. 

 

5.4 Valores estimados para os parâmetros 

A Tabela 7 apresenta a média das estimativas obtidas para os parâmetros do modelo 

acoplado à isoterma de Sips, bem como os respectivos valores de referência adotados. As 

estimativas correspondentes aos acoplamentos com as demais isotermas avaliadas 

encontram-se apresentadas no Apêndice deste trabalho. O parâmetro número de Peclet 

não foi estimado em virtude da sua baixa influência sobre o perfil da curva de ruptura, 

sendo mantido fixo em Pe = 30. Os demais parâmetros estimados permaneceram 

compreendidos dentro de um intervalo de credibilidade de 99%. 
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Tabela 7: Valores de referência e estimados para os parâmetros com a isoterma de Sips 

Valores de referência para os parâmetros com Isoterma de Sips  

ks  kSips  β  

0.05  2  1  

Valores estimados para os parâmetros com Isoterma de Sips 

ks IC kSips IC β IC 

0,11 
Inf: 0,10 

19,67 
Inf:19,09 

0,81 
Inf: 0,80 

Sup: 0,12 Sup:19,99 Sup: 0,84 

 

5.5 Valores estimados para γ 

 

A equação de força motriz gama (Gamma Driving Force – GDF), proposta como 

extensão do modelo LDF e quadrático clássicos, foi implementada com o expoente γ 

variando no intervalo 0 < γ ≤ 2. Esse expoente não apresenta um valor único fixo e sua 

escolha está relacionada ao tipo de mecanismo de transferência de massa dominante.  

A Tabela 8 apresenta os valores estimados para o parâmetro gama γ e 

compreendidos dentro de um intervalo de credibilidade de 99%. Nela, é possível observar 

que todas as estimativas obtidas para o parâmetro gama ficaram compreendidos entre 

valores maiores que um e menores que dois, intervalo este que encontra amplo respaldo 

na literatura (JUELA et al., 2022; SHAFEEYAN et al., 2014), correspondendo a 

comportamento linear (LDF) e quadrático típicos da cinética de adsorção em leito fixo. 

No presente estudo, todos os resultados estimados a partir dos dados experimentais 

permaneceram dentro desse intervalo, o que reforça a consistência física do modelo 

proposto. 
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Tabela 8: Valor obtido para o expoente gama da equação GDF referente as nove curvas 

de ruptura experimentais 

Parâmetro Gamma Driving Force γ 

C.R. Lang. IC Freun. IC Sips IC R-P IC 

1 1,99 
Inf:1,98 
Sup:1,99 

1,25 
Inf:1,23 
Sup:1,28 

1,99 
Inf:1,96 
Sup:1,99 

1,93 
Inf:1,91 
Sup:1,95 

2 1,52 
Inf:1,49 
Sup:1,54 

1,40 
Inf:1,37 
Sup:1,43 

1,46 
Inf:1,43 
Sup:1,51 

1,51 
Inf:1,40 
Sup:1,60 

3 1,99 
Inf:1,97 
Sup:1,99 

1,52 
Inf:1,48 
Sup:1,57 

1,99 
Inf:1,98 
Sup:1,99 

1,98 
Inf:1,96 
Sup:1,99 

4 1,64 
Inf:1,59 
Sup:1,66 

1,49 
Inf:1,46 
Sup:1,53 

1,62 
Inf:1,60 
Sup:1,64 

1,62 
Inf:1,57 
Sup:1,66 

5 1,78 
Inf:1,76 
Sup:1,80 

1,36 
Inf:1,34 
Sup:1,38 

1,69 
Inf:1,67 
Sup:1,71 

1,89 
Inf:1,85 
Sup:1,93 

6 1,31 
Inf:1,28 
Sup:1,33 

1,28 
Inf:1,26 
Sup:1,32 

1,26 
Inf:1,23 
Sup:1,29 

1,53 
Inf:1,48 
Sup:1,58 

7 1,85 
Inf:1,83 
Sup:1,88 

1,47 
Inf:1,44 
Sup:1,52 

1,75 
Inf:1,72 
Sup:1,79 

1,74 
Inf:1,70 
Sup:1,78 

8 1,61 
Inf:1,54 
Sup:1,64 

1,47 
Inf:1,37 
Sup:1,48 

1,55 
Inf:1,52 
Sup:1,57 

1,44 
Inf:1,41 
Sup:1,47 

9 1,46 
Inf:1,43 
Sup:1,48 

1,43 
Inf:1,38 
Sup:1,48 

1,47 
Inf:1,45 
Sup:1,49 

1,61 
Inf:1,58 
Sup:1,63 

C.R.: Curva de ruptura. 

A variação de γ em um intervalo estendido 0 < γ ≤ 2 permitiu incluir cenários-limite, 

e conferir maior generalidade ao modelo. Outro cenário limite avaliado foi a estimação 

de gama livre de intervalos para observar possível superestimação numérica e 

extrapolação do modelo. A Tabela 9 traz os resultados desse cenário avaliado para o 

acoplamento modelo e isoterma de Sips, uma vez que o acoplamento com essa isoterma 

trouxe maior aproximação com o cenário experimental real.  
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Tabela 9: Valor do parâmetro γ livre da equação GDF referente as nove curvas de 
ruptura experimentais e acoplamento modelo isoterma de Sips 

Parâmetro Gamma γ livre 

Curva de ruptura Sips IC 

1 2,72 
Inf:2,64 
Sup:2,77 

2 1,78 
Inf:1,74 
Sup:1,82 

3 1,82 
Inf:1,78 
Sup:1,84 

4 1,60 
Inf:1,56 
Sup:1,63 

5 1,39 
Inf:1,73 
Sup:1,78 

6 1,76 
Inf:1,61 
Sup:1,70 

7 1,55 
Inf:1,53 
Sup:1,58 

8 1,38 
Inf:1,36 
Sup:1,40 

9 1,55 
Inf:1,53 
Sup:1,58 

 

Durante a análise dos cenários em que o parâmetro γ foi estimado livremente, 

observou-se que apenas no experimento do caso 1 o valor estimado ultrapassou o limite 

superior de 2. Essa extrapolação pode ser interpretada como um reflexo da tentativa do 

algoritmo de compensar a dificuldade de aproximação do cenário real com uma elevação 

numérica do expoente γ. A ausência dessa extrapolação nos demais casos, mesmo sob 

condições livres para o parâmetro, sugere que o modelo apresenta um comportamento 

robusto e juntamente com a abordagem bayesiana proporcionam naturalmente resultados 

coerentes com a literatura para ser aplicado em estudos de adsorção em leito fixo, 

mantendo-se dentro do intervalo esperado de 1 ≤ γ ≤ 2, associado a mecanismos difusivos 

fisicamente plausíveis. 

5.6 Predição de curvas de ruptura 

 

Essa sessão apresenta a capacidade do modelo aqui adotado em predizer diferentes 

cenários a partir de dados disponíveis de outras condições experimentais. Dessa forma, 

foi possível testar a qualidade dos parâmetros estimados, uma vez que a média dos valores 

obtidos foi utilizado como informação a priori na predição. 
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A Tabela 10 mostra o caso 3, em que a vazão de alimentação Q (3mL min-1) foi 

mantida constante, e as curvas de ruptura 6, 7, 8 e 9 foram usadas na verossimilhança. 

Com essas informações, o modelo foi testado na predição das cinco curvas de ruptura 

restantes. Outros cinco casos foram avaliados e seus resultados podem ser consultados no 

apêndice do presente trabalho.  

Tabela 10: Parâmetro operacional C0 mantido fixo e curvas de ruptura utilizadas na 

verossimilhança 

Caso 

Parâmetro 

operacional 

mantido fixo 

Curvas de ruptura usadas na 

verossimilhança das predições 

3 Q 3 1 2 3 4 

 

As Figuras 21-24 mostram os resultados das predições para o caso 3. Nelas estão 

apresentadas as estimativas para as curvas de ruptura cujos dados foram utilizados na 

construção da verossimilhança e a predição das cinco restantes. Os casos foram avaliados 

para as isotermas de Langmuir, Freundlich, Sips e Redlich-Perterson.  

 

Isoterma de Langmuir 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 21: Predições de curvas de ruptura utilizando a isoterma de Langmuir acoplada 

ao modelo de balanço de massa 
 

Curva de ruptura 1 

Curva de ruptura 9 Curva de ruptura 8 Curva de ruptura 7 

Curva de ruptura 6 Curva de ruptura 5 Curva de ruptura 4 

Curva de ruptura 3 Curva de ruptura 2 
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Isoterma de Freundlich 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 22: Predições de curvas de ruptura utilisando a isoterma de Freundlich acoplada 

ao modelo de balanço de massa. 
 

Isoterma de Sips 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 23: Predições de curvas de ruptura utilisando a isoterma de Sips acoplada ao 
modelo de balanço de massa. 

Isoterma de Redlich-Peterson 

Curva de ruptura 2 Curva de ruptura 3 

Curva de ruptura 4 Curva de ruptura 5 Curva de ruptura 6 

Curva de ruptura 7 Curva de ruptura 8 Curva de ruptura 9 

Curva de ruptura 1 

Curva de ruptura 9 Curva de ruptura 8 Curva de ruptura 7 

Curva de ruptura 6 Curva de ruptura 5 Curva de ruptura 4 

Curva de ruptura 3 Curva de ruptura 2 Curva de ruptura 1 
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Figura 24: Predições de curvas de ruptura utilisando a isoterma de Redlich-Peterson 

acoplada ao modelo de balanço de massa. 
 

Os resultados gráficos foram analisados da seguinte maneira para todas as 

isotermas: as curvas de ruptura 1, 2, 3 e 4 correspondem as estimativas e as curvas 5, 6, 

7, 8 e 9 correspondem ao cenário predito, pois os dados dessas últimas não foram 

incluídos na verossimilhança. Para o acoplamento modelo/isoterma de Langmuir as 

curvas de ruptura estimadas 3 e 4 se aproximaram satisfatoriamente dos dados 

experimentais, bons ajustes também foram observados para as curvas preditas, 

principalmente 7 e 8. Esse acoplamento não estimou curvas próximas aos dados para os 

casos 1 e 2, mesmo que estes tenham sido usados na verossimilhança.  

Em todos os casos de predições analisados nesse trabalho, o acoplamento com a 

isoterma de Freundlich foi onde observou-se menor representatividade em relação aos 

dados, conforme também pode ser observado nos demais casos no apêndice. Para o caso 

3 aqui apresentado, foi possível observar aproximação em relação aos dados para a curva 

estimada 3 e predita 7. 

A isoterma de Redlich–Peterson apresentou desempenho satisfatório na estimativa 

das curvas 3 e 4 e predições das curvas 7 e 8. Esse comportamento também foi obsevado 

nos mesmos casos em que a isoterma de Langmuir foi usada. No entanto, Redlich–

Curva de ruptura 9 Curva de ruptura 8 Curva de ruptura 7 

Curva de ruptura 6 Curva de ruptura 5 Curva de ruptura 4 

Curva de ruptura 3 Curva de ruptura 2 Curva de ruptura 1 
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Peterson apresentou desempenho ligeiramente superior em relação à Langmuir. Essa 

diferença pode ser atribuída à maior flexibilidade por Redlich–Peterson, possuir um 

número adicional de parâmetros podendo refletir tanto a estrutura matemática mais 

ajustável, como adaptar-se com mais precisão a cenários experimentais potencialmente 

mais complexos.  

Os resultados com a utilização da isoterma de Sips foram os que alcançaram 

desempenho com maior representatividade em relação aos dados experimentais, tanto 

para as curvas estimas 2, 3 e 4 quanto as preditas 5, 6, 7, 8 e 9. Nesse caso, apenas na 

curva de ruptura 1 houve suave distanciamento dos dados. Comportamento semelhante 

pode ser observado nos demais casos apresentados no apêndice desse trabalho, 

demonstrando ser esse acoplamento o mais adequado para a representação do fenômeno 

estudado tanto para as estimativas como para as predições de diferentes cenários onde as 

medidas ainda não estejam disponíveis. 

De modo geral, foi possível observar que nenhum dos acoplamentos entre modelo 

e isotermas foi capaz de estimar os dados correspondentes a curva de ruptura 1. Por outro 

lado, todos os acoplamentos foram capazes de estimar as curvas 3 e 4 e predizer a 7 e 8, 

mesmo com as isoterma de Freundlich e Redlich-Peterson que geraram maior 

distanciamento em relação aos dados na maioria dos cenários avaliados. Podendo-se 

concluir que determinadas condições operacionais podem favorecer o processo de 

modelagem e a partir desse tipo de análise, as condições experimentais mais convenientes 

podem ser selecionadas. 

 

5. 7 Aumento de escala no processo de adsorção em leito fixo 

 

A Tabela 11 mostra os parâmetros operacionais utilizados para o desenvolvimento 

do estudo de aumento de escala de um sistema de adsorção em leito fixo. A progressão 

entre as condições de laboratório e as escalas aumentadas (para o fator de aumento K = 

2, 4 e 6) foi conduzida com base em critérios de similaridade geométrica, cinemática e 

dinâmica.  

 

 



  69  
 

Tabela 11: Análise do fator de aumento K = 2, 4 e 6 no aumento de escala de uma 

coluna de adsorção 

  Escala aumentada 

 Laboratório K =2 K =4 K =6 

Q (ml min-1) 4 32 256 864 

L (cm) 1 2 4 6 

D (cm) 1,2 2,4 4,8 7,2 

W (g) 1 8 64 216 

L/D 0,83 0,83 0,83 0,83 

tr 0,18 0,18 0,18 0,18 

tc 0,25 0,25 0,25 0,25 

 

A Tabela 11 permite observar que a similaridade geométrica foi assegurada pela 

manutenção da razão entre a altura do leito (L) e o diâmetro da coluna (D), constante em 

todas as escalas analisadas (L/D = 0,83). Verifica-se, ainda, que os tempos característicos, 

tempo de residência (tr = 0,18) e tempo de contato (tc = 0,25), permanecem inalterados 

entre as escalas, o que contribui para que o processo de adsorção ocorra sob as mesmas 

condições hidrodinâmicas e de equilíbrio, favorecendo a validade do aumento de escala 

proposto. 

O aumento observado na vazão (de 4 para 864 mL/min) segue uma razão cúbica 

em relação ao fator de escalonamento K, respeitando a proporcionalidade necessária para 

manter constante as características do escoamento do fluido na matriz porosa. Isso 

sustenta que o modo como o fluido se move pelo leito, ou seja, a cinemática do sistema, 

seja comparável entre as escalas.  

As Figuras 20 – 21 apresentam as curvas de ruptura em escala laboratorial e em 

escala aumentada. Observa-se nelas uma sobreposição significativa entre as curvas nas 

diferentes escalas, indicando que o comportamento dinâmico do sistema em escala 

aumentada reproduz, de forma satisfatória, os resultados obtidos em bancada. Esse 

resultado reforça a confiabilidade das relações de similaridade adotadas para o aumento 

de escala, evidenciando o potencial do modelo proposto para projeções em maior escala.  
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Figura 20: Curva de ruptura em escala laboratorial e aumentada (K = 2) 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 21: Curva de ruptura em escala laboratorial e aumentada (K = 4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 22: Curva de ruptura em escala laboratorial e aumentada (K = 6) 

 

K = 2 

K = 4 

K = 6 
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CAPÍTULO 6 

6.1 CONCLUSÃO 

 

A modelagem da adsorção do fármaco diclofenaco em carvão ativado foi aqui 

estudada. Um modelo proveniente de um balanço de massa foi utilizado para descrever o 

fenômeno contínuo em uma coluna de leito fixo. A dinâmica na fase sólida foi descrita 

por um modelo aqui proposto e denominado Gama Driving Force (GDF). Nesse modelo, 

foram acopladas diferentes isotermas, Langmuir, Freundlich, Redlich–Peterson e Sips. 

A modelagem foi abordada segundo a estatística bayesiana, de forma a considerar 

as incertezas experimentais, utilizando-se o método de Monte Carlo via Cadeia de 

Markov (MCMC) para a estimação dos parâmetros de interesse. Os resultados mostraram 

bons ajustes aos dados, e as métricas bayesianas AIC, AICc e BIC, bem como o 

coeficiente de correlação ajustado, indicaram que o acoplamento do modelo à isoterma 

de Sips foi o mais adequado para representar o sistema analisado. 

Predições também foram realizadas e demonstraram que o modelo não apresenta 

viés, sendo possível antecipar cenários em diferentes condições operacionais. A utilização 

do MCMC mostrou-se eficaz na estimação dos parâmetros, e o expoente γ revelou-se uma 

alternativa promissora para representar a dinâmica da fase sólida, ajustando-se 

adequadamente aos dados das curvas de ruptura. A análise de convergência indicou 

estabilidade nas estimativas, reforçando a confiabilidade dos resultados obtidos tanto nas 

estimativas quanto na predição. 

Além disso, o estudo aplicou uma metodologia para aumento de escala 

fundamentada nos princípios de similaridade geométrica, cinemática e dinâmica, com uso 

de grupos adimensionais e uso de fator de ampliação (K). A modelagem permitiu a 

projeção de condições operacionais ampliadas, como vazão, massa de adsorvente e 

dimensões da coluna, que resultaram em curvas de ruptura simuladas com sobreposição. 

Esses resultados indicam a viabilidade do modelo proposto como ferramenta de scale-up, 

fornecendo uma base consistente para o planejamento de ensaios experimentais em escala 

piloto e contribuindo para o avanço do dimensionamento de sistemas de adsorção em 

aplicações reais. 
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CAPÍTULO 7 

 

7.1 Proposta para trabalhos futuros - modelagem multicomponente 

 

A modelagem do processo de adsorção será abordada considerando um sistema 

multicomponente de fármacos. Em que a dinâmica na fase sólida será definida a partir de 

equações de balanço de massa realizado nos macro e microporos. Esse modelo abrangerá 

diferentes geometrias para a partícula adsorvente, sendo elas: esférica, cilindro e placas 

planas. A Figura x apresenta o modelo conceitual do sistema. 

 

As hipóteses que sustentam o desenvolvimento desse modelo são: 

1. Difusão axial segue a lei de Fick conforme mostrado pela Equação 56. 

,ii ax iJ D C= −   (56) 

Em que i representa cada substância do sistema multicomponente. 

2. A difusão na fase fluida é unidimensional e transiente (t,z) 

3. A difusão na partícula é apresentada conforme as equações 57 e 58 para os 

macroporos (m) e microporos (µ), respectivamente: 

i

m m m

pi p piJ D C= −   (57) 

 

ipi p piJ D C  = −   (58) 

 

4. A Difusão na partícula, unidimensional e transiente (t, x) para diferentes 

geometrias do adsorvente, conforme mostrado pela Equação 59: 

( )
1 p

pi pip
J x J

x x


 =




, 

0

1

2

p placa

p cilindro

p esfera

= →


= →
 = →

 (59) 

 

5. Assumindo propriedades físicas constantes, conforme as equações 60 e 61: 

2

, 2i

i
i ax

C
J D

z


− =


  (60) 
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i ip pp

pi p

D C
J x

x x x

 
− =  

  


 (61) 

 

A Equação 62 apresenta a equação de balanço de massa na fase fluida. 

2

L
, 2

(1 )
, 0;0

i

i i i ti
z ax

L

C C C q
V D t z H

t z z t

   − 
+ = −   

    
 (62) 

L representa a porosidade do leito 

As Equações 62 e 64 apresentam a condição inicial e de contorno, repectivamente. 

Em t=0 

0i iC C=  (63) 

Em z= 0 

, 0( )i
ax i z i i

C
D V C C

z


= −


 (64) 

 

A Equação 65 representa a dinâmica de adsorção na fase adsorvente.  

( )mti
s m i i pi

q
a K C C

t


= − 


 (65) 

 

Sendo  : 

max(1 ) i i
i p p

q

f


 = −  +   (66) 

 

Em que p  representa a porosidade da partícula e f é função das concentrações de 

cada componente, assumindo que sejam três espécies, f é representado por 67 e a sua 

derivada em 68 

1 1 2 2 3 31 m m m

p p pf C C C= +  +  +   (67) 
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1 2 3

1 2 3

m m m

p p pC C Cf

t t t t

  
=  +  + 

   
 (68) 
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APÊNDICE 

Predições de curvas de ruptura 

Tabela A.1: Predições organizadas de a cordo com os parâmetros operacionais. 

 

 

 

 

 

Figura A.1: Predições de curvas de ruptura utilisando a isoterma de Langmuir acoplada 
ao modelo mecanicista. 

Caso 1 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

Caso 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Caso 
Parâmetro 

operacional 
mantido fixo 

Curvas de ruptura usadas na 
verossimilhança das predições 

1 
C0 

20 1 3 5 7 

2 100 2 4 6 8 

4 Q 5 5 6 7 8 

5 W 1,5 3 4 7 8 

Breakthrough curve 5 

Breakthrough curve 1 Breakthrough curve 3 Breakthrough curve 2 

Breakthrough curve 4 Breakthrough curve 6 

Breakthrough curve 7 Breakthrough curve 8 Breakthrough curve 9 
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Caso 2 

 

Caso 4 
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Caso 5 
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Figura A.2: Predições de curvas de ruptura utilisando a isoterma de Freundlich acoplada 

ao modelo mecanicista. 
Caso 1 
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Caso 4 

 
 

Caso 5 
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Figura A.3: Predições de curvas de ruptura utilisando a isoterma de Redlich-Peterson 

acoplada ao modelo mecanicista. 
Caso 1 
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Figura C.4: Predições de curvas de ruptura utilisando a isoterma de Redlich-Peterson 

acoplada ao modelo mecanicista (cont.). 
Caso 4 
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Parâmetros estimados para as nove curvas de ruptura. 

Tabela A2. Parâmetros estimados com acoplamento modelo e isoterma de Langmuir 

CR ks IC kL IC 

1 0,07 
Inf: 0,07 
Sup:0,08 

19,85 
Inf:19,54 
Sup:20,00 

2 0,073 
Inf:0,05 

Sup:0,06 
19,03 

Inf:17,99 

Sup:20,00 

3 0,47 
Inf:0,45 

Sup:0,49 
19,82 

Inf:19,35 
Sup:20,00 

4 0,27 
Inf:0,24 

Sup:0,30 
19,82 

Inf:19,28 

Sup:20,00 

5 0,095 
Inf:0,09 

Sup:0,10 
19,83 

Inf:19,29 

Sup:20,00 

6 0,03 
Inf:0,03 

Sup:0,04 
19,51 

Inf:17,98 
Sup:20,00 

7 0,49 
Inf:0,48 

Sup:0,50 
19,75 

Inf:19,00 
Sup:20,00 

8 0,24 
Inf:0,20 

Sup:0,25 
19,40 

Inf:18,35 

Sup:20,00 

9 0,11 
Inf:0,11 

Sup:0,12 
19,70 

Inf:19,18 

Sup:20,00 

 

Tabela A3. Parâmetros estimados com acoplamento modelo e isoterma de Freundilich 

CR ks IC kf IC n IC 

1 0,01 
Inf: 0,01 

Sup:0,02 
133,54 

Inf:131,02 

Sup:135,66 
1,50 

Inf: 1,48 

Sup:1,50 

2 0,02 
Inf:0,016 

Sup:0,018 
118,96 

Inf:116,51 

Sup:121,03 
1,49 

Inf:1,46 

Sup:1,50 

3 0,02 
Inf:0,016 

Sup:0,018 
46,22 

Inf:45,23 

Sup:47,10 
1,50 

Inf:1,48 

Sup:1,50 

4 0,05 
Inf:0,052 

Sup:0,054 
44,79 

Inf:44,09 

Sup:45,30 
1,50 

Inf:1,49 

Sup:1,50 

5 0,02 
Inf:0,017 

Sup:0,018 
118,27 

Inf:116,64 

Sup:120,17 
1,49 

Inf:1,47 

Sup:1,50 

6 0,022 
Inf:0,021 

Sup:0,023 
114,21 

Inf:112,45 

Sup:115,96 
1,49 

Inf:1,47 

Sup:1,50 

7 0,035 
Inf:0,04 

Sup:0,05 
42,54 

Inf:47,52 

Sup:48,96 
1,49 

Inf:1,47 

Sup:1,50 

8 0,04 
Inf:0,03 

Sup:0,04 
48,27 

Inf:57,08 

Sup:58,69 
1,49 

Inf:1,47 

Sup:1,50 

9 0,04 
Inf:0,03 

Sup:0,04 
57,85 

Inf:57,08 

Sup:58,69 
1,49 

Inf:1,47 

Sup:1,50 
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Tabela A4. Parâmetros estimados com acoplamento modelo e isoterma de Redlich-

Peterson. 

CR ks IC Krp IC ar IC b IC 

1 0,14 
Inf: 0,13 

Sup:0,14 
0,96 

Inf:0,95 

Sup:0,95 
5,44 

Inf: 5,35 

Sup:5,52 
0,99 

Inf:0,98 

Sup:0,99 

2 0,15 
Inf:0,15 

Sup:0,16 
0,56 

Inf:0,50 

Sup:0,63 
3,66 

Inf:3,20 

Sup:4,10 
0,82 

Inf:0,72 

Sup:0,92 

3 0,52 
Inf:0,49 

Sup:0,54 
0,80 

Inf:0,79 

Sup:0,81 
12,95 

Inf:12,73 

Sup:13,00 
0,99 

Inf:0,993 

Sup:0,999 

4 0,33 
Inf:0,30 

Sup:0,36 
0,59 

Inf:0,52 

Sup:0,64 
10,88 

Inf:9,44 

Sup:11,70 
0,99 

Inf:0,98 

Sup:0,99 

5 0,20 
Inf:0,19 

Sup:0,21 
0,94 

Inf:0,92 

Sup:0,95 
6,23 

Inf:6,05 

Sup:6,38 
0,99 

Inf:0,98 

Sup:0,99 

6 0,12 
Inf:0,10 

Sup:0,11 
0,66 

Inf:0,60 

Sup:0,74 
4,61 

Inf:4,09 

Sup:5,20 
0,94 

Inf:0,88 

Sup:0,99 

7 0,40 
Inf:0,36 

Sup:0,44 
0,69 

Inf:0,67 

Sup:0,71 
12,90 

Inf:12,51 

Sup:13,00 
0,99 

Inf:0,98 

Sup:0,99 

8 0,21 
Inf:0,20 

Sup:0,22 
0,37 

 

Inf:0,33 

Sup:0,41 
6,34 

Inf:5,50 

Sup:7,07 
0,99 

Inf:0,97 

Sup:0,99 

9 0,21 
Inf:0,20 

Sup:0,22 
0,80 

Inf:0,71 

Sup:0,87 
11,38 

Inf:10,18 

Sup:12,38 
0,99 

Inf:0,97 

Sup:0,99 
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Parâmetros para aumento de escala usando fator K de aumento e grupos 

adimensionais 

Tabela A5: Grupos adimensionais 

C

Ce
 = ; 

ref

t

t
 = ;  

z

L
 =  

r

q
Q

q
= ; 0

ax

U L
Pe

D
=  

γ 1

sK s ref rk t q −= ; 
0

ref

L
t

U
=  

ρ
r

L

Ce
q = ; 

*
*

r

q
Q

q
= ; KL Lk Ce=  

 

𝐿2

𝐿1
= 𝐾  

𝐷2

𝐷1
= 𝐾  

𝑈2

𝑈1
=

𝐿2
∆𝑡
𝐿1
∆𝑡

=
𝐿2

𝐿1
= 𝐾  

𝑃𝑒2

𝑃𝑒1
=

𝑈2𝐿2
𝐷𝑎𝑥,2
𝑈1𝐿1
𝐷𝑎𝑥,1

=
𝑈2 𝐿2

𝐷𝑎𝑥 ,2
𝑥

𝐷𝑎𝑥 ,1

𝑈1 𝐿1
=

𝑈2

𝑈1

𝐿2

𝐿1

𝐷𝑎𝑥,1

𝐷𝑎𝑥,2
  

Considerando 𝐷𝑎𝑥,1 = 𝐷𝑎𝑥,2  

𝑃𝑒2

𝑃𝑒1
=  𝐾2   

 

𝐾𝑠2

𝐾𝑠1
=

𝑘𝑠2

𝑘𝑠1

𝑡𝑟𝑒𝑓,2

𝑡𝑟𝑒𝑓,1

𝑞𝑟,2
𝛾2−1

𝑞𝑟,1
𝛾2−1  

𝑡𝑟𝑒𝑓 ,2

𝑡𝑟𝑒𝑓 ,1
=

𝐿2
𝑈2
𝐿1
𝑈1

=
𝐿2

𝐿1

𝑈1

𝑈2
  

𝑡𝑟𝑒𝑓,2 = 𝑡𝑟𝑒𝑓,1   

L2/L1 = k 

R2/R1 =K 

𝑉2

𝑉1
=

𝑝𝑖 ∗ 𝑟2
2 ∗ 𝐿2

𝑝𝑖 ∗ 𝑟1
2 ∗ 𝐿1

 

Ficando k2*k = k3 

 

Considerando: 

 – Mesmo mecanismo de transferência de massa, implica em 𝛾1 = 𝛾2 = 𝛾; 

Portanto,  
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𝑞𝑟,2
𝛾2−1

𝑞𝑟,1
𝛾1−1 =

𝑞𝑟,2
𝛾−1

𝑞𝑟,1
𝛾−1 = (

𝐶𝑒
𝜌𝐿,1

𝐶𝑒
𝜌𝐿,2

)

𝛾−1

= (
𝜌𝐿,2

𝜌𝐿,1

)

𝛾−1

 

Considerando mesmo fator de empacotamento entre as escalas 

𝜌𝐿,2 = 𝜌𝐿,1  

𝑞𝑟,2
𝛾−1

𝑞𝑟,1
𝛾−1 = 1  

 

𝐾𝑠2

𝐾𝑠1
=

𝑘𝑠2

𝑘𝑠1
  

 

Supondo 𝑘𝑠1 =  𝑘𝑠2 

𝐾𝑠1 = 𝐾𝑠2  

𝐾𝐿1 = 𝐾𝐿 2  

 

𝑄𝑚𝑎𝑥 ,2

𝑄𝑚𝑎𝑥 ,1
=  

𝑞𝑚𝑎𝑥,1

𝑞𝑟,1
𝑞𝑚𝑎𝑥,2

𝑞𝑟,2

=
𝑞𝑚𝑎𝑥,1

𝑞𝑚𝑎𝑥,2

𝑞𝑟,1

𝑞𝑟,2
  

 

Supondo 𝑞𝑟,1 = 𝑞𝑟,2 e 𝑞𝑚𝑎𝑥,1 = 𝑞𝑚𝑎𝑥,2 

 

𝑄𝑚𝑎𝑥 ,1 = 𝑄𝑚𝑎𝑥 ,2  
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Diclofenac sodium adsorption on activated
carbon: experimental, modeling and bayesian
statistics

CAMILA S. DIAS, MARCELA ANDREA E. FRANCO, EMERSON C. RODRIGUES, JOSIEL
L. FERREIRA, BRUNO M. VIEGAS, LILIANA A. FÉRIS, DIEGO C. ESTUMANO &
EMANUEL N. MACÊDO

Abstract: The present study modeled the adsorption process of the drug diclofenac
sodium on activated charcoal. For this purpose, a mass balance-based model was
used considering a fixed bed column. The mass transfer rate in the solid phase was
represented by a driving force model proposed in this study, and a gamma exponent
with a range of 0 > 𝛾 ≤ 2 was assigned to the model. Different isotherms were adopted
to represent the equilibrium at the solid/liquid interface: the Langmuir, Freundlich, Sips
and Redlich-Peterson isotherms. The modeling was approached from the perspective of
Bayesian statistics, and the Markov chain Monte Carlo method was used for parameter
estimation. Model validation was performed with experimental data obtained under
different operating conditions of initial concentration (C0), adsorbent mass (W) and feed
rate (Q). C0 and Q were the ones that most influenced the increase in the amount of
diclofenac adsorbed on the column. Model selection was performed using the Bayesian
information criterion, which indicated that the coupling of the model with the Sips
isotherm had the highest probability of representing the experimental breakthrough
curves. The model was also able to predict different scenarios in which measurement
information was not available.

Key words: Adsorption, drugs, diclofenac, modeling, MCMC, parameter estimation.

INTRODUCTION

Adsorption is a separation process based on the transfer of a certain substance in a fluid to a
solid surface with adsorbent capacity (Ruthven 1984). Due to its advantageous operational simplicity,
effectiveness and cost of implementation (Lv et al. 2021, Tatarchuk et al. 2021, Shamsudin et al. 2021),
adsorption has become one of the most widespread alternatives in the effluent treatment scenario
for the removal of so-called emerging pollutants (Nadour et al. 2019, Lonappan et al. 2019, Dang et al.
2020, Deemter et al. 2020).

This class of emerging contaminants includes various chemical species, such as personal care
products, pesticides, flame retardants, pharmaceuticals and others. However, drugs deserve to be
highlighted since their consumption, whether human or veterinary, has been increasing over the
years (Mirzaee et al. 2021). There is also the aggravating factor of the generation of hospital and
pharmaceutical effluents, which, together with the excretion of part of these substances produced by
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