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RESUMO

A inversio de momentos de fonte gravimétrica tridimensional é analisada em duas situa-
¢bes. Na primeira se admite conhecer apenas a anomalia. Na segunda se admite conhecer,
além da anomalia, informac&o a priori sobre o corpo anémalo. Sem usar informagio a prio-
ri, mostramos que € possivel determinar univocamente todo momento, ou combinagio linear
de momentos, cujo nucleo polinomial seja funcao apenas das coordenadas Cartesianas que
definem o plano de medida e que tenha Laplaciano nulo. Além disso, mostramos que nenhum

momento cujo nucleo polinomial tenha Laplaciano ndo nulo pode ser determinado.

Por outro lado, informagio a priori é implicitamente introduzida se o'método de inversio
de momentos se baseia na aproximagao da anomalia pela série truncada obtida de sua ex-
pansao em multipolos. Dado um centro de expansao qualquer, o truncamento da série impoe
uma condicado de regularizagdo sobre as superficies equipotenciais do corpo anémalo, que
permite estimar univocamente os momentos e combinacdes lineares de momentos que sio os
coeficientes das fungdes-bases da expansio em multipolos. Assim, uma distribuicio de massa
equivalente a real € postulada, sendo o critério de equivaléncia especificado pela condigio de
ajuste entre os campos observado e calculado com a série truncada em momentos de uma
ordem maxima pré-estabelecida. Os momentos da distribuigdo equivalente de massa foram
identificados como a solugao estaciondaria de um sistema de equacdes diferenciais lineares de
la. ordem, para a qual se asseguram unicidade e estabilidade assintética. Para a série re-
tendo momentos até 2a. ordem, é implicitamente admitido que o corpo anémalo seja convexo
e tenha volume finito, que ele esteja suficientemente distante do plano de medida e que a sua
distribuicdo espacial de massa apresente trés planos ortogonais de simetria. O método de
inversdo de momentos baseado na série truncada (IMT) é adaptado para o caso magnético.
Para este caso, mostramos que, para assegurar unicidade e estabilidade assintética, é sufi-
ciente pressupor, além da condigao de regularizagao, a condigao de que a magnetizacio total

tenha direcdo e sentido constantes, embora desconhecidos.

O método IMT baseado na série de 2a. ordem (IMT2) é aplicado a anomalias gravimétri-
cas e magnéticas tridimensionais sintéticas. Mostramos que se a fonte satisfaz as condigées
exigidas, boas estimativas da sua massa ou vetor momento de dipolo anémalo total, da
posicio de seu centro de massa ou de momento de dipolo e das direcées de seus trés eixos

principais sio obtidas de maneira estavel.




O método IMT2 pode falhar parcialmente quando a fonte estd préxima do plano de
medida ou quando a anomalia tem efeitos localizados e fortes de um corpo pequeno e raso e
se tenta estimar os parametros de um corpo grande e profundo. Definimos por falha parcial
a situacdo em que algumas das estimativas obtidas podem ndo ser boas aproximagoes dos
valores verdadeiros. Nas duas situagbes acima descritas, a profundidade do centro da fonte
(maior) e as diregbes de seus eixos principais podem ser erroneamente estimadas, embora
que a massa ou vetor momento de dipolo anémalo total e a projecdo do centro desta fonte
no plano de medida ainda sejam bem estimados. Se a direcdo de magnetizagio total nio for
constante, 0 método IMT2 pode fornecer estimativas erradas das direg¢oes dos eixos principais
(mesmo se a fonte estiver distante do plano de medida), embora que os demais parimetros
sejam bem estimados. O método IMT2 pode falhar completamente se a fonte nao tiver
volume finito. Definimos por falha completa a situagdo em que qualquer estimativa obtida
pode nao ser boa aproximagao do valor verdadeiro.

O método IMT2 é aplicado a dados reais gravimétricos e magnétic;)s. No caso gravi-
métrico, utilizamos uma anomalia situada no estado da Bahia, que se supde ser causada
por um batélito de granito. Com base nos resultados, sugerimos que as massas graniticas
geradoras desta anomalia tenham sido estiradas na direcdio NNW e adelgacadas na diregio
vertical durante o evento compressivo que causou a orogénese do Sistema de Dobramentos do
Espinhaco. Além disso, estimamos que a profundidade do centro de massa da fonte geradora
é cerca de 20 km. No caso magnético, utilizamos a anomalia de um monte submarino situado
no Golfo da Guiné. Com base nos resultados, estimamos que o paleopolo magnético do monte
submarino tem latitude 50°48'S e longitude 74°54’'E e sugerimos que ndo exista contraste de
magnetizacao expressivo abaixo da base do monte submarino.




ABSTRACT

The inversion of three-dimensional gravity source moments is analyzed in two situations.
In the first one only the anomalous field is assumed to be known. In the second situation a
priori information about the anomalous body is assumed to be known besides the field data.
Without using a priori information, we show that it is possible to determine uniquely any
moment, or linear combination of moments, whose polynomial kernel: (a) is not a function
of the Cartesian coordinate which is orthogonal to the measuring plane and (b) has null
Laplacian. Besides, we show that it is impossible to determine any moment whose polynomial

kernel has non-null Laplacian.

On the other hand, we show that a priori information is implicitly introduced if the
source moment inversion method is based on the approximation of the anomalous field by
the truncated series obtained from its multipole expansion. Given any center of expansion,
the series truncation imposes a regularization condition on the equipotential surfaces of the
anomalous body that allows the moments and linear combination of moments (which are
the coeflicients of the multipole expansion basis function) to be uniquely estimated. So, a
mass distribution equivalent to the real mass distribution is postulated, being the equivalence
criterion specified by the fitting conditions between the observed anomaly and the anomaly
calculated with the truncated multipole expansion series. The highest order for the retained
terms in the truncated series is specified by the previously defined maximum order for the
moments. The moments of the equivalent mass distribution were identified as the stationary
solution of a system of first order linear differential equations, for which uniqueness and
assymptotic stability are assured. For the series having moments up to 2nd order, it is
implicitly assumed that the anomalous body: (1) has finite volume, (2) that it is sufficiently
far from the measuring plane and (3) that its spatial mass distribution is convex and presents
three orthogonal planes of symmetry. The source moment inversion method based on the
approximation of the anomalous field by a truncated series (MIT) is adapted to the magnetic
case. In this case, we show that in order to guarantee uniqueness and assymptotic stability
it is sufficient to assume, besides the regularization condition, that the total magnetization
has constant but unknown direction.

The MIT method based on the 2nd order series (MIT2) is applied to three-dimensional
synthetic gravity and magnetic anomalies. If the source satisfies all imposed conditions, we




show that it is possible to obtain in a stable way good estimates of the total anomalous
mass or dipole moment vector, of the position of center of mass or dipole moment and of the
directions of all three principal axes.

A partial failure of MIT2 method may occur either if the source is close to the measuring
plane or if the anomaly presents a localized but strong effect due to a shallow and small body
and an attempt is made to estimate the moments of a large and deep body. By partial failure
we mean the situation when some of the estimates may be poor aproximations of the true
values. In these two cases we show that the estimates of the depth and the directions of the
principal axes of the (main) source may be poor but the estimates of the total anomalous
mass or dipole moment vector and the projection on the measuring plane of the center of
mass or dipole moment of the source are good. If the total magnetization direction is not
constant, MIT2 method may produce poor estimates of the directions of the principal axes
(even if the source is far from the measuring plane) but good estimates are obtained for the
other parameters. A complete failure of MIT2 method may occur if the source does not have
finite volume. By complete failure we mean the situation when any obtained estimate may

be a poor aproximation of the true value.

MIT2 method is applied to real gravity and magnetic data. In the gravimetric case we
used an anomaly located in Bahia state, Brazil, which is assumed to be produced by the
presence of a large granitic body. Based on the inversion results, we propose that the granite
was deformed into an oblate ellipsoid during the compressive event that generated the Middle
Proterozoic Espinhaco orogeny. The center of mass estimated for this body is about 20 km.
In the magnetic case, we used an anomaly produced by a seamount located in the Gulf of
Guinea. Based on the inversion results, we estimate a magnetic palaeopole for the seamount
at 50°48'S and 74°54’E and we suggest that no important magnetization contrast exists below
the bottom of the seamount.




1 - INTRODUCAO

A inversao de dados de campos potenciais é um problema mal-posto no sentido de
HADAMARD (1902) uma vez que ele nio tem solugio tnica. Isto é, para um dado conjunto
de medidas de campo, existe um ndmero infinito de distribui¢des espaciais de propriedade

fisica que reproduzem estas medidas.

Confrontado com este problema, restam ao intérprete apenas duas alternativas. Na pri-
meira alternativa, o intérprete reduz sua demanda de informaco sobre as fontes, satisfazendo-
se em conhecer apenas grandezas que sejam comuns a todos os corpos que reproduzem os
dados (e que possam ser estimadas de modo tnico e estavel), seguindo, pois, basicamente,
a linha de inversio de BACKUS & GILBERT (1967, 1968) ¢ PARKER (1974, 1975). Na
segunda alternativa, o intérprete usa, além dos dados geofisicos, informagao a priori sobre as
fontes anomalas, de modo a propiciar uma inversio mais detalhada, mas cujas solugdes sio

restritas & classe de corpos compativeis com a informagio suplementar, seguindo, assim, a

linha de inversio de Tikhonov (TIKHONOV & ARSENIN, 1977).

Do ponto de vista histérico, no entanto, a incorporagio de informagao a priori na inter-
pretagao geofisica tem sido muita mais a regra do que a excessio. Na realidade, ao estabelecer
um dado modelo como sendo o mais adequado, o intérprete o faz com base no conjunto de
todo o conhecimento disponivel sobre a fonte anémala, em que entra, inclusive, a sua prépria
experiéncia. Assim sendo, tomada no seu aspecto mais geral, a interpretacio é também arte.
Esta regra historica foi reforcada apds a constatagio de que a abordagem de inversdo de
BACKUS & GILBERT (1967, 1968) e PARKER (1974, 1975) é muito mais uma ferramenta
de diagnédstico do problema inverso do que uma ferramenta de construgio de métodos ou
técnicas para a sua solugdo. Desse modo, embora esta abordagem de inversio tenha pro-

duzido muitos resultados teéricos importantes, eles sdo, geralmente, de dificil implementagao

(ANDER & HUESTIS, 1987) e de pouca utilidade pratica!.

Todavia, a incorporacdo de forma gquantitativa de informagdo a priori sobre as fontes
anbémalas, na inversio geofisica, ndo é, em geral, um problema simples. A razido desta
dificuldade é que as informagdes a priori provém, quase sempre, da Geologia, sendo predomi-
nantemente de natureza qualitativa ou semi-quantitativa, a0 passo que o processo de inversao

1Silva, J. B. C. 1990. Notas de aulas da disciplina Teoria da Inversdo I, ministrada no Curso de Pés-
Graduacao em Geofisica da UFPa.




usa sempre informacdo de natureza quantitativa: as observacdes geofisicas. Face a essa di-
ficuldade, é de fundamental importancia identificar o maior nimero possivel de maneiras
de se introduzir, matematicamente, informacgdo a priori sobre as fontes anémalas, com o in-
tuito de fornecer varios caminhos pelos quais uma dada informacéao a priori possa vir a ser
aproximadamente “traduzida” para o ambiente matematico do processo de inversio. Isso é
especialmente importante quando se leva em conta que se a quantidade de dados geofisicos e
de informacées independentes sobre as fontes for muito grande, a interpretagio por tentativa
e erro pode se tornar um processo demorado e tedioso. Desse modo, a constru¢iao de métodos
e algoritmos de interpretacao quantitativa, incorporando, automaticamente, diversos tipos
de informagao a priori sobre as fontes andmalas, é hoje um problema de fundamental im-
portancia em Geofisica. Estes métodos poderiam poupar o intérprete da parte matematica
da interpretagdo, liberando-o, assim, para a parte qualitativa de seu trabalho, a de inferir
sobre as fontes, o que somente o cérebro humano pode fazer.

Uma maneira de se introduzir informagdo a priori sobre a distribuigéb espacial incognita
da densidade (ou da magnetizagio) andmala, que se revelou muito versatil e frutifera, foi a
da vinculagio ezplicita de um atributo da distribui¢do com o minimo de um funcional deter-
ministico, adicionando-se a condigao de minimizagdo do funcional & condigido de ajuste do
campo através do método dos multiplicadores de Lagrange. Esta maneira de introduzir in-
formacgdo a priori foi analisada, de um ponto de vista matematico genérico, por TIKHONOV
& ARSENIN (1977) que especificaram quais as propriedades que deve ter o funcional, o
espago onde ele é definido e o estimador a ele associado, para que a inversdo vinculada por
este funcional venha a garantir estabilidade para a solugdo, uma vez garantida de anteméao
a unicidade da solucao. Varios funcionais especificos ja foram propostos, possibilitando a
introducao de diferentes tipos de informacgdo sobre a distribui¢ido espacial da densidade ou
da magnetizagio, como, por exemplo, a informagio de suavidade global (JUPP & VOZOFF,
1975 e GLASKO et al., 1987) ou direcional (MEDEIROS et al., 1992), a informacio de
méxima compacidade das fontes (LAST & KUBIK, 1983) e a informagéo de distribuicio
preferencial das fontes ao longo de um eixo (GUILLEN & MENICHETTI, 1984) ou de vérios
eixos (BARBOSA, 1991). Uma outra forma de se introduzir informagio sobre as fontes

anomalas, também explicita, mas de natureza probabilistica, é atraves do Teorema de Bayes-

(RICHARD et al., 1984), ou dos conceitos de maxima entropia (RIETSCH, 1988) e de en-
tropia relativa minima (ULRYCH et al., 1990). Uma visio geral da abordagem probabilistica
de introdugdo de informagao a priori na inversdo é dada por TARANTOLA (1987)

Esta tese tem dois objetivos. O primeiro, de natureza mais ampla, é chamar a atencédo
para a existéncia de uma maneira implicita de se introduzir informagao a priori deterministica
sobre as fontes an6malas, em Métodos Potenciais, em decorréncia do fato de que um campo




anémalo de natureza potencial pode ser aproximado pela série originada da expansio em
multipolos do potencial, truncada em uma dade mdzima ordem. Serd mostrado que, ao
especificar a ordem, acima da qual todas as contribui¢des dos momentos de fonte para o campo
anomalo podem ser desprezadas, o intérprete estd, implicitamente, admitindo a existéncia de

informagdo suplementar sobre o corpo anémalo.

Esta forma de introdugao implicita de informacao a priori condiciona que a abordagem de
inversdo a ela associada seja a da inversdo de momentos de fonte. A inversao de momentos
de fonte com base na aproximacao do campo anémalo pela série truncada originada de sua
expansao em multipolos é, na verdade, uma antiga proposta de inversio em Métodos Poten-
ciais. Ela foi feita, entre outros autores, por GRANT-& WEST (1965) e GOL'TSMAN (1970).
Este ultimo autor apresentou uma teoria bastante simples e versatil para estimar momentos de
fonte, preservando, neste método, uma expressio linear para o campo anémalo em fungdo dos
momentos. No entanto, néo foi reconhecida a introdugao implicita de informagcao suplementar
sobre as fontes anémalas e, além disso, ndo foi identificada, no caso do campo ser de natureza
potencial, a impossibilidade de se estimar, a partir da série truncada, alguns dos momentos
de fonte, como mostraremos. Por outro lado, GRANT& WEST (1965) reconheceram que, no
caso gravimétrico, a aproximacao da anomalia gravimétrica pela série truncada (obtida de sua
expansio em multipolos), pressupde uma restricdo a classe de modelos de corpos anémalos
e indicaram, para o caso da série truncada em momentos de 2a. ordem, os modelos de
elipséides, paralelepipedos e cilindros de densidade uniforme para a representagio dos corpos
anomalos. Todavia, GRANT & WEST (1965) introduziram, na expressio para a anomalia
gravimétrica, a dependéncia explicita do campo com os angulos de azimute e de mergulho do
corpo-modelo, obtendo, em conseqiiéncia, uma expressao nao linear para o campo, bastante
dificil de ser trabalhada. Estes fatos explicam, parcialmente, as razbes pelas quais a inversao
de momentos de fonte, em métodos potenciais, nao tenha sido bem desenvolvida e aplicada,

apesar de ter sido proposta ha tanto tempo.

O segundo objetivo desta tese, de natureza mais especifica, é explorar as potencialidades
para a inversao tridimensional da série truncada em momentos de 2a. ordem, nos casos
gravimétrico e magnético, seguindo a abordagem de GOL'TSMAN (1970), modificada de

tal forma que os momentos nela contidos possam ser entio univocamente estimados. A

série truncada em momentos de 2a. ordem incorpora, como veremos, a informacdo de que
o corpo anémalo é convexo e tem volume finito, que o mesmo se encontra suficientemente
afastado do plano que contém as observagdes e que a sua distribuigdo de densidade (ou de
magnetizacdo) é simétrica em relagdo a trés planos mutuamente ortogonais. Apesar destas
restrigdes serem matematicamente muito fortes, mostraremos que elas sido suficientemente

versateis, do ponto de vista geoldgico, para representar, aproximadamente, diques, corpos de




minério e batdlitos de granito, entre outros. Desde que o corpo andémalo satisfaga aproxi-
madamente estas condicOes, sera possivel estimar, em conjunto, sua massa ou momento de
dipolo anémalo total (inclusive direcdo e sentido), centro de massa ou de momento de dipolo

e direcoes dos eixos principais. Especial énfase serd dada i estimacéo dessas direcoes.

O método de inversio tridimensional com base na série truncada em momentos de 2a.
ordem é relevante porque os pardmetros por ele estimados fornecem uma caracterizacio global
do corpo anomalo. Esta caracterizagdo pode ser muito 1til, por exemplo, para direcionar
perfuracdes visando atingir um corpo de minério, ou para auxiliar no diagndstico da génese de
corpos de granito, problema em que a identificagdo do posicionamento destes corpos no espago
é de fundamental importancia (GASTIL et al., 1991; PITCHER, 1979; STEPHANSSON,
1975).

A abordagem de GOL’TSMAN (1970) ja foi utilizada em métodos potenciais por KA-
LININA (1976), mas restrita a corpos bidimensionais e, no caso magnético, admitindo-se
conhecer a direcao de magnetizagdo, o que mostraremos ser uma hipétese desnecessaria.

Forneceremos a seguir uma visdo geral do contetddo dos capitulos. No Capitulo 2, faremos

uma analise tedrica da inversdo tridimensional de momentos de fonte, no caso gravimétrico,

que servira de fundamento para o método de inversio a ser desenvolvido nesta tese. Nesta
analise, primeiro identificaremos quais sdo os momentos que podem ser univocamente estima-
dos conhecendo-se apenas a anomalia gravimétrica, ou seja, sem que nenhuma hipétese sobre
o corpo anomalo seja feita. Em seguida, faremos uma anilise da abordagem de inversio de
GOL’TSMAN (1970), em que mostraremos como modificar o conjunto original de momentos
a serem estimados, de forma que o novo conjunto passe a conter momentos e combinagdes
lineares de momentos com coeficientes ndo nulos na expansio em multipolos e possam, por-
tanto, ser univocamente estimados. Além disso, mostraremos que esta abordagem incorpora

informacdo a priori sobre o corpo anémalo.

No Capitulo 3, mostraremos que, apesar do erro na formulagio de GOL’TSMAN (1970),
ainda é possivel estimar as dire¢oes dos eixos principais através de sua abordagem modificada.
Em seguida, deduziremos analiticamente a influéncia do ponto de expansio nas estimativas
das diregGes dos eixos principais e, por tltimo, apresentaremos varios exemplos de inversio
de anomalias gravimétricas tridimensionas sintéticas, utilizando a abordagem modificada de
GOL’TSMAN (1970). Nestes exemplos, apresentaremos resultados de uma anélise mimerica
de estabilidade dos parametros estimados, com o objetivo de identificar as caracteristicas
positivas e negativas da abordagem de inversio modificada de GOL’TSMAN (1970).

No Capitulo 4, mostraremos como adaptar a abordagem modificada de GOL’STMAN

(1970), para o caso magnético, de modo que nio haja agora a necessidade de se conhecer, de




antemao, a direcdo da magnetizagao total.

No Capitulo 5, apresentaremos varios éxemplos de inversao de anomalias magnéticas
tridimensionais sintéticas, utilizando a abordagem de inversdo modificada de GOL’'TSMAN
(1970). Nestes exemplos, apresentaremos resultados de uma analise numérica de estabilidade

dos pardmetros estimados, similar 3 que foi feita no Capitulo 3 para o caso gravimétrico.

No Capitulo 6, aplicaremos o método desenvolvido a inversiao de anomalias tridimensionais
reais, tanto no caso gravimétrico como no caso magnético. A anomalia gravimétrica utili-
zada situa-se no estado da Bahia, sendo presumivelmente causada por um corpo de granito
(USSAMI & BOTT, 1989). A anomalia magnética situa-se no Golfo da Guiné e é causada
por um monte submarino (HARRISON, 1971).

Finalmente, no Capitulo 7, apresentaremos as nossas conclusdes e sugestoes para futuros

trabalhos na linha de inversio de momentos de fonte.
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2 - ANALISE DA INVERSAO DE MOMENTOS DE
FONTE GRAVIMETRICA

A interpretagdo de dados de campos potenciais através da inversio de momentos de
fonte é uma estratégia antiga. Desde os anos 30, ela tem sido usada tanto através do uso
de relagdes integrais entre o campo anémalo e os momentos (Gamburtsev, 1930, 1938, apud
STRAKHOV & LAPINA, 1975; Jung, 1937, 1961, apud HELBIG, 1963; Kogbetliantz, 1944,
apud GRANT & WEST, 1965; Kogbetliantz, 1945, apud ANDERSEN & PEDERSEN, 1979;
HELBIG, 1963), como através da aproximacio do campo anémalo pela série finita obtida de
sua expansdo em multipolos (GRANT & WEST, 1965; GOL’TSMAN, 1970; STRAKHOV,
1975; KALININA, 1976; FANSELAU et al., 1980). Como uma variante da tltima abordagem,

algumas vezes se especifica também a forma do corpo anémalo (STRAKHOV & LAPINA,

1975; ANDERSEN & PEDERSEN, 1979).

Como HELBIG (1963) corretamente chamou & atencdo, os trabalhos de Jung acima
citados contribuiram para responder & importante questio de quais sio os parametros do
corpo anémalo que podem ser univocamente estimados, conhecendo-se apenas a sua anoma-
lia gravimétrica. Na literatura, contudo, ao contrario do artigo de HELBIG (1963), quase
nunca fica claro se o método de inversao de momentos que esta sendo proposto pressupde
apenas o conhecimento da anomalia gravimétrica ou, por outro lado, se informacio a priori
sobre o corpo anomalo, relevante do ponto de vista geoldgico, estd também sendo usada.
Neste caso, a informacao a priori e a situagido geoldgica tipica em que ela é vilida deve-
riam ser também especificadas. Neste capitulo, buscaremos esclarecer essas questdes, no caso

gravimétrico, e para tanto, vamos dividi-lo em duas partes principais.

Na primeira parte, apresentaremos as defini¢es basicas sobre momentos de fonte e de-

duziremos uma relagao integral geral entre a anomalia gravimétrica e um momento genérico.

Esta relacdo nos permitira identificar qual é o conjunto de momentos que podem ser estima-
dos conhecendo-se apenas a anomalia gravimétrica. Relagdes explicitas para os momentos

até 2a. ordem, pertencentes a este conjunto, serio dadas.

Na segunda parte, faremos uma anilise das abordagens de inversdo de momentos que sao
baseadas na representacido da anomalia gravimétrica através da série finita obtida de sua ex-
pansao em multipolos. Para tanto, tomaremos como paradigma o trabalho de GOL’TSMAN




(1970) e, como exemplo, a série retendo momentos até 2a. ordem. Usando os resultados da
primeira parte, mostraremos que a abordagem de GOL’TSMAN (1970) usa implicitamente
informagdo a priori sobre o corpo andémalo e indicaremos, no caso da série retendo momen-
tos até 2a. ordem, qual é esta informagdo a priori. Além disso, identificaremos algumas
situagoes geoldgicas tipicas em que essa informacdo a priori pode ser um atributo real do

corpo anomalo.

2.1 DEFINICOES BASICAS

Seja uma fonte anémala de massa de voluine finito vg, descrita pelo contraste de
densidade p = p(r'), em que # = (2,3, z') é um ponto arbitrario dentro de vy em coordenadas
Cartesianas (z,y, z). O plano z - y representa localmente a superficie da Terra e z aponta para
baixo. Além disso, vamos admitir que vo: (1) esteja contido dentro do semi-espago inferior da
Terra, (2) ndo tenha nenhum ponto em contato com a superficie da Terra e (3) todos os seus
pontos estejam a uma distancia finita desta superficie. Por outro lado, vamos admitir que p:
(1) seja seccionalmente continuo, (2) seja limitado superior e inferiormente e (3) nio oscile
um numero infinito de vezes entre os limites superior e inferior. O campo gravimétrico normal

a superficie da Terra, que passaremos a denominar de anomalia gravimétrica, produzido por

p é dado por (GRANT & WEST, 1965)

g=g(F) = /vo &(F, )p(r)dvo, 2.1)

em que

Zl

|#=r [

=87 =3G (2.2)

é a fungdo de Green, 7 = (z,y,0) é um ponto de observagio na superficie da Terra e G é a

constante universal de atragdo gravitacional.

Sob as hipdteses acima estabelecidas para vy e p, é possivel expandir em multipolos o
potencial e a anomalia gravimétrica (KELLOG, 1953). Vamos expandir (7, '), na equagio
(2.2), numa série de Taylor no entorno de r = r}, = (z},y}, 2}), € obter uma representacao

ezata para g(7), na equagio (2.1), dada pela série infinita
9(7) = 8°mo + 37 - 71 + %tr(i, ) + O(R™®), (2.3)
sendo
0= g

-
Tmpd 9
ri=rg
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D, = (° &Y 9*)7,

com
5° = 0P
= B =
e similarmente para ®¥ e ®*,
sz Qz}y sz
32 = o=y PV Pv* ,
Pz Pv:  P**
com .
T = 0*®
- 637’2 Iﬁ:r%’
e similarmente para ¥ e ®**,
%P

= ———

amlayl Iﬁ:r?, ’

e similarmente para ®** e ¢¥*,

mo=/ p(r)dvo,
vo

M, = (m;mym,)T,
com
ms = [ (& = ;)p()dvo,
e similarmente para m, e m,,

My=1| mgy my, m,

Mgz, My, Mg

com |
Mo = [ (2’ = 4)p()dvo,
0
e similarmente para my, e m,,,
may = [ (= 2~ v6)o()dvo,
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e similarmente para m,, € m,,, e

R=|7—rh|=/(z — =) + (v — b)* + 2> (2.5)

As notagdes tr(-) e O(R™°) representam o traco da matriz e o resto contendo termos de
ordens 5 e maiores, respectivamente. Além disso, o superescrito T' representa a operacdo de
transposi¢do de vetor ou matriz.

As expressdes para as fungdes ®° = 8%(z,y), 8° = 0%(z,y), O = ®¥(z,y), etc., sio

dadas por
® = GcR?, (2.6)
®° = 3Gcyc.R73, (2.7
® = 3Gc,c.R7?, / (2.8)
®* = G(1-3c.?)R>3, : (2.9)
®* = -3G(5¢c;®—1)c,R™*, (2.10)
oY = 15G’c,cyc,R'4, (2.11)
®** = 3Gcs(1—5¢)R™, (2.12)
W = -3G(5¢,—1)c.R™, (2.13)
®* = 3Gc,(1 - 5¢,%)R™, (2.14)
®* = -3G(5¢,%—3)c,R™, (2.15)
em que
—
g = 2 R”‘O, (2.16)
!
o = SR, (2.17)
)
& = 7 (2.18)

Do exame de R, na equagao (2.5), vemos que é necessario se exigir que a coordenada zj

do centro de expansao seja diferente de zero para evitar singularidades nas funcdes definidas

nas equagdes (2.6) a (2.15), que ocorreriam se o centro de expansio coincidisse com um ponto
de observagdo. Além disso, descartamos a condicdo z; < 0, pois a mesma nédo tem significado

geofisico. Desse modo, restringimos zj > 0.

Podemos identificar mg, my, ..., Mgz, Mgy, ..., M,, como os momentos da distribuigio
espacial da fonte p. mg é o momento de ordem zero. m,, m, e m, sdo os momentos de ordem

1 em z, y e z, respectivamente. Mgz, My, M,;, Mgy, Mz, € My, 530 08 momentos de ordem
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2, sendo my;, my, € m,, as dispersées em z, y e 2, respectivamente, e m,,, m,, € m,, as
correlagdes entre as distribui¢ées de massa ao longo de z e y, z e z e y e 2, respectivamente.

O termo correlagao sera sempre usado estritamente com esse sentido.

Fisicamente, mo é a massa anomala total e m;, m, e m, estio relacionados com as

coordenadas Tem, Yom € Zom do centro de massa, Tem = (Tomy Yoms Zem )y POT

My

!
Tom = — + (2.19)
mo
m
_ y '
Yem = + Yo, (2'20)
Mo
e
m, )
Zem = — + 2z, (2.21)
mo
respectivamente. Além disso, mg,, my, e m,, estio relacionados com os momentos de inércia
Iz, Iy € I,, por

I, = Mgy + My, |
Iyy = Mgz + My,

I, = myy"‘mzz,

€ Mgy, My, € My, podem ser identificados como os negativos dos produtos de inércia Iy, I,
e I,,, respectivamente (GOLDSTEIN, 1959). Finalmente, os momentos de ordem 2 podem
ser agrupados na matriz de espalhamento E, dada por

Mgy Mgy Mg,

&l

My, My, M,
cuja diagonalizagao fornece as diregoes dos eixos principais (ou, abreviadamente, dire¢des
principais). Sob as premissas de que a distribui¢io espacial de massa é convexa e tem apenas

trés planos ortogonais de simetria, os eixos principais coincidem com os eixos de espalhamento

de massa.

Vamos agora investigar quais so os momentos que podem ser determinados conhecendo-
se apenas a anomalia gravimétrica.
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2.2 ANALISE DA INVERSAO DE MOMENTOS CONHECENDO-SE APENAS A ANOMA-
LIA GRAVIMETRICA

Nesta secao, uma expressao integral sera deduzida de maneira a representar qualquer
momento como um funcional da anomalia gravimétrica. Investigando as condigdes que as-
seguram a convergéncia desta expressao, revelaremos quais s3o os momentos que podem ser

obtidos conhecendo-se apenas a anomalia gravimétrica.

Em toda a segdo, admitiremos o conhecimento exato da anomalia gravimétrica em toda a
superficie da Terra e também a possibilidade de se obter, em regiées harmoénicas, o potencial
gravimétrico a partir da anomalia gravimétrica, e vice-versa, por meio de transformacdes

lineares a exemplo daquelas definidas por GUNN (1975).

2.2.1 Momentos como funcionais da anomalia gravimétrica

Comecemos com a equagio de Poisson (GRANT & WEST, 1965), dada por
~Viu = 47Gp, (2.22)

em que V?(-) é o operador Laplaciano, u = u(7) é o potencial gravimétrico e 7 = 7(z, y, z) é

um ponto qualquer do espago.

Seja P um polinémio da forma P = P[(z — o), (y — ¥o), (z — 20)], em que (zq, Yo, 20) é
um dado centro de expansio. P representard o niicleo polinomial de qualquer momento
ou combinacio linear de momentos de mesma ordem. Por exemplo, se a correlagio mgy,
é desejada, P = (z — z0)(y — yo) de acordo com a equacdo (2.4). Multiplicando a equagio
(2.22) por P e fazendo algumas manipulag¢des matematicas simples a fim de aplicar a segunda

identidade de Green (TIJONOV & SAMARSKY, 1980), obtemos que
dP Ou 2
){1 (5 — P51dA = 4rG /V pPdV + /V uV2PdV, (2.23)
em que A é a superficie lisa fechada limitando um volume arbitrario V, que contém o volume
das fontes v, € %u ¢ a derivada com respeito a direcdo normal que aponta para fora de A.

n
Notemos que o uso da segunda identidade de Green é valida, mesmo no caso em que u(r)

tem derivadas segundas descontinuas na superficie de vo (TIJONOV & SAMARSKY, 1980).

Tomando, inicialmente, V como sendo Vp, o volume do hemisfério inferior contendo a
massa andmala (Figura 2.1), A se torna a unido das superficies S e D e a equagéo (2.23)

pode ser escrita como

J.fds+ [ fap=axG [ pPaVp+ [ uvPavi, (2.29)
D D
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em que
f=f(u,P)=u—— P—. (2.25)

A fim de isolar a integral sobre S (a superficie da Terra), na equagio (2.24), avaliaremos
a integral sobre D, tomando agora V como sendo a esfera inteira, de tal forma que A se torne
a unido das superficies U e D (Figura 2.1). Usando a equagio (2.23), obtemos que

_ 1 2
/D fdD = 2xG /V PPdVr 4 /V uV*PdVr + Res(f), (2.26)

em que

Res(f) = % ([ sap ~ [ sav]. | 2.27)

Na equacdo acima, Res(f) pode ser interpretado como o residuo sobre A da parte anti-

simétrica de f.
Substituindo a equagdo (2.26) na equagio (2.24) e levando em conta que
[ wv*Pavy = [ uwVPPdvp+ [ wv?Pave,
Vp Vb v
e que
/ pPdVy = [ pPdVp = / pPdvo,
Vr Vp Vo
obtemos que

/ pPdvo = [ / PgdS - / u—d.S' —- ( /V wV?PdVp — /V quPdVU) + Res( f)] (2.28)

— _0u 2 : TR a(.) __  8( ’ epe .
em que g = —z*| _, € a anomalia gravimétrica e 3(;3 = —7,9, porque z € positivo para baixo.

A equagdo (2.28) expressa um momento genérico como fungio de seu micleo polinomial
P. Todas as integrais contidas na equagéo (2.28) convergem porque as superficies e volumes
de integragao sdo finitos (TIJONOV & SAMARSKY, 1980). Desse modo, essa equagio é
valida para todo P. Podemos ainda concluir do exame da terceira integral do lado direito da
equagdo (2.28) que, conhecendo-se o potencial gravimétrico apenas na regido fora do volume

das fontes, ndo é possivel se determinarem as dispersdes pois, para estas grandezas, V2P = 2.

2.2.2 Condigdes sobre o niicleo polinomial dos momentos e conseqiiéncias

Nesta secdo, vamos obter condigdes suficientes para P, a partir da equagio (2.28), que
permitam a estimacao de momentos conhecendo-se apenas grandezas definidas no semi-espago
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superior da Terra, situagio esta em que a equagio (2.28) tera uso geofisico. Além disso, vamos

discutir a questao das condigGes necessarias para P nesta mesma situagao.

Vamos inicialmente identificar as condigoes suficientes para P. A equagio (2.28) néo tem
uso geofisico pratico, porque (entre outras coisas) Res(f) ndo pode ser calculado pela equagio
(2.27), uma vez que nio se conhece f sobre D, e ndo ha garantia, sem hipéteses adicionais,
que este residuo sera nulo. Todavia, é possivel que Res(f) seja nulo se D e U estiverem
infinitamente distantes do volume das fontes. Assim, vamos aplicar o limite I' — oo na
equagdo (2.28), em que a distancia I' esta definida na Figura 2.1, e, sob este limite, assegurar
condigdes suficientes para que a equagio (2.28) produza uma expressio convergente em valor
principal (CHURCHILL, 1960) e, além disso, independente de grandezas medidas no semi-

espaco inferior da Terra.

Do exame da equagdo (2.28) constatamos que, para eliminar a segunda integral do lado
direito desta equacdo (que pode ser divergente), é suficiente que dP/3z = 0. Por outro lado,
para eliminar a terceira e quarta integrais do lado direito da equagdo (2.28) (que podem
depender de grandezas medidas no semi-espago inferior da Terra e/ou serem divergentes), é
suficiente que V2P = 0. Além disso, mostramos no Anexo I que, se V2P e dP/0z sao ambos

nulos, Res(f) é nulo sob o limite I' — oo."

Desse modo, dP/3z = 0 e V2P = 0 sdo condi¢des suficientes para assegurar validade 3

equacao

/ pPdvo = lim Pgds, (2.29)

-0 211G S(r)

pois, sob as hipdteses estabelecidas na Segido 2.1 para vg e p, 0s momentos sio limitados e,
assim, a integral do lado direito da equacdo acima é convergente.

Vamos agora discutir a questao das condigoes necessarias para P de modo a assegurar que,
sob o limite I' — o0, a equagdo (2.28) produza uma expressio convergente em valor principal
e, além disso, independente de grandezas medidas no semi-espaco inferior da Terra. A terceira

integral do lado direito da equagédo (2.28) (I3) é fungio do potencial no semi-espago inferior da

Terra (Vp) e, em particular, do potencial dentro do volume das fontes. Além disso, devido.

as hipéteses estabelecidas para vy na Segao 2.1, estd descartada a existéncia de situagdes
particulares em que o potencial fosse simétrico, em relacao a S, nos semi-espacos inferior e
superior, de modo que I3 pudesse ser aniquilada com a quarta integral do lado direito da
equagdo (2.28). Assim sendo, na hipdtese otimista de que I3 seja convergente, para avaliar
I3 s6 ha duas maneiras: a primeira é introduzir informaéé‘o a priori sobre a distribuigdo
anémala de massa, de modo a obter u em Vp a partir de ¢ medido na superficie da Terra,

e a segunda é usar a segunda identidade de Green, dada pela equagdo (2.23). Por outro

17




lado, se I3 for divergente, a segunda maneira tem necessariamente que ser usada. A primeira
maneira é descartada porque ela necessita de informacao a priori. Por outro lado, a segunda
maneira é também descartada porque ela produz apenas uma tautologia (ou seja, ela produz
a identidade de que o momento incégnito é igual a ele préprio) e ndo uma expressdo que
tenha uso geofisico. Portanto, é necessirio que V2P = ( para que a expressao obtida da
equacao (2.28) possa vir a ter uso geofisico. Satisfeita esta condi¢do (e sob o limite I' — o)

a equagdo (2.28) se reduz a

1 oP
/vo pPdvy = lim — [ /S P94 - /S V3795 + Res(f)| (2.30)

Ao contrério de Is, para as demais integrais presentes na equagio acima ndo é possivel
impor condigdes necessarias sobre P apenas. Estas condigbes devem ser agora impostas sobre
o produto udP/8z, no caso da segunda integral do lado direito da equagio (2.30) (I2), ou
sobre f, para o caso de Res(f). Em conseqiiéncia, ndo se pode descartar a possibilidade
de que, para certas distribuigdes particulares de massa, momentos dependentes de z (e que
satisfacam V2P = 0) possam ser determinados. A seguir, mostraremos que as distribuigies
de massa que tém massa anémala total nula, ou que geram anomalias apresentando pelo
menos um eixo de simetria sobre a superficie da Terra, permitem a avaliacio de momentos
até 2a. ordem dependentes de z. De agora em diante, denominaremos de distribuigées
patolégicas as distribui¢oes particulares de massa que permitem a avaliacio de momentos

dependentes de z.

Considere as distribui¢oes de massa em que a massa anémala total seja nula. Por exemplo:
a distribuicao de massa que é composta por duas massas pontuais, de médulos iguais mas
sinais contrarios, situadas a uma mesma profundidade e estando o ponto médio do segmento
que une os seus centros localizado no centro de expansido Og. Esta distribuigio de massa
é patoldgica porque o seu campo (ou potencial) permite identificar que m, é nulo ou, em
outras palavras, permite descartar a atribuicdo de um centro de massa a distribuicdo de

massa. Sendo vejamos: nesta situacdo e para m,, P/0z é constante sobre S e, portanto,

lim I, = lim u?BdS = _6£ lim [ udS = 0.
C—o0 F—oo Jg§ 6.2 az '—oo Js

Além disso, para esta distribuigdo patolégica, Res(f) também é nulo sob o limite I' — oo,
como se pode facilmente verificar a partir da expressdo obtida no Anexo I para este residuo.
Procedendo de maneira analoga, € facil identificar que, para esta distribui¢io patolégica, as

combinagdes lineares de momentos m,, — m;, € m,, — m,, sao nulas.

Todavia, se a distribui¢do patoldgica acima for perturbada por uma massa pontual, de

massa arbitrariamente pequena (mas finita) e situada numa posigdo arbitraria do semi-espago
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inferior da Terra (mas a uma distancia finita de Oyp), m, ndo pode ser mais avaliado porque
as parcelas de I; e Res(f) (sob o limite I' — o0), associadas a esta massa pontual, sio
divergentes. (I, é divergente para uma massa pontual porque o potencial da mesma tem um
s6 sinal sobre S e, a partir da projecdo sobre S do ponto que define a posigio da massa, o

potencial decai com I'"! enquanto a 4rea cresce com I'2.)

Considere agora a distribuicdo de massa que gera potencial e anomalia tendo pelo menos
um eixo de simetria sobre S. Por exemplo: a distribuigdo de massa que é um cilindro vertical
de contraste de densidade constante e centro localizado no ponto de expansao Og. Sem perda
de generalidade, vamos definir que o eixo de simetria é o eixo y e que este eixo contém a
projecao sobre S de Op. Esta distribuigio é patolégica porque o seu campo (ou potencial)
permite identificar que m,, € nulo ou, em outras palavras, permite descartar a atribuigio
de um plano de simetria inclinado e contendo o eixo y para a distribuicdo de massa. Senio
vejamos: nesta situagio e para my,, 0P/9z é anti-simétrico enquanto u é simétrico em relagio
a y. Assim, o produfo udP/0z é anti-simétrico sobre S e, portanto, I; é nula. Além disso,
para esta distribuicdo, Res(f) é nulo sob o limite I' = oo, como se pode facilmente verificar
da expressao obtida no Anexo I para este residuo. Procedendo de maneira anéloga, é facil
identificar que, se o campo da distribui¢ao patoldgica tem dois eixos ortogonais de simetria
sobre S, m,, também é nulo. '

Vamos perturbar a distribuigio de massa que tem pelo menos um eixo horizontal de
simetria com a distribuicdo de massa que é composta por duas massas pontuais, de médulos
iguais, em que as massas sao arbitrariamente pequenas, mas finitas e de sinais contrérios,
e, além disso, em que as massas estdo situadas a uma mesma profundidade e a projegio do
ponto médio do segmento que une os seus centros (Op) estd localizado sobre o eixo y, a
uma distancia finita de Og, € em que este segmento € perpendicular a y. O potencial deste
par de massas (u,) é anti-simétrico em relagdo a y. Assim sendo, o produto do mesmo com
O0P/0z (associado a mg,) é simétrico e tem um tnico sinal sobre S. Em conseqiiéncia, nesta
situagdo o produto u,dP/dz decai com I'"! a partir de Ops enquanto a area cresce com I'?

e, portanto, I, é divergente pois esta parcela da mesma é divergente.

Unindo os resultados desta seg¢ido, concluimos que dP/3z = 0 e V2P = ( sio condigdes
suficientes para assegurar validade a equacdo (2.29). Além disso, concluimos que V2P = ( é
uma condigao necessaria para o mesmo fim. Assim sendo, todo momento, ou combinagao li-
near de momentos, cujo nicleo polinomial P satisfaga estas condigdes pode ser univocamente
determinado conhecendo-se apenas a anomalia gravimétrica. Além disso, nenhum momento

de 3a. ordem ou superior pode ser individualmente determinado, exceto m,,.

Particularmente, dentre os momentos até 2a. ordem, mo, m,, my, My € My, — My,
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satisfazem as condigbes acima e, portanto, podem ser determinados conhecendo-se apenas
a anomalia gravimétrica. Conseqlientemente, o, € Yom também podem ser determinados
a partir das condi¢des m, — 0 e m; — 0, de acordo com as equagdes (2.19) e (2.20),

respectivamente. Portanto, as expressoes

1
my = o /S gdS, (2.31)
1
my = m/s(z —.’Bo)gdS, (232)
1
m, = > /S (y — yo)gdS, (2.33)
mey = 5= (5~ 2oy~ vo)gd5, (234)
17 N2 2
My —mes = 5= [ [(y—40)" = (z = 20)’] 95, (2.35)
1 )
Tom = o G /s zgdS, : | (2.36)
e
1
Yom = 5 /S ygdS. (2.37)

sdo validas para calcular estas grandezas. ‘Além disso, descartada a ocorréncia de anomalias
que apresentem pelo menos um eixo de simetria sobre a superficie da Terra, ou que tenham
sido geradas por distribuigdes de massa com massa anomala total nula, néo é possivel avaliar
nenhum momento até 2a. ordem dependente de z. Observemos que as expressdes (2.31),
(2.36) e (2.37) para mo, Tcm € Yom, respectivamente, sio bem conhecidas na literatura e
que suas validades sdo fatos estabelecidos (GRANT & WEST, 1965). Nao obstante, elas
foram anteriormente deduzidas por procedimentos diferentes (GRANT & WEST, 1965). Em
contraste, apresentamos aqui um procedimento unificado que nos permitiu obter expressoes
para todos os momentos e coordenadas de centro de massa. Este procedimento unificado é a
generalizacdo, para todos os momentos, do procedimento apresentado em GRANT & WEST
(1965) para calcular mq.

Devido aos eixos = e y estarem arbitrariamente posicionados em relagido a massa andémala,
podemos afirmar que as medidas, sobre qualquer plano, da componente do campo gravimétrico.
normal a este plano, permite a determinagdo univoca de todo momento, ou combinagio linear
de momentos, cujo nucleo polinomial seja fungdo apenas das coordenadas Cartesianas que
definem o plano de medida e que tenha Laplaciano nulo. Em particular, dentre os momentos
até 2a. ordem, satisfazem estas condi¢bes a massa anémala total, as projecdes do centro
de massa sobre o plano de medida, o produto de inércia e a diferenca entre os momentos
de inércia em torno de qualquer par de eixos mutuamente ortogonais contidos no plano de

medida
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Concluido o primeiro objetivo deste capitulo, passaremos ao segundo.

2.3 ANALISE DA INVERSAO DE MOMENTOS A PARTIR DA REPRESENTACAO
DA ANOMALIA GRAVIMETRICA PELA SERIE FINITA OBTIDA DE SUA EX-
PANSAO EM MULTIPOLOS

Nesta secdo, apés uma breve apresentagio da abordagem de GOL'TSMAN (1970)
para a inversao de momentos de fonte, apresentaremos uma anélise da unicidade dos momen-
tos envolvidos. Esta analise nos revelara a possibilidade de estimar, conhecendo-se apenas a
anomalia gravimétrica, alguns dos momentos que ja sabemos nio poderem ser determinados
se a distribuigdo de massa nio for patoldgica. Esta aparente contradi¢io nos permitira con-
cluir que a abordagem de GOL’TSMAN (1970) e outras similares estao, na realidade, usando
informacao suplementar sobre a distribuicdo anémala de massa. Além disso, através de um

simples arrazoado fisico, identificaremos qual é esta informagao suplementar.

A abordagem de GOL’TSMAN (1970) foi selecionada para esta anélise por causa de sua
simplicidade, validade para todos os métodos potenciais e pelo fato da mesma nio necessitar
de nenhuma hipétese sobre a forma do corpo anémalo. Estas caracteristicas a qualificam, em
nossa opiniao, como a mais representativa das abordagens pertencentes a linha de inversio
de momentos, baseada na representacido da anomalia gravimétrica pela série finita obtida de
sua expansido em multipolos.

23.1 A abordagem de GOL’TSMAN (1970) para a inversdo de momentos

Retendo na equagdo (2.3) somente momentos até 2a. ordem e pressupondo que g(7)
é conhecida apenas em pontos discretos k, com k = 1,..., N, da superficie da Terra, obtemos

que
1 T * Tz, %
9 = 9(Mps, = Vhmg+ Ogm} + Bfm; + Oim; + 5 Pk Moy + op'm;, + BF'm,
1 1
+ §szm;y + Q%zm;z + Eq)izm:z’ (238)

em que o indice * foi introduzido para evitar confusdo entre os momentos verdadeiros

™Mo, My, ...,M,;, presentes na equacgio (2.3), e os novos momentos, presentes na equacio
(2.38), apés se ter desprezado O(R™5).

Levando-se em consideracao todas as observagdes de campo, podemos escrever a equagao

(2.38), em notagdo matricial, como

g = om, (2.39)
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em que g é o vetor N—dimensional cujo elemento g; € a anomalia gravimétrica observada no

ponto (zk,yk,0) e M é o vetor dos momentos incégnitos arranjados na seqiiéncia mg, mj, m;,
* 1, % * » 1, = * 1, = 2 : = . .

my, 3Myy, Myy, My, 3My,, My, € 3my,. Além disso, ® é a matriz N x 10, cujo elemento &y ;

¢ a funcdo @’ calculada no ponto (zx, y,0), sendo ®’, com (j = 0, z, y, ..., 22), as fungles

definidas nas equagdes (2.6) a (2.15).

Segundo GOL’TSMAN (1970), a equagdo (2.39) permite a inversio dos momentos, a
partir da condi¢do de que a anomalia calculada ajuste a anomalia observada, de acordo
com o critério dos minimos quadrados para a soma dos residuos entre estas duas anomalias.
Para resolver a equacdo (2.39), ele propds o seguinte algoritmo iterativo, que passaremos
a denominar Algoritmo de Gol’tsman: comecando com um centro de expansio a priori
7o, a solucdo da equagdo (2.39) produzira estimativas g, ..., Mm},, as quais levardo is
estimativas £%,, ¥5, € 25,, através das equagdes (2.19) a (2.21). Estas estimativas das
coordenadas Cartesianas do centro de massa definirdo um novo centro de expansao r;, que

*

3 * ’ - . L4 . ’ S
substituird rp, e este ciclo sera repetido até que Z%,,

y Yo € 2% nao mudem substancialmente.

Caso haja convergéncia do Algoritmo de Gol’tsman, o membro final da seqiiéncia de pon-
tos de expansdo serd uma estimativa do centro de massa equivalente, que representaremos
por 7g, = (2, Yoms 25m)- Este centro de massa equivalente coincidird com o centro de massa
verdadeiro 7., = (Zem, Yom, 2em) apenas quando o resto O(R™°) for eratamente nulo. Uma

definigdo mais precisa do que significa centro de massa equivalente serd dada na Segao 2.3.4.

Por brevidade, passaremos a denominar de momentos equivalentes os momentos cal-
culados com o centro de massa equivalente. Observemos que os momentos equivalentes de
la. ordem sdo nulos, pois foi com esta propriedade que foi definido o centro de massa equi-
valente, & semelhanca do centro de massa verdadeiro, através das equacées (2.19) a (2.21).
Estimar os momentos equivalentes € o nosso objetivo pois, como veremos no Capitulo 3, é a
partir desses momentos que obtemos parametros geologicamente interpretaveis para o corpo

anomalo.

Provaremos em duas etapas a seguir que, na verdade, a abordagem de GOL’TSMAN
(1970) permite estimar apenas alguns dos momentos e combinagGes de momentos equiva-
lentes. Na primeira etapa, apresentada na préxima secdo, mostraremos que, dado um centro
de ezpansdo qualquer (com zp > 0), serd possivel estimar univocamente os momentos e
combinagdes de momentos que remanecerem com coeficientes nao nulos, apés uma recom-
binacdo das dispersdes na equagio (2.38). Na segunda etapa, apresentada na Secdo 2.3.3,
mostraremos que o mesmo conjunto remanescente de momentos e combinagoes de momentos
equivalentes, poderao ser também univocamente estimados. Ainda na Secdo 2.3.3, daremos
algumas condigGes gerais que asseguram a convergéncia do Algoritmo de Gol’tsman. Por
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ultimo, na Segdo 2.3.4, evidenciaremos qual é a informacdo a priori contida na abordagem

de GOL'TSMAN (1970).

2.3.2 Anilise de unicidade dos momentos da abordagem de GOL'TSMAN (1970),
dado um centro de expansao qualquer

Pressupondo o conhecimento exato da anomalia gravimétrica em todo o plano z - y,

e rearranjando convenientemente a equagio (2.38), obtemos
l * * 1 * * " *
g = ®mi+&"m: + §<I>W(mw -m:)+ -2—<I>”(mn —my,) + ®*m} + ®**m],

1
+ Vm) 4 BV my, + $Vmy, + (87 + 8 + 07)ml,. (2.40)

Lembrando que
P 4 PW 4 B =V2P =0

na regiao fora das fontes, que inclui a superficie da Terra, podemos concluir que é impossivel
1

determinar 3m}, a partir da equagao (2.40). Observemos, no entanto, que por manipulagdes
similares V2® pode se tornar também o coeficiente de ;m;, ou de im},. Portanto, é im-
possivel se estimarem (também) pela equagido (2.40) as dispersdes isoladamente, o que é
simplesmente outra forma de afirmar que é impossivel determinar volume e contraste de den-
sidade, sem uma hipétese sobre um dos dois. Esta impossibilidade nao foi reconhecida nem
por GOL’TSMAN (1970) nem por KALININA (1976), provavelmente devido a hipétese de
trabalho adotada por ambos que se baseava numa analogia entre inversio de momentos de
fonte e estimacao de momentos de varidveis aleatérias. Esta analogia, contudo, nio é com-
pleta, porque na Estatistica os dados sdo amostras da prépria varidvel aleatéria, seguindo
uma dada distribuicao, enquanto que na Gravimetria os dados sdo medidas de um efeito

produzido pela distribuicao de densidade, havendo restri¢des adicionais como V%@ = (.

A equagdo (2.40) se torna, portanto,

1 1
g = mi+m;+ 8% (my, - m,) + 587 (m], —my,) + O'ml + 07 m,
+ ®¥my + ®¥my, + Omy . (2.41)

Esta equagdo pode ser interpretada como uma interpolacdo aproximada de g(z,y) com
as funcdes do conjunto B = {®%(z,y), ®*(z,y), ®¥¥(z,y), ®*(z,y), ®°(z,y), ®**(z,y),
o¥(z,y), ®¥*(z,y), ®*¥(z,y)}, com os momentos atuando como pesos. Dado um centro

de expansdao qualquer com 29 > 0, provaremos agora a unicidade para as estimativas dos
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momentos, ou combinagbes de momentos, pertencentes ao conjunto C = {mg, m}, my, my,

* 1 * * 1 * * : : :
my,, my,, my,, 3(m}, —mi;), 2(m}, —m},), 3(m;, —m;,)}, obtidas a partir do ajuste em

minimos quadrados de g na equagio (2.41).

Vamos adotar as notagdes & (com ¢ = 0, z, yy,...,zy) para as funcdes do conjunto B,
acima definido, e p;; € h; para os produtos internos deﬁmdos no plano z - y entre os pares de
funcgdes ' e &’ e &' e g, respectivamente. Usando as propriedades de simetria das funcdes
@' em relagio a z e y, conforme se pode deduzir do exame das equagdes (2.6) a (2.15), é facil
identificar se p;; = 0 ou se p;; # 0. Desse modo, é possivel escrever o sistema de equagdes
normais associado a equagio (2.41) como

( Poo Po: Poyy PO,z 0 0 0 0 0 \ [ my \ { ho \ f
Do,z Dz,z Dz,yy Pz,22 0 0 0 0 0 m: h,
Poyy Pzyy Pyyyy Pyy,:z 0 0 0 0 0 %(m;y m;,) hyy
P02z Dzzz Pyy,zz Pzzzz 0 0 0 0 0 %( m,, ﬂ_-) h,,

0 0 0 0 Pzx Praxz Pzy Pry:z 0 m;. = h, (242)
0 0 0 0 Pz,zz Pzrazzz Pzzy Przys 0 m;, hz,
0 0 0 0 Pzy Pzrzy Pyy Pyyz 0 m; hy
0 0 0 0 Pzy: Pzzyz Dyy: Pyzy:z 0 m;l hy
\ 0 0o 0 0 0 0 0 0 payey/\ my )\ by

ou, de forma compacta, como

Qll
=3

= h. (2.43)

De acordo com DAVIS (1975), o determinante det(ﬁ) da matriz de Gram G satisfaz a
0 < det(G) < I pisi (2.44)

em que o limite inferior, det(G) = 0, ocorre se e somente se as fun¢des ®* sio linearmente

dependentes.

Para demonstrar que det(ﬁ) > 0, usaremos as equagdes (2.6) a (2.15) e forgaremos ser
nula uma combinagdo linear (rearranjada) das fungdes ® do conjunto B:

aoc; R™? + [3(azc, + aye, — azc,)c; +a;]R™® + 3{5[(azycocy — ayyC — a.,C2)

—(@2sCz + ayscy)esles + [(zaCz + aya¢y) + (ayy +3a)e]}JR™ = 0, (2.45)

€m que Ag, Gz, Gy,...,0;; 530 0s coeficientes de &0, &%, dv.... &%, respectivamente.
3 Ty Y b ] b b ? 2

Mas ag, @z, @y,...,a., devem ser independentes de posicao, a fim de que a identidade (2.45)
seja valida em qualquer ponto do plano z - y. Examinando sob este ponto de vista cada termo
desta identidade, obtemos:

24



1) para o termo proporcional a R~%: a¢ = 0;
P
2) para o termo proporcional a R~3: simultaneamente, a, = 0 e
p
azCx + aycy — azc, = 0.

Como ndo existem combinagdes lineares invariantes entre os cossenos diretores c,, ¢,
e c;, definidos nas equagdes (2.16) a (2.18), respectivamente, obtemos que a, = a, =
a, =0;

(3) para o termo proporcional a R™*: simultaneamente,

UgyCrCy — ayycz — @26 — (20 + ay.Cy)c; =0 (2.46)

(@z2€z + ayzcy) + (ayy + 3a,;)c, = 0.

Pela mesma razio de nio existirem combinagdes lineares invariantes entre os cossenos
diretores, obtemos da tltima expressio acima que a,, = a,, = 0 e que ayy = —3a,,.
Usando estes resultados na equagdo (2.46), obtemos que

2 _ 2
_ (3cy - )
a':cy - - 2z
CzCy
o que implica a;, = a,, = 0 e, conseqiientemente, a,, = 0, porque o termo que

multiplica a,, na equagio acima nio é invariante com posicao.
Desse modo, podemos concluir que
G = Gy = Gy = ... = Gy = 0

sao os linicos valores dos coeficientes que satisfazem a identidade (2.45). Portanto, as fungdes
®* pertencentes ao conjunto B sio linearmente independentes e formam uma base nio or-
togonal para a representacio, no plano z - y, de campos potenciais. Isto é suficiente para
assegurar que det(ﬁ) > 0 na relagdo (2.44) e, conseqilientemente, que os elementos de 7 podem
ser univocamente determinados através da equacgdo (2.43) (DAVIS, 1975). Reconhecendo que

(myy = mzg) + (M7, —my,) = (m;, —mZ,),

podemos concluir que (dado um centro de expansido qualquer com z, > 0), todos 0s mo-
mentos, ou combinagcdes de momentos, pertencentes ao conjunto C podem ser univocamente

determinados pela resolugao da equagio (2.43).
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A extensdo desta prova de unicidade para um nimero finito qualquer de termos na ex-
pansao em multipolos é imediata. Observemos, no entanto, que por causa da nio ortogo-
nalidade da base de funcdes B, e bases similares de maior ordem usadas para representar
a anomalia gravimétrica, a unicidade dos momentos e combinagbes de momentos m} é con-
dicional ao valor miximo adotado para a ordem desses momentos, que no presente caso é
2. Conseqiientemente, nao ha garantia de que as estimativas dos momentos m! nio irdo
se alterar quando o nimero de termos na expansio é alterado (RAINVILLE, 1967). E
interessante observar que a nio ortogonalidade das funcdes da base torna impossivel se de-

terminarem os momentos verdadeiros, até uma dada ordem, a partir da série truncada nesta

ordem (RAINVILLE, 1967).

Nao ha nenhuma contradigdo entre os resultados da unicidade para os momentos m},
passiveis de serem obtidos da extensdo acima referida, e os resultados da Segao 2.2. Primeiro,
porque ha implicitamente introdugio de informacéo a priori na abordagem de GOL’TSMAN
(1970), como sera evidenciado na préxima segio, e segundo, porque é impossivel se extrair um
numero infinito de momentos, ou combinag¢des de momentos, fazendo crescer indefinidamente

o numero de termos na expansdo em multipolos, como se mostra a seguir.
Vamos definir como zero a fungio
zero = zero(z,y) = 0,

em todo o plano z - y, e escrever a func¢ao genérica ®* como

RN = RN

Qi(m’ y) = (247)

em que K é o menor limite superior para I'*(z,y). A desigualdade acima enfatiza o decaimento
intrinseco de ®* com a distancia R dada pela equagio (2.5). Desse modo, dado um niimero
positivo arbitrariamente pequeno ¢, é possivel encontrar um mimero N;(e), suficientemente

grande, para o qual a fun¢io ®/(z,y) a ele associada satisfaz a
| zero — @7 |< ¢,

em todo o plano z - y, porque é sempre possivel fazer R > 1 na equagdo (2.47), bastando

para tanto escolher adequadamente o centro de expansdo. Logo, podemos concluir que

lim &' = zero.
Ni—o0

Em consegqiiéncia, na situagao limite em que o niumero de termos na expansio em multipo-

los cresce indefinidamente, existem funges-bases cujos produtos internos se tornam iguais a
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zero e, conseqientemente, [] p;; — 0 na relagéo (2.44). Assim, a matriz de Gram G se torna
singular, tornando também impossivel se determinarem todos os momentos ou combinagdes
de momentos verdadeiros a partir da equagio (2.3).

Poder-se-ia afirmar que a prova acima ndo é geral por causa da escolha R > 1 na equagao
(2.47). Contudo, dada uma distancia qualquer R < 1, é sempre possivel, por uma simples
mudanga do sistema de unidades usadas para expressar as grandezas que compdem as fungoes
®’, expressar R em outra unidade de tal forma que R se torne numericamente maior que
1, mas expressando a mesma distancia fisica de antes. Dado que uma propriedade fisica da
base de fungdes B nio pode depender do sistema de unidades usado para representa-la, temos
pois que admitir que fazer R > 1, na demonstragdo acima, expressa ndo uma imposi¢io, mas

apenas uma conveniéncia. Logo, a prova dada acima é geral.

De fato, uma vez que a equagio (2.3) é uma representagio exata da equagio (2.1) e vale
para todas as distribui¢bes finitas de massa, tentar determinar um niimero infinito de mo-
mentos, a partir da equagio (2.3), equivale a tentar determinar os valores verdadeiros de todos
os momentos de uma fonte arbitraria, conhecendo-se apenas a sua anomalia gravimétrica, o
que ja sabemos ser impossivel. Em conseqiiéncia, & medida que se acrescentam & equacio
(2.41) momentos de ordem 3 e superiores, a matriz de Gram G se torna progressivamente
mais mal-condicionada, introduzindo, dessa forma, instabilidade na determinaciao dos mo-
mentos. No limite em que se tentaria estimar um nmimero infinito de momentos, a matriz G
se torna singular e a instabilidade se funde na ndo unicidade. Dessa forma, o valor maximo

para a ordem dos momentos adotada pelo intérprete controla o compromisso resolugio versus

estabilidade (BACKUS & GILBERT, 1968).

Na prova acima foi suposto o conhecimento da anomalia gravimétrica em todo o plano r
- y. No entanto, na pratica, esta anomalia é conhecida apenas num conjunto finito de pontos
discretos. A fim de preservar, nestas condigdes, a unicidade para os elementos do conjunto C,
sao necessarias pelo menos nove medidas (DAVIS, 1975) de campo gravimétrico em pontos
diferentes do plano z - y.

Notemos que a equacdo (2.42) revela possiveis acoplamentos entre os momentos. Como

conseqiiéncia da nao ortogonalidade da base de funcbes B, os momentos se agrupam disjun-

*

tamente da seguinte forma: grupo 1, formado por mg, m}, m>_,

*
Tz?

do bem-conhecido acoplamento entre massa e profundidade do centro de massa. O grupo

* ®x
my, € mg,; grupo 2, por mg,
my,, my € my,, e grupo 3 formado exclusivamente por m},. O grupo 1 contém os elementos
2 mostra dependéncias entre as correlagées envolvendo a profundidade z e os momentos de
la. ordem nas dire¢oes z e y que definem o plano de medida. Este acoplamento revela a

dependéncia (menos conhecida) entre o mergulho de um corpo e a projegio do centro de
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massa desse corpo na superficie de medida. O grupo 3 revela o completo desacoplamento
da correlagdo m;, de qualquer outro momento até a 2a. ordem, o que pode ser interpretado
como a possibilidade de se identificar a direcdo, na superficie de medida, da projegdo nesta

superficie do eixo principal verdadeiro maior.

2.3.3 Anadlise de unicidade dos momentos equivalentes

Vamos escrever a equagdo (2.41), em notagio matricial, como

g = 8(7) - (), (2.48)

em que 7 é um ponto de expansdo qualquer com z; > 0. Embora esta equacdo seja, em
notagio, semelhante a equagdo (2.39), estd implicito agora que 7(F) contém os momentos
::Tma.nes_centes ap6Gs a recombinagdo das dispersdes. Desse modo, a matriz de Gram
® (7) - ©(7) é positivo-definida para todo ' com z > 0.

Queremos mostrar, a partir da equagao (2.48), que é possivel estimar univocamente os

momentos equivalentes, isto €, os momentos calculados em 7 = 72, , definidos por
- — =T — T -— =T vy —
Me = (= 7)) = (@ (7,) - 2(F )7 - @ (7)) - 5 (2.49)

Embora a prova de unicidade dos momentos, dada na secao anterior, seja vilida para
qualquer centro de expansdo com zo > 0, parece nao ser possivel obter, a principio, M,
porque ndo conhecemos a priori uma estimativa de 75,. No entanto, conhecemos a priori
uma propriedade de 7.: sabemos que trés dos seus elementos, que sdo os momentos de
la. ordem equivalentes, sdo nulos, de acordo com suas defini¢des por relagées similares as
dos momentos de la. ordem verdadeiros nas equagbes (2.19) a (2.21). A seguir, vamos
demonstrar que é possivel determinar todos os elementos de 7., a partir da propriedade de
que os momentos de la. ordem equivalentes sio nulos. Para tanto, vamos transformar o
problema de determinar 7. num outro problema, mais geral, que tenha uma solugio-limite
com a mesma propriedade acima apresentada para mi.. Uma vez obtida esta solucdo-limite,
poderemos assegurar que ela é igual a . porque, pela propria defini¢ao de 75, a condigao

dos momentos de la. ordem equivalentes serem nulos sé pode ocorrer se 7 = 7, .

Seguindo VEMURI & CHEN (1974), vamos definir o sistema de equagdes diferenciais

lineares de la. ordem

Zrlf)] = ~(@ 1] T -] + T 0L (2.50)
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em que t é um tempo ficticio. Além disso, vamos impor que a dependéncia de * com ¢ é dada

por
()
7t + 6t) = 7(t) + m my[F(t)] |- (2.51)
° m}[7(¢)] |
A solugdo estacionaria da equagdo (2.50), obtida da condigio

%‘n’i[f‘(t — 00)] =0, (2.52) |
é dada por |

mlF(t — o0)] = { [t — o0)] - B[f(t — 00)]}*- T [7(t — 00)] 7. (2.53)

=T =
Como —{® [r(t)] - ®[F()]} na equagdo (2.50) é negativo-definida (j4 que é a negativa de
uma matriz positivo-definida), esta solugio estaciondria é tinica, além de ser assintoticamente
estivel (ARNOLD, 1985). Além disso, a solugéo estacionaria satisfaz a condiciao

mli(t + 6t)] = m()).

Ora, esta condigao s6 ocorre quando 7(t + 6t) = 7(t), dada a unicidade de m(7) com 7.
Por outro lado, tendo-se em vista a equagdo (2.51), esta invariancia dos momentos com o
tempo s6 ocorre quando os momentos de la. ordem equivalentes forem nulos. Podemos assim
concluir que a solugio estacionaria (2.53) da equagéo (2.50) é m,, definido na equagao (2.49),

e, além disso, que esta solucio € unica e assintoticamente estavel.

A caracterizacdo de 7, como a solugio estacionaria de um sistema de equagdes diferen-
ciais lineares de la. ordem nos permite, agora, dar uma interpretacdo para o Algoritmo
de Gol’tsman (que foi apresentado na Secdo 2.3.1). Este algoritmo é uma versio de passo
variavel do método numérico de Euler-Cauchy (ISAACSON & KELLER, 1966) para resolver
sistemas de equagdes diferenciais lineares. Sendo vejamos: no passo ¢ + 1 do algoritmo, o

vetor de momentos 7,41, calculado com o centro de expansio 741, é dado por

=T = =T
i1 = (Popr  Bixa) ™ - B4y - Gy (2.54)

em que ®,;; é a matriz das funcdes-bases calculada em 7;;;. Vamos expandir ®;;; numa
série de Taylor, no entorno da iteragdo anterior i, identificando assim o tempo ficticio ¢ com

a evolucgdo das iteragdes. Retendo nesta expansio sé o termo de la. ordem, obtemos que
6".‘.1 = 6,' + Ag,'. (2.55)

29




Substituindo a equagdo (2.55) na equacgio (2.54), obtemos que
M1 = [(@i + AB)T - (3, + A - (B + A%)T -7,
que pode ser aproximada por
My = (f B +2- 3'1‘ -A%) - (8 + AT -7,

desprezando-se o termo de 2a. ordem em A®;. Aplicando a expansio binomial & operagio
inversa contida na equagdo acima, e retendo somente os termos de la. ordem em A®;,

obtemos que

=T = _, =T _ =T = _ =T _ =._g = = =T _
Mip1 = (9; -8)7 -, -5+ (9, -8)"-A; -7 —2-(F; -8;)%-§, ‘A - ®; -7
A expressio acima é a expansao de Taylor de 7;4; no entorno de ; retendo somente os

termos de la. ordem em A®;, isto é,
My = m; + Ay,

que se constitui, por sua vez, na formula’de definicdo do passo de evolugio do método de
Euler-Cauchy, como queriamos demonstrar.

A convergéncia do Algoritmo de Gol’tsman esta, assim, apoiada nas condigdes que as-
seguram a convergéncia do método de Euler-Cauchy (ISAACSON & KELLER, 1966). Ba-
sicamente, é necessario que o operador do termo de amortecimento —{gT[F(t)] . 3[F(t)]}
seja negativo-definido, o que sabemos ser verdade. Observemos, no entanto, que se durante
a evolugdo do algoritmo o centro de expansao tocar na superficie da Terra, pode ocorrer
uma singularidade na matriz 3, 0 que ocasiona a nao convergéncia desse algoritmo, como
verificamos em alguns exemplos de inversdo com dados sintéticos.

A transformagao do problema de minimos quadrados, de estimar 7., no problema de
encontrar a solugao estacionaria de um sistema de equagbes diferenciais lineares de 1a. ordem
evidencia, claramente, que a estimagdo de momentos pela abordagem de GOL’TSMAN (1970)
é um problema linear. A dependéncia nao linear com mg, na férmula (2.51) de atualizacio
do centro de expansao, define apenas o passo do algoritmo, mas nao o problema em si de

estimar 7.

Finalmente, gostariamos de ressaltar a importancia do trabalho de VEMURI & CHEN
(1974), em que nos baseamos para obter os resultados desta segdo. VEMURI & CHEN (1974)
estabeleceram uma inusitada ligagdo do problema de inversio (especificamente, do Inverso

Generalizado), com o da solugao estaciondria de um sistema de equagoes diferenciais lineares
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de la. ordem. Esta ligacdo é potencialmente geradora de muitos resultados importantes em
teoria da inversao porque ela estabelece uma linguagem em comum com um dos campos mais
estudados da Matematica, o das equagdes diferenciais lineares, possibilitando assim o acesso
a grande nimero de teoremas de unicidade, de condicbes de estabilidade, etc. Além disso,
esta ligacdo permite ver o problema da instabilidade em inversio como um problema de caos

deterministico, que é atualmente uma das areas de pesquisa mais férteis em toda a Ciéncia.

2.3.4 A informagao a priori introduzida pelo truncamento da série em momentos
de 2a. ordem

Se a distribuicao de massa ndo for patolégica e desde que estimativas dos momentos

e

: e e e 1 e __ .,€ 1
equivalentes mg, mg,, m;_, 5(mg, —mg, ) e 3(mg,

- — m¢, ) sejam aceitas como sendo também

estimativas dos momentos verdadeiros m.,, my,, Myz, 2(Mz — Mmas) € 2(maz — my,), respec-
tivamente, devemos admitir, de acordo com os resultados da Secdo 2.2.2, que informacéio
suplementar sobre as fontes estd sendo de algum modo introduzida pelo truncamento da
série em momentos de 2a. ordem, que tornou possivel obter estas estimativas através da
abordagem de GOL'TSMAN (1970). Vamos evidenciar agora que informagdes sio estas,
trabalhando na hipétese de que é possivel, dada a anomalia gravimétrica, obter o potencial

gravimétrico em regides harmonicas e vice-versa (GUNN, 1975).

Primeiramente, devemos reconhecer que a validade da representacio de um campo poten-
cial por sua expansao em multipolos, truncada em momentos de uma dada ordem, requer que
as fontes estejam “suficientemente distantes” dos pontos de observagao. Todavia, especificar
exatamente o quao distante do observador devem estar as fontes ndo é um problema simples.
Este problema depende, pelo menos, da mixima ordem pressuposta para os momentos e da
distribui¢do espacial da densidade nas fontes. Como regra geral para assegurar a validade
da expansao em multipolos de campos estticos, REITZ & MILFORD (1964) indicaram que
o raio da esfera de menor volume que contém as fontes deve ser pequeno quando comparado
com as distancias aos pontos de observagdo. No Capitulo 3, estudaremos numericamente
este problema para o caso da série truncada em momentos de 2a. ordem e utilizando, como
fonte andomala, um paralelepipedo de contraste de densidade uniforme. Para este modelo,
mostraremos que é possivel se obterem boas estimativas dos momentos verdadeiros, bastando,
para tanto, que o raio definido na regra geral de REITZ & MILFORD (1964) seja menor
(e ndo muito menor) que a profundidade do centro de massa. Apesar de ser uma restrigio,
a condicdo de estar “longe das fontes” em métodos potenciais ndo é crucial, pois é sempre
possivel aumentar artificialmente e de maneira estével a distincia entre as fontes e o plano

de observagdo através da operagao de continuagio para cima dos campos.
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Admitido que as fontes estao suficientemente afastadas dos pontos de observagio, vamos
agora investigar qual é a propriedade que deve ter a distribuigido espacial do contraste de
densidade a fim de otimizar a representagio do campo anémalo pela expansio em multipolos
truncada em momentos de 2a. ordem. Seja E o conjunto das superficies equipotenciais
geradas no semi-espago superior acima da superficie da Terra S pela distribuicio real anémala,
de massas (Figura 2.2). Dado E, é possivel se obter, em todo o espago, uma familia de
superficies F', a partir de condigdes sobre a forma de F' e do vinculo de que F seja préximo
de E, no semi-espago superior, de acordo com um dado critério (Figura 2.2). Por exemplo,
dado o centro de massa equivalente 7%, , uma familia especifica F** pode ser obtida impondo-
se que F° seja gerada a partir da expressao do potencial gravimétrico contendo momentos
até 2a. ordem, e que a anomalia gravimétrica tedrica obtida deste potencial ajuste, no
sentido dos minimos quadrados, a anomalia gravimétrica medida sobre S. Assim, a ordem
pressuposta para os momentos e a condi¢do de ajuste das anomalias definem um critério de
equivaléncia entre a distribuigido real de massa e a distribuigdo equivalente de massa,

que € especificada pelos momentos equivalentes.

Usando F°, é possivel se obter agora, em qualquer plano que nao contenha o centro
de massa equivalente (7%,), o campo gravimétrico normal a este plano. Em particular, é
possivel se obter a componente z do campo gravimétrico sobre um plano « - y, digamos g,,
a componente y sobre um plano z - z, g,, € a componente z sobre um plano y - 2, g,, todos

esses planos nao contendo 75,. De acordo com os resultados estabelecidos na Segdo 2.2.2, é

€

possivel estimar, a partir de g;, 0os elementos do subconjunto C,_, = {m§, m3, m$, m$,,

1 e e . : —_ e e € e 1 e __ .€ .
2(ms, —mg,)}; a partir de gy, os elementos de C,—, = {m§, mg, mg, mZ,, ;(mg, —mZ )};e

a partir de g;, os elementos de Cy.. = {m§, m¢, mg, m,, 3(ms, —ms )}. Mas C = {m§,

Ty m::za m;z, %(m;y - m:ecz)a %(miz - m;x)’ %(mzz - m;y)}v que éo conjunto

my, m;, mg, mg
dos momentos para os quais provamos haver unicidade, é simplesmente a unido de C,—,,
Cy-; € Cy_,. Assim, desprezar o resto O(R™%), na série infinita da equagdo (2.3), impde
uma condigao de regularizagao (TIKHONOV & ARSENIN, 1977; GLASKO et al., 1977)
sobre as superficies equipotenciais do corpo anémalo, que permite fazer estimativas de z.p,
2(M2z — Mag), 3(Maz — Myy), Mo, € My, as quais, em geral, ndo podem ser obtidas somente
da anomalia gravimétrica. Devido ao resto O(R~°) ter sido desprezado, a distribuicio real
de massa esta sendo aproximada pela distribuicdo equivalente de massa, acima definida,
cuja anomalia gravimétrica tem contribui¢des nao despreziveis apenas dos momentos até 2a.
ordem. Fisicamente, a hipétese mais simples que acarreta a minimizacdo do residuo entre
os campos real e equivalente é supor que a massa andmala real possa ser representada por
uma. fonte de volume finito cuja distribuicdo de massa seja convera e simétrica em relagio

a trés planos mutuamente ortogonais. Se existe simetria na distribui¢do de massa, todos os
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momentos equivalentes impares serdo nulos, uma vez que o centro de massa equivalente é
também o centro de simetria, e a primeira contribui¢do nao nula desprezada é proporcional a
R~%. Esta é a informagdo a priori introduzida na abordagem de GOL’TSMAN (1970), além
da condigio das fontes estarem suficientemente distantes dos pontos de observacgao.

Esta informacao, apesar de ser muito restritiva do ponto de vista matematico, é versatil
o bastante, do pontb de vista geoldgico, para que o método de inversdo a ela associado
modele diferentes tipos de estruturas geologicas como diques, corpos mineralizados e corpos
de granito. Desde que a informacdo a priori expresse aproximadamente um atributo da
distribuicao real de massa, esta abordagem de inversido é capaz de produzir boas estimativas
simultaneas de massa anémala total, posicao de centro de massa e diregoes dos trés eixos

principais, como veremos no Capitulo 3.

E possivel entender agora a impossibilidade de se determinarem todos os momentos, a
partir da equagdo (2.3), como sendo a auséncia de uma condigio de regularizagio sobre
as superficies equipotenciais que permitisse extrapolar, para pontos abaixo da superficie da
Terra, os valores conhecidos do potencial gravimétrico nos pontos acima desta superficie.
Podemos assim identificar a abordagem de inversao de GOL’TSMAN (1970) como um caso
especial do método da selegigo (TIKHONOV & ARSENIN, 1977). Contudo, ao contrério das
aplicagGes usuais do método da selecio (AL-CHALABI, 1970, 1971; BRODSKY, 1981), nio
ha aqui a necessidade de se especificar, de antemao, qual é a forma geométrica do corpo
anomalo e, em conseqiiéncia, o problema permanece linear.

Finalmente, observemos que GRANT & WEST (1965) propuseram uma abordagem de
inversdo bastante similar a de GOL’TSMAN (1970). A equagdo (8-23) de GRANT & WEST
(1965) foi deduzida da expansdo em multipolos do potencial gravimétrico, retendo também
momentos s6 até a 2a. ordem. Mas, em seqiéncia, GRANT & WEST (1965) fizeram a
hipétese de que o corpo andmalo poderia ser espacialmente representado com um tnico
eixo principal e introduziram, na sua equagido (8-24), a dependéncia explicita da anomalia
gravimétrica com os angulos de azimute e inclinacao desse eixo. Desse modo, a expressio
final de GRANT & WEST (1965) tornou-se mais restritiva do que a equacédo (2.41) e também
mais dificil de ser trabalhada, por causa de sua néo linearidade com os angulos de azimute e
inclinacao do eixo principal do corpo anémalo.
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2.4 HIPOTESE A RESPEITO DO NUCLEO POLINOMIAL DOS MOMENTOS QUE PO-
DEM SER DETERMINADOS CONHECENDO-SE APENAS A ANOMALIA GRAVI-
METRICA

Na Secgdo 2.2.2, mostramos que todo momento, ou combinagio linear de momentos, cujo
nucleo polinomial P seja fungdo apenas das coordenadas Cartesianas que definem o plano
de medida, e que tenha Laplaciano nulo, pode ser univocamente determinado conhecendo-se
apenas a anomalia gravimétrica. Além disso, mostramos na Sec¢io 2.3.2 que as fungdes que
formam a base da expansdo em multipolos sdo aquelas que remanesceram na expansio, apds
a eliminagdo do Laplaciano da funcdo de Green, dada pela equagio (2.2), e de todas as suas

derivadas.

Os dois resultados acima podem estar ligados pois, observando a equagdo (2.41), que foi
obtida da equacdo (2.38) apds a eliminacdo do Laplaciano da funcio de Green, vemos que
os momentos, e combinagdes lineares de momentos, cujos nicleos polinomiais P dependem
apenas de z e/ou de y, tém todos a propriedade V2P = 0 e, além disso, eles sio erata-
mente aqueles que podem ser determinados conhecendo-se apenas a anomalia gravimétrica
e descartando-se a ocorréncia de distribuigées patologicas de massa. Desse modo, podemos
fazer a hipdtese de que a propriedade V2P = 0 seja conseqiiéncia apenas do rearranjo dos
momentos, apos a eliminagao na expansao em multipolos do Laplaciano da fungiao de Green
e de todas as suas derivadas. Noés comprovamos a validade desta hipétese para todos os
momentos e combinagdes lineares de momentos até 3a. ordem. Todavia, ndo conseguimos

provar a sua validade geral.

Caso a hipétese acima esteja correta, a determinagiao de um dado momento, sem o uso de
informacdo a priori, € uma conseqiiéncia apenas das propriedades da fun¢io-base da qual ele
atua como coeficiente na expansao em multipolos, e ndo uma propriedade em si do momento.
Esta hipétese é, portanto, razoavel do ponto de vista matematico, pois é fato bem conhecido
que as propriedades de um dado espago sio completamente descritas pela base que define o

espaco.

2.5 SINTESE DO CAPITULO

Como uma contribuigido para esclarecer a questdo, no caso gravimétrico, a respeito
do uso de informacdo a priori na inversio de momentos de fonte, concluimos que qualquer
esquema de inversio, que se baseie no uso da série finita, obtida da expansio em multipolos

do potencial gravimétrico, esta implicitamente incorporando informagao a priori sobre a fonte
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em todos os momentos. Nesta situacdo, estd sendo imposta uma condicio de regularizagio
para as superficies equipotenciais do corpo anémalo, em conseqiiéncia do truncamento da
série na maxima ordem postulada para os momentos. Para séries retendo momentos até 2a.
ordem, por exemplo, pressupde-se que o corpo anémalo seja convexo e tenha volume finito,
que ele esteja suficientemente distante dos pontos de observagio e que a sua distribuicdo
de massa seja simétrica em relacao a trés planos mutuamente ortogonais. Além disso, se a
fonte anémala € isolada, os parametros estimados serdo geologicamente interpretaveis, como

se vera no proximo capitulo.

Por outro lado, sem usar informacao a priori, € possivel determinar univocamente todo
momento, ou combinagio linear de momentos, cujo micleo polinomial seja fungio apenas
das coordenadas Cartesianas que definem o plano de medida e que tenha Laplaciano nulo.
Além disso, nenhum momento cujo nucleo polinomial tenha Laplaciano nao nulo pode ser
determinado. Em particular, dentre os momentos até 2a. ordem, satisfazem estas condigGes
a massa anomala total, as projecoes do centro de massa sobre o plano de medida, o pro-
duto de inércia e a diferenca entre os momentos de inércia em torno de qualquer par de
eixos mutuamente ortogonais contidos no plano de medida. (Obviamente, sempre havera in-
certezas devido ao conhecimento incompleto, discreto e impreciso da anomalia gravimétrica
que poderio, inclusive, tornar instdvel a estimagio destas grandezas.)

A generalizagdo deste trabalho para o caso magnético pode ser feita obtendo-se, desse

modo, uma analise similar para a inversao de momentos magnéticos.
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Figura 2.1 - Superficies U (linha tracejada), D (linha cheia fina) e S (linha cheia
grossa) e volumes Vi e Vp de integragdo. vg é o volume das fontes.

36




Elemento de E

Elemento de F

S (Superficie da Terra)

zVY

Figura 2.2 - Extrapolagdo (linha ponto-tracejada) de uma aproximacdo (linha
tracejada) das superficies equipotenciais (linha cheia) geradas pela
distribui¢do real de massas no semi-espago superior.
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3 - CARACTERIZACAO DAS DIRECOES DOS
EIXO0S PRINCIPAIS E EXEMPLOS DE INVERSAO
DE ANOMALIAS GRAVIMETRICAS SINTETICAS

O objetivo central deste capitulo é apresentar resultados da inversido de anomalias gravi-
métricas tridimensionais sintéticas, através da aproximacao das mesmas pela série truncada
em momentos de 2a. ordem. Todavia, para atingir este objetivo, precisaremos cumprir trés
etapas preliminares.

A primeira etapa sera apresentar uma normalizacdo das fungGes-bases e dos momentos
contidos na série truncada em momentos de 2a. ordem. Esta normalizagdo possibilitara mais
estabilidade numérica a inversao dos momentos e, ao mesmo tempo, facilitari a interpretagio
dos momentos.

A segunda etapa sera fazer um estudo analitico das direcbes principais. Neste estudo,
mostraremos que, apesar de nao se conhecerem isoladamente as dispersoes, sera possivel
estimar as diregbes principais. Além disso, deduziremos qual é a dependéncia das diregées
principais com o centro de expansao.

A terceira etapa serd apresentar os algoritmos a serem usados nos exemplos de in-
versao. Cumpridas essas etapas, passaremos a apresentar os exemplos de inversio com dados
sintéticos.

3.1 NORMALIZACAO DAS FUNGOES-BASES E DOS MOMENTOS

Reescrevendo a equagdo (2.41), que aproxima a anomalia gravimétrica pela série obtida
de sua expansdo em multipolos contendo momentos até 2a. ordem, e presumindo que esta
anomalia é conhecida apenas em pontos discretos k (k = 1,2,..., N) da superficie da Terra,

obtemos que
T Tz 1
g = ®Ymo+ ®im, + ®Imy + Bim, + BV myy + Bm,, + 5@%”(mw - Myy)

Z 1 2z
+ @% my, + §<I)k (Maz — Myz), , (3.1)




em que g € a anomalia gravimétrica medida no ponto (z,yx,0), expresso no sistema de
coordenadas Cartesianas (z,y,z2), em que = - y é a superficie plana da Terra e z é positivo
para baixo. Além disso, Y, ®%, ..., ®i* sdo os valores das fun¢des-bases ¥°(z,y), ¥°(z,y),...,
$**(z,y), calculadas no ponto (zx,y,0), e mo, My, ..., 3(m,, — my,) sdo os momentos ou
combinagbes de momentos de fonte. Por simplicidade na notagdo, nao conservamos o indice *
da equagdo (2.41). Nao obstante, devido ao truncamento da série, estamos presumindo que o
corpo anémalo tem volume finito, que ele se encontra suficientemente distante dos pontos de
observagio e que a sua distribuicdo de massa é convexa e simétrica em relagio a trés planos
mutuamente ortogonais.

Vamos reescrever a equagdo (3.1) como

12 G z ;3 G z " G
n = (45) (Fm)+(955) (Fme) -+ (90 5) (fme)
Tz l4 G 1 2 14 G
+ (005) (Fma) ot (3 5) [R tma ], 52

em que G ¢ a constante universal de atragdo gravitacional e [ é uma distancia de normalizacao
pré-especificada, tendo a mesma magnitude que a coordenada vertical do centro de expansio.

Definindo ¥$ e po como

=yl
k k G
e
G
Ho = 2 mo, (33)

e agindo similarmente para os demais termos contidos na equagio (3.2), podemos reescrevé-la

como
Tz 1
gk = ‘I’gllo + \I’il‘z + \I’z/‘y + ‘I’il‘z + ‘I’:yl‘xy + Ui e, + E\I’Zy(l‘yy - /‘M:)

Z 1 zz
+ Uy + E\I’k (B2z = paz)- (34)

Considerando o conjunto de todas as medidas do campo an6malo, podemos escrever a

equagio (3.4), na forma matricial, como
g=VF, (3.5)

em que g é o vetor de dimensdo N cujo k-ésimo elemento é o campo gravimétrico observado
no ponto (zx,yx,0) e 7 é o vetor de dimensdo 9, cujos elementos sio os momentos, ou
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. ~ . wa e 1
combinagdes de momentos, arranjados na seqiiéncia po, fiz, fty, fzy Py fzzs 3(Hyy = Hzz)y Pyz

€ L(f2z — pizz). Além disso, ¥ é a matriz N x 9 cujo elemento ¥} ; é igual & fungio-base ¥/,
comj = {0, z, y, 2, ..., 2z}, calculada no ponto (zk,yx,0). O conjunto das fungdes-bases
normalizadas é dado por

W = ¢\ (3.6)
Ue = 3cyc,\®, (3.7
W = 3c,c. AP, (3.8)
Ui = (1-3c*)A3, (3.9)
U = 15cec e\, (3.10)
U = 3c,(1 — 5c,2)M, (3.11)
Y = —3(5¢,% —1)c. A, (3.12)
U = 3¢ (1 —5¢.2)AY, (3.13)
U = —3(5¢,% — 3)c, \?, (3.14)
em que |
_ TE— %o
Cy = R y :,
c: = f?_,
i
Y= R
e

R = /(2 — 20)? + (3& — 90)” + 20%,

sendo o, Yo € 2o, as coordenadas do centro da expansdo em multipolos. A equagdo (3.5) é a
que sera efetivamente usada para estimar os momentos.

Observemos que as fungdes-bases, dadas pelas equagdes (3.6) a (3.14), sdo adimensionais
e, assim, os momentos normalizados po, fiz, fy, -+ %(Pzz — pzz) t€m todos a mesma unidade,
que é igual & unidade de campo gravimétrico. Nés podemos identificar go, na equagio (3.3),
como sendo a contribuicao da massa anémala total para o campo medido em qualquer ponto
cuja distancia ao centro de massa seja igual a l. Os demais momentos, na equagio (3.4),
podem ser interpretados de modo similar. A equagédo (3.5) é mais adequada do que a versdo
matricial da equacdo (3.1) para a estimacio dos momentos, porque a matriz ¥ é melhor
condicionada que a matriz 3, 0 que proporciona maior estabilidade numérica & estimacao
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Tabela 3.1 - Resultados da decomposicdo em valores singulares da matriz ¥. Em
cada coluna da tabela, 0s nove primeiros elementos expressam uma
coluna da matriz ortogonal V (LANCZOS, 1961) e o décimo elemento
€ o valor singular associado a esta coluna de V. Os elementos de 1%
estio multiplicados por 10%. A matriz ¥ foi calculada numa malha
centrada no ponto (15, 15, 0) em km, contendo 31 x 31 pontos igual-
mente espagados de 1 km. O centro de expansio utilizado foi o ponto
(15, 15, 5) em km.

momentos 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ho 0 0] -650 0] -731 ] 5290 0 0| -8430
U -1338 | 1039 0 0 0 01-9279 | 3322 0
Ky 1039 | 1338 0 0 0 0]-3322 | -9279 0
e 0 0] 2920 0 210 | -7713 0 0] -5248
Py 0 0 0 | -10000 0 0 0 0 0
[T 7783 | -6046 0 0 0 01]-1595 571 0
Byy — Pzx 0] 0] 4592 0|-8858 | -674 0 0 -9
Hy- -6046 | -7783 0 0 0 0| -571|-1595 0
Moz — Pz 0 0] -8364 0]-4071 | -3474 0 01]-1182

valor sing. | 372,4 | 372,4 [ 307,0 | 183,5 | 82,7| 485 | 30,6 | 30,6 | 1L1

dos momentos. Além disso, os momentos normalizados p; sio de mais ficil manuseio do
que os nao normalizados m;, porque os momentos normalizados sio €Xpressos em nuImeros
menores que 08 néo normalizados, e vale entre 0s momentos normalizados a regra aproximada
de que os momentos de ordem inferior sio maiores que os momentos de ordem superior.

Na Tabela 3.1, apresentamos a decomposigdo em valores singulares (LANCZOS, 1961)
da matriz \Il na equagao (3.5), numa situagio tipica dos exemplos a serem apresentados
Podemos observar nesta tabela, que a razio entre os valores singulares extremos de W é
menor que 34. Assim, T 4 tipicamente uma matriz bem-condicionada, o que possibilitara
estabilidade na inversio dos elementos do vetor %, como veremos. Observemos, ainda na
Tabela 3.1, que as s combinagdes lineares entre os elementos de 7 (expressas pelas colunas da
matriz ortogonal V) confirmam numericamente a existéncia de possiveis acoplamentos entre
momentos, que foram evidenciados pela equagio (2.42).
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3.2 ESTUDO DAS DIRECOES DOS EIXOS PRINCIPAIS

Nesta segao, vamos caracterizar matematicamente as dire¢des principais e mostrar que
¢ possivel calcula-las, mesmo sem conhecer isoladamente as dispersées. Além disso, vamos
estudar a dependéncia das diregdes principais com o centro de expansao, de modo a fornecer
embasamento tedrico para entender os resultados da inversao.

3.2.1 Caracterizagao das diregdes dos eixos principais a partir da diagonalizacao
da matriz de espalhamento

Seja (o, Yo, 20) 0 centro de expansdo. Vamos definir a tripla de transformacées do sis-
tema de coordenadas (z’,y’,2') = (x — %o,y — Yo, 2 — 20), nos sistemas (z’,u,v), ({,u,n) e
finalmente (¢, 6,7), por rotagdes sucessivas em torno dos eixos z', u e 5, de angulos a, 8 e 7,
respectivamente. Uma rotagao em torno de um eixo sera considerada positiva quando ela for

anti-horaria para um observador olhando no sentido negativo do eixo.
Aplicando estas rotagoes a matriz de espalhamento —E, dada por

Mgz Mgy Mg,
E=1 mgzy my my, |, (3.15)

Mgz My; My,

obtemos uma nova matriz de espalhamento _E_p, , dada por

ﬁRa

Ep = _—Ry ﬁOtT ﬁﬁT =R1Ta (3.16)

&
]

em que

1 0 0

0 cosa sina

il
I

0 —sina cosa

¢ o operador de rotagao em torno do eixo z’ e Rg e R, sdo, respectivamente, os operadores

de rotagdo em torno dos eixos u e 7, similarmente definidos.

Para que F,, seja uma matriz principal de espalhamento, é necessario que os seus

termos fora da diagonal principal sejam nulos, satisfazendo as seguintes condigdes:

sin 29[(Dye + Q) — sin’B(D,. — Q) — —21—sin 28 Pl +cos2y(sinfR+cosBT)=0, (3.17)

cos([sin 26(D,z — Q) + cos 2 P] +siny(cos BR —sin B T) = 0, (3.18)
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—siny[sin28(D;; — Q) + cos2p3 P] + cosy(cos S R —sinfT) =0, (3.19)

em que
P = cosamg, —sinamgy, (3.20)
Q = sin*aD,, + %sin 2a my,, (3.21)
R sin 2a D,, + cos 2a my,, (3.22)
T = cosamgy+ sinamy,, (3.23)
1
D,, = E(m,W - Mgy), (3.24)
1
D,, = §(mzz - mzz) (325)
e
1
D.y = E(mzz — Myy). (3.26)

Os angulos a, B e v, que satisfazem o sistema ndo linear de equagdes (3.17) a (3.19),
especificam as diregSes dos eixos principais, para o centro de expansdo no qual os momen-
tos foram calculados. Estes angulos podem ser assim identificados como angulos de Euler
(GOLDSTEIN, 1959), que déo a orientagio espacial do corpo anémalo em relacdo ao sistema
de eixos (z’,y’,2'). Observemos que para resolver o sistema de equagdes (3.17) a (3.19),
precisamos conhecer, apenas, as correlacdes e as diferengas entre pares de dispersées. Como
mostramos no Capitulo 2, estas grandéza.s podem ser univocamente estimadas, a partir da
anomalia gravimétrica, uma vez admitido que esta anomalia possa ser aproximada por uma

série finita retendo, pelo menos, momentos de 2a. ordem.

O sistema de equagdes (3.17) a (3.19) pode ser simplificado explicitando-se v, em funcio

de a e 3, como

_ sinBR+cosBT
tan2y = sin? B(Doz — Q) — Lsin28 P — (Dye + Q) ’ (3.27)
e deixando-se assim acoplados apenas a e 3, no sistema reduzido dado por
cosBR—sinBT = 0 (3.28)
sin28(D.z — Q)+ cos28 P = 0, (3.29)

estando P, @Q, R, T, Dy, D,; e D,, definidos nas equagdes (3.20) a (3.26), respectivamente.

Os resultados acima obtidos revelam que a etapa de estimagdo das diregGes principais
equivalentes é um problema nio linear. Contudo, dentro do contexto global de estimagio
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dos momentos equivalentes (e dos parametros que podem ser posteriormente obtidos através
dos mesmos), esta etapa ficou bastante simples e ficil de ser realizada. Na realidade, as
operagoes de rotagao definidas na equagio (3.16) representam a operagio de diagonalizacio
da matriz de espalhamento f, dada pela equagdo (3.15). Assim, embora que do ponto de vista
geofisico esta etapa nao linear seja extremamente importante, do ponto de vista numérico
ela tornou-se um pequeno apéndice apds a estimacdo dos momentos equivalentes, que é um
problema linear. Isso revela a superioridade da abordagem de GOL’TSMAN (1970), sobre a
de GRANT & WEST (1965), para estimar o posicionamento espacial de um corpo anémalo.
Enquanto que a abordagem de GOL’'TSMAN (1970) é basicamente linear, com apéndices
néo lineares, a de GRANT & WEST (1965) é completamente ndo linear porque estes autores
introduziram, ja na formulagdo inicial do problema, a nio linearidade intrinseca ao céalculo

das diregbes principais.

Os angulos de Euler obtidos da solugdo das equacdes (3.27) a (3.29) especificam, de
maneira indistinta, as trés diregbes principais. Ou seja, esta solugio nao permite determinar
a ordem relativa de importancia dos trés eixos principais. Para determinar esta ordem,
mostramos na proxima segdo que é suficiente especificar, de antemao, qual é o sinal do

contraste de densidade.

3.2.2 Determinacao da ordem relativa dos eixos principais equivalentes

Nesta segcdo, vamos provar que é possivel identificar quais sdo os eixos principais equiva-
lentes maior, intermediario e menor. Para tanto, vamos fazer a hipétese de que o contraste
de densidade p seja positivo, de modo que a matriz de espalhamento f, definida na equagdo
(3.15), seja positivo-definida. Além disso, vamos definir D como:

6 ma;y ma:z
D= May 6+ (Myy — Myyz) my, , (3.30)
Mgy myz 6 + (mzz - mx:z:)

em que § é numero real qualquer. Assim,
E =D + (mgs — 6)I, (3.31)
em que T é a matriz identidade.

Observemos que as diferengas entre os pares de elementos situados na diagonal principal
de D sio iguais as diferencas entre os pares similares de elementos situados na diagonal
principal de E. Assim sendo, as condi¢cées de diagonalizagdo das matrizes D e E sio as

mesmas, ja que estas condi¢Oes s6 dependem das correlacoes e das diferencas entre pares de
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dispersdes. Isto significa que, para qualquer valor de § na equagio (3.30), as estimativas das
diregdes dos eixos principais obtidas de D sio iguais as que seriam obtidas de f, a menos
de permutagées e mudangas de sentido nestes eixos. Vamos provar, a seguir, que existe e é
possivel determinar um valor minimo (éix) para &, de tal modo que as diregSes dos eixos
principais, calculadas através das matrizes Ee 7)—_, sejam exatamente iguais inclusive em

ordem relativa e sentidos.

Vamos fazer a decomposicido em autovalores e autovetores (LANCZOS, 1961) das matrizes

EeD: o

E=Ug Ag Ug (3.32)
© = = = =T

D=Up Ap Up, (3.33)

em que Ag é a matriz diagonal de autovalores e Ug é a matriz ortogonal de autovetores,
ambas associadas com E, e em que Ap e Up estdo similarmente definidas em relagio a D.

Devido as condicoes de diagonalizacdo de E e D serem as mesmas, podemos afirmar que

ﬁp = Ug P ?, (3.34)

em que P é uma matriz de possiveis permutagdes de colunas e T é uma matriz de possiveis tro-
cas de sinal dos elementos das colunas. Usando as equagdes (3.31) a (3.34) e as propriedades
das matrizes envolvidas, é facil obter que '

Ap=T P [As+(-me) | PT,

que podemos extender como

Ao o0 AP 46— m,, 0 0

=T =T —_— =
0 X o |=PT- 0 AE 46— mys 0 -PT, (3.35)
0 0 X 0 0 AP+ 6 —my,

em que AP e A\F, com i=1, 2, 3, sdo os autovalores de De -E—, respectivamente. Devido
E ser positivo-definida, todos os seus autovalores sio positivos. Além disso, sem perda de
generalidade, podemos ordenar os autovalores de E (e de =D=) em sentido decrescente, obtendo
assim AF > AF > \F > . '

Para fazer com que Up seja igual a Uz na equagio (3.34) (e, assim, impor que as diregdes
principais obtidas das colunas de Up sejam iguais as obtidas de Ug), é suficiente forcar que

~|

PT=

b

45




o que implica que cada autovalor de D seja igual ao correspondente autovalor de E somado

ad—mg,.

Por outro lado, para que ﬁp seja igual a ﬁE na equacao (3.34), é necessirio que D tenha
a mesma propriedade de E de ser positivo-definida, isto é, AP > AP > AP > 0. Unindo os

resultados obtidos, concluimos que
8> mgy — AP, (3.36)

para que as direcbes principais obtidas das colunas de ﬁp sejam iguais as obtidas de —U—E

Observemos na inequagio (3.36) que, embora m,, e A¥ sejam desconhecidos, eles sdo
necessariamente limitados e, assim, existe é,,;, tal que as dire¢ées principais obtidas por D
sejam exatamente iguais as que seriam obtidas por ﬁ, ja que 6 pode ser arbitrariamente
grande. A seguir, vamos demonstrar que € possivel determinar exatamente o valor de iy,

conhecendo-se apenas as correlagdes e as diferencas entre pares de dispersoes.

E facil obter que a equagdo caracteristica associada aos autovalores da matriz ﬁ, na
equacio (3.30), é dada por

(6 = APoY? 4 b(§ — APoY? 4 (6 — AP0) +-d = 0, (3.37)
em que
b = (myy — Mmaz) + (M2 — Mag),
¢ = m2,md, 4 md, — (myy — mag)(Mes —ma),
d = 2mgmgmy, — m?:y(mzz = Mgg) — mi,(my, — Maz),

AP = § 4 A\Do e A\Do 530 os autovalores da matriz particular ﬁo em que § fosse tomado
nulo. Observemos na equagio (3.37) que qualquer valor é§ ndo nulo atua na forma de uma
translagio em AP no eixo real. Assim, se AP° é o menor valor singular de Dy, para forgar D

ser positivo-definida basta fazer

6min > _ASDO-
Além disso, observemos que a determinacio de AP s6 depende dos coeficientes b, c e d, acima
definidos, que por sua vez s6 dependem das correlagoes e diferengas entre pares de dispersoes.

A determinacao de ,,;,, através da menor raiz de um polinémio de grau 3 nio é conveniente
do ponto de vista algoritmico. Todavia, ndo é importante determinar exatamente o valor
8min, embora nao seja conveniente superestima-lo, para evitar a degradacdo dos célculos na

diagonalizagido da matriz D. Uma majoragao segura e sem super-estimacio excessiva de 8y
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pode ser obtida através do Teorema de Gershgorin (RALSTON & RABINOWITZ, 1978).
Este teorema afirma que se A é uma matriz arbitraria N x N de elementos complexos a;;, 0s
autovalores de A estdo contidos dentro dos circulos cujos centros sao os elementos a;; e cujos

raios R; sao dados por

N

Ri= ) lal.
i=Li#i
Desse modo, é suficiente fazer
bmin > max |r; — diil, (3.38)

em que r; e d;; sdo os raios e os elementos da matriz Dy em que 6 foi tomado nulo.

Na hipétese de que o contraste de densidade p seja negativo, a matriz de espalhamentos
E seria negativo-definida. Neste caso, por analogia, é suficiente definir um valor miximo
(6maz) para & de tal modo que D seja também negativo-definida. Para tanto, basta fazer

6maz < —mMin |re — disl, (3.39)

em que estas grandezas tém os mesmos significados acima.

Em resumo, provamos que a ordem relativa de importancia das dire¢des dos eixos prin-
cipais equivalentes pode ser resgatada da imposigdo de que a matriz D tenha a mesma
propriedade da matriz E de ser positivo-definida, ou negativo-definida, de acordo com o sinal
do contraste de densidade.

3.2.3 Dependéncia das diregdes dos eixos principais com o centro de expanséo

Em geral, somente o momento nao nulo de menor ordem, que estd presente na repre-
sentacido exata da expansdao em multipolos, é independente do centro de expansdo (JACK-
SON, 1983). Assim, em qualquer situagdo pratica, os momentos de 2a. ordem de fonte
gravimétrica dependerdo da posicdo do centro de expansao, o que faz com que as diregdes
principais também dependam. Vamos definir linhas de espalhamento de massa como sendo
as linhas ao longo das quais a massa realmente se distribui, como ilustra a Figura 3.1. As
linhas de espalhamento de massa sdo, assim, aquelas que tém realmente significado geologico.
Contudo, ndo podemos determinar estas linhas pois para isso teriamos que conhecer a prépria
distribuicdo do contraste de densidade. Além disso, ndo podemos determinar nem mesmo
as direcdes principais verdadeiras do corpo andémalo (isto é, aquelas calculadas com os mo-

mentos exatos desse corpo, sendo estes, por sua vez, calculados com o centro de expansio
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sendo o centro de massa verdadeiro do mesmo), pois ndo podemos estimar todos os momen-
tos necessarios para este calculo conhecendo-se apenas a anomalia gravimétrica. Na verdade,
o melhor que podemos fazer é introduzir informacao a priori sobre o corpo anémalo e, as-
sim fundamentados, estimar as diregdes principais equivalentes isto é, aquelas obtidas com
o centro de expansio sendo o centro de massa equivalente. A semelhanca entre linhas de
espalhamento de massa e diregdes principais verdadeiras e equivalentes depender4, assim, da
veracidade da informacdo a priori de que o corpo anémalo tenha trés planos mutuamente
ortogonais de simetria, além da validade da condicdo de que as fontes estejam suficientemente
distantes dos pontos de observacao.

Mesmo admitida a veracidade destas informacées a priori, as dire¢bes principais equiva-
lentes s6 podem ser estimadas com precisio finita, pois a anomalia gravimétrica é conhecida,
com precisdo limitada, em pontos discretos e numa éarea finita. Desse modo, os efeitos na
determinacdo das dire¢des principais equivalentes devidos as incertezas no conhecimento dos
momentos, do centro de massa e do préprio campo, entre outros, devem ser analisados. Con-
tudo, uma dedugao analitica do efeito conjunto dessas incertezas é impraticavel e, assim, este
problema sera tratado de forma numérica nos exemplos de inversdo a serem apresentados
na Se¢io 3.4. Nio obstante, com o objetivo de fornecer subsidios para entender a influéncia
da posi¢do do centro de expansido (que verificamos ser de fundamental importancia para a
correta interpretagao das estimativas das diregbes principais), vamos aqui investigar, ana-
liticamente, a dependéncia das direcbes principais de um corpo, com a posi¢io do centro de
expansao, supondo que se conhecem, exatamente, a massa andmala total e os momentos de
2a. ordem verdadeiros deste corpo.

Seja (u,v,w) um sistema de coordenadas Cartesianas cujos eixos coincidem com as
direcoes principais verdadeiras e cuja origem O coincide com o centro de massa verdadeiro
CM de um dado corpo (Figura 3.2). Usando as definicbes dos momentos de 2a. ordem
verdadeiros e relagbes analogas ao Teorema dos Eixos Paralelos para pares de momentos
de inércia (GOLDSTEIN, 1959), é possivel relacionar a matriz de espalhamento ip, calcu-
lada num ponto P = P(v/,v',w’') qualquer, com a matriz principal de espalhamento ﬁcm,
calculada no centro de massa verdadeiro, por

Ep = _E—cm + mof,

ou, explicitamente, por

Myy Myy Myy Muu 0 0 ul2 u'v' u'w
Myy Moy Mow | = 0 M, 0 + mo| uwv' 0% VW |,
Myw Myw Myw 0 0 My, vw vw w?

em que mo é massa anOmala total e, por definicdo, M,, > M,, > M,,,.
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Para evidenciar qual é a dependéncia das direges principais com o centro de expansio
P, devemos caracterizar a dependéncia dos autovetores de Ep com as coordenadas u, v
e w' do ponto P. Vamos definir como sendo (up,vp, wp) (Flgura 3.2) o sistema de eixos
cujas diregbes coincidem com as dire¢des dos autovetores de Ep e que indicam, portanto,
as diregdes dos eixos principais calculadas em P. Vamos simplificar ainda mais o nosso
problema restringindo w’ = 0, de modo que wp permanecera paralelo a w e, assim, uma
simples rotagdo em torno do eixo wp possibilitard que as direcdes de u e up venham a ser
coincidentes. N6s iremos deduzir expressdes para o ingulo de rotagdo a = a(u’,v’), entre os
eixos u e up (Figura 3.2), e provar que o centro de massa é um ponto de sela na superficie
da fungdo a(v/,v’).

A dlrega,o do eixo up ests associada com o maior autovalor da matriz reduzida de espa-
lhamento E,.ed dada por

= ( M., + mou™ mou'v’ )

Ered =
mou'v’ M,, + mov™

As raizes da equagdo caracteristica associada com E,.; sio dadas por

1+6 1¥6 u'? 4 v
A= Mo (T) t Moo (T) o (—2— ’
em que '

u’? — p?2 2 u? 4 o2 2 u? —op2 \?
= _— 2 e - > .
6 [1 *+ Mo (Muu + Mvv)] *+mo [(Muu - Mvv) (Muu + Mvv) - 0’ (3 40)

sendo o limite inferior para § na equagio acima conseqiiéncia do fato que M,, > M,,. E

possivel agora obter que tan o pode ser dada tanto por

2mou'v’
t = 41
T BF 1) (May — Moy) + mo(u? — 07)’ (341)
como por
6—1) My, — M,, -
tana = ( (M, )+ mo(v® — u ) (3.42)
2mou'v’
Observemos que quando mou? > M,, e mov”? > M,,
'
tana = i
o mesmo acontecendo quando M,, = M,,, revelando assim que, nestas condigbes, a dis-

tribuicdo de massa se comporta como um ponto de massa.
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Usando as equagdes (3.41) e (3.42), nés mostramos no Anexo II que o sinal da fung¢do
tan a, em todo o plano u - v, é dado pelo sinal do produto u’ - v’. Além disso, uma vez que
tan o é uma funcao continua em u’ e v’, o centro de massa verdadeiro é um ponto de sela na
superficie de tan a. Em conseqiliéncia, uma vez definido a no intervalo —90° a 90°, a prépria
fungio a(u’,v’) terd também um ponto de sela na origem do plano u - v, como queriamos
demonstrar.

Dois exemplos da superficie de o estdo mostrados nas Figuras 3.3 e 3.4. Em cada um
destes exemplos, os valores de a foram calculados usando-se a equacdo (3.42). Os valores
dos momentos M,, e M,,, necessarios para fazer este calculo, foram obtidos usando-se as
placas retangulares, com distribui¢des uniformes de massa, mostradas em linha tracejada nas
Figuras 3.3.a e 3.4.a. Ambas as placas tém a mesma massa, de valor unitirio (em unidade
arbitraria).

Vamos usar esses dois exemplos para revelar como um erro na estimativa da posigao do
centro de massa afeta a determinacao das direg¢bes principais, a depender de como a massa
esta distribuida no corpo. Vamos supor que os pontos P e @) sejam duas estimativas de
centro de massa para ambas as placas nas Figuras 3.3.a e 3.4.a. Do exame dos valores de a,

em P e @), nestas figuras, podemos concluir que

(1) para um mesmo corpo, a discrepancia entre diregbes principais estimadas e direcdes
principais verdadeiras é tanto maior quanto maior for a distancia entre o centro de massa
estimado e o centro de massa verdadeiro, desde que P e () estejam sobre uma mesma
reta, contendo também esta reta o centro de massa, e ndo sendo ela coincidente com o
eixo u ou com o eixo v. Se P estiver sobre um desses dois eixos, as direg¢des principais
estimadas irdo concidir com as direcdes principais verdadeiras ndo importando quao
distante P possa estar do centro de massa verdadeiro;

(2) para uma mesma estimativa de centro de massa, digamos P, a discrepancia entre direcoes
principais estimadas e diregGes principais verdadeiras é tanto menor quanto maior for

a diferenca M,, — M,,.

A extensdo dessa andlise, para um centro de expansio arbitririo P(u',v’,w’), em que
w' # 0, é possivel, embora exija cilculos muito mais longos (e tediosos). Contudo, uma vez
que o nosso objetivo é, apenas, estabelecer uma base tedrica para entender estruturalmente o
comportamento das dire¢des principais com a posigao do centro de expansio (visando fornecer
subsidios para julgamento dos resultados numeéricos), esta extensdo nio sera realizada, pois j4
é possivel concluir que a estimagdo das diregdes principais € controlada, fundamentalmente,

pelas diferencas entre os momentos de inércia do corpo anémalo (medidos em torno dos eizos
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principais), pela distdncia entre centro de massa estimado e centro de massa verdadeiro e
pela diregdo, em relagdo as diregdes principais verdadeiras, da reta que une estes dois centros.
Passaremos agora a descrever os algoritmos que serao utilizados nos exemplos de inversao a
serem apresentados na Secao 3.4.

3.3 DESCRICAO DOS ALGORITMOS

Trés algoritmos serao utilizados nos exemplos de inversio. O primeiro se destina a obter
uma estimativa dos momentos equivalentes e das trés diregdes principais equivalentes, que
passaremos a chamar de estimativa pontual. O segundo algoritmo tem por objetivo veri-
ficar, no entorno da estimativa pontual, a sensibilidade desta estimativa a erros contidos nas
estimativas dos momentos de 2a. ordem equivalentes. O terceiro algoritmo tem por obje-
tivo fazer uma analise de estabilidade dos momentos e das direcGes principais equivalentes.
Denominaremos estes algoritmos, respectivamente, por Algoritmo de Estimagao Pontual,
Algoritmo de Analise de Sensibilidade e Algoritmo de Anélise de Estabilidade. A seguir,
descreveremos estes trés algoritmos, tanto com o objetivo de facilitar a apresentacio dos re-
sultados dos exemplos de inversao, como de proporcionar condigdes de se reproduzirem estes

resultados.

3.3.1 Algoritmo de Estimagao Pontual

Este algoritmo consta de duas fases: a primeira é obter as estimativas dos momentos
equivalentes e a segunda é calcular as diregdes principais equivalentes, uma vez conhecidas

as estimativas desses momentos.

Para estimar os momentos equivalentes, usamos em duas etapas o Algoritmo de Gol’ts-
man, j& apresentado na Secdo 2.3.1. Na primeira etapa, aplicamos este algoritmo a equagao
similar & equacdo (3.5), mas retendo momentos s6 até la. ordem. O centro de expansio
final desta etapa é entdo utilizado como centro de expansio inicial para resolver a equagio
(3.5). Denominaremos de estimativas de ordens 1 e 2 as estimativas dos momentos
equivalentes, que sio obtidas na dltima iteracdo das etapas 1 e 2 de utilizagio do Algoritmo
de Gol’tsman, respectivamente. Além disso, denominaremos de aproximacoes de la. e
de 2a. ordens as aproximagcoes obtidas para a anomalia observada com as estimativas dos
momentos equivalentes de ordens 1 e 2, respectivamente. O uso destas duas etapas se deve
ao fato de que as discrepancias entre as estimativas de ordens 1 e 2 permite que se tenha
uma idéia do grau de esfericidade do corpo andémalo. Esta informacdo é muito importante

para a correta interpretacdo dos resultados da inversdo, como veremos.
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Por vezes, o Algoritmo de Gol’tsman nao apresenta convergéncia em relacao a estimativa
de ordem 2 de z.,, e de todos os momentos a ela acoplados. Esta dificuldade é conseqiiéncia
da inadequagdo do passo de evolugdo do Algoritmo de Gol’tsman, ou seja, do passo de
evolugio do Método de Euler—Cauchy, para encontrar a solucdo estacionaria do sistema
de equagdes diferenciais lineares de la. ordem, solugio esta que especifica os momentos
equivalentes. No entanto, é possivel obter a solugdo estacionaria para as estimativas de or-
dem 2, se modificarmos a férmula de atualizacao na iteragdo ¢ + 1 da estimativa de ordem 2

da profundidade do centro de massa 2:'! (até entdo associada com a equagio (2.21)) para

P m.”‘; 51+ 2, (3.43)

em que fi{ e jii sio os momentos normalizados da iteragdo ¢ de ordem zero e de la. ordem
em z, respectivamente, 2! é a estimativa de ordem 2 da profundidade do centro de massa
da iteracdo i, ! é a distancia de normalizacao e C' é uma constante de mesmo sinal que
jis. Nesta situagdo, a introdugido da constante C ocasiona uma evolucio mais lenta ou
“amortecida” para as estimativas de ordem 2, o que possibilita a obtencdo de sua solugio
estaciondria. Denominaremos de versdes amortecida e nao amortecida do Algoritmo
de Estimagdo Pontual as versdes deste algoritmo que utilizam as formulas (3.43) e (2.21),
respectivamente, para determinar o passo de evolucido das estimativas de ordem 2 de zy.
A primeira tentativa de obtengdo dos momentos equivalentes é feita sempre com a versdo
nao amortecida do Algoritmo de Estimacio Pontual. Caso a solugio estacionaria nio seja
atingida, fazemos a seguir outras tentativas com a versdo amortecida do algoritmo, usando
valores crescentes para a constante de amortecimento C, até que a solucdo estaciondria seja
alcancada.

Em cada iteragdo de qualquer uma das duas etapas e versdes acima referidas, o calculo
dos momentos, a partir da equagdo (3.5), ou sua similar de la. ordem, foi efetuado com a
subrotina SVA de LAWSON & HANSON (1974). Entre outros resultados, esta subrotina
fornece as solugdes de Inverso Generalizado do vetor I (LANCZOS, 1961) presumindo-se
desde posto um até posto completo. Como estamos interessados na solugio de minimos
quadrados para os momentos, adotamos para f a solugdo de posto completo (LANCZOS,
1961). E importante ressaltar que a subrotina SVA nio demanda o célculo da matriz de
Gram $T$ para a obtencao dos momentos, o que evita a degradagio da precisdo numérica
advinda do pior condicionamento de —W_T$ em relacdo ao de [7

Uma vez conhecidas as estimativas de ordem 2 dos momentos, em um centro de expansio
qualquer, para estimar as diregbes principais neste centro, fazemos a decomposi¢do em au-
tovetores e autovalores da matriz D, definida na equagéo (3.30). Os elementos da diagonal

de D sio obtidos usando um valor & compativel com 6y, definido na inequacio (3.38), ou
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com g, definido na inequagdo (3.39), para contrastes de densidade positivos ou negativos,
respectivamente. Os eixos principais maior, intermediario e menor sio paralelos aos autove-
tores associados com os autovalores de D ordenados no sentido decrescente.

3.3.2 Algoritmo de Andlise de Sensibilidade

O objetivo do Algoritmo de Analise de Sensibilidade é caracterizar, no entorno da esti-
mativa pontual das direcdes principais equivalentes, a sensibilidade desta estimativa a erros
contidos nas estimativas dos momentos de 2a. ordem equivalentes.

Vamos definir, a partir das equacdes (3.28) e (3.29), as fungdes f, = fi(e/,8) e fo =

f2(a, B') como

fi = cosf'R—sinf'T, (3.44)
fa = sin28(D,, — Q) + cos 28’ P, (3.45)

emque P, Q, R, T, Dy, D,, e D,, estao definidos nas equagdes (3.20) a (3.26), respectiva-
mente, e o’ e B’ variam de —90° a 90°.

As intersecoes das curvas de isovalor igual a zero das fungdes f; e f,, definidas nas equagdes
(3.44) e (3.45), respectivamentes, sdo as solugdes a e S do sistema de equagdes (3.28) e (3.29).
Estas intersegdes, juntamente com os correspondentes valores de 7 (calculados pela equagio

(3.27)), especificam as diregdes principais equivalentes.

Vamos relaxar a condi¢do de que somente as interse¢des acima definidas sejam solugdes
do sistema de equagbes (3.28) e (3.29). Para tanto, vamos também aceitar as solugdes a-
proximadas que sdo permitidas pela presenca de erros nas estimativas dos momentos de 2a.
ordem equivalentes. Estas solucbes aproximadas podem ser especificadas através dos pares
de angulos a e 3, para os quais sejam simultaneamente vélidas as desigualdades

| fi(e,8) IS L, (3.46)
| o, B) IS L, (3.47)

em que L é um ndmero positivo préximo de zero. Vamos admitir também que, sendo L
pequeno, a equagdo (3.27) continue vélida para estimar . O Conjunto de angulos a, 8
e v assim obtidos especificam as rotagdes que levam a distribuicdo de massa equivalente a
posi¢oes espaciais muito prozimas daquelas que sido obtidas das solugoes exatas do sistema de
equagdes (3.28) e (3.29). Assim, representadas em conjunto num estereograma de igual area,
estas trincas de angulos revelam a sensibilidade da estimativa pontual dos eixos principais

equivalentes a erros nos momentos de 2a. ordem equivalentes.
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Os pares de angulos a e # que satisfazem simultaneamente as desigualdades (3.46) e (3.47)
podem ser facilmente obtidos. Para tanto, basta testar sistematicamente estas desigualdades
em pontos de uma malha regular, cobrindo toda a regido fisicamente admissivel do plano
o - B', e armazenar somente os pontos que a satisfazem. Observemos que a anilise de
sensibilidade tem a deficiéncia de nao reconhecer a ordem relativa de importancia dos eixos
principais equivalentes. Nao obstante, como esta ordem relativa é reconhecida pelo Algoritmo

de Estimacgdo Pontual, ndo ha perda de informacao.

3.3.3 Algoritmo de Anilise de Estabilidade

Dada uma anomalia gravimétrica, para caracterizar se a aplicagio & mesma do método
de inversdo em estudo é um problema bem-posto, no sentido d¢ HADAMARD (1902), pre-
cisamos investigar se as estimativas obtidas sdo estaveis em relagio a pequenas pertubagdes
da anomalia. Analiticamente, este é um problema muito dificil de ser abordado. Contudo, é
possivel trata-lo numericamente de maneira muito simples. Para tanto, é suficiente obter um
conjunto de N de estimativas pontuais de ordem 2 dos momentos equivalentes, contaminando,
a cada vez, a anomalia observada com uma seqiiéncia diferente de ruido pseudo-aleatério.
Estas seqliéncias de ruido podem simular, por exemplo, erros experimentais de medigiao da
anomalia gravimétrica. As N estimativas pontuais de ordem 2 dos momentos equivalentes (e
grandezas obtidas a partir das mesmas) revelam, pela sua variabilidade, se estas estimativas

Sao ou nao estaveis.

O Algoritmo de Analise de Estabilidade é o algoritmo que obtém o conjunto acima definido
de N estimativas pontuais de ordem 2 dos momentos equivalentes. Este algoritmo se cons-
titui, pois, da aplicacdo sucessivas vezes do Algoritmo de Estimacio Pontual, uma para
cada contaminacdo diferente da anomalia gravimétrica. Todavia, para evitar desperdicio de
tempo de computacdo, somente na primeira contaminagio da anomalia gravimétrica usamos a
primeira etapa do Algoritmo de Estimacdo Pontual (que obtém as estimativas de ordem 1 dos
momentos equivalentes). Da segunda contaminagio em diante, o centro de expansio inicial,
para obter as estimativas de ordem 2 dos momentos equivalentes, passa a ser a estimativa de

ordem 2 do centro de massa equivalente da contaminagdo anterior.

Para contaminar a anomalia gravimétrica, adicionamos a mesma diferentes seqiiéncias de
ruido pseudo-aleatério seguindo uma distribuicido Gaussiana de média nula. Estas seqiliéncias
de ruido foram geradas com a subrotina URANDN de FORSYTHE et al. (1977). Devemos
ressaltar que em cada nova contaminac¢io da anomalia, a seqiiéncia de ruido aleatério a ser

utilizada substitui e ndo se soma a seqiiéncia de ruido da contaminagio anterior.
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3.4 EXEMPLOS DE INVERSAO COM DADOS SINTETICOS

Apresentamos, nesta secdo, dez exemplos de inversio de anomalias gravimétricas tridi-
mensionais sintéticas. Nestes exemplos, as anomalias foram geradas por prismas, esferas,
troncos de piramides e distribuigbes aleatérias de massas pontuais. As anomalias geradas
com os corpos de geometria regular podem simular, por exemplo, anomalias causadas por
batélitos de granito. Por outro lado, o exemplo com as distribui¢des aleatérias de massas

pontuais pode simular um caso de prospec¢io mineral.

No primeiro exemplo, investigaremos qual deve ser a relagio entre o raio da esfera de
menor volume que contém as fontes e a profundidade do centro de massa, para que a condigio
de fonte distante das observagdes seja satisfeita. Nos nove exemplos restantes, os corpos
anomalos utilizados satisfazem esta condigio.

No segundo exemplo, vamos discutir os resultados da inversdo para um prisma de con-
traste de densidade uniforme e de lados diferentes. A seguir, do terceiro ao oitavo exemplo,
mudaremos parametros do corpo andémalo, da malha de geracdo do campo e do ruido de
contaminacdo da anomalia para verificar quais sdo os seus efeitos nas estimativas dos mo-
mentos e grandezas deles derivadas. No nono e no décimo exemplos, investigaremos quais
sdo os efeitos provocados pela presenga de um corpo raso e pela adigido, em todos os pontos

de medida, de uma constante ao campo observado, respectivamente.

3.4.1 Exemplo Gravimétrico 1: investigacdo da condigdao de fonte distante das
observacgoes

Vamos estabelecer, do ponto de vista da inversdo, o critério de que, para um corpo
de volume finito e convexo, que tem trés planos mutuamente ortogonais de simetria na
distribui¢do de massa e cuja anomalia é conhecida de maneira exata, a condicio de fonte
distante das observagdes esta satisfeita quando a maior discrepancia € entre estimativas de
ordem 2 e respectivas grandezas verdadeiras for igual ou inferior a 5%. Vamos investigar,
a seguir, qual é a relagdo entre o raio da esfera de menor volume que contém as fontes, e
a profundidade do centro de massa, que se obtém como conseqiiéncia deste critério. Por
simplicidade, vamos usar um prisma de lados paralelos ao sistema de coordenadas z, y e z,
de modo a produzir grandes discrepancias entre estimativas e valores verdadeiros apenas em

relagdo ao parametro z.,.

Seja um prisma com contraste de densidade uniforme de 0,2 g/cm? e dimensdes 10 km, 3
km e 2 km, ao longo dos eixos z, y e z, respectivamente. Assim, cada lado do prisma define
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Tabela 3.2 - Exemplo Gravimétrico 1: resultados do Algoritmo de Estimacgio Pon-
tual para a profundidade de centro de massa do prisma. € é o erro
relativo percentual entre a estimativa pontual de ordem 2 e o valor
verdadeiro da profundidade de centro de massa.

valor verdadeiro | est. pontual de ordem 1 | est. pontual de ordem 2 €
(km) (km) (km) (%)
1,5 3,38 2,81 87,53
2,0 3,74 3,11 55,28
3,0 4,48 3,78 25,87
4,0 5,27 4,55 13,74
5,0 6,11 5,40 8,05
6,0 6,70 6,31 5,10
7,0 7,90 7,24 3,45
8,0 8,83 8,20 2,46
9,0 9,78 9,16 1,83
10,0 10,73 10,14 1,40

uma direcdo principal verdadeira, calculada em relagio ao seu centro de massa. A projegao
do centro de massa no plano z - y é o ponto (15, 15) em km. A malha de geracio do campo
tem 31 x 31 pontos, igualmente espagados de 1 km tanto em & quanto em y, e estd centrada
no ponto (15, 15) em km.

Vamos variar a profundidade do centro de massa do prisma desde 1,5 km até 10,0 km,
usando os valores indicados na Tabela 3.2. Cada valor de 2., identificara um caso. Utilizando,
em todos os casos, o ponto (14, 14, 5) em km como centro de expansdo inicial, obtivemos as
estimativas pontuais de profundidade de centro de massa apresentadas na Tabela 3.2. Desta
tabela, podemos concluir que a condigdo de fonte distante das observagoes foi atingida em
torno de z., = 6,0 km. Assim, esta condigdo foi satisfeita quando a profundidade do centro
de massa se tornou superior ao raio da esfera de menor volume que contém o prisma, que é

igual a 5 km.

Observemos que a progressiva concordancia das estimativas de ordens 1 e 2 de z., (Tabela
3.2), & medida que o valor verdadeiro desta grandeza aumenta, é um fator diagnéstico,
que pode ser usado em dados reais, de que a satisfacdo da condigdo de fonte distante das
observagbes esta proxima. Nas Figuras 3.5, 3.6 e 3.7 mostramos a superposi¢io do campo
do prisma e de sua aproximacao de 2a. ordem nos casos em que a profundidade de centro de
massa € igual a 1,5 km, 3,0 km e 6,0 km, respectivamente. De acordo com estas figuras, a

medida que a profundidade de centro de massa aumenta, o ajuste entre o campo do prisma e
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a sua aproximagao de 2a. ordem melhora. Além disso, observemos, nas Figuras 3.5 e 3.6, que
quando a condi¢do de fonte distante das observagGes nio esta satisfeita, a aproximacio de
2a. ordem apresenta uma forte influéncia dos termos de de 2a. ordem, conforme é revelado
pela tendéncia a ser produzido um campo com dois maximos, ao invés de um tnico maximo,
como a anomalia do prisma. Este é um fator diagnéstico da violagdo da condigio de fonte
distante das observagoes, que também pode ser usado em dados reais.

Vamos colocar agora o seguinte problema: na hipétese de que a anomalia do prisma
gerada com 2., = 1,5 km (Figura 3.5) seja fornecida a um intérprete como uma anomalia
real, como este intérprete poderia inferir que a condicao de fonte distante das observacoes nao
estava satisfeita para a mesma e, além disso, obter uma estimativa melhor da profundidade
de centro de massa da fonte desta anomalia? A resposta a este problema pode ser obtida
do exame das Figuras 3.8.a a 3.8.d, especialmente desta ultima figura que mostra a variacao
de Z.m — h como funcao de h, em que Z., € a estimativa pontual de ordem 2 obtida para a
profundidade de centro de massa, em cada caso mostrado na Tabela 3.2, e b = 2., — 1,5,
em km, para o caso correspondente. Uma vez que a anomalia gerada com z.,=4,0 km, por
exemplo, é a continuagdo para cima, de uma altura A=2,5 km, da anomalia gerada com

Zem=1,9 km, as Figura 3.8.a a 3.8.d retratam os efeitos provocados, pela continuacdo para

cima da anomalia “real”, em o, e nas estimativas de ordem 2 de mg, Tcm € Yo, € 2Zem — B,

respectivamente, em fun¢io da altitude A (conhecida) de continuagio para cima. o, é o erro
médio quadratico do residuo entre a anomalia do prisma e a sua aproximacao de 2a. ordem.

Assim, podemos constatar nas Figuras 3.8.a e 3.8.d que, a medida que A cresce, o; diminui
rapidamente e 2., — h converge lentamente para o valor verdadeiro da profundidade de centro
de massa do prisma causador da anomalia “real”. Desse modo, o intérprete poderia inferir
que a condi¢do de fonte distante das observacdes nao estava satisfeita e, a0 mesmo tempo,
obter uma estimativa mais precisa da profundidade do centro de massa de sua fonte. Além
disso, observemos que, a medida que h aumenta, as estimativas de m, se aproximam do
valor verdadeiro e as estimativas de ., € y., permanecem constantes, conforme mostram

as Figuras 3.8.b e 3.8.c, respectivamente.

Contudo, existe um preco a ser pago nesta otimizacao da distancia fonte—observacées: a
perda de resolucao na estimacao de alguns parametros. Para confirmar este fato, apresen-
tamos nas Figuras 3.9, 3.10 e 3.11, as analises de sensibilidade das estimativas pontuais das
diregbes principais equivalentes, nos casos em que % é igual a 0,0 km, 1,5 km e 4,5 km, respec-
tivamente. Estas figuras foram obtidas usando-se L = 10~2 mGal para encontrar solucdes do
sistema de inequagdes (3.46) e (3.47). Estas figuras revelam que, & medida que h aumenta, ha

perda de resolucdo nas estimativas das dire¢Ges principais equivalentes associadas aos lados
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do prisma que medem 3 km e 2 km.

Ao invés de continuar para cima a anomalia, buscando satisfazer a condi¢iao de fonte dis-
tante das observacoes, o intérprete poderia seguir outra abordagem. Esta abordagem é a de
adicionar momentos de 3a. ordem e superiores a equagio (3.4), buscando adaptar a maxima
ordem dos momentos & anomalia em estudo, e ndo adaptar a distincia fonte—observacdes
a série truncada em momentos de 2a. ordem. Na verdade, a abordagem de adicionar mo-
mentos a série é a abordagem ideal, desde que se respeitasse o compromisso resolugio versus
estabilidade, pois dessa forma se utilizaria toda a informacdo disponivel na anomalia. To-
davia, para manter a tese dentro de limites factiveis, prefirimos néo investigar esta abordagem
deixando-a, como sugestao, para futuros trabalhos.

Para assegurar validade a representacdo de um campo estatico pela série truncada obtida
da sua expansdo em multipolos, REITZ & MILFORD (1964) indicaram a regra geral de que o
raio da esfera de menor volume que contém a fonte deve ser pequeno quando comparado com
as distancias aos pontos de observagao. Neste exemplo, mostramos que, para a série truncada
em momentos de 2a. ordem, é suficiente que o raio definido por REITZ & MILFORD (1964)
seja menor (e ndo muito menor) que a profundidade do centro de massa.

3.4.2 Exemplo Gravimétrico 2: prisma de lados diferentes

O prisma usado tem contraste de densidade uniforme de 0,4 g/cm®, dimensdes de 2 km,
4 km e 6 km e centro em (14, 16, 5) em km. As dire¢bes dos lados do prisma estio indicadas
na Figura 3.12. Cada lado do prisma define uma diregio principal verdadeira, calculada
em relagdo ao seu centro de massa. Esta posicio espacial do prisma foi obtida usando os
valores 45°, 10° e 10° para a trinca de angulos de Euler a, 8 e v, respectivamente definidos
na Sec¢do 3.2.1. A malha de geracao do campo tem 31 x 31 pontos, igualmente espagados de
1 km, tanto em z quanto em y, e esta centrada no ponto (15, 15, 0) em km. A anomalia
gravimétrica do prisma foi calculada com o algoritmo de POHANKA (1988) e contaminada
com ruido Gaussiano de média nula e desvio padrdao o¢ igual a 0,1 mGal. Observemos
que o¢ corresponde a cerca de 1,8% do valor mdximo da anomalia. A anomalia resultante
estd mostrada na Figura 3.13. Por simplicidade, passaremos a adjetivar de observada (ou
observado) este anomalia (ou campo). Além disso, vamos definir oy (03) como o erro médio

quadratico do residuo entre o campo observado e a sua aproximacdo de la. (2a.) ordem.

Para inicializar o Algoritmo de Estimacao Pontual, usamos como centro de expansio o
ponto (15, 15, 2) em km. A aproximagdo de la. ordem obtida para o campo observado esti

mostrada na Figura 3.14. As evolugbes de o e das estimativas de ordem 1 para a massa
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Tabela 3.3 - Exemplo Gravimétrico 2: resultados obtidos para a massa an6mala
total e coordenadas do centro de massa. A média e o desvio padrao
foram obtidos a partir de 40 estimativas resultantes do Algoritmo
de Analise de Estabilidade. As estimativas pontuais apresentadas sio
aquelas obtidas com a primeira contaminacio do campo. o4 é o desvio
padrao amostral.

parametro mo Tem Yem Zem

(unidade) (10'? kg) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 19,20 14,00 | 16,00 | 5,00
estimativa pontual de ordem 1 18,44 13,93 | 15,66 | 4,66
estimativa pontual de ordem 2 19,55 13,97 | 16,01 | 5,22
média das estimativas de ordem 2 19,39 14,03 | 16,08 | 5,13
o4 das estimativas de ordem 2 0,16 0,06 | 0,05 | 0,08

anémala total e coordenadas de centro de massa estdo apresentadas nas Figuras 3.15.a a
3.15.d. Se o modelo interpretativo é correto e sob certas premissas estatisticas (BECK &
ARNOLD, 1977), o, € 04 sao estimadores tendenciosos do desvio padrido da variavel aleatéria
que descreve estatisticamente os erros contidos nos dados.

Observemos na Figura 3.15.a que o valor final de oy é praticamente igual ao de o¢ (que
foi de 0,1 mGal). Desse modo, o campo da esfera se constitui numa boa aproximacio para
o campo do prisma. Em conseqiiéncia, a estimativa de ordem 1 para a massa anémala total
é uma boa estimativa do valor verdadeiro desta massa, como se pode constatar na Tabela
3.3. Todavia, o fato de que a estimativa de ordem 1 de mg seja uma boa estimativa do
valor verdadeiro, ndo significa que as demais estimativas de ordem 1, especialmente a de z.,
também o sejam. Para este exemplo particular, no entanto, todas as estimativas de ordem 1

estdo bastante préximas dos valores verdadeiros (Tabela 3.3).

A aproximagao de 2a. ordem para o campo observado estd também mostrada na Figura
3.14. As evolugdes de o, e das estimativas de ordem 2 para a massa anémala total e coor-
denadas de centro de massa estdo apresentadas nas Figuras 3.16.a a 3.16.d. Os resultados
do Algoritmo de Analise de Estabilidade para estas grandezas estdo mostrados nas Figuras
3.17.a a 3.17.d e sintetizados na Tabela 3.3. Do exame desta tabela, podemos concluir que as
estimativas pontuais de ordem 2 estao muito proximas dos valores verdadeiros, além de serem
estaveis. A evolucao das estimativas das diregbes principais equivalentes estd mostrada na
Figura 3.12. Esta figura revela que a estimativa pontual das dire¢des principais equivalentes

esta também muito proxima dos valores verdadeiros.

Para decidir que estimativas (ordem 1 ou ordem 2) serdo adotadas, vamos estabelecer dois
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critérios: primeiro, se houve diferencas significativas das estimativas pontuais de ordem 2,
em relacdo as de ordem 1, da massa anémala total ou das coordendas de centro de massa,
e segundo (e mais importante), se houve insensibilidade ou estabilidade nas estimativas das
direcdes principais equivalentes. Vamos aplicar o primeiro critério. Observemos na Tabela 3.3
que ha uma diferenca consideravel entre as estimativas pontuais de ordens 1 e 2 de z,,. Esta
diferenca revela que as contribui¢gdes dos momentos de 2a. ordem podem ser importantes.

Vamos aplicar o segundo critério. A analise de sensibilidade da estimativa pontual das
diregdes principais equivalentes esta mostrada na Figura 3.18. Esta figura foi obtida usando-
se L = 1073 mGal para encontrar solugdes do sistema de inequacdes (3.46) e (3.47). Do
exame da Figura 3.18, podemos concluir que a estimativa pontual das direges principais
equivalentes € bastante insensivel a presenca de erros nas estimativas dos momentos de 2a.
ordem equivalentes. Em outras palavras, é muito pequena a area no estereograma (de igual
drea) que especifica as posicbes em que a distribuigio equivalente de massa assume atitudes
espaciais muito préximas das estimadas. Desse modo, podemos inferir que o corpo anémalo
tem diferencas significativas entre os seus momentos de inércia medidos em torno dos eixos
principais. A andlise de estabilidade para as estimativas das dire¢des principais equivalentes
estd mostrada na Figura 3.19. De seu exame, podemos assegurar que estas estimativas
sao estaveis e que a distribuicdo de massa equivalente tem realmente diferencas significativas
entre os seus momentos de inércia medidos em torno dos eixos principais. Portanto, podemos
concluir que as estimativas pontuais de ordem 2 dos momentos equivalentes sio preferiveis
as de ordem 1. Além disso, uma vez que o prisma tem trés planos mutuamente ortogonais
de simetria, os parametros obtidos das estimativas de ordem 2 dos momentos equivalentes
expressam atributos reais do corpo anomalo.

Para evidenciar que o critério de ajuste entre os campos observado e teérico é um critério
necessario, mas nao suficiente, para estimar os momentos equivalentes, vamos reexaminar a
Figura 3.16.a. Desta figura podemos constatar que o, permanece praticamente constante em
todas as iteragbes do Algoritmo de Estimacdo Pontual. Se ficissemos, pois, restritos somente
ao critério de ajuste entre este dois campos, poderiamos aceitar como solugio o conjunto
dos momentos estimados em qualquer uma dessas iteragoes. Lembremos, no entanto, que os
momentos equivalentes sdo definidos através da propriedade da invariancia com as iteragdes
das estimativas das coordenadas do centro de massa. Muitas vezes, inclusive neste exemplo,
o particular valor de o2 em que esta propriedade é satisféita,, nao coincide com o minimo de

o2 no conjunto de todas as iteragoes.

Vamos agora evidenciar qual a razdo de ter havido estabilidade nas estimativas das

diregbes principais equivalentes. Para tanto, vamos rever na Figura 3.14 a superposi¢io
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das aproximagdes de la. e de 2a. ordens. Nesta figura podemos observar que a aproximagao
de 2a. ordem tem gradientes ndo uniformes, ao contrario da aproximacgdo de la. ordem
que é o campo da esfera. As diregoes principais equivalentes sdo estimadas gragas a esta
nio uniformidade, com direcdo, dos gradientes da aproximacio de 2a. ordem, que é uma
caracteristica do campo (livre de ruido) do prisma. Assim sendo, sé houve estabilidade nas
estimativas das diregoes principais equivalentes porque a nao uniformidade do gradiente do

campo do prisma foi suficientemente preservada, mesmo apés a adigao do ruido.

Duas questdes agora naturalmente se colocam: primeira, se a anomalia tivesse gradientes
uniformes antes da adi¢do do ruido, seria possivel reconhecer este fato?; e segunda, até que
nivel de ruido e espacamento da grade de observacdo do campo sera possivel estimar, de
maneira estavel, as diregoes principais equivalentes? Os quatro préximos exemplos, a seguir,
se destinam ao estudo destas questdes.

3.4.3 Exemplo Gravimétrico 3: prisma com dois lados iguais

Vamos usar agora um prisma de lados 2 km, 2 km e 6 km. Todos os demais parametros
do modelo, bem como de controle dos algoritmos, sdo iguais aos do Exemplo Gravimétrico
2. A anomalia gerada e a sua aproximacao de 2a. ordem estdo mostradas nas Figura 3.20 e

3.21, respectivamente.

As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 para a massa anomala total e coordenadas de
centro de massa estdo mostradas na Tabela 3.4. Todas estas estimativas sdo muito boas. A
analise de estabilidade para as estimativas de ordem 2 da massa anémala total e coordenadas
de centro de massa esta sintetizada na Tabela 3.4. De seu exame, podemos concluir que estas

estimativas sao estaveis.

Antes de discutir as estimativas das diregGes principais, observemos que qualquer eixo
contido na face quadrada do prisma, que passe pelo centro da face, é um eixo principal do
prisma, calculado em relacido ao seu centro de massa. Ou seja, a face quadrada do prisma
(Figura 3.22) define um plano de degenerescéncia (GOLDSTEIN, 1959) para as diregdes
dos eixos principais verdadeiros intermediario e menor do prisma. Além disso, 0 maior lado
do prisma define a direcao do eixo principal verdadeiro maior, calculada em relacdo ao centro

de massa.

A estimativa pontual para as diregoes principais equivalentes esta mostrada na Figura
3.22. Nesta figura, constatamos que a estimativa obtida para a direcdo do eixo principal
equivalente maior é uma boa aproximagido da direcdo do eixo principal verdadeiro maior.
Além disso, as duas outras estimativas das diregbes dos eixos principais equivalentes estao
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Tabela 3.4 - Exemplo Gravimétrico 3: resultados obtidos para a massa anomala
total e coordenadas do centro de massa. A média e o desvio padrao
foram obtidos a partir de 40 estimativas resultantes do Algoritmo
de Analise de Estabilidade. As estimativas pontuais apresentadas sao
aquelas obtidas com a primeira contaminagdo do campo. ¢4 é o desvio
padrao amostral.

parametro mo Tem | Yem | Zem

(unidade) (102 kg) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 9,60 14,00 | 16,00 { 5,00
estimativa pontual de ordem 1 9,40 13,88 | 15,45 | 4,81
estimativa pontual de ordem 2 9,63 13,92 | 15,87 | 5,02
média das estimativas de ordem 2 9,51 14,02 | 15,98 | 4,90
o4 das estimativa de ordem 2 0,13 0,09 | 0,08 | 0,11

aproximadamente contidas na face quadrada do prisma.

A Figura 3.23 mostra a analise de sensibilidade da estimativa pontual das diregdes prin-
cipais equivalentes. Desta figura, podemos concluir que a distribuigio de massa equivalente
‘apresenta, como o prisma, um plano de degenerescéncia para as dire¢des dos eixos principais

equivalentes intermediario e menor.

A analise de estabilidade para as diregbes principais equivalentes estd mostrada na Figura
3.24. Esta figura confirma que a distribui¢io de massa equivalente tem realmente dois momen-
tos de inércia equivalentes iguais. Além disso, a Figura 3.24 revela também que a estimativa

da diregdo do eixo principal equivalente maior é estivel.

3.44 Exemplo Gravimétrico 4: esfera

Vamos usar agora uma esfera de raio igual a 2,46 km. Todos os demais parametros do
modelo, bem como de controle dos algoritmos, sdo iguais aos do Exemplo Gravimétrico 2. A
anomalia gerada esta mostrada na Figura 3.25 e as suas aproximacdes de la. e de 2a. ordens

estdo mostradas na Figura 3.26.

As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 para a massa anémala total, e para as coorde-
nadas de centro de massa, sdo praticamente iguais entre si, além de serem muito préximas
dos valores verdadeiros, como se pode ver na Tabela 3.5. Assim sendo, é possivel que a
distribui¢do de massa equivalente ndo precise dos momentos de 2a. ordem para ser especi-
ficada. A analise de estabilidade para as estimativas de ordem 2 da massa andémala total
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Tabela 3.5 - Exemplo Gravimétrico 4: resultados obtidos para a massa anémala
total e coordenadas do centro de massa. A média e o desvio padrao
foram obtidos a partir de 40 estimativas resultantes do Algoritmo
de Analise de Estabilidade. As estimativas pontuais apresentadas sao
aquelas obtidas com a primeira contaminagao do campo. o4 é o desvio
padrio amostral.

parametro Mo Tem Yem Zem

(unidade) (102 kg) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 24,94 14,00 | 16,00 | 5,00
estimativa pontual de ordem 1 24,98 14,01 | 15,99 | 5,01
estimativa pontual de ordem 2 25,03 13,97 | 15,94 | 5,03
média das estimativas de ordem 2 24,94 14,01 | 16,00 | 5,00
o4 das estimativas de ordem 2 0,14 0,03 | 0,03 | 0,05

e coordenadas de centro de massa esta sintetizada na Tabela 3.5. De seu exame, podemos

concluir que estas estimativas sido estaveis.

A estimativa pontual das direcdes principais equivalentes e as analises de sensibilidade e de

estabilidade destas diregGes estdao mostradas nas Figuras 3.27, 3.28 e 3.29, respectivamente.

Estas duas analises revelam que a estimativa pontual ndo tem nenhum significado. Este
resultado € esperado, pois, para uma esfera de densidade uniforme, qualquer eixo que passe
pelo seu centro de massa define uma direcao verdadeira principal calculada em relagao a este

centro.

A estimativa pontual das direcées principais equivalentes (Figura 3.27) estd quase que
somente relacionada a particular seqii€ncia de ruidos adicionada a anomalia. Este ruido faz
com que a estimativa pontual do centro de massa deixe de coincidir com o centro verdadeiro
e, assim, a diregdo da reta que une estes dois centros define uma dire¢io principal para a
distribuicao equivalente de massa, como mostramos na Segdo 3.2.3. Todavia, nesta situagio,
as analise de sensibilidade e de estabilidade revelam que o corpo anémalo tem infinitos eixos

principais verdadeiros.

3.45 Exemplo Gravimétrico 5: mudanca no nivel de ruido da anomalia, em
relacao ao do Exemplo Gravimétrico 2

Vamos mudar o nivel de contaminagao por ruido da anomalia do Exemplo Gravimétrico
2 para o¢ = 0,3 mGal, tanto no Algoritmo de Estimagido Pontual, como no Algoritmo de
Anélise de Estabilidade. o¢ é agora cerca de 5,5% do valor maximo da anomalia. Todos
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Tabela 3.6 - Exemplo Gravimétrico 5: resultados obtidos para a massa anémala
total e coordenadas do centro de massa. A média e o desvio padrao
foram obtidos a partir de 40 estimativas resultantes do Algoritmo
de Analise de Estabilidade. As estimativas pontuais apresentadas sio
aquelas obtidas com a primeira contaminagao do campo. o4 é o desvio
padrdao amostral.

parametro ™o Tem Yem Zem

(unidade) (10'2 kg) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 19,20 14,00 | 16,00 | 5,00
estimativa pontual de ordem 1 18,52 13,94 | 15,63 | 4,70
estimativa pontual de ordem 2 19,92 13,82 | 15,85 | 5,43
média das estimativas de ordem 2 19,39 14,05 | 16,08 | 5,14
o4 das estimativas de ordem 2 0,49 0,19 | 0,16 | 0,24

os demais parametros do modelo, bem como de controle dos algoritmos, sio iguais aos do
Exemplo Gravimétrico 2. A anomalia gerada e a sua aproximacdo de 2a. ordem estao
mostradas nas Figuras 3.30 e 3.31, respectivamente.

As estimativas pontuais de ordem 2 da massa andmala total, e das coordenadas de centro
de massa, estdo muito proximas dos valores verdadeiros, além de serem estaveis, como re-
vela a Tabela 3.6. A estimativa pontual das direcbes principais equivalentes est4 mostrada
na Figura 3.32. Comparadas com os valores verdadeiros, as diregdes dos trés eixos desta
estimativa ndo sdo boas. Nio obstante, a anilise de sensibilidade da estimativa pontual,
mostrada na Figura 3.33, revela que existem discrepancias significativas entre os momentos
de inércia da distribui¢do equivalente de massa (medidos em torno dos eixos principais).
Esta interpretagdo é também compativel com o fato de que as estimativas pontuais de z.,
de ordens 1 e 2 sejam bastante diferentes (Tabela 3.6).

Por sua vez, a analise de estabilidade para as direg¢des principais equivalentes, mostrada
na Figura 3.34, indica que ainda ha, para o nivel de ruido em estudo, uma certa estabili-
dade nas estimativas dessas diregGes, especialmente em relagdo a diregdo do eixo principal
equivalente maior. Notemos que a estabilidade nas estimativas deste eixo é ainda expressiva,
principalmente quando se leva em conta que um ruido com desvio padrio o¢ = 0,3 mGal
ja é bastante grande, podendo simular, por exemplo, erros de medida em um levantamento
gravimétrico cuja altimetria tenha incerteza de 1 metro. Além disso, a Figura 3.34 mostra
também que a estimativa pontual das dire¢des principais equivalentes, mostrada na Figura
3.32, caiu fortuitamente no extremo da classe das diregées amostradas. Isso revela, mais uma

vez, a nao representatividade que uma particular seqiiéncia de ruidos pode introduzir numa
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estimativa pontual e a utilidade das analises de sensibilidade e de estabilidade em diminuir

o risco de se usarem apenas estimativas pontuais.

Em resumo, para este nivel de ruido ainda foi possivel distinguir, pelo menos, a dire¢ao

do eixo principal equivalente maior.

3.4.6 Exemplo Gravimétrico 6: mudanga do espacamento da malha de geragao
da anomalia, em relagao 4 do Exemplo Gravimétrico 2

Vamos usar agora uma malha com 9 x 9 pontos, igualmente espagados de 4 km, tanto em
z quanto em y, e centrada no ponto (16, 16, 0) em km. Além disso, vamos diminuir o nivel de
contaminagdo com ruido da anomalia para o¢ = 0,05 mGal, tanto no Algoritmo de Estimacao
Pontual como no Algoritmo de Analise de Estabilidade. Todos os demais parametros do
modelo (inclusive, de forma aproximada, a drea de cobertura da anomalia), bem como de
controle dos algoritmos, sdo iguais aos do Exemplo Gravimétrico 2. A anomalia gerada e a

sua aproximagao de 2a. ordem estio mostradas nas Figuras 3.35 e 3.36, respectivamente.

As estimativas de ordens 1 e 2 obtidas para a massa anémala total, e para as coor-
denadas de centro de massa, sio boas estimativas dos valores verdadeiros, além de serem
estaveis, como revela a Tabela 3.7. A estimativa pontual das dire¢des principais equivalen-
tes, mostrada na Figura 3.37, contém aproximacdes razoaveis dos valores verdadeiros. Além
disso, a analise de sensibilidade da estimativa pontual, mostrada na Figura 3.38, revela que
existem discrepancias significativas entre os momentos de inércia da distribui¢io equivalente
de massa (medidos em torno dos eixos principais). Como nos exemplos anteriores, essa in-
terpretacao foi consistente com o fato de que as estimativas pontuais de ordens 1 e 2 de 2z,
sejam bastante diferentes (Tabela 3.7). Por sua vez, a anélise de estabilidade para as diregbes
principais equivalentes, apresentada na Figura 3.39, mostra que ainda ha estabilidade nas

estimativas dessas direcoes.

Observemos que a malha de cobertura deste exemplo foi esparsa o suficiente para deformar
a anomalia (compare a Figura 3.35 com a Figura 3.13). Esta deformagao ocorreu porque o
maximo da anomalia na diregdo y foi amostrado, ao passo que na diregdo = ele nio foi.
Todavia, mesmo com esta malha esparsa (mas em que os valores de campo sdo de alta

precisdo), foi possivel estimar, de maneira estavel, as diregbes principais equivalentes.
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Tabela 3.7 - Exemplo Gravimétrico 6: resultados obtidos para a massa anémala
total e coordenadas do centro de massa. A média e o desvio padrao
foram obtidos a partir de 40 estimativas resultantes do Algoritmo
de Analise de Estabilidade. As estimativas pontuais apresentadas sio
aquelas obtidas com a primeira contaminagdo do campo. o4 é o desvio
padrao amostral.

parametro mo Tem Yem Zem

(unidade) (102 kg) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 19,20 14,00 | 16,00 | 5,00
estimativa pontual de ordem 1 19,04 13,89 | 15,73 | 4,87
estimativa pontual de ordem 2 19,84 13,85 | 15,98 | 5,33
média das estimativas de ordem 2 19,29 13,99 | 16,01 | 5,08
o das estimativas de ordem 2 0,39 0,11 | 0,10 | 0,20

3.47 Exemplo Gravimétrico 7: tronco de piramide

Para simular uma situagdo em que a distribuicdo de massa nio é simétrica em relacao a
trés planos mutuamente ortogonais, vamos usar como corpo anémalo o tronco de pirimide
mostrado na Figura 3.40. A malha de geracao da anomalia, o ruido de contaminagio
da mesma e todos os pardmetros de controle dos algoritmos séo iguais aos do Exemplo
Gravimétrico 2. A anomalia observada e a sua aproximagio de 2a. ordem estio mostradas
nas Figura 3.41 e 3.42, respectivamente.

As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 para a massa anomala total, e para as coordenadas
de centro de massa, estao mostradas na Tabela 3.8, juntamente com os valores verdadeiros
dessas grandezas. Do exame desta tabela, podemos constatar que todas as estimativas pon-
tuais de ordem 2 estdo bastante préximas dos valores verdadeiros e que a estimativa pontual
de ordem 2 de maior erro relativo é a de z,,. Além disso, observemos que tanto a estimativa
pontual de ordem 1, quanto a de ordem 2 de 2.y, sdo maiores que o valor verdadeiro e que

esta ultima estimativa esta mais proxima do valor verdadeiro do que a primeira.

A anélise de estabilidade para as estimativas de ordem 2 da massa anémala total, e das
coordenadas de centro de massa, estd sintetizada na Tabela 3.8. De seu exame podemos
concluir que as estimativas sdo estdveis. Além disso, podemos constatar, comparando as
Tabelas 3.3 a 3.7 com a Tabela 3.8, que foi neste exemplo que ocorreu a maior discrepancia
entre o valor verdadeiro de z., e a média de suas estimativas _de ordem 2, como conseqiiéncia

da falta de simetria do tronco de piramide em relagio a um plano horizontal.

Uma vez que o tronco de piramide tem bases quadradas e paralelas ao plano horizontal,
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Tabela 3.8 - Exemplo Gravimétrico 7: resultados obtidos para a massa andomala
total e coordenadas do centro de massa. A média e o desvio padrio
foram obtidos a partir de 40 estimativas resultantes do Algoritmo
de Analise de Estabilidade. As estimativas pontuais apresentadas sao
aquelas obtidas com a primeira contaminagao do campo. o4 é o desvio
padrdo amostral.

parametro mo Tem Yem Zem

(unidade) (102 kg) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 35,00 14,00 | 16,00 | 5,32
estimativa pontual de ordem 1 38,41 14,00 | 15,99 | 6,43
estimativa pontual de ordem 2 36,13 13,97 | 15,96 | 5,76
média das estimativas de ordem 2 36,03 14,00 | 16,00 | 5,74
o4 das estimativas de ordem 2 0,14 0,03 | 0,03 | 0,03

este plano é um plano de degenerescéncia para as dire¢oes dos eixos principais verdadeiros
maior e intermediario. Além disso, a diregao vertical é a diregio do eixo principal verdadeiro
menor. Tendo estes fatos em mente, vamos examinar a estimativa pontual das dire¢des prin-
_cipais equivalentes, que estd mostrada na Figura 3.43. Nesta figura, constatamos que ha boa
concordancia da estimativa da direcdo do eixo principal equivalente menor com o eixo verti-
cal do tronco de piramide e que as estimativas das dire¢des dos eixos principais equivalentes
maior e intermediario estdo aproximadamente situadas no plano horizontal. Houve boa con-
cordancia entre a estimativa da direcao do eixo principal equivalente menor e a respectiva
direcao verdadeira, apesar dos centro de massa estimado e verdadeiro ndo coincidirem, porque
a estimativa do centro de massa se situou sobre um eixo principal verdadeiro do tronco de
piramide. Quando isso ocorre, boas estimativas das diregbes principais verdadeiras podem
ser obtidas, como mostramos na Secao 3.2.3.

As andlises de sensibilidade e de estabilidade, para as dire¢Ges principais equivalentes,
estao mostradas nas Figuras 3.44 e 3.45, respectivamente. Estas andlises evidenciam que
somente a estimativa da diregcao do eixo principal equivalente menor tem significado, além

de ser estavel.

Como resumo deste exemplo, podemos concluir que o método de inversio em estudo é
estavel em relagdo a validade da informacao a priori de que a distribuicdo de massa é simétrica

em relagdo a trés planos mutuamente ortogonais.
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Tabela 3.9 - Exemplo Gravimétrico 8: resultados obtidos para a massa anémala
total e coordenadas do centro de massa. A média e o desvio padrao
foram obtidos a partir de 40 estimativas resultantes do Algoritmo
de Anélise de Estabilidade. As estimativas pontuais apresentadas sao
aquelas obtidas com a primeira contaminagéo do campo. ¢4 é o desvio
padrio amostral.

parametro mo Tem

Yem Zem
(unidade) (10°kg) | (m) | (m) | (m)
valor verdadeiro 201,07 | 85,29 | 85,39 | 49,94
estimativa pontual de ordem 1 194,66 | 80,87 | 80,66 | 47,25
estimativa pontual de ordem 2 198,16 | 84,52 | 84,30 | 48,35
média das estimativas de ordem 2 | 197,41 | 84,91 | 85,10 | 48,21
o4 das estimativas de ordem 2 1,57 0,48 | 0,43 | 0,55

3.4.8 Exemplo Gravimétrico 8: distribuigdes aleatérias de massas pontuais

Vamos usar agora como corpo andmalo o modelo de “nuvens” de pontos mostrado na
Figura 3.46. Em cada uma das trés nuvens desta figura existem mil pontos, cada ponto
representando uma pequena esfera de 2 m de raio e contraste de densidade igual a 2 g/cm®.
As coordenadas desses pontos seguem distribuigbes Gaussianas independentes centradas nos
pontos (75, 75, 35), (85, 85, 50) e (96, 96, 65) em metros. Além disso, todas as trés nuvens tém
desvios padrdes nas distribuigdes das coordenadas x, y e z de seus pontos iguais a g, = 3,5
m, o, = 3,5 m e 0, = 2,0 m, respectivamente. Estas trés nuvens podem representar, por
exemplo, mineralizagdes ao longo de um sistema de fraturas planas paralelas. As diregoes
principais verdadeiras do conjunto das nuvens estdo mostradas na Figura 3.47. O campo
anomalo gerado pelo modelo, apés a adigdo de uma seqiiéncia de ruido com o¢ = 20 uGal,
estd mostrado na Figura 3.48. Para gerar este campo, utilizamos uma malha com 35 x 35

pontos igualmente espacados de 5 m, tanto em z quanto em y.

Para inicializar o Algoritmo de Estimagdo Pontual, usamos como centro de expansao o
ponto (75, 75, 35) em metros. A aproximagio de 2a. ordem obtida para o campo observado
estd mostrada na Figura 3.49. As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 obtidas para a massa
andmala total e para as coordenadas de centro de massa estdo mostradas na Tabela 3.9,
juntamente com os valores verdadeiros e os resultados do Algoritmo de Anélise de Estabi-
lidade. Do exame desta tabela, podemos concluir que as estimativas pontuais de ordem 2
estao muito préximas dos valores verdadeiros, além de serem estaveis. Assim, a estimativa

pontual de ordem 2 da massa anémala total pode servir de base para a cubagem da jazida.
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A estimativa pontual das diregbes principais equivalentes, mostrada na Figura 3.47,
contém boas estimativas dos valores verdadeiros. Contudo, a analise de sensibilidade para
as mesmas, mostrada na Figura 3.50, evidencia que as dire¢oes dos eixos principais equiva-
lentes intermediario e menor sio sensiveis a presenga de erros nos momentos de 2a. ordem
equivalentes. Na verdade, este é um fato esperado, por causa da simetria aproximada das
massas pontuais em relagdo ao eixo que passa pelo centro das nuvens (Figura 3.46). Esta in-
terpretacao € confirmada pela analise de estabilidade para as dire¢des principais equivalentes

mostrada na Figura 3.51.

Em resumo, para este conjunto complexo de massas (mas que obedece de forma aproxi-
mada a condi¢do de simetria na distribuigao espacial do contraste de densidade), foi possivel
obter boas estimativas da massa anémala total, das coordenadas do centro de massa e da

diregio do eixo principal verdadeiro maior.

3.49 Exemplo Gravimétrico 9: efeito de corpos pequenos e rasos

Vamos agora simular uma situagdo em que haja a presenca de corpos interferentes pe-
quenos e rasos. Para tanto, vamos utilizar um modelo composto de dois corpos: o primeiro
deles é um prisma relativamente profundo e de massa grande, cujos pardmetros estaremos
interessados em estimar; o segundo corpo é uma esfera subaflorante e de massa relativa-
mente pequena que representara o corpo interferente. O prisma tem parimetros iguais aos
do prisma do Exemplo Gravimétrico 2, exceto as diregées dos lados, que estdo mostradas na
Figura 3.52. A esfera tem contraste de densidade uniforme, raio igual a 1 km e centro em
(15, 17, 1) em km. Todos os parametros da malha de geragdo do campo e de controle dos

algoritmos sao iguais aos do Exemplo Gravimétrico 2.

Vamos apresentar em conjunto dois casos. No caso 1, o contraste de densidade da esfera é
igual a 0,2 g/cm? e, no caso 2, este contraste é igual a —0,2 g/cm®. As anomalias observadas
nos casos 1 e 2 estao mostradas nas Figuras 3.53 e 3.54, respectivamente. Nenhum ruido foi
adicionado as mesmas.

As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 para a massa andomala total e coordenadas de
centro de massa, de ambos os casos, estao mostradas na Tabela 3.10. Nos dois casos, as
estimativas pontuais sao boas aproximagdes dos valores verdadeiros do prisma. Além disso,
no caso 1, a estimativa pontual de ordem 2 de z., é menor do que a profundidade do prisma,

enquanto que no caso 2 ocorre o contrario (Tabela 3.10), como se deveria esperar.

A superposigao da aproximacao de 2a. ordem com o campo observado estd mostrada na
Figura 3.55, para o caso 1, e na Figura 3.56, para o caso 2. Podemos constatar na Figura
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Tabela 3.10 - Exemplo Gravimétrico 9: resultados obtidos com o Algoritmo de Es-
timacao Pontual para a massa an6mala total e coordenadas do centro
de massa. Os valores verdadeiros se referem somente ao prisma.

caso ‘ grandezas ™o Tem Yem Zem
(102 kg) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 19,20 14,00 | 16,00 | 5,00

1 estimativa pontual de ordem 1 19,73 15,00 | 14,23 | 4,59
estimativa pontual de ordem 2 19,12 15,00 | 14,12 | 4,32

valor verdadeiro 19,20 14,00 | 16,00 | 5,00
2 estimativa pontual de ordem 1 16,64 15,00 | 13,14 | 4,54
estimativa pontual de ordem 2 18,84 15,00 | 14,70 | 5,46

3.55 que, no caso 1, a aproximagdo de 2a. ordem ajustou bem a anomalia observada. Além
disso, a presenca da esfera modificou bastante os gradientes da anomalia especialmente no
entorno do maximo. Assim, devemos esperar que a estimativa pontual das dire¢Ges principais
equivalentes, no caso 1, venha a conter dire¢ées bastante diferentes das dire¢des dos eixos do
prisma. De fato, o mergulho do prisma foi erroneamente estimado como sendo quase nulo
(Figura 3.57). A andlise de sensibilidade da estimativa pontual do caso 1 (ndo mostrada),

tampouco ajudaria no sentido de identificar o mergulho correto do prisma.

Para o caso 2, observemos que foi pior o ajuste entre a anomalia observada e a sua apro-
ximacao de 2a. ordem. Além disso, houve também distor¢do nos gradientes da aproximacao
de 2a. ordem, conforme mostra a Figura 3.56. Todavia, no entorno do maximo da anomalia,
a distor¢do foi menor que no caso 1. Assim, devemos esperar que a estimativa pontual das
diregbes principais equivalentes seja agora melhor. Como se pode ver na Figura 3.58, em que
esta estimativa estd mostrada, isso realmente aconteceu. Desta vez, inclusive, a andlise de
sensibilidade (ndo mostrada) contém as dire¢ées dos eixos verdadeiros do prisma.

A comparacao dos dois casos apresentados nos permite concluir que a interferéncia de um
corpo pequeno e raso ¢ mais danosa para a estimacao das diregoes principais equivalentes
quando o seu contraste de densidade é de mesmo sinal que o do corpo principal, do que quando
o seu contraste de densidade tem sinal contrario ao do corpo principal. Este conclusio foi
constatada em varios outros testes, em que mudamos as dimensées do prisma, sua posigio
espacial e a posicdo do centro da esfera. A explicagdo para este fato estd na incapacidade
das funcoes-bases de reproduzirem uma oscilagdo muito forte existente no campo observado,
cuja integral sobre o plano z - y ndo seja nula, como a que ocorre na situagdo em que o
contraste de densidade do corpo interferente é de sinal contrario ao do corpo principal. Esta
incapacidade proporciona um ajuste mais pobre entre o campo observado e a sua aproximagcao
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de 2a. ordem, o que ocasiona, neste caso, uma melhor estimacdo dos parametros do prisma.
Assim sendo, é possivel que a sensibilidade do método a presenca de corpos interferentes seja
muito mais uma deficiéncia do critério de ajuste utilizado do que uma deficiéncia em si do
método de inversao de momentos. Desse modo, é possivel que uma mudanga do critério de
ajuste entre os campos, do critério de minimos quadrados para um critério robusto de ajuste
(ANDERSON, 1982; HUBER, 1981; SILVA & CUTRIM, 1989), proporcionasse melhores

estimativas dos parametros do corpo principal.

Se o médulo do contraste de densidade da esfera fosse igual ou menor a 0,05 g/cm?, tanto
no caso 1 como no caso 2, seriam muito pequenas as discrepancias obtidas entre as diregdes
principais verdadeiras do prisma e as estimativas das diregées principais equivalentes. Além
disso, a medida que se aumenta a distancia entre a proje¢ao no plano z - y do centro do corpo
interferente e o ponto de maxima amplitude da anomalia, a influéncia do corpo interferente
diminui, especialmente quando os contrastes de densidade dos corpos principal e interferente
sdo de sinais contrarios.

Como sintese deste exemplo, concluimos que a estimacdo das diregdes principais equiva-
lentes é bastante sensivel a presenca de corpos interferentes, especialmente se o contraste de
densidade deste corpo for de mesmo sinal ‘que o do corpo principal e se o corpo interferente

estiver préximo do ponto de maxima amplitude da anomalia.

3.4.10 Exemplo Gravimétrico 10: efeito de uma constante adicionada ao campo
observado

Vamos agora simular de maneira simples a situacdo em que, na etapa de separacdo re-
gional—residual de uma anomalia, tenha havido “vazamento” de uma parte da componente
regional para a componente residual a ser interpretada. Para tanto, vamos retomar o modelo
do Exemplo Gravimétrico 2 e adicionar ao campo mostrado na Figura 3.13 o valor 0,1 mGal.
A anomalia resultante e a sua aproximagao de 2a. ordem estio mostradas nas Figuras 3.59

e 3.60, respectivamente.

As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 obtidas para a massa andémala total e coorde-
nadas de centro de massa estdo mostradas na Tabela 3.11. Como esperado, as estimativas
pontuais de ordens 1 e 2 de mg e de 2., sdo maiores do que os valores verdadeiros e do
que as respectivas estimativas obtidas no Exemplo Gravimétrico 2 (Tabela 3.3). Além disso,
observemos que as estimativas de ordem 2 de ., € yom 530 apenas aproximagoes razoaveis
dos valores verdadeiros (Tabela 3.11). '

A razdo para estes fatos é que a adicdo de uma constante § ao campo observado equivale
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Tabela 3.11 - Exemplo Gravimétrico 10: resultados obtidos com o Algoritmo de
Estimagao Pontual para a massa anémala total e coordenadas do
centro de massa.

parametro ™o Tem Yem Zem

(unidade) (102 kg) | (km) | (km) | (km)

valor verdadeiro do prisma 19,20 14,00 | 16,00 { 5,00
estimativa pontual de ordem 1 20,99 13,92 | 15,68 | 5,02
estimativa pontual de ordem 2 26,03 15,02 [ 17,09 | 7,48

a introduzir no modelo uma placa Bouguer, cujo contraste de densidade p e espessura h
satisfizessem a relacao 2rGph = 6, o que viola a condi¢do de fonte finita. Portanto, se a
anomalia estivesse amostrada em todo o plano z - y, seria impossivel estimar os momentos
equivalentes, porque a massa total da placa € infinita e o seu centro de massa é indefinido, nio
importando quao pequeno seja 6. Tendo em vista esta impossibilidade teérica, concluimos que
86 foi possivel obter estimativas de momentos equivalentes porque a anomalia estd amostrada
em uma drea finita e, assim, a condigdo de massa andémala total finita é artificialmente
introduzida. De fato, os momentos equivalentes passam a ser funcdo da area de cobertura
da anomalia. Por exemplo, se o espacamento da malha fosse mudado de 1 km para 2 km,
mantendo o mesmo nimero de pontos na malha, a estimativa pontual de ordem 2 de z,

passaria a ser 9,91 km.

A estimativa pontual das diregdes principais equivalentes estd mostrada na Figura 3.61.
Podemos observar, nesta figura, que esta estimativa ainda contém aproximacoes razoaveis
das direcdes dos eixos principais verdadeiros. A explicagio para este fato é que a adicio de §
a anomalia ndo alterou os gradientes da mesma, nem de sua aproximacao de 2a. ordem, de

onde provém a identificacdo da atitude espacial da distribui¢cdo de massa equivalente.

Estes resultados evidenciam o acoplamento existente entre um termo constante presente
na anomalia e parametros estimados para a sua fonte. Observemos que, na interpretaciao
gravimétrica, muito pouco cuidado é em geral tomado com este acoplamento, o que pode

resultar em erros.

E possivel se alterar o método de inversdo em estudo para adapta-lo & presenga de um
campo regional superposto a anomalia isolada. Para tanto, basta se adicionar a série truncada
uma componente regional para a anomalia, na forma de um polinémio de um dado grau, como
apresentamos no Anexo III. Desse modo, os momentos e os coeficientes do polinémio podem
ser estimados simultaneamente. Utilizando esta abordagem na anomalia deste exemplo é

possivel estimar, corretamente, como verificamos, tanto o valor 0,1 mGal para a constante 4,
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como a massa anoémala total, coordenadas de centro de massa e diregoes dos eixos principais
do prisma.

Todavia, a abordagem de estimar simultaneamente momentos e um regional, na forma
de um polinémio, padece da deficiéncia de que o condicionamento da matriz associada a
este problema é pior do que na situacdo em que apenas os momentos sio estimados (veja
Anexo III). Assim, para evitar instabilidade, a ordem do polinémio deve ser mantida baixa.
Contudo, se o polinomio for de ordem baixa, o regional existente no campo observado pode
nio ser ajustado pelo mesmo e, assim, pode persistir o acoplamento dos momentos equi-
valentes com a componente regional da anomalia. Nio obstante, acreditamos que se esta
abordagem de estimacao simultanea fosse utilizada em conjunto com um critério robusto de
ajuste (HUBER, 1981) (entre o campo observado e a sua aproximagio de 2a. ordem), ao
invés do critério de minimos quadrados, seria possivel obter boas estimativas dos parametros
da fonte residual. O critério robusto de ajuste permitiria identificar, através dos valores dos
residuos, as medidas de campo que ndo fossem compativeis com o modelo postulado e, as-
sim, virtualmente descartar os seus efeitos nas estimativas dos momentos. Em conseqiiéncia,
apenas as medidas de campo compativeis com o modelo postulado seriam utilizadas e, desse

modo, estimativas mais consistentes com as hipoteses feitas seriam obtidas.

Concluimos dos resultados deste exemplo que o efeito da adicdo de uma constante ao
campo observado viola a condigdo de fonte finita, tornando teoricamente impossivel a es-
timagao de massa anémala total e de posigao de centro de massa. Na praitica, as estimativas
destas grandezas passam a depender fortemente da area de cobertura da anomalia. Todavia,
ainda é possivel se obterem estimativas razoaveis das diregdes principais equivalentes, porque

elas sdo mais fracamente dependentes da area de cobertura

3.5 COMPARACAO ENTRE AS ANALISES DE SENSIBILIDADE E DE ESTABILI-
DADE

Sob as premissas estatisticas: (1) que o erro contido no campo observado seja aditivo, (2)
de média nula e (3) com matriz de covariancia proporcional & matriz identidade e, além disso,
(4) que as varidveis independentes ndo contenham erros e (5) que os momentos de fonte nio
sejam aleatérios, os parametros L e o¢, que caracterizam as analises de sensibilidade e de

estabilidade, respectivamente, podem ser relacionados por

L= \/ma,x [(ﬁfi)—l]‘j Lo, (3.48)
iy .
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em que VU, é a matriz de funges-bases normalizadas calculada no centro de massa equivalente

~ 14 * .
e a operacao de maximo se extende apenas aos elementos associados aos termos de 2a. odem.

Na situagdo em que as premissas estatisticas acima sejam vilidas e em que a equagao
(3.48) seja utilizada para relacionar L e o¢, as analises de sensibilidade e de estabilidade das
direcdes principais equivalentes apresentariam resultados semelhantes. Todavia, para que a
equagao (3.48) possa ser usada para calcular L, é necessario conhecer a priori uma estimativa
de o¢. Além do mais, as premissas estatisticas necessarias para assegurar validade & equagio
(3.48) sdo muito restritivas. Adicionalmente, a andlise de sensibilidade é realizada no entorno
de uma particular estimativa pontual das dire¢des principais equivalentes e, por construgao,
ela ¢ influenciada somente pelas incertezas contidas nas estimativas pontuais dos momentos
de 2a. ordem equivalentes. Assim, a andlise de sensibilidade reflete somente o grau de
instabilidade do préprio método de estimagdo das dire¢des principais equivalentes a partir

dos momentos de 2a. ordem equivalentes.

Por outro lado, a analise de estabilidade retine resultados de vdrias estimativas pontuais
das diregGes principais equivalentes, que foram obtidas em condigdes diferentes. Desse modo,
a analise de estabilidade reflete tanto as incertezas inerentes exclusivamente ao processo de
estimagio dessas direcoes (baseado nas estimativas dos momentos de 2a. ordem equivalen-
tes), como as incertezas introduzidas por qualquer fator que tenha influenciado as estimativas
dos momentos equivalentes. Em conseqiiéncia, na hipétese de que a distribuigio de massa
equivalente seja uma boa aproximacio da distribui¢do de massa verdadeira, a analise de es-
tabilidade ambiciona conter dentro de suas trés regides de ambigiiidade as diregdes principais
verdadeiras. Portanto, de modo geral, as analises de sensibilidade e de estabilidade podem
apresentar resultados diferentes.

A analise de sensibilidade pode ser aplicada a uma anomalia real, sem perda de qualidade
das medidas de campo, ao contrario da anailise de estabilidade. A explicacdo para este fato
é que, para fazer a analise de estabilidade, temos que contaminar a anomalia observada com
N seqiéncias diferentes de ruido pseudo-aleatério. Contudo, uma anomalia real ja contém
ruido, implicando o seu levantamento a realizagdo de uma amostra particular da variavel
aleatéria que descreve este ruido. Esta amostra particular impde uma tendenciosidade nas
estimativas pontuais obtidas da anomalia real e, assim, o seguinte problema pode ser colo-
cado: qual deve ser o valor do desvio padrao o¢, do ruido Gaussiano pseudo-aleatério usado
na analise de estabilidade, de modo a permitir que as trés regides de ambigiiidade obtidas
contenham as respectivas diregées verdadeiras? Na hipdtese simplificadora de que o ruido ja
contido na anomalia seja também Gaussiano, de média nula e desvio padrao oo, verificamos

heuristicamente que o¢ deve ser pelo menos da ordem de 0p. Em conseqiiéncia, a qualidade
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das medidas de campo é diminuida, o que também diminui a resolucgio final das estimativas

dos momentos equivalentes.

3.6 SINTESE DO CAPITULO

Se a condigido de fonte distante das observagdes estd satisfeita, as estimativas de massa
anomala total e de coordenadas de centro de massa sio boas aproximacdes dos valores ver-
dadeiros. Relativamente, as piores estimativas sdo as de z.,, na situagdo em que o contraste
de densidade nio tem simetria em relagdo ao plano perpendicular a z. Por outro lado, para
fazer boas estimativas das diregGes principais equivalentes, é preciso que a informagao a prio-
ri seja valida, que o corpo anémalo tenha diregoes principais verdadeiras e que a anomalia
tenha sido suficientemente influenciada pelos seus efeitos. Além disso, a estimativa de direcdo
principal equivalente mais estavel ndo estd necessariamente associada a dire¢do do eixo prin-
cipal verdadeiro maior, mas sim, a diregdo do eixo principal verdadeiro que corresponde ao
autovalor mais discrepante da matriz de espalhamento.

As estimativas de ordem 2 de massa anomala total e de coordenadas de centro de massa
sao sempre estaveis e tém praticamente a mesma qualidade estatistica em situagdes bastante
dispares de cobertura e de ruido adicionado & anomalia. Em particular, boas estimativas
dessas grandezas podem ser obtidas tanto numa situacdo de boa cobertura da dnomalia,
ainda que os dados sejam de baixa qualidade, como numa situagio de cobertura pobre, se
os dados forem de muito boa qualidade. Por outro lado, quando o interesse é obter boas
estimativas das diregbes principais equivalentes, é melhor dispor de uma cobertura esparsa
da anomalia, se os dados forem de muita boa qualidade, do que dispor de uma excelente

cobertura, mas com dados de baixa qualidade.

Nas situages adversas de fontes rasas interferentes, e de violacdo da condicao de fonte
finita (situacdo esta em que se tentaria estimar simultaneamente um regional na forma de
um polinémio), sugerimos que a mudanca do critério de ajuste, de minimos quadrados para

um critério robusto de ajuste, possa melhorar as estimativas obtidas com o método.
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Figura 3.1 - Ilustragdo esquematica das linhas de espalhamento de massa (LEM),
direcdes principais verdadeiras (DPV) e diregdes principais equiva-
lentes (DPE). CV e CE indicam os centros de massa verdadeiro e
equivalente, respectivamente.

Figura 3.2 - Tlustracio esquemaitica da dependéncia das direcSes principais com .
o centro de expansdo. O eixo w estd na intersegio dos eixos u e v,
saindo do plano da figura. O mesmo acontece com wp em relagio a
up € vp.
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Figura 3.3 - Superficie da fungéo a = a(u’,v’), definida pelas equagdes 3.41 e 3.42,
para uma placa retangular (em linha tracejada), com razéo entre seus
lados igual a 4. (@) Curvas de isovalores em grau. (b) Bloco diagrama
para um observador situado no ponto (2, —2).
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Figura 3.4 - Superficie da funcdo a = a(u’,v’), definida pelas equagdes 3.41 e 3.42,
para uma placa retangular (em linha tracejada), com razio entre seus
lados igual a 2. (a) Curvas de isovalores em grau. () Bloco diagrama
para um observador situado no ponto (2,—2).
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Figura 3.5 - Exemplo Gravimétrico 1: Anomalia do prisma gerada com z., = 1,5
km (linha cheia) e sua aproximagao de 2a. ordem (linha tracejada).
Intervalo de contorno de 2 mGal. A malha de geragiao contém 31 x 31
pontos, igualmente espagados de 1 km.
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Figura 3.6 - Exemplo Gravimétrico 1: Anomalia do prisma gerada com z., = 3,0
km (linha cheia) e sua aproximagao de 2a. ordem (linha tracejada).
Intervalo de contorno de 1 mGal. A malha de geragiao contém 31 x 31
pontos, igualmente espagados de 1 km.
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Figura 3.7 - Exemplo Gravimétrico 1: Anomalia do prisma gerada com 2., = 6,0
km (linha cheia) e sua aproximagdo de 2a. ordem (linha tracejada).
Intervalo de contorno de 0,2 mGal. A malha de geragao contém 31 x
31 pontos, igualmente espagados de 1 km.
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Figura 3.8 - Exemplo Gravimétrico 1: Comportamentos de (a) o, e das estimativas
pontuais de ordem 2 para: (b) mq, (¢) Tem € Yom € (d) 2em — b, em
funcéo da altitude A& de continuagao para cima da anomalia do prisma
gerada com 2, =1,5 km.
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LEGENDA

1
X : diregéo do lado do prisma que mede
lkm.l=2,3e10.

Figura 3.9 - Exemplo Gravimétrico 1: Estereograma de igual area mostrando a
Analise de Sensibilidade da estimativa pontual das dire¢Ges principais
equivalentes para h = 0,0 km.

LEGENDA

l
X : dire¢io do lado do prisma que mede
lkm. [l =2,3e10.

Figura 3.10 - Exemplo Gravimétrico 1: Analise de Sensibilidade da estimativa
pontual das direcbes principais equivalentes para A = 1,5 km.
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LEGENDA

-

X : diregio do lado do prisma que mede
lkm. !l =2,3e10.

Figura 3.11 - Exemplo Gravimétrico 1: Analise de Sensibilidade da estimativa
pontual das diregGes principais equivalentes para h = 4,5 km.
| &
LEGENDA
l
X : diregio do lado do prisma que mede
lkm.l=2,4e6.
0, X, O: diregoes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
y s .

)G*_X 4 di4rio e menor, repectivamen-
—_ te.

Figura 3.12 - Exemplo Gravimétrico 2: Diregoes principais verdadeiras e estimativa

pontual das diregdes principais equivalentes (+). As setas indicam
os sentidos das evolugbes das estimativas ao longo de 30 iteracoes.
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Figura 3.13 - Exemplo Gravimétrico 2: Anomalia observada. Intervalo de contorno

de 1 mGal. A malha de geracao contém 31 x 31 pontos, igualmente
espagados de 1 km, e o desvio padrao do ruido adicionado é 0,1 mGal.

30 ] L |

25 -
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Figura 3.14 - Exemplo Gravimétrico 2: Aproximagoes de la. ordem (linha cheia) e
de 2a. ordem (linha tracejada) para a anomalia observada. Intervalo
de contorno de 1 mGal.
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(c)

Iteragao

(d)

Figura 3.15 - Exemplo Gravimétrico 2: Evolugbes de (a) oy e das estimativas de
ordem 1 para: (b) mg, (¢) Zem € Yem € (d) 2em, resultadas do Algoritmo

de Estimaciao Pontual.
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(c) _(d)

Figura 3.16 - Exemplo Gravimétrico 2: Evolugbes de (a) o, e das estimativas de
ordem 2 para: (b) mq, (¢) Zem € Yom € (d) zem, resultadas do Algoritmo
de Estimacao Pontual.
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Figura 3.17 - Exemplo Gravimétrico 2: Resultados do Algoritmo de Anélise de
Estabilidade para (a) o3 e estimativas de ordem 2 para: () my, (c)
Zem € Yom € (d) Zem.
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i

LEGENDA

i
X : dire¢ao do lado do prisma que mede
lkm.l=2,4¢6.

@}@

2
_/

Figura 3.18 - Exemplo Gravimétrico 2: Analise de Sensibilidade para a estimativa

pontual das diregdes principais equivalentes.

-

LEGENDA

1
X : diregdo do lado do prisma que mede
lkm.l=2,4¢6.

0, X, O diregoes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-

2
<
R

X

>

_/

diario e menor, repectivamen-
te,

Figura 3.19 - Exemplo Gravimétrico 2: Analise de Estabilidade para as estimativas

das diregGes principais equivalentes.
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Figura 3.20 - Exemplo Gravimétrico 3: Anomalia observada. Intervalo de contorno
de 0,5 mGal. A malha de geragio contém 31 x 31 pontos, igualmente
espacados de 1 km, e o desvio padrao do ruido adicionado é 0,1 mGal.

T I I I i
g S 1P 15 20 25 30
y (km)

Figura 3.21 - Exemplo Gravimétrico 3: Aproximacao de 2a. ordem para a anomalia
observada. Intervalo de contorno de 0,5 mGal.
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\& LEGENDA
l
X : direcdo do lado do prisma que mede
lkm.[=2,2¢6.
6 .
- 0, X, O: diregbes dos eixos principais
== equivalentes maior, interme-
X2 y diario e menor, repectivamen-
x s

te.

Figura 3.22 - Exemplo Gravimétrico 3: Estimativa pontual das dire¢oes principais

equivalentes (+). As setas indicam os sentidos das evolugbes das
estimativas ao longo de 30 iteragoes.

LEGENDA

l

X : diregao do lado do prisma que mede
lkm. 1 =2,2e6.

Figura 3.23 - Exemplo Gravimétrico 3: Andlise de Sensibilidade para a estimativa
pontual das direcdes principais equivalentes.
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LEGENDA

l

X : direcdo do lado do prisma que mede
lkm.l=2,2¢6.

0, X, O diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 3.24 - Exemplo Gravimétrico 3: Analise de Estabilidade para as estimativas
das direcbes principais equivalentes.
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Figura 3.25 - Exemplo Gravimétrico 4: Anomalia observada. Intervalo de contorno
de 1 mGal. A malha de geracdo contém 31 x 31 pontos, igualmente
espagados de 1 km, e o desvio padrdo do ruido adicionado é 0,1 mGal.
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| | | [
7] S 1B 15 20 25 30

Figura 3.26 - Exemplo Gravimétrico 4: Aproximagcdes de la. ordem (linha cheia) e
de 2a. ordem (linha tracejada) para a anomalia observada. Intervalo

de contorno de 1 mGal.

LEGENDA

0, X, 0 : diregoes dos eixos principais

equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 3.27 - Exemplo Gravimétrico 4: Estimativa ponfual das diregdes principais

equivalentes (+).
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Figura 3.28 - Exemplo Gravimétrico 4: Analise de Sensibilidade para a estimativa
pontual das diregbes principais equivalentes.

LEGENDA

0, X, 0 : diregdes dos eixos principais

equivalentes maior, interme-

didrio e menor, repectivamen-
y TEP

te.

Figura 3.29 - Exemplo Gravimétrico 4: Anélise de Estabilidade para as estimativas

das diregoes principais equivalentes.
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Figura 3.30 - Exemplo Gravimétrico 5: Anomalia observada. Intervalo de contorno
de 1 mGal. A malha de geracdo contém 31 x 31 pontos, igualmente
espacados de 1 km, e o desvio padrio do ruido adicionado é 0,3 mGal.
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y (km)

Figura 3.31 - Exemplo Gravimétrico 5: Aproximagio de 2a. ordem para a anomalia
observada. Intervalo de contorno de 1 mGal.
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LEGENDA

l
X . direcdo do lado do prisma que mede
lkm. 1 =2,4e6.

Al
%

Figura 3.32 - Exemplo Gravimétrico 5:

o, X, 0 diregdes dos eixos principais
y equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

Estimativa pontual das dire¢Ges principais

equivalentes (+). As setas indicam os sentidos das evolugbes das
estimativas ao longo de 30 iteragdes.

/1N

LEGENDA

Z : dire¢do do lado do prisma que mede
lkm.l=2,4e6.

N

Figura 3.33 - Exemplo Gravimétrico 5:

Analise de Sensibilidade para a estimativa

pontual das direcées principais equivalentes.
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LEGENDA

1
X : diregio do lado do prisma que mede
lkm.l1=2,4¢6.

0, X,O: diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
y didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 3.34 - Exemplo Gravimétrico 5: Anélise de Estabilidade para as estimativas
das direges principais equivalentes.
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Figura 3.35 - Exemplo Gravimétrico 6: Anomalia observada. Intervalo de contorno
de 1 mGal. A malha de geragio contém 9 x 9 pontos, igualmente
espacados de 4 km, e o desvio padrio do ruido adicionado é 0,05
mGal.
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Figura 3.36 - Exemplo Gravimétrico 6: Aproximagao de 2a. ordem. Intervalo de
contorno de 1 mGal.

LEGENDA

! .
X : direcdo do lado do prisma que mede
lkm.l=2,4e6.

0, X, 0: diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
diario e menor, repectivamen-

y te

Figura 3.37 - Exemplo Gravimétrico 6: Estimativa pontual das diregbes principais
equivalentes (+). As setas indicam os sentidos das evolugdes das
estimativas ao longo de 30 iteragdes.
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LEGENDA

l

X s diregio do lado do prisma que mede
6 lkm.l=2,4e6. '

X4 d
L] |

Figura 3.38 - Exemplo Gravimétrico 6: Anadlise de Sensibilidade para a estimativa
pontual das diregbes principais equivalentes.

2 X

LEGENDA
l
X : dire¢io do lado do prisma que mede
y lkm.l=2,4¢6. '

0, X, 0 : diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-

didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 3.39 - Exemplo Gravimétrico 6: Analise de Estabilidade para as estimativas
das dire¢des principais equivalentes.
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km
(a)
- Superficie da Terra
y

(b)

P =0,2 g/cm3
CM = (14,00, 16,00; 5,32) km

Figura 3.40 - Exemplo Gravimétrico 7: Tronco de piramide usado como corpo
anémalo. (a) Planta. (b) Corte vertical paralelo ao eixo y passando
pelo centro de massa (CM).
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Figura 3.41 - Exemplo Gravimétrico 7: Anomalia observada. Intervalo de contorno

de 1 mGal. A malha de geragdo contém 31 x 31 pontos, igualmente
espacados de 1 km, e o desvio padrdo do ruido adicionado é 0,1 mGal.
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Figura 3.42 - Exemplo Gravimétrico 7: Aproximacio de 2a. ordem. Intervalo de
contorno de 1 mGal.
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LEGENDA

l

X diregoes dos lados horizontais
(I = H) e vertical (I = V) do
tronco de piramide.

0, X, : diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
diirio e menor, repectivamen-
te.

Figura 3.43 - Exemplo Gravimétrico 7: Estimativa pontual das dire¢des principais
equivalentes (+). '
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LEGENDA

l
X : diregoes dos lados horizontais
(I = H) e vertical (I = V) do

tronco de pirimide.

Figura 3.44 - Exemplo Gravimétrico 7: Andlise de Sensibilidade para a estimativa
pontual das direcées principais equivalentes.

X

LEGENDA

[
X direcdes dos lados horizontais
(I = H) e vertical (I = V) do
tronco de pirimide.

0, X, O: diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 3.45 - Exemplo Gravimétrico 7: Anélise de Estabilidade para as estimativas
das diregGes principais equivalentes.
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(b)

Figura 3.46 - Exemplo Gravimétrico 8: Distribuigdes aleatérias de massas pontuais
usadas como corpo andémalo. (a) Planta. () Corte vertical ao longo
da diagonal que passa pelo centro das nuvens.
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>

LEGENDA

l
X : diregbes dos eixos verdadeiros
maior (I=A), intermedidrio (I=B)
e menor (I=C).

0, X, O : diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 3.47 - Exemplo Gravimétrico 8: Dire¢des principais verdadeiras e estimativa
pontual das diregoes principais equivalentes (+). As setas indicam
os sentidos das evolugdes das estimativas ao longo de 30 iteragdes.
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Figura 3.48 - Exemplo Gravimétrico 8: Anomalia observada. Intervalo de contorno

de 100 pGal. A malha de geragdo contém 35 x 35 pontos, igualmente
espagados de 5 m, e o desvio padrédo do ruido adicionado é 20 uGal.
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Figura 3.49 - Exemplo Gravimétrico 8: Aproximagao de 2a. ordem. Intervalo de
contorno de 100 pGal.
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LEGENDA

l
X direcoes dos eixos verdadeiros
maior (I=A), intermedisrio (I=B)
e menor (I=C).

Figura 3.50 - Exemplo Gravimétrico 8: Andlise de Sensibilidade para a estimativa
pontual das direcdes pricipais equivalentes.

LEGENDA
l
% X : diregdes dos eixos verdadeiros
& h? maior (I=A), intermediério ({=B)
o@ e menor (I=C).
o
(8 0, X,0: diregdes dos eixos principais
% y equivalentes maior, interme-

diario e menor, repectivamen-

8’2(
B
X é% te.

Figura 3.51 - Exemplo Gravimétrico 8: Anélise de Estabilidade para as estimativas
das diregbes principais equivalentes.
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X

A
N

Figura 3.52 - Exemplo Gravimétrico 9: DiregGes principais verdadeiras do prisma.

LEGENDA

l
X : diregdo do lado do prisma que mede
' lkm.l=2,4e6.

X

30

| I | | |
7| 5 1B 15 28 25 3B
y (km)
Figura 3.53 - Exemplo Gravimétrico 9 — caso 1: Anomalia observada. Intervalo
de contorno de 1 mGal. A malha de geracio contém 31 x 31 pontos,

igualmente espacados de 1 km. A anomalia nio estd contaminada
com ruido.
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Figura 3.54 - Exemplo Gravimétrico 9 — caso 2: Anomalia observada. Intervalo
de contorno de 1 mGal. A malha de geragio contém 31 x 31 pontos,
igualmente espacados de 1 km. A anomalia nio estd contaminada
com ruido.
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r I [ | 1
%] 5 1B 15 280 25 3¢
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Figura 3.55 - Exemplo Gravimétrico 9 — caso 1: Aproximagao de 2a. ordem (linha
cheia) e anomalia observada (linha tracejada). Intervalo de contorno
de 1 mGal.

109



@ R
2 5 1B 15 2B 25 30

y (km)

Figura 3.56 - Exemplo Gravimétrico 9 — caso 2: Aproximagao de 2a. ordem (linha
cheia) e anomalia observada (linha tracejada). Intervalo de contorno

de 1 mGal.

| x

LEGENDA

[
X : diregio do lado do prisma que mede
lkm. 1 =2,4e6.

0, X, O dire¢oes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
y didrio e menor, repectivamen-
te.

PX

Figura 3.57 - Exemplo Gravimétrico 9 — caso 1: Estimativa pontual das diregdes
principais equivalentes (+). As setas indicam os sentidos das
evolugbes das estimativas ao longo de 50 iteragdes. -
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LEGENDA

}
lkm.l=2,4e6.

0, X, diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 3.58 - Exemplo Gravimétrico 9 — caso 2: Estimativa pontual das dire¢des
principais equivalentes (+). As setas indicam os sentidos das
evolugdes das estimativas ao longo de 50 iteracoes.
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Figura 3.59 - Exemplo Gravimétrico 10: Anomalia observada (obtida somando-se
0,1 mGal a anomalia observada do Exemplo Gravimétrico 2). Inter-
valo de contorno de 1 mGal.
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Figura 3.60 - Exemplo Gravimétrico 10: Aproximacdo de 2a. ordem. Intervalo de
contorno de 1 mGal.

LEGENDA

l
X : direcdo do lado do prisma que mede
lkm.l=2,4e86.

0, X, : diregoes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

=1

Figura 3.61 - Exemplo Gravimétrico 10: Estimativa pontual das diregdes principais
equivalentes (+). As setas indicam os sentidos das evolugdes das
estimativas ao longo de 1000 iteragoes.




ANEXO III - ESTIMACAO SIMULTANEA DE UMA
COMPONENTE REGIONAL E DE MOMENTOS
DE FONTE DO CAMPO ANOMALO

E possivel se alterar o método de inversdo de momentos, que se baseia na série truncada
obtida da expansdao em multipolos do potencial, para estimar simultaneamente com os mo-
mentos um regional superposto a anomalia isolada. Esta alteracdo é apresentada, a seguir,
para o caso gravimétrico.

Vamos adicionar & série truncada em momentos de 2a. ordem, dada pela equagio (3.4),
uma componente regional na forma de um polinémio p = p(z,y), por exemplo, do segundo

grau. Assim fazendo, obtemos a seguinte expressio para o campo gravimétrico:
1
g = \I’ol‘O + ¥, + ‘I’yl‘y + ¥, + ‘I’zyﬂz‘y + ¥, + E‘I'yy(ﬂw - I‘za:)

1 ‘ .
+ ¥, + -2-\11"(;1" — Hzz) + G0 + 65T + ayy + @y TY + Az’ + ayyy®, (1IL1)

em que ag, Gy, ..., Gyy 880 0s coeficientes do polinémio p(z,y) e, por simplicidade, o indice
k, referente a identificagdo do ponto de medida do campo na superficie da Terra, nao foi
conservado na passagem da equacdo (3.4) para a equagdo (III.1).

Antes de usar a equagio (III.1), é conveniente aplicar aos termos do polindmio p(z,y) o
mesmo tipo de normalizacdo que foi utilizado no na Secdo 3.1 para obter a equagio (3.4).

Para tanto, basta reescrever p(z,y) como:

p=ao+(ad) (7) + (D) (%) + (0aP) (552 + (auet?) (’l’—;) + (al?) (3;—:) ,

em que ! é a mesma distancia utilizada para normalizar os momentos na equagio (3.2).
Podemos agora definir os novos coeficientes ay, oy, ..., ayy, do polinémio normalizado pn(z, y)
como sendo ag, (azl), ..., (ayyl?), respectivamente. Além disso, podemos definir as fungoes-
bases P* (com i = 0, z, y,zy, =z, yy) do polinémio normalizado py(z,y) como sendo:

P =1, (I11.2)
PF = % | (IIL3)
po= 4 (IIL.4)




em diregdo e sentido, mas ndo em moédulo, e que a distribui¢do espacial do médulo da mag-
netizagao tenha trés planos mutuamente ortogonais de simetria. Todas as hipéteses, exceto
a de direcao de magnetizacao constante, sao conseqiéncias do truncamento da expansio em

multipolos em momentos de 2a. ordem.

O uso de momentos torna independente da forma geométrica e predominantemente linear
a estimagdo dos parametros de uma fonte magnética, desde que esta satisfaga as hipdteses
acima. Assim, o método podera ser aplicado a uma ampla classe de anomalias magnéticas
tridimensionais, a exemplo daquelas cujas fontes possam ser aproximadas por prismas, elip-

soides, cilindros, esferas e até mesmo distribui¢bes aleatdrias simétricas de fontes pontuais.

A expansdo em multipolos do campo magnético foi efetuada utilizando a componente
vertical ao invés da componente total. Além da simplicidade na dedugio, a razdo da escolha
da componente vertical foi a de obter a situacao analoga a do caso gravimétrico, que também
se baseia nas medidas da componente vertical do campo gravimétrico. Assim, os resultados
obtidos no Capitulo 2, para o caso gravimétrico, sdo mais facilmente adaptados para o caso

magnético.

Ressaltemos que o uso da componente vertical, ao invés da componente total, ndo se
constitui numa restricdo ao método. Primeiro, porque toda a deducao que se segue pode ser
generalizada para campo total. Segundo, porque existem operagGes estaveis (pelo menos em
regides distantes do equador magnético), que transformam anomalias de campo vertical em
anomalias de campo total, e vice—versa (GUNN, 1975), indicando-nos que estes dois campos
contém a mesma informacao sobre os momentos de fonte. Por fim, porque mostraremos neste
capitulo que os campos magnético vertical e gravimétrico sdo descritos por combinagdes linea-
res das mesmas fungées—bases, o que implica que qualquer componente de campo magnético,
inclusive a componente total, é também descrita por combinagdes lineares das mesmas fun-
¢Oes—bases. Isso indica, mais uma vez, que as informagdes sobre os momentos contidas na
componente total (ou em qualquer outra componente) estio também contidas na componente

vertical.

41 EXPANSAO EM MULTIPOLOS DO CAMPO MAGNETICO VERTICAL

Seja um corpo anémalo de volume finito vg, submetido a um contraste de magnetizagao
-
M constante em direcdo e sentido, mas podendo variar em médulo. A componente vertical

V do campo magnético anémalo gerada por M é dada por (GUNN, 1975):

V=VF)= a% /uo M(F)®(F, 7)dvo, (4.1)
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em que
z—2

®=o(F,r) = ———
|7 —r|

(4.2)
é a fungio de Green, sendo 7 = (z,y, z) um ponto arbitrério de medida e r' = (=',y',2’) um
ponto dentro do volume das fontes, ambos no sistema de coordenadas Cartesianas (z,y, z)

em que z - y é a superficie plana da Terra e z € positivo para baixo. Além disso

. . . . .0 0 ,
8im = cosdcos zaa—z + smdcosz% + sinio— = az— + baiy + c;‘% (4.3)
é a derivada na diregio de M , definida pelo azimute d em relagao ao eixo z e pela inclinacéo
Seguindo GOL’TSMAN (1970), vamos expandir (7, '), dada pela equagio (4.2), numa
série de Taylor no entorno de r' = ro = (25, ¥4, 20), retendo momentos até 2a. ordem inclusive.
Presumindo que a diregdo de magnetizagao é desconhecida, obtemos a seguinte aproximagao
para o campo V definido na equagdo (4.1):

V o= ®°MZ+OVME + & M + @7V (MY + M2) + 8% (MZ + M?) + 8W(MY — M?)
+ V(M + M) + @7(M; — M) + "W (M}, + Dy,) + @™V (MZ, + MY, + My,)

v

+ %M, + D) + 9(Dy, — M) + (D, + My, — M)

T ¥

+ Qyzz(Dgz + M;z - M:y) + 9% (D:z - M:z)’ (44)
em que
. 8%
Q = %IT.’:T.‘;)’ (4.5)

analogamente para ¢V e ®*,

- 0%®
v — 8x'6y'|'7='7>’ (4.6)
analogamente para ®%%, &, ¥* ¢ %% ¢
vz fiad
= 0z'0y'0z' |'7=’?>’ ' (4.7

analogamente para ®*¥¥, ®*** QWY PW: P¥** ¢ P4, Além disso, os valores verdadeiros

dos momentos. sao definidos como:

MZ = M,-a, . (4.8)
Mg = Mo . b, (4.9)
Mg - Mo - C, (410)
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estando os cossenos diretores da magnetizacio a, b e ¢ implicitamente definidos na equacao
(4.3), e sendo

M, = / M(7)dvo, | (4.11)
vo
MZ = M,-a, (4.12)
M! = M,-b, (4.13)
M = M,-c, - (4.14)
M, = / (' — o) M () dvo, (4.15)
analogamente para M7, MY, M}, M7, MY e M},
1
D, = E(Myy - M) - a, (4.16)
1
Dy, = E(Mw - M) - b, (4.17)
1
Dy, = E(Myy - M;:) - c, (4.18)
M,, = / (' = 25)> M () dwo, (4.19)
Vo

My, = [ (& - 9)* M()avo,

T Y z
analogamente para DI, DY e D? ;e

M;, = Mgy -a, ' (4.20)
M, = M, b, (4.21)
M;, = My-q, (4.22)
My, = [ (2’ = 24)(y/ - o) M(7)dv, (4.23)
vo
analogamente para M;,, MY, M: , M7, MY, e M;,.

Podemos identificar My, na equacdo (4.11), como o médulo do momento de dipolo total,
bem como relacionar M, M, e M,, na equagéo (4.15) e similares, com as coordenadas do

centro de momento de dipolo z¢ar, youm € zom por

M,
TeM = E + a::), ' (424)
M, '
= —= 2
YoM M, + Yo, (4.25)




, M, 42
CM = 37 0
M,

em que (z5, Yo, 20) € o centro de expansdo. Além disso, podemos obter as diregdes dos eixos
principais a partir das condigoes necessarias para diagonalizar a matriz de espalhamento

_ M.m: sz Mzz
E= My My M, |,
M:z:z Myz Mzz

estando os termos de E definidos nas equagdes (4.19), (4.23) e similares. Observemos que
estas defini¢des sdo anilogas as do caso gravimétrico.

Ressaltemos que a rigor deveriamos acrescentar o indice * na notagio dos momentos
magnéticos, presentes na série truncada dada pela equagio (4.4), para distingui-los dos mo-
mentos verdadeiros que compdem a expansio em multipolos exata contendo infinitos termos.
Todavia, para nao carregar ainda mais a notagdo matematica, isso ndo foi feito.

Presumindo que o campo magnético é conhecido apenas num conjunto de N pontos da
superficie da Terra, podemos escrever a equagio (4.4) como

V=0M, (4.26)

em que V é um vetor de N elementos, sendo o k—ésimo deles, Vi, a componente vertical
do campo andémalo medido em (zx,y:,0) e M é o vetor de momentos, ou combinacdes de
momentos, arranjados na seqiiéncia em que aparecem na equagio (4.4). Além disso, Péa
matriz N x 15, cujo elemento ®;; é a fungdo @’ calculada no ponto (z,yx,0), sendo &/,
(com j = =, y, 2,...,222) definida por uma das equagdes (4.5), (4.6), (4.7) e andlogas.

4.2 NORMALIZAGAO DAS FUNCOES-BASES E DOS MOMENTOS

Vamos reescrever a equagio (4.4) como

T = (@°P)- (MZ[P)+ ...+ (@1 - [(M + M?)/I"] + ...
+ (9 P) (D} — MZ,)/P), (4.27)

em que ! é uma distancia de normalizacdo pre-especificada, de mesma ordem de grandeza

!
que 2.

Definindo ¥* e u§ como
¥ = §*P
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o = Mg/,

e agindo de modo similar para os demais termos da equagio (4.27), podemos reescrever a
equagdo (4.26) como

V=Vz (4.28)

Os elementos da linha k de ¥ sio dados por:

T o= 3egc )\, (4.29)
U = 3cyc. N’ (4.30)
U = (3¢, —1)A%, (4.31)
U = 15ccc, N, (4.32)
U = 3cg(5c,? — 1)\, (4.33)
U = 3c,(5¢,% — 1)A4, (4.34)
¥ = 3¢ (5c,? — 1)A4, (4.35)
U = 3c,(5¢,2 — 3)M4, | (4.36)
U = 15c.c,(Tc,? — 1)A°%, (4.37)
Ui = 15c.cy(Tc,? — 1)A5, (4.38)
Ui* = 15¢z¢,(Tc,t — 3)A°, (4.39)
U = 15¢,c,(Tc,? — 3)\°%, (4.40)
WY = 3[(5¢, — 1)(5¢.% — 1) + 10¢,%c.?| X°, (4.41)
WP = 15¢yc,(Tc,® — 3))5, (4.42)
¥ = 3[(5¢.% - 3)(5¢.% — 1) + 10(c,? — 1)e,?] A°, (4.43)

em que
T — T
¢ = kT:’,
o = HZR,
Z,
¢ = _IEO,
Y=g
e

R = \/(-'Bk —zb)’ + (yk — yb)® + 2%,
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sendo (zx,yx,0) um ponto de obervagio e (zy, g, 25) © centro de expansio.

Observemos que os elementos de ¥ sao adimensionais e que todos os elementos de 7 tém a
mesma dimensdo, que é a dimensao de campo magnético. Em todos os exemplos de inversio
a serem apresentados, utilizaremos sempre a equagio (4.28), ao invés da equagio (4.26),
pois a primeira permite maior estabilidade numeérica (do que a segunda) nas estimativas dos
momentos e seus resultados sdo de mais facil interpretacao pelo fato de seus momentos terem
a mesma dimensao.

4.3 GENERALIZACAO PARA O CASO MAGNETICO DOS RESULTADOS OBTIDOS
NO CAPITULO 2

Os campos magnético e gravimétrico sdo descritos por combinagdes lineares das mesmas
funcoes—bases. Esta afirmacao pode ser constatada comparando-se as definigées das fungdes-
bases, dadas pelas equagdes (4.29) a (4.43) no caso magnético, e equagdes (3.6) a (3.14) no
caso gravimétrico. Todas estas fungdes sao originadas por derivagdes sucessivas de uma tnica
fungdo, cujo comportamento basico € o decaimento com o inverso da distancia as fontes. Em
conseqiiéncia, existe uma identidade matematica subjacente entre os campos magnético e
gravimétrico. Esta identidade sera utilizada nesta secdo para sugerir ou generalizar, para o
caso magnético, os resultados obtidos no Capitulo 2 sobre a inversao de momentos de fonte

gravimétrica.

4.3.1 Inversao de momentos conhecendo-se apenas a anomalia magnética

A identificacdo dos momentos, ou combinagdes de momentos magnéticos, que podem
ser determinados conhecendo-se apenas a anomalia magnética, pode ser feita através da
adaptagdo para o caso magnético da metodologia desenvolvida na Secdo 2.2 para o caso
gravimétrico. Todavia, ndo faremos nesta tese esta generalizagio, pois optamos por dar énfase
e atencgao ao fato novo no caso magnético, que é o desacoplamento dos efeitos nos momentos
provocados pela dire¢do da magnetizagio. Nao obstante, com o objetivo de proporcionar
uma fonte de intuigdo para futuras investigagdes, no caso rnagnétiéo, na linha de inversao
sem o uso de informagdo a priori, vamos aqui fazer alguns comentarios sobre a inversio de
momentos magnéticos nesta situacdo. Por simplicidade, vamos descartar a ocorréncia das
distribuigGes patologicas de magnetizacao.

No caso da hipétese feita na Segio 2.4 estar correta, a determinagdo de um dado momento
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sem o uso de informagao a priori, seria uma conseqiiéncia apenas das propriedades da funcéo-
base da qual ele atua como coeficiente na expansio em multipolos. No restante desta secao,
vamos admitir a validade desta hipétese e verificar quais sdo as suas conseqiiéncias no caso

magnético.

Podemos sugerir, a partir do exame da equagio (4.4), que os momentos, ou combinacoes
de momentos magnéticos, até 2a. ordem, que podem ser estimados sem a necessidade de
informac&o a priori sdo: Mg, Mg, MY+ My, My — MZ, M}, + D% e DY, — MZ,. Além disso,
podemos reconhecer que o coeficiente de ®° é sempre nulo, uma vez que esta fungio nio estd
presente na equacio (4.4).

Os dois primeiros momentos da lista acima (MZ e M§) sao as componentes no plano
- y do momento de dipolo total. Além disso, o fato do coeficiente de ®° ser sempre nulo é
uma conseqiéncia da inexisténcia de monopolos magnéticos. Para as demais combinacdes da
lista acima nao temos interpretagao. Contudo, podemos identificar que: (1) nio é possivel
se determinar o momento de dipolo total, j4 que M ndo pode ser determinado, e (2) ndo
é possivel tampouco se determinar a projecdo no plano z - y do centro de momento de
dipolo, definido pelas equacdes (4.24) e (4.25), porque as componentes M? e M; de M, e
M, respectivamente, ndo podem ser determinadas. Tomados em conjunto, estes resultados
sugerem que € bastante pobre, do ponto de vista geofisico, o conjunto de informagdes sobre
as fontes anémalas que é possivel se retirar do campo magnético sem que nenhum vinculo
sobre as fontes seja introduzido.

Observemos que na interpretagio geofisica é comum se fazer a analogia entre densidade
e magnetizacao, nos casos gravimétrico e magnético, respectivamente, o que equivale a fazer
a analogia entre massa anémala total e momento de dipolo total. Todavia, do ponto de
vista fisico esta analogia é infundada, pois a massa anoémala total é um escalar e o momento
de dipolo total é um vetor, sendo estas grandezas dadas por coeficientes de fungdes-bases
diferentes nas respectivas expansdes em multipolos. Assim, do ponto de vista fisico nio existe
equivalente magnético da massa anoémala total, pois nio existem monopolos magnéticos; o
vetor momento de dipolo total é equivalente ao vetor formado pelos momentos gravimétricos
de la. ordem e o tensor de ordem 2 magnético, que é formado por momentos de la. ordem,
é o equivalente da matriz de espalhamento de massa. |

Sob o ponto de vista acima, o momento de dipolo total ndo pode ser determinado porque
nao é possivel se estimar a sua componente z, pois ela é a equivalente do momento m,
gravimétrico que ndo pode ser determinado. O mesmo raciocinio se aplica & projegdo no
plano z - y do centro de momento de dipolo, pois as grandezas necessarias para defini-la séo

equivalentes aos momentos de 2a. ordem gravimétricos, a maioria dos quais nio podem ser
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determinados.

Observemos que as sugestdes feitas nesta se¢ao nio estao em contradigdo com os resultados
_ possiveis de serem obtidos, no caso magnético, com a aplicacio da relacido de Poisson. Isto
acontece porque esta relagao nao é valida para todas as distribui¢des de magnetizagio e o

seu uso implica, assim, o uso de informagio a priori.

4.3.2 Inversao de momentos a partir da série truncada

Ao contrario dos resultados da segdo anterior, os resultados a serem apresentados nesta
secao sao realmente adaptacdes para o caso magnético de resultados ji obtidos no caso
gravimétrico. Ou seja, estes resultados estao fundamentados em demonstragoes matematicas.

Na equagdo (4.4) os momentos foram agrupados de tal forma a forgar que o Laplaciano
da fungdo de Green ® e as suas derivadas aparecessem como candidatos a serem fungdes-
bases da expansdo em multipolos. Como mostramos na Segio 2.3.2, apés a eliminagio desses
candidatos, as fungbes restantes formam uma base (desde que a série seja finita), para fungdes
potenciais definidas no plano z - y, em termos da qual o campo V(w, y) pode ser representa.do
de forma aproximada. Em conseqiiéncia, a matriz de Gram ® <I> associada a @ na equagio
(4.26), é positivo definida (DAVIS, 1975), o que garante a unicidade na determinagio da
estimativa do vetor M.

Na Tabela 4.1 apresentamos a decomposigao em valores singulares (LANCZOS, 1961) da
matriz ¥, definida na equagio (4.28). A matriz utilizada foi calculada numa malha com
31 x 31 elementos, igualmente espagados de 1 km, e usando o ponto (15, 15, 5), em km,
como centro de expansdao. Observemos que a razio entre os valores singulares extremos
de U é menor que 272 (Tabela 4.1), revelando assim que esta matriz é bem condicionada,
embora que esta razao ji seja bem maior que o valor 32 que foi obtido para a matriz {Il__,
do caso gravimétrico, calculada para a mesma grade e centro de expansiao. Contudo, como
mostraremos no Capitulo 5, ainda é possivel se obter estabilidade na estimagio dos momentos

magnéticos.

Como no caso gravimétrico, a decomposicao em valores singulares de ¥ (Tabela 4.1) revela
possiveis acoplamentos entre os momentos magnéticos. Estes acoplamentos sdo conseqiiéncias
da ndo ortogonalidade entre as fungdes-bases geradoras de ¥. De acordo com a Tabela
4.1, a base de fungGes apresenta quatro subespagos ortogonais entre si, condicionando o
aparecimento de quatro grupos de momentos, ou combinagdes de momentos, internamente
acoplados. Sao eles: grupo 1 formado por My, M7 + M7, MY + Di e MZ, + D ; grupo
2 formado por Mg, M7 + M}, DY, — M7, e DY, + M, — Mxy, grupo 3 formado por M,
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Tabela 4.1 - Resultados da decomposi¢io em valores singulares da matriz ¥. Em

cada coluna da tabela, os quinze primeiros elementos expressam uma
coluna da matriz ortogonal V (LANCZOS, 1961) e 0 décimo sexto
elemento ¢ o valor singular associado a esta coluna de V. Os elementos
de V estio multiplicados por 10%.

momentos 1 2 3 4 5 6 7 8
Mg 0 0| —-167 0 0 —49 0 0
M} 0| —136 0 0 0 0 123 0
M —151 0 0 0 -84 0 0 2896
MY+ M7 0 0 0 1212 0 0 0 0
M:+ M7 0 0 1172 0 0 322 0 0
My — M7 —588 0 0 0 1060 0 0 4572
M: + M} 0 957 0 0 0 0] —792 0
M: — M? 1060 0 0 0 588 0 0| —8322
M3, + Dy, 0 0 2547 0 0] —9670 0 0
M;, + MY, + M, 0 0 0| —9926 0 0 0 0
M:. + Di, 0 0| —9598 0 0] —2526 0 0
Dgz_ - Mﬁy 0 6124 0 0 0 0] 7906 0
Dy, + MY, — M, 4811 0 0 0| —8682 0 0 558
DY, + M, — M, 0| —7846 0 0 0 0| 6071 0
D:, — M3, —8681 0 0 0| —4810 0 0| —1067
valor singular 4492 3529 2901 1405 1243 | 675,6 | 555,5 [ 229,6
momentos 9 10 11 12 13 14 15
M§ —3280 2 0 0 0| —9445 -8
MY -2 | =3280 0 0 0 8 | —9445
M§ 0 0 0 1752 | —9408 0 0
MY+ M7 0 0] —9926 0 0 0 0
Mz + M7 9369 -7 0 0 0| —3276 -3
My — M7 0 0 0| —8807 | —232 0 0
M;;' + M} 7 9366 0 0 0 3| —3276
M7 — M2 0 0 0| —4231 | —3372 0 0
M3, + D3, 14 0 0 0 0 0 0
M;, + MY, + M, 0 0] —1212 0 0 0 0
M:Z, + D%, 1205 -1 0 0 0] —235 0
Dy, — M, 0 42 0 0 0 0 0
D;, + M}, — M, 0 0 0| —1076 —28 0 0
Dy, + M7, — M, 1 1233 0 0] 0 0] —236
D: — MZ, 0 0 0] —547 | —248 0 0
valor singular 145,6 | 1456 | 68,75 | 61,61 | 23,94 | 16,55 | 16,55
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My — M7, M; — M7, D;, + MY, — M, e D, — M7, e grupo 4 formado por M} + M e
M;, + MY, + M;,. Podemos identificar, nos trés primeiros grupos, que uma componente do
momento de dipolo total esta acoplada com componentes dos momentos de 1la. ordem (dos
quais retiramos as coordenadas de centro de momento de dipolo), a exemplo de MZ com
M? e M7 no grupo 1. Além disso, em cada um dos trés primeiros grupos estdo presentes
também componentes das correlagdes e das diferencas entre dispersdes, a exemplo de MY, e
Dy, no grupo 1. Estes acoplamentos podem ser globalmente interpretados como sendo uma
dependéncia da posi¢ao do centro de momento de dipolo com a diregio da magnetizacio e
com a atitude espacial do corpo anémalo. Contudo, ndo temos (infelizmente) uma explicacio
completa e detalhada para estes acoplamentos, que sdo de dificil interpretacgao fisica.

Ao substituir, na equacio (4.4), o campo V(z,y) por uma combinagio linear das fun-
¢oes—bases, estamos implicitamente definindo, através dos momentos que sdo os pesos em
cada base, uma distribuicio de magnetizagio equivalente, cujo campo contém contribuigdes
nio despreziveis somente de momentos até 2a. ordem e melhor reproduz, de acordo com o
critério de ajuste estabelecido, o campo V(z,y) produzido pela distribui¢do real de magne-
tizagdo. Lembremos que os valores obtidos para a distribuigio de magnetizacdo equivalente
ndo coincidem, em geral, com os valores verdadeiros da distribuigio real de magnetizagio.
No entanto (como mostraremos no Capitulo 5), os valores estimados se constituem em boas
estimativas dos valores verdadeiros, desde que o corpo anémalo seja convexo e tenha volume
finito, que ele esteja suficientemente distante do plano de medida, que a magnetizagio seja
constante em diregio e sentido e que a distribuigdo do médulo da magnetizagio seja simétrica
em relagdo a trés planos mutuamente ortogonais. Esta iltima condi¢io, da mesma forma
que no caso gravimétrico, é conseqiiéncia da otimizagdo da representagio do campo pela
série truncada em momentos de 2a. ordem, que exige simetria na distribui¢cio do médulo da

magnetizacao.

Os momentos magnéticos equivalentes da distribuicio de magnetizagio equivalente
sdo caracterizados, como no caso gravimétrico, através da solu¢ao estacionaria de um sistema
de equagdes diferenciais lineares de la. ordem. As estimativas dos momentos magnéticos
equivalentes sdo também obtidas através do Algoritmo de Gol’tsman (que foi apresentado na
Secdo 2.3.1). A tnica diferenca do caso magnético, em relacdo ao caso gravimétrico, é que
agora em cada iteracao do Algoritmo de Gol’tsman sio necessarias as operacdes de desacopla-
mento dos momentos, a serem definidas na préxima secdo, antes do calculo do momento de
dipolo total, centro de momento de dipolo e dire¢ées dos eixos principais. Pelas mesmas
razoes apresentadas na Secdo 2.3.3 para o caso gravimétrico, a estimagdo dos momentos
magnéticos equivalentes tem as propriedades de unicidade e de estabilidade assintética.
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Observemos que em conseqiiéncia de V2@ ser nulo, em toda regido onde o campo mag-
nético é amostrado, as componentes das dispersdes magnéticas M,,, M,, e M,, nio podem
ser determinadas. No entanto, as componentes de suas diferengas My, — M;,, M,, — My e
M. — M,,, juntamente com as componentes das correlagbes magnéticas, M,,, M,, e M,,,
podem ser determinadas, o que é suficiente para estimar as dire¢bes dos eixos principais
da distribuicdo equivalente de magnetizagdo. O fato de M;,, My, e M,, ndo poderem ser
determinados é uma conseqiiéncia da impossibilidade de separar, sem uma informacao a priori
independente, a magnetizagao e o volume, a partir do produto dos dois que é o momento de
dipolo total.

4.4 OBTENCAO DE MOMENTOS NAO DEPENDENTES DA DIRECAO DE MAGNE-
TIZACAO

Observemos que M, na equagao (4.26), contém os produtos de momentos, ou combinagées
lineares de momentos, pelos cossenos diretores a, b e ¢ da direcdo da magnetizacio. Nesta
se¢do, vamos mostrar como obter estimativas dos momentos que estio definidos nas equagdes
(4.11), (4.15), (4.19), (4.23) e andlogas, fazendo o que definimos como operacdes de de-
sacoplamento dos efeitos nos momentos causados pela direcao da magnetizacao. Por brevi-
dade, passaremos a denominar de momentos desacoplados os momentos resultantes destas

operagOes de desacoplamento.

44.1 Desacoplamento do momento de dipolo total

Utilizando a definicao dos cossenos diretores da direcio da magnetizagio a, b e ¢, na
equagcdo (4.3), e as equagdes (4.8) a (4.10), podemos calcular a inclinagio 7 e o azimute d da

magnetizacao total equivalente como

MZ
1 = arctan 0 4.44
[\/(M3)2 + (Ma)ﬁ] -
d = arctan (%) . (4.45)

Uma vez conhecidos ¢ e d, My pode ser calculado por uma das trés expressoes a seguir:

Mg
Mo = cosdcosi’ (4.46)
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M,

My = ———— .

0 sindcos¢’ (447)

M, = M" (4.48)
sin ¢

Observemos que as equagdes (4.44) e (4.45) podem conter indeterminagdes. Assim, alguns
cuidados numéricos devem ser tomados para identificar situagées limites, como a de magne-
tizagao vertical, e evitar a introdugéo de erros grosseiros no posterior calculo dos momentos
desacoplados. Por exemplo, o cilculo de My, por uma das trés equagdes (4.46) a (4.48), deve
ser feito com a equagdo que contém como denominador o maior valor, em médulo, dentre os
valores dos cossenos diretores da direcao da magnetizacdo.

4.4.2 Desacoplamento da posigao de centro de momento de dipolo

Utilizando as definicdes dos momentos de la. ordem, nas equagdes (4.12) a (4.15) e
analogas, e identificando as combinacoes dos momentos de la. ordem que podem ser esti-

madas a partir da equagéo (4.4), podemos construir a seguinte equacao matricial:

b a 0 MY+ M7
c 0 a M, M: + M7
—a b 0 M, | =| M-M |,
0 ¢ b M, M; + MY
—-a 0 ¢ M; - M7
ou, abreviadamente,
Ay = M. (4.49)

Uma vez que M; e A; sdo conhecidos, m; pode ser estimado pois A; tem posto 3,
como mostramos no Anexo IV. Assim, por simplicidade, podemos expressar m;, através do

estimador de minimos quadrados, como

ﬁl = ﬁlﬁl, ' (4.50)
em que
E— =T= _lﬂ'
D, = (A1 Al) N | (4.51)

e os superescritos T e —1 representam, respectivamente, as operagoes de transposicao e de
inversdao de matrizes.
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Desse modo, a equagdo (4.50) é a operagdo de desacoplamento da direcio de mag-
netizagdo nos momentos de la. ordem. Esta operagio permite obter o vetor Afgy =
1/Mo(M,, My, M,)T, o qual fornece a translagio necesséria para se atingir o centro de mo-
mento de dipolo da distribuigao equivalente partindo-se do centro de expansdo (Figura 4.1).
Podemos assim interpretar a matriz fl, na equagio (4.51), como o operador de desacopla-
mento nos momentos de la. ordem entre a direcio de magnetizacio total e a diregio de

translagdo ao centro de momento de dipolo.

44.3 Desacoplamento das direcoes dos eixos principais

Utilizando as definicdes dos momentos de 2a. ordem, nas equagdes (4.16) a (4.23) e
analogas, e identificando as combinagbes dos momentos de 2a. ordem que podem ser esti-
madas a partir da equagio (4.4), podemos construir a seguinte equagdo matricial:

(5 0 a0 0) ([ MY +Dz, )

c b 0a0]|[ My) M, + ML, + Mg,

0 c 0 0 a Mzz M::z+D:z

—a 0 b 0 0 Dy'x = Dgz—M:y ’

0 —a c b 0 Myz D;::'*'M#z_M:z

—a 0 0 ¢ b D, ) Dy, + M;, — M,
\ 0 -2 00 ¢ \  DL-M. )

ou, abreviadamente,
A,y = M. (4.52)

Uma vez que M, e A; sao conhecidos, 7, pode ser estimado pois A; tem posto 5,
como mostramos no Anexo IV. Assim, por simplicidade, podemos expressar m;, através do

estimador de minimos quadrados, como
my = Dy M,, (4.53)
em que

= —T= \ ~ 1= V
2= (AfAz) Af. (4.54)

Desse modo, a equagcio (4.53) é a operagio de desacoplameénto da direcio de magnetizagio
nos momentos de 2a. ordem, possibilitando assim que estimativas das dire¢bes dos eixos

principais sejam feitas (Figura 4.1). Podemos, pois, interpretar a matriz D,, na equagio
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(4.54), como o operador de desacoplamento nos momentos de 2a. ordem entre a diregao de

magnetizacao total e as diregdes dos eixos principais equivalentes.

No Anexo IV mostramos que as operagoes de desacoplamento, definidas pelas equagdes
(4.49) e (4.52), sdo estaveis independentemente da direcio da magnetizagio total. Todavia,
a estabilidade como um todo das estimativas de momento de dipolo total, centro de mo-
mento de dipolo e dire¢des principais equivalentes dependem, também, da estabilidade nas
estimativas das componentes dos momentos, que sdo obtidas atrives da solucdo da equacao
(4.28). Uma vez que estas componentes formardo os vetores de entrada das equagdes (4.49)
e (4.52), a estabilidade das operacdes de desacoplamento apenas garante que novos erros nio
serao introduzidos no calculo dos momentos desacoplados, mas os erros ja contidos nas esti-
mativas das componentes dos momentos serdo transmitidos aos momentos desacoplados. Em
conseqliéncia, existem situagoes em que as estimativas das dire¢bes principais equivalentes,
por exemplo, sao instaveis. Uma situagao tipica em que isso ocorre é aquela em que o corpo

anémalo € uma esfera, como mostraremos no préximo capitulo.

Por fim, observemos que no inicio deste capitulo estabelecemos como condigdes, para
poder desenvolver V(z,y) em multipolos, que o corpo andmalo tivesse volume finito e mag-
netizagao constante em diregio e sentido. 'A analise acima mostrou que estas condigdes sao
suficientes para assegurar o desacoplamento entre as dire¢des dos eixos principais e do vetor
magnetizagio total. (Lembremos que as diregdes dos eixos principais coincidem com os eixos
geométricos do corpo quando este tem forma regular e a magnetizagiao é constante nao sé

em direcdo e sentido, mas também em médulo.)

4.5 SINTESE DO CAPITULO

Neste capitulo, fizemos a adaptagao para o caso magnético da abordagem modificada de
inversdo de momentos de GOL’TSMAN (1970), gerando um método que permite a estimagao
simultdnea da diregio da magnetizagio total e da atitude espacial do corpo anémalo. Como
hipoteses, supGe-se que o corpo andémalo seja convexo e tenha volume finito, que ele esteja
suficientemente distante das observagdes, que a magnetizacio total seja constante em direcio
e sentido (mas ndo em médulo), e que a distribuigio espacial do médulo da magnetizacao
tenha trés planos mutuamente ortogonais de simetria. O uso de momentos torna indepen-
dente da forma geométrica e predominantemente linear a estimagao dos parametros de uma

fonte magnética, desde que esta satisfaga as hipSteses acima.
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Superficie da terra

r;, &
Bf ou
CE =
\
Qe
LEGENDA

CE = Centro de expansdo dado por 1"—{;.
CM = Centro de momento de dipolo.
DE = Dire¢des dos eixos principais.

M = Vetor magnetizacio.

Arcar = Translagdo de CE a CM.

Figura 4.1 - Direcbes a serem desacopladas.
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5 - EXEMPLOS DE INVERSAO DE ANOMALIAS
MAGNETICAS SINTETICAS

Neste capitulo, apresentamos resultados da inversdo de anomalias magnéticas tridimen-
sionais sintéticas, através da aproximacdo das mesmas pela série truncada em momentos
de 2a. ordem. Dada a identidade matemdtica subjacente entre os campos magnético e
gravimétrico, a inversao de momentos magnéticos tem basicamente as mesmas caracteristicas
que a de momentos gravimétricos, tanto as positivas quanto as negativas. Assim, por
brevidade, ndo repetimos aqui todas as situagbes apresentadas no Capitulo 3 para o caso
gravimétrico, pois optamos por enfatizar situagdes tipicas do caso magnético, como as de

magnetizacdo variavel.

Os algoritmos utilizados sdo inteiramente analogos aos apresentados na Secdo 3.3, para
o caso gravimétrico, e, por isso, nido serdo descritos. A tunica diferenca reside no fato de que
as operagdes de desacoplamento dos momentos precisam ser inseridas em cada iteragao do

Algoritmo de Gol’tsman, como mostraremos a seguir.
! b

5.1 ADAPTACAO DO ALGORITMO DE GOL’TSMAN PARA O CASO MAGNETICO

O Algoritmo de Gol’tsman é utilizado nas duas fases do Algoritmo de Estimagao Pontual
para se obterem as estimativas de ordens 1 e 2 dos momentos equivalentes. Estas estimativas
dos momentos equivalentes sdo obtidas através de um processo iterativo exigindo-se, em
cada iteragdo, o ajuste, no sentido dos minimos quadrados, entre os campos observado e
calculado. Comegando-se com um centro de expansao a priori rh = (6, Y6, 26), & solugdo da
equacao (4.28) (ou de sua similar com momentos até a la. ordem), produz estimativas para
-as componentes dos momentos, ou combinagoes de momentos, que sao os elementos do vetor
7. Utilizando as operagdes de desacoplamento dos momentos magnéticos, definidas na Segdo
4.4, é possivel se obter estimativas dos momentos magnéticos desacoplados. Estas, por sua

vez, levam a estimativas Zonz, Jom € Zom através das equagoes

TomM = 'lf—z'l+$6,
Ho
YoM = El'l+y6,

fio




A

fis
fio+C

em que fo, fiz, fiy € ji, s3s as estimativas dos momentos de dipolo total e de la. ordem em z,

ZoM = 1+ z(',, (5.1)

y e z normalizados, respectivamente, [ é a distancia de normalizacio e C é uma constante de
mesmo sinal que fio. Estas estimativas definem um novo centro de expansio r.’;, que substitui
r-(;,, e o processo € repetido até que Zcpr, Youm € Zoum nao mudem substancialmente. De acordo
com o valor de C' na equagao (5.1), podemos ter duas versdes do Algoritmo de Estimacio
Pontual: ndo amortecida se C = 0 e amortecida se C # 0.

5.2 EXEMPLOS DE INVERSAO COM DADOS SINTETICOS

Apresentamos, nesta secao, cinco exemplos de inversio empregando dados sintéticos.
9 ?
Nestes exemplos, as anomalias magnéticas foram geradas por prismas, esferas. troncos de
b b b
piramides e distribui¢des aleatdrias de dipolos magnéticos.

As anomalias geradas com os corpos de geometria regular podem simular, por exemplo,
anomalias causadas por grandes intrusdes basicas. Em especial, o caso do tronco de pirdmide
pode simular a anomalia causada por um monte submarino. Por outro lado, o exemplo
com as distribuicdes aleatérias de dipolos magnéticos pode simular um caso de prospecgio
mineral. Em todos os exemplos, exceto no exemplo do tronco de piramide, as profundidades
dos centros dos corpos sao suficientemente grandes para que a condigio de fonte distante das
observagses esteja satisfeita. Esta condigdo foi definida na Secdo 3.4.1 e também vale para o

caso magnético.

5.2.1 Exemplo Magnético 1: prisma de lados diferentes

O prisma usado tem magnetizagéo total uniforme de 2,5 A/m, com declinacio de 20°
e inclinacdo de 30°. Além disso, todos os pardmetros geométricos do prisma, da malha de
geragio do campo e de controle dos algoritmos sio iguais aos do Exemplo Gravimétrico 2,
com excessao de L. As diregbes principais verdadeiras do prisma, calculadas em seu centro,
juntamente com a diregdo da magnetizacio total, estio mostradas na Figura 5.1. A anomalia
magnética do prisma, que estd mostrada na Figura 5.2, foi calculada com o algoritmo de
OKABE (1979) e contaminada com ruido de média nula e desvio padrio o¢ igual a 1 nT.
Como no caso gravimétrico, vamos definir 0y e o2 como os erros médios quadraticos dos
residuos entre o campo observado e as suas aproximagdes de la. e 2a. ordens, respectiva-
mente.
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As evolugoes de o3 e das estimativas pontuais de ordem 2 do médulo do vetor momento
de dipolo total e das coordenadas de centro de momento de dipolo estdo apresentadas nas
Figuras 5.3.a a 5.3.d. Comparando estas figuras com as Figuras 3.16.a a 3.16.d, constatamos
que as evolugdes das estimativas pontuais dos momentos magnéticos sdo mais lentas que no

caso gravimétrico.

As aproximagoes de la. e de 2a. ordens para o campo observado estio mostradas na
Figura 5.4. Os valores obtidos para o, € o3 sdo iguais a 2,1 nT e 1,4 nT, respectivamente.
Estes valores sao boas aproximagdes do valor de o¢, que foi 1,0 nT, revelando, assim, que
ambas aproximacGes fornecem bons ajustes para o campo observado. Além disso, a proxi-
midade entre estes erros revela que o critério de ajuste entre o campo observado e a sua
aproximacdo de uma dada ordem é um critério necessirio, mas nio suficiente, para estimar

os momentos equivalentes.

As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 do vetor momento de dipolo total e das co-
ordenadas de centro de momento de dipolo, juntamente com os resultados da analise de
estabilidade, estio apresentados na Tabela 5.1. Observemos que a declinagio e inclinagio,
associadas na Tabela 5.1 a média das estimativas de ordem 2, foram obtidas a partir da
diregdo do vetor momento de dipolo total médio. Este vetor, por sua vez, foi calculado com
a féormula da média amostral para dados situados sobre uma esfera (MARDIA et al., 1979),
utilizando as estimativas de ordem 2. A varidncia esférica amostral (MARDIA et al., 1979)
para a direcdo de momento de dipolo total, obtida das estimativas de ordem 2 e sobre uma
esfera de raio unitario, é igual a 1,2 x 107*. O dominio da varidncia esférica amostral, para
uma esfera de raio unitario, é o intervalo [0, 2], correspondendo o limite inferior a dados com
uma tnica direc¢do e o limite superior a dados completamente aleatérios sobre a esfera.

De acordo com a Tabela 5.1, todas as estimativas pontuais estdo bastante préximas dos
valores verdadeiros, além de serem estaveis. Além disso, as estimativas pontuais de ordem 2
estdo, em geral, mais préximas dos valores verdadeiros do que as de ordem 1. As estimativas
pontuais de ordem 2 das dire¢des de magnetizagio total e dos eixos principais equivalentes
estdo mostradas na Figura 5.1. Como se pode constatar nesta figura, estas estimativas
pontuais sao muito boas aproximacoes dos valores verdadeiros.

Para decidir que estimativas (ordem 1 ou ordem 2) serdo adotadas, devemos proceder
da mesma forma que no caso gravimétrico, baseando-nos nos critérios: primeiro, se houve
diferencas significativas entre estimativas pontuais de ordem 2, em relagio as de ordem 1, de
uma mesma grandeza, e segundo, se houve insensibilidade ou estabilidade nas estimativas das
diregdes principais equivalentes. As anilises de sensibilidade e de estabilidade das dire¢des
principais equivalentes estdo mostradas nas Figuras 5.5 e 5.6, respectivamente. Esta andlise
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Tabela 5.1 - Exemplo Magnético 1: resultados obtidos para o vetor momento de
dipolo total e coordenadas do centro de momento de dipolo. A média
e o desvio padrao foram obtidos a partir de 40 estimativas resultantes
do Algoritmo de Anilise de Estabilidade. As estimativas pontuais
apresentadas sio aquelas obtidas com a primeira contaminagio do
campo. o4 € o desvio padrao amostral.

parametro M, d 7 oM | YoM | zZoMm
(unidade) (10° A.m?) | (grau) | (grau) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 120,00 20,00 | 30,00 | 14,00 | 16,00 | 5,00
est. pontual de ordem 1 97,05 16,31 | 33,19 | 13,93 | 15,37 | 4,19
est. pontual de ordem 2 123,92 20,56 | 25,91 | 14,38 | 16,37 | 5,06
média das est. de ordem 2 123,08 20,42 | 26,42 | 14,33 | 16,38 | 5,06
o4 das est. de ordem 2 0,39 - - 0,06 | 0,05 | 0,04

de sensibilidade foi realizada utilizando-se L = 10~% nT para encontrar solugdes do sistema
de inequagdes (3.46) e (3.47).

Em relagido aos dois critérios acima, observemos que as estimativas pontuais de ordens
1 e 2 de zcpr (Tabela 5.1) sdo bastante diferentes e que a estimativa pontual das diregdes
principais equivalentes é pouco sensivel a presenga de erros nos momentos de 2a. ordem
equivalentes (Figura 5.5), além de serem estaveis (Figura 5.6). Portanto, podemos concluir
que as estimativas pontuais de ordem 2 dos momentos equivalentes sio preferiveis as de

ordem 1.

Ressaltemos que os fatores que podem afetar a qualidade dos resultados apresentados
neste exemplo estao relacionados, apenas, a malha de geracao do campo, ao desvio padrao
do ruido e a profundidade e dimensdes do prisma utilizados. Desse modo, estimativas de
mesma qualidade que as aqui apresentadas sio obtidas utilizando-se qualquer direcdo para a

magnetizacio total e qualquer posicionamento espacial para o corpo anémalo.

5.2.2 Exemplo Magnético 2: esfera

Vamos usar agora uma esfera de raio igual a 2,46 km. Todos os demais pardmetros do
modelo, bem como de controle dos algoritmos, sao iguais aos do Exemplo Magnético 1. A
anomalia observada estd mostrada na Figura 5.7 e as suas aproximagoes de la. e de 2a.

ordens estao mostradas na Figura 5.8.

As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 para o vetor momento de dipolo total, e para
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Tabela 5.2 - Exemplo Magnético 2: resultados obtidos para o vetor momento de
dipolo total e coordenadas do centro de momento de dipolo. A média
e o desvio padrao foram obtidos a partir de 40 estimativas resultantes
do Algoritmo de Analise de Estabilidade. As estimativas pontuais
apresentadas sdo aquelas obtidas com a primeira contaminagio do
campo. o4 é o desvio padrdo amostral.

parametro M, d ) TeMm | YoM | zZom
(unidade) (10° A.m?) | (grau) | (grau) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 155,90 20,00 | 30,00 | 14,00 { 16,00 | 5,00
est. pontual de ordem 1 156,54 20,32 | 29,80 | 14,01 | 16,00 | 5,01
est. pontual de ordem 2 157,46 20,36 | 29,61 | 14,02 | 16,01 | 5,04
média das est. de ordem 2 155,96 20,07 | 29,95 | 14,00 | 16,00 | 5.01
o4 das est. de ordem 2 0,96 - — 0,02 | 0,02 | 0,03

as coordenadas de centro de momento de dipolo, sdo praticamente iguais entre si, além de
serem muito proximas dos valores verdadeiros, como se pode ver na Tabela 5.2. A anilise de
estabilidade para as estimativas de ordem 2 do vetor momento de dipolo total, e coordenadas
de centro de momento de dipolo, esta sintetizada na Tabela 5.2. A variincia esférica amostral
para a direcdo de momento de dipolo total, obtida das estimativas de ordem 2, é igual a
5,1 x 1073, Podemos concluir dos resultados da analise de estabilidade que as estimativas de
ordens 1 e 2 para o vetor momento de dipolo total e coordenadas de centro de momento de

dipolo sao estaveis.

A estimativa pontual das diregdes principais equivalentes estd mostrada na Figura 5.9.
Como no caso gravimétrico, as analises de sensibilidade e de estabilidade, mostradas nas
Figura 5.10 e 5.11, respectivamente, revelam que a estimativa pontual das dire¢des principais
equivalentes nao tem significado.

5.2.3 Exemplo Magnético 3: tronco de pirdmide

Vamos usar agora como corpo anémalo o tronco de piramide mostrado na Figura 5.12.
A magnetizacio do tronco de pirimide tem mddulo igual a 0,5 A/m, declinagio de 30° e
inclinagao de 45°. A malha de geragdo da anomalia, o ruido de contaminagio da mesma e
todos os parametros de controle dos algoritmos sio iguais aos do Exemplo Magnético 1. A
anomalia observada e a sua aproximagio de 2a. ordem estio mostradas nas Figura 5.13 e

5.14, respectivamente.

As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 para o vetor momento de dipolo total, e para
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Tabela 5.3 - Exemplo Magnético 3: resultados obtidos para o vetor momento de
dipolo total e coordenadas do centro de momento de dipolo. A média
e o desvio padrao foram obtidos a partir de 40 estimativas resultantes
do Algoritmo de Analise de Estabilidade. As estimativas pontuais
apresentadas sao aquelas obtidas com a primeira contaminagio do
campo. 04 é o desvio padrao amostral.

parametro M, d ? oM | yom | zom
(unidade) (10° A.m?) | (grau) | (grau) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 105,00 30,00 | 45,00 | 14,00 | 16,00 | 3,04
est. pontual de ordem 1 515,68 28,79 | 41,55 | 14,19 | 15,97 | 8,55
est. pontual de ordem 2 410,09 28,69 | 41,76 | 14,13 | 16,03 | 7,00
média das est. de ordem 2 409,11 28,80 | 41,91 | 14,13 | 16,03 | 7,00
o4 das est. de ordem 2 1,13 - - 0,01 | 0,01 | 0,01

as coordenadas de centro de momento de dipolo, estio mostradas na Tabela 5.3, juntamente
com os resultados da analise de estabilidade para as estimativas de ordem 2. A variancia
esférica amostral para a diregio de momento de dipolo total, obtida das estimativas de
ordem 2, é igual a 2,1 x 10~%. Dos resultados apresentados, podemos constatar que todas as
estimativas pontuais de ordem 2 sdo estaveis e que, a excecdo das estimativas de My e zop,
estas estimativas estio bastante proximas dos valores verdadeiros. Além disso, observemos
que mesmo as estimativas pontuais de ordem 1 da diregio da magnetizacio total sdo boas
aproximagcoes dos valores verdadeiros (Tabela 5.3).

As estimativas pontuais das diregoes de magnetizacao total e dos eixos principais equi-
valentes estao mostradas na Figura 5.15. Podemos constatar, nesta figura, que a dire¢do do
eixo vertical do tronco de piramide, que corresponde a dire¢do do eixo principal equivalente
menor, foi bem estimada e que as outras duas estimativas de diregGes principais equivalentes

se situam aproximadamente sobre o plano horizontal.

As andlises de sensibilidade e de estabilidade das diregGes principais equivalentes estdo
mostradas nas Figuras 5.16 e 5.17, respectivamente. Destas figuras podemos concluir que, ao
contrdrio do caso gravimétrico, nao foi possivel identificar que o tronco de piramide tem base
quadrada. Todavia, é possivel que a direcao de imantagio tenha influenciado as estimativas
das dire¢bes dos eixos principais equivalentes maior e intermediario, de maneira a mascarar
a identificacdo do (esperado) plano de degenerescéncia.

Como resumo deste exemplo, podemos concluir que o método de inversio em estudo
produz boas estimativas da direcdo de magnetizagao total, mesmo numa situagio em que a
distribuicao espacial do médulo da magnetizacdo nio seja simétrica em relagio a trés planos
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mutuamente ortogonais, e em que a condigdo de fonte distante das observacdes nio esteja
satisfeita. Além disso, a diregao principal associda ao autovalor mais discrepante é em geral
bem estimada.

5.2.4 Exemplo Magnético 4: distribuicoes aleatérias de dipolos magnéticos

Para simular uma situagao de prospec¢do mineral, vamos usar novamente o modelo de
“nuvens” de pontos, mostrado na Figura 3.46, sem mudar nenhum parametro geométrico
deste modelo. As pequenas esferas serao imantadas com uma magnetizagdo varidvel, cujos
médulo, declinagdo e inclinagdo seguem distribuigdes Gaussianas independentes, com médias
iguais a 2,5 A/m, —20° e 30°, respectivamente, e com desvios padrdes iguais a 0,5 A/m, 10° e
10°, respectivamente. O agrupamento formado pelas trés mil direcdes de magnetizagio estd
mostrado na Figura 5.18 e a média dessas diregbes, juntamente com as diregdes principais
verdadeiras, estao mostradas na Figura 5.19. O campo andmalo gerado pelo modelo, apés a
adicdo de uma seqiiéncia de ruido de média nula e desvio padrio oc = 5 nT, estd mostrado
na Figura 5.20. A aproximacao de 2a. ordem obtida para este campo estd mostrada na
Figura 5.21.

As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 obtidas para o vetor momento de dipolo total,
e para as coordenadas de centro de momento de dipolo, estio mostradas na Tabela 5.4,
juntamente com os resultados do Algoritmo de Analise de Estabilidade. A variancia esférica
amostral para a dire¢do de momento de dipolo total, obtida das estimativas de ordem 2,
é igual a 1,9 x 10~%. Podemos concluir do conjunto destes resultados que as estimativas
pontuais de ordem 2 estdo muito proximas dos valores verdadeiros, além de serem estaveis.
Além disso, observemos que a estimativa pontual de ordem 1 do vetor momento de dipolo

total ja é uma boa aproximagdo do vetor verdadeiro (Tabela 5.4).

A estimativa pontual das diregGes principais equivalentes estd mostrada na Figura 5.19.
Podemos observar, nesta figura, que a direcao do eixo principal verdadeiro maior foi razoavel-
mente estimada. Por outro lado, as dire¢oes dos eixos principais verdadeiros intermediario e
menor nao foram bem estimadas. Além disso, a analise de sensibilidade das dire¢bes principais
equivalentes, mostrada na Figura 5.22, nido evidencia a (esperada) presenca de um plano de
degenerescéncia associado aos eixos principais equivalentes intermediario e menor. Todavia,
a analise de estabilidade para as diregées principais equivalentes, mostrada na Figura 5.23,
confirma que a distribuicdo de magnetizacio equivalente tem eixos principais intermediario

e menor realmente diferentes dos correspondentes eixos verdadeiros.

Em resumo, para este conjunto complexo de dipolos magnéticos que viola a condigio de
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Tabela 5.4 - Exemplo Magnético 4: resultados obtidos para o vetor momento de
dipolo total e coordenadas do centro de momento de dipolo. A média
e o desvio padréo foram obtidos a partir de 20 estimativas resultantes
do Algoritmo de Anilise de Estabilidade. As estimativas pontuais
apresentadas sio aquelas obtidas com a primeira contaminagdo do
campo. 04 é o desvio padrdo amostral.

parametro M, d ) zoMm | YoM | zZem
(unidade) (10° A.m?) | (grau) | (grau) | (m) | (m) | (m)
valor verdadeiro 251,39 —20,00 | 30,00 | 85,29 | 85,35 | 49,90
est. pontual de ordem 1 205,91 —29,61 | 34,93 | 77,93 | 77,15 | 43,26
est. pontual de ordem 2 231,62 —22,57 | 31,21 | 84,59 | 83,31 | 46,43
média das est. de ordem 2 231,43 —23,15 | 31,16 | 83,97 | 83,87 | 46,75
o4 das est. de ordem 2 2,36 - - 0,36 | 0,40 | 0,39

magnetizagio constante, mas que obedece de forma aproximada & condigdo de simetria na
distribuicio espacial do médulo da magnetizagéo, foi possivel obter boas estimativas do vetor
momento de dipolo total, das coordenadas de centro de momento de dipolo e da direcdo do

eixo principal verdadeiro maior.

5.2.5 Exemplo Magnético 5: diregdo de magnetizagéao varidvel

Nesta se¢do, vamos apresentar resultados da inversao de anomalias geradas com modelos
que violam fortemente a condi¢ao de diregao de magnetizagdo constante. Nos dois casos a
serem apresentados, o médulo da magnetizagao e as dimensdes do prisma usado, a malha de
geracdo do campo, o ruido de contaminagdo das anomalias e os pardmetros de controle dos

algoritmos sdo iguais aos do Exemplo Magnético 1.

Os modelos dos dois casos estdo esquematizados nas Figuras 5.24 € 5.25. Para esclarecer
como estas figuras caracterizam cada caso, vamos descrever o modelo do caso 1 com base na
Figura 5.24: os lados do prisma que medem 2 km, 4 km e 6 km estdo paralelos aos eixos
z, y e z, respectivamente; o centro do prisma rom estd em (14, 16, 4) em km; a declinagdo
é constante e igual a 45° em todo o volume do prisma e, por fini, a inclinagdo é variavel
(dentro do volume do prisma) e igual a 10° na sexta parte de volume mais rasa, 60° nos
trés sextos de volume de profundidade intermediria e 45° nos dois sextos de volume mais
profundos. As anomalias observadas estio mostradas nas Figuras 5.26 e 5.27, para os casos
1 e 2, respectivamente. As aproximagbes de 2a. ordem obtidas para estes campos estao
mostradas nas Figuras 5.28 e 5.29, para os casos 1 e 2, respectivamente.
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Tabela 5.5 - Exemplo Magnético 5 — caso 1: resultados obtidos para o vetor mo-
mento de dipolo total e coordenadas do centro de momento de dipolo.
Em relagdo a inclinagdo da magnetizacao total, entenda-se valor ver-
dadeiro como média ponderada por volume desta grandeza. A média
e o desvio padrdo foram obtidos a partir de 10 estimativas resultantes
do Algoritmo de Analise de Estabilidade. As estimativas pontuais
apresentadas sio aquelas obtidas com a primeira contaminagio do
campo. g4 é o desvio padrdo amostral.

pa,ré,metro Mo d i oM YoM 2cCM
(unidade) (10° A.m?) | (grau) | (grau) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 120,00 45,00 | 46,67 | 14,00 | 16,00 | 4,00
est. pontual de ordem 1 92,02 53,72 | 48,15 | 13,89 | 15,81 | 3,06
est. pontual de ordem 2 94,00 43,06 | 52,76 | 13,34 | 15,77 | 3,45
média das est. de ordem 2 93,52 42,60 | 52,86 | 13,35 | 15,77 | 3,43
o4 das est. de ordem 2 0,34 - - 0,02 | 0,01 | 0,02

As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 do vetor momento de dipolo total e das coorde-
nadas de centro de momento de dipolo, bem como os resultados da andlise de estabilidade
para as estimativas de ordem 2, estdo apresentados nas Tabelas 5.5 e 5.6, para os casos
1 e 2, respectivamente. As varidncias esféricas amostrais para as dire¢ées de momento de
dipolo total, obtidas das estimativas de ordem 2 nos casos 1 e 2, sdo iguais a 3,5 x 107° e
2,4 x 1074, respectivamente. Podemos concluir do conjunto destes resultados que, nos dois
casos, foi possivel se obterem, de maneira estavel, boas estimativas de ordem 2 do vetor
momento de dipolo total (especialmente de sua diregéo) e das coordenadas de centro de mo-
mento de dipolo. Além disso, observemos que as estimativas pontuais de ordem 1 da direcao
do momento de dipolo total ja sio bastante boas (Tabelas 5.5 e 5.6).

As evolugbes das estimativas pontuais de ordem 2 das direcées do momento de dipolo total
e dos eixos principais equivalentes estao mostradas nas Figuras 5.30 e 5.31, para os casos 1 e
2, respectivamente. Destas figuras, podemos concluir que a estimativa pontual das dire¢des
principais equivalentes contém, em geral, aproximagdes ruins dos valores verdadeiros. Além
disso, ressaltemos que por vezes o eixo principal verdadeiro que é melhor estimado nio é o

eixo principal maior como, por exemplo, na Figura 5.31.

As analise de sensibilidade e de estabilidade das direcbes principais equivalentes estdo
mostradas, para os casos 1 e 2, nas Figuras 5.32 e 5.33 e Figuras 5.34 e 5.35, respectivamente.
Do exame destas figuras, podemos concluir que nos dois casos a distribui¢io de magnetizagio

equivalente tem, realmente, trés eixos principais e que as estimativas obtidas para estes eixos
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Tabela 5.6 - Exemplo Magnético 5 — caso 2: resultados obtidos para o vetor
momento de dipolo total e coordenadas do centro de momento de
dipolo. Em relagido a declinagdo e inclinagdo da magnetizagio total,
entendam-se valores verdadeiros como médias ponderadas por volume
destas grandezas. A média e o desvio padrao foram obtidos a partir
de 20 estimativas resultantes do Algoritmo de Andlise de Estabili-
dade. As estimativas pontuais apresentadas sao aquelas obtidas com
a primeira contaminacao do campo. o4 € o desvio padrao amostral.

parametro ' M, d t Tom | YoM | zoMm
(unidade) (10° A.m?) | (grau) | (grau) | (km) | (km) | (km)
valor verdadeiro 120,00 38,33 | 36,67 | 14,00 | 16,00 | 5,00
est. pontual de ordem 1 101,70 47,53 | 31,78 | 14,23 | 16,55 | 4,43
est. pontual de ordem 2 114,93 34,05 | 40,90 | 13,70 | 15,79 | 5,09
média das est. de ordem 2 113,51 34,44 | 41,27 | 13,71 | 15,81 | 5,03
o4 das est. de ordem 2 0,63 - - 0,03 | 0,04 | 0,03

sao estaveis. Contudo, observemos que as dire¢des principais verdadeiras nao estdo contidas
dentro do conjunto de direcées admissiveis em nenhuma das duas anilises. Este resultado
revela claramente que estabilidade nao é sinénimo de veracidade.

Em resumo, quando a condicao de direcdo de magnetizagio constante é fortemente vio-
lada, é ainda possivel se obterem boas estimativas do vetor momento de dipolo total e das
coordenadas de centro de momento de dipolo. Em geral, as diregoes principais verdadeiras nédo
sdo bem estimadas pelas direges principais equivalentes, mesmo quando estas sdo estaveis.

5.3 SINTESE DO CAPITULO

Podemos concluir dos resultados deste capitulo que o método de inversao em estudo
tem grandes potencialidades para ser aplicado & inversio de anomalias magnéticas tridi-
mensionais, para as quais sejam validas as condi¢des de volume finito, de fonte distante
das observagbes, de dire¢cdo de magnetizagdo constante, e em que a distribuicdo anémala
do médulo da magnetizacio apresente aproximadamente trés planos mutuamente ortogonais
de simetria. Satisfeitas estas condigGes, o0 método permite obter, de maneira estavel, boas
estimativas do vetor momento de dipolo total, das coordenadas de centro de momento de
dipolo e das diregoes dos eixos principais.

Nas situacbes adversas de fonte rasa e de violagdo da condi¢do de simetria, o método
permite obter, pelo menos, boas estimativas da direcao da magnetizagdo total. Além disso,
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para os casos em que a dire¢do de magnetizacao nao é constante, o método permite obter

também, pelo menos, boas estimativas da direcdo de magnetizacio total média.
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: diregao do lado do prisma que mede
lkm. l=2,4e6.

M=

: dire¢@o verdadeira de magnetiza-
¢ao.

0, X,0 : diregoes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

——

Figura 5.1 - Exemplo Magnético 1: Dire¢des verdadeiras de magnetizacio e dos
eixos principais e estimativas pontuais das diregdes de magnetizacio
e dos eixos principais equivalentes (+). As setas indicam os sentidos
das evolugdes das estimativas ao longo de 150 iteragdes.
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Figura 5.2 - ExemiﬁB—IMa;g?é-ﬁEo 1: Anomalia observada. Intervalo de contorno
de 25 nT. A malha de geragéo contém 31 x 31 pontos, igualmente
espagados de 1 km, e o desvio padrao do ruido adicionado é 1 nT.
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Figura 5.3 - Exemplo Magnético 1: Evolugdes de (a) o2 e das estimativas de ordem
2 para: (b) Mo, (¢) zom e yom e (d) zoum, resultadas do Algoritmo de
Estimacgido Pontual.
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Figura 5.4 - Exemplo Magnético 1: Aproximagdes de la. ordem (linha cheia) e de

2a. ordem (linha tracejada) para a anomalia observada. Intervalo de
contorno de 25 nT. '
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Figura 5.5 - Exemplo Magnético 1: Anélise de Sensibilidade para a estimativa

pontual das direcées principais equivalentes.

142



AN

\_

”

LEGENDA
[
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te.

Figura 5.6 - Exemplo Magnético 1: Analise de Estabilidade para as estimativas
das direces de magnetizacao e dos eixos principais equivalentes.
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Figura 5.7 - Exemplo Mli;gnéti.;) 2: Anomalia observada. Intervalo de contorno
de 25 nT. A malha de geracdo contém 31 x 31 pontos, igualmente
espacados de 1 km, e o desvio padrao do ruido adicionado é 1 nT.
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Figura 5.8 - Exemplo Magnético 2: Aproximagcoes de la. ordem (linha cheia) e de
2a. ordem (linha tracejada) para a anomalia observada. Intervalo de
contorno de 25 nT. “
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M
X X direcdo verdadeira de magnetiza-
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0, X,0: diregdes dos eixos principais
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\

didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 5.9 - Exemplo Magnético 2: Estimativas pontuais das diregdes de magne-
tizacdo e dos eixos principais equivalentes (+).
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Figura 5.10 - Exemplo Magnético 2: Anélise de Sensibilidade para a estimativa
pontual das direcbes principais equivalentes.

LEGENDA

0, X, 0 : diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 5.11 - Exemplo Magnético 2: Analise de Estabilidade para as estimativas
das dire¢bes principais equivalentes.
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Figura 5.12 - Exemplo Magnético 3: Tronco de piramide usado como corpo
an6malo. (a) Planta. (b) Corte vertical paralelo ao eixo y passando
pelo centro de momento de dipolo (CM).
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Figura 5.13 - Exemplo Magnético 3: Anomalia observada. Intervalo de contorno
de 25 nT. A malha de geragdo contém 31 x 31 pontos, igualmente
espacados de 1 km, e o desvio padrao do ruido adicionado é 1 nT.
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Figura 5.14 - Exemplo Magnétioo 3:_ Aproximacio de 9a. ordem para a anomalia
observada. Intervalo de contorno de 25 nT.
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LEGENDA

l
X diregGes dos lados horizontais
(I = H) e vertical (I = V) do
tronco de pirdmide.

M
X direcdo verdadeira de magnetiza-
¢do.

0, X, 0 : diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 5.15 - Exemplo Magnético 3: Estimativas pontuais das diregdes de magne-
tizagdo e dos eixos principais equivalentes (+). As setas indicam os
sentidos das evolugdes das estimativas ao longo de 200 iteragdes.

) LEGENDA

l
X : diregOes dos lados horizontais
(I = H) e vertical (I = V) do
tronco de pirimide.

PTigura 5.16 - Exemplo Magnético 3: Analise de Sensibilidade para a estimativa
pontual das direcGes principais equivalentes.

148




LEGENDA

X . direcOes dos lados horizontais
(I = H) e vertical (I = V) do
tronco de pirdmide.

X

: diregdo verdadeira de magnetiza-
¢ao.

o, X, O diregoes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 5.17 - Exemplo Magnético 3: Anailise de Estabilidade para as estimativas
das direcoes de magnetizacdo e dos eixos principais equivalentes.

Figura 5.18 - Exemplo Magnético 4: Direcdes de magnetizacio das trés mil esferas
que compdem o modelo de nuvens.
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LEGENDA

l
X direcoes dos eixos verdadeiros
maior (I=A), intermedidrio (I=B)
e menor (I=C).

M
X direcdo média de magnetizacio.

¢, X, 0 diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
diario e menor, repectivamen-
te.

Figura 5.19 - Exemplo Magnético 4: Direcdo média da magnetizacio, diregoes
principais verdadeiras e estimativas pontuais das direcdes de magne-
tizagdo e dos eixos principais equivalentes (+). As setas indicam os
sentidos das evolugdes das estimativas ao longo de 200 iteragoes.
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Figura 5.20 - Exemplo Magnético 4: Anomalia observada. Intervalo de contorno
de 50 nT. A malha de geragdo contém 35 x 35 pontos, igualmente
espagados de 5 m, e o desvio padrdo do ruido adicionado é 5 nT.
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Figura 5.21 - Exemplo Magnético 4: Aproximagdo de 2a. ordem para a anomalia
observada. Intervalo de contorno de 50 nT.
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X diregoes dos eixos verdadeiros

maior (I=A), intermedisrio (/=B)
e menor (I=C).

,\
\x.\ X =

X
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Figura 5.22 - Exemplo Magnético 4: Andlise de Sensibilidade para a estimativa
pontual das diregées principais equivalentes.
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LEGENDA
&« l
A Yy X : diregdes dos eixos verdadeiros
X maior (I=A), intermedidrio (I=B)
o&) e menor (I=C).

M
% X direcdo verdadeira de magnetiza-
cao.

Mo

0, X, O: direcoes dos eixos principais

equivalentes maior, interme-
=% B diario e menor, repectivamen-
te.

Figura 5.23 - Exemplo Magnético 4: Anélise de Estabilidade para as estimativas
das diregbes de magnetizacdo e dos eixos principais equivalentes.
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LEGENDA

l
X : diregdo do lado do prisma que mede
lkm.l=2,4¢6.

M

X direcOes verdadeiras de magnetiza-
¢do da porcio de volume rasa
(M=M,), intermedidria (M=M;) e
profunda (M=M3;) do prisma.

(b)

Figura 5.24 - Exemplo Magnético 5 — caso 1: (a) Distribuigio da magnetizacio
dentro do prisma. (b) Diregbes verdadeiras de magnetizagdo e dos
eixos principais. O prisma tem centro em (14, 16, 4), em km, e
magnetizacdo de médulo 2,5 A/m e declinagéo 45°.
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LEGENDA

: dire¢do do lado do prisma que mede

lkm. 1 =2,4¢6.

: dire¢des verdadeiras de magnetiza-

¢do da porcdo de volume rasa
(M=M, ), intermedidria (M=M;) e
profunda (M=Mg3) do prisma.

Figura 5.25 - Exemplo Magnético 5 — caso 2: (@) Distribuicdo da magnetizagio
dentro do prisma. (b) Direcdes verdadeiras de magnetizagio e dos
eixos principais. O prisma tem centro em (14, 16, 5), em km, e
magnetizagio de médulo 2,5 A/m.
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Figura 5.26 - Exemplo Magnético 5 — caso 1: Anomalia observada. Intervalo
de contorno de 25 nT. A malha de geracdo contém 31 x 31 pontos,
igualmente espagados de 1 km, e o desvio padrio do ruido adicionado
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Figura 5.27 - Exemplo Magnético 5 — caso 2: Anomalia observada. Intervalo
de contorno de 25 nT. A malha de geracdo contém 31 x 31 pontos,
igualmente espacados de 1 km, e o desvio padrio do ruido adicionado
élnT.
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Figura 5.28 - Exemplo Magnético 5 — caso 1: Aproxima.éé,o de 2a. ordem para a
anomalia observada. Intervalo de contorno de 25 nT.
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Figura 5.29 - Exemplo Magnético 5 — caso 2: Aproximacio de 2a. ordem para a
anomalia observada. Intervalo de contorno de 25 nT.
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LEGENDA

l
X : diregdo do lado do prisma que mede
lkm.l=2,4e6.

M

X direcoes verdadeiras de magnetiza-
¢do da porcio de volume rasa
(M=M, ), intermedidria (M=M;) e
profunda (M=M3) do prisma.

0, X, O: diregoes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

Figura 5.30 - Exemplo Magnético 5 — caso 1: Estimativas pontuais das direcdes
principais equivalentes e de magnetizacdo (+). As setas indicam os
sentidos das evolugGes das estimativas ao longo de 500 iteragdes.

. LEGENDA

l
X direcdo do lado do prisma que mede
lkm.l=2,4¢6.

M

X direcdes verdadeiras de magnetiza-
¢io da porcao de volume rasa
(M=M, ), intermedidria (M=M;) e

y profunda (M=M3;) do prisma.

o, X, Q: diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
diario e menor, repectivamen-
te.

Figura 5.31 - Exemplo Magnético 5 — caso 2: Estimativas pontuais das diregdes
principais equivalentes e de magnetizagio (+). As setas indicam os
sentidos das evolugbes das estimativas ao longo de 250 iteracoes.
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LEGENDA

l
X dire¢do do lado do prisma que mede
lkm.l=2,4e6.

Figura 5.32 - Exemplo Magnético 5 — caso 1: Anadlise de Sensibilidade para a

< 6

estimativa pontual das diregdes principais equivalentes.
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Figura 5.33 - Exemplo Magnético 5 — caso 2: Analise de Sensibilidade para a

estimativa pontual das diregdes principais equivalentes.
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valentes.
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6 - APLICACAO A DADOS REAIS

Neste capitulo, aplicamos a anomalias reais o método de inversao de momentos que se
baseia na aproximagao do campo anémalo pela expansdo em multipolos retendo momentos
até 2a. ordem. A anomalia gravimétrica utilizada situa-se no estado da Bahia e é pre-
sumivelmente causada por um batélito de granito (USSAMI & BOTT, 1989). A anomalia
magnética utilizada situa-se no Golfo da Guiné e é causada por um monte submarino (HAR-

RISON, 1971).

6.1 CASO GRAVIMETRICO

O levantamento gravimétrico do estado da Bahia, realizado por GOMES & MOTTA
(1978), descobriu na regido centro-sul desse estado uma anomalia negativa de cerca de 50
mGal de amplitude e cobrindo a,proxima,damente 25.000 km? de area. Estes autores pro-
puseram duas hipéteses para explicar esta anomalia. A primeira hipétese é que a anomalia
teria origem num batélito de granito néo aflorante e a segunda hipdtese é que a anomalia se-
ria causada por um espessamento local da crosta. Posteriormente, USSAMI & BOTT (1989)
aplicaram a esta anomalia as técnicas de estimagio da maxima profundidade ao topo das
fontes (BOTT & SMITH, 1958) e de modelamento bidimensional. Como resultado, USSAMI
& BOTT (1989) descartaram a hipétese de que a anomalia seja causada por um espessa-
mento local da crosta e propuseram, para sua origem, um batdlito de granito subaflorante.
Na hipétese de que a anomalia seja causada por um batdlito de granito, vamos aplicar a
mesma o método de inversio de momentos, visando demonstrar que este método pode ser

utilizado para substanciar interpretagdes de génese de corpos de granito.

6.1.1 Mapa de anomalias Bouguer

A distribuicio das estagdes gravimétricas do levantamento de GOMES & MOTTA (1978),
na regido central da Bahia, estd mostrada na Figura 6.1. Nesta regiao o campo gravimétrico
foi medido em 1.159 estagdes. As altitudes minima, média e maxima dessas estagdes em
relagio ao nivel do mar sdo iguais a 439 m, 594 m e 1.360 m, respectivamente.




Os valores de gravidade Bouguer que dispomos para estas estagdes resultaram do trata-
mento dos dados originais efetuado por USSAMI & BOTT (1989). Este tratamento consistiu
de corregoes de latitude utilizando a Férmula Internacional da Gravidade de 1967, corregoes
de altitude, corregbes Bouguer utilizando o valor 2,67 g/cm® para a densidade da crosta e
corregoes de topografia. O erro maximo nos valores de gravidade Bouguer é de cerca de 6
mGal, que resultou, principalmente, de incertezas nas altitudes das estacdes (USSAMI &
BOTT, 1989).

A partir dos valores Bouguer das estacdes, confeccionamos o mapa mostrado na Figura
6.2, usando a técnica de interpolagio de MENDONGCA (1992). A malha utilizada contém
56 x 56 pontos, igualmente espagados de 10,1 km nas dire¢coes N—S e E—W, e a altitude
de interpolacdo utilizada foi 1,5 km medidos a partir do nivel do mar. A folga no ajuste da

interpolagdo foi de 6 mGal.

A anomalia de interesse esta localizada na parte central inferior do mapa Bouguer (Figura
6.2). Para caracterizar geologicamente os resultados de sua inversdo, vamos fazer, a seguir,

uma sucinta descricdo da geologia da érea.

6.1.2 Geologia da drea

O estado da Bahia foi dividido por INDA & BARBOSA (1978) em sete dominios geotec-
tonico-geocronoldgicos (Figura 6.3). A 4rea de interesse estd centrada no dominio Sistema
de Dobramentos do Espinhaco (III) e cobre parcialmente os dominios Bacia do Sdo Francisco
(I) e Bacia de Lengéis (IV). Em geral, admite-se que os dominios II e IV tenham adquirido
condicbes de ortoplataforma a partir do Proterozéico Médio. O dominio III, no entanto,
embora esteja situado dentro do Craton do Sio Francisco, foi afetado por eventos do Pro-
terozéico Médio e Inferior constituidos principalmente de intrusbes igneas. No Proterozédico

Médio, eventos tectonicos intracratonicos formaram o Sistema de Dobramentos do Espinhago

e a Chapada Diamantina (INDA & BARBOSA, 1978).

O dominio Bacia do Sdo Francisco (II na Figura 6.3) corresponde ao segmento ocidental
do Craton do Sao Francisco. O dominio Bacia de Lengéis (IV na Figura 6.3) inclui quase que
totalmente a regido fisiografica denominada de Chapada Diamantina. O dominio Sistema de
Dobramentos do Espinhago (III na Figura 6.3) constitui um conjunto de entidades tectonicas
ensialicas no Craton do Sao Francisco (INDA & BARBOSA, 1978). Este dominio é uma faixa
longa, com margens subparalelas e delimitadas por falhas de direcio NNW com os dominios

ITelV.

O dominio Sistema de Dobramentos do Espinhaco foi dividido em quatro subdominios
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por INDA & BARBOSA (1978) (Figura 6.3): A — Zona do Espinhago Setentrional, B —
Bloco do Paramirim, C — Bloco do Gavido e D — Zona da Chapada Diamantina Ocidental.
As duas zonas sdo constituidas de quartzitos, micaxistos, filitos, calcireos e pelitos. O Bloco
Paramirim é predominantemente formado por gnaisses e migamatitos e intrusées graniticas
sao muito comuns no mesmo (INDA & BARBOSA, 1978). O Bloco Gaviio é formado por
gnaisses, migmatitos e complexos vulcano-sedimentares. No limite entre estes dois blocos e
dentro do Bloco Gavido, encontra-se uma unidade litologica denominada Regido da Lagoa
Real, na qual existem intrusGes generalizadas de corpos graniticos (INDA & BARBOSA,
1978).

Um modelo de evolugao para a area da Chapada Diamantina e Faixa Santo Onofre, que
corresponde aproximadamente ao dominio III de INDA & BARBOSA (1978), foi proposto
por SA (1981). Este modelo é baseado numa tectonica vertical de blocos e consta das cinco

etapas esquematizadas na Figura 6.4, que podem ser assim resumidas:

Etapa 1: estado inicial da crosta no Proterozéico Inferior. Na base da crosta ocorreu a
formacao de uma zona de fusdo devido a presenga de um ponto quente (“hot spot”).

Em conseqiiéncia, di-se o aparecimento de uma camada instavel infracrustal.

FEtapas 2 e 3 na Etapa 2, o Bloco Paramirim foi levantado através de falhas verticais, em
conseqiiéncia da subida de diapiros de granito. Em seguida, iniciam-se os processos de

erosao (Etapas 2 e 3) e sedimentagio (Etapa 3) de bacias.

Etapas 4 e 5: estabelecimento de um regime compressivo (Etapa 4) e retorno ao regime
extensional (Etapa 5). '

6.1.3 Interpretagao qualitativa do mapa Bouguer

O campo Bouguer mostrado na Figura 6.2 resulta basicamente da superposicao de trés
componentes de anomalias. A componente 1 é a anomalia de grande extensio, com cerca de
600 km na direcao N—S e 300 km na direcio W—E, que se situa na porcdo oriental do mapa
Bouguer (Figura 6.2). Pode-se perceber a presenca desta componente, realgando-se a linha
de isovalor —80 mGal deste mapa. A componente 2 é a anomalia de extensdo intermediaria,
com cerca de 250 km na direcao N—S e 120 km na difeg?m W-E, espacialmente contida
pela componente 1 (Figura 6.2). Finalmente, a componente 3 é formada pelas anomalias
de pequena extensdo, com cerca de 40 km e menores, superpostas as componentes 1 e 2, a

exemplo das anomalias identificadas pelas letras A, B e C na Figura 6.2.

162




A componente 1 é causada basicamente pela compensacao isostatica devido ao carrega-
mento das massas da Chapada Diamantina (USSAMI & BOTT, 1989). Assim, caso seja
valido para a drea o modelo de compensacao de Airy, a componente 1 tem origem na base da
crosta. Em relagdo a geologia de superficie, a componente 1 corresponde aproximadamente
aos dominios III e IV de INDA & BARBOSA (1978) (Figura 6.3).

A componente 2 é a anomalia de interesse. Segundo USSAMI & BOTT (1989), uma
anomalia gravimétrica de tais dimensdes geralmente é causada por bacias sedimentares ou
por batolitos de granito. A geologia da area descarta a existéncia de uma bacia sedimentar
que possa ser identificada como origem dessa anomalia. No entanto, a drea contém mui-
tos afloramentos de intrusGes graniticas (INDA & BARBOSA, 1978) e, assim, a geologia de
superficie nao descarta a interpretacdo de que a componente 2 seja causada por corpos de

granito nio aflorantes (USSAMI & BOTT, 1989).

Finalmente, as anomalias da componente 3 apresentam boa correlagio com pequenos
corpos ou afloramentos mapeados na escala 1:1.000.000 por INDA & BARBOSA (1978).
Assim, do ponto de vista da interpretacdo das componentes 1 e 2, a componente 3 constitui

o “ruido geolégico” de corpos rasos.

6.1.4 Separagao regional—residual

Para aplicar o método de inversdo de momentos & componente 2 do mapa Bouguer (Figura
6.2), temos que separa-la das componentes 1 e 3, de modo que, apés a separacio, a compo-
nente 2 conserve a caracteristica minima do campo de uma fonte convexa de volume finito e
isolada. Presumindo que o contraste de densidade é uniforme, esta caracteristica é a de que
o campo deve decair monotonicamente a zero, a partir de seu ponto de maior amplitude, em
todas as dire¢oes do plano de medida. Desse modo, a integral do campo sobre o plano de

medida é nao nula e finita.

A dificuldade desta séparagz?uo reside no fato de que nao existe, pelo menos de nosso
conhecimento, nenhum método automatico de separacdo regional—residual que incorpore,
na anomalia residual, a caracteristica do campo de uma fonte convexa de volume finito e
isolada. Além disso, a separacao manual dessas componentes foi por nés descartada, face a
sua subjetividade e demanda de tempo. A reprodugio aproximada da caracteristica do campo
de uma fonte convexa de volume finito e isolada, para a anomalia resultante da separagio da
componente 2 das componentes 1 e 3, foi obtida a partir do tratamento que constou das trés

etapas a seguir descritas.

A primeira etapa consistiu em separar a componente 1 da soma das componentes 2 e 3,
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usando todo o mapa Bouguer (Figura 6.2). A componente 1 foi considerada como sendo a
anomalia “regional” e a soma das componentes 2 e 3 como sendo as anomalias “residuais”.
Esta etapa foi realizada com o método de BELTRAO et al. (1991), que aproxima a compo-
nente regional por um polinoémio bidimensional e utiliza um critério robusto de ajuste para
estimar os coeficientes do polindomio. O uso do critério robusto de ajuste assegura, pelo menos,
que a anomalia residual tenha integral nao nula sobre o plano de medida. De modo a otimizar
os compromissos competitivos de que as componentes 2 e 3 fossem individualizadas e nio
tivessem suas amplitudes e gradientes deformados, selecionamos ordem 4 para o polinémio
ajustante da componente 1. A correlacdo da componente 3 com a geologia de superficie
foi utilizada como um critério auxiliar para selecionar a ordem do polinémio. As anomalias

regional e residual resultantes estdo mostradas nas Figuras 6.5 e 6.6, respectivamente.

A segunda etapa consistiu em separar as componentes 2 e 3, da anomalia residual resul-
tante da primeira etapa. Nesta segunda etapa, usamos apenas os pontos da malha contidos
dentro do retangulo em linha tracejada na Figura 6.6. Além disso, usamos o método de
BELTRAO et al. (1991), considerando a componente 2 como a anomalia “regional” e as
anomalias A, B e C da componente 3 (Figura 6.6) como as anomalias “residuais”. Empre-
gando critérios analogos aos empregados na primeira etapa, selecionamos ordem 8 para o
polinémio ajustante da componente 2. As anomalias regional e residual resultantes estdo

mostradas nas Figuras 6.7 e 6.8, respectivamente.

Observemos que a caracteristica definida para o campo de uma fonte convexa de volume
finito e isolada ndo esta presente na anomalia mostrada na Figura 6.7. A terceira etapa
consistiu pois em modificar a componente 2 acima obtida, de modo que esta caracteristica
fosse a ela incorporada. Para tanto: (1) atribuimos valor zero aos pontos da malha da
Figura 6.7 cujos valores de campo fossem positivos, ou negativos, mas cujas posi¢des nio
estivessem espacialmente conectadas a componente 2; (2) extendemos a malha de cerca de 1°
em cada borda e atribuimos valor zero aos pontos adicionados; (3) adicionamos aos valores
de campo da malha extendida ruido Gaussiano de média nula e desvio padrio 1,0 mGal e,
por fim, (4) utilizando os valores finais de campo da malha extendida como “observagdes
de campo” no algoritmo de interpolagio de MENDONGCA (1992), obtivemos os valores da
anomalia, na altitude de 1,5 km acima do nivel do mar, usando uma nova malha com 56 x
45 pontos espacados de aproximadamente 10 km em ambas as dire¢des. A folga no ajuste
da interpolacdo foi de 2,5 mGal. A partir desta nova malha, obtivemos o mapa mostrado
na Figura 6.9. Observemos que o objetivo dos itens (3) e (4) acima descritos foi restaurar
gradientes suaves no caimento a zero da anomalia, pois os itens (1) e (2) haviam introduzido

uma transi¢ado brusca de valores negativos para valores nulos na anomalia.
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6.1.5 Inversao da anomalia

O formato alongado e de cantos bem definidos, especialmente na borda norte, da anomalia
mostrada na Figura 6.9, sugere que a condi¢do de fonte distante das observacdes nao estd
satisfeita. Assim, € necessario fazer nio s6 a inversdo desta anomalia, mas também das
anomalias obtidas de sua continuagdo para cima, de modo a verificar o comportamento
das estimativas obtidas com a altitude de continuacio. Além disso, dado o formato muito
alongado da anomalia (Figura 6.9), que descarta o seu ajuste com o campo da esfera, traba-
lhamos apenas com a aproximacao de 2a. ordem. As continuacdes para cima da anomalia
mostrada na Figura 6.9 foram realizadas com o algoritmo de MENDONCA (1992). Uma vez
conhecido o subconjunto de valores de campo da componente 2, que reproduz com folga de 2,5
mGal o conjunto total de valores de campo desta componente (o que foi determinado no item
(4) da terceira etapa da separagdo regional—residual), o algoritmo de MENDONCA (1992)
permite efetuar a continuagao para cima da componente 2 bastando, para tanto, especificar

a altitude de interpolacio desejada.

A altitude h do plano de interpolagdo foi variada desde 10 km até 100 km, de 10 em
10 km. A altitude zero é o nivel do mar. Utilizando o Algoritmo de Estimagio Pontual,
obtivemos as curvas de variagdo com h do erro médio quadratico do residuo entre o campo
observado e a sua aproximacao de 2a. ordem (o;) e das estimativas pontuais de ordem 2
da massa anémala total, das coordenadas z.,, € y.m, € da diferenca 2., — h, mostradas nas
Figuras 6.10.a a 6.10.d, respectivamente. Para cada valor de h, o centro de expanséao inicial
foi o ponto (330, 220, h+10) em km. As Figuras 6.11 e 6.12 mostram as superposigdes da
anomalia observada e suas aproximagoes de 2a. ordem, para os casos h =1,5 km e h =100
km, respectivamente.

A medida que h aumenta, a Figura 6.10.a mostra progressiva diminuigdo do valor de a5;
a Figura 6.10.b mostra convergéncia para my; a Figura 6.10.c mostra relativa constancia nas
estimativas de ., € yom €, por fim, a Figura 6.10.d mostra convergéncia para as estimativas
de zcm —h. Em conjunto, as Figuras 6.10.a a 6.10.d apresentam comportamentos semelhantes
aos obtidos no Exemplo Gravimétrico 1 (Figuras 3.8.a a 3.8.d). Do exame da Figura 6.10.d,
e das superposicoes da anomalia observada e suas aproximagoes de 2a. ordem em diferentes
niveis h (a exemplo das Figuras 6.11 e 6.12), concluimos que a condigdo de fonte distante das
observagdes esta aproximadamente satisfeita em h = 100 km. Desse modo, adotamos como
estimativa para a profundidade do centro de massa o valor de cerca de 20 km, obtido em
h =100 km.

Em todas as altitudes, as estimativas pontuais obtidas paras as diregdes principais equiva-

lentes (ndo mostradas) revelam que o eixo principal equivalente maior é subhorizontal e tem
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direcio NNW, como é razoavel se esperar do exame da Figura 6.2. Este eixo concorda com a
diregio estrutural dominante na irea (INDA & BARBOSA, 1978). Além disso, as estimativas
obtidas para as direcbes dos eixos principais intermediario e menor sao subhorizontais de

direcao WSW e subverticais, respectivamente.

As anélises de sensibilidade das estimativas pontuais das direcbes principais equivalen-
tes, nas altitudes A =20 km e h =100 km, estio mostradas nas Figuras 6.13.a e 6.13.b,
respectivamente. Estas analises foram realizadas utilizando o valor L = 0,01 mGal para
encontrar solugdes do sistema de inequagdes (3.46) e (3.47). Do exame das Figuras 6.13.a e
6.13.b, podemos constatar que ha boa resolugdo na definicao de todos os trés eixos principais
equivalentes. Observemos que este mesmo resultado foi obtido em todas as outras altitudes.
Desse modo, as andlises de sensibilidade revelam que os momentos de inércia equivalentes,

medidos em torno dos eixos principais equivalentes, sdo muito diferentes.

Devido ao fato das diferengas entre os momentos de inércia principais equivalentes serem
muito grandes, conforme foi revelado pelas analises de sensibilidade em diferentes niveis h,
bem como devido a consisténcia de todos os resultados obtidos nos diferentes niveis &, con-
cluimos que as estimativas apresentadas sdo relevantes. Assim sendo, ndo julgamos necessario
efetuar, nesta aplicagio, a analise de estabilidade.

Dos resultados desta segdo, concluimos que a fonte equivalente a que gerou a componente
2 tem centro de massa no entorno do ponto (13°08' S, 42°46’ W, 20 km), tem deficiéncia total
de massa de cerca de 1,9 x 10'® kg e tem eixos principais equivalentes maior, intermediario e
menor subhorizontal de diregago NNW, subhorizontal de diregio WSW e subvertical, respec-
tivamente. Além disso, concluimos que os momentos de inércia equivalentes, medidos em

torno dos eixos principais equivalentes, sio muito diferentes.

Por fim, queremos registrar duas necessidades metodologicas por nds nao satisfeitas, que
dificultaram esta inversdo com dados reais. A primeira € a necessidade de criar um método
automatico de separacdo regional—residual, que produza anomalias residuais conservando a
caracteristica definida para o campo de uma fonte convexa de volume finito e isolada. A
segunda necessidade é a de construir um algoritmo de estimagdo de momentos, mais versatil
que o por nés construido, que se adaptasse mais facilmente as caracteristicas especificas de
uma dada anomalia. Este algoritmo deveria permitir: (a) a opgdo por um critério de ajuste
robusto entre os campos; (b) a introducdo de momentos de 3a. ordem e superiores e (c) a
estimacdo bidimensional de momentos de fonte. Em particular, o item (¢) proporcionaria um
teste adicional nos parametros estimados, no caso de anomalias muito alongadas como neste

exemplo.
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6.1.6 Discussao dos resultados

Vamos discutir os resultados acima obtidos, tendo em vista tanto a influéncia do trata-

mento da separagdo regional—residual como a geologia da area.

A estimativa de 20 km, em relagao ao nivel do mar, para a profundidade do centro de
massa das heterogeneidades intracrustais nio é incompativel com a estimativa, também de 20
km, que foi obtida para a maxima profundidade de seu topo por USSAMI & BOTT (1989).
Todavia, é possivel que a estimativa de 20 km para a profundidade do centro de massa seja
um pouco superior ao valor verdadeiro, devido a lenta convergéncia de 2., — h com a altitude
de continuagdo e a possibilidade de que tenha havido “vazamento” de parte da componente

1 para a componente 2 na separacao destas componentes.

Admitida a possibilidade do vazamento, vamos avaliar a conseqiiéncia € o erro por ele
introduzido na estimativa de 20 km para a profundidade do centro de massa. A conseqiiéncia
é que esta estimativa estaria situada entre as profundidades de dois centros de massa: a menor
delas correspondendo as deficiéncias de massas graniticas intra-crustais e a maior delas, s
deficiéncias de massa situadas na base da crosta, geradoras da parte da componente 1 que
vazou para a componente 2. Nesta situacdo, o valor de 20 km seria uma estimativa da

profundidade maxima do centro das massas graniticas.

Para avaliar o erro introduzido pelo vazamento, fizemos a inversdo da anomalia mostrada
na Figura 6.9, e de algumas das anomalias obtidas de sua continuagdo para cima, utilizando
o algoritmo de inversao simultinea de momentos de fonte e de um regional na forma de um
polinémio de 2a. ordem (Anexo III). Verificamos assim que as estimativas dos momentos
obtidas com este algoritmo sdo praticamente iguais as estimativas apresentadas, que foram
obtidas com o Algoritmo de Estimacao Pontual. Particularmente, a maior diferenga obtida
entre estimativas da profundidade de centro de massa, com este dois algoritmos, foi 20%.

Desse modo, se houve vazamento, o mesmo deve ter sido pequeno.

Presumindo que um unico corpo de densidade uniforme gerou a anomalia, as andlises
de sensibilidade revelam que as dimensGes mutuamente ortogonais deste corpo sio muito
diferentes. Em particular, a sua espessura é muito menor que a sua dimensao ENE-WSW.,
Uma vez que a forma geométrica de um granito ndo deformado é uma gota invertida de
dimensdes equitativas (PITCHER, 1979), sugerimos que as massas de granito geradoras
da anomalia foram estiradas na direcio NNW e adelgagadas na diregio vertical. Segundo
VIGNERESSE (1990), o padrdo de deformagido de granitos que envolve estiramento numa
diregao horizontal e adelgagamento na diregéo vertical é caracteristico da intrusio de granitos
durante um regime compressivo. Desse modo, sugerimos que as massas de granito geradoras
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da anomalia foram deformadas durante o regime compressivo que originou o Sistema de
Dobramentos do Espinhago, que corresponde a Etapa 4 do modelo de evolu¢io de SA (1981)

para a area (Figura 6.4).

Por outro lado, na hip6tese de que as massas de granito nao tenham sido deformadas, as
analises de sensibilidade revelam que a fonte geradora da anomalia é formada por um conjunto
de corpos e ndo por um tnico corpo. Este conjunto de corpos formaria uma espécie de cinturao
granitico, estruturalmente controlado na dire¢io NNW, dentro do Bloco Paramirim .

Dado um contraste de densidade para as massas de granito, em relagio & crosta encai-
xante, podemos fazer uma estimativa do volume de granito injetado no Bloco Paramirim,
com base na estimativa de massa anémala total. Por exemplo, para um contraste de —0, 10
g/cm®, o volume de granito é cerca de 1,9 x 10° km®. Na hipétese de corpo tnico e usando
os valores 210 km e 85 km das semi-larguras da anomalia nas direcdes NNW e WSW, respec-
tivamente, como medidas das dimensdes horizontais do corpo, obtemos que a sua espessura
é aproximadamente 11 km. Além disso, utilizando o valor 30 km como a maxima espessura
admissivel para o corpo, obtemos que o seu contraste de densidade minimo é igual a —0, 03

g/cm?®.

6.2 CASO MAGNETICO

A inversdo de anomalias magnéticas sobre montes submarinos tem sido extensivamente
utilizada, desde a introdugao da teoria da tectonica de placas, com o objetivo de estimar as
direcoes médias de magnetizagio total dos montes submarinos, pois, uma vez conhecidas estas
diregdes, é possivel estimar as diregoes dos paleopolos magnéticos atuantes durante a formacéo
dos montes (Uyeda & Richards, 1966 e Vacquier & Uyeda, 1967, apud PARKER et al., 1987;
FRANCHETEAU et al., 1970; HARRISON, 1971; EMILIA & MASSEY, 1974; MCNUTT,
1986; PARKER et al., 1987 ¢ PARKER, 1991). As hip6teses comumente utilizadas neste
problema est3o discutidas em FRANCHETEAU et al. (1970) e se resumem em basicamente
trés. A primeira hipotese é que a componente induzida da magnetizagio total é desprezivel
quando comparada com a componente remanente desta magnetizagdo. Esta hip6tese se baseia
no fato experimental (OPDYKE & HEKINIAN, 1967) de que a razdo de Koenigsberger das
rochas formadoras dos montes submarinos é, em geral, muito grande, com média em torno de
30. A segunda hipétese é que toda a magnetizacao remanente tem origem termo-remanente.
A terceira hipotese é que o paleopolo magnético atuante durante o periodo de formagao do

monte submarino foi gerado por um dipolo magnético terrrestre axial ao eixo de rotacao.
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O método mais utilizado para estimar a direcdo de magnetizacao total de montes sub-
marinos, a partir da sua anomalia magnética, foi proposto por TALWANI (1965). Este
método pressupde que a magnetizacdo é uniforme para todo o monte submarino. Para es-
timar as trés componentes desta magnetizacdo, o monte submarino é modelado, de acordo
com a sua batimetria, por “fatias” de bases horizontais e faces poligonais e a anomalia ob-
servada é ajustada com a anomalia gerada pelo modelo do monte através do critério dos
minimos quadrados. Uma variante do método de TALWANI (1965), proposta por EMILIA
& MASSEY (1974), é a de considerar constantes a direcdo e o sentido da magnetizagio, em
todo o monte submarino, mas deixar variar nas suas fatias o médulo da magnetizacio.

Devido & ambigiidade intrinseca da inversdo de anomalias magnéticas, a estimacao da
direcio média de magnetizagio total de montes submarinos é um problema muito dificil
(PARKER et al., 1987). O uso do método de TALWANI (1965) e mesmo de técnicas mais
sofisticadas, incorporando suavidade na distribui¢do da magnetizagio, tém, muitas vezes, pro-

duzido resultados insatisfatérios quando aplicadas a esse problema (PARKER et al., 1987).

Nesta se¢do, vamos aplicar o método de inversdo de momentos & anomalia magnética
gerada por um monte submarino situado no Golfo da Guiné (0,4°N e 2,6°E). Esta anomalia
foi interpretada por HARRISON (1971) utilizando o método de TALWANI (1965), e por
EMILIA & MASSEY (1974). O nosso objetivo é evidenciar que o método de inversio de
momentos pode produzir boas estimativas da direcio média de magnetizacao total de montes
submarinos.

6.2.1 Obtengdo da anomalia de campo vertical

A anomalia magnética de campo total do monte submarino do Golfo da Guiné esti
mostrada na Figura 6.14. Esta anomalia foi obtida por HARRISON (1971), apds a retirada
de uma componente regional na forma de um plano para o campo observado. A batimetria do
monte submarino esta mostrada na Figura 6.15. Observemos que o sistema de coordenadas
z - y representado nas Figuras 6.14 e 6.15 ndo é o sistema original utilizado por HARRISON
(1971) e EMILIA & MASSEY (1974).

Uma vez que desenvolvemos a expansdao em multipolos apenas para a componente vertical
de campo magnético, precisamos obter a anomalia desta componente, a partir da anomalia
de componente total, para poder aplicar o método. O campo magnético terrestre atuante no
Golfo da Guiné em 1967, o ano do levantamento (HARRISON, 1971), tinha aproximadamente
—10° de declinagio e —21° de inclinagdo (FABIANO et al., 1983). Para esta inclinacio, a

transformagao de anomalias de campo total em anomalias de campo vertical é estavel.
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A transformacgdo da anomalia de campo total mostrada na Figura 6.14 em uma anomalia
de campo vertical foi feita através do seguinte procedimento: (1) a partir da ampliagdo
xerografica do desenho desta anomalia no artigo de EMILIA & MASSEY (1974), fizemos a
digitalizagdo automdtica de suas curvas de contorno reproduzindo-as com 820 pontos; (2)
com os pontos digitalizados, utilizamos o algoritmo de interpolagio de MENDONCA (1992)
para produzir o mapa de campo total que estd mostrado na Figura 6.16. Este mapa esta
na mesma altitude do mapa original (Figura 6.14) e foi interpolado com erro maximo de 10
nT numa malha com 41 x 41 pontos, espagados de aproximadamente 1,1 km nas diregdes
(S=N) e y (W—E). Por fim, (3) com os valores de campo total da malha, utilizamos o método
de LEAO & SILVA (1989) para obter a anomalia de campo vertical mostrada na Figura 6.17.
Observemos que a malha desta anomalia contém apenas 29 x 29 pontos, porque o método
de LEAO & SILVA (1989) trunca as bordas da malha do campo de entrada. Assim, a rea
da Figura 6.17 corresponde ao retangulo tracejado da Figura 6.16.

6.2.2 Inversdo da anomalia de campo vertical

Nesta secao, vamos apresentar os resultados da inversdo da anomalia de campo vertical

mostrada na Figura 6.17.

Para inicializar o Algoritmo de Estimagido Pontual, usamos como centro de expansio o
ponto (20, 20, 5) em km. A aproximacao de 2a. ordem para o campo observado esta mostrada
na Figura 6.18. O erro médio quadratico do residuo entre estes dois.campos (o2) foi 56,5 nT.
Este erro é compativel tanto com o intervalo 43,7 nT a 71,7 nT, obtido por HARRISON (1971)
em 17 modelos do monte submarino, quanto com o erro obtido por EMILIA & MASSEY
(1974) que foi 36,0 nT.

As estimativas pontuais de ordens 1 e 2 obtidas para o vetor momento de dipolo total
e para as coordenadas de centro de momento de dipolo estao mostradas na Tabela 6.1. As
estimativas pontuais de ordem 2 de z¢op € youm 330 compativeis com a batimetria do monte
submarino (Figura 6.15). No entanto, a estimativa pontual de ordem 2 de z¢ar (Tabela 6.1)
é superior & profundidade do sopé do monte submarino (Figura 6.15). A provavel superesti-
magcao de zcps indica a possibilidade de que a condigdo de fonte distante das observagdes ndo
esteja satisfeita. Esta possibilidade ndo é descartada pela batimetria do monte submarino,
pois o raio da esfera de menor volume que contém o monte é superior a profundidade do
sopé do monte, incluindo ou nao os niveis batimétricos adicionais propostos por HARRISON
(1971) (Figura 6.15). Desse modo, este raio é maior que a profundidade do centro de momento
de dipolo do monte. Observemos ainda que as estimativas pontuais de ordens 1 e 2 da diregao

de magnetizagio total sio bastante semelhantes (Tabela 6.1).
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Tabela 6.1 - Caso Magnético: resultados obtidos para o vetor momento de dipolo
total e coordenadas do centro de momento de dipolo do monte sub-
marino do Golfo da Guiné. As estimativas pontuais de ordens 1 e
2 foram obtidas sem adicionar ruido ao campo. A média e o desvio
padrio, que se referem as estimativas de ordem 2, foram calculados a
partir de 40 estimativas resultantes do Algoritmo de Analise de Esta-
bilidade, adicionando-se ruido ao campo.

parametro M, d 1 zem | yom | zom
(unidade) (10° A.m?) | (grau) | (grau) | (km) | (km) | (km)
est. pontual de ordem 1 | 3564,59 142,57 | 17,28 | 17,15 | 20,88 | 8,57
est. pontual de ordem 2 | 2791,11 142,19 | 20,82 | 16,90 | 20,77 | 6,84
média amostral 2820,17 | 141,81 | 20,79 | 16,89 | 20,75 | 6,88
desvio padrao amostral 12,91 - - 0,02 | 0,02 | 0,02

Tomadas em conjunto, as estimativas apresentadas na Tabela 6.1 sao qualitativamente
semelhantes a aquelas obtidas no Exemplo Magnético 3. Neste exemplo com dados sintéticos,
o tronco de pirdmide utilizado como corpo anémalo tem forma assemelhada & de um monte
submarino (compare as Figuras 5.12 e 6.15). Na verdade, as dimensdes deste tronco de
piramide foram inspiradas na prépria batimetria do monte submarino do Golfo da Guiné.
Desse modo, o Exemplo Magnético 3 pode servir de base para avaliar os resultados desta
inversao com dados reais. Neste sentido, observemos que as estimativas de zcps obtidas no
Exemplo Magnético 3 sio superiores ao valor verdadeiro, devido a condigao de fonte distante
das observagbes nio esta satisfeita, bem como devido a assimetria do tronco de piramide em
relagio a um plano horizintal. Todavia, mesmo nesta situagdo, as estimativas obtidas para
a diregdo de magnetizacao total sio boas aproximacdes do valor verdadeiro (Tabela 5.3), o
que nos permite acreditar que este fato também tenha ocorrido no caso real.

A evolugio das estimativas das diregdes principais equivalentes esta mostrada na Figura
6.19. Nesta figura, constatamos que a estimativa da dire¢do do eixo principal equivalente
menor é subvertical e que o plano formado pelas direcoes dos eixos principais equivalentes
maior e intermedidrio é subhorizontal. Como um todo, estas estimativas sao consistentes
com a batimetria do monte submarino, mostrada na Figura 6.15. Todavia, analisando esta
figura e a Figura 6.19, constatamos que a ordem relativa das estimativas das direcdes dos
eixos principais equivalentes maior e intermediario do monte nao é consistente com a sua
batimetria ou, pelo menos, com a sua batimetria incluindo os niveis batimétricos sob a sua

base propostos por HARRISON (1971).

A anélise de sensibilidade para a estimativa pontual das dire¢ées principais equivalentes
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estd mostrada na Figura 6.20. Para fazer esta analise, usamos L=0,5 nT para encontrar
solugdes do sistema de inequagbes (3.46) e (3.47). A Figura 6.20 mostra que todos os trés
eixos principais sdo bem definidos. Todavia, tendo por base apenas os resultados da inversio,
néo podemos descartar a possibilidade de que o plano subhorizontal (Figura 6.20) seja um
plano de degenerescéncia. Esta possibilidade se deve ao fato de que no Exemplo Magnético 3
a analise de sensibilidade nao foi capaz de revelar, para os eixos principais equivalentes maior

e intermediario, a (esperada) sensibilidade a erros nos momentos de 2a. ordem equivalentes.

Para evidenciar que a estimativa pontual acima apresentada é estivel, vamos apresen-
tar os resultados de uma analise de estabilidade. Para fazer esta andlise, adicionamos ao
campo mostrado na Figura 6.17 ruido Gaussiano de média nula e desvio padrao 10 nT. Os
resultados desta analise, para as estimativas de ordem 2 do vetor momento de dipolo total e
coordenadas de centro de momento de dipolo, estdo resumidos na Tabela 6.1. Observemos
que a declinacédo e inclinagdo, associadas na Tabela 6.1 4 média das estimativas de ordem 2,
foram obtidas a partir da direcdo do vetor momento de dipolo total médio. Este vetor, por
sua vez, foi calculado com a férmula da média amostral para dados situados sobre uma esfera
(MARDIA et al., 1979), utilizando as estimativas de ordem 2. A variancia esférica amostral
(MARDIA et al., 1979) para a diregio de momento de dipolo total, obtida das estimativas
de ordem 2, é igual a 6,9 x 1075. Para as diregdes principais equivalentes, o resultado da
andlise de estabilidade esta mostrado na Figura 6.21. Podemos concluir do con_]unto destes
resultados que a estimatival pontual apresentada é estavel.

Por fim, observemos que ndo hid (pelo menos aparentemente) influéncias nos resultados
apresentados devido a um possivel “vazamento” de uma parte da componente regional do
campo magnético para a anomalia residual utilizada. Isso é de certa forma esperado, pois o
monte submarino € isolado e, nesta situacao, o regional do campo magnético é geralmente

mais ficil de ser retirado do que no caso gravimétrico.

6.2.3 Discussao dos resultados

Nesta se¢do, vamos primeiro comparar a nossa estimativa para a direcao média de magne-
tizagdo total com as estimativas obtidas por HARRISON (1971) e por EMILIA & MASSEY
(1974) para esta diregdo. Em seguida, vamos testar, com uma técnica independente, a con-
sisténcia destas trés estimativas de dire¢do média de magnetizacao total. Por dltimo, vamos
discutir quais sdo as conseqiéncias das estimativas dos demais parametros, por nés obtidas,
para a caracterizagao geofisica do monte submarino do Golfo da Guiné.

A - Comparacdo das estimativas de dire¢cdo média de magnetizagio total
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estd mostrada na Figura 6.20. Para fazer esta anélise, usamos L=0,5 nT para encontrar
solugGes do sistema de inequagdes (3.46) e (3.47). A Figura 6.20 mostra que todos os trés
eixos principais sdo bem definidos. Todavia, tendo por base apenas os resultados da inverséo,
nao podemos descartar a possibilidade de que o plano subhorizontal (Figura 6.20) seja um
plano de degenerescéncia. Esta possibilidade se deve ao fato de que no Exemplo Magnético 3
a analise de sensibilidade nao foi capaz de revelar, para os eixos principais equivalentes maior

e intermediario, a (esperada) sensibilidade a erros nos momentos de 2a. ordem equivalentes.

Para evidenciar que a estimativa pontual acima apresentada é estivel, vamos apresen-
tar os resultados de uma anailise de estabilidade. Para fazer esta analise, adicionamos ao
campo mostrado na Figura 6.17 ruido Gaussiano de média nula e desvio padrao 10 nT. Os
resultados desta andlise, para as estimativas de ordem 2 do vetor momento de dipolo total e
coordenadas de centro de momento de dipolo, estio resumidos na Tabela 6.1. Observemos
que a declinacao e inclinagdo, associadas na Tabela 6.1 4 média das estimativas de ordem 2,
foram obtidas a partir da diregio do vetor momento de dipolo total médio. Este vetor, por
sua vez, foi calculado com a formula da média amostral para dados situados sobre uma esfera
(MARDIA et al., 1979), utilizando as estimativas de ordem 2. A variancia esférica amostral
(MARDIA et al., 1979) para a direcdo de momento de dipolo total, obtida das estimativas
de ordem 2, é igual a 6,9 x 1075. Para as diregdes principais equivalentes, o resultado da
analise de estabilidade estda mostrado na Figura 6.21. Podemos concluir do conjunto destes
resultados que a estimatival pontual apresentada é estavel. '

Por fim, observemos que nido héd (pelo menos aparentemente) influéncias nos resultados
apresentados devido a um possivel “vazamento” de uma parte da componente regional do
campo magnético para a anomalia residual utilizada. Isso é de certa forma esperado, pois o
monte submarino é isolado e, nesta situagio, o regional do campo magnético é geralmente

mais facil de ser retirado do que no caso gravimétrico.

6.2.3 Discussao dos resultados

Nesta segao, vamos primeiro comparar a nossa estimativa para a direcdo média de magne-
tizagdo total com as estimativas obtidas por HARRISON (1971) e por EMILIA & MASSEY
(1974) para esta direcio. Em seguida, vamos testar, com uma técnica independente, a con-
sisténcia destas trés estimativas de diregio média de magnetizacdo total. Por ltimo, vamos
discutir quais sdo as conseqiiéncias das estimativas dos demais parametros, por nés obtidas,

para a caracterizacao geofisica do monte submarino do Golfo da Guiné.

A - Comparagao das estimativas de direcdo média de magnetizagio total
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estd mostrada na Figura 6.20. Para fazer esta andlise, usamos L=0,5 nT para encontrar
solucdes do sistema de inequacdes (3.46) e (3.47). A Figura 6.20 mostra que todos os trés
eixos principais sdo bem definidos. Todavia, tendo por base apenas os resultados da inversao,
nao podemos descartar a possibilidade de que o plano subhorizontal (Figura 6.20) seja um
plano de degenerescéncia. Esta possibilidade se deve ao fato de que no Exemplo Magnético 3
a analise de sensibilidade nao foi capaz de revelar, para os eixos principais equivalentes maior

e intermedidrio, a (esperada) sensibilidade a erros nos momentos de 2a. ordem equivalentes.

Para evidenciar que a estimativa pontual acima apresentada é estdvel, vamos apresen-
tar os resultados de uma analise de estabilidade. Para fazer esta analise, adicionamos ao
campo mostrado na Figura 6.17 ruido Gaussiano de média nula e desvio padrdo 10 nT. Os
resultados desta analise, para as estimativas de ordem 2 do vetor momento de dipolo total e
coordenadas de centro de momento de dipolo, estdo resumidos na Tabela 6.1. Observemos
que a declinacao e inclinagao, associadas na Tabela 6.1 4 média das estimativas de ordem 2,
foram obtidas a partir da diregdo do vetor momento de dipolo total médio. Este vetor, por
sua vez, foi calculado com a formula da média amostral para dados situados sobre uma esfera
(MARDIA et al., 1979), utilizando as estimativas de ordem 2. A varidncia esférica amostral
(MARDIA et al., 1979) para a direcdo de momento de dipolo total, obtida das estimativas
de ordem 2, é igual a 6,9 x 1075, Para as diregdes principais equivalentes, o resultado da
analise de estabilidade estda mostrado na Figura 6.21. Podemos concluir do conjunto destes

resultados que a estimatival pontual apresentada é estével.

Por fim, observemos que ndo ha (pelo menos aparentemente) influéncias nos resultados
apresentados devido a um possivel “vazamento” de uma parte da componente regional do
campo magnético para a anomalia residual utilizada. Isso é de certa forma esperado, pois o
monte submarino € isolado e, nesta situacdo, o regional do campo magnético é geralmente

mais facil de ser retirado do que no caso gravimétrico.

6.2.3 Discussao dos resultados

Nesta segio, vamos primeiro comparar a nossa estimativa para a direcdo média de magne-
tizagao total com as estimativas obtidas por HARRISON (1971) e por EMILIA & MASSEY
(1974) para esta direcio. Em seguida, vamos testar, com uma técnica independente, a con-
sisténcia destas trés estimativas de diregdo média de magnetizacdo total. Por 1ultimo, vamos
discutir quais sdo as conseqiiéncias das estimativas dos demais parametros, por nds obtidas,
para a caracterizagao geofisica do monte submarino do Golfo da Guiné.

A - Comparagao das estimativas de dire¢io média de magnetizagiao total
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Tabela 6.2 - Caso magnético: estimativas da dire¢do média de magnetizagao total e
do paleopolo magnético do monte submarino do Golfo da Guiné. Lat
e Long sao a latitude e a longitude do paleopolo, respectivamente.

parametro d i Lat Long

(unidade) (grau) | (grau) | (grau) | (grau)
HARRISON (1971) 155,5 | 23,9 162,55 [63,8 F
EMILIA & MASSEY (1974) | 142,0 | 26,5 | 49,7 S| 70,1 E
esta tese 142,2 | 20,8 | 50,8 S | 74,9 F

Na Tabela 6.2, reproduzimos a nossa estimativa pontual de ordem 2 para a direciao média
de magnetizacdo total, juntamente com as estimativas obtidas por HARRISON (1971) e
por EMILIA & MASSEY (1974) para esta diregdao. Observemos que estas trés estimati-
vas de direcdo de magnetizacdao sdo bastante semelhantes e que as discrepancias entre elas
estao dentro dos limites aceitos para a resolugdo de estimativas de dire¢io de magnetizacao
de montes submarinos, obtidas de inversdes de anomalias magnéticas (PARKER, 1991). Em
conseqiéncia, as trés estimativas para a dire¢ao do paleopolo com elas calculadas sdo também

muito semelhantes (Tabela 6.2).

B - Teste de consisténcia das estimativas de direcio média de magnetizagio total

E necessirio um teste de consisténcia para as estimativas de direcio média de magne-
tizacdo total mostradas na Tabela 6.2. Todavia, nio temos condi¢bes de aplicar & anomalia
magnética do monte submarino o teste de convergéncia das estimativas dos momentos equi-
valentes com a altura de continuacdo para cima da anomalia, porque a area de cobertura
da mesma é muito pequena. Além disso, ndo dispomos de nenhum dado geoldgico ou pa-
leomagnético da area, que nos permitisse avaliar a consisténcia das estimativas de direcdo

média de magnetizagdo total com estes dados.

Para fazer, entdo, um teste de consisténcia, optamos por aplicar a anomalia de campo total
a técnica de redugao ao polo, utilizando as trés estimativas de direcdo média de magnetizacio
total apresentadas na Tabela 6.2. Se estas trés estimativas de diregio de magnetizagio forem
boas aproximagoes do valor verdadeiro e se o monte submarino tiver dois planos verticais
de simetria, as trés anomalias reduzidas ao polo devem apresentar dois eixos horizontais de
simetria. Utilizando a abordagem de LEAO & SILVA (1989) para fazer a reducéio ao polo,
obtivemos as trés anomalias reduzidas ao polo mostradas nas Figuras 6.22 a 6.24, empregando
as estimativas de direcio média de magnetizagio total obtidas por HARRISON (1971), por
EMILIA & MASSEY (1974) e nesta tese, respectivamente. Podemos observar nestas trés
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figuras que hi aproximadamente dois eixos de simetria em cada uma delas, de modo que
podemos concluir que as trés estimativas de direcdo média de magnetizagio total devem ser

aproximagdes razoaveis do valor verdadeiro.

Nao obstante, do ponto de vista de otimizagio da simetria na anomalia reduzida ao polo,
ainda é possivel se obterem estimativas melhores para a direcdo média de magnetizagio total
que as trés estimativas em questdo. Por exemplo, fixando a declinagao em 142, 5° e variando
a inclinagdo de 10° até 45°, com incremento de 2,5°, obtivemos por selegio visual que a
anomalia reduzida ao polo que otimiza a simetria em relagdo a dois eixos horizontais tem
inclinacao igual a 37,5°. Esta anomalia esta mostrada na Figura 6.25.

C - Conseqiiéncias para a caracterizagao geofisica do monte submarino

Conhecendo-se estimativas para o médulo do momento de dipolo total My e para o volume
de matéria magnetizada do monte submarino, é possivel estimar a intensidade média de
magnetizacdo do monte submarino. No nosso caso, a dificuldade de estimar M, reside no
fato de que € provavel que a condi¢ao de fonte distante das observagoes nao esteja satisfeita.
Nesta situacao, de acordo com o Exemplo Magnético 3, ndo podemos usar diretamente as
estimativas de ordens 1 e 2 para M), pois sabemos que elas s3o muito maiores que o valor
verdadeiro de My. Todavia, comparando as estimativas mostradas nas Tabelas 5.3 e 6.1,
constatamos que as razdes entre as estimativas de ordens 1 e 2 para My, nos casos sintético
e real respectivamente, sao praticamente iguais. Para corpos uniformemente magnetizados,
esta razdo depende basicamente da forma do corpo e de sua distancia ao plano de medida.
Devido a semelhanca destas duas condig¢oes nos casos sintético e real, é razoavel supor que
a a razao entre as estimativas de ordem 2 e os valores verdadeiros de M, sejam também
praticamente iguais nos dois casos. Desse modo, podemos estimar o valor 714,5 x 10° A.m?
para o médulo do momento de dipolo total verdadeiro do monte submarino do Golfo da
Guiné.

Uma estimativa do volume de matéria magnetizada do monte submarino pode ser feita
utilizando a batimetria do monte. Aproximando o monte por fatias horizontais, estimamos
que este volume estd compreendido entre 89,95 km® e 402,88 km®. Estes limites inferior
e superior foram obtidos ndo incluindo e incluindo, respectiva.menté, os niveis batimétricos
adicionais propostos por HARRISON (1971) para o monte submarino (Figura 6.15). Uti-
lizando estes limites e a estimativa acima obtida para o médulo do momento de dipolo total
verdadeiro do monte submarino, obtemos que sua intensidade média de magnetizagao esta

compreendida entre 1,8 A/m e 7,9 A/m. Na hipétese de que a estimativa de momento de
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dipolo total seja vélida, o limite inferior para a magnetizacio média (que foi obtido con-
siderando os niveis batimétricos propostos por HARRISON (1971)) é incompativel com as
intensidades médias de magnetizagio de montes submarinos que geralmente sio obtidas da
inversdo de suas anomalias magnéticas (MCNUTT, 1986).

Comparando as Tabelas 5.3 e 6.1, constatamos que as razdes entre as estimativas de
ordens 1 e 2 para a profundidade do centro de momento de dipolo, nos casos sintético e
real respectivamente, sio também praticamente iguais. De maneira andloga a que foi acima
descrita para estimar o valor verdadeiro de M, podemos agora obter o valor 3,0 km como
sendo uma estimativa de zgps verdadeiro do monte submarino do Golfo da Guiné. Por outro
lado, utilizando a batimetria do monte e a hipotese de magnetizacdo uniforme, podemos
estimar que a profundidade de seu centro de momento de dipolo estda compreendida entre
3,9 km e 4,8 km. Estes limites inferior e superior foram obtidos nido incluindo e incluindo,
respectivamente, os niveis batimétricos adicionais propostos por HARRISON (1971) para o
monte submarino (Figura 6.15). Desse modo, a estimativa de 3,0 km para zgp do monte
submarino estd mais proxima da estimativa de zcp que foi obtida de sua batimetria sem

considerar os niveis batimétricos adicionais propostos por HARRISON (1971) para o monte.

As anomalias de campo total reduzidas ao polo (Figuras 6.22 a 6.25) sugerem que o volume
de matéria magnetizada esteja alongado na diregao NE—SW. Este alongamento é consistente
com as analises de sensibilidade e de estabilidade para as dire¢bes principais equivalentes,
mostradas nas Figuras 6.20 e 6.21, respectivamente. Por outro lado, as anomalias reduzidas
ao polo nio sdo consistentes com a interpretagdo de HARRISON (1971), que propés niveis
batimétricos para o monte submarino, de forma que o seu volume de matéria magnetizada
ficasse alongado na direcdo NW—SE. Contudo, ndo podemos descartar a possibilidade de
que o alongamento presente na anomalia reduzida ao polo seja resultado da incapacidade
do algoritmo de LEAO & SILVA (1989) em remover totalmente a assimetria presente na

anomalia medida na latitude original.

Unindo os resultados acima obtidos para a intensidade média de magnetizagio, profundi-
dade de centro de momento de dipolo e dire¢des principais equivalentes do monte submarino,
sugerimos que os niveis batimétricos propostos por HARRISON (1971) néo estejam corretos
e que nio exista contraste de magnetizagio expressivo abaixo da base do monte submarino.
Neste sentido, observemos que os niveis batimétricos propostos por HARRISON (1971) foram
inferidos da anéilise de residuos entre a anomalia observada e anomalias calculadas com mode-
los do monte, em que estes niveis foram incluidos. Desse modo, € possivel que estes modelos
reflitam apenas a ambiglidade inerente a inversdo magnética tridimensional sem vinculos e

ndo uma caracteristica verdadeira do monte submarino.
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Para finalizar, concluimos que o método de inversdo de momentos retine qualidades su-
ficientes para ser aplicado, com sucesso, na inversdo de anomalias magnéticas de montes
submarinos. Comparado com os métodos comumente utilizados neste problema, ele tem a
vantagem de fornecer solucdes com unicidade e estabilidade asseguradas, além da facilidade
e rapidez de aplicagdo, uma vez que ndo é necessario se conhecer a batimetria do monte.
Como desvantagem, o método de momentos (empregando o critério de minimos quadrados

para o ajuste) s6 deve produzir bons resultados se o monte submarino for isolado.
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Figura 6.1
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LATITUDE SUL (Grau)

LONGITUDE OESTE (Grau)

Figura 6.2 - Caso gravimétrico: Mapa Bouguer da regido central da Bahia. A
malha de interpolacdo contém 56 x 56 pontos igualmente espagados
de 10,1 km e a altitude de interpolagio ¢ igual a 1,5 km. Intervalo de
contorno de 10 mGal. '
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— 13.

14°

I-REGIAO DE DOBRAMENTOS RIO PRETO
II-BACIA DO SAO FRANCISCO
III-SISTEMA DE DOBRAMENTOS DO ESPINHAGO
A -Zona do Espinhago Setentrional
B-Bloco do Paramirim
C-Bloco do Gavido
D - Zona da Chapada Diamantina Ocidental
IV -BACIA DE LENGOIS
Zona da Chapada Diamantina Oriental
V=-ESCUDO ORIENTAL DA BAHIA
'V1-SISTEMA DE DOBRAMENTOS SERGIPANO
VII-REGIAO DE DOBRAMENTOS ARAGUAI

— 170

— 18°

Figura 6.3 - Caso gravimétrico: Divisdo do estado da Bahia em dominios geotec-
tonico-geocronoldgicos segundo INDA & BARBOSA (1978). O mapa
Bouguer com intervalo de contorno de 20 mGal foi superposto.
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{Boquira, Riacho de Santana)

“1>/~7 (4)Faixa dobrada de Jacobing
[ ]
+ i+ (5) Magma Bdsico" Trapeado” na base
do Crosta

C:::) (6) Camada Instével Infracrustal
(Magma Acido)

(7} Conglomerados

( 8) Vulcanicas Acidas da Chapada
| (D |{ 9)Granitos Diapiricos
10) Sedimentos

fi: (11 )Vulcanicas com Atinidades Alcalinas
(Tipo Boquira)

(;‘C'J (12)Magma Acido em Processo de Rest Ti
Nueast amento e Cristalizagdo

2272 13)Geoisotermas (Temperatura)

-

ﬁ‘\: (14)Paleccorrentes e Blocos em
+

Erosto
%, (18) Zona de Cizalhamento e Falhamen
to

Figura 6.4 - Caso gravimétrico: Evolugdo geoldgica proposta por SA (1981) para
a area da Chapada Diamantina e Faixa Santo Onofre. Sem escala.
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Figura 6.5 - Caso gravimétrico: Anomalia regional (componente 1) resultante da

separacao regional —residual do Mapa Bouguer da Figura 6.2. A ordem
do polinémio ajustante é igual a 4. Intervalo de contorno de 10 mGal.

181




LATITUDE SUL (Grau)

)
/

N,

LN

4

9.
O Do
o~ S
LT

o

O

o
i e Y

I .

LONGITUDE OESTE (Grau)

Figura 6.6 - Caso gravimétrico: Anomalia residual (componente 2 + componente

3) resultante da separagdo regional—residual do Mapa Bouguer da
Figura 6.2. Intervalo de contorno de 10 mGal. O retingulo em linha
tracejada identifica a drea que foi utilizada na 2a. etapa do tratamento
de separacao da componente 2.

182



12.0

12.5

- 13.07
>
o
(L]

T 13.54
. |
o
174]
w
o
s |

2 14.0
-
<
|

14.5

15.0

| 1
430 435 420 415

LONGITUDE OESTE (Grau)

Figura 6.7 - Caso gravimétrico: Anomalia regional (componente 2) resultante da
separagao regional—residual das anomalias contidas no retingulo em
linha tracejada da Figura 6.6. A ordem do polinémio ajustante é igual
a 8. Intervalo de contorno de 10 mGal.
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Figura 6.8 - Caso gravimétrico: Anomalia residual (componente 3) resultante da
separagao regional—residual das anomalias contidas no retingulo em
linha tracejada da Figura 6.6. Intervalo de contorno de 5 mQGal.
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Figura 6.9 - Caso gravimétrico: Componente 2 do mapa Bouguer satisfazendo
aproximadamente a caracteristica do campo de uma fonte convexa de
volume finito e isolada. Intervalo de contorno de 5 mGal.
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Figura 6.10 - Caso gravimétrico: Comportamentos de o, e das estimativas pontuais
de ordem 2 para: (b) mo, (¢) ZTem € Yem € (d) zem — b, em fungio da
altitude h de interpolagio. As estimativas correspondentes a altitude
h =1,5 km foram incluidas.
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Figura 6.11 - Caso gravimétrico: Altitude de interpolagio h=1,5 km: anomalia
observada (linha cheia) e a sua proximagdo de 2a. ordem (linha
tracejada). Intervalo de contorno de 10 mGal.
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Figura 6.12 - Caso gravimétrico: Altitude de interpolagio h=100 km: anomalia

observada (linha cheia) e a sua proximacio de 2a. ordem (linha
tracejada). Intervalo de contorno de 1 mGal.
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&

Figura 6.13 - Caso gravimétrico: Analise de sensibilidade das dire¢des principais
equivalentes (componente 2), para as altitudes de interpolagdo: (a)
h=20 km e (b) h=100 km. A, B e C identificam as diregbes dos eixos
principais equivalentes maior, intermedidrio € menor, repectivamen-
te.
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Figura 6.14 - Caso magnético: Anomalia de-campo total do monte submarino do
Golfo da Guiné (EMILIA & MASSEY, 1974). Intervalo de contorno
de 100 nT. As linhas rétas representam a trajetoria do navio.
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Figura 6.15 - Caso magnético: Batimetria do monte submarino do Golfo da Guiné
(HARRISON, 1971). Intervalo de contorno de 0,25 km. As linhas

tracejadas representam a estrutura do monte abaixo de seu sopé in-
ferida por HARRISON (1971).
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Figura 6.16 - Caso magnético: Anomalia de campo total do monte submarino do

Golfo da Guiné interpolada pelo método de MENDONCA (1992).
Intervalo de contorno de 100 nT.
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Figura 6.17 - Caso magnético: Anomalia de campo vertical do monte submarino

do Golfo da Guiné obtida pelo método de LEAQ & SILVA (1989).
Intervalo de contorno de 100 nT.

191




24. 3+
19. 9+

15.54

X (km)

9°9€

Figura 6.18 - Caso magnético: Aproximacgio de 2a. ordem para a anomalia de
campo vertical do monte submarino do Golfo da Guiné. Intervalo de
contorno de 100 nT.

| x

LEGENDA

A, B, C: diregdes dos eixos principais
equivalentes maior, interme-
didrio e menor, repectivamen-
te.

gl

Figura 6.19 - Caso magnético: Estimativa pontual das diregdes principais equiva-
lentes (+). As setas indicam os sentidos das evolugdes das estimativas
ao longo de 100 iteragoes.
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Figura 6.20 - Caso magnético: Analise de Sensibilidade para a estimativa pontual
das diregdes principais equivalentes.
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Figura 6.21 - Caso magnético: Anélise de Estabilidade para as estimativas das
diregGes principais equivalentes. '
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Figura 6.22 - Caso magnético: Redugédo ao polo da anomalia de campo total do
Golfo da Guiné, utilizando a estimativa de diregio média de magne-
tizagio total obtida por HARRISON (1971).

x (km)

Figura 6.23 - Caso magnético: Redugdo ao polo da anomalia de campo total do
Golfo da Guiné, utilizando a estimativa de dire¢cio média de magne-

tizagdo total obtida por EMILIA & MASSEY (1974).
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Figura 6.24 - Caso magnético: Redugdo ao polo da anomalia de campo total do
Golfo da Guiné, utilizando a estimativa de dire¢cio média de magne-

tizacao total obtida nesta tese.

x (km)

Figura 6.25 - Caso magnético: Redugido ao polo da anomalia de campo total do
Golfo da Guiné, utilizando declinacdo igual a 142,5° e inclinagio
igual a 37,5° para a direcdo média de magnetizacio total.

195




7 - CONCLUSOES E SUGESTOES

O resultado de natureza mais ampla desta tese foi evidenciar que existe uma maneira
implicita e deterministica de se introduzir informagio a priori, sobre as fontes anémalas,
em métodos potenciais. Esta maneira é decorréncia do fato de que um campo potencial
pode ser aproximado pela série obtida de sua expansdo em multipolos, truncada em uma
dada maxima ordem. Foi demonstrado que esta aproximacao impde, implicitamente, uma
condi¢ido de regularizacdo para as superficies equipotenciais do corpo anémalo, o que implica
o uso de informagdo a priori a seu respeito. Desse modo, quando se faz o truncamento da
série em uma dada maxima ordem, é postulada uma distribuigdo espacial de massa, ou de
magnetizacao, equivalente a real, sendo o critério de equivaléncia especificado pela condigio
de ajuste entre os campos observado e calculado com a série truncada. Para o caso da série
retendo momentos até 2a. ordem, por exemplo, o critério de equivaléncia implica que a fonte
real deva satisfazer os vinculos de ser convexa, ter volume finito, de estar suficientemente
distante das observagdes, e de apresentar trés planos mutuamente ortogonais de simetria na
distribuigao espacial da propriedade fisica.

O resultado de natureza mais especifica desta tese foi tornar vidvel e implementar com-
putacionalmente a proposta de GOL’TSMAN (1970) para a inversdo tridimensional de mo-
mentos de fonte. Esta proposta tedrica se baseia na aproximagio do campo observado pela
série retendo momentos até 2a. ordem e contém um erro na sua formulacdo original. Foi
demonstrado que, ap6s uma recombinacao dos momentos contidos na série, tal que o Lapla-
ciano da funcao de Green e suas derivadas sejam eliminadas como candidatas a serem fungoes
da base da expansido em multipolos, os momentos, ou combinagdes lineares de momentos re-
manescentes, podem ser univocamente estimados. Além disso, foi mostrado também que
a proposta modificada de GOL’TSMAN (1970) pode ser adaptada para o caso magnético,
sem que haja a necessidade de se conhecer, de antemdo, a direcdo de magnetizagio total.
Para este caso (magnético), foi mostrado que apenas a hipétese de magnetizagio total de
diregdo e sentido constantes, embora desconhecidos, aliada aos demais vinculos impostos
pelo truncamento da série em momentos de 2a. ordem, ja é suficiente para a inversdo tnica
e estavel dos momentos magnéticos. E importante ressaltar que o método assim obtido per-
mite a estimagdo simultanea da diregdo da magnetizagao total e da atitude espacial do corpo

anomalo.




A aplicagio da inversdo tridimensional de momentos de fonte a dados sintéticos , com base
na série retendo momentos até 2a. ordem, revelou que é possivel se obterem, em conjunto
e de maneira estavel, boas estimativas de massa, ou de momento de dipolo anémalo total
(inclusive diregdo e sentido), centro de massa ou de momento de dipolo e diregdes dos eixos
principais da matriz de espalhamento de massa ou de momento de dipolo, desde que o corpo
anémalo satisfaca as condigbes exigidas para o truncamento da série em momentos de 2a.
ordem. Além disso, mesmo nos casos em que o corpo anémalo ndo satisfaz as condigdes de
estar distante das observagoes, e de simetria na distribuicao espacial da propriedade fisica, é
possivel se obterem, pelo menos, boas estimativas da massa anémala total, ou da diregao de
magnetizacao total, e da projecao no plano de medida do centro de massa ou de momento de
dipolo. Quando a direcao de magnetizacdo total ndo é constante, é possivel se obterem, pelo
menos, boas estimativas da dire¢do média de magnetizacao total e da projecdo no plano de

medida do centro de momento de dipolo.

A condigdo de fonte distante das observag¢des nao é muito restritiva, em métodos potencias,
porque € sempre possivel aumentar artificialmente e de maneira estavel a distancia entre as
fontes e o plano de observacao através da operacdo de continuagido para cima dos campos
observados. Assim, esta condicao em geral pode ser atingida e identificada, mesmo com uma
anomalia real. Desse modo, utilizando uma combinagido das operagoes de continuacdo para
cima e de inversao, é possivel se obterem também boas estimativas da profundidade do centro
de massa, ou de momento de dipolo, mesmo quando a fonte geradora dos dados nio satisfaz

a condigao de estar distante das observagoes.

Na presenga de ruido geoldgico produzido por fontes rasas interferentes, a estimagao dos
parametros da fonte principal pode ser prejudicada, especialmente a estimagdo das diregoes
dos eixos principais. Todavia, este fato é muito mais uma conseqiiéncia do critério de ajuste
adotado nesta tese para os campos observado e calculado, que foi 0 de minimos quadrados,
do que uma limitacao intrinseca do método de inversio de momentos. Contudo, o método
de inversao de momentos tem uma limitagio intrinseca, que é a sensibilidade & violagao
da premissa de volume finito para as fontes. Embora a condigio de volume infinito nao
seja fisicamente admissivel, ela pode ser introduzida artificialmente nas anomalias residuais,
como uma deficiéncia dos métodos de separagido regional—residual, que ndo incorporam nas
anomalias residuais as caracteristicas fisicas do campo de uma fonte convexa de volume
finito e isolada. Neste caso, a estimagdo dos momentos se torna teoricamente impossivel e,
na pratica, dependente da area de cobertura da anomalia.

O método de inversao tridimensional de momentos de fonte, com base na série retendo

momentos até 2a. ordem, foi também aplicado nesta tese a anomalias reais, tanto no caso
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gravimétrico como no caso magnético. No caso gravimétrico, utilizamos uma anomalia si-
tuada no estado da Bahia, que se supde ser causada por um batélito de granito. Com base
nos resultados, sugerimos que as massas graniticas geradoras desta anomalia tenham sido
estiradas na direcdo NNW e adelgacadas na diregéo vertical durante o evento compressivo
que causou a orogénese do Sistema de Dobramentos do Espinhaco. Além disso, estimamos
que a profundidade do centro de massa da fonte geradora estd em torno de 20 km. No caso
magnético, utilizamos a anomalia de um monte submarino situado no Golfo da Guiné. Com
base nos resultados, estimamos que o paleopolo magnético do monte submarino tem latitude
50°48'S e longitude 74°54'E e sugerimos que ndo existe contraste de magnetizagio expressivo

abaixo da base do monte submarino.

No processo de obtencao dos resultados acima descritos, outros resultados de natureza
mais tedrica foram alcangados. O primeiro deles se refere a inversio de momentos de fonte
gravimétrica sem o uso de informagao a priori. Para esta situacdo, uma expressao integral
foi deduzida envolvendo um momento genérico e a anomalia gravimétrica. A partir desta
expressao, foi provado que pode ser univocamente determinado, sem o uso de informacio
a priori, todo momento, ou combinagio linear de momentos, que seja funcido apenas das
coordenadas Cartesianas que definem o plano de medida e que tenha Laplaciano nulo. Par-
ticularmente, dentre os momentos até 2a. ordem, podem ser assim determinados, além da
massa andmala total e da projecio do centro de massa no plano de medida (o que ji era
conhecido), o produto de inércia e a diferenca entre momentos de inércia, que sio medidos
em torno de um par de eixos mutuamente ortogonais contidos no plano de medida. Além
disso, mostramos que nenhum momento cujo nicleo polinomial tenha Laplaciano nio nulo
pode ser determinado.

O segundo resultado, que é de natureza metodoldgica, foi evidenciar que as linhas de
inversao com e sem informagao a priori nao sdo conflitantes ou concorrentes. Na verdade, os
resultados obtidos por estas duas linhas sdo complementares. Isto acontece porque a iden-
tificacdo de quais sdo as grandezas que podem ser univocamente estimadas sem informagao
a priori, além de ser um fato importante em si, tem outras funcbes que sao tao importantes
quanto esta. Por exemplo, esta identificagao pode servir ao pesquisador como um guia para
inferir quais sdo os vinculos que poderiam ser acrescidos ao problema de inversio, no caso
dele querer desenvolver um método para estimar uma grandeza, que nao possa ser estimada
sem informacdo a priori. Além disso, na hipétese de que o método exista e funcione, mas
nao se saiba exatamente porque ele funciona, o pesquisador pode usar a identificacdao acima
referida para inferir qual é a informacdo a priori implicitamente introduzida pelo método.
Esta segunda abordagem foi utilizada, nesta tese, para identificar qual é a informacgao a priori

contida na inversdo de momentos de fonte, quando se faz uso da série truncada em momentos
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de 2a. ordem.

O terceiro resultado foi a extensdo do problema de estimagdo dos momentos equivalentes
para o problema de determinacdo da solugio estacionaria de um sistema de equagoes diferen-
ciais lineares de la. ordem. Esta extensdo, inspirada em VEMURI & CHEN (1974), pode
também ser usada para caracterizar, do mesmo modo, os métodos de inversdo que possam ser
formulados como casos especificos do método da regularizagdo de Tikhonov (TIKHONOV
& ARSENIN, 1977), a exemplo dos métodos de LAST & KUBIK (1983), GUILLEN &
MENICHETTI (1984) e BARBOSA (1991). Com base nesta extensao, foi possivel caracteri-
zar o algoritmo de estimagdo de momentos, proposto por GOL’'TSMAN (1970), como sendo
uma versao de passo variavel do algoritmo de Euler—Cauchy para determinar a solucdo de
um sistema de equagoes diferenciais lineares. Esta caracterizacdo permitiu construir versdes
de passo mais lento do algoritmo de Gol’tsman, as quais sdo necessarias para se inverterem
anomalias geradas por corpos anémalos, que se afastam muito das condigdes para eles su-

postas pelo truncamento da série em momentos de 2a. ordem.

Observemos que a ligagao destes problemas de inversio, com o problema de encontrar
a solugdo estacionaria de um sistema de equagdes diferenciais lineares de la. ordem, é po-
tencialmente geradora de muitos resultados importantes em teoria da inversido. Esta ligacio
estabelece uma linguagem em comum com um dos campos mais estudados da matematica,
possibilitando, assim, o acesso a um grande nimero de teoremas de unicidade, de condigdes
de estabilidade, etc. Além disso, esta ligacdo permite ver o problema da instabilidade em
inversdo como um problema de caos deterministico, que é atualmente uma das areas de

pesquisa mais férteis em toda a Ciéncia.

Por ultimo, deixaremos aqui algumas sugestdes para futuros trabalhos na linha de inversao
de momentos de fonte. A primeira sugestao é que a abordagem de inversao aqui desenvolvida
seja adaptada para outras técnicas geofisicas baseadas em campos de natureza potencial.

A segunda sugestao é a de se incorporarem momentos de 3a. ordem e superiores 2
expansao em multipolos, respeitado o compromisso resolugio versus estabilidade. Este pro-
cedimento é o ideal, quando a fonte anémala estd préxima do plano de medida, pois a
incorporagio sucessiva de momentos permitiria adaptar a méxima ordem dos momentos con-
tidos na série & anomalia em estudo, ao invés de adaptar a distancia fontes—observagbes a
série retendo momentos até 2a. ordem, através da continuagio para cima da anomalia, como

foi feito nesta tese.

A terceira sugestdo ¢é a de se desenvolver uma versao bidimensional da inversao de momen-
tos de fonte. Esta versao poderia fornecer um teste adicional na interpretacio de anomalias

muito alongadas, como a anomalia gravimétrica real utilizada nesta tese. Usando a versido
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bidimensional da expansdo em multipolos, a condigdo de fonte distante das observacdes para
uma anomalia muito alongada é mais facilmente atingida e, assim, a profundidade e as
direcdes dos eixos principais intermediario e menor de sua fonte poderiam ser estimadas com
melhor resolu¢do. Além disso, a eliminagido do regional, de modo a produzir uma anomalia

residual sem violar a premissa de volume finito para as fontes, seria mais objetiva.

A quarta sugestao é a de se usar um critério estatistico robusto para o ajuste entre os
campos observado e calculado, ao invés do critério utilizado nesta tese que foi o de minimos
quadrados. Esta mudanca do critério de ajuste possibilitaria a obtengio de estimativas
melhores para a fonte principal, no caso de sua anomalia estar deformada pela presenga
de pequenos corpos subaflorantes. Além disso, se esta mudanga de critério de ajuste fosse
incorporada ao problema da estimagao simultinea de momentos de fonte e de um regional,
na forma de um polinémio bidimensional, possivelmente diminuiria a j4 referida sensibilidade

do método a violagao da premissa de volume finito para as fontes.

Finalmente, a quinta e dltima sugestio é a de que sejam desenvolvidos métodos au-
tomaticos de separagido regional—residual que incorporem, na componente residual, as ca-
racteristicas do campo de uma fonte convexa de volume finito e isolada, cujo contraste de
densidade seja uniforme. Estes métodos poderiam fornecer vinculos fisicos adicionais a esta
separagcdo de componentes que, em geral, é muito dificil de ser realizada. Além disso, estes
métodos de separacdo poderiam resolver, na origem, o problema da sensibilidade do método
de inversao de momentos a violagdo da premissa de volume finito para as fontes.
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ANEXO I- ANALISE DO RESIDUO DEFINIDO
PELA EQUAGCAO (2.27)

Neste anexo, vamos mostrar que, sob o limite I' — oo e sob as condigbes dP/dz = 0 e
V2P = 0, Res(f) é nulo, em que f e Res(f) estdo definidos nas equagdes (2.25) e (2.27),

respectivamente.

Seja A a superficie lisa que é a unido das superficies D e U como mostra a Figura 2.1. A

partir da equagdo (2.27), podemos escrever o limite de Res(f) como

oP
hm Res(f) = 2[‘-»1120 {/D(F) (—a-i‘-/ podvy — P/ p dvo) dD

oP
_ U(r)(ar / podvy — P / phad dvo) dU], (L1)

em que I' é normal a A e aponta para fora da mesmae p = p(ﬁ), P = P(7,7r0), 0 = ofF, r-';) e
8o /T = do(7,r) /0T sao o contraste de densidade, o nicleo polinomial dos momentos e as
funcdes de Green do potencial e do campo normal a A, respectivamente. Além disso, ¥ é um
ponto de observagio sobre A, 7y é o centro de expansao e r é um ponto dentro do volume

das fontes vog.

Na equacdo (I.1) todas as fungdes envolvidas sdo seccionalmente continuas em suas respec-
tivas regides de integracao. Além disso, observemos que a integral sobre vy nao é imprépria
pois este volume e a profundidade do centro de massa sio finitos. Nestas condigdes, segundo
COURANT (1966), a seqiiéncia das integrais pode ser trocada desde que a integral imprépria
seja uniformemente convergente para todo ponto pertencente ao dominio da integral definida.
Assim sendo, vamos investigar se a integral imprdpria é convergente para um elemento de
massa situado num ponto arbitrdrio de vq. Se ela for convergente para este elemento, entao
ela sera também convergente para a soma sobre vy, pois o campo da distribuicio continua p
pode ser aproximado, com precisio arbitraria, pelo campo de um conjunto discreto e finito de
massas. Isto é possivel, matematicamente, porque existe uma representacdo para o integrando
da integral imprépria, na forma de uma seqiiéncia (baseada na expansdo em multipolos), que
aproxima este integrando com precisao arbitraria. Fisicamente, isto equivale a investigar o
comportamento do limite de Res(f) em presenca de um elemento de massa m’ situada no
ponto arbitrario ~. Nesta situacio, substituiremos Res(f) por Res'(f) e a equagio (L.1) se




reduz a
, m' ?_]j 0o _ Q 30
hm Res'(f) = 5 I‘—»r{olo [ /D © ( FTkd — P— 3T dD /U © ETd aI‘ au{. (1.2

Por definigdo, a superficie lisa A (Figura 2.1) deve satisfazer apenas os vinculos de conter

a fonte e de separar D e U através do plano S. Desse modo, vamos escolher A como sendo

a esfera de raio IV com centro no ponto O’ definido por ' (Figura I.1). De agora em diante,
T =1I" e, além disso, trabalharemos na condi¢io I' 3> 7', em que 2’ é a coordenada z de .

A fim de obter uma expressio para o limite de Res'(f), vamos decompor D em duas
superficies, como mostra a Figura I.1: a primeira superficie (D) é a zona centrada em O,

cuja area A; vale

Al = 47!'2']:‘,, (13)

e a segunda superficie (D;) é a calota de mesma éarea que U. Sob a condigio 8P/0z = 0,
P e OP/OT" sdo invariantes por translagido ao longo do eixo z e, portanto, sdo simétricos
em relacao a qualquer plano paralelo a superficie da Terra. Desse modo, por simetria do
integrando de Res'(f) em relagdo ao plano paralelo a S e contendo O’ (S') (Figura L1),

obtemos que

. dP do oP do
i, [/Dz(m (arf" - F 517') 4Ds = ‘/U(I") (ar"’ - ar') dU]

Assim, a equagdo (I.2) se reduz a

m’ [BP(F ,70)

i do (7, 1)
2 I'=oo Jpy () o

or’

llm Res'(f) o(F, ) — P(F, 7o ] dD;. (L.4)

Usando coordenadas polares sobre S’, podemos expressar P como

P = P(To,80) = To"p(6o), (15)

em que N é a ordem de P, Iy e 6, estdo definidos na Figura 1.2 e, por simplicidade, omitimos
a dependéncia de P com 7. Para operar com P e JP/0I" na equagdo (I.4), é conveniente
expressar estas grandezas em fungdo de r'. Usando as grandezas definidas na Figura 1.2,
obtemos que

To=T" [1 - ‘Scl‘f,sa + 0 (if—)] (L6)
e
0o = cos™! [cos 0 + i sinasin @’ + O? ( 6 )] (L.7)
I I
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em que
§=|ro—1'|
e O%(§/T") representa o resto cujo termo dominante é o quadrado da razio entre § e I".

Usando as equagdes (1.5), (I.6) e (1.7), obtemos que

p=1" [1 _ e cosa + 0* (i)] p(0') (1.8)
I I
e
FToh NT [1 T cosa+ 0] (I")] p(6"). (1.9)

Para avaliar o limite de Res'(f), reescremos a equacio (I.4) como

. 1 — _Ti’ . 7
F}l_r’rgo Res'(f) = 5 FlglgofAl, (I.10)
em que f é o valor médio do integrando de Res'(f) sobre D, cuja 4rea A, é dada pela
equacdo (I.3). Agora, usando as defini¢ées de o e 9o /0" e as equagdes (1.3), (1.8), (1.9) e
(1.10), obtemos que

lim Res'(f) = m'2' lim [(1 —N)+0? (%)] i (L11)

em que P é o valor médio de p(6') no intervalo [0, 27]. Além disso, para obter a equagio
(I.11), usamos o fato de que o valor médio de cos & no intervalo [0, 27] é zero. Isso significa
que, sob o limite IY — oo, as propriedades de simetria de P (ou dP/3dI") em torno de ry
podem ser atribuidas, com precisio arbitraria, a P (ou 8P/3I") em torno de .

Pelo fato de P satisfazer a equagio de Laplace, ele admite, para todo N, uma repre-
sentacdo em que p(6') seja dado por uma série de Fourier em funcdo de ¢'. Além disso, por
defini¢do de P, esta série s6 tem termo constante se N = 0 (i.e. P =1). Em conseqiiéncia,
P = 0 para todo N > 1. Assim sendo (e levando em conta que, no caso particular N = 0,
I'"! converge para zero), concluimos da equagio (I.11) que o limite de Res’(f) é nulo para
todo P tal que P/8z = 0 e V2P = 0. Em conseqiiéncia, concluimos que estas condigdes sio

suficientes para que o limite de Res(f) seja nulo.
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Figura I.1 - Se¢do mostrando as superficies de integragao utilizadas para avaliar o
limite de Res'(f). O é o ponto dentro de vy definido por . U, D, e
D, sao as superficies representadas pelas linhas continua fina, continua
grossa e tracejada, respectivamente. D é a unido de Dy e D;. S é a
superficie da Terra e S’ é o plano paralelo a S e que contém O'.

Figura .2 - Planta sobre S’ mostrando a geometria utilizada para expressar P(7, rg)
em funcao de r’. §' é o plano paralelo a S e que contém O'. O’ e Oy
sdo os pontos definidos por ' e rp, respectivamente.
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ANEXO II - SINAL DA TANGENTE DEFINIDA
PELAS EQUAGCOES (3.41) E (3.42)

Para caracterizar o sinal de tan a no plano u - v, vamos identificar como é a dependéncia
deste sinal com as coordenadas u' e v’ de um ponto qualquer sobre este plano. Para tanto,
vamos subdividir o plano u - v em regides analiticamente identificadas, nas quais nés possamos
assegurar que o sinal de tan a é igual ao sinal do produto v’ - v’ usando, de acordo com a
conveniéncia, ora a equacdo (3.41), ora a equacdo (3.42). Assim, de acordo com a Figura

I1.1, e usando o fato de que § > 0 conforme a equagio (3.40), obtemos que

(1) Para u’ = 0 ou v’ = 0, pela equagdo (3.41), tan & = 0 sobre os eixos u e v.

(2) Para v = u?, pela equagdo (3.41), tana > 0 sobre a reta v’ = u’ e tana < 0 sobre a

reta v’ = —u'.

(3) Para v"2 < u'?, uma vez definidos os octantes 1, 4, 5 e 8, pelav equagdo (3.41), tana > 0
nos octantes 1 e 5 e tana < 0 nos octantes 4 e 8.

(4) Para v > u"? e 2mo(v"? — u”?) < (Myy — M,,), uma vez definidas as subregides a do
octante 2 e ¢ do octante 3 (limitadas pelas retas v’ = u’ e v’ = —v/, e pelo ramo superior
da hipérbole H), e uma vez definidas também as regides e do octante 6 e g do octante

- 7 (limitadas pelas retas v’ = u’ e v’ = —u’, e pelo ramo inferior da hipérbole H), pela

equagao (3.41), tan o > 0 nas subregides a € ¢, e tan a < 0 nas subregides c e g.

(5) Finalmente, para v'2 > u? e 2mg(v"? — u"?) > (My, — M,,), uma vez definidas as
subregides b do octante 2 e d do octante 3 (limitadas pelo ramo superior da hipérbole
H), e uma vez definidas também as subregides f do octante 6 e h do octante 7 (limitadas
pelo ramo inferior da hipérbole H), de tal forma que se assegura, para esta subregides,
que § > 1, obtém-se, pela equagido 3.42, que tana > 0 nas subregides b e f e que

tan a < 0 nas subregiGes d e h.

Desse modo, podemos concluir que o sinal de tan « é igual ao sinal do produto - v’, em

todo o plano u - v.

|
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1
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AN

\0,

Figura II.1 - Subdivisao do plano u - v par-.;:x a analise do sinal de tan a dada pelas
equagoes (3.41) e (3.42). A curva H é a hipérbole cuja equacio é dada

por v? — u? = [(M,,

— M,,)/2mo]"%. O niimero dentro do circulo

refere-se ao octante respectivo.
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4 - ADAPTACAO PARA O CASO MAGNETICO

A interpretacio de anomalias magnéticas tridimensionais (3D), mesmo presumindo-se
modelos interpretativos com formas geométricas simples, ndo é um problema facil (BHAT-
TACHARYYA, 1966), por causa da dificuldade de se levar em conta a possivel existéncia
de magnetizagio remanente e da dependéncia ndo linear da anomalia com os parimetros
geométricos do modelo. Para simplificar o problema, costumam-se fazer hipdteses seve-
ras, como a de fonte bidimensional (2D), aliada ao conhecimento da diregio da magne-
tizagdo, visando determinar o mergulho do corpo anémalo (BHIMASANKARAM et al.,
1978; HJELT,1975; POWELL, 1967; MOO, 1965). Alternativamente, é possivel fixar o mer-
gulho do corpo andmalo, buscando estimar a magnetizagio total (POWELL, 1967). Outra
abordagem, também 2D, é a abdicagdo de conhecer a geometria da fonte buscando a deter-

minago apenas dos parametros da magnetizagio (EMILIA & MASSEY, 1975; BOTT et al., -

1966). No entanto, a interpretagio 2D tem limitagdes, como a de possibilitar estimativas
apenas da componente da magnetizacdo normal & orientagio geométrica da fonte (EMILIA
& MASSEY, 1975) e da possivel ocorréncia de erros grosseiros na estimagao do mergulho da
fonte (LEHMANN, 1971). Extensdes para o caso 3D foram feitas, mas restringindo-se a es-
timagio da magnetizacio total, na hipétese da fonte ser um prisma vertical (SCHNETZLER
& TAYLOR, 1984 ¢ BHATTACHARYYA, 1966), uma esfera (RAO et al., 1977), ou ainda,
da fonte ser discretizada numa geometria fixa (EMILIA & MASSEY, 1974).

Neste capitulo, faremos a adaptagio para o caso magnético da abordagem meodificada
de GOL’'TSMAN (1970) para a inversio de momentos de fonte. Esta abordagem se baseia
na aproximacio da anomalia magnética pela série obtida de sua expansio em multipolos
retendo momentos até 2a. ordem. O método permite a estimacdo, em conjunto, do vetor
momento de dipolo total, do centro de momento de dipolo e da atitude espacial do corpo
andmalo, conforme fornecida pelos trés eixos principais da matriz de espalhamento do médulo
da magnetizagio. Ressaltemos que, ao contrario de aplicagGes anteriores da abordagem de
GOL’TSMAN (1970), a exemplo de KALININA (1976), nio serao feitas aqui as hipteses
de que a fonte é 2D e que a diregio da magnetizagio é conhecida. Assim, serd possivel se
fazer a estimacio simultdnea da direcdo de magnetizagio total e da atitude espacial do corpo
andémalo. Como hipéteses, supde-se que o corpo anémalo seja convexo e tenha volume finito,

que ele esteja suficientemente distante das observagbes, que a magnetizagdo seja constante




' 8

pro= 2 (IIL5)
L |

S % (I1L6)
2

P = %2— (IIL.7)

em que (z,y) é um ponto da superficie da Terra.

Introduzindo a normalizag¢do acima definida (para o polinémio) na expressio do campo
gravimétrico, dada pela equagio (III.1), obtemos:

1 ‘
g = Yuo+ Uy, + Wy, + Wy, + Uy + U pgs + §\I,yy(l‘yy — Hzz) + U py,

+ %‘I’” (B2z — oz) + @P° + @z P® + 0y PY + 03y P™ + 00 P** + 0, PY.  (1I1.8)

Considerando o conjunto de todas as medidas do campo an6émalo, a equagio (II1.8) pode

ser escrita na forma matricial como:

pN

G=ADd, (I1L.9)
em que § é o vetor de dimensao N cujo k-ésimo elemento é o campo gravimétrico observado
no ponto (z,ys,0) e b é o vetor de dimensdo 15, cujos elementos sdo os 9 momentos, ou
combinagbes de momentos, e os 6 coeficientes do polinémio, arranjados na seqiiéncia em
que eles aparecem na equagio \(III.S). Além disso, A é a matriz N x 15 cujo elemento Ay, ;
calculado no ponto (z, Yk, 0) é igual a: (¢) ¥/, com j = {0, z, y, 2, ..., 2z} (definida nas
equagdes (3.6) a (3.14)),se 1 < j <9, 0u (b) P, com j = {0, z, y, zz, zy, 2z} (definido
nas equagdes (II1.2) a (I111.7)), se 10 < j < 15.

A decomposigio em valores singulares (LANCZOS, 1961) da matriz 7, definida na equacio
(IT1.9), realizada com a mesma grade e centro de expansdo utilizados para decompor a ma-
triz © (veja a Tabela 3.1), revela que a razio entre os valores singulares extremos de A
menor que 231. Assim sendo, A ainda ¢ uma matriz bem-condicionada. Todavia, houve um
aumento consideravel da razao entre os valores singulares extremos de i, em relagdo ao de

5, que era de apenas 34.
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ANEXO 1V - UNICIDADE E ESTABILIDADE DAS
OPERACOES DE DESACOPLAMENTO DOS
MOMENTOS MAGNETICOS

Para mostrar que Al, na equagao (4.49), tem posto 3, provaremos que a matriz de Gram
associada Gy = A A; tem posto completo e é, portanto, nao singular. Ora, é possivel obter
que o determinante de Gi, det(G’l), vale

det(Gy) = (1 + a®)(1 — b%%).
Da definicao dos cossenos diretores da magnetizacao a, b e ¢, na equagio (4.3), temos que
a+¥+E=1, (Iv.1)

com|a|<1,|b|<1e|c|<1,o0quedetermina quese | b|= 1 entdo c = 0, e vice-versa. Isso
é suficiente para assegurar que det(G;) > 0 e, em conseqiiéncia, garantir que A, tem posto

3.

A demonstragio de que 72, na equagio (4.52), tem posto 5, bem como que a matriz de
Gram associada G, = A, A; é nao singular, pode ser feita pelo mesmo processo partindo-se
do fato de que

det(Gy) = (1 + a®)(1 — B*cA)[(1 - b*)? + (1 — &2)7).

Para que haja garantia de estabilidade nas operacoes de desacoplamento definidas nas
equagdes (4.50) e (4.53), é preciso, respectivamente, que G; e G sejam matrizes bem condi-
cionadas. O numero de condigdo de uma matriz na norma 2 é a razao entre o maior e o

menor autovalor da mesma.

Investlguemos o nimero de condlgao de Gl, NC(G’I) E possivel mostrar que o determi-

nante de G1 e o trago de Gl, tr(Gl), satisfazem, respectivamente,

Z- < det(Ty) < 2 (IV.2)

3<tr(Gy) < 4. (1IV.3)




O méximo de det(G;) ocorre quando 5 = ¢ = 0 (logo a®> = 1) e o minimo de det(Gy),
quando b? = ¢? = 1/2 (logo a® = 0). O méximo de tr(ﬁl) ocorre quando a? = 1 (logo b =
¢? = 0) e o minimo de tr(ﬁl), quando a? = 0, com b e ¢? sendo valores quaisquer satisfazendo
a equacgdo (IV.1) e condigbes subsequentes. Para o tr(_—@l) estes resultados sao imediatos,
uma vez que tr(z_i'-—l) = a? + 3. Para det(G,) eles podem ser obtidos através das seguintes
etapas: (1) usando argumentos de simetria, mostrar que os extremos de det(ﬁl) estdo sobre
a reta b? = ¢? definida sobre o plano b? - ¢?, (2) utilizando a técnica dos multiplicadores de
Lagrange, mostrar que os extremos de det(ﬁl) estdo fora da regiao fisicamente admissivel
para os cossenos diretores, (3) mostrar que a derivada direcional de det(_ﬁl), sobre a reta
b? = c?, é estritamente negativa e, por fim, (4) unindo os resultados das etapas anteriores,
concluir que os extremos vinculados de det(ﬁl) estdo sobre as interse¢des da reta b? = c?
com as fronteiras da regido fisicamente admissivel para b? e c2.

Definindo a3, as € a3 como os autovalores de (G}, em ordem decrescente, e usando as

inequagdes (IV.2) e (IV.3), é possivel obter, por simples majoragio, que

= max(a max|[tr(G 4 - max[tr(G
Ne(G) =2 < agx(e) nax[tr(Gh)] nax[tr(Gh)]

. < = < = = )
a3 1232(0!3) min[det(G,)) - mz:,X‘l(alag) min[det(G1)] - mab,x“Z[tr(Gl )]

que fornece, apos a substituicao dos valores maximos e minimos de det(ﬁl) e de tr(ﬁl),
contidos nas inequagdes (IV.2) e (IV.3), respectivamente, o limite

Ne(Gy) < 6—; < 22.

Para ﬁz, obtém-se que

g < det(G,) < 4 (IV.4)

5<tr(Gy) <1, (IV.5)

ocorrendo os maximos e minimos dessas grandezas nas mesmas condigdes de a2, b* e ¢? que

no caso de (3 e, além disso, podendo serem obtidas da mesma forma.

Usando-se as inequagdes (IV.4) e (IV.5), pode-se provar, por um processo de majoracao

similar ao usada no caso de Gy, que

Ne(@:) < = (—)5 < 176.




Na realidade, como consequéncia do processo de majoragao, estes limites superiores de
NC(Gl) e de N¢ (Gg) sdo excessivamente pessimistas. Para revelar este fato, apresentamos
nas Figuras IV.1a e IV.1b as curvas de isovalores de Nc(Gl) e de NC(GQ) respectivamente,
interpoladas a partir de valores calculados numa malha igualmente espacada de 0,05, tanto
em b% quanto em c?, cobrindo toda a regido de defini¢io dos cossenos diretores a, b e c.
Adimitindo-se que N(;(Gl) e Ng(Gg) sejam funcbes que variem suavemente com b’ e c?,

pode-se concluir, da Figura IV.1, que NC(GI) <3 eque NC(G;) <5,8.

De qualquer modo, seja dos valores obtidos pelo Processo ¢ de majora,ga.o, seja dos va-
lores calculados na malha, os limites acima obtidos para Nc(Gl) e NC(GQ) nos permitem
concluir que tanto D1 quanto Dg, nas equagoes (4.51) e (4.54), respectivamente, possibili-
tam operagbes estaveis de desacoplamento entre a diregdo de magnetizagio e a direcao de
translagao ao centro de momento de dipolo, no caso de ﬁl, e entre a diregdo de magnetizacao

e as direcdes dos eixos principais, no caso de Ds.
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Figura IV.1 - Némero

de condigdo das matrizes de Gram associadas aos operadores

de desacoplamento dos momentos magnéticos. (a) matriz Gy. (b)

matriz Gs.
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