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Orientador: Ćıcero Roberto Teixeira Régis

Belém

2014



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dados Internacionais de Catalogação na Publicação (CIP) 

Biblioteca do Instituto de Geociências/SIBI/UFPA 

 

 
Piedade, Anderson Almeida da, 1987- 

Inversão 1D e 2D de dados do método eletromagnético a multi-

frequência / Anderson Almeida da Piedade. – 2014 

 

 

Inclui bibliografias 
  

Orientador: Cícero Roberto Teixeira Régis 

Dissertação (Mestrado) – Universidade Federal do Pará, Instituto de 

Geociências, Programa de Pós-Graduação em Geofísica, Belém, 2014. 

 

1. Geofísica - Modelos matemáticos. 2. Eletromagnetismo - Modelos 

matemáticos. 3. Inversão (Geofísica). I. Título. 

 

CDD 22. ed. 550 

 





Primeiramente a Deus e à minha famı́lia, em
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Ao meu orientador professor doutor Ćıcero Roberto Teixeira Régis, por todas as idéias
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foram de grande importância na compreensão e desenvolvimento do mesmo.

Aos meus amigos Rosilda, Julielson, Walleson, Hilton, Edna, Tiago, Mayra, Wildney,
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RESUMO

Neste trabalho é apresentado o primeiro estudo com a inversão de dados do Método Ele-

tromagético a Multi-Frequência (EMMF), utilizando uma abordagem matemática para

problema inverso. Na primeira parte, é feita uma apresentação das técnicas matemáticas

utilizadas na inversão destes dados, onde é mostrada a técnica de Gauss-Newton, modifi-

cada com o algoŕıtimo de Marquardt, e também, é apresentado os dos dois regularizadores

utilizados, que são o de Suavidade Global (SG) e o de Variação Total (VT). Na segunda

parte, foi feita a inversão 1D de dados EMMF sintéticos, bem como uma aplicação com

dados reais, adquiridos na bacia do Esṕırito Santo, localizada no sudeste do Brasil. Na ter-

ceira e última parte, é apresentada a inversão 2D de dados EMMF sintéticos, com modelos

que, assim como na inversão 1D, envolvem alvos condutivos e resistivos. Os resultados

desta pesquisa mostraram que a inversão com alvos condutivos conseguiram recuperar

modelos de resistividades mais coerentes com o modelo verdadeiro, se comparado com

os alvos resistivos, isto devido aos dados, que são formados pela componente magnética

radial, serem mais influenciados por corpos condutivos, em virtude destes sofrerem um

maior efeito indutivo no meio.

Palavras-chaves: 1. Inversão Eletromagnética. 2. Método EMMF.



ABSTRACT

In this work is presented the first study of data inversion from Electromagnetic Multi-

Frequency Method (EMMF). In its first part is made a presentation of the mathematical

techniques used for inversion of these data. It will be shown the Gauss-Newton technique

with modified Marquardt algorithm and a description of two regularization methods used

in the inversion, which are Global Smoothness method (GS) and Total Variation method

(TV). In the second part, they are applied to 1D inversion of EMMF synthetic data as well

as are applied to real data, that were acquired in the Esṕırito Santo Basin, southeastern

Brazil. In the third and last part, it presented the 2D inversion of EMMF synthetic

data, with models, which like the 1D inversion, involving conductive and resistive targets.

Results of this study show that the inversion of data from conductive targets was able to

recover the resistivity structures more consistently with the true resistivity model than

in the case of resistive targets. This may be due to the fact that the purely inductive

radial magnetic component is naturally more strongly influenced by conductive than by

resistive regions in the geoelectrical medium.

Keywords: Eletromagnetic Inversion. EMMF method.
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MAS NÃO LINEARES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 REGULARIZADORES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.1 Suavidade Global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.2 Variação Total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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4.14 Resultado para o modelo 3, com o v́ınculo SG, α = 10−3. . . . . . . . . . 45

4.15 a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos

para a frequência f = 3,16 Hz e c) Convergência do funcional de ajuste dos

dados, para o resultado com SG. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.16 Resultado para o modelo 3, com o v́ınculo VT α = 10−2, β = 10−3. . . . . 46

4.17 a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos

para a frequência f = 3,16 Hz e c) Convergência do funcional de ajuste dos

dados, para o resultado com o v́ınculo VT. . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.18 Resultado para o modelo 3, com o v́ınculo SG, α = 10−2. . . . . . . . . . 47

4.19 a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos

para a frequência f = 0,1 Hz e c) Convergência do funcional de ajuste dos

dados, para o resultado com o v́ınculo SG. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.20 Resultado para o modelo 3, com o v́ınculo VT, para α = 10−3, β = 10−3. . 48

4.21 a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos

para a frequência f = 0,1 Hz e c) Convergência do funcional de ajuste dos

dados, para o resultado com o v́ınculo VT. . . . . . . . . . . . . . . . . . 48



1 INTRODUÇÃO

Na geof́ısica é comum a utilização de métodos eletromagnéticos indutivos na investigação

das propriedades geoelétricas da sub-superf́ıcie terrestre, dentre os quais alguns utilizam

bobinas como fonte. Neste trabalho será realizada a inversão dos dados do Método Ele-

tromagnético a Multi frequência (EMMF). Este, tem como fonte indutiva uma espira

quadrada de grandes dimensões, chegando a ter 600 m de lado, operando em uma faixa

de frequência de 0,1 Hz a 1000 Hz, utilizando corrente alternada. Em śıntese, o método

utiliza, para estimar a distribuição de resistividade do meio, a parte real e imaginária

da componente magnética radial, gerada pela interação do campo da espira com o meio,

normalizada pela medida da componente magnética vertical de um dipolo magnético verti-

cal, calculada no vácuo. Com a parte real e imaginária é formado um ábaco (Dias, 1968)

que fornece duas funções, o número de indução e o parâmetro de polarização, que são

utilizadas para determinar uma seção de resistividade aparente para do meio em estudo.

Neste trabalho será utilizado, para gerar os dados sintéticos, espiras circulares e não

quadradas, para facilitar o cálculo dos campos. Esta mudança não afeta os dados do

método, pois é posśıvel mostrar que medidas de campos tomadas em distâncias a partir

de 3, 5 vezes o tamanho do lado de uma espira quadrada, é equivale as medidas de uma

espira circular de mesmo momento magnético (Machado, 2009).

No método EMMF são feitas medidas do componente magnético radial normalizado,

em uma linha que pode chegar até dez quilômetros, partindo do centro da espira. Para

métodos indutivos é incomum ter essas distâncias entre fonte-receptor. O método EMMF

proposto por Carlos A. Dias, teve suas primeiras contribuições nos trabalhos de Dias

(1968), Sato (1979), nos quais foram desenvolvidas técnicas instrumentais bem como o

aparato teórico para o mesmo.

Pode-se citar como contribuições recentes para o método os trabalhos de Silva (2013)

e Nunes (2014), que serviram de base para a determinação dos campos utilizados. Em

Silva (2013) desenvolveu-se a modelagem bidimensional dos campos da bobina, em meios

em que as propriedades f́ısicas podem variar em duas direções (meio 2D). Neste, fez-se

uma descrição detalhada dos métodos numéricos utilizados para determinar os campos

da bobina, bem como uma análise do comportamento dos campos para alguns modelos,

com a finalidade de reproduzir os dados EMMF.

Nunes (2014), estudou a influência da topografia nas medidas dos campos, dando

ênfase ao componente radial do campo magnético. Neste analizou-se a influência de

morros e vales nas medidas dos campos, visto que estas, geralmente não são feitas em

terrenos planos, mas sim em lugares com algum tipo de relevos. Com isso, pode-se dizer

que tem-se uma ferramenta a mais para a interpretação dos dados do EMMF.

Anterior a este trabalho, já existe um procedimento de reconstrução de modelos ge-
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oelétricos de subsuperf́ıcie, porém que não caracteriza uma técnica matemática de pro-

blema inverso, diferentemente do que é abordado neste trabalho, que busca estimar a

distribuição de resistividade da subsuperf́ıcie utilizando uma metodologia matemática.

Serão apresentados estudos de inversão com dados sintéticos para modelos 1D (meio de

camadas) e 2D (meio de camadas com heterogeneidades), bem como uma aplicação da

inversão 1D de dados reais do método, coletados na bacia do Esṕırito Santo, localizado

na região sudeste do Brasil.

Além desta introdução, no caṕıtulo 2 é apresentada a metodologia empregada na no

processo de inversão utilizado neste trabalho, sendo este o método de Gauss-Newton,

modificado com a implementação do algoŕıtimo de Marquardt (Marquardt, 1963). Esta

técnica consiste de um processo iterativo para solucionar problemas não lineares.

A inversão dos dados EMMF é um problema mal posto, por, dentre outros fatores, não

ter soluções únicas e estáveis, e com isso se faz necessário a utilização de regularizadores

que tornem esse problema estável. Neste trabalho, foram utilizados os regularizadores de

Suavidade Global (SG) (Constable et al., 1987) e de variação Total (VT) (Lima et al.,

2011), que tornam o problema inverso bem-posto inserindo informações aos parâmetros a

serem estimados.

No caṕıtulo 3, é apresentada a inversão 1D dos dados EMMF, utilizando a componente

radial do campo magnético gerado pela interação da fonte com um meio de camadas plano-

paralelas, homogêneas e isotrópicas (meio 1D), no qual se considera que as propriedades

f́ısicas variam apenas na direção vertical. Seguidamente, no caṕıtulo 4, é feita a inversão

dos campos gerados em um meio 2D, que consiste de um meio de camadas, semelhante ao

anterior, porém com heterogeneidades encaixadas nas mesmas. Neste meio é considerado

que as propriedades f́ısicas variam na direção vertical e também na horizontal (meio 2D).

No caṕıtulo 5, são apresentadas as conclusões obtidas com a inversão de dados EMMF,

e ainda as sujestões para trabalhos futuros envolvendo os dados do método.



2 O PROBLEMA INVERSO

Em śıntese, o problema inverso consiste em estimar uma causa a partir de um efeito,

que na Geof́ısica representa estimar, a partir dos dados geof́ısicos, as causas fontes dos

mesmos. Este problema, geralmente tem soluções instáveis, no sentido de que uma mı́nima

perturbação nos dados gera uma grande perturbação nos parâmetros a serem estimados,

e também são não únicas. Segundo Hadamard (1902), se caracteriza um problema mal-

posto, quando as soluções de um problema não obedecem ao menos uma das seguintes

condições: Existência, unicidade e estabilidade.

Na geof́ısica o problema inverso torna-se mal-posto devido a exigência de mais in-

formações dos dados, do que as que estão contidas nos mesmos. Uma das formas de

contornar isto é reduzir a demanda de informações ou inserir informações, “a priori”, em

relação aos parâmetros que se quer estimar. Isto é feito utilizando regularizadores, que

transformam o problema mal-posto em bem-posto (Silva et al., 2001), estabilizando o

problema.

2.1 O MÉTODO DE GAUSS-NEWTON MODIFICADO, PARA PROBLEMAS NÃO

LINEARES

Dada as observações geof́ısicas contidas em um vetor do = [do1, d
o
2, ..., d

o
M ], e ainda uma

função vetorial (modelo matemático), que será considerado não linear, F(P) = [f1(P), ...,

fN(P)], que é função da frequência ω, das posições de medida (x, y, z), e ainda de um

conjunto de parâmetros geof́ısicos P, pode-se estabelecer a igualdade

do = F(P). (2.1)

Com o objetivo de encontrar P que satisfaça (2.1), define-se o funcional de ajuste entre

os dados observados do e os estimados por F(P), utilizando a equação

φd(P) =
M∑
i=1

(doi − fi(P))2, (2.2)

em que M representa o número de observações, doi a i-ésima componente do vetor de

observações e fi(P) a i-ésima componente da função vetorial que reproduz os dados. Na

forma matricial pode-se representar este funcional como a norma Euclidiana ,ao quadrado,

do vetor de diferênças entre as observações e a função vetorial, ou seja,

φd(P) = ||do − F(P)||2. (2.3)

14
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O problema de encontrar P que minimize (2.3) é mal-posto, como discutido em Silva

et al. (2001), de modo que para torná-lo bem-posto, será utilizado o funcional regula-

rizador, definido aqui genericamente por φr(P), que insere informações em relação aos

parâmetros P que se quer estimar. Com isso, o problema a ser resolvido será constrúıdo

da seguinte forma {
Minimizar φr(P),

Sujeito a ||Y− F(P)||2 = δ,
(2.4)

em que δ representa um erro associado ao modelo matemático não ajustar perfeitamente

os dados. Resolver este problema significa minimizar o funcional, denominado função

objetivo, descrito pela expressão

φα(P) = φd(P) + α φr(P), (2.5)

em que α um escalar positivo, chamado de parâmetro de regularização, que controla a

importância da informação inserida pelo funcional regularizador ao processo de inversão.

Em uma região, do espaço de parâmetros, que contenha um mı́nimo de (2.5), o com-

portamento deste pode ser aproximado em uma forma quadrática. Logo, para fazer esta

aproximação pode-se expandir este funcional em série de Taylor, até segunda ordem, no

entorno de um ponto Po, de modo a encontrar

φα(P) ' φα(Po) + ∆PT (∇pφα)|P=Po +
1

2
∆PT (∇∇T

p φα)
∣∣
P=Po ∆P, (2.6)

em que se considerou ∆P = P − Po. O vetor gradiente de φα(P), da equação (2.6),

definido pelo termo (∇Pφα(P))|P=Po , em sua forma explicita é escrito como

∇pφα(P) = ∇pφd(P) + α ∇pφr(P), (2.7)

bem como a matriz hessiana do mesmo, definida pelo termo (∇P∇T
Pφα(P))

∣∣
P=Po , tem a

forma

∇P∇T
Pφα(P) = ∇P∇T

Pφd(P) + α ∇P∇T
Pφr(P). (2.8)

Por simplicidade, será feita a representação dos gradientes e das matrizes hessianas dos

funcionais como

Hd = (∇P∇T
Pφd(P))

∣∣
P=Po , (2.9)

Hr = (∇P∇T
Pφr(P))

∣∣
P=Po , (2.10)

gd = (∇Pφd(P))|P=Po , (2.11)

gr = (∇Pφr(P))|P=Po , (2.12)
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de modo a reescrever a equação (2.6) como

φα(P) ' φα(Po) + ∆PT (gd + αgr) +
1

2
∆PT (Hd + αHr)∆P. (2.13)

Para se ter uma estimativa de P que minimize (2.13), se pode aplicar o operador

gradiente ∇P na mesma, definido como

∇P =

[
∂

∂P1

,
∂

∂P1

, ...,
∂

∂PN

]T
, (2.14)

e igualar o resultado desta operação ao vetor nulo, com o intúito de encontrar um ponto ex-

tremo deste funcional no espaço de parâmetros. Após algumas manipulações matemáticas

assim como com uma aproximação para a hessiana do funcional de ajuste dos dados (Régis,

2000), é posśıvel encontrar a equação

[
2ATA + αHr

]
∆P = 2AT [do − f(Po)]− αgr, (2.15)

em que Hr e gr serão determinados de acordo com a definição do funcional regularizador.

A matriz A, denominada matriz de sensibilidade dos dados em relação aos parâmetros,

possui seus componentes definidos pela igualdade

Aij =
∂fi(P)

∂Pj
|Po , (2.16)

e nesta dissertação serão aproximados por

Aij =
∂fi(P)

∂Pj
|Po '

fi(P;P o
j + δP o

j )− fi(P;P o
j − δP o

j )

2δP o
j

, (2.17)

sendo δP o
j uma pequena pertubação do valor do parâmetro P o

j , que costuma ser um

percentual pequeno do valor do mesmo. Neste trabalho será utilizado o valor de 5 %.

A equação (2.15) dá uma boa estimativa do passo ∆P, a ser dado em direção a um

mı́nimo de φα(P), quando o mesmo possui um comportamento quadrático, ou seja, em

regiões próximas um mı́nimo. Em locais que φα(P) não apresenta esse comportamento,

a estimativa de (2.15) pode conduzir a uma solução que faça com que o valor de φα(P)

aumente ao invéis de diminuir. Isto pode ser considerado, dentre outros fatores, como

uma consequência do mal condicionamento da matriz hessiana, do funcional de ajuste

dos dados ATA, devido a mesma presentar valores singulares para alguns parâmetros que

possuem pouca sensibilidades em relação aos dados.

A técnica de Marquardt (Marquardt, 1963), em um processo iterativo, de inversão,

busca garantir a estimativa de um passo sempre na direção descendente do gradiente

de φα(P). Isto é feito alternando entre a estimativa com o m’etodo de Gauss-Newton,
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equação (2.15), e com um pequeno passo na direção descendente do gradiente de φα(P),

semelhante ao método de gradiente descendente, ou Method of Steepest Descent (Arfken,

1985). Se em uma dada iteração k, o vetor de parâmetros Pk estiver em uma região,

do espaço de parâmetros, proxima a um mı́nimo do funcional, rápidamente é encontrada

uma solução para o problema (2.4) utilizando

Pk+1 = Pk +
[(

2AT
kAk + α Hrk

)−1 (
2AT

k [do − f(Pk)]− α grk
)]
, (2.18)

que procura um valor ótimo para P, a cada iteração, pela estimativa do passo ∆P feita por

2.15. Em regiões de convergência não quadráticas de φα(P), isto é, longe de um mı́nimo,

a técnica de Marquardt ainda garante um passo na direção descendente do gradiente da

fun cão objetivo, pois utiliza

Pk+1 = Pk + c
(
2AT

k [do − f(Pk)]− α grk
)
, (2.19)

que para c suficientemente pequeno garante um passo na direção descendente do gradiente

de φα(P).

Englobando estas duas formas de buscar um mı́nimo para a função objetivo, em uma

única equação, acrescenta-se um escalar positivo λ, denominado parâmetro de Marquardt,

em (2.15), somando-o a diagonal da matriz hessiana dos funcionais, ou seja,

[
AT
kAk + α Hrk + λI

]
∆Pk = AT

k [do − f(Pk)]− α grk, (2.20)

sendo I a matriz identidade, de modo que o processo funcionará da seguinte forma: Para

uma dada iteração se λ for muito maior que os valores da hessiana, a equação (2.20) terá

uma pequena correção ∆P para os parâmetros, e (2.15) se aproximará a equação (2.19).

No caso de λ ser bem menor do que os valores da hessiana, a equação (2.20) irá determinar

uma solução em que a correão dos parâmetros é aproximada por (2.15), que é a equação

obtida com o método de Gauss-Newton.

No processo de inversão os valores de λ precisam mudar constantemente, e é necessário

definir um valor inicial, pequeno, para o mesmo. Neste trabalho foi utilizado 10−4. O

critério para aumentar ou diminuir o valor de λ é feito analisando se a estimativa de P,

de uma dada iteração k, diminuiu o ou aumentou valor da função objetivo em relação

a estimativa anterior. Se a mesma diminuir ,o valor de λ também diminui, pelo fator

λ/10. Se a função objetivo aumentar o valor de λ é aumentado, fazendo 10λ. Feito isso

estima-se novamente a correcão para os parâmetros, buscando sempre a diminuição do

valor da função objetivo, até uma certa tolerância.

Durante o processo iterativo, na busca de uma solução, é preciso adotar um critério

que interrompa o mesmo quando já se tem uma solução aceitável, dentro de uma certa

precisão, ou quando não há convergência do método para um mı́nimo por algum motivo.
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Neste trabalho serão adotados os seguintes critérios:

1. Quando os dados já estiverem ajustados dentro de uma certa precisão, equação

(2.21), e não houver variação significativa da função objetivo, equação (2.22), ou

seja, quando forem satisfeita a condições

‖do − F (P)‖2 ≤ δ, (2.21)

e ∣∣∣∣φα(Pk−1)− φα(Pk)

φα(Pk)

∣∣∣∣ < ε, (2.22)

sendo δ a ráız quadrada da média quadrática dos rúıdos aleatórios contidos nos

dados e ε um escalar positivo de valor bem pequeno.

2. Estando os dados ajustados, se em uma dada iteração k não houver variação con-

siderável dos valores dos parâmetros estimados, com relação a iteração anterior, ou

seja, quando for satisfeita a condição

‖Pk −Pk−1‖2 ≤ γ, (2.23)

com γ sendo um escalar maior que zero e de valor pequeno.

3. Se o número máximo de iterações, pré definido, for atingido.

2.2 REGULARIZADORES

Uma forma de conseguir soluções estáveis e únicas é inserir informações sobre os parâmetros

que serão estimados, direcionando as soluções de acordo com as informações acrescenta-

das. Nesta seção serão apresentados os regularizadores utilizados neste trabalho, descre-

vendo quais informações “a priori” estes incluem ao processo de inversão, bem como uma

descrição matemática dos mesmos.

2.2.1 Suavidade Global

O v́ınculo de suavidade global (SG), sujeito ao ajuste dos dados, faz com que o processo

convirja para uma solução em que as diferenças entre os valores dos parâmetros sejam

mı́nimas, ou melhor, uma solução em que não há variações abruptas entre os valores dos

parâmetros. A representação matemática do funcional SG pode ser escrita como

φSG(P) =
Nd∑
k=1

|(Pi − Pj)k|2, i 6= j, i e j = 1, 2, ..., Np, (2.24)
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ou mesmo na forma matricial

φSG(P) = ||SP||2, (2.25)

em que Nd é o número de diferênças entre os parâmetros, Np o número de parâmetros

e ||.||2 a norma dois, ou euclidiana 1, ao quadrado, do vetor de diferenças SP, onde a

matriz S guarda as informações de como os parâmetros se relacionam. Sua estrutura é de

tal forma que, quando multiplicada ao vetor de parâmetros , gere um vetor de diferenças

entre parâmetros que se quer relacionar. Para ilustrar a construção de S, tal qual como foi

montada para este trabalho, considera-se dois exemplos com seis parâmetros. No primeiro

se quer um vetor que guarde a diferença entre os parâmetros adjacentes na horizontal

(SP)T = [P1 − P2, P2 − P3, P3 − P4, P4 − P5, P5 − P6] . (2.26)

no qual o arranjo é mostrado na figura (2.1).

Figura 2.1: Arranjo dos parâmetros em uma estrutura 1D, que pode ser tanto na vertical
como na horizontal.

Para este, a matriz S é dada por

S =


1 −1 0 0 0 0

0 1 −1 0 0 0

0 0 1 −1 0 0

0 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 1 −1

 , (2.27)

No caso em que se tem uma configuração no qual os parâmetros são arranjados

na forma mostrada na figura (2.2), é preciso guardar no vetor as diferenças entre os

parâmetros, tanto na vertical quanto na horizontal. Para este caso, com seis parâmetros,

a matriz S fica dividida em duas partes. A parte superior mantém a estrutura de (2.27), e

na parte inferior a mesma é constrúıda de tal forma a fazer a diferença entre os parâmetros

na vertical, de modo a ter a forma

1A norma n de um vetor pode ser determinada por ||u||n =

[
N∑
i=1

|ui|n
] 1

n

.
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Figura 2.2: Arranjo dos parâmetros em uma estrutura 2D.

S =



1 −1 0 0 0 0

0 1 −1 0 0 0

0 0 1 −1 0 0

0 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 1 −1

1 0 0 −1 0 0

0 1 0 0 −1 0

0 0 1 0 0 −1


. (2.28)

Com esta matriz é posśıvel determinar o vetor de diferenças

(SP)T = [P1 − P2, P2 − P3, P3 − P4, P4 − P5, P5 − P6, P1 − P3, P2 − P4, P3 − P6] . (2.29)

A matriz hessiana e o vetor gradiente do funcional de suavidade global, após algumas

manipulações matemáticas, serão determinadas por

gSG = ∇Pφs(P) = 2STSP, (2.30)

HSG = ∇P∇T
Pφs(P) = 2STS. (2.31)

2.2.2 Variação Total

Pode-se ter situações em que se quer uma solução onde a maioria dos parâmetros possua

uma variação de valores suave, porém para determinados parâmetros, espera-se que seus

valores se diferenciem consideravelmente dos restantes. Para este caso, o v́ınculo SG daria

soluções que poderiam identificar essas regiões de descontinuidade, porém de forma suave,

contudo não é o mais indicado quando se quer estes tipos de soluções.

O funcional de variação total VT é o mais indicado quando se quer estimar soluções

que possuem essas caracteŕısticas, pois este permite que haja descontinuidades nos valores

de alguns parâmetros, enquanto que para outros permite uma variação de valores suave.

Pode-se definir o funcional do v́ınculo de variação total (Lima et al., 2011) como a norma
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1 do vetor de diferenças entre os parâmetros, ou mesmo,

φV T (P) =
Nd∑
k=1

|(Pi − Pj)k| = ||SP||, i 6= j, i e j = 1, 2, ..., Np, (2.32)

em que S, dependendo do arranjo dos parâmetros pode ser dada por 2.27 ou 2.28.

Definido o funcional, deve-se obter seu vetor gradiente bem como sua matriz hessi-

ana, no entanto o funcional 2.32 não possui derivada quando Pi = Pj. Este problema é

contornado quando se faz a aproximação

|(Pi − Pj)k| '
[
(Pi − Pj)2k + β

] 1
2 , (2.33)

sendo β um escalar real de valores pequenos, porém maiores que zero. O critério para a

escolha do valor dessa constante é testar o menor valor que combinado com o valor ótimo

do parâmetro de regularização, possibilite uma soluç estável para o problema. O valor de

β bem como o valor do parâmetro de regularização α não se modificam durente o processo

iterativo, na busca de uma solução. Reescrevendo 2.32 como

φV T (P) =
Nd∑
k=1

[
(Pi − Pj)2k + β

] 1
2 , (2.34)

pode-se determinar a matriz hessiana e o vetor gradiente deste (Lima et al., 2011), de

modo a encontrar

gV T = STq, qi =
(Pi − Pj)

[(Pi − Pj)2k + β]
1
2

(2.35)

bem como

HV T = STQS, (2.36)

sendo Q uma matriz diagonal, com seus valores não nulos dados por

Qkk =
β

[(Pi − Pj)2k + β]
3
2

. (2.37)



3 INVERSÃO 1D DE DADOS EMMF

Inicialmente será feita a inversão 1D de dados EMMF , com o intúito de testar a con-

vergência do algoŕıtimo de inversão. Neste caṕıtulo serão apresentados resultados com

dados sintéticos bem como com dados reais do método, os quais foram adquiridos na

bacia do Esṕırito Santo, sudeste do Brasil.

3.1 O PROBLEMA DIRETO

O modelo direto dos dados EMMF 1D, consiste de uma bobina circular de raio a, ge-

ralmente maior que 100 m, sobre um meio de camadas plano paralelas, homogêneas e

isotrópicas, figura (3.1), no qual se considera que as propriedades f́ısicas variam apenas

na direção vertical.

Para determinar os campos neste meio devemos partir das equações de Maxwell, no

domı́nio da frequência, que são escritas como

∇ · εEp = 0, (3.1)

∇× Ep + ζpHp = 0, (3.2)

∇ · µBp = 0, (3.3)

∇×Hp − ηpEp = J, (3.4)

sendo J a densidade de corrente da fonte, ηp = σ + iωε a admitividade e ζp = iωµ a

impeditividade do meio. O sobrescrito p nas constantes e nos campos, designam primário,

pois denominamos o campo do meio 1D como campo primário.

Escrevendo a densidade de corrente elétrica da bobina como

Jφ = I(ω)
a

r
δ(r − a)δ(z − zo), (3.5)

bem como combinando (3.2) e (3.4), pode-se encontrar a expressão

(
∂2Ep

φ

∂r2
+

1

r

∂Ep
φ

∂r
−
Ep
φ

r2

)
−
∂2Ep

φ

∂z2
+ k2Ep

φ = ζI(ω)
aδ(r − a)

r
δ(z − h0), (3.6)

sendo k2 = −ηζ uma constante complexa denominada número de onda. Aplicando a

transformada de Hankel (Watson, 1966) de ordem um (H̄1) em (3.6), bem como utilizando

as identidades

22
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Figura 3.1: Modelo de meio 1D.

H̄ν

(
∂2f(r)

∂r2
+

1

r

∂f(r)

∂r
− ν2

r2

)
= −krf(kr), (3.7)

H̄ν

(
δ(r − a)

r

)
= Jν(kra), (3.8)

é fácil encontrar a equação para Êφ(kr, z), sendo esta

∂2Êp
φ

∂z2
− u2Êp

φ = ζI(ω)aJ1(kra)δ(z − zo), (3.9)

em que u2 = k2r − k2 denomina-se constante de propagação de onda. A solução para esta

equação (Rijo, 2004) pode ser escrita como

Êp
φ(kr, z) = −ζI(ω)aJ1(kra)

e−u|z−zo|

2u
. (3.10)

Observa-se que no domı́nio (kr, z), o campo (3.10) tem um comportamento de onda

plana, de modo que podemos utilizar a metodologia descrita em Silva (2013) para deter-

minação dos campos da bobina em qualquer camada do meio estratificado. Logo, Êφ(kr, z)

na camada j será descrito pela equação

Ê
p(j)
φ (kr, z) = Ej

(
e−uj(z−zj−1) +Rj

Tee
uj(z−zj−hj)

)
, (3.11)
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bem como no substrato1,

Ê
p(N)
φ (kr, z) = ENe

−uN (z−zN−1). (3.12)

Em (3.11) o termo Ej representa o coeficiente de transmissão e Rj
TE o de reflexão da

camada j. Estes são determinados (Silva, 2013) de forma recursiva pelas equações


E1 = E0

(1+R0
TE)

(1+R1
TEe

−2u1h1)

Ej = Ej−1
(1+Rj−1

TE )e−uj−1hj−1

(1+Rj
TEe

−2ujhj)
, j = 2, 3, 4, ..., N − 1,

EN = EN−1
(
1 +RN−1

TE

)
e−uN−1hN−1 ,

sendo o termo inicial dado por

E0 =
−ζ0I(ω)aJ1(kra)eu0h0

2u0
. (3.13)

Os coeficiêntes de reflexão são encontrados pela equação

Rj
TE =

(χj − χ̂j+1)

(χj + χ̂j+1)
, (3.14)

que é composta pelas admitâncias intŕınsecas χj = uj/ζj e aparentes ou de superf́ıcies χ̂

da camada ”j”, sendo esta ultima determinada pelas equações recursivas

χ̂j = χj
χ̂j+1 + χjtanh(ujhj)

χj + χ̂j+1tanh(ujhj)
, j = N,N − 1, ..., 3, 2, 1, (3.15)

χ̂N = χN . (3.16)

O componente radial do campo magnético pode ser determinado por meio de (3.11)

sendo substitúıda em (3.2), encontrando

Ĥ(j)
r (kr, z) = −χjEj

(
e−uj(z−zj−1) −Rj

Tee
uj(z−zj−hj)

)
. (3.17)

Para determinar o campo no domı́nio espacial, faz-se necessário a utilização de uma

transformada inversa de Hankel, de mesma ordem, em (3.17), ou seja, fazer

Hp(j)
r (r, z) =

∫ ∞
0

Ĥp(j)
r (kr, z)J1(krr)krdkr, (3.18)

1O substrato é a última camada (meio N), que tem espessura infinita.
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de modo a encontrar

Hp(j)
r (r, z) = −

∫ ∞
0

χjEj
(
e−uj(z−zj−1) −Rj

Tee
uj(z−zj−hj)

)
J1(krr)krdkr,

Hp(N)
r (r, z) = −

∫ ∞
0

χjENe
−uj(z−zN−1)J1(krr)krdkr. (3.19)

As integrais presentes nas equações (3.19) não possuem solução anaĺıtica, e precisam

de métodos numéricos que as resolvam. Porém, deve-se chamar atenção ao fato de que

os integrandos destas são bastante oscilantes e de atenuação lenta, o que requer técnicas

numéricas especiais para estes tipos de integrais. No trabalho de Silva (2013), dentre

outras quadraturas, foi utilizada um tipo de quadratura com extrapolação denominada

QWE (Key, 2012) para determinar os campos da espira, sendo esta a que obteve os

melhores resultados.

3.2 MODELO INTERPRETATIVO

Para o processo de inversão é necessário que se crie um modelo aproximado que seja capaz

de reproduzir as observações verdadeiras, o qual denomina-se modelo interpretativo. Para

o caso da inversão 1D, este consistirá de uma espira circular sobre um meio de camadas

plano-paralelas horizontais, tal qual o modelo apresentado na figura (3.1). Este é composto

por várias camadas, de espessuras fixas, que são determinadas por meio da equação

hj+1 = ho + (j − 1)∆h, j = 1, 2, ..., (Ncam − 1) (3.20)

∆h =
2 ((zf − zi)−Ncamho)

Ncam(Ncam − 1)
.

Ncam representa o número de camadas, zi a profundidade do topo da primeira camada,

que geralmente é zero, zf a profundidade do topo do substrato e ho a espessura da primeira

camada. As resistividades das camadas serão estimadas pelo processo de inversão, o que

corresponde a considerar os parâmetros da inversão como as resistividades das mesmas.

Na inversão é vantajoso trabalhar com o logaŕıtmo do vetor de parâmetros (resistividades),

pois, com isso, evita-se a estimativa de valores negativos para as mesmas, evitando a

obtenção de modelos que não condizem com a realidade f́ısica. Em relação aos dados,

tomá-los em uma escala logaŕıtmica, faz com que a faixa de valores dos mesmos seja

menor, permitindo uma melhor uniformidade na importância de cada dado em relação ao

ajuste dos mesmos. Com isso, o vetor de parâmetros será escrito como

P = [log(ρ1), log(ρ2), ..., log(ρN)]. (3.21)

As observações serão as partes real e imaginaria do campo normalizado H̄r, para uma
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faixa de frequência e para algumas posições de medida. Este campo é dado pela expressão

H̄ =
Hr(r, ω)

Ho
z (r)

, (3.22)

onde Hr é o campo magnético radial da bobina, criado por um meio estratificado, e Ho
z o

componente vertical de um dipolo magnético no vácuo, de momento magnético m, dado

pela equação

Ho
z (r) = − m

4πr3
. (3.23)

3.3 TESTE COM DADOS SINTÉTICOS

uou 500 m

ou 700 

ou 700 

Figura 3.2: Modelo para os dados sintéticos 1D.

Os dados sintéticos para a inversão 1D foram gerados pelo modelo apresentado na

figura (3.2), no qual há uma espira de 340 m de raio. Fez-se um estudo inicial tendo como

alvo uma camada encaixada em um meio composto por uma camada de resistividade

200 Ω.m e um substrato inferior com 100 Ω.m.

Analisou-se os casos em que a camada alvo é mais condutiva (10 Ω.m) e mais resistiva

(1000 Ω.m) que o meio encaixante, sendo que para o exemplo com a camada resistiva,

estudou-se os casos em que a mesma possui 100 m e 500 m de espessura. Para o critério de

parada do processo iterativo, neste e nos outros exemplos com dados sintéticos, adotou-

se a constante da equação (2.22) com o valor ε = 10−6, a de (2.23) com γ = 10−5 e δ

calculado conforme descrito na equação (2.21).

As medidas do campo foram feitas em quatro receptores ao longo de uma linha na

superf́ıcie, que vai de x = 2 km a x = 4 km do centro da espira, utilizando 21 frequências,

logariticamente espaçadas, na faixa de 0,1 Hz a 1000 Hz. Testou-se a estabilidade das
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soluções contaminando as observações com sequências aleatórias de 5 % de rúıdos de

média nula, bem como iniciando a inversão com modelos iniciais diferentes.

O parâmetro de regularização utilizado em ambas soluções com os regularizadores SG

e VT, para a camada alvo mais condutiva e mais resistiva (menos espessa) foi α = 10−2.

Já para o exemplo com a camada resistiva mais espessa, utilizou-se α = 10−1 para a

solução com SG, e α = 10−2 para a com VT. Estes foram os valores dos parâmetro de

regularização para os quais conseguiu-se soluções estáveis. O valor para a constante β

do v́ınculo VT, equação (2.32), utilizado para o exemplo com a camada condutiva foi

10−3, para o exemplo com a camada resistiva menos espessa 10−5 e com a resistiva mais

espessa 10−3, sendo estes os menores valores que conjuntamente com o valor utilizado

para o parâmetro de regularização, resultou nas soluções, estáveis, encontradas.

O primeiro resultado foi obtido com a camada alvo mais condutiva (10 Ω.m) que o

meio encaixante, tendo como resultado os gráficos da figura (3.3), em que utilizou-se os

dados de todas posições de medida e frequências. Para este, o modelo interpretativo

consistiu de 40 camadas, de espessuras com valores crescentes, calculadas de acordo com

(3.20), em que se utilizou ho = 30m, zi = 0 m e zf = 1500 m.
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Figura 3.3: Resultados 1D para a camada mais condutiva. a) Suavidade Global, α = 10−2.
b) Variação total,α = 10−2, β = 10−3.

Da figura (3.3) é posśıvel concluir que ambos regularizadores conseguiram identificar

bem a camada alvo condutiva, bem como as resistividades mais rasas, apesar de uma

esperada oscilação dos valores de resistividades com a solução obtida com v́ınculo SG,

devido ao mesmo garantir uma solução suave ainda que haja grandes variações nos valores

dos parâmetros.

Os valores das resistividades mais profundas, para ambas os soluções, foram influ-

enciadas pela resistividade do substrato, do modelo verdadeiro, que é mais condutivo
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que a camada intermediaria que contém a camada alvo, dificultando a identificação das

resistividades da região intermediaria do modelo verdadeiro, localizada entre a camada

condutiva e o substrato. O diferencial da solução com o v́ınculo VT é a obtenção de

soluções com variações abruptas nos valores dos parâmetros, o que ocasionou a identi-

ficação aproximada do topo da camada condutiva. Para este estudo, a visualização do

ajuste dos dados, para o receptor localizado na posição x = 2000m, bem como o número

de iterações para os resultados com os v́ınculos SG e VT são mostrados nas figuras (3.4)

e (3.5) respectivamente.
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Figura 3.4: a) Ajuste para o receptor em x = 2000 m , b) Convergência do funcional de
ajuste dos dados para o resultado com SG.

a) b)

0 20 40 60 80 100
10

−2

10
−1

10
0

10
1

||
d
−
F
(P
)|
|2

Itera̧c̃oes
10

−1

10
0

10
1

10
2

10
3

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

F {Hz}

Re{H̄r}

Im{H̄r}

Dado

Estimado

Figura 3.5: a) Ajuste para o receptor em x = 2000 m , b) Convergência do funcional de
ajuste dos dados, para o resultado com VT.
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O estudo feito com a camada mais resistiva (1000 Ωm) que o meio, para o caso em

que a camada resistiva possui uma espessura de 100 m, gerou os resultados presentes nas

figuras (3.6), (3.7) e (3.8) que mostram os modelos recuperados com os v́ınculos SG e VT,

o ajuste dos dados para o receptor da mesma posição do exemplo anterior bem como a

convergência do funcional de ajuste dos dados.
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Figura 3.6: Resultados 1D para a camada resistiva de 100 m. a) Suavidade Global,
α = 10−2. b) Variação total, α = 10−2,β = 10−5.
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Figura 3.7: a) Ajuste para o receptor em x = 2000 m , b) Convergência do funcional de
ajuste dos dados para o resultado com SG.

Para analisar com mais detalhes a influência de alvos resistivos, fez-se um estudo com

uma camada resistiva mais espessa que a do exemplo anterior, que era 100 m e agora

passa a ter 500 m. O topo desta, está a uma profundidade de 700 m da superf́ıcie e sua
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Figura 3.8: a) Ajuste para o receptor em x = 2000 m , b) Convergência do funcional de
ajuste dos dados, para o resultado com VT.

base dista também 700 m do topo do substrato condutivo. As resistividades utilizadas

no modelo que gerou os dados foram as mesmas das do exemplo anterior com a camada

resistiva de 100 m. Os resultados para este segundo exemplo, com alvo resistivo, são

mostradas nas figuras (3.9) , (3.10) e (3.11), que mostram o modelo recuperado, o ajuste

e a convergência para os regularizadores SG e VT, respectivamente.
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Figura 3.9: Resultados 1D para a camada resistiva de 500 m de espessura. a) Suavidade
Global, α = 10−1. b) Variação total, α = 10−2, β = 10−5.

Nestes exemplos, que têm como alvo as camadas resistivas, observa-se que as mesmas

influenciam menos nos resultados de inversão, se comparadas com a camada condutiva.

Isto se deve, em grande parte, aos dados, que são formados da parte real e imaginaria do
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Figura 3.10: a) Ajuste para o receptor em x = 2000 m , b) Convergência do funcional de
ajuste dos dados para o resultado com SG.
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Figura 3.11: a) Ajuste para o receptor em x = 2000 m , b) Convergência do funcional de
ajuste dos dados, para o resultado com VT.

campo H̄r, que é altamente indutivo. Alvos condutivos influenciam mais este campo do

que resistivos, devido a indução eletromagnética nos mesmos ser maior. Nos resultados

com o v́ınculo SG, figuras (3.6) a) e (3.9) a), é observado o fato mencionado anteriormente,

sendo que a maior influência foi observada no modelo que tem a camada resistiva mais

espessa. Em (3.6) a) a elevação dos valores de resistividade das camadas, do modelo

interpretativo, não pode ser considerado somente uma influência da camada resistiva,

pois também, há um efeito da solução que o v́ınculo SG gera, pois, como os valores

de resistividade das camadas mais profundas tendem para valores menores, devido a

influência da resistividade do substrato do modelo verdadeiro, os valores das resistividades,

daquela região, precisam elevar-se para que se obtenha uma solução suave. Já em (3.9)
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a), pode-se inferir uma maior influência da camada resistiva no resultado do modelo

recuperado, se comparado com o efeito da solução com SG.

Os resultados com o v́ınculo VT mostram que não há variações abruptas nos valores

das resistividades nas regiões correspondentes as camadas resistivas, porém, no resultado

da figura (3.9) b) consegue-se observar, assim como no resultado com SG, uma maior

influência da camada resistiva na solução, se comparado com (3.6) b). As resistividades

das camadas mais profundas do modelo interpretativo são bem estimadas em ambos os

resultados com o v́ınculo VT, isto devido ao substrato do modelo verdadeiro ser mais

condutivo, causando variações dos valores das resistividades mais acentuados na região

do modelo verdadeiro que inicia o substrato.
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3.4 TESTE COM DADOS REAIS

Os dados reais foram adquiridos ao longo de uma linha de 3 km de extensão, iniciando a 1,5

km do centro de uma espira quadrada de 600 m de lado, e estendendo-se até 4,5 km. Para

este primeiro resultado utilizou-se os dados do receptor localizado na posição x = 4000 m,

com 141 frequências na faixa de 0,1 Hz a 1000 Hz. O valor do parâmetro de regularização

utilizado nos exemplos seguintes, para os resultados de ambos regularizadores, foi α = 1,

sendo este o menor valor para conseguir soluções estáveis. Pode-se atribuir a utilização

deste valor alto para α, se comparado com o utilizado com os dados sintéticos, a grande

quantidade de rúıdos contidos nos dados, sendo eles de todos os tipos, instrumentais,

geológicos, etc. Uma das consequências da grande quantidade de rúıdos nos dados é

dificultar a tarefa de encontrar soluções estáveis na inversão. Para conseguir soluções

estáveis deve-se dar maior importância aos v́ınculos inseridos pelos regularizadores, ou

seja, dar valores altos para α.

O modelo interpretativo utilizado para estes resultados, possui um total de 40 camadas

com espessuras determinadas da mesma forma como no exemplo com dados sintéticos,

sendo que para os seguintes exemplos, adotou-se ho = 30m, zi = 0m e zf = 3000 m. Para

o critério de parada na inversão dos dados reais adotou-se os mesmos valores para ε e γ

utilizados na inversão com dados sintéticos, porém o valor de δ considerado foi 10−1, por

não se ter uma estimativa da quantidade de rúıdos contidos nos dados.

Os resultados, para este primeiro exemplo, são mostrados na figura (3.12), bem como

em (3.13) e (3.14), que apresentam os modelos estimados na inversão, os ajustes para os

dados do receptor localizado em x = 4000m e o número de iterações feitas para a obtenção

dos resultados.
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Figura 3.12: Resultados 1D com dados reais, para o receptor localizado em x = 4000 m.
a) Suavidade Global, α = 1 e b) Variação total, α = 1 , β = 10−4.
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Figura 3.13: a) Ajuste para o receptor em x = 4000 m , b) Convergência do funcional de
ajuste dos dados, para o resultado com SG.
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Figura 3.14: a) Ajuste para o receptor em x = 4000 m , b) Convergência do funcional de
ajuste dos dados, para o resultado com VT.

Como um segundo exemplo, utilizando o mesmo modelo interpretativo do exemplo an-

terior, se utilizou os dados coletados no receptor localizado em x = 2700m. Os resultados

para os dados desta estação podem ser visualizados nas figuras (3.15), (3.16) e (3.17), que

apresentam os modelos recuperados para os v́ınculos SG e VT e o ajuste e convergência

para os resultados com os v́ınculos SG e VT, respectivamente.

Destes dois exemplos, é percept́ıvel a presença de uma descontinuidade nos valores de

resistividades na profundidade de aproximadamente 500 m, sendo isto observado melhor

nos resultados com o v́ınculo VT ( figuras (3.12) b) e (3.15) b) ). Este fato, indica a

presença de um meio mais condutivo do que as regiões superiores do modelo recuperado.

Pode-se inferir, a partir dos resultados dos dois exemplos, que haja uma camada resistiva,
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Figura 3.15: Resultados 1D com dados reais, para o receptor localizado em x = 2700 m.
a) Suavidade Global, α = 1. b) Variação total,α = 1,β = 10−4.
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Figura 3.16: a) Ajuste para o receptor em x = 2700 m , b) Convergência do funcional de
ajuste dos dados, para o resultado com SG.

que vai até aproximadamente 500 m de profundidade, e uma camada subjacente bem

condutiva, que chega a ter, em média, um valor de resistividade de ρ = 5 Ωm.

Para as frequências mais altas, estes resultados concordam muito bem com a seção

de resistividade aparente figura (3.18) obtida com os dados EMMF mostrando que, para

frequências altas, os valores de resistividades tendem a ser da ordem de 300 Ωm, o que está

de acordo com os resultados dos dois exemplos da inversão com os dados reais, principal-

mente em x = 4000 m. As resistividades das camadas mais rasas do modelo interpretativo

possuem resistividades próximas a este valor. Já para as frequências mais baixas os valores

estimados pela inversão discordam um pouco, apesar do resultado mostrar um substrato
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Figura 3.17: a) Ajuste para o receptor em x = 2700 m , b) Convergência do funcional de
ajuste dos dados, para o resultado com VT.
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Figura 3.18: Secão de resistividade aparente obtida com os dados EMMF.

É posśıvel que hajam estruturas 2D presentes no meio que foram coletados os dados,

impedindo que tenha-se um bom ajuste dos dados com a inversão de modelos 1D, além ,

é claro, da presença de rúıdos. Apesar de ter conseguido bons resultados, neste trabalho,

com a inversão, aproximando o meio em questão como se fosse um meio de camadas,
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se pôde verificar que o ajuste para algumas curvas não foram tão bons. Isto pode ser

atribúıdo ao fato de, em algumas regiões, os dados serem influenciados por estruturas que

causam variação lateral de resistividade. Como um exemplo disto, podemos verificar que

a parte imaginaria do campo H̄r, nas figuras (3.13) e (3.14), não possuem um ajuste tão

bom nas baixas frequências.

Os resultados com os dados reais, tal qual com os dados sintéticos, foram aceitos

para apresentação no 84o Encontro Internacional da SEG, ocorrido em outubro de 2014

(Piedade & Régis, 2014).



4 INVERSÃO 2D DE DADOS EMMF

4.1 O PROBLEMA DIRETO

O modelo direto dos dados EMMF 2D, pode ser visualizado na figura (4.1). Este consiste

de um meio com camadas plano paralelas em que, encaixadas nas mesmas, há presença

de corpos anômalos limitados. Estes, denominados heterogeneidades, causam variação

lateral das propriedades f́ısicas no meio, que agora além da variação na vertical passa

a ter na horizontal, dáı o nome meio 2D. Para este meio, é posśıvel descrever o campo

eletromagnético total como uma soma de um campo primário e um secundário (Silva,

2013). O campo primário provém do meio de camadas e o secundário das heterogeneidades

que estão presentes no mesmo.

ρ

Figura 4.1: Modelo de meio 2D.

A metodologia utilizada para a obtenção dos campos foi baseada no trabalho de Nunes

(2014), que utilizou a formulação desenvolvida em Silva (2013). Os códigos desenvolvidos

em Nunes (2014) foram cedidos para serem utilizados no algoŕıtimo de inversão constrúıdo

neste trabalho, passando por algumas modificações com o intuito de melhorar o tempo

de obtenção dos campos. Primeiramente, foram adaptadas ao programa as rotinas da

Super LU (Li et al., 1999) (Demmel et al., 1999), na resolução do sistema linear envolvido

na técnica de Elementos Finitos (Axelsson & Barker, 2001), necessária para a obtenção

dos campos secundários, reduzindo consideravelmente o tempo de resolução dos mesmos.

Também foi feito o cálculo e o armazenamento do campo primário da espira, no domı́nio

(x, ky, z), nas região das células de inversão, ou seja, das posśıveis heterogeneidades, que

geralmente são determinados repetidas vezes. Devido a estes não mudarem, pelo fato do

modelo 1D ser mantido fixo, o cálculo destes campos podem ser feitos somente uma vez.

38
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4.2 MODELO INTERPRETATIVO

O modelo aproximado utilizado para gerar os dados EMMF 2D, pode ser observado na

figura (4.2). Neste, os parâmetros a serem estimados são dados pelas resistividades das

heterogeneidades, representadas pelos blocos retangulares (células) encaixados nas cama-

das. As espessuras e as resistividades das camadas do meio 1D são mantidas fixas, sendo

estimado apenas as resistividades das células.
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Figura 4.2: Modelo interpretativo para os dados EMMF 2D.

As observações para este modelo, assim como na inversão 1D, são as partes real e

imaginaria do campo magnético radial normalizado

H̄ =
Hr(r, ω)

Ho
z (r)

, (4.1)

para várias frequências e posições de medidas. O vetor de parâmetros, a ser estimado,

será composto do logaŕıtmo das resistividades das heterogeneidades, ou seja,

P = [log(ρ1), log(ρ2), ..., log(ρN)]. (4.2)

4.3 TESTE COM DADOS SINTÉTICOS

A inversão 2D foi feita para alguns modelos, em todos eles, o critério utilizado para

testar a estabilidade das soluções, assim como na inversão 1D, foi adicionar aos dados 3

% de rúıdos aleatórios de média nula, bem como iniciar a inversão com modelos iniciais

diferentes. Para o critério de parada do processo iterativo, utilizou-se ε = 10−7, γ = 10−4

e δ determinado como mostrado em (2.21).

O primeiro modelo consiste de um semi-espaço resistivo, com uma heterogeneidade

condutiva encaixada no mesmo, como observado na figura (4.3). Para este caso, utilizou-se
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uma espira de raio R = 340 m como fonte. A resistividade do semi-espaço é ρ1 = 200 Ω.m

e a da heterogeneidade ρ2 = 10 Ω.m. A profundidade do corpo anômalo é P = 200 m e

suas dimensões são a = 150 m e b = 800 m. As posições de medida dos campos foram

feitas de ri = 3200 m até rf = 4800 m com 51 pontos de medida e 15 frequências,

logaritcamente espaçadas, na faixa de 0,1 Hz a 1000 Hz.

1

2a

b

p

R ri rf

Figura 4.3: Modelo 1 para a geração dos dados sintético 2D.

O modelo interpretativo utilizado para recuperar o modelo 1, consiste de uma malha

de células, que tem dimensão em x que vai de 3000 m a 5000 m e em z de 20 m a 1000 m.

Na horizontal há um total de 19 células e na vertical também 19, totalizando 361 células

(parâmetros). É importante ressaltar que as células não coincidem com as dimensões da

heterogeneidade.

O primeiro resultado foi obtido com o aux́ılio do v́ınculo SG, que resultou no modelo de

resistividades mostrado na figura (4.4). Para este, o parâmetro de regularização utilizado

foi α = 10−2, que foi o menor valor para tornar esta solução estável.

3000 3500 4000 4500

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

x (m)

z
(m

)

ρ (Ω m)

50

100

150

200

Figura 4.4: Resultado para o modelo 1, com o v́ınculo SG , α = 10−2.
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O ajuste da parte real e imaginaria de H̄r e a convergência do funcional de ajuste dos

dados, para este resultado, podem ser visualizados na figura (4.5).
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Figura 4.5: a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos
para a frequência f = 1000 Hz e c) convergência do funcional de ajuste dos dados, para o
resultado com SG.

Utilizando o v́ınculo VT, obteve-se o modelo de resistividades mostrado na figura 4.6,

no qual se utilizou α = 10−3, bem como o valor de β, da equação (2.32), igual a 10−3.
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Figura 4.6: Resultado para o modelo 1, com o v́ınculo VT, α = 10−3 , β = 10−3.

Para este, também é mostrado o ajuste do dado, para a maior frequência, e a con-

vergência do funcional de ajuste dos dados na figura (4.7), que servem para dar uma

idéia do número de iterações necessárias para obter o resultado e também se o modelo

recuperado ajustou os dados.
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Figura 4.7: a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos
para a frequência f = 1000 Hz e c) Convergência do funcional de ajuste dos dados, para
o resultado com VT.

Um segundo exemplo foi feito com o modelo mostrado na figura (4.8), que apresenta

duas heterogeneidades condutivas encaixadas em um semi-espaço resistivo.

1

2
a1

b1

p

R ri rf

3
a2

b2

d

Figura 4.8: Modelo 2 para a geração dos dados sintético 2D.

O intuito de estudar este exemplo é analisar se modelos como estes conseguem influen-

ciar nos dados de tal forma que o processo de inversão consegue identificar alvos condutivos

separadamente, de modo que para este exemplo, foi utilizado o valor de resistividade para

o semi-espaço igual a ρ1 = 200Ω.m, e para as heterogeneidades ρ2 = ρ3 = 10Ω.m. A

profundidade das mesmas é P = 500 m, estando distantes uma da outra de d = 900 m,

e tendo as dimensões a1 = a2 = 150 m, b1 = b2 = 300m. Os campos foram medidos em

uma linha que vai de 2000 m a 6000 m, partindo do centro da espira, com 51 receptores

e calculados para 17 frequências na faixa de 1,25 Hz a 125,89 Hz.

O modelo interpretativo utilizado para recuperar o modelo do exemplo 2, consiste de

uma malha de células, que tem a dimensão em x de 1800 m até 6200 m e em z de 20 m

a 1200 m. Na horizontal tem-se um total de 34 células e na vertical 17, totalizando 578
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células (Parâmetros).

Novamente foram obtidos resultados com os v́ınculos SG e VT. Na figura (4.9), é

apresentado o resultado com o v́ınculo SG, no qual se utilizou o valor para o parâmetro

de regularização igual a α = 10−2.
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Figura 4.9: Resultado para o modelo 2, com o v́ınculo SG, α = 10−2.

Para este resultado, a convergência do funcional de ajuste dos dados e o ajuste dos

campos para a menor frequência, podem ser visualizados na figura (4.10).

a) b) c)

2000 4000 6000
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

x (m)

R
e
H̄
r

2000 4000 6000
−0.35

−0.3

−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

x (m)

Im
H̄
r

Dado

Estimado

--
-o-

Dado

Estimado

--
-o-

2 4 6 8 10 12 14 16
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Itera̧c̃oes

||
y
−

f(
p

)|
|2

Figura 4.10: a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos
para a frequência f = 1,25 Hz e c) Convergência do funcional de ajuste dos dados, para o
resultado com SG.

Para o v́ınculo de variação total, que permite descontinuidades nos valores de alguns

parâmetros, foi posśıvel estimar o modelo apresentado na figura (4.11), que resultou na

convergência do funcional de ajuste dos dados mostrado na figura (4.12).
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Figura 4.11: Resultado para o modelo 2, com o v́ınculo VT, α = 10−2, β = 10−3.

a) b) c)

2000 4000 6000
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

x (m)

R
e
H̄
r

2000 4000 6000
−0.35

−0.3

−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

x (m)

Im
H̄
r

Dado

Estimado

--
-o-

Dado

Estimado

--
-o-

10 20 30 40 50
0

0.5

1

1.5

2

2.5

Itera̧c̃oes

||
y
−

f(
p
)|

|2

Figura 4.12: a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos
para a frequência f = 1,25 Hz e c) Convergência do funcional de ajuste dos dados, para o
resultado com VT.

1

2
a

R ri rf

p1

b

p2

3

Figura 4.13: Modelo 3 para a geração dos dados sintético 2D.

O modelo 3 utilizado para a inversão, pode ser visualizado na figura (4.13). Este,

é formado por uma camada resistiva que está sobre um substrato mais condutivo. Na
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camada resistiva, há uma heterogeneidade encaixada, que possui uma condutividade bem

alta. As dimensões desta são a = 250m e b = 500m, sua profundidade é igual a P1 = 400m

e tem uma resistividade de ρ2 = 10 Ω.m. O substrato condutivo, está a uma profundidades

de P2 = 1535m e tem uma resistividade de ρ3 = 200 Ω.mm e acima dele está a camada

de resistividade ρ1 = 500 Ω.m. As medidas de campo foram feitas em uma linha que

vai de 3350 m até 5650 m, partindo do centro da espira, com 51 receptores e para uma

faixa de frequência que vai de 3,16 Hz até 316,22 Hz, com 11 frequências, logariticamente

espaçadas neste intervalo.

O modelo interpretativo, para este exemplo, possui uma malha de células que, na

horizontal vai de x = 3000 m a x = 6000m, e na vertical, de z = 20 m até z = 2000

m. Este, possui 16 células na horizontal e 14 na vertical, totalizando 224 células, que é o

número total de parâmetros para este modelo.

O primeiro resultado, pode ser observado na figura (4.14). Este apresenta o modelo

de resistividades estimado com o regularizador de suavidade global, utilizando, para este,

o valor do parâmetro de regularização igual a α = 10−3.
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Figura 4.14: Resultado para o modelo 3, com o v́ınculo SG, α = 10−3.

O ajuste dos dados para as partes real e imaginaria, na frequência f = 3, 16 Hz, bem

como a convergência do funcional de ajuste dos dados, podem ser observados na figura

(4.15).

Para o v́ınculo de variação total, o modelo estimado é apresentado na figura (4.16), no

qual o parâmetro de regularização utilizado foi α = 10−2, com a constante β sendo 10−3.

Para este resultado, teve-se a convergência e o ajuste dos dados apresentados na figura

(4.17).
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Figura 4.15: a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos
para a frequência f = 3,16 Hz e c) Convergência do funcional de ajuste dos dados, para o
resultado com SG.
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Figura 4.16: Resultado para o modelo 3, com o v́ınculo VT α = 10−2, β = 10−3.

2000 4000 6000
−0.3

−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

x (m)

R
e
H̄
r

2000 4000 6000
−0.5

−0.45

−0.4

−0.35

−0.3

−0.25

−0.2

−0.15

x (m)

Im
H̄
r

a) b) c)

Dado

Estimado

--
-o-

Dado

Estimado

--
-o-

10 20 30 40 50

10
0

Itera̧c̃oes

||
y
−

f(
p
)|

|2

Figura 4.17: a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos
para a frequência f = 3,16 Hz e c) Convergência do funcional de ajuste dos dados, para o
resultado com o v́ınculo VT.

Testou-se também a inversão 2D de dados EMMF para alvos resistivos. Aproveitando
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o modelo esquemático da figura (4.3), pode-se descrever o modelo 4. Este possui as

mesmas caracteŕısticas do modelo 1, porém a resistividade da heterogeneidade que antes

era de ρ1 = 10 Ω.m, passa a ser ρ1 = 1000 Ω.m

O modelo interpretativo utilizado para tentar recuperar o modelo 4, também é idêntico

ao utilizado no modelo 1, que na vertical e na horizontal possuem 19 células cada, tendo

uma malha com 361 parâmetros.

Utilizando o v́ınculo de suavidade global, para este exemplo, se conseguiu recuperar

o modelo mostrado na figura (4.18), no qual foi utilizado o valor para o parâmetro de

regularização igual a α = 10−2, que foi o menor valor para estabilizar as soluções.
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Figura 4.18: Resultado para o modelo 3, com o v́ınculo SG, α = 10−2.

Como resultado desta estimativa de modelo de resistividades, foram gerados os gráficos

que mostram o ajuste das curvas de campo, para a frequência de 10−1Hz, e a convergência

do funcional de ajuste dos dados, que podem ser visualizados na figura (4.19).
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Figura 4.19: a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos
para a frequência f = 0,1 Hz e c) Convergência do funcional de ajuste dos dados, para o
resultado com o v́ınculo SG.

Agora, utilizando o regularizador de variação total, com o valor para o parâmetro de
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regularização α = 10−3, bem como a constante igual a β = 10−3, foi posśıvel estimar o

modelo de resistividades mostrado na figura (4.20).
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Figura 4.20: Resultado para o modelo 3, com o v́ınculo VT, para α = 10−3, β = 10−3.

O ajuste dos dados para a frequência de 0, 1Hz e a convergência do funcional de ajuste

dos dados para este ultimo resultado, com o v́ınculo VT, podem ser visualizados na figura

(4.21), que dão uma estimativa de quantas iterações foram necessárias para a obtenção

dos resultados e como que este modelo, apesar de bem diferente do verdadeiro, conseguiu

ajustar os dados.
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Figura 4.21: a) Ajuste da parte real de H̄r , b) Ajuste da parte imaginaria de H̄r , ambos
para a frequência f = 0,1 Hz e c) Convergência do funcional de ajuste dos dados, para o
resultado com o v́ınculo VT.

Devido os dados do método EMMF serem constitúıdos da componente magnética

radial da espira, que é bastante influenciada por efeitos indutivos do meio geológico, é

intuitivo esperar que resultados de inversão com alvos condutivos tenham melhores resul-

tados do que com resistivos, pois aquelas estruturas sofrem um maior efeito de indução.

Este fato pode ser observado nos resultados obtidos neste caṕıtulo. Nos resultados com

alvos condutivos observa-se uma melhor a proximação das resistividades entre os mode-
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los estimados e o verdadeiro. Como v́ınculo SG, que faz com que a solução tenha uma

variação suave entre os valores dos parâmetros ( resistividades ), foi posśıvel identificar

em que região do substrato estavam presentes as heterogeneidades condutivas até mesmo

as resistivas. Os modelos que foram invertidos neste caṕıtulo possuem contrastes de re-

sistividades bem acentuados, logo, é esperado que os resultados envolvendo o v́ınculo de

variação total, cuja solução permite este tipo de comportamento, sejam bem melhores que

os com o v́ınculo SG. Nos resultados com o v́ınculo VT, com alvos condutivos, é posśıvel

observar um bom delineamento das estruturas alvo, pois estes deram uma boa estimativa

das dimensões destes corpos. No exemplo com o alvo resistivo isto não ocorreu, pois o

resultado ficou bastante parecido com o obtido com o v́ınculo SG. Este comportamento

acontece quando o v́ınculo VT não identifica que uma grande variação entre os valores de

alguns parâmetros tem influência significativa nos dados, conduzindo a solução para que

tenha uma variação suave entre os valores dos parâmetros.



5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

O método EMMF emprega dados da componente radial do campo magnético na superf́ıcie,

que é gerada exclusivamente por efeitos indutivos, a partir das correntes que circulam no

meio geológico condutivo. Sendo assim, naturalmente esta componente apresenta maior

sensibilidade a alvos condutivos do que a alvos resistivos. Isto se reflete nos resultados

obtidos na inversão, como foi mostrado neste trabalho. Nos casos estudados com alvos

resistivos, na inversão 1D, só se obteve uma identificação adequada destes quando a

espessura da camada do modelo é grande, indicando pouca sensibilidade dos dados com

relação a estas camadas.

Para este trabalho foram utilizados dois regularizadores na inversão vinculada: o

de “suavidade global”, que permite soluções com variações suaves entre os valores dos

parâmetros, e o de “variação total”, que permite variações abruptas entre os valores de

alguns parâmetros. O estudo da aplicação a dados sintéticos ilustra os efeitos dos dois

tipos de v́ınculos, sendo o VT capaz de melhor delimitar as interfaces entre as regiões

homogêneas, tanto nos dados gerados por modelos 1D quanto 2D.

Na aplicação com os dados reais, com a inversão 1D, mais especificamente nos resulta-

dos com o v́ınculo VT, é posśıvel observar uma região de grande contraste de resistividades

a uma profundidade de aproximadamente 500 m do modelo interpretativo, e que as regiões

mais rasas se mostraram resistivas enquanto que as mais profundas bem mais condutivas,

dando uma boa indicativa para a construção de um modelo 1D para ser utilizado em uma

aplicação da inversão 2D com os dados reais.

No processo de inversão, a cada iteração, o que mais gasta tempo é o cálculo da matriz

de sensibilidade A, determinada segundo a equação 2.17, que representa o método “per-

tubativo”para o cálculo da mesma. Esta é uma maneira bastante demorada, pois utiliza o

modelo direto da espira inúmeras vezes, demandando muito tempo computacional. Para

ser feita a inversão com modelos mais robustos, bem como para a aplicação da inversão

2D com dados reais, que necessita de modelos bem maiores do que os utilizados nesta

dissertação, é necessário uma redução do tempo, principalmente no cálculo da matriz de

sensibilidade.

Como sujestões para trabalhos futúros, pode-se destacar a implementação da técnica

de Estados adjuntos (Farquharson, 1990), para o calculo da matriz de sensibilidade, que

traria uma considerável redução no tempo da obtenção dos resultados. Também poderá

ser feita a inversão utilizando o componente magnético vertical Hz, para verificar se a

mesma gera bons resultados com a inversão e se utilizando os dados desta componente

juntamente com os da componente radial, utilizada neste trabalho, traria bons resultados

de inversão.

Com este estudo foi posśıvel conhecer melhor as caracteŕısticas dos dados do método
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EMMF, identificando para quais situações os mesmos possibilitam melhores resultados na

inversão. Este estudo representa um primeiro passo para o desenvolvimento da inversão

3D destes dados, que é um modelo mais aproximado do meio geológico. Devido este ser

um problema de grande porte, toda e qualquer otimização feita em trabalhos posteriores

a este serão de grande importância, pois ajudarão no aperfeiçoamento do método que é o

principal objetivo.
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Watson, G.N. (1966) A Treatise on the Theory of Bessel Functions. Cambridge University

Press, Cambridge.


