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'RESUMO

, 0 problema em foco corresponde ac modelamento matemd-
tico da equacdo de onda quando é considerado um semi-espago ho-
mogéneo. Uma fonte sismica do tipo normal-pontual, variével no
tempo, localizada a uma certa profundidade, ou mesmo na super-
ficie, ocasiona a formag8o do campo de onda. Faz-se uso de véa-
rias técnicas modernas visando a solugdo numérica deste campo.
Inicialmente, tanto a equa¢dc de onda quanto as condigdes de
contorno e os valores iniciais s3o levados ao dominio do namero
de onda (k) através da transformada de Hankel. Nesse dominio ,
consegue-se diminuir a dimenséo do problema por meio da parame-
trizacdo de k. Com isso, a equagdo resultante fica dimensional-
mente reduzida, mas permanece hiperbdlica. A seguir, busca-se a
soluc8o numérica de tal equagdo atraveés do método dos elementos
finitos (dependéncia na profundidade) e do esquema das diferen-
cas finitas (dependéncia no tempo) . Como consequéncia, chega-se
a consecutivas solu¢des de sistemas de equagdes lineares. Para
retornar ao domfnio inicial, essas solugdes devem ser submeti-
das 3 transformada de Hankel inversa, por meio da qual os des-
locamentos normal e radial s8o finalmente encontrados.

Varios exemplos de sismogramas teéricos obtidos a-
través das técnicas acima citadas s8o apresentados. O calculo
desses sismogramas, além de n8o requerer muita meméria de com-
putador, situa-se dentro de uma faixa aceitével de precisdo nu-
mérica e rapidez computacional.

Como extens8o deste trabalho é sugerido a avaliag@o
da resposta eldstica completa no caso de um semi-espago estra-
tificado, a inclus8o de vArios tipos de fontes e uma andlise

detalhada das condicSes de estabilidade dos esquemas numéricos

propostos.




ABSTRACT

The problem under investigation is to determine the
motion of an homogeneous elastic half-space when a seismic
source of the normal-force type is located at a depth or even
on the free surface.

Several modern techniques are used to solve the wave
equation numericaly. At first, the Hankel transforms are
applied to the problem and make possible the partial separa-
tion of variables. After this separation, the equation has re-
duced dimensionality, but remains hyperbolic. Next, the finite
element.and finite difference methods are emploved to solve the
coupled system of partial differential equations in z (depth)
and t (time). Thus, one can obtain a linear equations system
that must be solved consecutively. To return to the initial
domain the inverse Hankel transforms are evaluated, and one get
the final result (normal and radial displacement).

' Synthetic seismograms computed by means of the above
techniques are presented . The calculation of these seismograms
does not require large amounts of computer storage , it has
enough numerical accuracy and computational speed.

As continuity of this work, it is suggested the cal-
culation of the complete elastic response of a vertically hete-
rogeneous half-space, the inclusion of several kinds of sources
and detailed analyses of the stability conditions.




1. INTRODUCAO

1.1 Objetivo

_ O presente trabalho tem como objetivo o célculo da
resposta eléstica completa de um semi-espa¢o homogéneo. Sdo u-
tilizadas vé&rias técnicas modernas visando encontrar a solugdo
numérica do campo de onda.

0 crescente interesse no modelamento numérico sismico
e sismolégico tem conduzido a uma ampla proliferagdo de métodos
que variam em complexidade, precisd@o e facilidade de implemen-
tagio. Tal esforgo é estimulado pela conscientizagdo de que, em
muitas configuracSes de subsuperficie importantes, ndo existem
solucdes analiticas exatas para a equagao de onda elastica
Nestes casos, as solugOes para modelos realisticos podem ser
obtidas satisfatoriamente através de métodos numéricos de apro-
ximac30. Dentre as numerosas técnicas numéricas disponiveis pa-
ra esta proposta, os métodos dos elementos finitos e das dife-
rencas finitas sd3o particularmente verséteis, posto que levam
em conta ndo apenas as ondas diretas, ondas refletidas priméri-
as e ondas multiplamente refletidas, mas também as ondas de su-
perficie, ondas refletidas convertidas, ondas difratadas, etc.

O tratamento apresentado neste trabalho visa combinar
a separacdo parcial de variédveis (via transformada de Hankel)
com as solugdes numéricas dos elementos finitos (dependéncia na
profundidade) e das diferencas finitas (dependéncia no tempo),
a fim de avaliar os valores do campo de onda, nas direg¢des nor-
mal e radial, no caso em que uma fonte do tipo normal-pontual é

utilizada.

1.2 Métodos para a Avaliag¢ao do Campo de Onda El&stico

0 estudo da propagagao de ondas em sélidos estratifi-
cados & de considerével interesse em uma variedade de aplica-
¢des. Muitas ferramentas matemdticas tém sido desenvolvidas a
fim de analisar esses modelos idealizados, tentando—-se compre-
ender o processo mecénico associado com a geragao das ondas e-
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lasticas a partir da fonte e suas subsequentes transformagoes a
medida que elas se propagam. Tal esforgo teve como primeira pu-
blicacdo o trabalho de LAMB (1904), no qual o movimento produ-
zido por uma forg¢a transiente, na superficie de um semi-espago
uniforme, era estudado através de uma transformada integral se-
guida pela avaliagdo analitica das integrais inversas. Os tra-
tamentos analiticos de problemas mais complexos, envolvendo uma
ou mais camadas., continuaram a se desenvolver durante toda a

primeira metade do século vinte. Uma interessante descrigd@o

dessas pesquisas iniciais pode ser encontrada em EWING et al.
(1957) e em BREKHOVSKIKH (1980). Obteve-se assim, através des-—
ses tratamentos analiticos, uma compreensdao dos processos fisi-
cos que ocorrem durante a geracgao e propagacao das ondas eléds-
ticas. Tais tratamentos consistem de solucdes formais completas
enfatizando varios aspectos assintéticos do problema. Sdao re-
sultados bastante significativos embora fornegam somente res-
postas parciais para as questdes bésicas da Sismologia e Sismi-
ca. Por exemplo, n3o sdo apresentados sismogramas tebéricos com-
pletos, posto qQue estes sao resultados suficientemehte compli-
cados, e férmulas computacionais simples ndo est@o disponiveis
para a descrigao da resposta.

Nesta segunda metade do século, tem-se criado muitos

esquemas importantes. Varios deles envolvem algum tipo de apro-

ximagdo, como por exemplo O método da refletividade (FUCHS e
MUOLLER 1971) que assume homogeneidade lateral, ou o método do
raio (HELMBERGER 1968, CERVENY et al. 1977, CHAPMAN 1978) onde
& assumido que o comprimento de onda sismico é pegqueno gquando
comparado com a escala de heterogeneidade.

0 método dos elementos finitos (MEF) e o método das

diferencas finitas (MDF) sd@o as técnicas mais geralis que resol—

vem a equagdo de onda el&stica, posto que suportam estruturas
tri-dimensionais arbitrérias. Entretanto, embora tais métodos
sejam bastantes universais, possuem uma limitada faixa de esta-
bilidade. Isto requer o uso de pequenos incrementos no tempo, O
que resulta em custos computacionais elevados. A discretizagao
de um continuum, como realizada pelos MEF e MDF, fornecem pro-
gressivamente solucdes mais precisas a medida que a estrutura
da malha torna-se mais fina. Desse ponto de vista, o modelamen-

to numérico pode ser considerado como um filtro passa baixa, no
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sentido de que as baixas frequéncias (comprimentos de onda que
s3o longos quando comparados com © espagamento da malha) propa-
gam-se de forma apropriada através da malha, ao passo que as
altas frequéncias (comprimentos de ondas curtos comparados com
o espacamento da malha) sdo indesejavelmente modificadas, devi-

do a um, ou mais, dos seguintes fatores

(a) Amplificagdo ou atenuagdo numéricas, incluindo aquelas
decorrentes de erros de truncamento;

(b) Anisotropia numérica, onde as velocidades de propaga-
¢do variam com a orientagdo na malha de discretizagdo;

(c) Dispersdo numérica das velocidades de fase e grupo,on-
de a velocidade é, agora, uma fungdao dos pontos de malha por
comprimento de onda;

(d) Polarizagdo numérica, onde campos de onda longitudi-
nalmente ou transversalmente polarizados tornam-se quase—longi-
tudinais e quase-cisalhantes; '

(e) Geracdo de modos parasitas de vibragdo puramente numé-
ricos, particularmente nas freduéncias mais elevadas, decorren-
tes dos esquemas de ordens mais altas (BELYTICHKO e MULLEN

' 1978) e das malhas ndo homogéneas (MULLEN e BELYTICHKO 1980). .

Os modelamentos numéricos do campo de onda, via MEF e
MDF, estabeleceram-se como ferramentas matemdticas muito UGteis
e prometem eficientes esquemas para a solugdo  do problema in-
verso éompleto (migracdao simulténea e inversdo de parémetros).
Contudo, a implementacdo em larga escala dessas técnicas tem
tomado a dianteira em relagao a andlise quantitativa de sua
precisdo. Com aplicag¢do na equagao de onda, O pouco que & co-
nhecido da precisdoc destas técnicas estd amplamente espalhado
na literatura. ALFORD et al. (1974) analisaram a precisdo das
solucdes de diferengas finitas, segunda e quarta ordens,a par-
tir da equagdo de onda escalar bi-dimensional no dominio da
frequéncia. Além disso, apresentaram previsdes analiticas dos
efeitos da dispersdo do grid, que estariam de aéordo com resul-
tados experimentais. BELYTICHKO e MULLEN (1978) estudaram a

precisdo das solugdes de elementos finitos, segunda e quarta

ordens, para a equagao de onda escalar no dominio da frequén-
cia.BAMBERGER et al. (1980) analisaram cuidadosamente a estabi-
lidade e a precisd@o das solug¢lOes de diferengas finitas e ele-
mentos finitos para a equacdao de onda eldstica usando diferen-




ca central no tempo. MARFURT (1984) comparou gquantitativamente
as solugOes através do MEF e MDF utilizando as equagdes de onda
hiperbdélica elédstica e escalar no dominio do tempo e da fre-
quéncia. Neste trabalho, Marfurt mostrou que em meios homogéne-

os os esquemas explicitos de diferengas finitas e elementos fi-

nitos s3o compardveis ao resolverem a equagao de onda escalar e

a equacdo de onda eldstica com razdo de Poisson menor que 0,3
Os elementos finitos s8o superiores as diferengas finitas para
modelamento em meio eldstico com razao de Poilsson entre 0,3 e
0,45. ‘

- Os sismogramas sintéticos podem auxiliar na compreen-
s8o e na interpretacdo de padrdes de onda observados em sismo-
gramas de campo. Neste sentido, KELLY et al. (1976) publicaram
um artigo fundamentado na abordagem via MDF. Sismogramas sinté-
ticos, calculados para varios modelos de interesse em explora-
¢ao, serviram para ilustrar como a técnica pode ajudar ao in-
terpretador. Os exemplos ilustravam também varios aspectos da
implementacdo das diferengas finitas, envolvendo fendmenos tais
como dirpersdo do grid e reflexdes artificials provenientes das
bordas do modelo. ‘

ALEKSEEV e MIKHAILENKO (1980) descreveram um método
para o cdlculo de sismogramas tedéricos, que combinava a separa-
¢do parcial das variédveis espaciais com o método das ‘diferen—
cas finitas. Inicialmente buscaram uma solugao para as compo-
nentes cilindricas Ui , do vetor deslocamento, na forma de
transformada de Hankel

o0
Uil:j; k Fi(k) Jn(kr) dk , n=0;1

A seguir, resolveram a equa¢do de onda resultante, através do
MDF. Finalmente, retornaram ao dominio inicial calculando a in-
tegral para Ui por meio do método de Filon, usando Jn(kr) como

fungdo peso.




1.3 Integrais de Numero de Onda

No calculo do campo de onda transiente implementado
através de técnicas dque envolvem transformadas por integrais,
muito esforg¢o tem sido devotado na avaliagdao das, assim chama-
das, "integrais de numero de onda" (PIESSENS e BRANDERS 1983,
KUNDU e MAL 1985). Em problemas tri-dimensionais, estas inte-
grais sao do tipo j?JF(k) Jn(kr) dk , n=0;1;2 . Onde r,a,b séo
nimeros reais, F(k) é uma fungdao com comportamento oscilatério
e Jn(kr) corresponde a funcdo de Bessel de primeira classe e
ordem n. F(k) & obtida através de operag¢des matriciais e sua a-
valiagéo'frequentemente requer muito tempo de CPU. Por isso se
faz necess&rio o desenvolvimento de um algoritmo eficiente que,
satisfazendo uma determinada toleréancia, seja capaz de avaliar
egsas integrais através de moderado numero de coordenadas.

Para funcdes oscilatérias, dois métodos comumente u-
sados podem ser encontrados na literatura (DAVIS e RABINOWICH
1975). Em um deles, a integragao é realizada entre zeros do in-
tegrando e a convergéncia é acelerada pela aplicagdo da trans-
formada de Euler (LONGMAN 1960). Este método hao é eficiente em
integrais de numero de onda tipicas, pois necessita dos 2zeros
de F(k), a priori desconhecidos. No outro método, uma curva
quadrética é ajustada a F(k) em cada subintervalo, e a seguir,
a&alia—se analiticamente a integral (FILON 1928). Este método
alcanca a precisdo desejada usando um intervalo nao maior do
que o necessério para integrar F (k) sozinha e, portanto, torna-
se mais eficiente quando r for grande e F(k) variar lentamente.
Objetivando aproximar F(k) de forma mais precisa, FLINN (1960)
modificou o método de Filon usando um ajuste de quinta ordem,
em vez de segunda. Contudo, a versdo de Flinn requer o conheci-
mento de F'(k), o que ndo & pratico no caso das integrais de
ntmero de onda.

PROTAZIO e GUIMARAES (1983) desenvolveram um esquema
gque utilizava as quadraturas oscilantes em transformadas de
Hankel e Fourier. Estas quadraturas possibilitaram o célculo
das transformadas usando um pequeno numero de pontos, conse-
guindo-se com isso substancial economia de tempo.

CLENSHAW e CURTIS (1960) desenvolveram um algoritmo
no qual o integrando é aproximado por uma série de polindmios




de Chebyshev de primeira classe, seguido pela avaliag¢dao anali-
tica de cada termo. Recentemente, uma versdo modificada do es-
gquema de guadratura de Clenshaw-Curtis, aplicada na avaliagao
das integrais de numero de onda, foli proposta por XU e MAL
(1985). Estes autores indicam que tal versa@c se mostrou muito
mais eficiente que outros métodos comumente usados na avaliagao

das integrais de numero de onda.



2. APLICAC.E\O DAS TECNICAS MATEMATICAS AOQ MODELAMENTO DIGITAL

2.1 Introdugao

Neste capitulo serdo explicadas as técnicas matemdti-
cas usadas no modelamento digital referente ao problema dindmi-
co de propagacdo de ondas eldsticas em um semi-espago homogé-
neo.

O problema fisico a ser resolvido consiste na deter-
minac3o do campo de onda na superficie livre de um semi-espago
homogéneo quando é aplicada uma fonte do tipo normal-pontual,
localizada a uma certa profundidade (Fig.1l).

Superficie livre

Receptores

Pardmetros : PLAH

[
|
I
I
|
I
I
|
I
I
| $ Fonte
I
I
I
|
|
I
L

Fig.1l — CONFIGURACAO GEOMETRICA DO MEIO A SER MODELADO
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Para tornar vidvel a solugdo, far-se—-& uso de véarias
técnicas que, além de reduzirem dimensionalmente o problema,
possibilitardo a diminuig¢d@o do tempo e meméria de computador.As
técnicas [Tec.] utilizadas e a sequéncia na qual foram emprega-

das sdo fornecidas a seguir,
[A] -—> [Tec.l1l] --> [Tec.2] --> ... -=> [Tec.5] --> [B]

onde temos

[A] - equacdo de onda, mais as condigdes de contorno e
os valores iniciais;

[Tec.1l] - Separacdo parcial de varidveis via transformada
de Hankel;

[Tec.2] - Aplicacdo do método dos elementos finitos (for-

mulac3o de Galerkin) com relagao a profundidade
(variével z); ,

[Tec.3] - Aplicacdo do método das diferengas finitas com
relagdo ao tempo (variével t);

[Tec.4] - Solucdo implicita do sistema linear caracterizado
por matriz tri-diagonal;

[Tec.5] - Avaliacd3o das integrais de nUmero de onda através
de uma versdo modificada do esquema de quadratura
de Clenshaw-Curtis (XU e MAL 1985);

[B] - Sismograma sintético.

Em um meio eldstico homogéneo, a equac¢do de onda é da
forma abaixo (BEN-MENAHEM e SING 1981),

(A+21) grad(div U)-u -rot(rot U)+pF =30 (2.1)

onde a seguinte notag¢ao é usada: ﬁ=[Ur,U¢,UZ]T é o vetor deslo-
camento, P é a densidade, A e P sdo os parémetros de Lamé, e F
representa a forga por unidade de massa. Como a equacgao (2.1) é
vélida apenas para o caso de um meio homogéneo, isto significa

que os valores de P, A e | sd@o constantes.
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Opcionalmente, se a e B forem introduzidos através

das relagoes
o = (r2m/m L peiu/e® (2.2)
.a equagao (2.1) podera ser escrita como
a? grad(div 0)-B* rot(rot U)+ F =30 (2.3)
Sejam também assumidas as seguintes condig¢des de contorno,
{t__1} = {t._} = 0 (2.4)

e os valores iniciais

Ty = {30y =0 (2.5)

onde Tzz e Trz sdo, respectivamente, as tensdes normal e tan-
gencial.
Ao considerar-se o caso de uma forga pontual F, com

magnitude FO e aplicagao concentrada no ponto §=§f, tem-se:

PF = Fg, £(t) 6(R—Rf) é (2.6)

~

onde: & corresponde ao vetor unitdrio fornecendo a direcao da
aplicagao de F:; f£(t) é uma fungdo adimensional representando a
variagdo da fonte com O tempo e é(ﬁ—ﬁf) é a fungdo delta de Di-

rac tri-dimensional, definida por
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0 , para §¢§f

« , para R=Rf

o X
% ,
>~ponto de aplicacSo
da funcao F
8
z

Fig.2 - APLICACAO CONCENTRADA DA FUNGAO F COMO DEFINI-
DA PELA EQUACAO (2.6)

Em particular, usando coordenadas cilindricas, obtem-se (BEN-
MENAHEM e SING 1981) |

=r S(r-ry) S(¢-s.) 3(z-2¢) (2.7)

/

Se a forga F for normal e estiver concentrada em rf=0, a uma
profundidade Zgs entdo a equagdo (2.6), em coordenadas cilin-

dricas, passa a ser

£(t) r ~ 5(r) S(z-z,) & (2.8)
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Na definic8o do local onde ocorre a singularidade, 6(¢—¢f) é
desnecessario, posto que particularmente em r=0 (eixo z), tor-
na-se sem razdo um valor para -

A seguir, cada uma das técnicas anunciadas serao de-
senvolvidas sequencialmente, objetivando-se a avaliag¢do numéri-

ca do campo de.onda no semi-espa¢o homogéneo.
2.2 Separacdo Parcial de Variéveis via Transformada de Hankel
Em virtude da geometria do sistema possuir simetria

axial, torna-se conveniente o uso de coordenadas cilindricas na
equacgdo de onda (2.1). Assim,o vetor deslocamento ﬁ=[Ur,U¢,UZ]T

pode ser desmembrado em suas componentes bésicas Ur’ U¢ e Uz,
obtendo-se as trés equac¢les seguintes

(A+21) { U+ JU_/T-U_/r?+3,U, }+1{d:U,.~9,.U,} =7 3.V, (2.9)
— 2 =

u{azzU¢+a"U¢+ arU¢/r U¢/r }o=p a"U¢ (2.10)

(A+21) {3uU+ QU,/ 143U, } -1 13U~ U+ 3.U, /T~ 3., /r}+
-1
+FO f(t)‘r d(r) 6(z—zf) = p a"Uz (2.11)

Como se observa, ocorre um desacoplamento da compo-
nente U¢ , pols esta aparece somente na equag¢do (2.10) e ndo
estéd associada a U, nem a UZ. Adicionalmente, o efeito da fonte
aparece de forma direta na equag¢do (2.11), e de forma indireta
na equagdo (2.9), posto que esta também associa as componentes
.Ur'e Uz. Portanto, a partir deste ponto, nossa atengdo res-
tringe-se as equagdes (2.9) e (2.11), que relacionam as compo-
nentes de interesse do vetor deslocamento ﬁ=[Ur,UZ]T.

A separacdo parcial de variéveis é feita wvia trans-
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formada de Hankel (ALEKSEEV e MIKHAILENKO 1980), buscando-se as

solucbes para Ur e Uz na seguinte forma,
oo
Uz(r,z,t) fj: k R(k,z,t) Jo(kr) dk (2.12)

[0}
U.(r,z.t) i/. k S(k,z,t) J,(kr) dk (2.13)
r o 1

onde J, e Jy s8o as fungdes de Bessel de ordens 0 e 1; R(k,z,t)
e S(k,z,t) sd3o as transformadas de Hankel para Uz(r,z,t) e
Ur(r,z,t), respectivamente.

A partir das equagodes (2.12) e (2.13), obtem-se as

seguintes derivadas de Uz e Ur

o
a,Uz =f k2 R(kK,z,t) J'O(kr) dk (2.14)
[o]
m ~
a,,Uz =f k® R(k,z,t) J'é(kr) dk (2.15)
e}
@]
dU,. =| k2 s(k,z,t) J'l(kr) dk (2.16)
(o]
[0¢]
d.,U =f k? s(k,z,t) J%(kr) dk (2.17)
r o 1
onde
BJO(kr) BzJo(kr)
Jb(kr) =z — ; Jg(kr) = — (2.18)
o (kr) o(kr)?
aJl(kr) azjl(kr)
J'l(kr) = ; J'J'_(kr) z — (2.19)

d(kr) d(kr) 2
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A partir da teoria das fungdes de Bessel, as seguin-
tes equacBes podem ser obtidas (WATSON 1958)

Jb(x) = - J;(x) ‘ (2.20)
x J'l(x) = x Jy(x) = I (x) (2.21)
x2 Ja(x) + X Jb(x) + x2 Jo(x) =0 (2.22)

x? J1(x) + x J3(x) + (x2-1) J;(x) =0 (2.23)
co
ﬁg(k) Jo(kr) ¢k =0 = g(k) =0 (2.24)
-1 o ' f
r o(r) =j: k Jo(kr) dk (2.25) |

Substituindo as equagdes (2.12) a (2.17) nas equagoes |
(2.9) e (2.11), e usando os resultados fornecidos pelas equa- |
c¢Bes (2.20) a (2.25), onde x=kr, obtem-se :

B 9.5 - (A+p) k J,R - (A+2p) k? S =p9,,S (2.26)

(A+21) 3R + (A+p) k 3,8 - p k2 R + FO f(t) 6(z—zf) = P O.R

(2.27)

Estas duas equagdes podem ser colocadas na seguinte forma ma-

tricial,

3.G + A(k) 3,G + B(k) G - F(z,t) = C 9,6 (2.28)
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onde :

S(k,z,t)
Glk,z,t) = (2.29)
R(k,z,t)

i _

G

9.G = [a,S.BZR]T ¢ 9.0 = [azzs,auRlT , 0uG = za"s,aan (2.30)

I 1
0 —k(a+p)/u
A(k) = (2.31)
k (A+11) / (A+2n) 0
L i
-K2 (A+211) /1 0
B(k) = (2.32)
0 —pk?/ (A+21)
L .
p /1 0
C = (2.33)
0 P/ (A+2u)
L _
0
F(z,t) = (2.34)
L -F, £(t) 8(z-z¢) / (A+21)

considerando-se os valores iniciais dados pela equa-

cdo (2.5), e fazendo-se uso da equagdo (2.24), obtem-se

{ G} = { 9} =0 (2.35)
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Para um meio isotrépico, tem-se a seguinte relagao
tensdo-deformagdo (AKI e RICHARDS 1980),

1T.. = A d.. E

13 13 Exk + 2 pn E, . (2.36)

J

onde 6ij=0 para i#j e 6ij=1 para i=j. Em coordenadas cilindri-
cas, os valores de Ekk e Eij sao dados por

E = 93U

ryr (2.37)

. E,, = (3U, +U) /r , B, = 3

r g9 r zz

E = E + E + E , Erz = (aJ%7+-aﬂz) / 2 (2.38)

Em virtude de 8&%=0 , as tensdes normal e tangencial sdo ex-—
pressas pelas seguintes equagoes,

P

Ty, = (F20) 3U, *A(JU U /1) (2.39)

Ty = H (3:.U +3U,) (2.40)

Adicionalmente, estas tensdes devem satisfazer as condigdes de
contorno fornecidas pela equagao (2.4). Assim, igualando a zero
as equagles (2.39) e (2.40), e usando as expressdes de U, e U,
dadas pelas equagdes (2.12) e (2.13), chega-se a

{ 3R+ a1k (M2p) tsyr =0 (2.41)

{ 9,S - k R} =0 (2.42)
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Colocando estas equacoé€s em notag¢do matricial, obtem-se

{ 3.G + D(k) G } =0 (2.43)

onde

D(k) = (2.44)
k/ (A+211) 0

Assim, como resultado da aplicagd@o da transformada de
Hankel, chegou-se ao problema de valores de contorno dado pelas:

equacdes (2.28), (2.35) e (2.43), repetidas a seguir por como-
didade,
J..G + A(k) 9.G + B(k) G - F(z,t) = C 3.6 (2.45)
{ 9.G + D(k) G} =0 (2.46)
z=0
{G} ={9G61} =0 (2.47)
t=0 t=0

Este problema é resolvido diversas vezes, para diferentes valo-
res de k, usando-se métodos tais como eiementos finitos e dife-
rengas finitas. Visto desta forma, o problema fica dimensional-
mente reduzido para as fungdes S e R. Uma vez obtida a solugado
discreta para G=[S,R]T, segue—-se a avaliac¢do numérica das inte-
grais dadas pelas equagles (2.12) e (2.13).
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2.3 Formulacdo de Galerkin do Método dos Elementos Finitos

0 método dos elementos finitos é uma técnica geral
para elaboracdo de solucOes aproximadas referentes aos proble-
mas de valores de contorno. Tal método implica na divisdao do
dominio principal em um numero finito de subdominios simples,
os chamados elementos finitos, e o uso de conceitos variacio-
nais para construir uma aproximacdo da solugao sobre a colegdo
desses elementos. Em virtude da generalidade e riqueza das
idéias subjacentes ao método, ele tem sido usado com admirdvel
sucesso na resolucao de um amplo espectro de problemas, virtu-
almente em todas as &reas de engenharia e fisica matematica.

Existe uma grande quantidade de referéncias abordando
o método dos elementos finitos, como por exemplo, a analise
feita por STRANG e FIX (1973), e a publicacdo cléssica de ZIEN-
KIEWICZ (1977).

Com ‘o objetivo de descrever resumidamente a formula-
¢dao de Galerkin, considere-se a equacdo diferencial L(G)-F=0 ,
definida no dominio ©, e sujeita a determinadas condigoOes de
contorno. Pode-se aproximar a solucgao exata~G(z,t), em z, por
G(z,t), através da seguinte formulagdo (STRANG e FIX 1973),

n
G(z,t) = 3 G,(t) o, (2) (2.48)

onde ¢, (2) sdo as funcdes de base linearmente independentes.S&o
conhecidas como " fun¢des de formato " (shape functions), ou
" funcdes de interpolagd@o " na anédlise de elementos finitos. Os
coeficientes Gi assumem os valores do campo G{(z,t) em um nGmero
discreto de pontos nodais. O erro ¢ , desta aproximagao, em um

dado ponto, pode ser expresso COmo

e = L(8) - L(G) = L(&) - F (2.49)




Requer-se, ainda, que a média ponderada deste erro v4 a zero no
dominio Q, posto que técnicas numéricas como diferengas fini-

ao, mais geral, método do residuo ponderado (ZIENKIEWICZ 1977).

Portanto,

f e 6.(z) dz = 0 ; 3=1,2,....,n (2.50)
o J

onde ®j(z) sdo funclOes de peso arbitrarias.

N
Escolhendo-se @j=®j , de maneira que as fungdes de
peso e de base sejam idénticas, fica caracterizada a formulagao
de Galerkin do método dos elementos finitos (MARFURT 1984),
£ @, dz =f £ @, dz =j {L(G)-F} @, dz
o J Q J Q J
n
= jﬁ {L( = G; @i)—F} &, dz ; j=1,2,...,n (2.51)
Q  i=1 J
fornecendo um sistema linear de equagles em Gi’
m A expressdo para L(G), no presente modelamento, €& ob-

tida através da equagao (2.45)
L(G) = 932G + A 9.6 + BG - C ouG (2.52)

Entretanto, sendo G um vetor , equagao (2.29),-necessita¥se’de
uma férmula mais geral que a fornecida pela equagdo (2.50). Es-
ta generalizagdo possui a seguinte forma

jﬁ erHdz =0 (2.53)
Q :

tas, elementos finitos e o método dos momentos, pertencem todos
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onde : H é a fungao de interpolagd@o no caso vetorial ; o domi-
nio © vai de zero (superficie) até 2, (limite imposto ao mode-
lamento, corresponde & profundidade do Gltimo né do modelo) ; e
o integrando ¢'H representa o produto ihterno dado por

¢*H = . =&y h, + ¢, h (2.54)

Desenvolvendo-se a equagao (2.53), obtem-se

f {L(G)-F}-H dz
Q

f (3.6 + A 9.6 + BG - C 3.6 - F}-H dz
Q :

e*H dz
Q

0 (2.55)

-onde §=[§,§]T é uma solugdo aproximada de G=[S,R]T. Integrando-
se por partes a primeira parcela da equagao (2.55), obtem-se,

jﬁ aué-H dz
Q

H-d,G

Zn -
- f 3.5+ 3,H dz
o Ja

- {H-3.G} —f d.G* d.H dz (2.56)
z=0 Q

Pode-se, agora, usar a condigdo de contorno expressa pela equa-
c30 (2.46). Dessa maneira, a equagdo (2.56) assume a seguinte
forma

jﬁ d:G+H dz = {H-DG} —./~ az§~a;H dz (2.57)
Q z=0 Q
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Substituindo a equagdo (2.57) em (2.55), chega-se a

f{ca,,é—Aa,é—Bé}-H dz+/| 3.G-3,H dz-{DG-H} =-fF°H dz (2.58)
Q Q z=0 Q

As matrizes A,B,C,D e F possuem varios elementos iguais a zero,

e sao dadas por

_ - - - - - - - _ -
0 al bl 0 cl 0 0 d1 0
A= , B= , C= , D= , F=
a, 0 0 b2 0 <, d2 0 f2
L J L J L J L J L J
onde os valores de al'aZ'bl’bZ"" podem ser obtidos diretamen-

te através das equagoes (2.31) a (2.34), e.de (2.44). Deste mo-
do, a equagdo (2.58) assume a seguinte forma '

_ - - T .
claus ala,R bls h1
jﬁ - - dz +
@ lc.5&] lay5.8] |b,R h
20n 20: 2 2
L 4t N L
L - - - 1 F A L . -
9.8 azhl le hl 10 h1
f/. . dz - . = —Jf . dz (2.59)
Q1 5R! |3.n a.3| |n e g h
L z =02 2 2 2 2
J L J L J L L J L
z=0

S e R compdem o vetor G=[8,R]T , e correspondem as solugdes a-

proximadas de S e R :
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R

S(z,t) S(z,t) s, (t) @, (z) (2.60)

]
Mg

1

R(z,t)

R

R(z,t)

n
n ™3

Ri(t) ¢i(z) ~ (2.61)

i=1

Com o objetivo de expressar a equacac (2.59) na forma

de sistemas lineares, faga-se inicialmente

' |
By ®;
H = = : 3=1,2,....,n (2.62)
_h2 0
L A L A
ou seja, atribui-se a H os valores [@1,0],[¢2;0],...,[¢n,0] na
equagdo (2.59), de forma que, enquanto h2 é mantido igual a ze-
ro, h1 assume os valores ¢1’©2""’¢n das fungoes de interpo-
lagao. Como resultado deste processo, obtem-se n equagdes line-
armente independentes
m
/[cla,tS—al 0:R-b, 8] @, dz + ]azs a,<1>j dz - {d; R <1>j}z=0= 0
Q Q
(j=1,2,3,...,n)
(2.63)
Recorrendo ao mesmo procedimento para
_ - - -
h1 0 |
H = = ; 3=1,2,...,n (2.64)
h2 @J
L J L J
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obtem-se, a partir da equacgdo (2.59), outras n equagdes linear-

mente independentes

f[czanR—a2 3:5-b, Rl @, dz+| o.R &:dy dz-{d, S cpj}z=0=_f £, @4 dz
Q Q Q
(3=1,2,3,....,7)

(2.65)

0 valor da integral mais a direita pode ser calculado por

. _/'f g
o, yA

\

|

|

|

|

j; {-F, £(t) 6(z—zf)/(/1+2u)}v¢j dz

{-F, £(t)/(a+2u)} <I>j(zf) (2.66)

0

) Com o objetivo de se obter as formas matriciais das
equacdes (2.63) e (2.65), considere-se a Fig:3, onde zO=O indi-
ca a superficie, z  expressa a profundidade do Ultimo né do mo-
delo e Ze representa a profundidade da fonte. Sejam também for-

necidas as seguintes definic¢des ,
<V, W> = f v(z) w(z) dz (2.67)
Q
§; = duSy(t) & Ry = duRy (%) (2.68)

Levando-se em considerac¢8o a notagdo anterior e a ex-
pressdo em forma de somatdédria para S, fornecida pela equacgao
(2.60), a primeira integral da equagdo (2.63) tem o seguinte

desenvolvimento

S5 <c1>i,<1>j> (2.69)

Y =]

- Zy
o

Q 1

i
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noés r/,indicesdos nés

r__Superficie livre (2=2,=0) 11

| i |
| |
| 2 |
| |
| t 3 |
| l
| 4 |
| 2 | |
| 5 |
| i
[ s - Semi-espago ]
| | homogé&neo ]
l - p.A , 1 sdo |
| ; constantes [
| - |
| né associadoY/ |
| a fonte ! |
| |
l } |
| |
| ¢ n-2 |
| |
|  n-1 |
| |
| Mmite inferior (z=z) |\ w J

]

Fig.3 - MEIO A SER MODELADO E VARTAVEIS NUMERICAS ASSOCIADAS
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A expressao matricial para a integral acima & apresentada na

-Fig.4a . Atribuindo-se, respectivamente, a matriz e ao vetor

coluna da Fig.4a as notacoes [M] e [S] , observa-se a seguinte
férmula, véalida para a primeira integral da equagao (2.63),

C, .8 ¢, 4z
SRR

(3j=1,2,3,...,n)

(2.70)

c, M1 [§]

As demais parcelas da equagdo (2.63) seguem um procedimento
an&dlogo. Deduz-se, assim, a seguinte equacao matricial

cl[M][S]—al[Nl][R]—bl[M][S]+[N2][S]—{dl[N3][R]}z=0= 0 (2.71)

onde

a, J.R @, dz
foox o

al[Nl][R] = (2.72)
(j=1I2I3I"'In)
j; b1 S ¢j dz
b, [M] (S] = | (2.73)
(j=1121310001n)
j azé az¢- dz
[N, [S] = K (2.74)
(j=li2r3l--oln)
(@&, R @.}
1 T
= z=0 (2.75)

{d, [N;]1 [R]}
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r 7 y
<¢l,¢1> ' <®2,®1> ves <®n,®1> ?l
Cl <®l,¢2> ; <®2,®2> ree <©n,®2> S
> ... > g
<<I>l,<I>n . <<I>2,<I>n> <<I3n,®n Sn
o - nxn “nxl1
(a)
<<I:l,(I>l> . <<I=2,CI>l> e <CI>n,CI>1) Rl
ay €@, @0 , <@L, 0, -t <P, D> R,
r > < ' . . ( !
<rI>l,‘IJn , @2,(I=n> CDn,<I?n> Rn
- - nxn “nx1
(b)
Fig.4 - CONFIGURAGAO MATRICIAL DE
(a) fg c, BHS ¢>j dz , i=1,2,...,n <> Cl[M] [S]

(0) foa; 3R &5 dz . 3=1,2,....0 <> a,[N]IR]



28

sendo [M], [N 1, [N,1, [N] matrizes nxn, e [R],[S],[8] veto-

res de ordem nxl.
S3o validas as seguintes observagles relativas a e-

quagdo (2.71)

a) A disposig¢do matricial do produto al[Nll[R] é mostrada
na Fig.4b. De forma coerente com a equagao (2.67), tem—-se que

Zn
<®i,¢j> = j; @i(z) Qj(z) dz =j; @i(z) éj(z) dz (2.76)

(*]

onde ¢i(z)=az¢i(z)

b) A forma esquemdtica de bl[M][S] é idéntica a de cl[M][él
apenas trocando, na Fig.da, Cq por b1 e [éi] por [si].

c) O desenvolvimento de fg 3.5 azcbj daz, (j=1,2,...n) impli-

ca em que os elementos da matriz [NZ]’ de ordem nxn, sejam da

seguinte forma

. zn
elemento ij = P, &, (z) dz = <9, ,9.> 2.77
e 3 fz L (2) @ (2) 19 (2.77)

0

conforme mostrado navFig.Sa .

d) A matriz [N3], de ordem nxn, possui elementos do tipo
elemento ij = @i(O) ®j(0) (2.78)
conforme mostrado na Fig.5b.

e) Os elementos da matriz coluna [R] correspondem aos coe-
ficientes Ri(t) da equagdo (2.61). Adicionalmente, o valor de
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-
<¢1,¢1> <®2,¢1> R (@n,¢1> S1
<<I>1,<I>2> <¢Z,<I>2> <<I>n,<I>2>, 32
<<I>l,<I>n> <<I>2,CI>n> LR <<Dn,<l>n> Sn

L 4 nxn L dnx1
(a)
@1 @l ' 0] @n @1
d1 <I>1 <I>2 ' o, - <I>n <I>2 ; em z=0
Ql Qn ! én R CIDn n
L dnxn L dnx1
(b)
Fig.5% - CONFIGURACZO MATRICIAL DE
(a) fg 9,5 3z¢j dz , 3=1,2,...,n <> [N,][S]

() {dy Roeg) g . 3=1.2,...

1

< {d;IN;1IR]) g
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d1 ndo varia com z, equagdo (2.44), de forma que a seguinte

igualdade ¢é vé&lida

{d, N1 [R]} = d {IN;]} [R] (2.79)

z=0 z=0

Com procedimento semelhante ao aplicado & equagao
(2.63), obtem—-se a seguinte igualdade matricial para a equacao
(2.65)

~c2[M][ﬁ]—az[Nll[S]—bZ[M][R]+[N2][R]—{dz[N3][S]} = [F] (2.80)

z=0

onde
f c, d.R o, dz
¢, [M] [R] = | IR (2.81)
' (3=1,2,3,...,n)

a, 0,8 . dz
| j; 2 3
az[Nll[S] = (2.82)

(3=1,2,3,...,n) .

b, R @, dz
Jo 22 ®ey

bz[M][R] - (2.83)
(3=1,2,3,....,n)
J,R 9.0, 4z ,
[N,)] [R] = Qe (2.84)
(j=112131 .. -ln)
(d, § ¢j}z=0
{a,yIN,1(s1} = (2.85)

z=0
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gsendo as matrizes [M],[Nll,[NZ],[N3] da equacao (2.80) as mes-—
mas da equagao (2.71).

S3o0 vé&lidas as seguintes observagOes relativas a e-
quagdo matricial (2.80)

a) Os elementos da matriz coluna [S] correspondem aos coe-
ficientes Si(t) da equacao (2.60). O valor de d2 nao depende da

'profundidade, equagdo (2.44), de forma que

{d,[N,] [s]} = d,{[N;]} [(s] (2.86)
273 2=0 2 37 0

b) O vetor coluna [F] carrega a informagdo da fonte, atuan-
do de forma pontual na profundidade Zg

[F] = F. £(t) (A+2u) %

0 (0, (20) @y (2g) s ... @ (20)]T  (2.87)

Levando-se em conta as definigodes

(P, = [N,1-b, [M] (2.88)
[p,] = [N,)-b,[M] (2.89)
(0] = —a, N, 1-d; ([N;1},_g (2.90)
[Q,] = -a,[N;1-d,([N;1},_g (2.91)

as equagdes (2.71) e (2.80) podem 'ser reescritas como

1]
o

c, (M] [81+[P,1 (S1+0Q,] [R] (2.92)

CZ[M][R]+[P2][R]+[Q2][S] (F] (2.93)
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Estas duas ultimas equacdes s3o de importéncia fundamental,pois
representam a aplicagdo do método dos elementos finitos sobre ©
problema de valores de contorno definido pelas equagdes (2.45),
(2.46) e (2.47)

Tntroduzindo-se as seguintes expressoes,

[s] (8] 0
[Gl= . [81= ,  [Fi=
[R] [R] [F]
L | L J L |
. . ) .
. cl[M] 0 _ [P1] [Qll
[M] = ,  [Ni=
L 0 c (M ' [p,] [Q,]

as equagdes (2.92) e (2.93) podem ser compactadas em

oy

(Mi (6] + [Ni(G] = [F] (2.94)

onde (Ml e [N] s8o matrizes de ordem 2nx2n, e os vetores [G] ,
(G] e [F] de ordem 2nx1 '
Como se observa, ainda ndo se manipulou O processo em
relagdo & varidvel t (tempo). Isto seré levado em conta no ftem
seguinte onde, além de implementada a discretizagdo em t, sao
usados os valores iniciais , equagdo (2.47), para iniciar o

processo no tempo.
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2.4 Aplicagdo do Método das Diferengas Finitas com Relagao ao

Tempo (Varidvel t)

A aplicacdo do método dos elementos finitos, através
da formulagdo de Galerkin, resumiu o nosso problema nas equa-
cSes (2.92) e (2.93), cuja dependéncia em relagdo ao tempo pode
ser solucionada através do método das diferengas finitas.

A abordagem mais simples e direta implica em conside-
rar constante o incremento no tempo At, e introduzir uma apro-
ximac83o de diferenga central para [S] e [R]. Assim, tem-se

du[s1=[81=[8] ={[s] ,,-2[S] +IS] _;}/(at)? (2.95)
duR1=[RI1=[R] ={[R] ,,-2[R] +[R]l _,}/(4L)? (2.96)

onde r-1, r, r+l indexam valores em tempos consecutivos, ou se-
ja, em t—-At, t, t+AtL, respectivamente. Adicionalmente, com ©
objetivo de ampliar a faixa de estabilidade do sistema, pode-se

usar o esquema de Crank-Nicolson, que implica em se fazer

[S]E[S]rz{[S] +[S]r_1}/2 (2.97)

r+l

[R]=[R] ~{[R]_,  +[R]_4}/2 (2.98)

Aplicando-se as equagoes (2.97) e (2.95) em (2.92), obtem-se a

expressao matricial

(o, (M1+(at) 2[R, 1/2} (18] 1+ (8] _;}=2c, M] [S] ~(4t) 2 [Q; ) [R],

(2.99)
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De forma andloga, aplicando-se as equagles (2.98) e (2.96) em

(2.93), encontra-se a seguinte expressdo matricial

{c, [M1+(At) 2 [P,]/2} ([R] . +[R] _,}=

r-1

=2C2[M][R]r—(At)2[Q2][S]r+(At)2[F]r (2.100)

As equagdes (2.99) e (2.100) representam, em sintese, a aplica-
cd3o dos dois métodos, elementos finitos e diferengas finitas,
sobre o problema de valores de contorno definido pelas equagoes
(2.45), (2.46) e (2.47). Com relagdo & variével t (tempo), a e-
quagd@c (2.100) define o vetor [R]r+l em termos

a) de seus prévios valores [R]r e [R]r_1 '

b) do prescrito valor de [S]r calculado pela equagao (2.99),

¢) do prescrito vetor forga [F]r.

Comentdrio semelhante pode ser feito & equagao (2.99) pois, em

um dado ponto no tempo, o vetor [S]r+1 é definido em termos

a) de seus prévios valores [S]r e [S]r—l .
b) do prescrito valor de [R]r calculado pela equacao (2.100).

A evolugao de [F]r em relagdo ao tempo (t) é conheci-
da posto que, a priori, é definida a variagdo da fonte no tem-
po. Entretanto, para se iniciar o processo, torna-se necessario
conhecer os vetores solugdo em t=0 e t=At, ou seja, [S]1 '
[S]2 p [R]1 e [R]2 . A partir deles, todos os subsequentes va-
lores de [S]r e [R]r (onde r=3,4,5,...) podem ser encontrados
através da aplicagdo repetida das equagdes (2.99) e (2.100).

Como consequéncia da condig¢ao inicial G(0)=0 expres-
sa pela equacgao (2.47), tem-se

(51 =0
(e} =0 = [6] =0 = [G];=0 = (2.101)
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A maneira mais simples de avaliar [G]2 é assumir a a-

proximag¢ao

{ 3.6} = {G(at) - G(0) } / at (2.102)

que é tanto mais precisa quanto menor for o valor de At . En-
tretanto, em virtude de 9d,G(0)=G(0)=0, o valor de G(At) apro-
ximado pela equac¢do (2.102) serd nulo. Deste modo, tem-se

{ G1. =0 => [G] =0 => [G]2=0 => , (2.103)
[R]2=O

v Tio somente para efeito de apresentagdo, © sistema
constituido pelas equacdes acopladas (2.99) e (2.100) pode ser
compactado na seguinte forma,

[M]{[G]r+1+[G]r_1}=[N][G]r+[ ]r (2.104)
onde
r y
cl[M]+(At)2[P1]/2 0
M] =
0 cz[M]+(At)2[P2]/2
2¢, (M] -(at) 2[Q,] 0
[N] = , fjr=
—(At)Z[QZ] 2c2[M] (At)z[F]r

L . L ]




2.5 A Escolha das Fun¢O8es de Base e sua Influéncia sobre os

Elementos Matriciais

Ao colocar-se o problema continuo em sua equivalente
forma variacional, assumiu-se, adicionalmente, as solugbes a-

proximadas para R e S na seguinte forma,

S(z,t) = S(z.t) Si(t) @i(z)

1

il
Mg

el

R(z,t) = R(z,t)

i
tMs

R, (¥) <I>i(2)

i=1

Esta idéia n3oc é nova. O que, relativamente, existe de recente
é a escolha das fungdes de base @i : no método dos elementos
finitos elas sdo "polindémios por parte". Esté escolha é respon-
sédvel pelo sucesso do método. Desse modo, a idéia principal
fundamenta-se no fato das fungdes de base @i poderem ser defi-
nidas "por partes" sobre sub-regides do dominio chamadas de "e-
lementos finitos", e em qualquer sub-dominio as @i podem ser
escolhidas como sendo fungdes muito simples, tal como polindmi-
os de baixo grau. Cada uma das fungoes @i vale zero sobre a
maior parte do dominio, e entra no calculo somente nas vizi-
nhancas de um né particular. Portanto, o método dos elementos
finitos fornece uma técnica, geral e sistemética, para constru-
ir fung¢des de base objetivando as aproximagOes de Galerkin a-
plicadas aos problemas de valores de contormno. A

Para construir-se um conjunto de "fungdes de base"
por partes, primeiro divide-se o dominio do problema em um na-
mero finito de elementos. Na Fig.6 é mostrado um dominio divi-
dido em 4 elementos, cada qual possuindo um comprimento hi' Os
cinco nés existentes estdo numerados de 1 a 5. O conjunto for-
mado pelos elementos mais os pontos nodais, compondo o dominio

do problema, ¢é algumas vezes chamado de "malha dos elementos

finitos".

— e
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Elementos : Q, Q, Q, Q,

z=0 ) z=h

Fig.6 - DIVISAO DA REGIAO 0<z<h EM 4 ELEMENTOS

Tendo-se elaborado a malha dos elementos finitos,
procede-se & construgdo do conjunto de funcdes de base corres-—
pondente. Tais funcdes s3o geradas por polindmios simples defi-
nidos por partes, elemento a elemento, sobre a malha. As fun-
¢Oes de base s3o escolhidas de tal maneira que os parametros Si
e Ri’ definindo as solugdes aproximadas S(z,t) e R(z,t), sejam,
precisamente, os valores de S(z,t) e R(z,t) nos pontos nodais.

Um conjunto de fungdes de base bem simples, mas per-
feitamente adequado a muitos problemas, é mostrado na Fig.7
Trata-se das fungdes lineares por partes. Embora tais fungoes
possuam uma primeira derivada descontinua, as definicdoes das
matrizes [M], [Nl]' [N2] e [N3] requerem, quando muito, que a
primeira derivada tenha apenas a integral finita; e esta condi-
cdo é observada pelas funcdes lineares por partes.

Ao se escolher as fungbes de base da Fig.7, como con-
sequéncia, as solugdes aproximadas S(z,t) e R(z,t) serao também
lineares por partes, conforme mostrado na Fig.8. Como indica
esta figura, espera-se que as incédgnitas Si assumam, ao final
do processamento, valores representativos da funcao S(z,t) nos
pontos nodais (o mesmo se pode dizer das incdégnitas Ri em rela-

cdo a R(z,t)).
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S(z,t) =

n
2. S;(t) o, (t)

S(z,t) ————

; S
o . .
E E : z
z4=0 2, Z3 Zn-2 a1
Fig.8 - ILUSTRAGAO GRAFICA DAS FUNGOES S(z,t) E S(z,t), RESPEC-
TIVAMENTE FORMAS EXATA E APROXIMADA,. NUM DETERMINADO
MOMENTO ¢
As expressOes para as funcdes lineares ¢i e suas de-
) rivadas s3o fornecidas pela Tab.l1 . Consequentemente, os valo-
- res de <®i,¢j>, <¢i’®j> e <®i,¢3>, definidos abaixo, assumirdo
as formas mostradas na Tab.2
Zn
KD, ,D.> = , . 2.105
@l ¢J jg ¢l(z) ¢J(z) dz (2.105)
Zn
<P, ,D.> = ’ . .
oy @J jg ¢l(z) @J(z) dz (2.106)
(2.107)

Zn
<P, ,d.> = &, (z) &, (z) dz
109 j; l( ) J( )



Tab.1l — FUNCOES LINEARES

POR PARTES E SUAS DERIVADAS
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0 0 2,525 4
(z—zl_i)/(zi—zi_l) 1/(zi*zi_1) z, 152524
@i(z) @i{z)
(zi+1—z)/(zi+1—z ) —1/(zi+1—zi) ZiSZSZi+l
0 C zzzi+1
0 .0 zzz2
o, (2) @, (2)
(zzuz)/(22~zl) ~1/(22—zl) zlsZSZz
(z=z_4) /(272 1) 1/ (2,72 4) 22Zn-1
@n(z) @h(z)
0 0 z,<222 4
Tab.2 - VALORES DE <®i,®j> . <®i'¢j> E <®i'®j>
<¢i,¢j> <¢i,®a> <¢i'¢j> VALIDADE
0 0 0 |i-3]=22
-(zi+l*zi)/3 1/(zi+1—zi) -1/2 i=j=1
(zi—zi_l)/B 1/(zi“zi_1) 1/2 i=j=n
{Zi+1 zi_l)/3 1/(zi~zi_l)+1/(zi+l—zi) 0 i=j ~ i#l A i#n
(z.—zi_l)/6 *l/(zi—zi_l} 1/2 i=j+1
(zi+l—zi)/6 —l/(zi+1—zi) -1/2 i=j-1
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A Tab.3 apresenta os valores de ¢i(z)'e Qi(z) no caso

em que os intervalos 2z.,-z, forem considerados constantes, e

iguais a Az . Consequentem;née, as expressoes para as intégrais
fornecidas pelas equagdes (2.105) a (2.107) assumirdo as formas
mostradas na Tab.4

Os elementos que compdem as matrizes [M], [Nl] e [NZ]
(Fig.4 e 5) podem ser encontrados diretamente com © auxfilio da
Tab.4 . Portanto, estas matrizes possuirdo apenas trés diago¥
nais diferentes de zero. Diz-se que sdo "bandeadas a trés" ou
"tri-diagonais". A Fig.9 mostra, de forma esquematica, a estru-
tura tri-diagonal assumida pelas matrizes [M], [N1] e [NZ] no

caso de n nés.

X, 2z
w Y 2 O
W Y Z
w oy
R -
W .y z
) w Yy z
W X,
nxn
(M] [N1] [N2]
X, Az /3 -1/2 i/Az
X, Az/3 1/2 1/az
24z/3 0 2/Az
z ' Az /6 1/2 -1/Az
w Az /6 -1/2 -1/Az

Fig.9 - MATRIZ PADRAO TRI-DIAGONAL REPRESENTATIVA
DOS VALORES DE [M], [Nll E [NZ]
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Tab.3 - FUNC6ES LINEARES POR PARTES E SUAS DERIVADAS (Az=cte)

0 0 282 4
(Z—Zi~1}/AZ 1/4z zs 15252
@i(z} @i(z)
(zi+l—z)/az -1/Az zlszgzi+1
0 0 2221+l
0 0 z22,
o, (2) @ (2)
(zz—z)/Az -1/A2 zlgzgz2
(z—zm_l)/Az 1/Az 22z, _4
@n(z) ® (z2)
0 0 Z,%£252
i n-1

- . ’>‘<!'r!. <;‘, >, —
Tab.4 VALORES DE <®l,®j @l ®j> E @l @J (Az=cte)

(@i,¢j> <®i,¢i> <®1'®j> VALIDADE

0 0 0 |i-3 =2
AZ/3 1/Az2 -1/2 i=j=1
AzZ/3 1/Az 1/2 i=j=n
2Az/3 2/Az 0 i=j A i#lAi#Fn
Az/6 -1/Az 1/2 i=j+1
AzZ/6 -1/Az -1/2 i=j-1
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Como se observa, estas matrizes possuem configurag¢oes simples ,
e seu armazenamento no computador requer pouca meméria,apenas o
necessario para se guardar os valores de Xy Xy v, Z e Ww. Além
do mais, o fato de serem bandeadas a tré&s torna bastante rapida
a multiplicag8o destas matrizes por vetores durante o processa-
mento do programa.

Em virtude de se ter escolhido as fungdes lineares
por partes como fungdes de base, a matriz [N3], Fig.5b, possui-
r4d apenas um elemento diferente de zero, conforme mostrado a-

baixo,

= | (2.108)

[N3] N IR

Como se percebe, no método dos elementos finitos as
funcdes de base sdo escolhidas a fim de se obter matrizes com
pequeno numero de diagonais n3o nulas. Entretanto, polindmios
de ordem maior podem ser usados, mas isto resulta no aumento ‘de
diagonais possuindo elementos diferentes de zero e, por conse-
guinte, no incremento do tempo de processamento.

Na equagao (2.100) o vetor [F]r representa a fonte, e
sua evolugdo no tempo € consequéncia da funcdo f(t), conforme
indicado pela equacdo (2.87). Em virtude de termos escolhido as
fungdes ¢i(z) como sendo lineares por partes, Os valores de
¢i(zf) ser8o iguais a zero, exceto para i=p, onde p representa
o indice do né associado ao ponto de aplicagao da fonte,

i=p = @i(zf) = ®p(zf) = 1 (2.109)

Deste modo, o vetor coluna [F]r, em um certo tempo tr' assumiré

a seguinte forma

[Fl,_ = F ' f0,0,...,0,1,0,...,0,0]

o f(t) (A+2m)
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2.6 Solucao Implicita dos Sistemas Lineares Tri-diagonais

As matrizes tri-diagonais estudadas no item anterior
aparecem nas importantes equa¢des (2.99) e (2.100) (ver também
as equa¢des (2.88) a (2.91)). Tais matrizes independem do tempo
e carregam informacdes sobre o modo de discretizagdo e tipos de
fungdes de base escolhidas.

L

Supondo conhecido os vetores prévios [R]r . [R]r—l
[S]r e [S]r_l , consegue-se calcular o valor de [R]r+1 e [S]r+1
através da resolucdo dos sistemas lineares tri-diagonais ex-
pressos pelas equagdes (2.99) e (2.100). Ambas equagdes sdo do

seguinte tipo

(el [E]l ., = [H] (2.111)

nxn Nxl Mxl

onde [Q] é uma matriz tri-diagonal, de ordem nxn, cujos elemen-
tos sao conhecidos; [H] é um vetor com elementos também deter-

‘minados; e [E] representa o vetor incégnita. A Tab.5 indica ao

que corresponde [Q], [E] e [H] em relacdo as equagdes (2.99) e
(2.100). Como se observa, uma vez calculado ¢ valor de [E]l, de-
ve-se ainda fazer uma subtracao vetorial para se obter [S]r+1
ou [R]r+1'
responde a

conforme a equagao considerada, este desconto cor-

[s] [E]-[S],_, (2.112)

r+1l

ou a

[R] [E]-[R]_, (2.113)

r+l

Existe um método particularmente simples de resolver
o sistema linear tri-diagonal expresso pela equagdo (2.111),

implementado através de um esquema implicito. Sejam qij , ey e
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hi , respectivamente, os elementos de [Q] , [E] e [H]. A solu-
¢30 é encontrada da seguinte maneira (STROUD 1974)

a) Inicialmente, computa-se as quantidades

* —
917 T 911
. (2.114)
* P - * ] = -
aly = 9437951 Fopg/oggog o 230000
* —
hy = hy
(2.115)
L — - * * { =
hy = hy=Qy 9 P 4/95_ g3y » ¥52.3....0m
b) Entdo, a solugdo é dada por
=1 * *
el’l hn/qnnW'
(2.116)
R N * oy — -
ey hi D41 ei+1/qii , i=n-1,n-2,...,2,1

Além do fato da matriz [Q] ser tri-diagonal, o Qque
por'si s6 j& reduziria sensivelmente a meméria necessaria ao
seu armazenamento e o tempo de CPU gasto em sua manipulagao,
outras caracteristicas importantes podem ser aproveitadas. A-
través da Tab.5, observa-se que a matriz ([Q] depende de [M] e
[N2] ; ver também equacles (2.88) e (2.89). Como consequéncia,
a matriz [Q] possui um arranjo semelhante ao dado pela matriz
padrd3o da Fig.9, com varios elementos repetidos, e € simétrica
(z=w) posto que [M] e [N2] também o sado.

Como mencionado no comentdrio ao final do item 2.2 ,
o problema é resolvido diversas vezes, para diferentes valores
da varidvel k. Uma vez estabelecido um valor para Kk, o esquema
caminha passo a passo no tempo (variévei t) através de consecu-
tivas resolucdes das equagdes (2.99) e (2.100). Como a matriz
[Q] nd3o depende de t, os valores de 54 - equacao (2.114), po-
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dem ser calculados fora do "loop" de variacdao do tempo, impli-
cando na diminuicdo do numero de operagdes.

Uma vez calculados os valores discretos das fungles
s(k,z,t) e R(k,z,t), resta ainda avaliar numericamente as inte-
grais expressas pelas equacdes (2.12) e (2.13) a fim de se ob-
ter os deslocamentos normal (Uz) e radial (Ur). 0 {item seguinte
calcula estas integrais de maneira eficiente através de um ver-
si8o modificada do esgquema de quadratura Clenshaw-Curtis (XU e
MAL 1985).

2.7 Avaliac83o Numérica da Transformada de Hankel

Neste item, procede-se no sentido de avaliar numeri-
camente as integrais expressas pelas equagoes (2.12) e (2.13)
Como se observa, estas integrais sdo do tipo

h .
jg ‘Fx(x) Jn(rx) dx , n=0;1 (2.117)

onde Jn(rx) é a funcdo de Bessel de primeira classe e ordem n ;
_Fx(x) é¢ uma func3o que, em geral, apresenta comportamento osci-
latério ; e [0,h] é o intervalo de integragao.

' A avaliacao numérica da equagao (2.117) pode se tor-
nar diffcil quando a fung¢do de Bessel for muito oscilatéria no
intervalo de integracdo. Isto ocorre a medida que r assume va-
lores cada vez mais elevados. A situag¢do pode se agravar, ainda
mais, se FX(X) também oscilar bastante. Acrescente-se a isso o
fato dos valores discretos de Fx(x) serem obtidos através de o-
peracdes matriciais que requerem significativo  tempo de CPU.
Assim, torna-se necessiria a utilizag@o de um algoritmo efici-
ente que, levando em consideragdo estes agravantes, possa ava-
liar a equacgdo (2.117) através de um nimero adequado de ordena-
das requerido para satisfazer uma dada tblerancia.

Para levar a efeito a integragdo, inicialmente divi-
de-se o dominio [0,h] em varios subdominios, e a seguir inte-
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gra-se numericamente Fx(x) em cada um deles. Desse modo, O re-
sultado final corresponde & soma das integrais parciais

b
Intg =jﬁ Fx(x) Jn(rx) dx ., n=0;1 (2.118)
a

relacionadas a cada um dos subdominios (Fig.10)

h
) F (%) J (rx) dx = 2, Int
‘Exbd Fxﬁﬂ J; X n 25 g
x5 P
S D B N B S x
0 a b h
F, (b)
F(a) /‘
Intg = [PF () I (00 &x
a b

Fig.10 - DESTAQUE DO SUBDOMINIO PARA A APLICACRO
DO ESQUEMA DE XU E MAL
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0 algoritmo utilizado neste trabalho baseia-se no mé-
todo de integracdo proposto por XU e MAL (1985), que é uma ver-
sSo modificada do esquema de quadratura elaborado por CLENSHAW
e CURTIS (1960). ,

Clenshaw e Curtis desenvolveram um algoritmo no qual
o subdominio [a,b] era dividido em N intervalos, e o integrando
aproximado por uma série de polindmios de Chebyshev de primeira
classe, Tm(z), na forma 3" Ch Tm(z), -1<z<1 . Seguia-se a ava-
liac80 analitica de cada termo.

Xu e Mal aplicaram o método de Clenshaw-Curtis na a-
valiagdo das integrais de nUmero de onda com as seguintes modi-

ficagdes

a) Usaram um algo;itmo no qual a duplicacao de N era combina-
da com a subdivis3oc do intervalo, de tal maneira que nenhum da-

do anterior fosse disperdigado.

b) Aprox1maram somente F (x) por polinémios de Chebyshev , e
integraram j- < J (rx) analltlcamente

c) Sugeriram uma estimativa de erro prdtica para o esquema de

guadratura.

d) Compararam resultados usando o seu método, o método de Fi-
lon (FILON 1928), uma versdo adaptada do método de Filon (FLINN
1960) e um esquema adaptado de quadratura gaussiana (KUNDU
1983), em varias integrais, inclusive naquelas que surgem em
problemas de propagagdo de ondas, demonstrando o bom desempenho

do esquema sugerido.

Para iniciar a formulagdo do algoritmo, procede-se 1i-
nicialmente a uma mudanca de varidvel na fungdo Fx(x),(Fig.ll),
cujo objetivo é passar para © intervalo de ortogonalidade dos

polinédmios de Chebyshev, [-1,1]. Assim, tem-se

X = A z + B ' (2.119)

onde

A = (b-a)/2 e B = (bt+a)/2 (2.120)
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a (a+b) /2 ‘ b

Fig.11l - MUDANCA DE VARIAVEL : X = A z + B

Qualquer funcdo que satisfacga as condigoes necessdri-
as para a convergéncia de sua expansao de Chebyshev pode ser a-

proximada, em qualquer precisd@o desejada, por uma série finita
com a seguinte forma

N
Fx(x) = Fz(z) = mi; Cm Tm(z) ,  =1<z<1 (2.121)

onde Tm(z) é o polinémio de Chebyshev de primeira classe e
m-ésima ordem ; e 32" denota uma soma finita na qual o primeiro
e o Gltimo termos sdo divididos por 2. Aplicando-se a proprie-
dade de ortogonalidade dos polindmios, os coeficientes Cm sdo
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determinados por (CLENSHAW e CURTIS 1960)

2 N
c = — 3" f
N

cos (mkn/N) (2.122)
m k=0

k

onde
fk = Fz(zk) V2 = cos (kxn/N) (2.123)

A Fig.12 mostra a disposigdo gréfica de fk e z, NO caso em que
N=4 . Como se observa, o indice k cresce da direita para a es-
querda, e as abcissas 2y ndo ficam igualmente espag¢adas no in-
tervalo [-1,1]

S L L L T

=1

1}
(=]

z4=—1 z3=—v§)2 z,

z1ﬂébg Zq

Fig.12 - DISPOSIGAO GRAFICA DE f, E 1z, QUANDO N=4
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Reescrevendo a expansdo (2.121) em série de poténci-

as, obtem-se

N ' N
Fx(x) = Fz(z) = 3" Cm Tm(z) = ¥ D_ 2z (2.124)
m=0 n=0

Além disso, usando a equacdo (2.119) em (2.124), tem-se

N N
z D {((x-B)/A}™ = = D, A T (x-B)™ (2.125)

F (x) =
X m=0

m=0

A parte binomial de (2.125) vale

=]

K gk g (2.126)

(x-B)™® = X m

™M

k=0

sendo ©s Ek o portanto, os coeficientes de (x—B)m na expansao
i’

em série de poténcias,

B o= (-1)% ———— (2.127)

facilmente obtidos através do tridngulo de Pascal.
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Substituindo-se as equagdes (2.125) e (2.126) em
(2.118), obtem—-se a seguinte expressdo para a integral

b b N
Intg =f F (x) J(rx) ax =f {z b a ™ (xB)™ J (rx) &
a a m=0

N m b _
= 3 DA™ 3 E ka K g (rx) ax (2.128)
- m - k.m n
m=0 k=0 a
/x; Adiciohalmente, fazendo-se ¢{=rx , chega-se a
-1 N - m k
Intg = ¢ = Dm (A 1) { = »Ek o (B r) Gk m} (2.129)
‘ m=0 k=0 ' ‘
| onde
| rb
| . _ m—k .
Gk,m —j;a 14 Jn(§) d¢ (2.130)

A equagdo (2.129) fornece um modo eficiente de calcular numeri-
camente a integral dada por (2.118). Apds extensivos testes, Xu
e Mal encontraram que, para uma ampla classe de integrais de
nimero de onda tipicas, os seguintes valores representam, com
boa aproximacd3o, a tolerancia ¢

e = max( 2,5 C4 ; 0,5 C3 ) . para N=4

max( 2,5 C 2,0¢C¢, ;: 1,5 ¢C

o 8;
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A determinagdo de Gk,m ,, necesslria ao cdlculo de
Intgv, ndo apresenta maiores dificuldades, posto que Gk,m pode
ser avaliado através das seguintes férmulas, 3giundas da teoria
das fungdes de Bessel (ABRAMOWITZ e STEGUN,198%) :

rb rb
[ § Jp(8) af = {§ 3,4} (2.131)
r

a ra

rb _ rb
f (€ 3,08 ag = (€ I (D+e-1 (T ay -

ra ra
rb c-2
—(c—l)i/. ¢ Jo(g) d¢ , c=22 (2.132)
ra
rb rb
f I (§) df = (-3,(5)) (2.133)
r

a ra

rb c c rb rb -1
f £ J.(8) dag = {-¢{" J5(8) }oo+ c/ 4 Jo(§) ag ., c2l
ra ra ra

(2.134)

onde ¢ é um inteiro, e equivale a m-k nas quatro Gltimas equa-
¢oes. Devido a estas férmu%if, apenas os valores de Jn(g),n=0;1
(em ¢{=ra e ¢=rb), e de _ﬂa Jo(g) d¢ precisam ser avaliados
numericamente. As integrais restantes sao obtidas por recorrén-
cia.

0 célculo de Jo(g), J1(§) e jﬁJo(g) d¢ pode ser rea-
lizado mediante aproximag¢des polinomiais (é?EAMQWITZ e ’§?§gqq

1965) ou, opcionalmente, através das férmuias dedﬁiidésy pelo

Dr. Klaus Schiel, que s3oc simples e se mostraram de singular
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convergéncia (SCHIEL e GEMAQUE 1986)

-1 L
Jo(g) = — 3 cos(¢ Pk) (2.135)
L k=1
1 L
J,({) = — 2 P,_sin(¢{ P,) (2.136)
! L k=1 K K
&
: g, 1 L | :
~/. Jo(g) ai = — § {s;n({2 Pk)—SJ.n(gl Pk)}/Pk (2.137)
§, L k=1
onde
P = cos{(2k-1)n/(4L)} (2.138)
e L é um inteiro positivo que, elevando—-se, permite maior pre-
— cisdo no célculo. Para maiores valores de § , necessita-se au-

mentar o limite L a fim de manter uma determinada precisédo.
Resta ainda examinar o procedimento adequado quando o
raio for nulo (r=0). Neste caso, a equagéo (2.118) se reduz a

bA .
Fx(x) dx , para n=0
a

Intg (2.139)

0 , para n=1

uma vez que J0(0)=l e J1(0)=0. Portanto, no epicentro, a compo-
nente radial do deslocamento (equacdo (2.13)) nao é excitada; e
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a componente normal (equagdo (2.12)), com o desaparecimento da
oscilagdo produzida pela fung3o de Bessel, reduz-se a um cdlcu-
lo menos complicado. Muitos esquemas importantes, usados na im-
plementac8o numérica da integral expressa pela equacgao (2.139),
podem ser encontrados em DAVIS e RABINOWITZ (1975). Uma possi-
bilidade interessante corresponde ao uso do préprio esquema de
Xu e Mal. E evidente que a equagdo (2.129) n3oc pode ser usada
diretamente, posto que envolveria divisdo por zero. Entretanto,
a condicdo r=0 pode ser aplicada na equagao (2.128). Assim, ob-

tem—-se
N -m m Kk
Intg = 3 D A" {3 E B G ] (2.140)
m=0 k=0
onde
b b
f S g = ™Kl (m-k+1)} . n=0
_)/a a
G om = (2.141)
0 , n=1

2.8 Linearizagao Explicita da Integral Aproximada

Constata—-se que em vArios casos importantes é conve-
niente, e até bastante econdmico em termos de memdria e tempo
de computacdo, obter a integral aproximada (2.129) na forma de

combinagdo linear explicita, ou seja,
W fk {(2.142)

Iqtg = W, fo oW, f1 IR Wy fN =

onde fk s3o os valores da fungao conforme (2.123) e W, seus
respectivos pesos. Tencionando obter esses pesos, observa-se
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que a equacgdo (2.129) pode ser gompactada na seguinte férmula,

Intg = r z Dm Sm (2.143)
m=0
onde
-m m k
Sm = (A T) kzo {Ek,m (B r) Gk,m} (2.144)

Os valores de D podem ser escritos como combinagdes de Cp (e~
quacd3o (2.124)), e estes, por sua vez, COmo combinag¢des de £
(equagdo (2.122)) . Assim, obtem-se os D como fungdes dos fk :

DO=D0(fOl rfN)
Dl=Dl(fO, ,fN) (2.145)
D=Dy(fgr--- By

substituindo (2.145) em (2.143) e reagrupando parcelas, chega-.
se & equagdo (2.142), com os pesos W, em fungdo de Sm :

Wo=Wg (Sgr - e Sy
W, wl(SO' ,SN) (2.146)
Wy =Wy (Sgr - v Sy)
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A titulo de exemplo, calcula-se a seguir os valores
de wk no caso em que N=2 (Fig.13). Desenvolvendo a equagao

(2.124) para N=2, obtem-se
) - 0 1 2
% CO Ty + C; Ty * % C, T, D, 2° + Dy 2" + D, z

1

substituindo os valores dos polindémios de Chebyshev nesta dlti-

ma equagao, vem
¥ C0 + C1 z + % C2 (222—1} = D0 + D1 z + D2 z2
donde se conclui que
= 1 - = = 8
DO A(C0 C2) ' D1 Cl . D2 C2 (2.147)

Entretanto, conforme a equagao (2.122), tem-se

M
i

% fo + f1 + %lf

0 2
Cy = % fO - A f2 ' - (2.148)
C, = % fo - fl + % f2

Substituindo (2.148) em (2.147), obtem—se expressdes para Dm em

fungdo dos £, ou seja,

f

o
il

0 1
D1 =% (fo-fz) (2.149)
D2 = % (f0+f2) - fl
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i Fx (%)

0 x2=a X,= (a+b) /2 Xy
N=2
:s'k=Azk+B l FZ(Z)
BT, (3) i b
fl .
f2 E
: fo
: : oz
22=-—1 z1= ZU=‘_I
2, =COS (kn/N)
Fig.13 - DISPOSICAC GRAFICA DAS COORDENADAS xk .

E fk NO CASO EM QUE N=2
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Prossegue-se o desenvolvimento com a substituigd@o das equagdes
(2.149) na equagao (2.143) ‘

N
_ -1 _.-1 '
Intg = r mio Dm Sm = ¥ { DO so + D1 S1 + D2 S2 }
- -1 _ -
= r { fO Y (Sl+Sz) + f1 (SO Sz) + f2 % (S2 Sl) }
Portanto
w. =1 1Y% (S,+S,)
0_1’12,
Wy = 3 (SO—SZ) (2.150)
= 1 _
W, r % (82 Sl)
A divis3o por r, que aparece nas equag¢les (2.150), pode ser

feita de forma vantajosa no final do programa, gquando as &reas
de todos os subdominios que compdem o intervalo [0,h] tiverem
sido computadas, evitando-se, deste modo, operag¢des intermediéd-
rias desnecessérias.

Para o caso do epicenfro (r=0), usa-se a equagao
(2.140), que pode ser compactada na seguinte expressao

Intg = 2 D (2.151)

S
m=g ©® W

‘onde

- (2.152)

n
1
:]>'
M8
&)
w
Q
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Seguindo o mesmo roteiro de célculos, chega-se a

wo = Y (Sl+Sz)

W, = (Sy=S,) (2.153)
Wy = % (5,787)

1

A menos do fator r ~, estes pesos possuem a mesma aparéncia da-
queles fornecidos pela equagd@o (2.150). Entretanto, os valores
de Sm provenientes de (2.153) s8o calculados de forma muito
mais simples que os de (2.150) pois ndo envolvem manipulacdes
com fungdes de Bessel.

Para outros valores de N (4 , 8 ou 16, por exemplo)
o procedimento usado na determinagao dos . pesos wk_é similar.
Contudo, o grau de dificuldade na manipulagdo algébrica aumenta
consideravelmente a medida que N assume maiores dimensdes.

No programa de computag¢ado desenvolvido para o presen—‘
te .trabalho usou-se N=4 , e como consequéncia, os seguintes va-

‘lores para OS pesos Wy,

W, = r:i {85 + 8, — % (S + Sy}

Wy S E V2 (S, = 83) + 2 (S, = §5,)}

Wy = r_1 {S0 -3 S2 + 2 S4} (2.154)
Wy = r_l V2 (s3 - Sl) + 2 (S2 - S4)}

Wy =T (% (s, - 8,) —S3+S4}
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3. SISMOGRAMAS SINTETICOS

Neste capitulo s3o apresentados vérios exemplos de
sismogramas sintéticos calculados através do método desenvolvi-
do neste trabalho.

A coﬂfiguraqéo geométrica do meio modelado é forneci-
da pela Fig.1l . Uma fonte do tipo normal-pontual, localizada &
profundidade Zgs ocasiona a formagdo do campo de onda. Sdo es-
colhidas algumas situa¢8es onde a profundidade da fonte assume
diferentes valores. Tal fonte é expreésa pela equacgao (2.8) , e
sua variacdo no tempo, em todos os exemplos aqui apresentados ,

possue a seguinte formulagd@o

Cc { sin(2nt/T) - 0.5 sin(4=t/T) } , 0st<sT

£(t) =
0 , T

Desse modo, tanto f(t) como sua derivada f'(t) sao funcdes con-

tinuas.
As Fig.14-17 apresentam os deslocamentos vertical

(Uz) e radial (Ur) na superficie do semi-espag¢o homogéneo (z=0)
para diferentes distancias epicentro-receptor (r).
No célculo de todos esses sismogramas tedricos , con-

" siderou~se sempre os seguintes valores

velocidade da onda P : a=1.0 Km/s
velocidade da onda S : B=0.7 Km/s

densidade do meio : P=2.3 g/cm®

VIKTOROV (1967) desenvolveu uma expressao aproximada

para a velocidade da onda de Rayleigh (vR) '

vg = B(0,87+1,120)/(1+0)
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onde ¢ & a razdc de Poisson,

o= (k2-2)/{2(k*-1)} ' k2=q2/B?2

Desse modo, substituindo os valores numéricos de a e P nas foér-

nmulas anteriores, encontra-se

Ve = 0,87 B = 0,61 Km/s

Ao se calcular o valor de vR através dos gréaficos onde a onda
de Rayleigh aparece (Fig.15,16,17), verifica-se que o resultado
é totalmente compativel com 0,61 Km/s.

No sismograma apresentado pela Fig.14 (zf=2Km) duas
ondas podem ser distinguidas nitidamente - a onda P , imediata-
mente seguida pela onda S. Nesta figura , as setas indicam os
pontos de inicio das ondas P e S. Em decorréncia da escolha de

z (duas vezes o comprimento de onda), a onda de Rayleigh é

£
muito fraca para poder ser vista no sismograma . Os resultados

da Fig.14 concordam razoavelmente bem com O0s apresentados por
ALEKSEEV e MIKHAILENKO (1980).

A Fig.15a e suas amplificagdes (Fig.15b,c) correspon-
dem ao caso em que a fonte geradora do sinal esté& localizada a
600 m de profundidade. Os melhores detalhes sao fornecidos pela
Fig.15c ; nela podem ser observados trés tipos de ondas - P , S
e Rayleigh. A onda P, por ter maior velocidade, separa-se mais
rapidamente das outras duas, e pode ser facilmente discriminada
na Fig.15c, no sismograma correspondente ao deslocamento radial
(Ur)’ Nesta figura as ondas S e Rayleigh nao aparecem totalmen-
te separadas, mas sim de forma superposta. Nota-se também que
as amplitudes das ondas P e S decrescem mais rapidamente que as
da onda de Rayleigh a medida que a disténcia epicentro-receptor
(r) aumenta.

Os sismogramas apresentados pela Fig.l6a e sua ampli-
ficagdo (Fig.16b) correspondem ao caso de zf=300m. No epicentro
(r=0) a onda P atinge uma amplitude significativa (ver Fig.1l6a,
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componente normal Uz), contudo ela decresce de forma bastante
rapida, e j& a partir de r=0,5Km a onda de Rayleigh & fortemen-
te predominante. Desse modo, a Fig.1l6b apresenta , em termos
praticos, apenas as ondas de Rayleigh.

Finalmente, as oscilagles correspondentes as ondas de
Rayleigh, oriundas de uma fonte localizada na superficie do se-
mi-espago (z=0), s&o apresentadas no sismograma fornecido pela

Fig.17
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4. CONCLUSOES

A discretizacdo de um continuum, como realizada pelo
método dos elementos finitos e das diferengas finitas, fornecem
solu¢Ses progressivamente mais precisas a medida que a malha é
refinada. Dessa forma, tais métodos ndo fornecem apenas tempos
de chegadas corretos para os vAarios eventos sismicos, mas tam-
bém levam em conta a variac¢3o da amplitude do sinal, que depen-
de do tipo de fonte utilizada e dos paré@metros do meio.

0 método proposto neste trabalho combina vérias téc-
nicas que tornam possivel o aproveitamento de algumas caracte-
risticas importantes - nadao € requerida muita memdéria de compu-
tador e, além disso, o célculo dos sismogramas situa-se den-
tro de uma faixa aceitével de precisdo numérica e rapidez com-
putacional. Portanto, pode-se concluir de maneira favoréavel em
relac8o a aplicabilidade do método desenvolvido.

0 prosseguimento natural deste trabalho conduz ao ca-
so estratificado, ou seja, calculo da resposta eldstica comple-
ta de um semi-espaco verticalmente heterogéneo. Adicionalmente,
vérias questaes aguardam solu¢les, e outras aperfeiqbamentos,
de forma que esta tese pode ser significativamente ampliada. Os
seguintes {tens descrevem a complementagdo e continuagdo do
trabalho '

- aperfeicoamento do algoritmo de inicializaqéb , indispen-

sdvel & partida do processamento no tempo;

- aprimoramento do esgquema numérico de integracg¢do aplicado
na avaliac8o das transformadas de Hankel, e a subsequente oti-
mizagc8o de k (intervalo do nimero de onda);

- inclus8o de outros tipos de fontes além da normal-pontual,
como por exemplo a fonte pontual explosiva;

- anélise das condi¢des de estabilidade associadas aos es-—

quemas numéricos propostos.

Os cdlculos realizados nesta tese foram levados a e-
feito no dominio do tempo. Uma outra possibilidade corresponde-
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ria a utilizac3c do método dos elementos finitos e da separagdo
parcial de varidveis combinados com a implementagao do problema
no dominio da frequéncia , incluindo-se pardmetros materiails

complexos do meio elastico.
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