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RESUMO

Este trabalho trata da resolucédo de equac¢des do primeiro grau enquanto uma pratica
escolar e foi desenvolvido por meio de um percurso de estudo e investigagéo (PEI).
O percurso desta investigacdo levou ao encontro de quatro praxeologias distintas
historicamente, cujas andlises evidenciaram a necessidade da concepcdo de um
modelo epistemoldgico de referéncia (MER). Buscou-se, entdo, construir uma
resposta para o problema de concepcdo do MER que permitisse a construgao de
novas organizacdes didatico-matematicas para o ensino do objeto em questao,
segundo uma inteligibilidade matematica. Como resposta parcial ao problema, o
MER apresentado teve como fundamentacdo matematica as estruturas algébricas
dos corpos, especialmente o corpo dos inteiros médulo p.
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ABSTRACT

This work deals with the solving first degree equations as a school practice and was
developed through a path of study and research (PSR). The course of this
investigation led us to the encounter of four historically distinct praxeologies, whose
analyzes evidenced the need for the conception of an epistemological model of
reference (EMR). We then sought to construct an answer to the problem of
conception of EMR that would allow the construction of new didactic-mathematical
organizations for the teaching of the object in question, according to a mathematical
intelligibility. As a partial answer to the problem, the EMR presented here has as a
mathematical foundation the algebraic structures of the fields, especially the field of
the integer numbers modulus p.

Key-words: 1. Epistemological model of reference. 2. Anthropological theory of

didactic. 3. Solving first degree equations. 4. Integer modulus p.
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APRESENTACAO

A resolucao de equacdes como uma pratica cultural escolar é realizada desde
tempos antigos. Um dos primeiros vestigios dessa pratica consta em um documento
conhecido como Manuscrito de Bakhshali, com suposta criacdo no inicio da Era
Cristd, mas esse dado é incerto assim como sua autoria.

Este manuscrito € uma compilacédo de regras e problemas acompanhados de
comentarios. Essas regras associadas aos exemplos permitiam estabelecer técnicas
diferentes para os diferentes tipos de equacdes de acordo com os tipos de
problemas.

O desenvolvimento histérico da matematica modificou profundamente os
objetos da Algebra que se concentrava em torno da Teoria das equacbes. Esses
desenvolvimentos tedricos mostraram-se importantes para o estudo das relacdes
entre diversas estruturas da matematica, que hoje compde a moderna Algebra.

De acordo com Chevallard (1985) a reforma da matematica moderna trouxe
mudancas significativas para o ensino tanto de um ponto de vista da organizagao
dos contetdos quanto da vieram com a reforma da matematica moderna, que na
Franca, foi implantada a partir do final da década de sessenta, 0 mesmo ocorrendo
no Brasil.

Essa transformacdo em pouco tempo trouxe mudancas significativas para o
ensino da matematica. A Aritmética, tida como base do curriculo da matematica
escolar, teve que ceder espaco a Algebra que se apresentou como campo tedrico de
grande utilidade para a construcdo de novas organizacfes matematicas para o
ensino e, em particular, para o ensino da resolugéo das equagdes do primeiro grau a
uma variavel.

Em um manual de &lgebra publicado em 1827', "para o uso de pessoas
impedidas de receber assisténcia de um mestre", a primeira aula comegca com as

seguintes linhas:

I. A algebra é a arte de executar sobre quaisquer quantidades, ao menos 0s
simbolos gerais, todas as operacdes aritméticas, e de representar, com a

ajuda dos mesmos simbolos, todas as relacdes entre essas quantidades.

! Manuel d’algebre ou exposé élémentaire des principes de cette science, por M. Terquem.
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Il. A parte da algebra que ensina as regras para a realizacdo de operacdes
aritméticas em qualquer quantidade & chamado calculo literal.

lll. A parte da algebra que lida com a forma de representar, utilizando sinais,
as relacdes entre quantidades, € chamada calculo por equacéo.

IV. Veremos a seguir que, no calculo por equacdes, precisamos
constantemente do célculo literal; de modo que este € um lugar para comecatr.

Enquanto, segundo Chevallard (1985), A. e J. Lentin Rivaud, em seus
elementos de algebra moderna, cuja quarta edicdo apareceu em 1961 (o primeiro
em 1956), que situa o aparecimento da algebra moderna em 1910, a insere como
prolongamento da aritmética e da &lgebra tradicional: "Na escola priméaria, escreve-
se, a crianca pensa sobre cole¢cBes e grandezas concretas de onde gradualmente
emerge o0 conceito de numero abstrato, independente da natureza das coisas
contadas ou medidas. O ensino secundario ensina aos adolescentes a manipular x e
y independentemente dos nimeros que essas letras representam. Um passo a mais
no calculo e chegamos ao calculo com polinbmios, em seguida, a composicdo de
transformacdes formais. Bem, a algebra moderna vai treinar o aluno a raciocinar
sobre as propriedades das operacdes, independentemente dos elementos (nimeros,
polindbmios, transformacdes...) sobre 0s quais se efetuam essas operagoes”.

A algebra, entendida no sentido tradicional desta palavra passou entdo a ser
guestionada pelas alteracdes feitas. Mas, como Chevallard enfatiza, a aritmética e
0s problemas préticos ndo desapareceram, embora seja apenas uma das partes do
corpus aritmético tradicional, mas sim a dialética entre aritmética e algebra.

O ensino das equacdes passou a se constituir de modo independente dos
problemas, embora uma das razdées que sustentam seu ensino seja o enfrentamento
de problemas, como deixam claro os PCN’s de Matematica quando apontam os
objetivos do quarto ciclo; um deles determina o desenvolvimento do pensamento
algébrico para que o aluno: “Resolver situagdes-problema por meio de equacdes e
inequacoes do primeiro grau, compreendendo 0S procedimentos
envolvidos.”(BRASIL, 1998,p. 81).

De outro modo, na escola, o ensino de equacbes do primeiro grau €
justificado pelo seu uso como ferramenta para a resolucdo de problemas o que lhe
confere um importante papel como modelo matemético para o enfretamento de
situacdes em contextos defendidos pela pedagogia escolar e incluso nos programas

de ensino de matematica.



14

As organiza¢Bes matematicas para o ensino da resolucdo das equacdes do
primeiro grau a uma variavel, sustentadas pela algebra moderna, entdo, seguiam
esse proposito e talvez isso seja uma das razbes que as tenham imputados duras
criticas que culminaram com o fim do seu ensino nas escolas brasileiras.

Mas, podera ser observado que o ensino da resolucdo das equacbes de
primeiro grau vive em organiza¢cdes matematicas nos livros didaticos atuais de modo
independente dos problemas, embora, de certo modo, ainda se recorra a problemas
para justificar seu ensino, mas desenvolvido de um modo sem um discurso claro que
explique ou justifique a pratica de resolucéo.

Compreendendo que o ensino das equacdes do primeiro grau € indispensavel
por se tratarem de modelos matematicos para enfrentamento de situacbes em
contextos postulamos que o0 seu ensino deve anteceder problemas, mas como um
fazer inteligivel que permita compreender para que se faz, e, porque se faz uma
operacédo na resolucdo de uma equagao como chegaram a propor as organizacdes
sustentadas pela algebra moderna.

Nesse sentido, nosso objetivo neste trabalho é construir uma resposta para o
problema de concepcdo de uma organizacdo didatico-matemética para o ensino de
resolucdo das equacdes do primeiro grau.

Para nosso propdésito, encaminhamos no primeiro capitulo os elementos
tedricos da Teoria Antropolégica do Didatico que permitiram fundamentar a
problematica considerada.

No segundo capitulo, apresentamos uma organizacao didatico-matematica
Hindu sobre o objeto de ensino considerado. O propdsito desse capitulo é
compreender se as técnicas de resolucdo estdo de algum modo presente nos dias
atuais. Isso pode encaminhar alguma técnica como vestigio cultural escolar.

No terceiro capitulo, consideramos as organiza¢cfes didatico-matematicas do
inicio do século XIX, mais precisamente de Reynaud (1810) baseada na aritmética
generalizada, de modo a observar a evolugdo das técnicas empregadas, inclusive as
suas invariancias.

No quarto capitulo, consideramos uma organizagcdo didatico-matematica
sustentada pela algebra moderna, cujos elementos teoricos sao indispensaveis para
o0 proposito maior deste trabalho, inclusive buscar compreender aspectos que

possam evidenciar, de algum modo, estranhezas que levaram a seu insucesso.
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No quinto capitulo, consideramos uma organizacdo didatico-matematica que
vive atualmente nas escolas brasileiras, pois se trata de um livro aprovado pelo
PNLD 2014, para compreender as técnicas usadas e o discurso tecnolégico que a
sustentam de modo a fornecer subsidios para a construcédo de nossa resposta.

Finalmente, no sexto capitulo, apresentamos um modelo epistemolégico de
referéncia que busca considerar o modelo recorrido pela matematica moderna, com
o diferencial que tem de evidenciar as regras como objetos ndo naturalizados
poderdo permitir construir uma organizacdo didatico-matematica inteligivel para o

ensino da resolucéo das equacdes do primeiro grau.
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1 CONSIDERACOES TEORICO — METODOLOGICAS

1.1 A TADE CONSTRUCAO DE ORGANIZACOES PRAXEOLOGICAS

A Teoria Antropoldgica do Didatico, daqui em diante TAD, se propde a ajudar
a identificar toda estrutura de conhecimento humano possivel, de modo
independente de qualquer ponto de vista epistemologico-cultural, que possa
assumir julgamento de valor a priori ou a posteriori, 0 que seja ou nao um
conhecimento ou uma "simples" prética.

Sob essa hipotese, que ndo especifica de nenhum modo uma dada
atividade, entre outras atividades humanas, a TAD rejeita a visao particularista do
mundo social admitindo que toda atividade humana, regularmente realizada, pode
ser descrita por meio da nocao de praxeologia, que generaliza as diferentes nocdes
culturais correntes sobre "uma habilidade que €& adquirida por treinamento”
(CHEVALLARD, 2009, p.4).

Uma praxeologia supde, em principio, uma a¢do em situacdo que em sua
forma pontual pode ser compreendida por uma tarefa (T), tomada em sentido amplo,
e de um modo de saber-fazer essa tarefa que denominamos de técnica ().

Assim, sao tarefas as acdes de desenvolver a expressao literal dada, dividir
um inteiro por outro, ler um manual técnico, integrar a funcao sen x, como também
sdo tarefas as acdes de ir do sofa ao armario, de sorrir a alguém e, inclusive, pensar
sobre a aula a ser ensinada.

Parece claro que uma técnica pode nado ser algoritmica e, inclusive,
suficientemente difusa, que ndo permita ser notada por quem a pratica. Além disso,
a técnica relativa a uma dada tarefa depende do espaco social em que se realiza
essa tarefa, pois o espaco social € quem legitima ou institucionaliza o que é saber-
fazer essa tarefa.

Para deixar claras essas nogoes, recorremos aqui ao exemplo da tarefa “fazer
farinha de mandioca”. As técnicas empregadas nos municipios da regido norte se
distinguem das técnicas empregadas na regido nordeste do Brasil, que séao
“sentidas” ou “percebidas” por todos aqueles que conhecem as duas farinhas dessas
regides.

O questionamento do tipo “qual o modo certo de fazer farinha?” pode fazer

emergir verdadeiras paixdes regionais pelos sujeitos que vivem em cada uma das
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diferentes regides produtoras, levando-os a defenderem seus respectivos modos de
fazer farinha.

Em particular, a producdo de farinha esta culturalmente instituida pelos
sujeitos regionais, de modo que fazer farinha € uma pratica naturalizada, no sentido
de que se faz assim, porque é assim que se faz.

O espaco social que legitima e institui o saber-fazer, entendido pelo bloco
constituido de uma tarefa e de seu modo de ser realizada, € denominado pela TAD
genericamente de instituicdo (1).

Em nosso exemplo pode acontecer de um sujeito de uma regidao nao aceitar
ou reconhecer como legitimo o modo de fazer farinha de outra regido, e, inclusive,

considera-lo absurdo, como podemos depreender do seguinte extrato de texto:

Finalmente, em uma instituicdo | dada, e a propoésito de um tipo de tarefas T
dada, ha, em geral, uma Unica técnica, ou, pelo menos, um pequeno
ndmero de técnicas institucionalmente reconhecidas com a exclusdo de
técnicas alternativas possiveis — que podem existir efetivamente, mas em
outras instituicbes. Esta exclus@o é correlativa, entre os atores de |, uma
ilusdo de "naturalidade" das técnicas institucionais em | — fazé-lo assim, é
natural... —, por contraste com o conjunto de técnicas alternativas possiveis,
que os sujeitos de | ignoram, ou, se eles sdo confrontados com elas, as
véem espontaneamente artificiais, e (portanto) “contestaveis”, “inaceitaveis”,
etc. Nesta visdo, observam-se frequentemente, entre os sujeitos de |,
verdadeiras paix8es institucionais para as técnicas naturalizadas na

instituicdo (CHEVALLARD, 1999, p. 223, traducdo nossa).2
A ndo aceitacdo pelos sujeitos de uma dada instituicdo de uma ou mais
técnicas para um dado tipo de tarefa pode decorrer do modo de pensar essa pratica,
designado de discurso ou logos, que da inteligibilidade a técnica no interior de sua
instituicdo. Isso encaminha a segunda parte da praxeologia, a do saber.
Denominado de tecnologia, o discurso — o logos — fundamenta a técnica e a torna

inteligivel como um meio para realizar as tarefas daquele tipo. Esse modo de pensar

2 Por fin, en una institucion | dada, y a proposito de un tipo de tareas T dado, existe en general una
sola técnica, o al menos un pequefio niumero de técnicas institucionalmente reconocidas, con la
exclusion de técnicas alternativas posibles — que pueden existir efectivamente pero en otras
instituciones. Dicha exclusion es correlativa, entre los actores de |, de una ilusiéon de “naturalidad” de
las técnicas institucionales en | — hacerlo asi, es natural... —, por contraste con el conjunto de técnicas
alternativas posibles, que los sujetos de | ignoran, o, si se les confronta a ellas, las miran
espontdneamente como artificiales, y (por ello) “contestables”, “inaceptables”, etc. En esta vision, se
observa frecuentemente, entre los sujetos de |, verdaderas pasiones institucionales para las técnicas

naturalizadas en la institucion (CHEVALLARD, 1999, p. 223).
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esta sujeito a um componente tedrico mais amplo que rege a tecnologia em si
mesmo.

Imaginemos, a producéo de farinha de mandioca sob condicbes semelhantes,
por exemplo, 0 mesmo tipo de mandioca, 0 mesmo tipo de instrumentos e mesmo
conjunto sequencial de procedimentos, permitindo concluir que serad produzido o
mesmo tipo de farinha, como pode ser verificado pelas farinhas bragantinas
produzidas por diferentes produtores. Neste caso, especifico da técnica para fazer
farinha, ndo existe uma teoria que a sustente.

Entretanto, a tarefa “resolver uma equacado” deve ser enfrentada sob um
conjunto de condi¢cdes matematicas, por exemplo, as praticas com as estruturas
algébricas que preconizam as regras da pratica algébrica. Tais regras permitem
encontrar sua solucao, ou solu¢des, independentemente do sujeito que ira produzi-
la. No entanto, na escola, a técnica da balanca que € utilizada para resolver
equacdes do primeiro grau na escola, ndo se constitui como uma técnica adequada,
por possuir limitagdes que ndo permitem resolver a tarefa completamente.

Parece clara a relatividade do saber preconizado pela TAD segundo as
atividades humanas realizadas sob condi¢cdes impostas pelas instituicdes. Nesse
sentido, € preciso ter em conta sempre que o modelo praxeoldgico proposto pela
TAD assume essa relatividade, como fica claro o seguinte extrato de texto:

Entende-se por tecnologia, [...], um discurso racional — o logos — sobre a
técnica, [...], discurso cujo primeiro objetivo é justificar “racionalmente” a
técnica [...], para assegurar-se de que permite realizar as tarefas de um
tipo, isto é, realizar o que se pretende. O estilo de racionalidade posto em
jogo varia segundo o espaco institucional e, em uma instituicdo dada, ao fio
da histéria dessa instituicdo, de maneira que uma racionalidade
institucionalmente dada podera parecer...como pouco racional em outra
instituicdo (CHEVALLARD,1999, p.224, traducéo nossa).3

Chevallard (2009) deixa claro que o saber-fazer ndo é obtido da natureza,

mas sao “artefatos”, “obras”, construgfes institucionais que sdo dotadas de sentido

por meio das situagcdes que Ihes ddo uma razéo de ser. Se assumirmos o estado do

® Se entiende por tecnologia, y se indica generalmente por 6, un discurso racional — el logos — sobre
la técnica — la tekhné — 6, discurso cuyo primer objetivo es justificar “racionalmente” la técnica 6, para
asegurarse de que permite realizar las tareas del tipo T, es decir, realizar lo que se pretende. El estilo
de racionalidad puesto en juego varia por supuesto en el espacio institucional y, en una institucion
dada, al filo de la historia de esta institucién, de manera que una racionalidad institucionalmente dada
podra aparecer... como poco racional en otra institucién (CHEVALLARD,1999, p.224).
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Para como instituicdo, a farinha do municipio de Braganca do estado do Para se
destaca entre as farinhas produzidas em outros municipios do mesmo estado; ha o
know-how bragantino em jogo que somente um produtor de farinha bragantino pode
alcancar.

Mas, as praxeologias podem ndo ser invaridveis no tempo, pois no interior
das instituicbes podem se estruturar em diacronia sincronica, no sentido de se
adaptar a novas formas adquiridas de pensar o saber-fazer dessas instituicoes.

O conjunto de todas as praxeologias presentes em uma dada instituicdo, que
€ denominado de equipamento praxeoldgico institucional, quando submetido a uma
dindmica cognitiva para atender uma demanda institucional, produzird uma dindmica
praxeoldgica institucional que pode fazer com que algumas praxeologias sejam
remodeladas, desaparecam, enquanto outras podem surgir com novos elementos
que serdo assim adicionados a esse equipamento praxeolégico ao longo do tempo.

A mudanca de uma praxeologia pode decorrer de sua transposicdo de uma
instituicdo para outra instituicdo ou de uma posi¢do para outra posi¢cao no interior de
uma mesma instituicao; por exemplo, o 6rgao regulador do estado do Para poderia
impor a transposicdo das praxeologias de “fazer farinha de mandioca” dos
produtores bragantinos para os produtores de farinha dos outros municipios
paraenses.

Mas, a transposicao de uma praxeologia exige uma nova (re)construcao que
pode tornar-se problemética, considerando-se que o novo habitat pode impor
condicdes sobre a ecologia dos saberes necessarios — que sdo substanciados por
todas as esferas sociais (cultura, sociedade, etc.) e ambientais( tipo de solo, de
mandioca, etc.) que deverdo agir sobre essa reconstrucdo — diferentes das
condi¢cBes impostas por seu habitat original.

Especificamente, quando falamos sobre uma dada praxeologia matematica,
precisamos considerar que sua pratica na escola pode se distinguir
consideravelmente de sua pratica por matematicos. Eles pensam a pratica
matematica de modo diferente do modo de pensar da escola — 0 que é suficiente
para afirmar que eles estéo a tratar de outra pratica.

Sob a compreensao da TAD podemos afirmar que o campo de praticas dos
matematicos, ou da matematica académica, esta subordinado a condigfes distintas
das condi¢Bes impostas sobre as praticas matematicas da escola. Estas (inter)agem

de modos distintos sobre e com as praticas do professor e do aluno.
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A relatividade da racionalidade institucional, mesmo que se possa considerar
que o professor de matematica é um sujeito académico, € um dos aspectos da
didatica que a TAD revela e que pode encaminhar compreensdes sobre 0 ensino e a
aprendizagem da matematica nas escolas que geralmente ndo sdo alcancados
pelas pesquisas com énfase na pedagogia, como parece nos encaminhar o seguinte
extrato de texto.

Em geral, face a wuma imemorial tradicdo que vé no nivel da
pedagogia (sede das condicdes e restricdes vistas como ndo especificas de
tal e tal conteldo praxeoldgico) o alfae o édmega da ecologia da didatica
escolar, os didaticos tem privilegiado o estudo das condicdes e restricdes no
nivel da disciplina, esquecendo, por vezes, 0s condicionamentos
dos niveis superiores, sem o0s quais muitos fendmenos tocante a difusdo da
disciplina ndo possam ser explicados. Ha um estreitamento do ambito do
estudo que, embora sem consequéncias para a invalidacdo de algumas
pesquisas, deve, em outros casos, ser reconsiderado. (CHEVALLARD,
2009, p. 6, traducédo nossa).*

A TAD considera as condi¢des que frequentemente sdo restricdbes impostas
sobre as préaticas do professor que ndo sao criadas pelo professor, independente
de ele saber ou ignorar. As condi¢cdes criadas, em outros niveis, que Chevallard

(2009) denomina de niveis co-determinacdo didatica, sdo, esquematicamente

mostrados a seguir:

Humanidade
1
Civilizacéo
1

Sociedade

i

Escola
I
Pedagogia
I

Disciplina

* Bien entendu, face a une tradition immémoriale qui voyait dans le niveau de la pédagogie (siege de
conditions et contraintes regardées comme non spécifiques de tel ou tel contenu praxéologique)
I'alpha et 'oméga de I'écologie du didactique scolaire, les didacticiens ont étudié de fagon privilégiée
les conditions et contraintes ayant leur siege au niveau de la discipline, oublieux parfois, en cela, des
conditionnements de niveau supérieur sans lesquels nombre de phénomenes touchant la diffusion de
la discipline ne peuvent étre expliqués. Il y a la un rétrécissement du champ de I'étude qui, tout en
étant dénué de conséquences invalidantes pour certaines recherches, doit, en d’autres cas, étre
reconsidéré (CHEVALLARD, 2009, p. 6).
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Segundo Chevallard (2009), esse esquema quando pensado de baixo
para cima, indica que o nivel de disciplina revela o conteddo praxeologico
(matematica, gramatica, fisica, quimica, biologia, etc.) interagindo com os demais
niveis, em suposta sequéncia do nivel mais imediato, pedagogia e escola, em
acordo com sistemas de ensino regulados pela sociedade, legitimados pelos niveis
mais externos e quase sempre esquecidos, o de uma cultura da humanidade.

O esquema sugere que os niveis de codeterminacéo didatica agem sobre o
nivel da disciplina a ser ensinada, mas € importante considerar que 0 modo como as
inter-relacbes entre os niveis de codeterminacdo didatica agem sobre as praticas
docentes ndo séo estéticas. Podem variar segundo os momentos da histéria social
e, em particular, da histéria social da praxeologia especifica a ser ensinada.

Nesse sentido, podemos supor que dificuldades de ensino, e, ou de
aprendizagem sobre uma dada praxeologia, podem ser compreendidas a partir da
histéria social dessa praxeologia, pois essa praxeologia pode ser fruto de
recombinacdes praxeoldgicas que podem ser entendidas com ajuda do seguinte

extrato de texto.

Se 1 @ A denota uma praxeologia [T, t, 8, 8] existente em uma institui¢éo I,
a sua transposicao para outra instituicdo I*, denotada por (I @ A)*, pode
em alguns casos (aproximadamente) se escrever 1 @ ( A*); Neste caso, a
praxis serd (essencialmente) a mesma, mas o logos terd& mudado. A
praxeologia transposta (I'1 @ A)* pode ser da forma (I1*) @ A, em que o
logos é mantido, mas a praxis alterada, e as vezes esvaziada de sua
substadncia (quando temos [1* =~ ¢@). Alteracbes e recombinagbes
praxeolodgicas séo, portanto, um fendbmeno no coragéo da historia social das
praxeologias (CHEVALLARD, 2009, p.4, traduc&o nossa).’

Assim, uma praxeologia pode comportar um discurso que pode se mostrar
insuficiente para encaminhar uma completa inteligibilidade da préatica em situacéo.
Nesse sentido, é preciso questionar a praxeologia a ser ensinada, mesmo que tal
praxeologia seja fruto de recombinaces praxeoldgicas realizadas pelas instituicées

produtoras de matematica.

® Si I'on note M @ A une praxéologie [T / T/ 8 / O] existant en une institution I, sa transposée en une
autre institution I*, qu’on peut écrire (N @ A)*, pourra en certains cas s’écrire (approximativement) 1
@ (A : en un tel cas, la praxis sera bien (essentiellement) la méme, mais le logos aura changé. La
praxéologie transposée (I @ A)* pourra quelquefois aussi s’écrire (IM*) @ A, avec, donc, un logos
maintenu, mais une praxis modifi€ée, qui, parfois, sera méme vidée de sa substance (on aura IM* = @).
Les altérations et recombinaisons praxéologiques sont ainsi un phénoméne au cceur de I'histoire
sociale des praxéologies (CHEVALLARD, 2009, p. 4).
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E dtil considerar que os matematicos exercem funcdo que vai além de
producado stricto sensu, como deixa claro o seguinte extrato de texto referente ao

papel exercido pelos matematicos no processo de transposicao didatica externa.

Funcgéo que se realiza mais ou menos indiretamente e que decorre do poder
epistemolégico ou cultural adquirido, de investidura, de gestao, de controle,
de assuncao do conjunto das praticas sociais — e das instituices que as
alberg:é\m — em que esse saber se pbe em jogo ( CHEVALLARD, 2005,
p.181)".

A expressao “conjunto das praticas sociais [...] em que esse saber se poe em
jogo” no extrato anterior quer dizer que a suposta presenca do saber matematico
nas praticas escolares autoriza os matematicos a impor suas condicfes normativas
sobre praxeologias escolares. A reforma da matematica moderna, no ensino,
constitui um exemplo dessa acdo da transposicdo didatica externa. As
consequéncias dessa ac¢do ndo se mostraram nada favoraveis quando transpostas
para a sala de aula.

Ndo € raro notarmos que na histéria de diferentes praxeologias,
frequentemente, ndo ha mudancas substanciais do bloco do saber-fazer ao longo do
tempo, mas que apresentam mudancas significativas quanto aos discursos
matematicos que buscam dar inteligibilidade para essas praticas; tentam-se construir
novas praxeologias como aplicacdes de teorias matematicas, sem ter em conta
outros saberes, inclusive ndo matematicos, que sao essenciais, Ssenao
indispensaveis, para tornarem possivel o ensino.

Em geral, as praxeologias construidas para o ensino, tais como as mais
antigas da aritmética — ou da algebra, como uma extensdo da aritmética — se
constituem exemplos do que estamos falando. Entre essas praxeologias,
encontramos as destinadas ao ensino da regra de trés que foram reconstruidas ao
longo do tempo com diferentes discursos, em geral, com variacdes tedricas
matematicas sempre dotadas de preocupacdes pedagodgicas para tornarem suas
praxeologias acessiveis aos alunos. Embora a intencdo possa ser pedagogicamente

relevante, os discursos construidos ndo conseguiram dar a inteligibilidade

® Funcion gue se realiza mas o menos indirectamente y que deriva del poder epistemolégico o cultural
adquirido, de investidura, de investidura, de gestion, de control, de asuncién del de las practicas
sociales (y de las instituciones que las albergan) en el que ese saber se pone en juego. De ese modo,
la razén invocada es tanto de orden metodolégico como epistemolégico (CHEVALLARD, 2005, p.
181).
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necessaria as suas préticas, deixando caracterizar suas praxeologias como saberes
praticos ou miméticos, no sentido de se aprender por imitacdo. No entanto, o ensino
dessas praxeologias ainda € mantido nas escolas basicas por sua legitimidade
cultural e ndo pela legitimidade epistemolégica matematica desejada pelos
matematicos; estes chegaram a propor o fim de seu ensino considerando as
dificuldades de considera-las como um saber matematico.

Chevallard (2005) deixa claro que uma praxeologia matematica, entendida
como um saber matematico, para ser ensinado, conta com o papel indispenséavel de
outros saberes, entendidos em sentido amplo, incluindo os saberes praticos,
miméticos, etc. Ele destaca os saberes paramatematicos e protomatematicos que
podemos tomar em forma generalizada como parasaberes e protosaberes
considerando a codisciplinaridade, nem sempre visivel, mas presente no estudo das
praxeologias matematicas da escola, principalmente, as que se referem as supostas
aplicacbes de saberes matematicos, sempre demandados pelos niveis de co-
determinacao didatica; pela escola, independente de ser basica ou profissional para
atender a pedagogia com o discurso da contextualizacdo que por sua vez atende
interesses diversos da sociedade frente ao seu desenvolvimento cientifico-
tecnoldgico, que se manifestam inclusive por interesses em pesquisas em Educacéo
Matemética, como no uso da Modelagem Matematica para o ensino.

A presenca dos parasaberes e protosaberes sdo assim destacados por

Chevallard (2005) quando trata do ensino dos saberes matematicos.

As distingdes introduzidas previamente: nogbes matematicas/nocdes
paramatematicas/no¢Bes protomateméticas, que esbogcam analise
epistemolégica do regime didatico do saber (a respeito do ensino de
matematica) revelam que ha saberes (em sentido amplo: saber e saber-
fazer) que sdo aprendidos sem ser nunca especificamente ensinados (se
definido o ato de ensino como compreenséo reflexiva de seus fins e a
explicita;géo de sua intencédo didatica) (CHEVALLARD, 2005, p.67, traducéo
nossa).

" Las distinciones introducidas previamente: nociones matematicas/nociones para-matematicas,

nociones para-matematicas/nociones protomatematicas, que esbozan un analisis epistemoldgico del
régimen didactico del saber, (en lo que respecta a la ensefianza de las matematicas), revelan que hay
saberes (en sentido amplio: saberes y procedimientos*) que son aprendidos sin ser nunca
especificamente ensefiados (si se define el acto de ensefianza como comprension reflexiva de sus
fines y la explicitacién de su intencién didactica (CHEVALLARD, 2005, p.67).
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O extrato de texto chama especial atencdo aos protosaberes, aqueles
aprendidos sem ser nunca ensinados que agem como ferramentas indispenséaveis
no ensino de uma praxeologia matematica. Eles agem como subentendidos, que se
manifestam como que sorrateiramente em sua implicitude, do extrato mais profundo
do meio socio-cultural das praticas escolares.

Nesse sentido, nos parece que ignorar ou excluir, intencionalmente ou nao, os
saberes que tornam possivel o ensino de um dado saber tem importantes
implicacdes sobre o desenvolvimento do ensino e da aprendizagem, considerando
gue os sujeitos de um dada posicdo da escola, professor e aluno, podem nao estar
dotados das “ferramentas” culturais necessarias.

Isso fica claro, por exemplo, quando sdo enfrentadas supostas situacfes
textualizadas como um exercicio de aplicacdo de saberes matematicos. Os
professores e alunos ndo estdo dotados dos parasaberes® e, principalmente, dos
protosaberes especificos da situacdo que sdo necessarios para encaminhar o uso
dos saberes matematicos da escola; ndo é por acaso o desconforto manifestado
pelos professores de matematica quando frente a problemas extra-matematicos.

Na vulgata escolar, as praxeologias matematicas da escola sdo praxeologias
de matematicos; a matematica da escola é “coisa de matematicos”. Paradoxalmente,
no entanto, o ensino de matematica na escola € frequentemente conduzido por
praxeologias com énfase em saberes praticos, empiricos, com indisfarcavel
mecanicidade, que se aprende por imitacdo. Essa caracteristica do ensino
encaminha, ndo raro, a perda moral, enquanto saber, das praxeologias mateméaticas
escolares.

Chevallard (1997) afirma que os saberes presentes na escola sdo saberes
paramatematicos, considerando o reduzido, sendo ausente, conteudo tedrico. E
mais, que ha falta de unidade entre as praxeologias ensinadas, isto &, clara auséncia
de integragéo de praxeologias que encaminhem o estudo ao encontro de um corpus

tedrico matematico. Essa problematica é explicitada pelo modelo praxeolégico da

® parasaberes, entendidos como extensdo da nocéo dada por Chevallard (2005), como saberes que
embora ndo se constituam em objetos de ensino, sdo necessarios para o ensino de um dado saber.
Sao, portanto, saberes ou procedimentos que entram no campo de percepcao didatica do professor e
que funcionam como ferramentas de ensino.
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TAD sob a denominacdo do “problema de articulagdo da praxeologias escolares”
(GARCIA, 2005).

A resposta a essa problemética pode ser encaminhada por meio de um
modelo praxeoldgico de referéncia (MER) para um dado saber a partir de uma teoria
ou tecnologia matemética, inspirado no modelo lato senso das organizacdes
praxeoldgicas proposto pela TAD (CHEVALLARD, 1999) que apresente as
praxeologias convenientemente articuladas e integradas como aplicacbes dessa
teoria.

A construgdo de um MER que encaminha a unidade, segundo uma
inteligibilidade, das praxeologias matematicas, estard sujeito aos parasaberes e 0s
protosaberes impostos pelos niveis de codeterminacdo didatica, mas deve
encaminhar um fazer de integracdes de praxeologias na escola com unidade, do
estilo préprio dos matematicos em suas atividades.

Nesse sentido, o professor questionador das praxeologias escolares é posto a
frente de um problema que pode parecer, em principio, somente seu: o problema de
reconstruir praxeologias para ser ensinadas segundo um MER tendo em conta as
condicOes e restricdes conhecidas por ele.

Claro que as condi¢cdes ndo sédo de todo conhecidas pelo professor, ja que
podem pertencer a niveis mais externos de codeterminacdo didatica, que nao
podem ser alcancados por ele, mergulhado na esfera dos sistemas didaticos.
Outras, nem tanto. S8o suficientemente explicitas, embora nem sempre notadas,
mas com claras implicac6es didaticas, por exemplo, as condi¢cdes impostas pelas
matrizes do ENEM sobre os sistemas de ensino e didaticos.

Mas, nem sempre é possivel introduzir um determinado saber matematico na
escola. Nesse caso, como podemos propor um MER para um dado saber que
permita constru¢cdes de novas organizagcdes praxeoldgicas, considerando que ha de
se buscar um equilibrio entre os saberes praticos, inclusive procedimentais, que
agem no ensino, e que ndo figuem tdo distante dos saberes mateméaticos
legitimados pela sociedade, inclusive pela academia? A vigilancia epistemoldgica é
necessaria, diz Chevallard (2005).

Esse problema do professor, como ora anunciado, € um tipo de problema
primordial, ou seja, € uma questdo de pesquisa em educag¢do que Chevallard (2009)

anuncia como segue.



26

Q : Dado um projeto de atividade em que uma pessoa quer se enganjar, qual
€, para essa pessoa, 0 equipamento praxeologico indispensavel, ou pelo
menos util, na concepcéo e execucao desse projeto?

Em nosso caso, nosso projeto de interesse € construir um um modelo
epistemologico de referéncia (MER) que possa destacar a atividade matematica
escolar préxima a atividade da matemética académica no sentido de uma atividade
regrada, isto é, de ser realizada por meio de regras. Isso se distancia do fazer
empirico, mimético, em geral, limitado a um Unico tipo de tarefa, que se faz presente
nas escolas.

Especificamente, considerando a suposta falta de unidade e a presenca de
fazeres miméticos no estudo das resolucdes de equacGes do primeiro grau nas
escolas basicas,estamos interessados em responder parcialmente a seguinte
questéao:

Como conceber um MER para a resolugéo de equagdes do primeiro grau
a uma variavel que permita construcdes de novas organizacdes praxeoldgicas,
considerando o equilibrio entre os saberes praticos, inclusive procedimentais,
gue agem no ensino desse objeto e que nao figuem tdo distante dos saberes
mateméticos?

Para responder a esta questdo consideramos o problema primordial parcial, o
gue esta restrito somente a fase de concepcao, cuja resposta € o MER para a

resolucdo das equacdes do primeiro grau.
1.2 METODO DE PESQUISA UTILIZADO

A TAD encaminha a metodologia para construir respostas para o problema
primordial, em geral, como a investigacdo para determinar as ferramentas
praxeologicas Uteis para o0 estudo desse problema. Essa investigacdo devera
engendrar um percurso de estudo e investigacao (PEIl), no sentido de que os
instrumentos a serem utilizados néo estao a priori determinados.

A ideia do PEI é simples. Segundo Chevallard (2009), em todas as atividades
humanas se encontra uma linha de demarcacao entre o que € feito ali e agora e o
gue é assumido como "dado", o que é construido em outro lugar e usado como

meio infraestrutural necessario ou mesmo indispensavel para o que foi feito; é
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"siléncio da infraestrutura” que se substancia na tendéncia entre pessoas e
instituicbes de esquecerem a infraestrutura como um problema.

Assim, segundo Chevallard (2009), o PEI se desenvolve por meio de
guestionamentos cujas respostas em praxeologias a serem encontradas surgirao
gradualmente e, mesmo que possamos dizer que de algum modo que elas eram
Obvias, elas se articulam segundo o fato antropolégico de que toda atividade
humana envolve uma infra-estrutura praxeoldgica. O PEI assim nos leva aos
encontros com fragmentos infraestruturais indispensaveis para a construcdo de
nossas respostas.

A probleméatica posta sob a condicdo de recorrer somente as tarefas que
pertencem aos possiveis’ das praticas escolares, nos encaminham & uma
investigacdo que exigen responder diferentes questbes imbricadas entre si, entre
elas, por exemplo, as assim anunciadas:

Q1: Houve mudancas de técnicas ao longo do tempo?

Q2: Existem invariantes nas técnicas que viveram e vivem no ensino das

escolas?

Qs: O desenvolvimento do saber matematico influenciou mudancas de

tecnologia e técnicas?

Essas questdes s&o iniciais e cujas respostas podem ou ndo exigir outro
guestionamentos, mas por ora sao uteis, sendo suficientes, para orientar a busca do
gue estamos interessados e que levaremos a cabo nos capitulos seguintes.

Essas questdes nos levam ao encontro de um MER considerando praticas
escolares histéricas, sem perder de vista o equilibrio entre as praticas empiricas e as
praticas matematicas, e isso insere este trabalho na linha de investigacdo proposta
por Chevallard (2005) de buscar delimitar vantajosamente, particularmente gragas a
certas economias retrospectivas, a génese sécio-histérica das equacdes do primeiro

grau. Para isso, Chevallard (2005) assim recomenda:

® No sentido de uma nocdo ou pratica que pode, inclusive, ser inédita, mas, que ndo causa

estranheza.
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Tendo em conta os ganhos alcancados, seria possivel constituir uma
epistemologia artificial como um resumo melhorado — isto é, deixando de
lado todas as dificuldades encontradas sem saida, os fracassos, mas
mantendo toda a riqueza de desenvolvimentos fecundos e, as vezes
esquecidos — da construcao historica do saber (CHEVALLARD, 2005, p.55).

Nesse sentido, consideramos um breve percurso histérico sobre o ensino da
algebra nas escolas basicas, em busca de compreender a resolucdo de equacdes
do primeiro grau em algumas praticas ao longo do tempo que julgamos
representativas do fazer escolar até aos dias atuais. As obras que tratam dos temas
ora elencados se tornam objetos de nossos estudos e passam integrar a infra-

estrutura necessaria para a constru¢cao de nossa resposta parcial.
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2 UM PASSO INICIAL PARA A SOLUCAO DAS EQUACOES SIMPLES

2.1 INTRODUCAO

Consideramos aqui as resolucfes das equacdes do primeiro grau presentes
no trabalho de Datta e Singh (1938) que trata da matematica hindu em que
encontramos passos, senao iniciais, importantes sobre a resolugcéo das equacoes
gerais e, em particular, para as equacdes do primeiro grau de uma variavel, por
apresentarem técnicas algébricas, no sentido da aritmética generalizada, que
contribuem a construcdo de uma resposta a questéo de interesse desta pesquisa.

O trabalho de Datta e Singh, substanciado no livro denominado History of
hindu mathematics — a source book, é, segundo os autores, produto de um estudo
sobre o desenvolvimento da Matematica Hindu, desde tempos mais remotos até o
século XVII da Era Cristda, envolvendo diferentes fontes, inclusive originais em
Sanscrito, da matemética hindu que sdo reconhecidas como histéricas seguras, ente
elas, os Manuscrito de Bhakshali, e das obras de Aryabhata | (499), Bhaskara Il
(1150), Narayana (1350), Sripati (1039).

Segundo Datta e Singh (1938), a estrutura adotada neste livro atende a
intencéo de:

[ ] colocar diante de quem ndo tem acesso as fontes sanscritas, todas as
evidéncias, desfavoraveis e favoraveis, para que julguem por si mesmos as
reivindicacdes da matemética hindu, sem deg)ender exclusivamente de
nossas declaracdes (Prefacio, tradugéo nossa)."

Em nossa interpretacdo as reivindicacfes da matematica hindu, que referem
Datta e Singh, tratam do n&o reconhecimento da influéncia da mateméatica hindu
sobre a matematica ocidental, em particular, sobre as praxeologias matematicas que
hoje vivem em nossas escolas.

Nossa interpretacdo parece se confirmar quando encontramos vestigios das
técnicas hindus remotas para resolucdo de equacdes que se fizeram presentes na
matematica ocidental e, inclusive, ainda presente nas escolas brasileiras. Esse

aspecto torna imperioso considerar a obra de Datta e Singh neste trabalho.

10 [ ] to place before those who have no access to the Sanskrit sources all evidence, unfavourable as
well as favourable, so that they can judge for themselves the claims of Hindu mathematics, without
depending solely on our statements (DATTA; SINGH ,1938, Prefacio).
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2.2 A SOLUCAO DA EQUACAO SIMPLES COM UMA INCOGNITA

As equacdes de primeiro grau com uma variavel eram denominadas pelos
matematicos hindus de equacgfes simples com uma incégnita. Assim, quando nos
referirmos as equacdes simples, estaremos referindo as equac¢des de primeiro grau
com uma variavel.

Segundo Datta e Singh (1938), para que as equacdes de qualquer tipo
pudessem ser resolvidas, antes era necessario prepara-las e isto comecava com um
trabalho ainda mais preliminar que era de formar a equacdo (sami-karana)

construindo uma igualdade (sama: igual e Kr: fazer).
2.2.1 A formacédo de uma equacao e suareducéao

Assim, a resolucdo de uma equacdo comecava com sua representacao. Esta
era realizada de modo a facilitar as operacdes necessarias de adicdo/subtracao e
multiplicagao/divisdo, por exemplo. Sobre isso os autores supracitados trazem as
seguintes descricbes como regra.

A de Prthidakasvami (860):

Nesse caso, no problema proposto pelo autor da pergunta, yavat-tavat é
posta como o valor da quantidade desconhecida; Entdo executando a
multiplicacdo, divisdo, etc., como requerido no problema, os dois lados sé&o
cuidadosamente feitos iguais. A equacdo comeca desse modo, entdo a
regra (p&ra sua solugéo) segue (apud DATTA; SINGH, 1938, p.29, traducdo
nossa).

Nesse sentido segue Bhaskara Il (1150) quando diz:

Tome yavat-tdvat como o valor da quantidade desconhecida. Entdo,
fazendo exatamente o que foi especificamente dito - para subtrair, adicionar,
multiplicar ou dividir - os dois lados iguais (de uma equacdo) sao
cuidadosamente construidos (BHASKARA 1I, 1150 apud DATTA; SINGH,
1938, p.29, traducao nossa).*?

No entanto, essas regras estdo longe de serem de facil execucéo; E

esclarecedor considerar o que Naréayana diz:

1 in this case, in the problem proposed by the questioner, yavat-tavat is put for the value of the
unknown quantity; then performing multiplication, division, etc., as required in the problem the two
sides shall be carefully made equal. The equation being formed in this way, then the rule (for its
solution) follows (Prthiidakasvami, 860 apud DATTA,; SINGH, 1938, p. 29).

2 et yavat-tdvat be assumed as the value of the Unknown quantity. Then doing precisely as has
been specifically told-by subtracting, adding, multiplying or dividing — the two equal sides (of an
equation) should be very carefully built (BHASKARA I, 1150 apud DATTA; SINGH, 1938, p.29).
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No problema (proposto), o valor da quantidade desconhecida é assumido
por yavat, uma, duas ou qualquer multiplo dela, com ou sem termo absoluto,
0 qual agora pode ser adicionado ou subtraido. Entdo sobre o valor
assumido opcionalmente precisam ser performadas, em acordo com o
estabelecido do problema, as operacfes tais como adicdo, subtracao,
multiplicacédo, divisdo, regra de trés, dupla regra de trés, somacao, figuras
planas, exploracdes, etc. E, portanto, os dois lados precisam ser feitos
iguais. Se a igualdade dos dois lados ndo se estabelece explicitamente,
entdo um lado precisa ser multiplicado, dividido, acrescido ou subtraido de
uma apropriada inteligéncia (acordando com o problema) e assim os dois
lados necessariamente séo feitos iguais (NARAYANA, 1350 apud DATTA,;
SINGH, 1938, p.30, traduc&o nossa)."?

As complexidades presentes na formacdo de uma equacdo ficam assim
definitivamente postas, pois 0 extrato de texto deixa claro que uma suposta
“apropriada inteligéncia”, que depende do problema, pode ser necessaria para
compor essa equagao.

Para vencer as complexidades, como era caracteristico dos tratados hindus,
0s problemas séo classificados em tipos que se associam a tipos de equacdes. Uma
vez identificado o tipo de problema tem-se o tipo de equacao que resultara.

Mas, despistando as complexidades, a constru¢do da igualdade se constituia
no procedimento mais preliminar para a solu¢cdo da equacéo, ou seja, a solucéo da
equacao comecgava com sua formagéao, pois a construcéo dos dois lados seguia uma
nyasa, nome dado ao esquema grafico como técnica de escrever a equacao para as
operacdes adicionais.

De acordo com Datta e Singh (1938), em geral, as operacdes eram
representadas por palavras do Sanscrito que na representacdo das equacdes eram
usadas de forma abreviada a sua primeira silaba e colocada depois, ou
ocasionalmente antes, da quantidade afetada. Para a operacdo de adi¢ao a palavra
usada era yuta (yu), por exemplo, e, com excecéo da subtracdo, ndo havia simbolos

especiais para as operacdes fundamentais no manuscrito de Bakhshali. A seguir, no

Bina problem (proposed), the value of the quantity which is unknown is assumed to be yavat, one,
two or any multiple of it, with or without an absolute term, which again may be additive or subtractive.
Then on the value thus assumed optionally should be performed, in accordance with the statement of
the problem, the operations such as addition, subtraction, multiplication, division, rule of three, double
rule of three, summation, plane figures, excavations, etc. And thus the two sides must be made equal.
If the equality of the two sides is not explicitly stated, then one side should be multiplied, divided,
increased or decreased by one's own intelligence (according to the problem) and thus the two sides
must be made equal (Nardyana, 1350 apud DATTA,; SINGH, 1938, p. 29-30).
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quadro 1, temos as principais operagdes, com as palavras correspondentes em
Sanscrito e suas abreviaturas, bem como algumas potencias da quantidade

desconhecida.

Quadro 1 — Termos e abreviagdes hindus para as operac¢des fundamentais e poténcias da incognita

Termo em Sanscrito Abreviacao
Adicao Yuta Yu
Subtragao Ksaya ksa (+)
Multiplicacéo guna/gunita Gu
Diviséo bhaga/bhajita Bha
Coeficiente Rapa Ru
Raiz quadrada Mdala Ma
Quadrado varga Va
Cubo ghana Gha
Quarta poténcia varga-varga va-va
Quinta poténcia varga-ghana-ghata va-gha-gha
Sexta poténcia ghana-varga gha-va
Sétima poténcia varga-varga-ghana-ghata Va-va-gha-gha

Os matematicos hindus, como Bakhshali, por exemplo, escreviam os dois
lados (membros) um apdés o outro, na mesma linha, sem nenhum sinal que

simbolizasse igualdade entre os membros. Assim como no exemplo a seqguir:

Figura 1 — Representacao hindu das equacdes

1T ogyn 5 mA 4
I I 1| means /114 § = 4
11 14+ md 2
1 1 1| means \/11 — 7= 2,

Fonte: DATTA E SINGH, 1938, p.15

Na figura 1, a equacédo: 11 yu 5 m0 representa a adi¢cao yu ( da abreviacéo de
yuta, do Sanscrito, que significa adicionar) entre as duas quantidades 11 e 5, que

por sua vez, estao sob a operacdo ma ( da abreviagao de mila, do Sanscrito, que

significa raiz), 4 representa o segundo membro. Ao lado, a expressédo v11+5 = 4
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que é como se representa atualmente a equacdo. Ainda na mesma figura, temos
outro exemplo em 11 7+ mdQ, que significa a diferenca entre os nimeros 11 e 7, sob
a raiz, md, e o numero 2 representando o segundo membro; na representacao atual
ficaria V11 —7 = 2

Esse modo de escrita foi abandonado pelos Hindus e substituido por outro em
gue os dois lados passam a ser escritos um abaixo do outro, ainda sem o sinal de
igualdade, e de modo que os termos de ordens semelhantes ficassem escritos um
abaixo do outro, incluindo os termos de ordens ausentes, em ambos os lados, que
eram escritos com coeficientes (r) nulos. Datta e Singh (1938, p. 31) apresentam

exemplos dessa representacéo retirados de Prthudakasvami (860):

A equacdo 10x - 8 = x% + 1 era escrita como segue:

Figura 2 — Representacéo da equacgéo 10x — 8 = X2+ 1

ydva o yi 10 ri 8
" ydvar yi o rii

Fonte: DATTA E SINGH, 1938, p. 31.

Quando se escreve x no lugar de ya, obtém-se:

x2:0 4+ x -10- 8 (1° membro)
x2 +x-:0 + 1 (2°membro)

0-x2+10-x-8= 0x2+0-x + 1 (1)

Mais esclarecedor a respeito do arranjo dos termos da equacgao é o seguinte
exemplo apresentado por Datta e Singh (1938, p.31) e extraido de Prthidakasvami
(860).

A equacdo 197x — 1644y — z = 6302 é representada por:

ya 197 ka 1644 ni 1 rG 0 (1° membro)
ya 0 ka 0 niOrad 6302 (2°membro) (2)

Na representacdo da equacédo anterior (2), o conhecido 6302 (segundo
membro) € escrito em termos dos desconhecidos com coeficientes nulos, isto é, ha

uma clara intencédo de explicitar o que denominamos hoje de termos semelhantes.
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Isso facilitaria a reducdo desses termos, pois com a equagao organizada assim, 0
procedimento da resolugdo é continuado separando o(s) desconhecido(s) dos
conhecidos. Sobre esse procedimento, Datta e Singh (1938) citam as seguintes
regras:

A de Sripati que afirma:

De um lado o quadrado da incAgnita e a incégnita devem ser isoladas com a
remoc¢do das quantidades conhecidas; as quantidades conhecidas (devem
ser isoladas) no lado oposto (SRIPATI, 1039 apud DATTA; SINGH, 1935,
p.34, traducdo nossa)

Essa intencdo de isolar os termos com a incognita é ratificada por Bhaskara Il

quando diz:

Entdo a incégnita de um lado (da equacgéo) deve ser subtraida da incognita
do outro lado; da mesma forma, o quadrado e as outras poténcias da
incégnita; as quantidades conhecidas de um lado devem ser subtraidas das
quantidades conhecidas do outro (isto €, do anterior) lado (BHASKHARA I,
1150 apud DATTA; SINGH, 1938, p.34, traducao nossa)™

Esses entendimentos estdo substancializados no seguinte exemplo
encontrado em Datta e Singh (1938, p. 34) usando as equacfes do comentéario de
Prthudakasvami, indicado acima, que diz que o isolamento total — no primeiro
membro, constam apenas 0s termos com o desconhecido e segundo membro
apenas o conhecido — (samasodhana) feito de acordo com a regra produz a

equacao:

Figura 3: Equacéo com o termo desconhecido isolado

ydva1l yd 1o
ri¢ 9”’
x% — 10x = — 9.
Fonte: DATTA E SINGH, 1938, p. 34.

14 From one (side) the square of the unknown and the unknown should be cleared by removing the
known quantities; the known quantities (should be cleared) from the side opposite to that (DATTA E
SINGH, 1938, p. 34).

15 Then the unknown on one side of it (the equation) should be subtracted from the unknown on the
other side; so also the square and other powers of the unknown; the known quantities on the other
side should be subtracted from the known quantities of another (i.e., the former) side.
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Esse objetivo e, portanto, o jeito de pensar para resolver uma equacgao, que
se traduz em isolar a incognita em um lado e os conhecidos no outro lado, é um
aspecto que ainda se faz presente na resolucéo das equacdes do primeiro graus nas
escolas brasileiras. Essa forma de reduzir a equacao por meio dessa técnica pode
ser interpretada hoje como a técnica de “redugao dos termos semelhantes”.

N&o menos importante € notar que ja se operava com quantidades negativas,
sendo que estas eram indicadas por um ponto ou pequeno circulo acima do namero,
como aparece com 9 ou 10, na figura 2.

A técnica de separacdo da incégnita de um lado da igualdade e os
conhecidos do outro lado da igualdade era aplicavel a qualquer equacédo e poderia
ser usada para classificar a equacdo quando encontrada em sua forma reduzida.

Portanto, as operacdes algébricas, inclusive a eliminacdo de parénteses,
eram usadas com o propdsito de reduzir as equagdes com a reducao e eliminacao
de termos. Isso permitia classificar uma equacéo e isso encaminhava as técnicas
gue poderiam ser usadas para sua solucéo.

No inicio, segundo Datta e Singh (1935, p.35) uma classificacdo Hindu
referida em um trabalho canénico de cerca 300 B.C, é realizada em acordo com o
grau; equacdes simples (yavat-tavat), quadratica (varga), cubica (ghana) e
biquadratica (varga-varga). Essa classificacdo sofre ligeiras modificagbes como a de
Brahmagupta (628) e de Prthidakasvami (860). Em ambas encontramos as
equacdes lineares com uma incognita que detemos nossa atencdo por ser de n0sso

interesse.
2.2.2 As técnicas de resolucédo da equacédo simples

Como destacado anteriormente, na matematica hindu as equacgdes decorriam
de problemas e ndo ao contrario como acontece nos manuais atuais. 1sso levou ao
encaminhamento de desenvolvimento de diferentes técnicas para diferentes tipos de

equacdes simples obtidas com sentido segundo o tipo de problema considerado.

2.2.3 Técnicas para a solugcdo da equacdo do tipo ax=Db

A TECNICA DA FALSA POSIGCAO
Datta e Singh (1938) afirmam que os registros hindus de problemas mais

antigos envolvendo equacfes algébricas simples e de um método para a sua
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solucdo ocorre no tratado de Bakhshali, provavelmente escrito proximo ao inicio da

Era Cristd, em que se inserem problemas do tipo:

O valor determinado para o primeiro ndo é conhecido, o segundo é dado
duas vezes o primeiro, o terceiro trés vezes o segundo; e 0 quarto € quatro
vezes o terceiro. A quantidade total distribuida é 132. Qual é a quantidade
do primeiro? (DATTA; SINGH, 1938, p.37, traduc&o nossa).'®

Parece claro que se x é o valor determinado para o primeiro, e, seguindo as
operacdes em acordo com o problema, obtemos, na notacéo atual:
X+ 2X + 6X + 24x =132
A solucéo apresentada por Bakhshali é apresentada por Datta e Singh (1935)

como segue.

Figura 4: Resolucdo de um problema pela regra da falsa posicéo.

Rule of False Position. The solution of this
equation is given as follows :

““ “Putting any desired quantity in the vacant place’ ;
any desired quantity is |[ 1 |; ‘then construct the series’

} 1|2]2 3|6 4

frjrfr 1j1 1

‘multiplied” || 1 | 2 | 6 | 24 [; “added’ 33. “Divide the

visible quantity’ t;zJ; (which) on reduction becomes
33

‘j.J (This is) the amount given (to the first).”?
1

Fonte: DATTA E SINGH, 1935, p. 37.
Esta técnica, chamada regra da falsa posicdo, estd relacionada a

proporcionalidade, ou melhor, a regra de trés. Assim, a solucdo da equacédo é
reduzida ao problema: Encontrar o valor da incégnita que faz a expressédo que
traduz o problema produzir 132, tendo em conta que 33 é o produzido quando a

incognita é tomada igual a 1.

Incognita Conhecido
X 132
1 33
_1x132
*TT33 T

18 The amount given to the first is not known. The second is given twice as much as the first; the third
thrice as much as the second; and the fourth four times as much as the third. The total amount
distributed is 132. What is the amount of the first? (DATTA; SINGH, 1938, p. 36-37)
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Para aplicar essa técnica € possivel tomar inicialmente qualquer valor para a
incégnita que produza um valor n&o nulo para o outro lado da equacéo. Mas, ela tem
alcance limitado, ou seja, somente pode ser aplicada ao tipo de problemas cuja
equacao associada com sentido pode ser reduzida a equacao do tipo ax = b, como

no exemplo acima. Portanto, outros tipos de equacdes exigem outras técnicas.

A TECNICA DA INVERSAO

A técnica da inversdo chamada vilomagati (trabalhar para tras) era usada
geralmente na india de tempos muito antigos. Datta e Singh trazem uma definicéo
dada por Aryabhata | e que diz: “No método de inverséo, os multiplicadores tornam-
se divisores e os divisores tornam-se multiplicadores, a adi¢do torna-se subtracao e
a subtracdo torna-se adicdo” (ARYABHATA 1, 499 apud DATTA; SINGH, 1935, p.
232).

No entanto, Datta e Singh afirmam que a descricdo dada por Brahmagupta é

mais completa, e € enunciada como segue:

Comecando pelo fim, faca o multiplicador divisor, o divisor multiplicador;
(faca) a adicdo, subtracdo e a subtracdo, adicdo; (faca) quadrado, raiz
guadrada, e, raiz quadrada, quadrado; Isto d4 a quantidade requerida
(BRAHMAGUPTA, 628 apud DATTA; SINGH, 1935, p. 232, traducéo
nossa).

Os problemas a seguir sdo exemplos que ilustram os tipos de problemas que

podiam ser resolvidos pela técnica anteriormente citada:

() Qual é a quantidade que quando dividida por 7, (em seguida) multiplicada
por 3, (em seguida) elevada ao quadrado, (em seguida) acrescido de 5, (

em seguida) dividido por g dividido pela metade, reduzido a sua raiz

qguadrada, acontece de ser o nimero 5?

(2) O residuo de graus do sol menos trés, dividido por sete, extraida a raiz
guadrada do quociente, e a raiz menos oito multiplicada por nove, e ao
produto adicionado um, a quantidade é cem. Quando isso acontece em uma
quarta-feira? (DATTA; SINGH, 1935, p. 232-233, traducdo nossa).'®

17 Beginning from the end, make the multiplier divisor, the divisor multiplier; (make) addition

subtraction and subtraction addition; (make) square square-root, and square-root square; this gives
the required quantity (BRAHMAGUPTA, 628 apud DATTA; SINGH, 1935, p. 232).
18 () What is that quantity which when divided by 7, (then) multiplied by 3, (then) squared, (then)

increased by 5, (then) divided by g (then) halved, and then reduced to its square-root happens to be

the number 5?

(2) The residue of degrees of the sun less three, being divided by seven, and the square-root of the
quotient extracted, and the root less eight multiplied by nine, and to the product one being added, the
amount is a hundred. When does this take place on a Wednesday? (DATTA; SINGH, 1935, p. 232-
233).
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O método da inversdo, portanto, consistia em resolver um problema no
sentido contrario em que era narrado, desfazendo-se as operagfes indicadas na
ordem inversa em que apareciam. Assim, cada uma das operacfes era trocada por
outra. comecando pela ultima. Prosseguindo esse processo invertido, ao final desse

processo, entdo, encontrava-se a quantidade procurada.
2.2.4 Umatécnica para as equagdes do tipo ax + b = p (Bakhshali)

Essa técnica se destina a solucdo de um tipo de problemas considerado no
tratado de Bakhshali que conduz, em ultima instancia, a uma equacao do tipo
ax + b =p
Pela técnica da falsa posicdo € atribuido um valor arbitrario g para x que
produzira um valor p’.
ag + b =p
Fazendo a diferenca entre as duas de modo a reduzir os termos semelhantes
encontramos:
ax—ag=p—p
gue é uma equacédo que pode ser reduzida a forma ax = b. Assim o problema pode
ser reduzido ao problema: Encontrar a incégnita que produz p—p’ +ag, se a é o

produzido para o valor da incognita igual a 1.

Incognita Conhecido
X p—p +ag
1 a

o 1x(—p'+ag)

De onde se obtém que:




39

A expresséo acima pode ser usada para tipos de problemas que admitem em
alguma instancia a formulacdo dada pela equacédo ax+ b = c. O importante aqui é
notar que a solucdo pode ser obtida a partir de coeficientes conhecidos, ou seja,

pode ser obtida por uma formula o que permite automatizar a solucéo.

2.25 Uma Técnica para as equacOes lineares do tipo ax+ c= bx+d
(Aryabhata | (499))

Datta e Singh (1935, p.40) apresentam a técnica de Aryabhata | (499) para
esse tipo de equacdes relacionadas a um tipo de problemas, dito do patrimonio,

COmo O que segue:

Duas pessoas, que sdo igualmente ricas, possuem, respectivamente, a, b
vezes certa quantidade desconhecida, juntamente com c, d unidades
monetarias em dinheiro. Qual € o montante? (ARYABHATA 1, 499 apud
DATTA; SINGH, 1935, p.40, traducao nossa).*

A formulagéo do problema leva a seguinte equacéo:
ax + ¢ = bx +d
Para solucionar esse tipo de problema, Aryabhata | (499) enuncia a seguinte
regra:

A diferenca dos “valores” conhecidos referentes as duas pessoas devem ser
divididos pela diferenca dos coeficientes da incognita. O quociente sera o
valor da incognita, se as suas posses forem iguais (ARYABHATA |, 499
apud DATTA; SINGH, 1935, p.40, traducdo nossa).”

Portanto, a solucéo é
d—c
a—b
Esse tipo de problema é considerado por outros escritores, como demonstra

X =

Datta e Singh (1938) quando trazem o de Bijanita de Bhaskara Il:

Uma pessoa tem trés centenas de moedas e seis cavalos. Outra tem dez
cavalos (cada) de valor similar e ele tem ainda uma divida de cem moedas.

1 Two persons, who are equally rich, possess respectively a, b times a certain unknown amount
together with ¢, d units of money in cash. What is that amount? (ARYABHATA |, 499 apud DATTA,
SINGH, 1935, p.40)

20 The difference of the known "amounts" relating to the two persons should be divided by the
difference of the coefficients of the unknown. The quotient will be the value of the unknown, if their
possessions be equal (ARYABHATA |, 499 apud DATTA,; SINGH, 1935, p.40)
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Mas eles tém patrimonios iguais. Qual € o preco de um cavalo?(BHASKARA
I, 1150 apud DATTA; SINGH, 1938 p.42, traducéo nossa) **

Brahmagupta ratifica a regra de Aryabhata | para esse tipo de equacdes, mas

fazendo referéncia apenas aos coeficientes da equacao. Ele diz:

Em uma equacdo (linear) com uma incégnita, a diferenca dos termos
conhecidos feita na ordem inversa, dividida pela diferenca dos coeficientes
da incégnita (é o valor da incégnita) (BRAMAGUPTA, 628 apud DATTA;
SINGH, 1938, p. 40, traducdo nossa).”

Sripati segue no mesmo sentido e escreve:

Primeiro remova a incégnita de um dos lados (da equagédo), deixando o
termo conhecido; o inverso (deve ser feito), do outro lado. A diferenca dos
termos absolutos, tomada na ordem inversa, dividida pela diferenca dos
coeficientes da incognita sera o valor do desconhecido (SRIPATI, 1039
apud DATTA; SINGH, 1938, p.40, traducdo nossa)®

A regra de Bhaskara Il recomenda:

Subtraia a incégnita de um lado, da incognita no outro, e o termo absoluto
no segundo, do termo no primeiro lado. O numero absoluto residual deve
ser dividido pelo coeficiente residual da incégnita; Assim, o valor da
incognita torna-se conhecido (BHASKARA 11, 1150 apud DATTA; SINGH,
1938 p. 41, traduc&o nossa)**

Enquanto Narayana escreve:

De um lado, isolar a 'incégnita’ e do outro, as quantidades conhecidas; em
seguida, dividir o residuo conhecido pelo coeficiente residual da incégnita.
Assim, certamente vai se tornar conhecido o valor do desconhecido
(NARAYANA, 1350 apud DATTA E SINGH, 1938, p.41, traduc&o nossa)25

Para ilustracdo, Datta e Singh (1935, p.41) consideram o problema referido

acima extraido de Brahmagupta:

Diga o numero de dias decorridos até o momento em que quatro vezes a
décima segunda parte dos graus residuais somados a um, mais oito, sera

L One person has three hundred coins and six horses. Another has ten horses (each) of similar value
and he has further a debt of hundred coins. But they are of equal worth. What is the price of a horse
gBHASKARA I, 1150 apud DATTA,; SINGH, 1938 p.42).

% In a (linear) equation in one unknown, the difference of the known terms taken in the reverse order,

divided by the difference of the coefficients of the Unknown (is the value of the unknown).
(BRAMAGUPTA, 628 apud DATTA; SINGH, 1938, p. 40).
23 First remove the unknown from anyone of the sides (of the equation) leaving the known term; the
reverse (should be done) on the other side. The difference of the absolute terms taken in the reverse
order divided by the difference of the coefficients of the unknown will be the value of the unknown
gSRTPATI, 1039 apud DATTA; SINGH, 1938, p.40)

* Subtract the unknown on one side from that on the other and the absolute term on the second from
that on the first side. The residual absolute number should be divided by the residual coefficient of the
unknown; thus the value of the unknown becomes known (BHASKARA II, 1150 apud DATTA; SINGH,
1938 p. 41).

® From one side clear off the' unknown and from the other the known quantities; then divide the
residual known by the residual coefficient of the unknown. Thus will certainly become known the value
of the unknown (NARAYANA, 1350 apud DATTA E SINGH, 1938, p.41)
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igual aos graus residuais mais um (GBRAMAGUPTA, 628 apud DATTA,
SINGH, 1938, p. 41, traducao nossa).

Segundo Datta e Singh (1938, p.41), esse problema foi resolvido por

Prthudakavasmi como se segue:

Figura 5 — Formacgéo e resolucdo de um problema envolvendo equacgéo simples.

“Here the residual degrees are (put as) ydvat-tivat,
yd ; increased by one, yd 1 r# 1; twelfth part of i,
d1 rin . . oyd 1 rilx
=4 -=. % ; four times this, J—; plus the abso-
12 3

yd 1 7# 25

lute quantity eight, . This is equal to the

residual degrees plus unity. 'The statement of both sides
tripled is

yd 1 ril 25

yd 3 rid 3
Fonte: DATTA E SINGH, 1938, p. 41.

A diferenca entre os coeficientes da incognita € 2, e este valor ira dividir
diferenca dos termos absolutos, a saber 22, produzindo o residuo dos graus do sol,
11. Estes graus residuais devem ser conhecidos para serem irredutiveis. Os dias
decorridos podem, entédo, ser deduzidos procedendo como anteriormente enunciado,
nas regras por Narayana, Bhaskara Il, Brahmagupta.

A representacdo atual desta equacdo e sua resolucdo é dada por Datta e
Singh (1935) do seguinte modo:

4
— 1 = 1
12(x+ )+ 8=x+

(x+25)=3x+3
2x = 22
x =11

Datta e Singh (1938) acrescentam que existem alguns casos no trabalho de
Bakhshali onde um método similar a este, que autores posteriores parecem ter
seguido para a solucdo de uma equacao linear. O método é aplicado ao seguinte

problema:

*®Tell the number of elapsed days for the time when four times the twelfth part of the residual degrees
increased by one, plus eight will be equal to the residual degrees plus one (BRAHMAGUPTA, 628
apud DATTA,; SINGH, 1938, p. 41).
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Duas pessoas partem com diferentes velocidades iniciais (a;, a,); viajam por
sucessivos dias, distdncias cada vez maiores em diferentes velocidades (b,
b,). Mas eles cobrem a mesma distancia apds o mesmo periodo de tempo.

Qual é o periodo? (BAKHSHALL apud DATTA; SINGH, 1938, p.42,
traducdo nossa)®’

Para resolver o problema, o periodo € denotado por x, obtendo-se a equagao:
ay + @1+ b1y + @1+ 2byy + . até x termos

ap + @2+ D2+ @1+ 22y + . até x termos

Ou

2 (az—ay)
bi—b,

Bakhshali: “o dobro da diferenca dos termos iniciais dividido pela diferenca das

De onde vem a equacdo x = + 1 que é a solucdo dada na obra

diferengas comuns, é aumentada de 1 unidade. O resultado sera o numero de dias

em que a distancia percorrida sera a mesma” (DATTA E SINGH, 1938, p.42).

2.3  ANALISES COMPLEMENTARES SOBRE A PRAXEOLOGIA HINDU
2.3.1 Otipo de tarefa

As organizacfes didatico-matematicas ndo sdo dirigidas diretamente para o
estudo das equacgBes do primeiro grau de uma incégnita dos hindus. Elas destacam
os tipos de problemas e com eles associados os tipos de equacdes. Assim, a tarefa
encontrada aqui é a de resolver a equacao simples que estd associada a um
problema proposto.

Parece, entédo, que o objetivo do estudo sdo os problemas e isto deve atender
interesses da noosfera. Esse objetivo para ser alcangado exige eliminar dificuldades
como a da “inteligéncia apropriada” para resolver cada problema. Para isto, uma
taxionomia de problemas é estabelecida levando também a uma taxionomia das

equacdes simples.

27 Two persons start with different initial velocities (a', a%); travel on successive days distances
increasing at different rates (b', b?). But they cover the same distance after the same period of time.

What is the period? (BAKHSHALI, apud DATTA; SINGH, 1938, p.42).
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2.3.2 A técnica

Essa organizacdo, sem duvida, facilta o enfrentamento de problemas
especificos pelo uso de formulas e regras elaboradas, mas exige, por outro lado, um
investimento na atividade de estudo que permita incorporar as regras e férmulas e,
ao mesmo tempo, adquira em situacdo a percepc¢do necessaria para identificar o tipo
de problema que lhe encaminhara o tipo de equacdo e técnica necessaria para
resolvé-la.

Com excecédo da regra da falsa posicdo, as técnicas encontradas, para 0s
tipos de equacbes consideradas como simples, sdo baseadas em isolar a incognita
por meio de operacdes aritméticas entre os termos de mesma natureza, de modo
gue ao final, em um dos lados da equacao, permaneca apenas o desconhecido, e,

no outro lado, o conhecido, permitindo assim, determinar o valor procurado.

2.3.3 Atecnologia

Embora esta organizacdo didatico-matematica possa levar a aprendizagem
das equacGes como um saber pratico, no sentido dado por Chevallard (2005), a
organizacdo apresenta fundamentos tecnoldgicos que permitem engendrar as
férmulas e regras.

Do exposto, podem ser extraidos, sem dificuldade, ao menos o0s seguintes

elementos técnico-tecnolégicos:

l. A nocgéo de termos semelhantes, no minimo, considerando as poténcias de
uma incognita;

II. Operacdes algébricas: Entendidas como as operagdes de adi¢do, subtracao,
multiplicagcdo, potenciacdo, por exemplo, de termos considerando
guantidades conhecidas (numeros) e desconhecidas (letras), entre si, bem
como, as diferentes poténcias da quantidade desconhecida;

lll. Reducdo de termos semelhantes: Entendida aqui como a diferenga entre
termos semelhantes;

IV. Operacdes inversas: Entendidas de modo a considerar que as quantidades,
(conhecidas e desconhecidas) adicionadas de um lado da equacgéo, devem
ser subtraidas no outro, assim como, as quantidades multiplicadas devem

ser divididas, etc.
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Esses elementos séo recorridos para derivar as formulas e regras como foi
demonstrado acima para derivar a segunda técnica de Bakhshali, mas n&o se
resumem apenas a essa formula. Elas agem para engendrar a formula de
Aryabhata, bem como as regras anunciadas por outros autores aqui citados e 0s
procedimentos mais complexos demonstrados nos dois ultimos exemplos.

E preciso ficar claro que a afirmagdo acima ndo deriva de uma analise
tomando os elementos tecnolégicos citados a luz dos elementos tecnologicos que
vivem nas salas de aula atuais de matematica basica, mas do modo que sédo
definidos e tomados em acéo para a solucao das equacdes aqui apresentadas.

As regras operatérias aqui consideradas derivam da generalizacdo da
aritmética e ndo guardam necessariamente relacdo com as regras operatérias
tomadas como propriedades de estruturas algébricas. Aqui, 0s termos carregam
consigo significados empiricos ndo presentes nos termos algébricos que vivem em
de nossas escolas. Tudo acontece na aritmética dos nimeros inteiros e quebrados.

Essa caracteristica empirica presente nas atividades da aritmética se torna
uma limitacdo ao estudo das equacdes, pois exigem uma situacdo, isto é, um
problema que lhe dé razdo de existir. Sem problema ndo ha equacgdo. Isto néo
permite considerar o estudo das equacOes de modo independente que permita
vislumbrar outros tipos de equacdes do primeiro grau, pois estas podem nao se
encontrar nos possiveis dos problemas.

Em que pese essa limitacdo exposta, podemos associar 0s elementos
tecnologicos, ora apontados, com elementos tecnoldgicos presentes, pelo menos
nas praxis, nas escolas atuais. Eles parecem 0s mesmos em acao, inclusive a
intencdo de isolar a incognita em um lado da equacéo, deixando o outro lado para os
conhecidos dados ou calculados.

Esses passos algébricos iniciais que seguem a técnica da inverséao aritmética
parecem, assim, se fazer perpetuar nas escolas atuais. E preciso estar atento que o
saber ndo necessariamente antecede o saber-fazer, ou melhor, o saber fazer ndo
deriva necessariamente em génese do saber que o explica, justifica ou até o que
possa produzi-lo (CHEVALLARD,1999).
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3 A RESOLUCAO DAS EQUACOES DO PRIMEIRO GRAU NO SECULO
XVHIIXIX

Aqui tomamos os Elementos de Algebra, de 1810, escrito pelo Bardo de
Reynaud como uma obra representativa do ensino da matematica na Franca que
influenciou, por sua vez, o ensino da matematica nas escolas brasileiras, como
veremos as seguir.

Em sua obra, Reynaud apresenta a Algebra como extens&o da Aritmética, em
particular, as equagdes como traducdes de situacdes que foram se tornando cada
vez mais complexas e isso levou a invencao de sinais particulares e ao uso de letras
para representar as quantidades desconhecidas, por exemplo, que necessitavam ser
representadas de forma mais resumida para tornar possiveis e facilitar os calculos. A
seguir, um exemplo, de como podia tornar-se complexa a representacdo de um

problema e sua resolugao.

Figura 6 — Resolucdo de um problema pela &lgebra retérica.

181. j’ar}ager 700 en dep: parﬂes dtml h seconde soit
égale d la premiére “plus 30. Sila 1™ partle était connue , il
suffirait de’ lui ajouter 20 pour-obtenir Ja 2°. La 1 partie est
donc un certain nombre inconnu ; et la 2° est ce méme nombre
fnconou , plos 20; la somme de ces deux parties est donc
composée, du nombre inconnu (valeur de la 1™ partie) , et du
nombre inconnu plus 20 (valeur de la 3¢ partie) , C'est-a-
dire , de 3 fois le nombre inconnu , plus 30 ; mais cette somme
doit former le nombré 4 partager 700 ; on a donc.....

(A) ........ 2 fois le nombre inconnu , plus 20 égale 7o0.

Puisque 700 est composé de 20 et de a fois le nombre inconnu ; si de
la somme 7500, on 8te 20, le reste G8o sera égal & deux fois le nombre
inconnu ; on a donc....

((B)eeeieuesreensss 3 fois le nombre inconnu égale 68o.

680 exprimant le double du nombre inconnu, sa moitié 3o sera la valeur
du nombre inconnu. L’égalité (A4) donne donc....

(@)einivanes Penenas ..... le nombre inconnu dgale 34o.

La 1" partie sera donc 340 ; et la 9*, composée de la 1" plus-
20, sera 340 plus 30, ou 360. Ces deux parties satisfont a
toutes les conditions du probléme ; car leyr somme, 340 plus
360, est le nombre a partager 700, et la 4* partie 360, sur-
passe de 20 la 1™ partie 340. :

Fonte: Reynaud, 1810, p. 98.
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O autor sugere gque a linguagem algébrica surgiu por uma necessidade da
pratica de resolucdo de problemas, a medida que os problemas se tornavam mais
complexos, cresciam também as dificuldades nas numerosas operacoes a realizar,
e, consequentemente, mais raciocinios, tornando demasiadamente complexa sua
resolucdo, ndo pela dificuldade de raciocinio, mas pela complica¢édo (inconveniéncia
da linguagem) para produzir uma representacao para um grande nimero deles.

Uma preocupacdo marcante do autor € percebida ao apresentar um curso
introdutério ao calculo com equacdes, que detalha as operacdes aritméticas e
algébricas. Seu objetivo declarado é esclarecer pontos que presumidamente causam
dificuldades durante o estudo das equacdes. Ele introduz as regras para efetuar as
quatro operacfes da aritmética que, segundo ele, sdo suficientes para resolver

qualquer problema. Isso esté claro no trecho a sequir:

Na verdade, para resolver um problema, deve-se sempre executar
operacOes sobre as quantidades conhecidas e desconhecidas; o resultado
deve ser igual a uma certa combinagdo destas quantidades; é esta
igualdade que estabelece uma relacdo imediata entre as quantidades
conhecidas e desconhecidas, relacdo sem as qual seria impossivel
descobrir os valores desconhecidos. Ora, vimos na aritmética, que todas as
operagBes que podem ser feitas sobre as quantidades sdo reduzidas a
guatro, adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisdo; ndo podemos ser guiados
indicam apenas estas quatro operacdes, e o resultado é uma igualdade
(REYNAUD, 1810, p. 100).%

Além das regras aritméticas, o autor se ocupa de explicar o célculo
envolvendo quantidades positivas e negativas, e o0 faz submetendo estas
guantidades as quatro operacfes fundamentais da Aritmética, para entéo, deduzir as
regras para as quantidades algébricas. A distincdo feita entre as operacdes
aritméticas e as operacdes algébricas, toma a segunda como generalizacdo da
primeira, e, isso para Reynaud, justifica o porqué da Algebra ser chamada, pelos

antigos, de Aritmética Universal.

28 . . S . . . .

En effet, pour résoudre un probléme quelconque, il s'agit toujours d'effectuer certaines opérations
sur des quantités connues et inconnues; le résultat doit étre égal & une certaine combinaison de ces
quantités; c'est cette égalité qui établit une relation immédiate entre les quantités connues et
inconnues, relation sans laquelle il serait impossible de découvrir les valeurs des inconnues. Or nous
avons vu en Arithmétique, que toutes les opérations que I'on peut faire sur les quantités se réduisent a
quatre, I'addition, la soustraction, la multiplication, et la division; on ne peut donc étre conduit qu'a
indiquer ces quatre opérations, et la résultat, qui est une égalité. (REYNAUD, 1810, p.100).
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Reynaud distingue as equacdes das identidades e para tornar mais claro, ele
adota simbolos diferentes para cada tipo. Por exemplo, a igualdade x plus 2 égale 5,
ou x +2 =5 € uma equacao que indica que a soma (x + 2) é igual a 5. Portanto o
anico valor que x pode assumir é 3; nenhum outro valor torna os dois membros
iguais. Enquanto as identidades sao igualdades que independem do valor particular
atribuido a incognita, como mostra o exemplo a seguir

(x+2)+(x+2)
Isto quer dizer que x + 2 é identicamente igual a x + 2.

Deixa claro assim que uma equacdo é uma igualdade que subsiste apenas
para valores particulares da incégnita e que, portanto a incégnita € dada por nimero
determinado.

A nocéo de equacao vai sendo encaminhada paulatinamente no trabalho de
Reynaud. Em um dado trecho de seu texto encontramos a afirmacao de que ‘[...]
toda igualdade, escrita com ajuda de sinais algébricos, se chama EQUACAO.
(REYNAUD, 1810, p.102, traducdo nossa). Isso quer dizer que uma equacao é
constituida de dois membros, a esquerda tem-se o primeiro membro e a direita, o
segundo membro da equacao.

Seguindo, Reynaud (1810) encaminha a resolugcéo de uma equacao por meio
de transformacBes que ndo perturbem a igualdade, e, cujo objetivo de isolar a
incoégnita em um dos membros e no outro membro um numero conhecido que
representard o valor da incognita.

A importancia em manter a igualdade apés as transformacgdes €, no minimo,
para garantir que a transformacéo leva de uma equagéo a outra equagao, sempre
gue possivel menos complexa que a anterior. No entanto, é preciso garantir que o
valor de x permanecera o mesmo apos as transformacodes efetuadas de modo que
se possa afirmar que o valor de x encontrado na equacao mais simples, resultante
das transformacdes da equacgdo original, podera ser considerado como solucdo da
equacao original.

Para garantir isso, Reynaud recorre ao pensamento analitico que domina as
atividades da aritmética para justificar as transformacdes. Isso € demonstrado por
meio de exemplos, como a resolucéo da seguinte equacgao:

x+3=5 ()
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O procedimento € descrito com o principio da subtragédo aritmética, que neste
caso funciona assim: a equacdo expressa uma igualdade entre a soma de dois
nameros, X com trés, e cinco, de onde se pode deduzir que se subtrairmos de cinco
0 numero trés (que € um dos dois) numeros, obteremos (o0 outro nimero) 2, que o
valor da incégnita x, portanto x = 2. Feito isso, passa-se a verificacdo, que consiste

em substituir na equagéo o valor encontrado

x=2 faz comque x+3=2+4+3=5.
Assim, para resolver a equacgao
x—3=5 (2)
usa-se o principio da adicdo, pelo qual, se deve descobrir um nimero que diminuido
em trés, produz cinco como resto. E assim, encontra-se o valor de x, que é 5
somado com 3 que é igual a 8. Esta descricdo revela a técnica que isola o termo
com a incognita.

Com esses dois principios, o da adicdo e da subtracéo, o autor afirma que se
demonstra como fazer um termo trocar de membro na equacao; “é suficiente apagar
0 termo no membro onde este se encontra e escrevé-lo no outro, com o sinal
contrario” (REYNAUD, 1810, p. 149), isto é, se um termo possui o sinal —, passara a
ter o sinal +, e, vice-versa. Esse procedimento € entdo estendido para passar varios
termos de um membro ao outro.

Analogamente, o principio da divisdo € usado nas equacdes cuja incognita
esta combinada como no exemplo a seguir. Se, temos uma equacéo do tipo

2x=6 (3)

sua solugéo estd em submeté-la ao principio da diviséo, pelo qual devemos procurar
um numero X cujo dobro seja igual a seis. Diz-se entéo, que efetuar uma divisao é
suficiente para encontrar sua solucéo, pois basta dividir o produto seis por um dos
fatores no primeiro membro, o dois, que dara o outro; o quociente 3, entdo, sera o
valor da incognita x.

O procedimento para separar a incognita do coeficiente que a multiplica é
descrito assim: deve-se suprimi-lo no primeiro membro e dividir o outro membro por
este coeficiente, assim obteremos a incégnita que sera igual ao segundo membro da

equacao primitiva dividido pelo coeficiente de x.
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Isto pode ser demonstrado de forma geral, de acordo com Reynaud, pois
tendo o termo da incégnita no primeiro membro da equacdo, e se dividirmos ambos
0s membros desta equacao pelo coeficiente, 0s quocientes seréo iguais; o0 primeiro
sera x, multiplicado e dividido pelo seu coeficiente, que da x, e 0 outro quociente
sera o segundo membro da equacéo primitiva dividido pelo coeficiente de x.

A seguir, trazemos o exemplo de Reynaud (1810, p.150) em que sera
demonstrado o principio da multiplicacao:

x:3=4 (4)

Ao multiplicar os dois lados da equacdo por 3, obtemos em um, o produto

3 X g ou seja, x, e no outro, 3 X 4, e essas duas quantidades séo iguais. Teremos,

entdo, x =3 X4 ou x = 12, nesse caso, 0 procedimento para separar a incognita
do seu divisor consiste em suprimi-lo no primeiro membro e multiplicar o segundo
membro por ele. A incégnita é igual ao segundo membro da equacdo primitiva
multiplicada pelo divisor de x.

Reynaud afirma que as regras dadas anteriormente definem o método para
separar a incognita de quantidades com as quais esteja combinada por meio de uma
adicdo, subtracdo, multiplicacdo ou divisdo. Com estas regras é facil de deduzir a
resolucao de uma equacao.

Por exemplo, para resolver a equagéo

3x —4=2x+7 (5)
deve-se passar 2x do segundo para o primeiro membro, e 0 4, do primeiro para o
segundo membro, trocando os sinais destes termos, teremos
3x—2x=7+4; ou x=11

O proximo passo é fazer a verificagdo do valor de x na equacao proposta. Isto
ocorre quando ao substituir o valor de x na equacédo a igualdade entre os membros
for mantida:

Substituindo no 1° membro:

3x—4=3-11-4=33-4=129

Substituindo no 2° membro:

2x+7=2-11+7=22+7=129

Portanto, o valor encontrado para X, onze, € 0 correto, pois torna os dois

membros da equacao idénticos.
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A verificacdo de uma incognita como solucado de uma equacao desse tipo € a
forma de reconhecer ou de identificar se o valor encontrado para a incognita satisfaz
a equacao proposta, pois a igualdade entre os dois sera satisfeita apenas quando a
incognita for substituida pelo valor correto. Assim, a verificacdo € feita com o valor
encontrado e efetuando sobre ele todas as operacgdes indicadas, o que deve reduzir
0s membros ao mesmo numero. Em caso negativo, deve-se retomar os calculos a
fim de descobrir o erro.

Além das regras enunciadas por Reynaud, outras recomendacdes sobre a
resolucdo das equacdes sao citadas, como o duplo sentido de leitura da igualdade,
qguando autor afirma que, sendo os dois membros iguais, podem ser tomado um pelo

outro.

3.1 ANALISE DAS PRAXEOLOGIAS
3.1.1 Otipo de tarefa

O tipo de tarefa da praxeologia que estamos tratando € a resolucdo da
equacdo de primeiro grau que pode ser assim anunciada: Resolver a equacao.
Assim, dada uma equacao do primeiro grau, pede-se encontrar o valor particular da
incognita que verifica a igualdade.

3.1.2 A técnica

A técnica para resolver esta tarefa consiste em separar as guantidades
desconhecidas das conhecidas, realizando transformacdes na equagao guiadas pela
inversdo das operacdes, segundo os principios das quatro operagfes aritméticas,
guando da troca de um termo de um membro para outro, sempre seguindo o objetivo
de encontrar a equacéo resultante mais simples que permita definitivamente isolar a
guantidade desconhecida em um membro e uma quantidade conhecida no outro
membro da equacao.

Assim, mesmo que as equagdes 3x—4 =2x+7 como 2x+ 7 =3x —4,
conduzam a mesma solugcédo, assume-se que a incognita deve sempre ser isolada

no primeiro membro, e a justificativa podemos encontrar no seguinte trecho:
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Os dois membros de uma equacgdo sendo quantidades iguais, podemos
toma-los um pelo outro, e considerar como primeiro membro aquele que
contem X. isto € mais natural,pois na equacao x = 2, vemos que a incégnita
X tem 2 como valor; enquanto que colocando 2 = x, parece que 2 é um
niimero desconhecido x, o que é ridiculo (REYNAUD, 1810, p. 149).%°

Embora o autor chame atencdo para o fato de a igualdade funcionar do
mesmo modo nos dois sentidos, prescreve que a incognita fiqgue no primeiro membro
para dando um sentido Unico para a leitura da igualdade. Mas esta acdo € apenas
um exemplo de protosaber agindo na pratica da resolucdo da equacdo. E uma acéo
incorporada a pratica e justificada pela propria pratica.

Assim, na resolucdo da equacao (1), acima, onde se obtém 5 da adicdo de x
com 3, é subtraido 3 de 5, obtendo-se 2. Na equacéao (2), acima, o segundo, em que
uma quantidade x menos 3 d& 5, inverte-se a operacgao, 5 € somado a 3 para chegar
ao valor 8 procurado.

De maneira analoga, os principios da multiplicacdo e da divisdo séo utilizados
para passar 0os termos combinados com ela para o segundo membro. Como foi visto

na resolucao das equacdes “c” e “d”.
3.1.2 Atecnologia

A equacao é encarada como a traducdo de condi¢cbes existentes entre as
quantidades numéricas conhecidas e desconhecidas, ou seja, a incognita representa
um nuamero que pertence a um determinado dominio. Isso pode ser depreendido do

seguinte extrato de texto:

A resolucdo de equacgbes do primeiro grau com uma incAgnita, pode
deduzir-se imediatamente, apenas com o0s principios estabelecidos nas
guatro regras da aritmética. Na verdade, x designa um numero abstrato. . .
(REYNAUD, 1810, p. 146).*

29| es deux membres d'une équation étant des quantités égales, on peut prendre I'un pour l'autre, et
considérer comme premier membre celui qui renferme x. Cela est plus naturel, car dans I'équation
x = 2, on oit que l'inconnue x a a pour valeur; tandis qu'en posant 2 = x , il semble que 2 est un
nombre inconnu x, ce qui est ridicule. (REYNAUD, 1810, p. 149)

30 | a résolution des équations du premier degré a une seule inconnue, peut immédiatement se
déduire des seuls principes établis dans les quatre régles de I'arithmétique. En effet, x désignant un
nombre abstrait. . .( REYNAUD, 1810, p.146)
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7

Partindo desse pressuposto, a resolugcdo da equacédo € encaminhada por
meio dos principios operatorios evidentes da aritmética. Esses principios evidentes
permitem a construcao da técnica, como um algoritmo, por meio de suas traducdes
como operagbes inversas. O seguinte extrato de texto corrobora com nossa

compreensao:

As transformacdes requeridas para resolver as equacdes sao baseadas
neste principio claro. Quando fazemos as mesmas operacdes sobre duas
guantidades iguais, os resultados sdo iguais. Deduzimos; 1° que se as duas
guantidades iguais, adicionamos a mesma quantidade, as somas sao
iguais; 2° que se de duas quantidades iguais subtraimos uma mesma
guantidade, os restos sao iguais; 3° que se multiplicamos duas quantidades
iguais pela mesma quantidade, os produtos sdo iguais; 4° que divide duas
guantidades iguais pela mesma quantidade, os quocientes sdo iguais.
Como os dois membros de uma equacdo sdo duas partes iguais, 0S
principios acima se aplicam a eles, e as altera¢des que resultam n&o afetam
o valor do desconhecido. Estes principios sdo suficientes para resolver
equacdes; comegamos com as equagoes...(REYNAUD, 1810, p. 148).31

Em resumo, os principios evidentes que refere Reynauld que constituem a
tecnologia da praxeologia podem ser assim compreendidos:
(P1) Se C é a soma das parcelas A e B, isto é, C = A + B, entdo evidentemente A é 0
resto entre o minuendo (soma) Ce o subtraendo (parcela) B, isto ¢, A = C— B.

Em resumo:Parcela se torna subtraendo;

(P2) Se A é o resto entre o0 minuendo C e o subtraendo B, isto é, A = C — B, entdo
evidentemente que o minuendo C é a soma entre as parcelas A (antes resto) e B

(subtraendo), isto € C = A + B. Em resumo, subtraendo se torna parcela da soma;

(P3) Se C é o produto dos fatores A e B, isto é, C = Ax B, entéo é evidente que B é
0 quociente entre o dividendo C(produto) e o divisor A (antes fator) B = C: A. Em

resumo, o fator se torna divisor;

31 | es transformations gu'exigé la résolution des équations, sont fondées sur ce principe évident.
Lorsqu'on fait les mémes opérations sur deux quantités égales, les résultats sont égaux. On en déduit;
1° que si a deux quantités égales on ajoute une méme quantité, les sommes sont égales; 2° que si de
deux gquantités égales on retranche une méme quantité, les restes sont égaux; 3° qu'en multipliant
deux quantités égales par une méme quantité, les produits sont égaux; 4° qu'en divisant deux
quantités égales par une méme quantité, les quotiens sont égaux. Comme les deux membres d'une
équation sont deux quantités égales, les principes précédent s'y appliquent, et les transformations qui
en résultent n'altérent pas la valeur de l'inconnue. Ces principes suffisent pour résoudre les équations;
nous commencerons par les équations...(REYNAUD, 1810, p. 148).
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(P4) Se B € o quociente do dividendo C pelo divisor A, entdo, é evidente que o
dividendo C é o produto dos fatores A e B, isto €, C = Ax B. Em resumo o divisor se

torna fator.

A teoria que sustenta essa tecnologia se encerra nas operacdes entre
quantidades consideradas generalizadas com base na evidéncia cultural empirica
naturalizada da contagem; Em sentido amplo, a teoria € aritmética generalizada,
pois as estruturas algébricas que caracterizam a Algebra moderna ainda

engatinhavam.
3.2 ALCANCE DA TECNICA

A tecnologia acima exposta sustenta a técnica de modo naturalizado pela
aritmética permitindo funcionar como regras naturais para o calculo algébrico que se
mostrava de largo alcance como evidéncia Reynaud para a resolugéo de equacoes
do primeiro grau, pela consequente sistematizacdo algébrica dos procedimentos
aritméticos.

Em geral, para fazer desaparecer os denominadores termos de uma equacgao,
€ suficiente multiplicar cada membro pelo menor denominador; 0S novos
numeradores sdo exatamente divisiveis pelos denominadores; efetuando as
divisbes, a equacdo proposta sera transformada em outra em que 0s termos Sao
inteiros.

Aplicamos esta regra a equacéao

2x—5 5 5 5(4—-3x) 4 5
36— D 2 x—2 ax-1 15 x-2

: +5 .
Subtraindo de cada membro C 2); 0S restos serao iguais, e teremos
X_

2x—5 5_5(4_3X)_i
3(x—1) 2 4(x-1) 15
Com um pouco de atencdo, vemos que a menor quantidade divisivel pelos
denominadores € o menor denominador comum 2-2-3-5-(x — 1); multiplicando
cada membro pelo denominador, teremos

(2x—5):2:2:3-5-(x—1) 5:2:2-3-5-(x—1) 5(4—3%):2-2-3-5x—1) 4:2:2-3-5(x—1)
3(x—1) * 2 B 4(x—1) Bl 15
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Suprimindo os fatores comuns aos dois termos de cada membro de cada
fracdo, resultara:
(2x—5).2.2.5 + 523.5(x—1) = 5(4—3x).3.5 - 4.2.2.(x— 1)
(2x—5).20 + 150(x—1) = 75.(4 —3x) - 16(x— 1)
40x —80 — 100 — 150x — 150 = 300 - 225x — 16x+ 16
40x + 150x + 225x + 16x = 300+ 16 + 80 + 100 + 150
431x = 556
x = 556:431

3.3 ANALISES COMPLEMENTARES SOBRE A PRAXEOLOGIA DO SECULO
XIX

Como se pode notar, a técnica adotada por Reynaud para a resolugcdo de
equaclOes do primeiro grau apresenta largo alcance de modo a néo ficar restrita
apenas as equactes dos tipos que permitem ser identificadas como equacdes do
primeiro grau. Os principios da aritmética séo estendidos de modo natural e ganham
generalidade com os calculos algébricos onde operam com as letras como se
operam com 0s nimeros. E esse aspecto que permite enfrentar diferentes equacdes
que, a priori, ndo se pode afirmar que se trata de uma equacao do primeiro grau,
como foi demonstrado acima.

Essa técnica, por outro lado, embora habite um ambiente mais refinado
guanto ao conhecimento matematico, ratifica o método da inversdo descrito
anteriormente pelos mateméticos hindus, com a técnica dotada de uma
racionalidade que permite um fazer inteligivel, com alcance relativamente largo o
suficiente para permitir construir organizacdes praxeoldgicas de complexidade
crescente para 0 ensino escolar. Talvez por isso, essa técnica ainda se faca
presente nos livros escolares atuais do ensino brasileiro.

No entanto, sabemos hoje, que tal tecnologia/técnica ndo permitira resolver
analiticamente qualquer equacéao polinomial e tampouco estabelecer uma relacao
entre o grau da equacao e o numero de raizes da equacao.

Na equacdo x°>—32=0, por exemplo, é possivel deduzir, quase
imediatamente, apos isolar a incognita e realizar a operagcao inversa, que x = 2.
Entretanto, tal técnica ndo encontra, € nem aponta, a existéncia de outras raizes. A

equacdo x° — 3x* — 5x3 + 15x2 + 4x — 12 = 0 tem solugdo x = 1, mas ndo apenas,
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também sdo solugdes suas x =—1, x =2, x = -2, x =3 e x = —3, porém, estas
solugbes ndo podem ser encontradas pelo método analitico da inversdo. Essa
limitacdo matemética foi superada com o desenvolvimento tedrico da algebra o
longo dos séculos, que teve como uma de suas consequéncias, o teorema
fundamental da algebra.
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4 RESOLUCAO DAS EQUACOES DO PRIMEIRO GRAU NA MATEMATICA
MODERNA

Consideraremos, neste capitulo, a organizacdo didatico-matematica relativa
as equacdes do primeiro grau a uma variavel que consta no livro de Bdscolo e
Castrucci, intitulado Curso Moderno de Matematica para o Ciclo Ginasial, destinado
ao segundo ano do ciclo ginasial, equivalente ao atual 7° ano do Ensino
Fundamental atual. Essa obra é tomada como representativa das obras que tem
como base o programa da mateméatica moderna, que teve lugar na década de 1970
0 ponto mais alto de sua implantacdo nas escolas brasileiras. A representatividade
da obra escolhida deve-se ao fato de que contém uma organizacdo baseada no
movimento da matematica moderna no Brasil, do qual o autor foi protagonista, como
afirma Villela (2009).

As obras baseadas na matemética moderna sao tomadas como pertinente a
este trabalho, considerando que suas organizacdes didaticas se colocam como
representantes de organizacdes didaticas construidas. Isto é, ndo sdo produto da
cultura escolar. Essa caracteristica atende a uma intencionalidade didatica que
encaminharia a atividade matematica escolar muito proxima da atividade regrada da
matematica, permitindo objetivamente identificar e corrigir os erros dos alunos, ao
mesmo tempo em que dotava as tarefas escolares de unidade que seria alcancada

por meio da inteligibilidade tedérica matematica.

4.1 A ORGANIZACAO DA RESOLUCAO DE EQUACOES DO PRIMEIRO GRAU
A UMA VARIAVEL

O estudo da nocéo de equacao do primeiro grau com uma variavel € feito por
Boscolo e Castrucci (1970) ao longo de todo capitulo 8, intitulado Equacfes do 1°
grau com uma Vvariavel. Iniciando com as igualdades numeéricas e suas
propriedades. A definicdo de equacéo dada pelo autor diz que: As sentencas abertas
que exprimem a relacdo de igualdade entre duas expressfes numericas, Sao
chamadas equagdes (BOSCOLO; CASTRUCCI, 1970, p.113).

Em sentido amplo, dessa definicdo dada pelos autores, podemos entender
gue as equacdes sao expressdes que declaram algo que pode ser classificado como

verdadeiro ou falso. Nesse sentido, assumida uma igualdade, busca-se por meio da
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relacdo de equivaléncia, realizar transformagbes na equagdo que permitam
encontrar uma equacao conhecida que leve a afirmar ou negar a equacao original.
Sao apresentadas, entdo, as propriedades que conferem as igualdades a
condicdo de relacdo de equivaléncia, isto é, as propriedades reflexiva, simétrica e
transitiva, e ainda, Bdscolo e Castrucci (1970) enunciam e exemplificam outras duas
propriedades da igualdade que serdo importantes, mais adiante, quando da

resolucao das equacoes.

PROPRIEDADE ADITIVA DA IGUALDADE:
Se a=b, entdo a + ¢ = b + ¢, qualquer que seja 0 niumero c.
Adicionando um mesmo numero aos dois membros de uma igualdade,
3+45=7+1
3+45+2(=10) e 7+ 1+ 2(=10)
3+45+2=7+1+2

PROPRIEDADE MULTIPLICATIVA DA IGUALDADE:
Sea=b,entdoa.c=Dhb.c, qualquer que seja 0 nimero c.
Multiplicando por um mesmo numero os dois membros de uma igualdade:
5=5
5-3(=15) e 5-3(= 15)
5:3 =5-3

Antes de abordarem propriamente a resolucdo de equagbes, 0s autores
optam por definir, primeiramente, as sentencas. Boscolo e Castrucci (1970) definem
as sentencas como expressdes que possuem sentido completo e sobre as quais se
pode dizer se sao verdadeiras ou falsas. Fazem uma abordagem relativamente
ampla das expressdes e sentencas, isto pode ser verificado no trecho contido na
figura 6. Ademais, as sentengcas numéricas - figura 7 — sdo caracterizadas pelos
autores por se referirem a nimeros e pela possibilidade de serem expressas de

modo sucinto e com simbolismo préprio:
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Figura 7— Definicbes e exemplos das expressdes e sentencas.

2. EXPRESSOES E SENTENCAS

Consideremos as seguintes expressdes do pensamento:

1. “A Lua”;
2. “Sete”;
3. “Domingo”;
4. “A diferenca entre dez e quatro”;
1. “A Lua é o satélite natural da Terra”;
© 2. “Sete é maior do que cinco”;
3’. “Domingo fomos i missa’’ ;
P :
4”. “A diferenca entre dez e quatro é igual a trés".

) Cpmo se v&, hi uma diferenca fundamental entre as quatro
primeiras e as quatro Ultimas expressdes; as quatro tltimas ex-
primem um pensamento que tem sentido completo, o que n#o
acontece com as quatro primeiras.

& S Py . a .
Ea:pressnfzs do pensamento que tém sentido completo, chamam-se
sentencas®”

Consideraremos sdmente sentencgas declarativas (afirmativas ou
negativas), isto é, nio examinaremos sentencas interrogativas, im-
perativas, optativas, etc.

Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p. 116.

E importante notar que, nesse sentido, a incognita passa assumir o status de
variavel, ou seja, o valor desconhecido € um valor situado em um campo numerico
e, portanto ndo guarda nenhuma relagdo com grandezas concretas. De outro modo,
a equacao € um problema de natureza numérica que independe de problemas sobre
contextos concretos.

No entanto, acreditamos que a énfase dada as sentencas numéricas
enquanto forma de estabelecer relagcdes entre numeros e a possibilidade de
traducdo entre sentencas escritas em linguagem corrente para a linguagem
simbdlica, revela uma das importancias do estudo das equacdes e suas técnicas de
resolucao para a resolucdo de problemas.

De outro modo, a importancia das equacOes se pde por se constituirem em
modelos matematicos Uteis, sendo indispensaveis, para as praxeologias com
matematica presente nas praticas sociais com matematica (CHEVALLARD, 2005) e,

em particular, nas atividades da matematica escolar.

4.1.1 Resolucao da equacao do primeiro grau

Boscolo e Castrucci (1970) caracterizaram a equacdo como uma igualdade

entre duas expressfes numericas cujo valor l6gico ndo pode ser atribuido sem que
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se determine o valor da varidvel. Entdo, definem que: “Resolver uma equacdo €&
determinar o seu Conjunto-Verdade” (p.125).

E acrescentam que, no caso das equacdes, o Conjunto-Verdade também
pode ser chamado Conjunto-Solugo (S) (BOSCOLO; CASTRUCCI, 1970, p. 125).

Assim, resolver a equacao é determinar o valor da sua raiz, dentre o conjunto
de todos os valores possiveis que a varidvel pode assumir, que torna verdadeira a
igualdade expressa pela equacao.

Para verificar se um dado valor da variavel é a raiz, Béscolo e Castrucci
(1970) afirmam que: [ ] basta substituir, na equacdao, a variavel pela raiz e simplificar
a expressdo (numérica) resultante em cada membro, até poder dizer, com
seguranca, se a sentenca é V ou F.” (BOSCOLO; CASTRUCCI,1970, p. 126)

Antes de abordar o processo geral de resolucdo da equacdo, Bdscolo e
Castrucci (1970, p. 127) apresentam as noc¢Oes de equacdes equivalentes e de
equacao elementar como a inteligibilidade desse processo.

Assim, as definicbes dadas encaminham para 0s papéis que se deseja
atribuir as equacdes equivalentes e equacdo elementar no processo de resolucéo

das equacdes. O extrato de texto a seguir mostra essas nocgoes.

Figura 8: Definicdo de equacdes equivalentes e exemplos.

EQUACOES EQUIVALENTERS

Duas equagies sio equivalentes, num determinado Conjunto-
Universo, quando tém o mesmo Conjunto-Solugdo,

Assim, por exemplo, as equacdes :.

X—}—'l—‘-?,l/v:N cg.xzﬁ“['::N
sao0 equivalentes, pois ambas tém S — {3};
> <
X—1=—=9,0U=2Z ¢ —=—-2U=2%
4
sao equivalentes, pois ambas tém S = {— 8)}.
Observacao
Chamaremos de elementar téoda equacio da forma x — 2,
9
k3l
I=—6(LX=—,x=—19,x=x, ... Asequacdes elementares
8

sa0 as mars stmples das equacgdes e tém resolucio imediata, como
J& vimos.
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Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p. 127.

Os papéis dessas nocdes nos parecem dizer que a resolucdo de uma
equacao se da por meio de transformacdes dessa equacdo as equacbes mais
simples, sucessivamente, até encontrar uma equacao elementar. Esta equacao
permitira, até por breve observacdo, afirmar a veracidade ou ndo da igualdade
original. O extrato de texto a seguir mostra essas nogoes.

Essa nossa compreensdo € confirmada quando os autores apresentam a
técnica de resolucdo de uma equacao, que denominam processo geral de resolucéo

que para eles consiste em:

A equagdo, cujo conjunto S pretendemos determinar, € transformada em
equagles equivalentes cada vez mais simples, até obter-se uma equacéo
elementar, de resolucdo imediata. Como a equac¢do dada e equacgéo
elementar em que foi transformada s@o equivalentes, o Conjunto-Solucao
desta Ultima ser4 o Conjunto-Solucdo da equacdo proposta (BOSCOLO;
CASTRUCCI, 1970, p. 127).

Este processo € apresentado como um conjunto de “operagdes” que devem
ser realizadas para transformar uma equacao dada em outra equacao equivalente e
mais simples que a anterior. Os autores afirmam ainda que a realizacdo dessas
operacdes pode ser requisitada de forma isolada ou combinadas. As operacdes sao,

entdo, apresentadas e exemplificadas.

4.1.2 Operacdes de transformacéao das equacfes em equacdes equivalentes

Encontramos aqui, de acordo com Boscolo e Castrucci (1970) o conjunto de
trés operacgdes que juntas constituem o processo geral de resolucdo que podem ser
aplicado na resolugéo da equacgéo do primeiro grau com o objetivo de chegar a uma
equacao do tipo elementar, obtendo assim, o conjunto-solu¢ao da equacao.

A primeira € a que possibilita a Simplificagdo de cada uma das expressdes
que constituem os dois membros da equagao. Essa simplificagcdo era obtida
realizando-se as operacdes indicadas entre os termos semelhantes em cada
membro, como também era realizada a aplicacdo das propriedades como regras
explicitas para guiar e justificar cada passagem da resolucdo. O extrato do texto

ilustra a intencdo aqui mencionada:
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Figura 9 — Primeiro tipo de transformacéao utilizado para obter equagdes equivalentes

L. Simplificacio de cada wma das expressoes que constitiem
os dois membros da equagio.

Vejamos alguns exemplos em que c~ada equacao e_quwalente
obtida é acompanhada do nome da operagdo ou da propriedade que
permitin escrevé-la a partir da equacdo anterior.

Resolver :
3x—2x=—9+4+4,U=12
B—2).x=—9+414 — distributiva da multiplica¢do —
1.x=—5 — adigio —
—b — el. neutro da multiplicagio —
S={—5)
Verificagdo:
3.(—N—2.(—3=—9+1
—15+10=—9-+4
—5=—=5(V)

Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p. 128.

Notemos que, essa técnica de realizar as transformacdes das expressodes,
objetiva a reducédo dos termos semelhantes tanto no primeiro membro da equacéao
quanto no segundo. Os termos na variavel x, do ponto de vista do fazer inteligivel
matematico, exigem que se use a propriedade distributiva, como regra a ser
seguida, para serem reduzidos. No segundo membro € realizada a operacao
indicada. Apos estas operagdes obtém-se a equacéo elementar x =- 5 de onde se
tem o valor da raiz.

Cada transformacao feita na equacéo é justificada pelo uso das propriedades
da adicdo e da multiplicagcdo no conjunto @, como regras a serem seguidas, de
modo a garantir a igualdade. Essa propriedade foram objetos de estudados no
capitulo anterior ao das equacdes.

Entdo, procede-se a verificacdo da solucdo substituindo o valor encontrado na
resolucdo da equacao, que leva a ratificacdo da verdade da igualdade, e, portanto,
do valor —5 como raiz da equacgéo.

A segunda operacdo de transformacdo em equacdo equivalente é
apresentada com o uso da propriedade aditiva da igualdade, mostrada no inicio do

capitulo pelos autores, com a diferenca de que agora incluem exemplos do seu
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modo de uso na resolucdo dessa equacgdo. Assim, esta operacdo € descrita como
segue:

Figura 10 — Segundo tipo de transformacéao utilizada para obter equacdes equivalentes

11. B Aplicacio oportuna da Propriedade Aditiva da Igualdade.
Clonsiste em adicionar aos dois membros da equacéio o oposto de
um de seus térmos e simplificar depois a equaciio equivalente obtida.
Resolver:
1
v 4 -+- 7 = e — .Iv ——— Q
3
.l .
x+4+7) —T=———1T — aditiva da igualdade —
3
1
x4+ (+7T—TNN=———1T — associativa da adigdo —
3
22
x4+0=—— — adi¢io —
3
22
X=—— — elemento necutro da adigido —
929
3
Verificacdo:
22 1
—_——t T = ——
3 )
1 1
—_ —_— = —_——  VY)
3 3

Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p.129.

Os autores destacam que a reciproca dessa propriedade pode ser entendida
como uma técnica familiar na escola como “lei do cancelamento”, mas que surge
como consequéncia da aplicacdo dessa propriedade, que é assim descrita:
“Cancelando termos iguais, um em cada membro, uma dada equacéo transforma-se
em outra equivalente” (BOSCOLO; CASTRUCCI, 1970, p. 133). Na figura 10, temos
dois exemplos de como isto funciona na pratica, ou seja, como cancelar termos da
equacao, durante a resolucdo de uma equacao:
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Figura 11 — Exemplo de equagdes equivalentes obtidas pelo cancelamento de termos.

Assim, s@io equivalentes as equacles:

/ /
6x 4+ 1 — 4 = 3x — 4 e 6x + 1 — 3x ;
/ )
2 £ 7 2
9x — — 4+ 8 =5 4 8 e 9x — — = 5
3 .‘/ / 3

Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p. 131.

A terceira operacdo apresentada é a propriedade multiplicativa da igualdade,
mas agora atendendo ao propésito da resolucdo de equacdes. Na figura, abaixo,

descreve-se sua aplicagao.

Figura 12 — Terceiro tipo de transformacdo utilizada para obter equacfes equivalentes.

IIT, Aplicacio oportuna da Propriedade Multiplicativa da
Tgualdade.

Consiste em multiplicar os dois membros da equacio por um
nimero diferente de zero ou que mdo se anule para particulares
valores da variavel (se estiver representado por um numeral literal).

De modo geral, o nimero em questfio é o reciproco de um dos
fatéres que figuram na equacio.

Resolver :

Ix=—7 , U= Q
1 1
c(@Ax) =— . (=T — multiplicativa da igualdade —
4
1
( ) Ay — associativa da multiplicagio —
l.x=—— — multiplicagio —
4
7l
X — i — el. neutro da maultiplicacao —
4

Verificagdo:

(D)o

—7=T7 (V)

Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p. 131.
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A respeito dessa propriedade, os autores fazem dois destaques: o primeiro é
sobre as equacoes equivalentes obtidas quando se multiplicam ambos os membros
por — 1. o produto em questdo, de modo especifico, obtém-se uma equacdo com
todos os termos com o sinal trocado, os termos da nova equacao S80 0s simeétricos
dos termos da equacao dada.

Figura 13 — Consequéncia do uso da propriedade multiplicativa da igualdade, quando o fator que
multiplica a equacédo é — 1.

Assim, dada a equacio:
2
B = g S
5

multiplicando-se os dois membros por — 7 resulta a equacio equiva-
lente :
2
— x4+ 8=—=—4T7x—1

5

Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p. 1

A segunda transformacdo decorre da propriedade simétrica da igualdade,
pela qual se obtém uma equacéo equivalente trocando-se o primeiro membro com o

segundo.

4.1.3 Regras praticas pararesolver a equac¢ado do primeiro grau

A técnica geral empregada em seus passos detalhados, acompanhados de
suas justificativas explicitando as propriedades, como regras a serem seguidas,
pode tornar o processo de resolucdo longo e até cansativo. Isso é referido por
Boscolo e Castrucci (1970) e foi visto pelos exemplos resolvidos ao longo do
capitulo.

Entretanto, as regras a seguir, deduzidas como regras praticas, sao
apresentadas alternativamente para resolver uma equagédo de modo mais rapido.

A primeira regra diz o seguinte: “Uma dada equacgao transforma-se numa
equacao equivalente, quando se transporta um seu térmo de um membro para outro,
com sinal trocado” (Boscolo, Castrucci, p.135).

Isto quer dizer que tendo aplicado a propriedade aditiva de modo oportuno,
elimina-se um termo em um dos membros da equagao, e seu Ooposto aparece no

outro membro.
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Figura 14 — Consequéncia da propriedade aditiva da igualdade, exemplos.

Paremos aqui e observemos as equacdes equivalentes:
xX4+83=5 ¢ x=58—3

Tudo se passon como se o térmo “ -+ 3" tivesse sido transpor-
tado do 1.° membro para o 2.° com a treca do sinal “-4" pelo
sinal “—".

() mesmo acontece com o térmo “— x” ma equacdo:

2 =9 —x

Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p. 130.

A segunda regra € anunciada segundo a regra de reducdo de fracdes a um
mesmo denominador. Isso deve se dar, em nossa compreensao, pela suposta
familiaridade do aluno com essa pratica, supostamente ja incorporada por eles. O
enunciado desta regra esté transcrito a seguir:

Uma dada equacédo com denominadores transforma-se numa equacao
equivalente, quando os denominadores séo eliminados depois de dividir-se

0 m.m.c. dos denominadores pelo denominador de cada termo e multiplicar-
se 0 quociente obtido pelo respectivo numerador. (BOSCOLO;

CASTRUCCI, 1970, p. 135).

Figura 155 — Consequéncia da propriedade multiplicativa da igualdade

Observemos as equagdes equivalentes:

1 3
—_— X = —— e xX=—86

2 7

Tudo se peossor como se os dengminadores que figuram na
equacio tivessem sido eltminados, dividindo-se, para cada térmo, o
m.m.c., 14, pelo denominador e multiplicando-se o quociente obtido
pelo numerador.

Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p. 137.

E importante destacar que os denominadores podem ser eliminados
aplicando a propriedade multiplicativa da igualdade, usando-se como fator
multiplicador de ambos os lados da equacdo o minimo multiplo comum entre o0s

denominadores, ou, de modo mais direto, pelo produto dos denominadores.
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Uma vez anunciada a regras de reducdo de uma equacdo a uma equacao
elementar por operagcfes que mantém a equivaléncia inicial, ou seja, a igualdade, os

autores institucionalizam a técnica e as formas das equacdes do primeiro grau.

42 A RESOLUGCAO DAS EQUAGCOES DO PRIMEIRO GRAU COM UMA
VARIAVEL DA FORMA AX +B = C

Boscolo e Castrucci (1970) afirmam que as equacdes resolvidas

anteriormente podem ser transformadas em equacdes equivalentes da forma:

ax +b = ¢
em que a e b sdo numeros determinados, chamados coeficientes da equacéo, e a
variavel x com expoente iguala 1. Por exemplo, na equacédo 2x + 7 = b, 2 e 7 séo
os coeficientes de a e b, respectivamente.

Assim, levando em consideracdo todas as propriedades e operacdes
anteriormente mencionadas, definem que as equac¢des que podem ser escritas na
forma ax + b = 0 sdo chamadas equac¢fes do primeiro grau com uma variavel.

Dito isto, Boscolo e Castrucci (1970, p.139) apresentam a regra pratica geral

para resolver as equacgdes do primeiro grau:

1. Eliminam-se os parénteses;

2. Eliminam-se os denominadores;

3. Separam-se 0s termos, deixando num dos membros os termos que
contém a variavel e somente eles;

4. Dividem-se (caso ainda ndo se tenha obtido uma equacdo elementar)
ambos os membros pelo coeficiente da variavel, se tal coeficiente nao for
zero, obtendo-se assim uma equacéo elementar equivalente, de resolucdo

imediata.

Além destas regras, os autores destacam que na resolucdo de equacodes, a
reducdo de termos, que até entdo era realizada usando propriedade distributiva
COmo regra a ser seguida, deve passar a ser feita diretamente. Assim, a propriedade
distributiva € a tecnologia utilizada para justificar e explicar a técnica pela qual
“conserva-se a variavel e adicionam-se os coeficientes” (BOSCOLO; CASTRUCCI,

1970, p.140).
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Isto quer dizer que, na pratica, a reducdo de termos funciona daqui em diante,

como no exemplo da figura 16:

Figura 16 — Exemplo do uso daregra para reduzir termos da variavel.

Exemplos :
2x —Tx 4+ 1lx=6x , em que 6=2—T7+411;

—12a 1+ 9a-—a= —a , em que —4=—12+9—1; ...

Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p.140.

O dultimo topico do capitulo de equacbes é reservado ao estudo
qualitativo das equagbes, onde sdo abordadas as equacdes sem solucdo e as

identidades.
4.3 EQUACOES SEM SOLUCAO E IDENTIDADES

Os autores descrevem uma equacgao sem solugdo como aquelas “[ ] que nao
sdo verdadeiras para nenhum valor da variavel no Conjunto-Universo escolhido, isto
é, (...), S = 0" (BOSCOLO; CASTRUCCI, 1970, p.146).

Essa afirmacdo estd em acordo com a tecnologia da definicdo de uma
equacao como sentenca aberta definida sobre um dado campo numérico.

Assim, os casos de equacdes sem solucdo sao divididos em dois grupos
pelos autores:

O primeiro caso € quando a solucao encontrada resolvendo-se a equacao,

nao pertence ao conjunto universo escolhido. Como no exemplo dado a seguir:

Figura 17 — Exemplo de equacgéo cuja solugcdo ndo pertence ao Conjunto-Universo em questéo.

Iixemplo.

It880lyver: Tx 4+ 3 =2x — 5 U =2

Toamos : X — 2x = — 5 — 38
X = — 8
8
X — — —

5

Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p. 147.
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Quando se observa o conjunto-universo no qual o exemplo esta sendo
resolvido, no caso o Z, verifica-se que o valor encontrado ndo pode ser admitido
como solucdo. Portanto, embora exista um valor que verifique a igualdade, existe
uma restricdo causada pela escolha do conjunto-universo, no conjunto dos racionais
a equacao teria solugdo. E importante notar, que na resolucio de problemas, o
conjunto-universo € dado segundo o contexto da situacdo, a equacao que traduz o
problema pode ser resolvida, porém sua solucdo pode ndo ser valida para o
problema.

Desse modo, para realizar uma tarefa do tipo resolver uma equacao do
primeiro grau, por exemplo, é imprescindivel, a indicacdo do conjunto-universo a que
pertence sua solugao.

O segundo caso € quando a equacao elementar apresentar coeficiente da
variavel nulo, como abaixo:

Figura 18 — Exemplo resolucdo que leva a uma equacgéo elementar com o coeficiente da variavel nula.

Resolvor : Fx —8=—=23x4124+2x , U=

oy Ox —3x —2x=—+412 48
0. x=20
Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p.147

As equacfes que tem equacdo elementar desse tipo,ndo possuem solucéo,
pois “ndo existe no conjunto @, supondo que este é o conjunto-universo da variavel,
nenhum valor de x para o qual a equacao 0 - x = 20 e, portanto, para a equacgao
dada, 5x- 8 = 3x + 12 + 2x, seja verdadeira.”

Pode acontecer de a equacdo elementar apresentar coeficiente da variavel
nulo e ter solugéo, nesse caso, mais de uma solugdo. Isso acontece quando a

igualdade representa uma identidade, isto significa que qualquer que seja o valor da

variavel, a sentenca sera verdadeira.

Figura 19 — Exemplo de resolucdo de uma equacdo que representa uma identidade.

Exemplo,
Resolver: 2x — 1 =2 (x<4+3) — 7 , U=2
Temos: 2x — 1 =2x +6 — T
2x — 2x =4+ 6 —T7 + 1
0. x=0

Fonte: BOSCOLO E CASTRUCCI, 1970, p.148.
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Tendo em vista os existem duas possibilidades para as equagbes

elementares com coeficientes da variavel nulos, os autores as destacam.
4.3.1 Coeficiente Zero

Os autores destacam as equacdes que apresentam coeficientes da variavel
nulos para institucionalizar que:

1° caso: o 2° membro também é igual a zero (0-x = 0). Neste caso, a
equacdo dada € uma identidade.

2° caso: 0 2° membro é diferente de zero (0-x =20, p. ex). Agora, a
equacado dada ndo tem solugédo. (BOSCOLO; CASTRUCCI, 1970, p. 149).

Os autores afirmam que de modo geral uma equagdo do primeiro grau
apresenta uma Unica raiz, entretanto, podem existir equa¢des sem solucédo. Ja as
identidades possuem tantas raizes quantos forem os elementos do seu conjunto-

universo.

4.4 ANALISES COMPLEMENTARES SOBRE A PRAXEOLOGIA DA
MATEMATICA MODERNA

Nessa organizacao, posta pela matematica moderna, a técnica de resolucao
de uma equacao do primeiro grau encontra-se bem definida. Ha regras explicitas a
serem seguidas. Estas regras sao determinadas pelas propriedades do campo
numérico em que esta definida a equacéo.

Para um dado campo numérico A, as propriedades operatérias de adicdo e

multiplicacdo que podem ser verificadas sao:

a) Fechamento:
Asoma (a+b)eAouoproduto (a-b)eA
b) Associativa:
Para todo a, b, c € A,
(@a+b)+c=a+ (b +cou(a-b)-c=a-(b-c)
c) Comutativa: Paratodo a, b € A
a+b=Db+aoua-b=>b-a
d) Elemento Neutro:
Existe um elemento 0 € A que é neutro em relacdo a adicéo, ou seja, de tal

modo que 0 + a = a paratodo a € A.
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ou

Existe um elemento unidade 1 € A que é neutro em relacdo a multiplicacéo,
ou seja, de tal modo que 1.a = a para todo a € A.

e) Elemento Inverso:

Para todo a € A, existe um unico (— a) e A, chamado oposto, que neutraliza

esse elemento a, ou seja, a+ (—a) = (—a) + (a) = 0.

Ou
. , . 1 , .
Para todo a €A, existe um unico - €A, chamado reciproco, que neutraliza
. 1 1
esse elemento a, ou seja, a - - =-a=1

f) Distributiva:
Paratodoa,b,ceA,a(b+c¢) = ab + ac

Assim, as propriedades que sao satisfeitas em relacdo as operacdes de
adicdo e ou multiplicacdo, para o campo numérico em que esta definida a equacéo,
funcionam como regras a serem seguidas nas operagbes com o0s termos da
equacao.

Além das regras decorrentes das propriedades acima citadas, duas outras
propriedades numéricas se tornam regras indispensaveis para a resolucéo, do ponto

de vista tecnolégico, embora ndo sejam do ponto de vista da praxis, pois sdo
intuitivas.

g) Propriedade aditiva da igualdade
Sea=Db,entdoa + ¢ = b + ¢, qualquer que seja o numero c.
h) Propriedade multiplicativa da igualdade:
Sea=Db,entdoa - ¢ = b -+ ¢, qualquer que seja o numero c.

Para os numeros racionais e para is numeros reais sdo satisfeitas todas as
propriedades aqui citadas, de modo que se pode enfrentar qualquer equacgéo tendo
essas propriedades como regras. Em geral, as equacbes numericas sao resolvidas

como se estivessem definidas no conjunto dos nimeros racionais ou reais.
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O conhecimento das propriedades como regras praticas sdo indispensaveis
para a resolucdo da equacdo. Isto assegura o objetivo da técnica que é encontrar
um caminho de equacdes equivalentes que permita encontrar a equacao equivalente

mais simples chamada de equacéo elementar.
4.4.1 A tarefa

Na organizacdo presente a tarefa é resolver a equacao do primeiro grau a

uma variavel, de acordo com as regras do conjunto dos numeros racionais.
4.4.2 A técnica

A técnica para a referida tarefa, em termos praticos foi assim anunciada por
Boscolo e Castrucci (1970, p.139):

1 — Eliminam-se os parénteses;

2 — Eliminam-se os denominadores;

3 — Separam-se o0s termos, deixando num dos membros os termos que
contém a variavel e somente eles;

4 — Dividem-se (caso ainda nao se tenha obtido uma equacao elementar)
ambos os membros pelo coeficiente da variavel, se tal coeficiente ndo for
zero, obtendo-se assim uma equacdo elementar equivalente, de resolucao

imediata.

Esse procedimento pratico encerra a técnica de resolucdo da equacgédo, mas
nao determina a priori que regra ou sequéncia de regras deve ser usada. Tudo
funciona como um jogo cujo objetivo é encontrar a equagdo elementar usando as
regras. Assim, uma pessoa pode chegar a uma equacéo elementar em numeros

diferentes de passos, dependendo da sequéncia de regras que usa.
4.4.3 Aspectos tecnoldgico-tedricos

A técnica em sua totalidade é sustentada pela tecnologia das propriedades
das operagBes numéricas sob a compreensdo das estruturas algébricas, como as

estruturas de Anéis e Corpos, sob a luz da teoria da Algebra Moderna. Essa teoria
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somente chega as universidades como objeto de ensino nos cursos de formacgdes
de professores de matematica, no Brasil, nos meados do século XX.

Este € um aspecto positivo para 0 ensino de uma organizacdo matematica
baseada nessa tecnologia, pois aponta objetivamente como se faz e porque se faz
tal procedimento. Isso permite encontrar possiveis erros cometidos e encaminhar
uma terapéutica para eliminar esse tipo de erro. Mas, € bom destacar, nem todo erro
ou insucesso do aluno estara na aplicacao de uma regra.

Entretanto, pela suposta complexidade da teoria das estruturas algébricas, da
resolucdo de uma equagao como jogo e das propriedades que, por naturalizagao
das préticas, pareciam Obvias e desnecessérias, a eliminacdo dessas organizacfes
tenha ocorrido no ensino atual. Mas, € preciso considerar que ignorar as regras,
como tais, torna a resolucdo de equacdes como uma pratica que se aprende na
pratica com a pratica, vendo e fazendo o que viu fazer. Isso leva a pedagogia de
mimetizacdo em lugar de levar a pedagogia do questionamento. Para que faco e
porque faco assim tal resolucéao.

Mas, podemos dizer que a pedagogia de mimetizacdo venceu, pois 0 que
observamos, nas organizag0Oes atuais da resolucédo de equacdes do primeiro grau,
sdo apenas tracos da tecnologia que subsidiava a organizacdo da matemética
moderna, em geral, por meio de citacdbes de propriedades, como objetos
paramatematicos, ou seja, sdo até usados, mas ndo se constituem em objetos de

ensino.



73

5 ORGANIZACAO DE LIVRO DIDATICO ATUAL

Aqui, consideramos a organizacao didatico-matematica sobre as equacdes do
primeiro grau a uma variavel que se encontra no livro de Dante (2012), colecao
Telaris, aprovado pelo PNLD para o 7° ano, como representativa das praxeologias
matematicas sobre esse objeto de ensino, que vive nas escolas brasileiras e, em
particular, nas escolas publicas do Estado. A colecdo em questéao foi a quarta mais
distribuida no Brasil em 2017, de acordo com dados estatisticos do Fundo Nacional
de Desenvolvimento da Educacdo — FNDE. Nosso objetivo aqui é por em
evidéncia os elementos técnicos e ou tecnoldgicos das praxeologias tomando como
referéncia o modelo praxeolégico de Chevallard (1999) em que se destacam o0s
seguintes elementos: a tarefa; a técnica; a tecnologia; e teoria.

E importante lembrar que a diferencga entre técnica e tecnologia € funcional,
de modo que uma técnica de uma praxeologia pode assumir o papel de tecnologia
em outra praxiologia e, ndo menos importante, que a tecnologia esteja integrada na
técnica dando o carater auto-tecnolégico a praxeologia.

Além disso, de modo geral, a tecnologia e teoria ndo necessariamente se
fazem presente explicitamente na praxeologia e tampouco que se pode afirmar que
elas existam como objetos matematicos, de modo que todo elemento anunciado
como técnico/tecnolbgico/teérico e ndo explicitado como tais decorre de

interpretacdo analitica e, portanto ndo séo aspectos descritivos dessa praxeologia.

51 A ORGANIZACAO SOBRE A RESOLUCAO DE EQUACOES DO PRIMEIRO
GRAU A UMA VARIAVEL

No livro de Dante (2012), a nocdo de equacao € tratada no quarto capitulo,
intitulado Equacdes do 1° grau com uma incognita. A nocdo de equacdo é
introduzida a partir de sentencas mateméaticas que sdo apresentadas por meio de
exemplos, mais precisamente, como formula¢cdes de dois problemas aritméticos
tomados de forma generalizada.

Seguindo a ideia de generalizar situa¢gfes da aritmética o autor busca mostrar
as expressodes algébricas como tradugédo da “linguagem usual” para (um suposta)
linguagem matematica. Isto esta evidenciado no seguinte quadro que mostra
situagcbes que podem ser representadas por expressfes que contém numeros e

letras que o autor denomina de expressdes algébricas.
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Figura 20 — Quadro com exemplos de expressdes na linguagem usual e suas correspondentes em
linguagem algébrica.

Observe, nos exemplos da tabela abaixo, como passamos da linguagem usual
para uma expressao algébrica:

Linguagemiﬁéﬁ;lﬁw—i-“ o3 *MEX‘p—rés;é;a—lgébrica ]

_ Odobrodeumnémero | x|

. Otriplo de um numero mais cinco | NEE B

~ Odobro de um numero mais quatro " _2y+4
_Umndmeromaiscinco | w+5
0O quadruplo de um ndmero menos um | ol .
O quadrado de um nimero mais um = e

Fonte: DANTE, 2012, p. 118.

Na sequéncia, refere sem definir, expressdes equivalentes por meio de
exemplos, em que é assumido, sem afirmar, que os alunos ja sabem operar coma as

expressdes, como mostra o seguinte extrato de texto da figura 20.

Figura 21 — Explicacéo sobre equivaléncia entre expressdes.

Genericamente, podemos dizer que 3 vezes um numero mais 4 vezes esse nu-
mero (3x + 4x) é o mesmo que 7 vezes o numero (7x).

Dizemos que as expressdes algébricas 3x +4x e 7x sao equivalentes

e podemos, sempre que quisermos, substituir uma delas pela outra.

Fonte: DANTE, 2012, p. 119.

Aqui o autor poderia recorrer a distributividade da multiplicacdo em relacéo a
adicdo de numeros reais para assegurar que 3x + 4x = (3 + 4)x = 7x, mas
prefere a visdo minimalista da equivaléncia como igualdade naturalizada, tal como, 3
bananas + 4 bananas € igual a 7 bananas.

A nocao de expressdes algébricas supfe que elas podem ser escritas de
modos diferentes, mas duas expressdes algébricas somente podem ser ditas
equivalentes se assumem numericamente um mesmo conjunto de valores. Isto
supdes, nesse contexto de ensino, que as expressdes algébricas sdo expressdes
gue envolvem operacfes matematicas com numeros e letras e ndo expressdes que
contém numeros e letras, como afirma o autor.

O exposto pelo autor, enquanto preliminar, encaminha uma aprendizagem da

matematica como um saber pratico, que se aprende sem ensino, pois a intencdo nao
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se faz presente, mas por meio de imitagdo de praticas com objetos que sao
apresentados por “mostracao”, por exemplos. Aprende-se do mesmo modo que se
aprende uma pratica ordinaria do mundo objetivo, ou seja, em que se vai
conhecendo por vivéncias em situacdes praticas.

A nocdo de expressdo algébrica a que estamos referindo é evidenciada pelo
autor quando usa a situacdo a seguir para exemplificar o valor numérico de uma
expressao algébrica por meio de uma nocéao da geometria. Nela, o autor destaca as
operacdes entre letras e nimeros para operar em seguida a partir da atribuicdo de

um valor numeérico para a letra.

Figura 22 — Exemplo de situacdo ligada a qual se pode relacionar uma expresséo algébrica.

O perimetro do quadrado abaixo é dado por x + X + X + X ou 4x.

Sex=2cm,operimetroe4-2=8cm.

Sex =3,5cm,operimetroé4-3,5=14cm.

Dizemos que o valor numeérico da expressao algébrica 4x éiguala 8 quando x = 2.
E €14 quando x = 3,5.

Fonte: DANTE, 2012, p. 120.

A nocéao de expressao algébrica e de expressdes algébricas equivalentes séo
tomadas assim como noc¢des naturalizadas, sem questionamentos, e, portanto,
apresentadas aos alunos como objetos que podem vir a serem manipuladas em
praticas ainda a serem apresentadas.

A nocao de resolucdo de equacgbes € antecedida por um item denominado
procura-se elemento desconhecido que aborda charadas em que se precisa
descobrir ou adivinhar as respostas. A intencdo é mostrar a necessidade do uso das
letras para representar numeros desconhecidos e isso nos leva ao proximo item
onde sao introduzidos os termos equacao, incégnita e solugédo ou raiz.

O autor define equacao da seguinte maneira:
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Figura 23— Definicdo de equacdes.

Sentencas matematicas como Xx+8=31 e 3n—7=9 sdo chamadas

de equacdes e sao muito usadas para resolver problemas.

Equacbes sdo igualdades que contém pelo menos uma letra que representa um
numero desconhecido.

Em uma equacao, podemos destacar:

x+8 = 31
—_— ——

1= membro 22 membro

Fonte: DANTE, 2012, p. 124.

E apresenta a incognita como aquilo que € desconhecido, o que se procura

saber. A solucédo ou raiz € o valor encontrado para a incégnita apds sua resolucao.

Figura 24 — Defini¢bes daraiz ou solucéo da equacéo, e da suaresolucéo.

Neste exemplo, dizemos que:

* 5 nfo g solucdo da equacgdo 4x + 7 = 3; ,-v-""'R;sérlhv_é}“\

» —1¢ solucdo ou raiz da equacdo 4x + 7 = 3, /" umaequagio "\
/ significa descobrir todas \_~
Veja autros exemplos: | as suas solugdes entre os
» 5 ¢ raiz ou solugio da equacdo x — 2 = 3, pois 5 — 2 = 3 & verdadeiro, | Nimeros quejd conecemos.
s\ No momento, /
\ 7
» 1 ¢ralzousolucio da equacio 2x = 1,pois 2+ 1 =1& verdadeiro, \ ~ ©nhecemoses
5] ) \ ndmeros /

~._racionais.

* —3ndo ésolucdo daequacdo x —3=0,pois —3 — 3 =0 éfalso.

Figura: DANTE, 2012, p.125

Uma vez apresentadas as no¢des generalistas o autor encaminha as técnicas
de solucédo das equacbes do primeiro grau. Em particular, identificamos as que

seguem.
5.2 AS TECNICAS DE SOLUCAO DAS EQUACOES DO 1° GRAU

Ao longo do capitulo em que trata das equacgbes, Dante (2012) apresenta
quatro técnicas diferentes para a resolu¢do da equacgédo do primeiro grau com uma

incognita. Cada uma dessas técnicas sera analisadas a seguir.
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5.2.1 A Técnica da Resolu¢cdo Mental

A primeira técnica de solucdo apresentada € a do calculo mental de
equacles. Essa técnica exige experiéncia aritmética com boa memoria sobre a
tabuada de operacdes e, portanto, uma técnica limitada as equac¢des mais simples
em que se permita chegar ao valor da incognita realizando operag@es indicadas pelo

calculo mental. A figura abaixo mostra isso:

Figura 25 — Exemplo da técnica do calculo mental para resolver uma equagao.

3x =15

o " Eupensei .
 assim: Qual é o nimero que "
/ multiplicado por 3 éigual a 15?
é?’&\ ) Eo5.pois3 -5 = 15.
i N Logo, x = 5, ou seja,
. X _ 5 ésolucdo daequacao -~
b | S 3x=15.

'

Fonte: DANTE, 2012, p. 122.

Essa técnica é limitada também por ndo dispor de dispositivos que auxiliem a
memoria para enfrentar situacdes mais complexas, mesmo para 0s que contam com
boa experiéncia aritmética. O uso de registros algébricos e as operacdes entre eles

como se fossem numeros constituem o dispositivo auxiliar que torna isso possivel.
5.2.2 A Técnica das Operacdes Inversas

Antes de apresentar a técnica o autor busca definir uma equacéo do primeiro

grau a partir dos registros algébricos do seguinte modo.

Figura 26 — Definicdo de equacgao do primeiro grau com incégnita.

Uma equacao é do 1° grau com uma incognita (x) quando pode ser escrita na forma
ax =b,coma # 0.

Fonte: DANTE, 2012, p. 127
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As equacgdes que podem ser reduzidas, de algum modo reconhecido como
vélido, para uma equacado desse tipo é classificada entdo como uma equagéo do
primeiro grau.

Um modo naturalizado da aritmética e usado no ensino e aprendizagem da
tabuada, relacionando as operacdes de subtragdo com a adi¢céo e da divisdo com a
multiplicacdo, como operagbes séo inversas da outra, e que € estendida para
radiciacdo como inversa da potenciacao, etc., é tradicionalmente assumido, tendo
em conta a equacgao ser vista como um problema da aritmética generalizada.

O autor ndo recompde essas nogdes. Assume a nocao de operagao inversa
como naturalizada e a relaciona com um suposto fazer matematico formal que
permite levar uma equacao a forma reduzida, mas nenhuma regra é explicitada. O
modo de aprender € seqguir fazendo o que viu o professor fazer. A figura abaixo

ilustra o que estamos afirmando.

Figura 27 — Exemplo da resolucdo de uma equacédo por inversédo das operacdes.

Analise os exemplos:

Pensei em um niimero, somei 45 e obtive ™
_121. Em que nimero pensei?

Chamando de x esse nimero, podemos escrever:

X+ 45 =121

A operacdo inversa de somar 45 é subtrair 45. Assim, subtraimos 45 em ambos
0s membros e temos:

X+ 48 —45=121—45 -
x=121—45 =
xX=76 e

{ Verificacdo: 76 + 45 = 121 (verdadeiro). Umaigualdade ndo ©

\

O numero pensado é 76.

se altera quando subtraimos
_0mesmo niimero em ambos
“~___ osmembros. -~

Fonte: DANTE, 2012, p. 127

Seria necessario destacar com toda énfase possivel, como uma regra escrita,
gue a técnica da inversédo de operacdes é empregada com a intencdo de levar uma

equacado a forma reduzida. Para isso € preciso isolar o x em um lado da igualdade,
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que culturalmente escolhemos o lado esquerdo, e passar 0s termos numericos para
o lado direito.

No caso especifico da figura 26, passa-se 0 45 para o lado direito da
igualdade com a operacgdo inversa com ele, isto €, subtraindo. Disto resulta x =
121 — 45. Fazendo os célculos, resulta que x = 76. Esse valor é a solucdo da
equacao.

O autor prefere usar o procedimento que combina a inversdo da operacao
como uma regra que se aplica as igualdades, pela qual, como se Ié na figura, é
possivel adicionar/subtrair um nimero qualquer a ambos os membros da equacgéo
sem alterar a igualdade.

Mas, em outros exemplos de resolucdo de equacdes do primeiro grau com
uma incognita com o uso das operacdes inversas, a técnica apresentada ignora o
formal e se apresenta como nés a compreendemos. O extrato de texto da figura 27

exemplifica o que afirmamos.

Figura 28 — Resolucédo de um exemplo.

Analise as situacdes seguintes, resolvidas com equacées.
2 o T
) /" Qual éonimero ™
) | cujotriplo somadocom ) Numero:n
2N 491? ; 7
» ~J0ddo? Triplo do nuimero: 3n
Equacdo: 3n + 10 = 91
3n+10=91 — A operacdoinversa
h > daadicioéa
h 3n=91—10 “ subtracao.
3n=281 " '"‘, A operacdo inversa da
_ 81 _/ multiplicacdo ¢ adiviso.
n =
3
n=27
Logo, o nimero é 27.

Fonte: DANTE, 2012, p. 129.

Sob essa forma, a resolucéo ficou mais econébmica, com menos operacgoes,
como se fossem omitidas as operagfes intermediarias e restando apenas o efeito
causado por essas operacdes em ambos os membros da equacéao.

O autor ndo mostra esse modo de fazer como um trabalho sobre a técnica
com o propodsito de otimizar o procedimento pela reducdo dos célculos, e,
consequentemente a reducdo dos passos necessarios para chegar a solucao.
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Embora apresente fragmentos formais de elementos tecnolégicos que
permitiriam o trabalho sobre a técnica, o modo naturalizado em que esses elementos
sdo apresentados nao lhes permitem usa-los como regras para realizar as tarefas
que podem tornar claro e inteligivel a pratica de resolucdo da equacdo e a
otimizacdo desse processo para 0 encontro de uma regra pratica.

Essa escolha de usar elementos tradicionais como tecnoldgicos continua no

texto como a técnica seguir.
5.2.3 A Técnica do Equilibrio

Essa técnica é baseada na ideia de equilibrio de uma balanca de dois pratos.
Uma equacdo, segundo o autor, pode ser vista como uma balanca de dois pratos em
equilibrio. O equilibrio da balanca funciona como metéafora para a igualdade da
equacao e, assim, as operacgoes realizadas em ambos os membros de uma equagao
mantendo a igualdade, sdo comparadas as acdes sobre os pratos da balanca para
manter o equilibrio.

O extrato do texto mostra a figura de uma balanca de dois pratos e a equagao
gue Ihe corresponde.

Figura 29 — Equacédo que traduz uma situagcdo desenhada com uma balanca de dois pratos, em equilibrio.

Observe abaixo a balanca de pratos equilibrada e considere todas as latinhas
com o mesmo "peso”, que vamos representar por x. Qual é o ""peso" de cada latinha,
ou seja, qual é o valor de x?

Equacdo correspondente: |
5% +50=3x+290 |

==,

Fonte: Dante, 2012. p. 130.
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A resolucao é iniciada comparando-se a retirada dos pesos com a operacao
de subtracdo entre os termos, 0 que, nesta técnica, é a justificativa usada para
explicar a obtencdo das equacdes equivalentes necesséarias para resolver a
equacao. Na sequéncia, esse procedimento é realizado para resolver a equacgao
encontrada na figura 28, usando a ideia de equilibrio da balanca e o ato de retirar
pesos, como metéafora, como garantia de que a igualdade sera conservada na

equacao, € o que podemos observar pela figura 29:

Figura 30 — Procedimento de resolucao pela técnica da balanca.

Quando tiramos pesos iguais de cada prato, a balanca continua equilibrada.
Vamos tirar 50 g de cada prato.

ILUSTRAGOES: PAULO MANZI/ARQUIVO DA EDITORA

: Subtraindo 50 de ambos os membros da igualdade, obtemos outra igualdade: ;
5x + 50 —50=3x +290 - 50

5x = 3x + 240 '

(equacdo equivalente a anterior, ou seja, apresenta a mesma solucéo)

Fonte: DANTE, 2012, p. 131

O procedimento é repetido mais uma vez, retirando-se pesos iguais dos
pratos da balanca e os termos que contém x da equacdo. A resolucdo é feita
simultaneamente pela balanca e pela equacdo como as figuras mostram até esta
fase:



Figura 31 — Continuacao da resolucdo da equacgao pela técnica da balanca.

Tirando trés latinhas de cada prato, a balanca continua equilibrada.

( Subtraindo 3x de ambos os membros da igualdade, temos uma nova igualdade:
5x =3x + 240
5x — 3x = 3x + 240 — 3x

2x =240

(equacao equivalente a anterior)

Fonte: DANTE, 2012, p. 131.
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A partir daqui, a balanca precisa ser abandonada, pois essa metafora nao

explica as demais regras como a divisdo em ambos 0s membros, por exemplo. A
resolucdo da equacao € entdo encaminhada, em continuacgdo, traduzindo a situacéo

da balanca em linguagem matematica para ser enfrentada por uma das técnicas até

entdo apresentadas: a técnica do calculo mental e a técnica da operacao inversa

como pode ser demonstrado pelo seguinte extrato de texto:

Figura 32 — Sequéncia da resolu¢ao da equagao, na linguagem algébrica.

240:2=120g.
Assim, 0 "peso” de cadalatinha e de 120 g.

1' Se 2x = 240, pela operacéo inversa, obtemos x:
|

x=240:20ux=%

| x=120

ou

|

| Se 2x = 240, dividindo ambos os membros por 2, temos:
| 2x - 240

| 2 9,

| x=10

A

Se duas latinhas de mesmo “peso", juntas, pesam 240 g, cada uma pesa

Fonte: DANTE, 2012, p. 131



83

Como se pode notar a técnica da balanca néo se justifica a medida que de
imediato se mostra ineficaz, pois ndo € capaz de resolver qualquer equacédo do
primeiro grau.

Alids, se é possivel a partir de uma situacdo de equilibrio da balanca traduzir
em uma equagdo, fica também claro que nem sempre € possivel traduzir uma
equacao em uma situagcdo de balanca em equilibrio. A técnica da balanca constitui
assim é uma falacia didatica e portanto devia ser banida da sala de aula. Essa

técnica é limitada para as equacdes tratadas a seguir pelo o autor.
5.2.4 A Técnica para Resolucdo de Equacdes com Fracdes e Parénteses

Parece que faltaram elementos tecnoldgicos culturais para encaminhar outras
técnicas para resolucdes de equacdes que envolvem fracdes e parénteses. Assim, 0
autor recai na maxima escolar de “fagam o que me viram fazendo”, ou seja, a
resolucao € apresentada como uma pratica naturalizada da escola.

Tudo € apresentado por meio de exemplos, invocando elementos
tecnologicos de responsabilidade da matematica que asseguram o emprego de uma
propriedade ou nocdo matematica, embora a préatica de resolucado de equacdes do
tipo apresentado pelo autor possa se tornar inteligivel pela evocacdo das
propriedades e principios com o propdésito de reduzir a equacdo. O extrato a seguir

mostra o que estamos dizendo.

Figura 33 — Funcionamento da técnica para equac8es que apresentam fracdes e parénteses.

Equacdes com fracoes e com parénteses

Observe os exemplos:

Exemplo 1: Vamos resolver a equagao 3x + % = 26.

® maneira 22 manelra (processo pratico)
+ X = X =
3x i 26 3x + 7 26
Multiplicamos ambos os membros por 4: %L 4 ’i’ o % o,
4 (3x+X) =4-26-
propriedade t X
distributiva \(_‘ «4) ‘IZTX + % = 1—%&-
4:3x+4- % =104~ Multiplicamos ambos os membros por
12X + x = 104 4 e eliminamos os denominadores:
T 13x =104 lax2x=104
4 13x =104
4. X = 8X =y — Jo4
4" "2 =3 x = 104
i EE]
S 8 x=8
Exemplo 2: Vamos resolver a equacdo 5(x — 2) =4 — (—2x + 1).
(B5(x—2)=4—(=2x+1) o
DI eAOiSia el 5(k—2) =5-x—5-2=5x—10 | __ o
5x —10 = 3 + 2x —(—2x+ 1) éoopostode —2x + 1,
5x =3+ 2x+10 ‘ Usando a propriedade distributiva queé +2x — 1.
=13 + 2% | podemos obter uma equagao Vocé pode também interpretar que:
o ‘ equivalente, sem parénteses. —(—2¢+ 1) =—=1{=22+1)
5x —2x =13 2 Usamos a distributiva obtendo +2x — 1:
3x =13 ==2¢+ 1) =+2¢—1
\ )

12 =
==

X =

W=
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Fonte: DANTE, 2012, p. 133
A propriedade distributiva e a nocdo de equivaléncia estdo a distancia, como

que dando aval as operacdes desenvolvidas, quando elas deveriam estar
conscientemente presentes como regras a serem seguidas. I1sso é que assegura que

a solucéo encontrada € solucédo da equacao original.
5.3 ANALISES COMPLEMENTARES SOBRE A PRAXEOLOGIA ATUAL

A organizacdo didatico-matematica de Dante apresenta basicamente quatro
tipos de praxeologias em que destacamos quatro técnicas. As praxeologias e suas

técnicas podem ser assim resumidas:

Quadro 2: Resumo das praxeologias encontradas em Dante (2012)

1a
) 22 Praxeologia 32 Praxeologia: | 42 Praxeologia
Praxeologia
Resolver a .
. . Resolver a Resolver a Equagdo com
Tarefa equacao do Resolver a Equacéo . . .
o Equacéo fragbes ou Parénteses
primeiro grau.
Reduzir a
Reduzir a equagéo a equacao a forma | Eliminar parénteses e
Tecni Célculo forma mais simples mais simples denominadores de modo
écnica
Mental usando operacdes mantendo a a encontrar a forma
inversas. Balanca em reduzida.
Equilibrio.
Praticas culturais da
Aritmética com tracgos
das propriedades ) ]
) Praticas culturais da
naturalizadas dos o
] o Aritmética com tracgos das
numeros racionais )
) ] propriedades
evidenciados pelos .
o o naturalizadas dos
. principios da adigdo e i o
.| Operagdes L . ndmeros racionais
Tecnologia o multiplicacdo que néo Cultura Escolar ) )
Aritméticas ) evidenciados pelos
alteram a igualdade e, o L
) principios da adicéo,
sem mencionar, a L .
] multiplicacdo que nao
propriedade do elemento )
_ alteram a igualdade e a
inverso (oposto e . o
} propriedade distributiva.
reciproco de um
ndmero).
Tragos da Tracos da Aritmética Tracos da o
. o ) o Aritmetica
Teoria Aritmética generalizada Aritmética )
] ) ] generalizada.
generalizada | naturalizada. Generalizada.
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7

Ainda, a nocdo de equacdo do primeiro grau € apresentada como uma
ferramenta para resolver problemas, embora elas sejam introduzidas como
formulacbes ou modelos matematicos de problema por meio de expressdes
algébricas que permitam encontrar a solucdo do problema. Um indicio de que, a
razdo de ser do estudo da equacdo é dada pela sua potencialidade para representar
e mediar a solucao de problemas.

Essa intencdo parece que age de forma subliminar ja que sequéncia séo
encaminhados 22 problemas a serem resolvidos.

Talvez por essa intencdo didatica, o estudo das equacdes € encaminhado a
partir de supostas praticas da cultura escolar, como bem evidencia a técnica da
balanca, distanciando as praxeologias escolares das praxeologias mateméaticas de
resolucao de equacdes.

Esse fazer escolar cultural contribui para evidenciar a préatica de resolucao de
uma equacdo como uma pratica complexa e, portanto, de dificil ensino e
aprendizagem, pois as praticas ganham caracteristicas dos saberes praticos que
sdo aprendidos, mas ndo ensinados. Somente 0s atos repetitivos pelo enfretamento

de diferentes situacdes permitem o seu aprendizado.
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6 UM MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA PARA A RESOLUCAO
DAS EQUACOES DO PRIMEIRO GRAU

Neste capitulo fazemos a apresentacdo do modelo epistemologico de
referéncia a partir de elementos teéricos da Algebra Moderna. Mais precisamente, o
conjunto dos inteiros moédulo n, Z,, que munido das operacdes de adicdo e
multiplicacdo adquire estrutura de corpo, tal como 0s numeros reais, com o
diferencial de as “propriedades” poderem ser vistas como indispensaveis para
resolver equacdes do primeiro grau.

A nocédo de equacao € uma nocao paramatematica que pode estar associada
a resolucdo de problemas, mas também pode ter um enfoque do ponto de vista
estrutural, dependendo do nivel de estudo. Quando aparece ligada a resolucdo de
problemas, por exemplo, funciona como ferramenta. Espera-se, entdo, que o aluno
reconheca as ocasifes em que um determinado problema deve ser resolvido pela
associacdo a uma equacao e o tipo de equacgédo que deve associar a sua resolucao.

Na escola, a nocdo de equacdo do primeiro grau é apresentada como
ferramenta para a resolucédo de problemas, assim, resolver um problema, €, grande
parte das vezes, resolver a equacdo que o traduz. A técnica que resolve esta tarefa
€ baseada em préticas do calculo algébrico adquiridas pelo aluno, como é o caso,
por exemplo, da reducédo de termos semelhantes (denominada al-mugabala por al-
khwarizmi).

A necessidade de construir um modelo de referéncia a partir de uma estrutura
algébrica é tornar as regras operatérias explicitas em relacéo as operacdes definidas
para os elementos dessa estrutura, pois quando assumimos 0s reais como estrutura,
as regras funcionam de modo naturalizado e, portanto, permanecem ocultas. Esse
aspecto é corroborado pela naturalizagdo das operagdes aritméticas nas escolas por
meio do tratamento de problemas concretos a partir de certa logica pratica.

Nesse sentido, Queysanne e Delachet (1964) nos mostram que a suposta
naturalidade com que se realizam as operagdes com 0s reais pode ser questionada
a partir de novas estruturas. Estas permitem perceber, em contraste com as ja

existentes, que:

Os resultados classicos da algebra elementar que séo considerados como
“evidentes por si” (comutatividade do produto, a nulidade do produto que
acarreta a de um dos fatores ser nulo), ndo se encontram, pois na “natureza
das coisas”, mas provém das propriedades do corpo dos reais e podem
sofrer profundas modificacBes se estivermos em outro dominio (p. 33).



87

De outro modo, dizer que as regras algébricas usadas nas resolugbes das
equacdes sdo evidentes por si € dizer que sdo suficientemente naturais que nao
permitem ser vistas como tais. Nesse sentido, a aprendizagem de resolucdo de
equacles se daria como a aprendizagem dos saberes praticos ou empiricos, em
tanto que seu sincretismo os conduz precisamente a aquisi¢cdo global e pessoal, por
meios intuitivos da familiaridade mimética, sem que se saibam precisamente quando
foi aprendido nem exatamente o que se aprendeu. (CHEVALLARD, 2005, p.68)

E com esse pensar entdo que recorremos a estrutura de anéis e corpos que
podem ser obtidas a partir das classes de congruéncia médulo n. Nelas podemos
notar, sem davida, a desnaturalizacdo das propriedades algébricas dos corpos e
anéis que sdo usadas como regras algébricas para resolucao das equacdes sobre o
corpo dos reais, tais como elemento neutro ou o elemento simétrico que nao sao
evidentes por si mesmo nesse corpo.

Motivados por Queysanne e Delachet (1964), postulamos assim que sob
certas condi¢cdes podemos estudar a resolucdo de equacdes algébricas do primeiro
grau a partir das propriedades operatorias da estrutura de anéis e corpos,
guebrando a inércia do pensamento operatério naturalizado induzido pela aritmética.

Para mostrar isso, torna-se necessario considerar a infraestrutura matematica
necessaria ao topos do professor, mas que serd silenciosa em sala de aula, e,
portanto ao topos dos alunos, frente aos possiveis sistemas de tarefas decorrentes

do MER que essa infraestrutura matematica pode sustentar.

6.1 INFRAESTRUTURA MATEMATICA SILENCIOSA NA ESCOLA

6.1.1 Congruéncias médulo n, sendo n um inteiro natural ndo nulo

Dizemos que o inteiro a é congruo ao inteiro b, modulo n, que se escreve por
a =b(modn), se (a-Db)édivisivel porn.

Partindo dessa definicdo, podemos afirmar que 18 = —4 (mod. 11), pois 18 —
(= 4) = 22 que é divisivel por 11. Por outro lado, 18 # —2 (mod. 11), isto ¢, 18 e — 2
nao sdo congruos médulo 11, pois 18 — (- 2 ) = 20 que ndo é multiplo de 11.

Essa nogdo pode ser interpretada de um modo util do seguinte modo:

a = b(modn) se aebtém o mesmo resto de divisdo por n, isto é,sea- kn = r =

b - pn, para alguns inteiros k e p em Z. Mais precisamente, podemos dizer que:
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Teorema 1: Dois numeros inteiros a e b sdo congruentes modulo n se, somente se,
a, b tem 0 mesmo resto quando divididos por n. (MONTEIRO,1969,p.146)

Demonstragdo: Suponhamos que a = b (mod n), logo,a—b =qncomq € Z, e sejar
o resto da diviséo euclidiana de b por n, logo, b = g'n + r, onde 0 < r <n; neste caso,
temosa=qn+b=(q+q)n+r, e como q e r sdo Unicos, r é o resto da divisao
euclidiana de a por n. Reciprocamente, de a=qn+r,eb=q;n+r,onde 0 <r <n,

resultaa—b = (q; + q2)n, logo a = b mod n.
6.1.2 Relacdo de equivaléncia e classes de equivaléncia

A nocéao de congruéncia médulo n define a relacédo de equivaléncia como uma
relacdo R em Z que:

(E1): E reflexiva, que escrevemos aRa para todo a em Z, que quer dizer que todo
inteiro € cdngruo a si mesmo, para todo inteiro natural ndo nulo n,jAque a—kn=r
leva para a—a = 0 que é divisivel por n.

(E,): E simétrica, que escrevemos se aRb, ent&o bRa, quaisquer que sejam a e b em
Z , que quer dizerquesea—kn=r=b—pnentdob —pn =r =a — kn.

(Es): E transitiva, que escrevemos se aRb e bRc, entdio aRc, quaisquer que sejam a,
becemZ, eisto querdizerquesea—kn=r=b—pneb—pn=r=c-—snentdo
a—kn=r=c—-sn.

Essas propriedades, que em geral podem ser independentes, quando
satisfeitas simultaneamente para uma dada relagédo R definida entre dois conjuntos
nao vazios, definem uma relacdo de equivaléncia. Esta no¢édo é importante por nos
levar ao encontro das classes de equivaléncias.

Dado um elemento a de Z, o conjunto de todos os elementos b tais que aRb,
constituem uma classe de equivaléncia. Esta no¢do nos leva ao encontro da relagéo
R de congruéncia médulo n como determinadora de uma particdo de Z por meio de
suas classes de equivaléncia.

Essa afirmacdo decorre do teorema 1, pois podemos observar que dois
nameros tomados em uma mesma classe serdo congruos modulo n, porém, dois
numeros de duas classes diferentes, ndo o serdo, ja que todo inteiro a € congruente
modulo n a um, e somente um, dos inteiros 0, 1, 2, 3,..., h—1, que s&o os restos r
possiveis da divisdo euclidiana de um inteiro por n, e que r=a(modn), ja que

a—r =kn, esea—r =kn,entdor=r'.
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7

Assim, € uma consequéncia da relacdo de congruéncia como relacdo de
equivaléncia que nos conduz a particdo do conjunto Z. A esse respeito Queysanne e

Delachet (1964), consideram a seguinte sequéncia:
(1) ...— (k+ 1n,—kn,...,—2n,—-n,..,0,n,..,kn, (k+ 1)n, ...

Qualquer que seja 0 numero inteiro, ele pertencerd a (1) ou estara
compreendido entre dois termos consecutivos de (1) e, por conseguinte, havera um
inteiro h e um natural r (chamado resto da divisdo de p por n) que permitir4
escrevermos:

p=hn+r 0<r<n

Todos os inteiros p que conduzem ao mesmo resto rpela relacdo de
congruéncia modulo n podem ser sdo agrupados em um mesmo conjunto que sera
designado por r.

Assim, cada inteiro pode ser escrito em funcdo de n e de r, e dispostos em n

classes:
0S nimeros p = hn (h inteiro) designados por 0
- p=hn+1 -- -- 1
- p=hn+n-1 - - n—1

Essas classes sao denominadas classes residuais médulo n ou classes de
congruéncias médulo n.

Assim, para cada a € Z escrevemos
a={x€ Z|x = a(modn)}

para representar a classe de equivaléncia determinada por a segundo a relacdo de
congruéncia modulo n; dizemos neste caso que a € a classe de equivaléncia médulo

n determinada pelo inteiro a.
6.1.2 O Conjunto Quociente

O conjunto de todas as classes de equivaléncia modulo n € denominado de

conjunto quociente de Z pela relacdo de congruéncia modulo n e é indicada por Z,.
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Esta no¢cdo se mostra importante para nossos propoésitos a partir do seguinte

teorema:

Teorema 2: Se R é uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto ndo vazio E,
entdo o conjunto quociente E/R é uma particdo de E.(MONTEIRO, 1969,p.43)

Assim, duas classes a eb seréo iguais se, somente se, a =b (méd.n). Em
decorréncia do teorema 1 deduz-se que as classes de restos 0,1,2,..,n — 1 s&o
disjuntas duas a duas. Outra consequéncia que segue, € que, se a é uma classe de
restos modulo n, entdo existe um inteiro r, com 0 <r < n — 1, tal que a = 1, portanto,
temos

Z,=1{0,1,2,..,n— 1}

Tomemos como exemplo 0 caso em que n = 2. Temos apenas duas classes de
restos modulo 2: a primeira formada por todos os inteiros pares (resto 0), e a

segunda, por todos os inteiros impares ( resto 1):

0

{..,—6,—4,—2,0,2,4,6,..}

1

{..,=5,-3,-1,0,1,3,5, ...}
Temos0N1=0, 0Ul=ZeZ,= {0,1}

Tomemos agora o0 exemplo 15 apresentado por Monteiro (1969, p.148) com
n= 5. Nesse caso, teremos cinco classes de restos, formadas pelos restos da divisao

de um inteiro por 5, que assumem os valores 0, 1, 2, 3 e 4, temos entao,

Ondeinj=0sei#j(0<ij<4)eZ=0uUlu2U3U4, além disso, i(0<i<4)

€ 0 conjunto de todos os inteiros x que tem i para resto quando divididos por 5.
6.1.3 Anel de Integridade e Corpo
Consideremos particao de Z dada pelo seguinte conjunto quociente

7, ={0,1,2,..,0=1)
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E as seguintes condi¢cbes (MONTEIRO,1969,p.146) que tratam da adicéo e
da multiplicagao de congruéncias
CA quaisquer que sejam 0s numeros inteiros a, b e ¢, se a=b (mdd. n), entdo
a+c=Db+ c(mdd. n). Por hipétese, temos um namero inteiro q, talquea—b =qn e
entdo (a+c) — (b+c) =a—b =qn, portanto a+ ¢ = b + c (mod. n).
CM: Quaisquer que sejam 0s numeros inteiros a, b e ¢, se a = b (mod. n), entdo
ac = bc (mod. n). Com efeito, por hipétese, existe um inteiro g tal que a—b =qn, e
entdo, ac — bc = (a—b)c = (qn)c = (qc)n; portanto, ac = bc (mod. n).
Proposicao 1- Se a, b e ¢ s&o numeros inteiros quaisquer e se a = b (mad. n) e
c =d (mod. n), entdo a+ ¢ = b+ d (mod. n) e ac = bd (mod. n) — principios da soma
e do produto de congruéncias médulo n. (MONTEIRO, 1969, p.146)

Assim, dados dois elementos quaisquer de Z,, a e b, podemos definir uma

soma e um produto, tal que:

a+b=a+b e ab=ab

A soma a+b e produto a.b ndo dependem dos representantes a e b, pois
pela proposicdo 1, que contém os principios da soma e da multiplicacdo das
congruéncias, segue que se a=ce b= d, entdo, a+b=c+d(mod. n) e ab =

cd (mod. n), portanto, as igualdades

a+b=c+d e ab = cd

definem as operacgao de adicao de multiplicacdo sobre Z,.

Segundo Monteiro (1969, p. 181), para determinar a soma de duas classes
a + b é suficiente somar os nimeros inteiros a e b e determinar o resto r da divis&o
euclidiana de a + b por n; a classe de restos modulo n determinada por r é a soma
a + b. Analogamente, para a multiplicagéo, se o resto da diviséo euclidiana de ab por
n é s entdo, a.b =s. Em decorréncia disso, a soma a+b e o produto a.b estio
definidos modulo n.

As operacgOes definidas acima podem ser representadas em tdbuas onde
seus elementos sao dispostos (linha e coluna fundamentais) de modo a evidenciar

todos os resultados possiveis de uma operacao.
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Para mostrar como funcionam essas tabuas, tomamos n = 6, que nos

fornece Z, = {0, 1, 2,3,4,5}:

+|0|1(2|3|3|5% 011|2|3|3|5
0/0(1|2|3|%]|F 0/0|(0|0|0|0]|0
1|1|2|3|3|5]|0 1|0(1|2|3|%]|%
212|3|2|5|0]1 7210(2|2|0|2]3
3|3|3|5|0|1]2 3|0(3|0[3|0]3
2|2|5|0|1|2]3 2|0(3|2|0]%|2
5|5|0|/1|2|3]|3 5|0(5|/2[3|2]|1

A partir das definicbes das operagbes de adicdo e multiplicacdo em Z,, a
estrutura (Z,, +, X) € um anel comutativo com elemento unidade. Mais, precisamente,
segundo Monteiro (1969), podemos assim anunciar.

Teorema X, As operacfes de adicdo e de multiplicacdo definem uma estrutura
de anel comutativo com elemento unidade sobre o conjunto Z,,.

Esse teorema quer dizer que :
Al:(a+b)+c=a+(b+70)
A2:a+b=b+ 2
A3:a+0=0+a
Ad:a+(a)=0
M1: a(b)c = (ab)c

M2: @b = ba

D:a(b+¢c)=ab+ac
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Além disso, se n € um inteiro primo essa estrutura ganha o mais uma
propriedade que a leva a ser definida como um anel de integridade, como assim
afirma Monteiro (1969,p.183) por meio do seguinte teorema.

Teorema: O anel Z, dos inteiros modulo n € um anel de integridade se e
somente se n é um numero primo.

Isto quer dizer que se n é primo, valem todos os axiomas anteriores e
adicionalmente o axioma seguinte: M4: @+ a=1 = 1 (a # 0)

Adicionalmente, observando que Z, € finito e € um anel de integridade,
podemos concluir que Z, é um corpo. Nossa conclusdo decorre do afirmado por
Monteiro (1969, p.183) no seguinte teorema:

Teorema: Todo anel de integridade finito € um corpo.

Isso quer dizer que Z,, do ponto de vista das operacOes nele definidas,
adicdo e multiplicacdo, se comporta como o corpo dos numeros reais. No entanto, é
bom notar, ha uma desnaturalizacdo das propriedades das operacoes.

Essa infraestrutura Matematica, aqui exposta, permite encaminhar sistemas
de tarefas sobre as equacdes de primeiro grau, mas ndo somente a elas, que fazem
revelar o fazer inteligivel da resolucdo das equacdes que independem de criacdes

didaticas sustentadas por praticas culturais da escola.
6.2 O MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA

Assumimos como modelo o conjunto Z, como O conjunto universo e 0s

axiomas Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3, M4 E D como regras operatdrias para a

resolucao das equagdes, como exemplificamos abaixo.

Utilizando Z, = {0,1,2,3,4,5,6} e as tadbuas das operagbes para este
conjunto, mostraremos como a resolucdo de equacdes do primeiro grau pode ser
efetuada utilizando as regras descritas pelos axiomas ja apresentados. A segquir,
observam-se na tabua os 49 produtos possiveis em Z,, onde também pode ser
notado o fechamento das operagdes adicao e multiplicagdo. De modo que para uma
equacdo do primeiro grau determinada, na variavel x, X pertencera ao universo

{0,1,2,3,4,5, 6}.
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TABUA PARA ADICAO TABUA PARA MULTIPLICACAO

A tabela A dispde a adicdo entre os elementos de (Z/7), onde € possivel
visualizar que o elemento neutro para esta operacdo é 0 e que para cada elemento
existe um elemento oposto, de tal maneira que a soma de um elemento com o seu
oposto produz o elemento neutro. Bem como, se pode observar a comutatividade.

Assim, temos, por exemplo, que:

7z

a) O elemento oposto de 3 € 4, pois 3+4= 0. E também que, pela
comutatividade, 4 + 3 = 0, ou seja, 0 oposto de 4 é 3. Emresumo, 3+ 4 =4+ 3 = 0.

b) O elemento oposto de 6 é 0 1, pois 6+ 1 = 0. E aindaque, 1+6= 0, ou
seja, o opostode 1 é 0 6, portanto, 6+ 1 =1+ 6 = 0.

c) Para uma soma ordinaria entre dois elementos, que nao sejam opostos
entre si, a soma sera sempre diferente de zero, assim,5 + 3=3+5= 1.

d) A adicdo de trés ou mais termos funciona com as mesmas regras,
bastando para isso associa-las duas a duas, como a seguir: 3+6+2=(3+6) +

2=2+2=4,0uainda,3+(6+2)=3+1=4.

Com estas regras definidas, e tomando p = 7 podemos pensar na resolucéo
de equacdes, nesse conjunto, tal que as regras para adicdo possam ser deduzidas
diretamente das tdbuas de adigdo e multiplicacéo.
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Resolver uma tarefa do tipo, “encontrar o valor de x na equagdo 2-x + 6 =

0", exige isolar a variavel com auxilio das propriedades da igualdade, e, a utilizagéo

da tabela e a algumas das regras contidas nas tabuas de adi¢éo e de multiplicag&o.

2-x+6=0 (Para anular o 6 deve-se adicionar a ele 1, mas pela propriedade

aditiva, para manter a igualdade devemos soma-lo aos dois membros, entdo

escrevemos):

2'x+6)+1=0+1

2 x+(6+1D)=0+1

(x-2)-3 =1
x-(2-4) =4
x-1 =4
x = 4

(Associamos as parcelas que queremos
somar primeiro):

(Buscamos na tabua o resultado das
adicoes):

(Pode-se discutir o fechamento da
multiplicacdo para 2-x e em seguida dar
o0 resultado para a sua adicdo com o
elemento neutro).

(Para isolar x, buscamos na tabua, um
produto que resulte no elemento unidade,
sendo um dos fatores o 2):

(Multiplicamos esse fator em ambos o0s
membros da equacio e efetuamos 1-4
utilizando a tabua);

(Associamos os fatores de modo
conveniente e efetuamos 2 - 4 utilizando a

tabua);

(Por fim, o produto x-1, pelo qual
obtemos o valor de X, no segundo

membro que é 4).

O modelo ora apresentado permite encaminhar nosso objetivo, ou seja, o de

mostrar a resolucdo de equagbes do primeiro grau como um fazer orientado por

regras matematicas como toda atividade matematica requer.
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Considerando o largo alcance do modelo epistemoldgico, diferentes
organizacbes mateméaticas para resolucdo de equacdes pode ser construidas para
atender diferentes condi¢cdes impostas em diferentes posicées da escola. Tal tarefa

de transposicao didatica constitui o natural desafio a emergente.
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CONSIDERACOES FINAIS

Considerando a suposta falta de unidade e a presenca de fazeres miméticos
no estudo das resolucbes de equacbes do primeiro grau nas escolas basicas,
estamos interessados em responder a seguinte questao:

Como conceber um MER para a resolucédo de equacdes do primeiro grau a
uma variavel que permita construgbes de novas organizacbes praxeoldgicas,
considerando o equilibrio entre os saberes praticos, inclusive procedimentais, que
agem no ensino desse objeto e que ndo fiquem tdo distante dos saberes
matematicos?

O enfrentamento do problema foi de consideravel complexidade e
enfrentado por um percurso de estudos e investigacdes restrito a a de concepcao do
projeto que é de encaminhar um MER e sua traduc¢do inicial para escola por meio de
tarefas que vivam na escola.

O PEI foi encaminhado pelas seguintes questdes, imbricadas entre si:

Q1: Houve mudancas de técnicas ao longo do tempo?;

Q2: Existem invariantes nas técnicas que viveram e vivem no ensino das

escolas?

Qs: O desenvolvimento do saber matematico influenciou mudancas de

tecnologia e técnicas?

Em busca de responder essas questdes, ndo necessariamente na ordem
posta, o percurso de investigacdo nos levou ao encontro de quatro praxiologias
utilizadas para resolver equacgdes do primeiro grau.

Cronologicamente, encontramos as praticas da algebra primitiva hindu de
Datta e Singh (1932), a da organizacao francesa de Reynaud (1810) com base na
algebra classica, a da organizacao brasileira de Bdscolo e Castrucci(1970) sob a luz
da reforma da matematica moderna e finalmente do livro didatico oficial recente de
Dante (2012).

Assim, as andlises realizadas apontam que as praxeologias hindus sé&o
construidas segundo tipos de equa¢cdes em acordo com tipos de problemas praticos.
Praxeologias auto-tecnologicas em que ha uma técnica para cada tipo de equacao e

de onde se extrai pelo menos 0s seguintes elementos técnicos e tecnolégicos:



98

= A nocgdo de termos semelhantes, no minimo, considerando as poténcias de uma
incégnita.

= Operacdes algébricas: Entendidas como as operacdes de adicdo, subtracéo,
multiplicacdo, potenciacdo, por exemplo, de termos envolvendo quantidades
conhecidas (nimeros) e desconhecidas (letras), entre si.

» Redugéo de termos semelhantes: Entendida como aqui como a diferenca entre
termos semelhantes.

= Operacgdes inversas: Entendida como o que adiciona de um lado devera ser

subtraido, e o que estiver multiplicado devera ser dividido, etc.

Esses elementos séo recorridos para derivar as formulas as regras como foi
demonstrado.

A técnica usada na Franga, no século XVIII/XIX adotada por Reynaud (1810)
para a resolucdo de equacdes do primeiro grau ndo acontece por meio de tipos de
problemas e apresenta largo alcance de modo a nao ficar restrita apenas as
equacdes dos tipos que permitem ser identificadas como equacdes do primeiro grau.

Apresenta tecnologia matemética explicita da algebra classica, mas que
ratifica a técnica usada pelos matematicos hindus. Como uma técnica dotada de
uma racionalidade que permite um fazer inteligivel, com alcance relativamente largo
o suficiente para permitir construir organizacdes praxeoldgicas de complexidade
crescente para 0 ensino escolar. Talvez por isso, essa técnica ainda se faca
presente nos livros escolares.

A organizacao praxeolégica de Boscolo e Castrucci (1970), sob a luz da
matematica moderna, apresenta a técnica de resolucdo de uma equacao do primeiro
grau regras explicitas a serem seguidas sob a luz de uma tecnologia também
explicita. Estas regras sdo determinadas pelas propriedades das operacoes
numericas do campo dos racionais ou reais, como mostrado nas analises.

O conhecimento das propriedades como regras praticas sdo indispensaveis
para a resolucdo da equacdo. Isto assegura o objetivo da técnica que é encontrar
um caminho de equacdes equivalentes que permita encontrar a equagao equivalente
mais simples chamada de equacéo elementar.

Essa é a TECNICA da TAREFA de resolucdo da equacio do primeiro grau,

gue em termos praticos foi assim anunciada.
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1) Eliminam-se os parénteses;

2) Eliminam-se os denominadores;

3) Separam-se os termos, deixando num dos membros 0s termos que contém a
variavel e somente eles;

4) Dividem-se (caso ainda nao se tenha obtido uma equacédo elementar) ambos os
membros pelo coeficiente da variavel, se tal coeficiente ndo for zero, obtendo-se

assim uma equacao elementar equivalente, de resolucdo imediata.

Esse procedimento pratico encerra a técnica de resolucdo da equacgdo, mas
nao determina a prior que regra ou sequéncia de regras deve ser usada, como as
demais técnicas aqui analisadas. Mas, apresentando claramente a resolucdo como
um jogo cujo objetivo é encontrar a equacdo elementar usando as propriedades
como regras serem seguidas.

A clareza da tecnologia faz a técnica apresentar largo alcance para o
enfrentamento do género de tarefas de Resolucdo de Equacdes. Os seus elementos
técnicos e tecnoldgicos ratificam as técnicas usadas por Hindus e pelos matematicos
ocidentais até o século XX.

A organizacdo didatico-matematica de Dante (2014) apresenta basicamente
quatro tipos de praxeologias. As técnicas e tecnologias referentes a cada uma delas
podem ser assim resumidas:

Primeira Praxeologia:
Tarefa: Resolver a equagéo do primeiro grau.
Técnica: Célculo Mental

Tecnologia: Operacgfes Aritméticas

Segunda Praxeologia:

Técnica: Reduzir a equagéo a forma mais simples usando operacdes inversas.
Tecnologia: Préticas culturais da Aritmética com tragcos das propriedades
naturalizadas dos numeros racionais evidenciados pelos principios da adicéo e
multiplicagdo que nao alteram a igualdade e, sem mencionar, a propriedade do

elemento inverso (oposto e reciproco de um namero).

Terceira Praxeologia:

Tipo de Tarefas: Resolver a Equacéao
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Técnica: Reduzir a equacdo a forma mais simples mantendo a Balanca em
Equilibrio.

Tecnologia: Praticas da cultura escolar

Quarta Praxeologia:

Tipo de Tarefas: Resolver a Equagao com fragdes ou Parénteses

Técnica: eliminar parénteses e denominadores de modo a encontrar a forma
reduzida.

Tecnologia: Préticas culturais da Aritmética com tracos das propriedades
naturalizadas dos numeros racionais evidenciados pelos principios da adicéo,
multiplicacdo que néo alteram a igualdade e a propriedade distributiva.

Teoria: Aritmética generalizada.

O estudo das equacdes é encaminhado a partir de praticas da cultura escolar,
como bem evidencia a técnica da balanca, distanciando-se das praxeologias
escolares anteriormente investigadas, sem relacdes aparentes entre si, e, com
discurso matematico mantido distante por meio de mencdes explicitas, como as que
indicam a propriedade associativa para eliminacdo de parénteses, mas
predominando o siléncio sobre as demais propriedades.

Esse fazer escolar cultural contribui para encaminhar a préatica de resolucao
de uma equacdo como uma pratica complexa, e, portanto, de dificil aprendizagem
pelo ensino, ou seja, como uma prética ordinaria que é aprendida sem ser ensinada.
Somente os atos repetitivos pelo enfretamento de diferentes situacdes permitem o
seu aprendizado, vendo e fazendo o que viu o professor fazer.

Podemos dizer que durante séculos a resolucdo de equacao do primeiro grau
foi realizada como uma pratica aritmética, em que as técnicas de resolucdo vinham
acompanhadas dos problemas e gradativamente foi sendo abstraida chegando aos
modelos gerais de resolucdo por tipos de equacdes. Basicamente, as técnicas
hindus, de Reynaud e de Boscolo e Castrucci guardam elementos técnicos muitos
proximos, poderiamos até dizer que a segunda € uma evolucdo da primeira e a
terceira da segunda.

Quanto as técnicas apresentadas por Dante, podemos dizer que esta proxima

de Reynaud, mas do ponto de vista tecnologico esta muito distante da algebra
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classica usada por Reynaud e da Algebra Moderna usada por Castrucci, como
evidencia a técnica do equilibrio da balanca.

Em geral, podemos dizer que com o passar do tempo, a criacdo de um
simbolismo algébrico proprio, permitiu sistematizar a representacdo de equacoes e
sua resolucdo. Quando observamos a técnica dos hindus em relagéo a técnica do
século XIX, percebe-se um grande salto no simbolismo. O discurso tecnolégico de
ambas encontra-se apoiado nas operacdes aritméticas, observando-se um avanco
em relacdo a teoria. O aumento em seu poder de generalizacdo com os calculos
algébricos permitiram calcular com letras como se estas fossem numeros dando
uma justificativa para a técnica da inversao.

A consolidacdo da Algebra Moderna permitiu construir um discurso
tecnoldgico-tedrico que explica e justifica as praticas de resolucdo de equacdes
revelando ainda, maior alcance da técnica. A matematica moderna vem, portanto,
ratificar a pratica da resolucdo de equacbBes do primeiro grau. O insucesso da
introducd@o dessa proposta de organizacdo da matematica escolar talvez tenha sido
causado pelo seu abuso de formalismo, gerando um distanciamento excessivo entre
0s saberes a ensinar e 0 saberes praticos da escola que podem ter causado
estranhamentos aos professores.

A organizagdo encontrada no livro didatico mais atual, considerado aqui, nos
mostrou que existem diferentes praxeologias vivendo na escola, e estas, se
apresentam fragmentadas, de modo que tanto a inversdo das operacdes e a
transformacdo em equacdes equivalentes sdo utilizadas para resolver equacdes de
modo combinado ou isolado. Ndo ha um modelo de resolucdo geral, mas algumas
praticas que séo colocadas a disposicdo, baseadas em modelos concretos como o
da balanca de dois pratos. A Aritmética generalizada, representada por calculos
algébricos e o0 uso de propriedades da igualdade de modo naturalizado, ocultam os
elementos tecnologicos que poderiam fornecer uma razao de ser assim a pratica da
resolucdo da equacdo.  Alguns desses elementos foram completamente excluidos
da organizagéao didatica, como o estudo dos diferentes tipos de igualdade, que era o
que possibilitava diferenciar as identidades e discutir a solucdo da equacgéo, por
exemplo. Porém, todas essas noc¢des que envolviam o estudo qualitativo das
equacdes, foram perdidas, ndo restando nenhum vestigio no livro de Dante, que

trata unicamente das técnicas para calcular as raizes, sem discuti-las.
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As analises respondem as questfes postas de forma imbricadas, ou seja,
houve mudancas ao longo do tempo, mas elementos técnicos foram preservados
também, de modo que nos permitem afirmar que temos basicamente uma mesma
técnica em evolucdo, embora as técnicas atuais como as apresentadas por Dante
mostrem uma involugéo técnico-tecnoldgica.

Portanto, as analises nos encaminham para a concepc¢ao de um modelo que
preservasse as praticas com fundamentos matematicos, o que exclui a balanca, e
aproxime da pratica ratificada ao longo do tempo, como descrita no livro de Béscolo
e Castrucci (1970), mas com discurso tecnolégico capaz de desnaturalizar as
operacdes e, com isso, suas propriedades para que permitam serem vistas como
ferramentas para a resolucédo de equacdes do primeiro grau.

O modelo proposto deve ser entdo encaminhado com as propriedades das
operacOes que antes eram vistas sem sentido — elemento neutro, comutatividade,
por exemplo- como regras que guiam os procedimentos da resolugcdo da equacao.
Esse pensar nos encaminhou para o0 estudo da algebra moderna, mais
precisamente, para o encontro com o corpo dos inteiros médulo p.

Essa tecnologia demonstra claramente seu poder de desnaturalizacdo das
operacdes e, em consequéncia, de suas propriedades, como mostra o capitulo 6.
Nesse modelo, ndo usual, o aluno é “obrigado” a usar as propriedades como regras
para a resolucao de equacdes.

Finalmente, é preciso destacar que tal modelo pode ser usado para o estudo
de equacdes em diferentes estruturas algébricas para além dos campos numérico,
Assim, em perspectiva futuras de continuacdo dessa investigacdo, torna-se
imperioso investigar a potencialidade desse modelo a partir da construcédo de novas
organizacfes didatico-matematicas para e no ensino da resolucdo das equagbes

algébricas.
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