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RESUMO

Neste relatorio de pesquisa evidenciamos o matematico italiano Leonardo de Pisa, mais
conhecido como Fibonacci, o qual nos referimos como Leonardo Fibonacci, que
contribuiu significativamente para a comunidade matemaética de sua época, despertando
atencdo de pessoas importantes desse periodo como o rei Frederico 1l, e a seu convite
Leonardo Fibonacci participa de um torneio matematico, o qual, teve como seguimento
a construcao de sua quarta obra (que temos conhecimento) o Liber Quadratorum. Desta
forma nos ocorre 0 seguinte questionamento: quais sdo as potencialidades
didatico/pedagogicas que podem ser evidenciadas a partir dessas proposices e suas
demonstracfes que podem ser usadas em sala de aula para efetivar o
ensino/aprendizagem de conteddos matematicos? Para responder este questionamento,
objetivamos nesse relatério de pesquisa, analisar os problemas contidos no Liber
Quadratorum de Leonardo Fibonacci, no qual visamos um maior entendimento dos
conceitos, provendo um material em portugués e buscando possiveis potenciais
didatico/pedagdgicos. Para tanto, buscamos materiais que subsidiassem o estudo e um
texto base para a construcdo do material em portugués referente a doze proposicdes
contidas no Liber Quadratorum, que versam sobre a relacdo de sequéncias de nimeros
impares consecutivos e numeros quadrados, para tanto, partimos de livro The book of
squares de L. E. Sigler de 1987, como nossa referéncia principal e B. R. McClenon em
seu trabalho intitulado Leonardo of Pisa his Liber Quadratorum de 1919 como nossa
referéncia secundéaria. Fizemos um passeio pelo periodo vivenciado por este importante
personagem, que foi professor e escreveu sobre a matematica, assim destacamos sua
influéncia para o desenvolvimento e divulgacdo dos métodos algoritmicos da
matematica arabe na Europa no inicio do seculo XIlII, a partir de um diagrama modelo
proposto por Chaquiam (2015, 2016), assim, foi construido uma base para que
pudéssemos apontar as potencialidades didatico/pedagdgicas deste livro de Leonardo
Fibonacci, considerando, principalmente, os argumentos reforgadores de Miguel (1997)
e Miguel e Miorim (2004). Apb6s as analises, foi possivel responder ao nosso
questionamento e pudemos apontar potencialidades como: construcdo de diversas
formas de encontrar as ternas pitagodricas, atividades de potenciacdo, principalmente de
quadrados, atividades com raiz quadrada, entre outros descritos neste relatorio. Desta
forma, manumitir o Liber Quadratorum para fins explicitamente pedagdgicos,
vetorizando o ensino, pode em muito prestar grande auxilio ao educador matematico
que queira tragar caminhos que véo ao encontro das necessidades do aluno.

Palavras-Chave: Historia da matematica. Leonardo Fibonacci. Liber Quadratorum.
Ensino de Matematica.



ABSTRACT

In this research report we show the Italian mathematician Leonardo de Pisa, better
known as Fibonacci, who we refer to as Leonardo Fibonacci, who contributed
significantly to the mathematical community of his time, attracting attention from
important people of this period such as King Frederick 11, and to his invitation Leonardo
Fibonacci participates of a mathematical tournament, which, as a follow up the
construction of his fourth work (that we have known) the Liber Quadratorum. In this
way the following question occurs to us: what are the didactic / pedagogical
potentialities that can be evidenced from these propositions and their demonstrations
that can be used in the classroom to effect the teaching / learning of mathematical
contents? In order to answer this question, we aim in this research report to analyze the
problems contained in Leonardo Fibonacci 's Liber Quadratorum, in which we aim at a
better understanding of the concepts, providing a material in Portuguese and searching
for possible didactic / pedagogical potentials. To do so, we searched for materials that
subsidized the study and a basic text for the construction of the material in Portuguese
referring to twelve propositions contained in the Liber Quadratorum, which deal with
the sequence of consecutive odd numbers and square numbers. The book of squares of
LE Sigler of 1987, as our main reference and BR McClenon in his work titled Leonardo
of Pisa his Liber Quadratorum of 1919 as our secondary reference. We took a tour of
the period experienced by this important character, who was a teacher and wrote about
mathematics, so we highlight its influence for the development and dissemination of
algorithmic methods of Arab mathematics in Europe in the early thirteenth century,
from a proposed model diagram by Chaquiam (2015, 2016), thus, a basis was built so
that we could point out the didactic / pedagogical potentialities of this book by
Leonardo Fibonacci, especially considering the reinforcing arguments of Miguel (1997)
and Miguel and Miorim (2004). After the analysis, it was possible to respond to our
questioning and we could point out potentialities such as: construction of several ways
to find the Pythagorean triples, potentiation activities, mainly squares, activities with
square root, among others described in this report. In this way, to maintain the Liber
Quadratorum for explicitly pedagogical purposes, by vectorizing the teaching, can
greatly assist the mathematical educator who wants to trace paths that meet the needs of
the student.

Key-Words: History of mathematics. Leonardo Fibonacci. Liber Quadratorum.
Mathematics Teaching.
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APRESENTACAO

Em meio as adversidades da educacdo matemaética, hd inimeros obstaculos a
serem superados, em meio a esta tensdo educacional, estudiosos da area reunem
esforcos individuais e conjuntos para ir ao encontro destas necessidades educacionais.
Assim, munidos de um corpus tedrico, estes instituem tendéncias educacionais para o
ensino/aprendizagem de matematica. Mediante a estas tendéncias tomam a Historia da
Matematica como uma geratriz de materiais que devem ser adequados ao ensino, e
partindo dessa composicao, se constituir como uma area de pesquisa.

Como um vasto campo de pesquisa, a Histdria se ramifica por trés subéreas:
historia e epistemologia da matematica, histéria da educacdo matematica e historia da
matematica para o ensino. Desta forma, a Historia da Matematica se configura ao longo
de sua prépria historia como componente importante na educagdo, compondo eixos em
congressos de Educacdo Matematica por todo o globo em reunides proprias, sejam estas
locais, regionais, nacionais ou internacionais, bem como, sendo requisitada em
documentos oficiais como os PCNs (Pardmetros Curriculares Nacionais) e a BNCC
(Base Nacional Comum Curricular).

Os documentos oficiais apresentam argumentos favoraveis a insercao da Historia
da Matematica no ensino, do mesmo modo que sugerem formas de utilizacdo desta.
Como, por exemplo, quando a BNCC infere possibilidades de desenvolvimento de
projetos com o uso da Histéria da Matematica visa 0 estudo de um determinado

contetdo e sua funcdo social quando apresenta que,

[...] é importante incluir a histéria da Matematica como recurso que
pode despertar interesse e representar um contexto significativo para
aprender e ensinar Matematica. Entretanto, esses recursos e materiais
precisam estar integrados a situagdes que propiciem a reflexdo,
contribuindo para a sistematizagdo e a formalizagdo dos conceitos
matematicos (BRASIL, 2016, p. 254).

Desta forma, percebemos a importancia do uso da historia da matematica como
um recurso didatico (de ensino). Neste sentido, Mendes e Chaquiam (2016) expdem que
o0s estudos sobre a possibilidade de abordagens didaticas que podem ser propostas para
0 ensino da matematica com base na historia, atualmente, vem se ampliando.

Uma forma de se fazer essa abordagem se fundamenta no estudo de um

determinado conteldo matematico e seu contexto historico, que envolve questdes

11



politico-sociais e outros aspectos dos personagens envolvidos, bem como, de livros

histdricos de contelidos de matematica. Possibilitando aos estudantes,

Uma oportunidade enriquecedora de se inserir o0 maximo possivel no
contexto em que o matematico, o texto matematico escrito por ele, a
comunidade que viveu, trabalhou e produziu tal matematica, em busca
de estabelecer uma de multiplicidade explicativa para as noc¢oes
matematicas que precisara aprender (MENDES e CHAQUIAM, 2016,
p. 11).

Nesse sentido, buscamos em meio a tantos personagens na historia da
matematica, 0 matematico italiano Leonardo de Pisa, mais conhecido por Fibonacci, a
guem nos referimos por Leonardo Fibonacci (1180-1250), para que possamos fazer
alusdo ao seu nome sem perder a denominacdo que lhe foi atribuida. Dessa forma,
investigamos a vida e obra de Leonardo Fibonacci e o desenvolvimento de suas ideias
matematicas assim, caracterizamos 0 nosso estudo como histéria e epistemologia da
matematica.

E importante evidenciar que, este tema foi destacado no Grupo de Estudos e
Pesquisa em Histdria e Ensino de Matemaética (GEHEM), da Universidade Federal do
Para (UFPA), pelo orientador desse trabalho, o que causou o interesse do tema desta
pesquisa, assim como, as formas com as quais Leonardo Fibonacci aborda suas
proposicdes e as demonstra.

Este brilhante matematico, do décimo segundo século, influéncia a Europa com
suas obras de tal forma que, os europeus passam a utilizar os algarismos indo-arabicos a
partir da publicacdo do seu Liber Abaci (1202). Utilizado como uma espécie de manual
pelos europeus desta época.

Uma de suas obras, o Liber Quadratorum (1225), nos atraiu por seu contetdo,
pelas formas com as quais Leonardo Fibonacci demonstrava as proposices contidas
neste livro e a sua interpretacdo de nimero.

Com o interesse de investigar melhor essas atribuicdes, buscamos trabalhos
referentes ao Liber Quadratorum em bancos de dados, como a CAPES (plataforma
sucupira), SCIELO (Scientific Electronic Library Online) e ERIC (Education Resources
Information Center), como resultado encontramos trabalhos referentes a Leonardo
Fibonacci, principalmente no que diz respeito ao Liber Abaci. Em contrapartida a essa
gama de trabalhos referentes aos problemas contidos no Liber Abaci, ndo vimos a

mesma disposicdo para o Liber Quadratorum.
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Com estes resultados, nos questionamos se de fato este livro teria uma
importancia para sua época, ou mesmo se um estudo sobre ele seria de grande valia para
nossos dias. Assim, pesquisamos em livros de Histdria da Matematica quais seriam as
referéncias que os autores tinham no que diz respeito a este livro de Leonardo
Fibonacci.

Ao dar continuidade em nossa pesquisa, constatamos que muitos autores faziam
referéncia ao Liber Quadratorum, no entanto, Aragdo (2009) nos chamou a atencdo
quando se refere a este livro como a obra mais valiosa legada pela idade média. Desse
modo, percebemos uma disparidade entre nossas conclusdes em relagdo as pesquisas
feitas nos bancos de dados e as pesquisas feitas em livros. Concluimos entdo, que
embora ndo haja uma quantidade significativa de trabalhos a respeito do Liber
Quadratorum, por motivos dos quais desconhecemos, este livro possui uma grande
importancia para estudos ligados a historia da aritmética e da algebra. Dessa forma,
entendemos ser valido um trabalho que busca melhor apresentar este livro em lingua
portuguesa.

Munidos desta certeza, procuramos referéncias que nos apoiassem neste estudo,
assim, buscamos em Miguel (1993), Miguel (1997), Miguel e Miorim (2004) e Miguel
(2009), bem como em Mendes (2009a), Mendes (2009b), Mendes (2015) e Mendes e
Chaquiam (2016), uma base tedrica para nossa pesquisa que pudesse abarcar a retomada
da obra deste matematico italiano para fins didaticos. A partir das leituras dos trabalhos
desses pesquisadores, entre outros, nos foi possivel perceber que o Liber Quadratorum
tem um potencial histérico para o ensino/aprendizagem, pois pode ser enquadrado nas
potencialidades descritas pelos autores. No entanto nos ocorre 0 seguinte
guestionamento: Quais sdo as potencialidades didatico/pedagdgicas que podem ser
evidenciadas a partir dessas proposicdes e suas demonstracdes que podem ser usadas em
sala de aula para efetivar o ensino/aprendizagem de contelldos matematicos?

Para responder a este questionamento, objetivamos analisar os problemas
contidos no Liber Quadratorum de Leonardo Fibonacci, visando um maior
entendimento dos conceitos, provendo um material em portugués e buscar possiveis
potenciais didatico/pedagogicos. Este objetivo se desdobra em quadro, 0s quais

direcionam os nossos procedimentos metodoldgicos, assim temos como finalidades:
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v’ Possibilitar a interacdo com a histéria da humanidade e da matematica,
permitindo uma capacidade de compreensdo mais adequada das condigOes em
que foi escrito o Liber Quadratorum;

v Construir um material em portugués para o estudo de doze proposicdes do Liber
Quadratorum;

v' Comentar os problemas e solu¢des (demonstracdes) de doze proposicdes do
Liber Quadratorum;

v" Indicar as possiveis potencialidades didaticas que as proposicoes e solucdes do
Liber Quadratorum possam ter, bem como, as informacfes historicas que
circundam este, a partir das propostas de Miguel (1997) e Miguel e Miorim
(2004).

Assim, delineamos nosso estudo em quatro momentos:

Primeiro Momento

Para possibilitar uma interacdo com a historia da humanidade e a historia da
matematica construindo o contexto em que foi escrito o Liber Quadratorum, buscamos
varios materiais que pudessem nos dar pistas do periodo histérico em que viveu o
matematico Leonardo Fibonacci, bem como, as condi¢des de aprendizagem da época e
seus interesses. Apds reunir estes materiais, encontramos em Chaquiam (2015) e
Chaguiam (2016) um modelo para suprir nosso primeiro objetivo. Desse modo, a partir
de uma adaptacdo da proposta deste autor, encontramos uma forma de construir o
contexto historico de Leonardo Fibonacci e os influenciadores de sua obra.

Segundo Momento

Apb6s compreender o contexto histérico e 0s possiveis matematicos que
influenciaram Leonardo Fibonacci, iniciamos a constru¢do de um texto em portugués do
Liber Quadratorum para melhor compreendé-lo. Para tanto, necessitivamos do livro
para poder materializar suas proposi¢fes em portugués, no entanto ndo encontramos o
original, assim buscamos traducgdes para outras linguas. Nessa busca encontramos dois
textos bases em inglés — The Book of Squares. An annotated traslation into modern
english de L. E. Sigler publicado em 1987 e Leonardo of Pisa his Liber Quadratorum
de B. R. McClenon publicado em 1919.
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Utilizamos Sigler (1987) como fonte principal e McClenon (1919) como fonte
secundaria para a construcdo de nosso material em portugués. Mesmo com estes
referenciais especializados, para nosso estudo, percebemos a necessidade de um
direcionamento adequado do inglés para o portugués. Deste modo, buscamos em Vinay
e Darbelnet (2000), recursos tedricos para uma melhor fundamentacdo do nosso
processo de traducao.

Para tanto, nos deparamos com dois métodos de traducdo, que se desdobram em

sete procedimentos. Como comentam Vinay e Darbelnet (2000),

Em primeiro lugar os diferentes métodos ou procedimentos parecem
ser incontaveis, mas eles podem ser condensados apenas em sete, cada
um correspondendo a um grau mais alto de complexidade. Na prética,
eles podem ser usados sozinhos ou combinados com um ou mais dos
outros (VINAY e DARBELNET, 2000, p. 84).

Para melhor exemplificar, apresentamos a seguir um quadro que nos permite

uma visualizagdo completa da combinagéo desses procedimentos.

Quadro 1 — Métodos e procedimentos de traducdo de Vinay e Darbelnet (2000).

Recupera-se 0s termos estrangeiros com a

Empréstimo finalidade de introduzir a cultura da lingua
original na traducao.
Decalque Mantém a expressao da lingua de partida,
Tradu(;(”)es Diretas traduzindo cada um dos elementos.
Baseia-se na traducdo palavra por palavra,
Literal isto é, um método de transferéncia direta da

lingua original para a lingua desejada com
apropriacdo da gramatica e do idioma.

Transposicao Troca a classe de uma palavra por outra sem
mudar o significado da mensagem.
. Modulacao H& variacdo na forma da mensagem por
Traduc;oes meio de uma mudanca de ponto de vista.
Obliquas Equivaléncia As mensagens sio equivalentes, mas ndo
mantém a mesma hatureza sintagmatica.
Adaptacao Uma nova situacdo é criada por inexisténcia

de correspondéncia entre os dois idiomas.

Fonte: Elaborado pelo autor, a partir de Otero-Garcia (2012).

Com este panorama e direcionados por Vinay e Darbelnet (2000) e como em
Otero-Garcia (2012), julgamos ser mais apropriado para nossos objetivos um

combinado do método de traducdo direta, o qual, fizemos uso, principalmente, do
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procedimento literal, no qual, em determinados momentos, ndo forneciam o suporte
necessario, assim, nos apropriamos do procedimento literal combinado com o
procedimento transposi¢do. Orientados desta forma, materializamos 0 nosso texto em

portugués, o qual se tornou nosso principal material, para dar continuidade ao estudo.

Terceiro Momento

Neste momento com o material em portugués construido, analisamos as
proposicdes, no sentido de verificar o que as proposi¢des, bem como, suas solucbes
poderiam nos oferecer no que tangem a potencialidades didatico/pedagdgicas. A
principio, sem direcionar nossa atencdo para as explicacbes e comentérios de Sigler
(1987) e McClenon (1919), com o intuito de, inicialmente ndo considerar suas
influéncias em nossas explicacdes e comentarios. E importante evidenciar que, embora
a construcdo deste material em portugués abarque todas as vinte e quatro proposicoes,
refinamos a tradugéo e estudamos de forma mais concisa as proposi¢des de um a onze e
a proposigdo dezessete, a qual impulsiona Leonardo Fibonacci a escrever o livro, pois,
julgamos serem suficientes para apontar as potencialidades didatico/pedagdgicas, por
sua importancia na histéria da construcédo do livro.

ApOs selecionar as proposi¢cdes, construir nossas proprias explicaces,
comentarios e conclusGes, comparamos com os materiais de McClenon (1919) e Sigler
(1987), no qual salientamos os pontos comuns e divergentes, para uma melhor
compreensdo do que cada proposicdo pode oferecer, ou seja, 0 potencial que essas
proposicdes conjuntamente com o contexto historico pode oferecer para a efetivacdo do

ensino/aprendizagem.

Quarto Momento

Munidos dos subsidios que julgamos necessarios, tanto no que diz respeito aos
estudos das proposicdes, quanto de uma base tedrica para apontar potencialidades,
delineamos o que, para nés, vem a ser potencial didatico/pedagdgico. Desta forma,
passamos a ponderar as atribui¢des encontradas nas proposi¢cdes com as potencialidades
da historia da matemética e nossa propria definicdo, o que possibilitou apontar
potencialidades didatico/metodoldgicas que o Liber Quadratorum possa ter.

Evidenciamos aqui, que estas possiveis potencialidades do Liber Quadratorum
ndo serdo avaliadas em termos empiricos além do proprio livro. Assim, apenas

evocamos potenciais, que possam permitir a vetorizacdo das proposicdes, bem como, 0

16



contexto histdrico que o circunda, a luz do proposto por Miguel e Miorim (2004), desta
forma encerramos nossos procedimentos metodolégicos.

Essa organizacdo nos oportunizou a construgdo de trés capitulos, tendo estes as
seguintes atribuices:

O capitulo 1 apresenta o contexto historico em que nosso personagem Leonardo
Fibonacci estava assim, fizemos conexdes com personagens contemporaneos a este
matematico, bem como, os possiveis influenciadores.

No capitulo 2 apresentamos um material em portugués do Liber Quadratorum
referente a doze proposicdes deste, referenciados por Vinay e Darbelnet (2000), nos
dando um controle estrito da fiabilidade desse material.

Posteriormente, no capitulo 3, materializamos a analise deste livro de Leonardo
Fibonacci, reunindo nossos comentarios e explicacbes com 0s comentarios de
McClenon (1919) e Sigler (1987), o que nos possibilitou apontar potenciais
didatico/pedagdgico do texto estudado.

Por fim, apresentamos nossas consideragdes encerrando este relatorio de
pesquisa.

Podemos desta forma, evidenciar que, McClenon (1919), traz alguns
comentarios das proposi¢des, no entanto, ndo apresenta a traducdo na integra. Ja Sigler
(1987) apresenta uma tradugdo mais completa, bem como, seus comentarios, mas néo
apresenta potenciais para o livro. Assim, com o intuito de contribuir para a comunidade
académica apresentamos neste relatério de pesquisa uma traducdo, comentarios e
indicamos os potenciais didatico/pedagdgicos do Liber Quadratorum.

Desta forma, e com este direcionamento a seguir, iniciamos nossa apresentacéo
sobre Leonardo Fibonacci e seu Liber Quadratorum. Apresentamos o0 contexto historico
e social em que este matematico estava inserido, assim como o momento de producéo

de sua obra.
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1 LEONARDO FIBONACCI: contexto historico e social da vida e

obra.

Neste capitulo apresentamos o livro Liber Quadratorum, escrito em 1225, o qual
associamos aos personagens Leonardo Fibonacci (1180 — 1250), Al-khowarizmi (708 —
850) e Abu Kamil (850 — ???), sendo considerado aqui como personagem principal
Leonardo Fibonacci, o autor do citado livro. Com a finalidade de possibilitar a interacao
com a histéria da matematica e com a historia da humanidade, nos permitindo uma
capacidade de compreensdo mais adequada das condigfes em que foi escrito o Liber
Quadratorum, viabilizando um maior entendimento dos conceitos descritos neste livro.

Assim, este capitulo foi elaborado a partir do uso do diagrama modelo (figura 1)
adequado ao contexto histérico e social do nosso personagem principal e de sua obra.
Este diagrama modelo foi elaborado apds o estudo preliminar do Liber Quadratorum e
dos personagens envolvidos, baseado nas propostas indicado por Chaquiam (2015),
publicado no livro Histéria da matematica em sala de aula: propostas para integracéo
dos contetdos matematicos e em Chaquiam (2016), publicado no livro Histérias nas

aulas de matematica: fundamentos e sugestdes didaticas para professores.

Figura 1 — Diagrama ilustrando o cenario de desenvolvimento do Liber
Quadratorum, por Leonardo Fibonacci.

Cenario Mundial - Histéria da Humanidade
Renascimento do século XI|

Personagens Contemporaneos
Jodo de Parma — Al-Jazari — Rei Frederico Il

9y
s saJey|0

) 1180

;

IS 9juaJine’

uous|)
19815

ewo} 0 al

Personagens que contribuiram para™
evolugdo do Tema
Al-Khowarizmi — Abu Kamil

Fonte: Elaborado pelo autor, adaptado de Chaquiam (2016).
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Em conformidade com o diagrama proposto, apresentamos de inicio, 0 cenario
mundial no qual nosso personagem principal se insere. O periodo compreendido entre
os seculos XlI e XIII, com o intuito de nos situar na historia da humanidade a partir dos
tracos biograficos de diversos personagens e os elementos que levaram Leonardo

Fibonacci a escrever o Liber Quadratorum.

1.1  Renascimento do século XII

Julgamos importante neste momento a retomada do periodo historico e social em
que Leonardo Fibonacci estava inserido, com isso caracterizamos o cenario do nosso
discurso sobre este personagem e sua obra (Liber Quadratorum). Boyer (1974) salienta
algo interessante sobre a importancia de delimitar o periodo de tempo no qual se
desenvolveu um dado trabalho:

O tempo e a histéria sdo, é claro, sem emendas, como o continuo da
matematica, e qualquer subdivisdo é obra do homem: mas assim como
um sistema de coordenadas é Util na geometria, também a subdivisdo
em periodos ou eras é conveniente para a histéria (BOYER, 1974, p.
180).

Assim, falamos inicialmente do cenario pré-renascentista ou renascimento do
século XII em que Leonardo Fibonacci nasce (CASTILLO, 2007). Este cenério,
segundo Sestito e Oliveira (2010), estd compreendido na idade média central (séculos
XI - XI1I). O que vale ressaltar, que antes deste momento e ap6s a queda do império
romano em 476 a Europa passava por um extenso periodo de instabilidade.

Conforme Franco Junior (2001), a formacdo do feudalismo usa material
histérico do século IV — ainda em meio a crise do Império Romano (sentida de uma
maneira mais forte no século I1l) — até o século IX, consolidando-se no periodo do
século IX a Xl, chegando a baixa idade média, quando a Europa passava por
transformacdes e atingia o apogeu do sistema feudal.

Em meio a essas transformacdes, de cunho social, politico, econémico e cultural,
trés chama a nossa atengdo: a transformacdo na forma de produzir, o crescimento
demografico e o renascimento comercial (SESTITO e OLIVEIRA, 2010).

Naquele momento (seculo XIII) temos 0 aumento significativo na producao dos
géneros agricolas, que se deve ao avanco tecnoldgico nessa area. Temos entdo o

desenvolvimento do arado de ferro com rodas, dos moinhos hidraulicos e a utilizagéo da
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atrelagem dos animais (bois e cavalos) pelo peito que representam essa evolucao.
Valendo ressaltar que Eves (2011), elucida que algumas civilizagdes anteriores tiveram
seu desenvolvimento ou surgimento ndao sé de demanda populacional, como de
desenvolvimento de ferramentas dentre outras coisas, tendo como centelha uma
revolucdo ou desenvolvimento agricola.

Com o0 aumento de alimentos e da amenizacdo das cruzadas houve o aumento
demografico por consequéncia. Nesta ocasido, era vivenciada certa tranquilidade. Com
alimentos suficientes e sem guerras, foi proporcionado um ambiente adequado para o
aumento significativo da populacdo Europeia. Surgindo assim novas cidades a partir dos
burgos’, o que aumentou as necessidades de transformacdes. Por decorréncia temos o
surgimento de novas profissdes e o uso do dinheiro, principalmente moedas de ouro e
prata que comecaram a circular com maior intensidade. Nesse hovo momento temos o
surgimento de algumas figuras como os cambistas e 0s banqueiros para garantir as
trocas de moedas e a seguranca das fortunas dos prosperos burgueses, assim como 0
surgimento das corporacdes de oficio, que eram associa¢fes que reunido artesdes de
uma mesma profissdo, servindo para defender os seus interesses trabalhistas e
econdmicos.

Nesse contexto de transformacgdes e surgimento das cidades e da burguesia,
temos o florescimento do comércio ou a retomada (renascimento) do comércio. Com o
aumento da producdo agricola, da producdo artesanal urbana e o contato com povos
orientais 0 comércio ganha um expressivo impulso, desenvolvendo rotas locais e
internacionais, tanto para o norte (Dantzig, Hamburgo e Londres) quanto para o sul
(mar mediterraneo — Barcelona, Genova e Veneza).

Nesse momento de aquecimento comercial polos comerciais italianos
despontaram (figura 2), como: Veneza, Génova, Pisa, Amalfi, Mildo e Flandres (atual
Bélgica e Holanda) e entre as mais famosas feiras estavam as de Champagne. Temos
uma organizacgédo desses comerciantes que eram as HANSAS ou LIGAS (associacdo de
comerciantes). Nas cidades citadas acima, destacavam-se as universidades, que a partir
do século XII tornaram-se excelentes centros de ensino, pois as cidades foram
transformando-se pausadamente em centros culturais cada vez menos ligados aos

valores da Igreja.

! Conjunto de habitacdes fortificadas que serviam de residéncia para os burgueses.
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Figura 2 — As principais produgdes medievais.

Fonte: Franco Junior (2001).

Além desses eventos citados anteriormente, temos outros marcantes como
quando o papa Inocéncio Il incentivou os estudantes e professores a viajarem para a
Grécia em 1205 e nessa mesma ocasidao o rei Felipe Augusto da Franca funda um
colégio para que os gregos de Bizancio pudessem aprender latim. No final do século Xl
ja havia algumas tradugdes, como alguns tratados de Galeno e os aforismas de
Hipocrates feito por Burgundio de Pisa, assim, como os Meteoros de Aristoteles,
traduzido por Henrico Aristipo em ambos o0s casos as traducdes foram feitas diretamente
das obras originais. J& em meados do século XIlII, havia vérias traduc6es dos livros de
Aristételes, assim como de Euclides e Herén? (CASTILHO, 2007).

No periodo em questdo, surge algo inusitado chamado de leitor silencioso ou
leitura em siléncio que vinha a crescer, até entdo, dentro dos mosteiros, nessa ocasiao,
surgem pessoas como santo Agostinho que viu essa pratica de leitura com santo

2 A bptica e a catréptica de Euclides, assim como a pneumética de Heron.
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Ambrésio que movia apenas 0s olhos, isso levava os leitores a ter uma leitura sem
intervencdes externas o que leva o leitor a tornar-se um ser que pensa. Vale ressaltar que
a leitura passava a ter um maior apreco, isso, a partir do século Xl, até chegar ao
momento em que a leitura se torna um lazer e trabalho, se proliferando principalmente
ao redor das universidades como os demais oficios relacionados com o livro
(CASTILHO, 2007).

E nesta ocasifo que surgem alguns personagens que influenciaram diretamente
ou indiretamente este periodo do renascimento e na producdo de Leonardo Fibonacci.
Entre estes personagens estdo imperadores, reis, figuras religiosas, matematicos,
inventores, entre outros. Sendo Leonardo Fibonacci (1180 — 1250) um dos destaques.

Assim, podemos enfatizar que, ao escolhermos o Liber Quadratorum como
nosso objeto de estudo, fizemos, com que, Leonardo Fibonacci se constitua no
personagem principal de nossa pesquisa. Como ja observamos anteriormente, para
melhor nos situarmos em tempo e espacgo (0 contexto de estudo), apresentamos outros
personagens contemporaneos a Leonardo Fibonacci, dentre eles destacamos Joédo de
Parma (1208 — 1289), Al-Jazari (???? — 1206) e o rei Frederico Il (1194 — 1250)

imperador romano-germanico, 0s quais comentaremaos a seguir.

1.2 Contemporaneos de Leonardo Fibonacci (1180 — 1250)

O primeiro desses é Jodo Buralli, mais conhecido como Jodo de Parma, nasceu
na Italia na cidade medieval de Parma, em torno de 1208, perdendo seus pais Alberto
Buralli e Antonia Bertani, ainda pequeno. Com a auséncia dos pais foi confiado a um tio
padre diretor de uma hospedaria em Séo Lazaro, nos arredores da cidade de Parma. O
tio cuidou de sua educacdo e Jodo frequentou escolas que o ajudaram em sua carreira.
Depois de terminar os anos de estudo obteve o titulo de mestre e doutor em filosofia,
posteriormente lecionou Logica tornando-se conhecido por sua cultura e seu espirito
religioso (Cadernos..., 2009).

Jodo de Parma ingressou em 1223 na Ordem dos Frades Menores, devido a seus
talentos e maturidade espiritual, em seguida foi encarregado pelo Ministro Geral, Frei

Elias, pelo setor dos estudos e do ensino.
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Figura 3 — Pintura representando Jodo de Parma

Fonte: http://www.franciscanos.org.br/?p=31247

Em pouco tempo tornou-se muito conhecido como doutor em letras, teologia e
musica. Ensinou na Bolonha, em Napoles e Paris. De acordo com o caderno de
espiritualidade franciscana, foi eleito ministro geral em 1247 e morreu em 1289 na
cidade de Camerino.

Viajando agora para o sul da Turquia, na Jazirat ibn Umar a atual Cizre, temos
Al-Jazari cujo nome completo era Badi’ al-Zaman Abu al-1zz Isma’il Tbn al-Razzaz al-
Jazari, que foi um engenheiro mugulmano® que viveu nas intermediacBes dos séculos
X1l e XII.

Sua vida ndo se delimitou apenas como engenheiro, mas como inventor,
matematico, artesdo entre outras coisas mais a qual sua vida foi dedicada. Hoje, Al-
Jazari se torna muito conhecido por sua obra chamada em portugués de o livro de

conhecimento de dispositivos mecanicos geniais.

® Todo individuo que adere ao Isl4o; uma religido monoteista centrada na vida e nos ensinamentos de
Maomeé, os quais ddo énfase ao estudo do Alcorao.
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Figura 4 — Pintura representativa feita de Al-Jazare

Fonte: http://www.edubilla.com/inventor/al-jazari/

Livro esse que traz engenhosidades até mesmo de cinquenta maquinas que em
sua maioria eram hidraulicas. Este livro é concluido em 1206, e neste mesmo ano de
conclusdo Al-jazari morre (retirado do guia: construa sua propria exposicao na escola).

O ultimo dos quais anunciamos é o Imperador do Sacro Império Romano-
germanico (imperador de Roma), que ficou conhecido como rei Frederico I, foi rei da
Alemanha, da Sicilia e de Jerusalém, nasceu em Jesi na Italia. Seu reino achou-se
marcado pelas desavencas com o papado, 0 que causou a extincdo da casa de
Hohenstaufen* ou dinastia Staufer, que foi uma importante linhagem germanica que,
durante os séculos XII e XIII, dominou o Sacro-Império Romano Germanico, (LOSSIO
JUNIOR, 2006). Ainda segundo o autor, Frederico Il possuia uma linhagem real, neto
de Frederico | > e filho de Henrique VI de Hohenstaufen e Constanca de Altavilla,

herdeira do reino normando da Sicilia filha do rei Rogério Il.

* 0 nome deriva do castelo de Stauf.
% Também conhecido como Frederico Barba-roxa, Barbarossa ou Barbarruiva.
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Figura 5 — Pintura ilustrando Rei Frederico Il

Fonte: http://tiooda.com.br/index.php/nobreza/reis/2450-frederico-ii-da-germania-o-primeiro-homem-da-

renascenca

Frederico 11, aos trés anos fica orfdo de pai e posteriormente perdeu sua méae
Constanca; ficando Frederico aos cuidados do papa Inocéncio Il e sobre sua tutela
recebe a coroacdo como rei da Alemanha em 1197 e da Sicilia em 1199, em seguida em
1208 proclama sua maioridade com quatorze anos, do qual comecga a exercer papel
fundamental e efetivo nas relacfes politicas da regido. Foi eleito pela Dieta de Frankfurt
em 1212 e coroado imperador de Roma em Mainz pelo papa Honério 11 em 1220.

Apds uma cruzada em Jerusalém, em 1228, a qual em vez de lutar, negociou
com o sultdo Al-Kamil e conquistou pacificamente Nazaré, Belém e Jerusalém, o que
desagradou diretamente o papa em vigéncia, passando a ter desavencas com o papado.
Como consequéncia, ficou conhecido como anticristo pelos seus opositores por adotar
alguns costumes mugulmanos e paradoxalmente como rei dos padres devido a seu apoio
a eleicdo do papa Inocéncio V. Novas desavencas com o0 papado o levaram a deposi¢édo
em 1245, dando fim a quase cinquenta anos de reinado refugiando-se para Apulia no sul
de Italia até sua morte em 1250 (ARAUJO, 2013).
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Reorganizou o sistema administrativo, promoveu o comércio, a industria e a
agricultura. De acordo com Lossio Junior (2006), incentivava os estudos e as artes em
geral fundando em Népoles, a primeira universidade laica®, e foi mestre da Escola
Siciliana de Poesia, e reescreveu, também, um manual sobre a arte da falcoaria’
(LOSSIO JUNIOR, 2006).

Foi um Poliglota, escritor e matematico e ainda segundo o autor, tentava, com
isso, se aproximar de uma heranca da Antiguidade Classica; sendo considerado, por
alguns autores, como um precursor do Renascimento (LOSSIO JUNIOR, 2006).

Desta forma, conseguiu reunir ao seu redor, uma elite de sabios: judeus, arabes e
cristdos, o que transformou a corte em ponto de encontro das diversas correntes
culturais da época.

Assim, a matematica de Leonardo Fibonacci, influenciada fortemente pela
matematica arabe, se torna uma referencia, até mesmo para os trabalhos dos jovens
matematicos italianos do século XII, se expandindo com a publicagdo de seus trabalhos,
que provavelmente Jodo de Parma leu em especial o Liber Abaci, afinal este livro é um
ponto de referéncia para os calculos com os algarismos indo-arabicos que tomam conta
da Europa e embora sua influéncia macica tenha partido de Arabes e Indus, é bem
provavel que Leonardo Fibonacci tenha tido contato com os livros de Al-Jazari.

No entanto, sua influéncia, que direciona as atividades matematicas na Europa,
sO se efetiva a partir do século XIII, como principal representante dessa escola. Estas
caracteristicas levam o matematico Leonardo Fibonacci a ser contratado como o
primeiro professor publico de célculo a quem os governantes italianos destinaram
pagamento como consultor de matematica, e este cargo provavelmente fora viabilizado
pelo rei Frederico I1.

Desta forma, entendemos, que o contexto de exportacdo agricola, assim como, a
necessidade de maior conhecimento mercantil, influenciou Leonardo Fibonacci em suas
viagens e em sua busca pelo conhecimento, de mesmo modo o contexto que ele esta
inserido é influenciado direta ou indiretamente pelos personagens que nos referimos
anteriormente, bem como as decisdes do rei Federico Il. Uma influéncia que resulta

para nosso personagem principal a profusédo de um conjunto de obras que acabaram por

® E um conceito que denota a auséncia de envolvimento religioso em assuntos governamentais, bem como
auséncia de envolvimento do governo nos assuntos religiosos.
" Falcoaria ou cetraria é a arte de criar, treinar e cuidar de falcdes e outras aves de rapina para a caca.
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influenciar o seu mundo, de tal forma que percebemos suas consequéncias até em
nossos dias.

Deslocando o foco para Leonardo Fibonacci®, o autor Castillo (2007) salienta em
seu livro que ele viveu, como ressaltamos anteriormente, nesse clima pré-renascentista,
cresceu durante um periodo de grande desenvolvimento cultural. Em muitas das grandes
cidades italianas, pedreiros, escultores e arquitetos estavam construindo grandes
monumentos arquitetdnicos (SERRAO, 2014).

Nasceu em 1180° em Pisa na Italia, a qual segundo Eves (2011) era um centro
comercial importante, no qual seu pai Guiglielmo Bonacci, era um secretario da

Republica de Pisa ligado aos negécios mercantis (OLIVEIRA, 2013).

Figura 6 — O matematico Leonardo Fibonacci.

Fonte: http://berg.com.ua/profile/fibonacci/

Seu pai era um mercador italiano com interesse no norte da Africa, iniciou os
seus negocios com assuntos de contabilidade mercantil, que despertou o interesse de
Leonardo Fibonacci por matematica, que foi além das aplicacdes préticas, ou seja, foi

para além das praticas comerciais de compra e venda de mercadorias.

® Fibonacci significa filho de Bonaccio, apelido que foi dado seiscentos anos mais tarde pelo Historiador
Guillaume Libre.

% Ha4 algumas divergéncias quanto ao ano de nascimento, no entanto adotamos para essa questdo Castillo
(2007).
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Muitas das grandes cidades comerciais italianas daqueles tempos
mantinham entrepostos em varias partes do mundo mediterraneo. Esse
foi o caminho que levou Leonardo a receber parte de sua educagéo em
Bejaia, norte da Africa, onde seu pai fora desempenhar uma funcio
alfandegaria (EVES, 2011, p. 292).

Nesse momento, segundo Devlin (2012), Leonardo Fibonacci estudou o abaco a
pedido de seu pai em um lugar cujo nome era escola do abaco, pois considerava util e
apropriado o estudo para o filho, que provavelmente ajudaria em seus
empreendimentos. Ali, ainda jovem, teve contato com comerciantes de diversas culturas
da regido mediterranea, na qual aprendeu técnicas matematicas desconhecidas do
ocidente (OLIVEIRA, 2013).

Castillo (2007) apresenta em seu trabalho que, Leonardo Fibonacci estudou sob
a supervisao de um professor arabe (sem citar seu nome) e percorreu o Egito, Siria,
Grécia e Sicilia. Isso o levou a entrar em contato direto, segundo Eves (2011), com os
procedimentos matematicos orientais e arabes e passou a ser um sério defensor dos
numeros indo-arabicos apos conhecé-los nessas viagens, o motivando a dedicar-se ao
estudo desses novos algarismos e a essa nova forma de calcular.

A motivacao pelo estudo dos numeros indo-arabicos o levou a escrever um livro
chamado de Liber Abaci (o livro do abaco ou do célculo) em 1202, logo depois de
retornar a sua cidade natal, que foi reeditado em 1228. Essa obra, em conformidade com
Garbi (2007), torna Leonardo Fibonacci o primeiro cristdo a discorrer sobre algebra. E
segundo Boyer (1974), este livro traz uma caracteristica na maneira de pensar medieval
tanto islamica quanto cristd, o livro ainda, segundo o autor, trata de uma maneira mais
acentuada de numeros do que de geometria descrevendo as nove cifras indianas, assim
como o simbolo zero™. Leonardo Fibonacci objetivava, com este livro, propor outro

caminho para as realiza¢des de calculo alem do &baco.

O livro contém ndo apenas as regras para calculo com os numerais
indo-arabes, mas também diversos problemas, que incluem questdes,
certamente muito Uteis aos mercadores, como o calculo de juros,
conversdes monetérias, medidas, e outro tipo de problemas que
Fibonacci resolve recorrendo a diversos algoritmos e métodos, entre
eles 0 método da falsa posicao e a resolucdo de equacgdes quadraticas
(SERRAO, 2014, p. 70).

Eves (2011), nos mostra que o Liber Abaci é composto de quinze capitulos, 0s

quais explicam a leitura e a escrita desses “novos numerais”, cOmo comentado

1% Chamado de zephirum em arabe, é desta palavra que derivam as palavras “zero” e “cifra”.
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anteriormente. Abarca procedimentos de calculo com fracGes e inteiros, o célculo de
raizes quadradas e cubicas e a resolucdo de equagdes lineares e quadréticas, tanto pelo
método de falsa posi¢cdo como por processos algébricos e ndo eram admitidos as raizes
negativas e imaginarias. Desta forma, este livro passa a ser uma espécie de manual.

Apols essa publicacdo, sua fama se expande pela a Europa e seus estudos
continuos o levam a publicagdo do seu segundo livro, o qual temos conhecimento.
Intitulado de Practica Geometriae (Geometria Pratica), descreve seus conhecimentos de
geometria e trigonometria, escrito em 1220. Esta obra é dividida em oito capitulos e traz
uma grande colecdo de problemas geométricos e teoremas baseados nos Elementos de
Euclides (OLIVEIRA, 2013). O livro foi dedicado ao astrénomo Imperial Dominicus
Hispanus, o qual lhe apresentou ao Imperador Frederico 1l (OLIVEIRA, 2013). Este
livro, segundo Eves (2011), tem uma abordagem habil e foi escrito com um rigor
Euclidiano.

A terceira publicacdo que temos conhecimento foi escrita no ano de 1225, um
tratado intitulado Flos (Flor) em que h& problemas indeterminados que lembram
Diofanto (250 dC) e problemas determinados que lembram Euclides, os arabes e 0s
chineses (BOYER, 1974). Boyer (1974) deixa claro que é evidente que este Pisano usou
muitas e variadas fontes para este trabalho. Uma das equacdes que chama atencdo, que
esta contida nesse livro, € a equacao cubica x3 + 2x2 + 10x = 20, pelo seu tratamento em
combinagbes de algoritmos e ldgica. Leonardo Fibonacci expde uma atitude quase

moderna, e ainda em conformidade com Boyer (1974), ao provar a inexisténcia de raiz

no sentido Euclidiano como razdo de inteiros, ou da forma a + b, onde a e b s&o
racionais, isso mostra que, nessa época, ndo se podia encontrar solucdes exatas por
meios algébricos, entdo, Leonardo Fibonacci encontrou aproximadamente a raiz
positiva com uma fragdo sexagesimal com meia dizia de casas: 1,3688081075, Boyer
(1974) expde que este foi um sucesso evidente, no entanto ndo se sabe como ele chegou
a essa solucdo e essa foi a aproximacdo Europeia mas precisa de uma raiz irracional de
uma equacao algébrica conseguida até o0 momento; McClenon (1919) comenta que esta
obra traz um rigor e elegancia em suas provas e sdo merecedores de elogios.

Nesse periodo, € chamada a atencédo do rei Frederico Il pela repercussdo causada
pelas obras e conhecimento de Leonardo Fibonacci, enviando-lhe um convite para
participar de um torneio matematico. Este torneio resulta em sua quarta obra o Liber
Quadratorum publicado no mesmo ano do livro Flos. O livro em questdo passa a ser o

objeto de nosso estudo, assim, 0 descreveremos na segdo posterior.
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De acordo com Oliveira (2013), posteriormente a ser reeditado o livro Liber
Abaci, é emitido um decreto da Republica de Pisa em 1240, que lhe deu o titulo de
Discretus et sapiens magister Leonardo Bigollo™ (sério e sébio mestre Leonardo
Bigollo) pelo reconhecimento do grande avanco que ocasionou para a matematica.

No século XIX, uma estatua de Fibonacci foi erguida em Pisa. Hoje ela se
encontra na galeria ocidental do Camposanto, cemitério histérico em Piazza dei
Miracoli (OLIVEIRA, 2013). Leonardo Fibonacci morre em 1250* provavelmente em
Pisa. Tomando por base os autores citados, nada mais se pode explanar sobre a vida

deste matematico.

1.3 Liber Quadratorum

Neste periodo (séculos XII e XIII) ha varios cambios entre o oriente e o
ocidente, no entanto, um dos mais valiosos, de acordo com McClenon (1919), foi o
conhecimento cientifico, de maneira singular a matemaética arabe e hindu. Esta
transferéncia de conhecimento é, segundo o autor, um dos fendbmenos mais interessantes
deste momento. E nessa ocasido que entra em cena Leonardo Fibonacci, como
comentado anteriormente, com suas viagens.

Em relacédo a essas viagens, McClenon (1919), comenta que, diferentemente da
maioria dos viajantes, Leonardo Fibonacci ndo se contentou em dar um simples olhar
para o estranho lugar e novas paisagens que estavam conhecendo, mas ele estudou
cuidadosamente os costumes do povo, e especialmente, procurou instrucdo no sistema
aritmético que estava sendo encontrado de uma maneira tdo vantajosa pelos
comerciantes orientais como ja foi anunciado.

Ja se faz conhecido o resultado dos estudos desse matematico do século XIII. E
notdria sua originalidade em seus livros e seu dominio de instrucdo. Assim nos
deteremos a elucidacdo de uma obra, em especial ja citada, o Liber Quadratotum, que
segundo Oliveira (2013) significa “livro dos quadrados” e¢ abarca em seu contetdo a
teoria dos numeros que dentre outros, examina o método para encontrar as ternas
pitagoricas.

Boyer (1974) e Eves (2011) concordam que este livro rico e original é sobre

analise indeterminada, o que o levou a posicdo de matematico mais importante do

1 |_eonardo Bigollo era como ele assinava alguns de seus trabalhos, o qual, na lingua toscana significa
“viajante”.

2 Ha também algumas divergéncias quanto ao ano de morte, no entanto adotamos da mesma forma para
essa questdo Castillo (2007) como referéncia.
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campo entre Diofanto e Fermat. Vale ressaltar, que o Liber Quadratorum € dedicado em
1225 ao rei Frederico Il, que ao longo de toda a sua carreira mostrou um vivido
interesse e inteligéncia na arte e na ciéncia, e que tinha tomado conhecimento positivo
do Liber Abaci. Este rei convida Leonardo Fibonacci para participar de um torneio
matematico, o qual decorre o Liber Quadratorum o que justifica a dedicatéria do livro
(MCCLENON, 1919).

Nesse torneio foram propostos trés problemas, dentre os quais o0 mais famoso € o
primeiro, no qual Leonardo Fibonacci € desafiado a encontrar um nimero que quando
somado ou subtraido cinco continua sendo um quadrado de um numero racional,
(CASTILLO 2007).

Em acordo com Boyer (1974), tanto a resposta (%) quanto a solucdo sdo

encontrados no Liber Qudratorum na proposicdo dezessete. Ainda segundo Castillo
(2007), o segundo problema do torneio é encontrar um nimero x que cumpra a
condigdo x* + 2x* + 10x = 20, utilizando as proposic¢des do livro X dos Elementos
de Euclides (este problema se encontra no livro Flos), e o terceiro problema proposto
trata de trés homens que se repartem ao acaso um capital. O primeiro fornece a um
fundo comum a metade de sua porcdo, o segundo um terco e o terceiro um sexto.
Depois fazem com um fundo trés partes iguais, e cada qual toma para si uma. Quanto
teve cada um na primeira reparticdo, se a quantidade final foi para o primeiro, a metade
do capital inicial, para o segundo a terceira parte e para o terceiro a sexta parte? No
qual, Leonardo Fibonacci mostra que x = 33,y = 13 e z = 1, isso se tomarmos a
equacdo x + y + z = c, paraesse problema.

Em relacdo ao Primeiro problema McClenon (1919) ressalta que,

Deve ser dito que este problema tinha sido considerado por escritores
arabes com cujas obras Leonardo foi, sem duvida familiarizado; mas
seus métodos sdo originais, e nossa admiracdo por eles ndo é
diminuida pelo estudo cuidadoso do que havia sido feito por seus
antecessores arabes (MCCENON, 1919, p. 3).

Conforme McClenon (1919), o Liber Quadratorum traz uma 6tima organizacéo,
uma escrita rica de colecdo de teoremas (proposicdes), a partir de equacdes de analise
envolvendo indeterminados do segundo grau. Muitos dos teoremas sdo originais € no
caso de muitos outros, as provas sdo um metodo usual utilizado, o qual raciocina sobre
numeros gerais, que Leonardo Fibonacci representa por segmentos de linhas. Raramente

se utiliza de simbolos algébricos, para que cada resultado de uma nova operagdo tem
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que ser representada por uma nova linha, a ndo ser que seja uma simples adicdo ou
subtracdo. Leonardo Fibonacci havia estudado a "algebra geométrica” dos gregos, na
forma em que os arabes utilizavam. Apesar de ndo possuir a facilidade de nossos
simbolismos, é maravilhosa a facilidade com a qual este matematico mostra ter em sua
mente a relacdo entre duas linhas, e com que habilidade ele escolhe o caminho certo
para trazé-lo para a meta que ele est& buscando.

Leonardo Fibonacci inicia o Liber Quadratorum com uma introducéo (figura 7)
a respeito da relacdo da soma de nimeros impares com os numeros quadrados, o que da

suporte para todas as suas proposicoes (SIGLER, 1987).

Figura 7 — Imagem da introducdo do Liber Quadratorum.
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Fonte: L. E. Sigler (1987)

O Liber Quadratorum, de acordo com Aragao (2009), é considerado a obra mais
valiosa legada pela Idade Média, no campo da matematica. No entanto, ndo ha como
afirmar que o Liber Quadratorum é completamente original, quando se sabe tdo pouco

da histdria dos matematicos em relevantes periodos de tempo, mesmo assim, € seu livro
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mais avangado e representa sua grande conquista como matematico. Da Aritmeética de
Diofanto ao trabalho de Fermat, esse € o principal livro de aritmética, hoje chamado de
A Teoria dos Numeros (SIGLER, 1987). Gragas a Leonardo Fibonacci, a matematica
arabe impds-se finalmente na Europa (ARAGAO, 2009).

Os trabalhos de Leonardo Fibonacci, trazem uma forte influéncia dos
matematicos Al-Khwarizmi e Ab( Kamil entre outros mestres &rabes, bem como,
Euclides e de seus elementos (OLIVEIRA, 2013). Desta forma, apresentamos estes
matematicos e suas obras, que tiveram um papel importante na histéria da matematica e

na vida de Leonardo Fibonacci, assim como, de seus trabalhos.

1.4 Personagens e obras que contribuiram para o desenvolvimento do Liber
Quadratorum

Nesta secdo apresentamos os personagens Al-khowarizmi (708 — 850) e Abu
Kamil (850 — ???) que em nossa analise, a partir das leituras j& mencionadas neste
capitulo, contribuiram para os estudos de Leonardo Fibonacci e o conduziram para a
composicao de seus livros, em particular o Liber Quadratorum.

Antes de iniciarmos nosso discurso no que diz respeito a vida e obra desses
matematicos voltemos nosso olhar para o periodo de tempo que antecede Al-
Khowarizmi.

Este periodo torna-se obscuro para 0s avangos na matematica e para outras
ciéncias, pois Maomé é engajado como um lider (militar e religioso) influente e torna-se
mentor de varias guerras, que mesmo com sua morte no ano de 632, 0s seus seguidores
permaneceram determinados na expansdo islamica atingindo Alexandria no ano de 641,
com a destruicdo de sua biblioteca, que por muitos é considerado, nessa ocasidao, como
centro matematico do mundo. Com essa destruicdo e guerras que duraram mais de um
século, com os arabes lutando entre si e com seus inimigos, ndo houveram muitas
oportunidades para o desenvolvimento intelectual e cultural. Ainda assim, no ano de
750 esse calor de guerras esfriou e sobre o governo do califa Al-Mansur ¢ estabelecido
uma nova capital em Bagda que posteriormente se transformaria em um novo centro
matematico, uma nova Alexandria (BOYER, 1974).

Al-Mamum, que foi um dos califas que voltou o olhar para a cultura e o
conhecimento, estabelece em Bagdd uma Casa da Sabedoria (Bait al-hikma), que é

comparavel ao museu de Alexandria. Entre esses mestres que havia ali, estava
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Mohammed Ibu-Musa Al-khowarizmi ou mais conhecido como Al-khowarizmi®3, o seu
nome torna-se familiar na Europa Ocidental, assim como o de Euclides (BOYER,
1974). Este matematico e astrénomo era, na verdade, de acordo com Garbi (2007), um
persa, nascido em Khwarezm (uma provincia Persa, hoje chamada Khiva), que viveu
em Bagda e nasce por volta de 780. Al-khowarizmi produz alguns materiais de
astronomia e matematica, além de tabelas astronémicas, tratados do astrolabio e rel6gio
do sol. Escreveu ainda, dois livros sobre aritmética e algebra que, de acordo com Boyer
(1974), tiveram um desempenho importante na Historia da Matematica e morre algum
tempo antes de 850.

Al-khowarizmi é um dos responsaveis pela disseminacdo dos numeros indo-
arabicos na Europa, no qual descreveu de maneira completa o sistema hindu em um
livro do ano 825, sendo traduzido para o latim no século XII (EVES, 2011).
Abordamos, porém, uma das obras mais conhecidas e talvez a de maior relevancia para
Leonardo Fibonacci chamado de Hisab Al-jabr Wa 'l Mugébalah™, cujo nome advém a
palavra &lgebra sinbnimo de ciéncia das equac@es, fazendo também com que a partir da
segunda metade do século XIX o termo algebra adquirisse um significado muito mais
amplo.

Figura 8 - Selo postal de URSS, 1983, com a imagem de Al-Khowarizmi

Fonte: https://global.britannica.com/biography/al-Khwarizmi

30 seu nome dé origem a palavra algoritmo e a traducéo do seu nome completo segundo Eves (2011) é
Maomé, filho de Moisés de Khwarezm.

4 Al-Jabr, significa, restauracéo ou completacéo referindo-se a transposicéo de termos subitraidos para o
outro lado da equagdo e Mugdbalah refere-se a reducgdo ou equilibrio, isto é cancelamento de termos
semelhantes em lados opostos na equacgdo (BOYER, 1974).
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O livro em questdo leva Boyer (1974) a dizer que o titulo de pai da algebra
pertence muito mais a Al-khowarizmi do que a Diofanto, apesar de ser mais elementar e
sem nem uma simbologia, expressado inteiramente em palavras, inclusive 0s nimeros
eram descritos em palavras, ndo fazendo uso de nameros negativos. Mesmo com essas
limitacBes o autor afirma que Al-Jabr estd mais proximo da algebra elementar do que as
obras de Diofanto, uma vez que este livro se ocupa de uma apresentacdo direta e
elementar de resolugfes de equagdes do primeiro e segundo grau (BRANDEMBERG,
2009).

Conforme Boyer (1974):

A traduco latina da Algebra de Al-Khowarizmi se inicia com uma
breve explanag&o introdutoria do principio posicional para numeros e
dai passa a resolucdo, em seis capitulos curtos, dos seis tipos de
equacBes formadas com as trés espécies de quantidades: raizes,
guadrados e nameros (isto &, X, x2 e nimero) (BOYER, 1974, p. 167).

O primeiro capitulo do livro Al-Jabr possui apenas trés paragrafos, expressa o
caso de quadrados iguais a raizes, convém ressaltar que a raiz zero nao era conhecida. O
segundo capitulo abarca o caso de quadrados iguais a numeros. O terceiro capitulo,
resolve o0s casos de raizes iguais a nimeros, sempre com trés ilustrages por capitulo
para cobrir 0s casos em que o coeficiente do termo variavel é igual a maior ou a menor
que um. O quarto, quinto e sexto capitulos abrangem sucessivamente os trés casos
classicos™ de equagbes quadraticas com trés termos, as raizes sdo dadas por regras
culinérias para completar o quadrado, aplicadas a exemplos especificos. Os seis casos
contidos no livro esgotam as possibilidades quanto a equacGes lineares e quadréaticas
que tém uma raiz positiva (BOYER, 1974). Apresentaremos a seguir um quadro com
esses casos (quadro 2) baseados em Rooney (2012).
Boyer (1974), ainda afirma que a apresentagdo de Al-Khowarizmi faz-se té&o
sistematica e completa que os leitores deste livro provavelmente ndo tiveram
dificuldades para aprender as solucdes, Garbi (2007) ainda afirma que, este matematico

escrevia com grande preocupagédo em torna-se compreendido por seus leitores.

15 (1) Quadrados e raizes iguais a nimeros, (2) quadrados e nimeros iguais a raizes, (3) raizes e
nameros iguais a quadrados.

35



Quadro 2 — Notacdo moderna dos casos contidos no livro Al-jabr.

Caso Enunciado Notacdo moderna
1° Quadrados iguais a raizes ax* = bx
2° Quadrados iguais a um ax*=c

namero

3° Raizes iguais a um nimero bx =c

40 Quadrados e raizes iguais a ax’*+bx =c
um numero

50 Quadrados e um numero ax*+c = bx

iguais a raizes

6° Raizes e um ndimero iguais bx + ¢ = ax*

a quadrados

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Rooney (2012).

Dentre os legados, Al-Khowarizmi deixou um sucessor chamado de Abu Kamil
Shoja Bem Aslam ou simplesmente Abu Kamil, nascido segundo Roque e Carvalho
(2012), no Cairo em 850. Foi um matematico mugulmano, apelidado de “calculador
egipcio”.

De acordo com Eves (2011), Abu Kamil escreveu no século X, seus trabalhos
em algebra. Um de seus trabalhos € um comentério sobre a &lgebra de Al-Khowarizmi,
no qual aprofundou os resultados ‘algébricos”, tanto tecnicamente quanto
conceitualmente.

No entanto é somente em meados de 900 que Abu Kamil se mostra um legitimo
sucessor de Al-Khowarizm, escrevendo o livro ja citado (“Livro sobre a Algebra”), no
qual estuda aplicacBes deste campo da matematica a problemas geométricos. Este livro
leva 0 Ocidente a tomar conhecimento inicial da Algebra e em especial das progressoes.
Haja vista que, Leonardo Fibonacci viria a basear suas obras no referido livro de Abu-
Kamil e nas obras de Al-Khowarizmi, vindo a se tornar principal introdutor da Algebra

na Europa com os seus livros.
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Figura 9 — Estatua de Abu Kamil

Fonte: http://memim.com/abu-kamil-shuja-ibn-aslam.html

Como exposto ao longo deste capitulo, entendemos ser possivel um olhar
diferenciado das obras de Fibonacci, principalmente no que diz respeito ao Liber
Quadratorum, assim como, para o renascimento do século XII. Isso permite imergir na
histéria da matematica e na histéria da humanidade, nos dando a possibilidade de
melhor compreensdo das condicdes em que foi escrito o referido livro de Leonardo
Fibonacci.

Entendemos assim, que temos o devido suporte tanto para introducdo do tema
em uma sala de aula quanto para apresentacdo e analise dos problemas contidos nessa
obra, 0s quais estardo em capitulos posteriores. Assim, a seguir trazemos o0 material em

portugués por nos construido do Liber Quadratorum.
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2 APRESENTACAO DE 12 PROPOSICOES DO LIBER
QUADRATORUM A PARTIR DA OBRA THE BOOK OF SQUARES
DE L. E.SIGLER

Neste capitulo objetivamos construir um material em portugués para a andlise
das doze proposicOes que fazem parte deste capitulo, isso caracteriza a segunda etapa
dos nossos procedimentos metodologicos. Desta forma, apresentamos as proposicoes
traduzidas do livro The Book of Squares que tem como autor L. E. Sigler (1987), que se
baseia em diversos materiais para sua obra, e trouxe as proposi¢Ges ou problemas na
mesma ordem que Leonardo Fibonacci apresenta em sua obra original, assim como
comentarios de cada proposicdo, é importante dizer que, este matematico italiano ndo
traz numeracGes em suas proposi¢des no original, sua forma de escrever é continua.
Logo, as numeracdes que trazemos fazem parte da traducdo de Sigler (1987). E
importante evidenciar também, que Leonardo Fibonacci faz uso de letras gerais para
representar quantidades desconhecidas em sua obra.

Ha outros autores que fazem tradugdes desta obra de Leonardo Fibonacci, como
McClenon (1919), o qual apresenta varios teoremas e problemas, trazendo esta distin¢éo
das proposi¢des em seu trabalho, que ndo sdo na mesma ordem do livro The Book of
Squares.

Optamos entdo, por Sigler (1987), pois apresenta uma traduc&o™® mais completa
do Liber Quadratorum e mostra ser fidedigno na ordem e na maneira com a qual
Leonardo Fibonacci demonstra ou explica suas proposi¢cdes, no entanto, ndo faz parte
deste nosso capitulo os comentarios feitos por Sigler (1987). Somente as proposi¢oes,
demonstracdes e comentarios de Leonardo Fibonacci.

Iniciamos com a introducdo do Liber Quadratorum escrito pelo préprio
Leonardo Fibonacci (figura 7), o qual inicia, com o seguinte pensamento:

Eu pensei sobre a origem de todos 0s nimeros quadrados e descobri
que eles surgiram da sequéncia crescente de nimeros impares, desta
forma a unidade é um quadrado, e disso é feito o primeiro quadrado,
chamado 1; para essa unidade é adicionado 3, formando o segundo
quadrado chamado 4, com raiz 2; se para a soma é adicionado o
terceiro ndmero impar, chamado 5, o terceiro quadrado é criado,
chamado 9, com raiz 3; e portanto as somas de ndmeros impares

18 The book of squares é uma tradugo do texto em latim preparado e publicado em 1862 por Baldassarre
Boncompagni, que encontrou o manuscrito na biblioteca Ambrosian em Mildo, o qual se encontrava
perdido por muitos anos.
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consecutivos e a sequéncia de numeros quadrados sempre crescem
juntas em ordem (FIBONACCI, 1225, apud, SIGLER, 1987, p. 4.
Tradugdo nossa).

Este é o pensamento que oferece sustentacdo para todas as proposicdes de
Leonardo Fibonacci nesta obra, permitindo passear em diversas maneiras de encontrar
as ternas pitagoricas, bem como outros aspectos e regularidades que circundam os
numeros quadrados. Leonardo Fibonacci toma essa simples relagéo (figura 7) e constroi
uma quantidade impressionante de teorias matematicas e resultados (SIGLER, 1987).

Assim, posteriormente a essa introducdo, o autor parte para a apresentacdo e
demonstracdo de suas vinte e quatro proposi¢des, das quais apresentaremos apenas
doze, como expomos anteriormente.

Faz-se necessario dizer que as proposicdes, explicacbes e demonstracBes que
apresentamos e que estdo em italico fazem parte da prépria fala de Leonardo Fibonacci,
desta forma, aparecerdo varios pronomes e verbos na primeira pessoa do singular, ja que
optamos por fazer na maioria das vezes o procedimento literal do método de traducéo
direta. Optamos também, pelas notacbes ou simbolismos arcaicos que Leonardo
Fibonacci dispunha na época para as demonstracGes ou explicacdes, pois julgamos mais
interessantes, no que diz respeito a Histdria da Matemaética em resgatar os simbolismos
usados, no qual o autor utilizava um ponto na frente e outro atras das letras para indicar
um seguimento de reta, que ele entendia como um namero.

Apresentamos em seguida as doze proposicdes, as quais estardo na mesma
ordem que Leonardo Fibonacci traz em sua obra, iniciando com a primeira proposicao e
se manteve esta ordem até a décima primeira, encerrando com a décima sétima
proposicdo, a qual faz parte de um dos problemas dados a Leonardo Fibonacci para ser

resolvido no torneio de matematica promovido pelo Rei Frederico I1.

2.1  Proposi¢do 1: Encontrar dois nameros quadrados cuja soma seja um

namero quadrado.

Leonardo Fibonacci: Consequentemente, para encontrar dois ndmeros
quadrados com a soma de um namero quadrado, eu devo pegar qualquer quadrado
impar e eu devo té-lo como um dos dois quadrados mencionados; 0 outro eu devo
encontrar em uma soma de todos 0s numeros impares da unidade até o quadrado impar

em si. Por exemplo, eu devo tomar o 9 como um dos dois quadrados mencionados, 0
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outro ira ser obtido na soma dos numeros impares que sdo menores que 9, nomeados 1,
3, 5 e 7, que tem como soma 16, que é um quadrado, que adicionado a 9 ira chegar a
25, que € um numero quadrado. E se nos desejarmos uma demonstracdo geomeétrica,
qualguer quantidade de numeros impares desde a unidade em ordem crescente sdo
acrescentados, fazendo com que o fim seja quadrado; e deixemos .ab. ser 1, .bc. ser 3,
.cd. ser 5, .de. ser 7, .ef. ser 9; e por. ef. ser 9, temos um nimero quadrado e .ae. 16, é
um quadrado, criado da soma dos nimeros impares .ab., .bc., .cd. e .de.., 0 nimero
total .af. é da mesma forma quadrado; e portanto da soma de dois quadrados .ae. e .ef.

é feito o quadrado .af..

Figura 10 — Representacdo geomeétrica da proposicao 1.

a b ¢ d e f

Fonte: L. E. Sigler (1987).

Também, alternativamente, eu devo tomar um quadrado, e deixar metade dele
ser também, como 36 de qual a metade é 18; e eu devo pegar disso 1, e para isso devo
adicionar 1, para chegar a 17 e 19, que sdo numeros impares consecutivos, com
nenhum outro nimero impar entre eles; sua soma chega a 36, que é quadrado, e a
adicdo dos numeros impares restantes de 1 até 15 chega a 64; a adicdo dos dois
quadrados chega a 100, que é um quadrado, que € a soma dos nameros impares de 1
até 19. Assim também, eu devo pegar um numero quadrado impar, do qual a terceira
parte é inteira, como 81 do qual a terca parte é 27; e eu devo pegar este 27 junto com
outros dois nimeros impares dos quais o0 27 é a média, chamados 25 e 29; e esses trés
nimeros somam 81, que é quadrado; e a soma dos outros, que vai de 1 a 23, é 144, que
tem raiz 12; adicionamos entédo o 144 a 81, disso surge a soma de nimeros impares de
1 a 29, chamado 225, que é um nimero quadrado e a raiz disso € 15. De modo similar
podem ser encontrados mais quatro ndmeros impares consecutivos, em que a soma
forma um numero quadrado e a soma dos menores numeros restantes abaixo da
unidade forma também um quadrado; e os dois quadrados por si sempre se

acrescentam para formar um nimero quadrado.
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2.2  Proposicdo 2: Qualquer numero quadrado excede o quadrado

imediatamente anterior pela soma das raizes.
[A diferenca entre dois nimeros quadrados consecutivos, é a soma de suas raizes.]

Leonardo Fibonacci: Similarmente, eu encontrei que qualquer quadrado excede
0 quadrado imediatamente anterior pela soma das raizes desses quadrados. Por
exemplo, 121, do qual a raiz é 11, excede 100, do qual a raiz é 10, pela soma de 10 e
11, nomeados pela soma das proprias raizes. E por isso que um quadrado excede o
segundo antes dele pela quantidade que € quatro vezes a raiz do quadrado que esta
entre eles, como 121, que excede 81 por quatro vezes 10; e portanto pode ser
encontrado diferencas entre os quadrados pelas distancias entre as proprias raizes. E
quando raizes consecutivas adicionadas formam um ndmero quadrado, entdo o
quadrado de maior raiz é igual a soma dos dois quadrados, um que sera aquele criado
pelo quadruplo mencionado e o outro € aquele que tem raiz um menos do que a raiz
quadruplicada. Portanto, se 9 é quadruplicado, entdo 36 é criado; portanto 100, do
qual a raiz € 10, € igual a soma 64, que tem raiz 8, e 36, que era o quadruplo de 9. E
é notado que fora do quadruplo de qualquer nimero um quadrado é obtido apenas se 0
nimero por ele mesmo for um quadrado, pois como Euclides mostrou, quando a
proporcdo de um namero para outro nimero € 0 mesmo que a propor¢do dos
quadrados, entdo como o quadrado € feito da multiplicacdo, e por 4 ser um quadrado,
0 numero que ele multiplica pode também ser um quadrado a fim de formar um
quadrado. E, portanto de varias formas nds podemos encontrar trés nimeros
quadrados para que entdo um sempre seja igual a soma dos outros dois.

Mas parece que todo quadrado excede seu quadrado precedente, como nos
dissemos, por tanto quanto a soma das préprias raizes, que serdo evidentes se nds
colocarmos as raizes nos segmentos .ab. e .bg.. E desde que .ab. e .bg. sejam nimeros
consecutivos, um sera maior que o outro por um. Deixemos entdo .bg. ser maior que

.ab. por um, e subtraido da unidade .dg. de .bg., e entdo permanecera .bd., igual a .ba.;

Figura 11 — Representacdo geomeétrica da proposicao 2.
a b d g

Fonte: L. E. Sigler (1987).
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e desde que .bg. seja um numero dividido em duas partes, chamado .bd. e .dg.; .dg. o
produto de .bd. por ele mesmo acrescentado ao produto de .dg. por ele mesmo
acrescentado a duas vezes .bd. vezes .dg. sera igual ao produto de .bg. com ele mesmo.
Mas o produto de .bd. com ele mesmo é igual ao produto de .ab. com ele mesmo.
Portanto, o quadrado do namero .bg. excede aquele do nimero .ab. pela quantidade
que é a soma de .gd. vezes ele mesmo e duas vezes .gd. vezes .bd.. Mas o produto de .dg.
com ele mesmo é um, que se iguala e é 0 mesmo que a unidade .dg.; e duas vezes .dg.
vezes .bd. torna duas vezes .bd., como .dg. é 1; portanto, duas vezes .bd. é .ad..;
portanto, o quadrado do nimero .bg. excede o quadrado feito pelo nimero .ab. pela
quantidade que é a soma das proprias raizes, que sao .ab. e .bg.. 1sso é o que tinha de
ser demonstrado.

Alternativamente, desde que o nimero .bd. se iguale ao nimero .ba., o total .ad.
sera dividido em duas partes iguais pelo ponto .b.; e para .ad. é acrescentado a unidade
.dg.; entdo o produto de .dg. por .ag., acrescentado ao quadrado da raiz .ab., igualara
0 quadrado feito pela raiz .bg.; € por isso que o quadrado do nimero .bg. excede o
quadrado do numero .ab. pelo que é o produto de .dg. vezes .ag.. Mas .dg. multiplicado
por .ag. forma o numero .ag., desde que .dg. seja 1. Portanto, o quadrado de .bg.
excede o quadrado de .ab. pela soma das proprias raizes, cuja soma é o nimero .ag..

Similarmente, é demonstrado que qualquer quadrado excede qualquer quadrado
menor pelo produto da diferenca das raizes pela soma das raizes. Por exemplo, deixe
.ag. e .gb. ser duas raizes de dois quadrados quaisquer, e deixe .gb. ser maior do que
.ag. pelo numero .db.. Pelo produto de .ag. com ele mesmo, mais o produto de .db. com
.ab., igualar o produto de .gh. com ele mesmo, o quadrado de .gh. excede o quadrado
de .ag. por tanto quanto a raiz de .gb. excede a raiz .ag. multiplicada pela soma de .gb.

e .ag., nomeadas, pelo produto de .db. e .ab.. Isso é o que tem de ser demonstrado.

2.3  Proposicao 3: Existe outra forma de encontrar dois quadrados que formem um

namero quadrado com sua soma.
[Existe outra forma de encontrar um namero quadrado pela soma de dois quadrados]

Leonardo Fibonacci: Ha de fato outra forma de encontrar dois numeros
quadrados que somados formam um numero quadrado, e isso se encontra no livro X de

Euclides. Juntando dois numeros quadrados, ambos pares ou ambos impares, .ab. e
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.bg.; entdo a soma .ag. sera par. Deixe .ab. ser maior que .bg., e .ag. € dividido em duas
partes iguais por .d.. O ndmero .ad. é entdo um numero inteiro por ser metade do

ndmero .ag.. E se subtrai .ad. do nimero .ab.; restard o nimero inteiro .db.

Figura 12 — Representacdo geométrica da proposicao 3.
a d b q

Fonte: L. E. Sigler (1987).

E pelo numero .ag. ser dividido em duas partes iguais por .d., e em partes
diferentes por .b., o produto de .ab. e .bg., mais o quadrado do numero .db., sera igual
ao quadrado do numero .dg.; mas aquele que é feito de .ab. vezes .bg. € um quadrado,
como .ab. e .bg. sdo quadrados; aquele que é feito pelo numero .db. vezes .db. € um
quadrado, e portanto sdo encontrados dois nimeros quadrados que formam com a

soma um numero quadrado, nomeado o nimero .dg.. Isso que tinha de ser feito.

2.4  Proposicdo 4. Uma sequéncia de quadrados é produzido e ordenado por

uma soma de nimeros impares que corre de um a infinito.

[Os nimeros quadrados sdo formados em sequéncia pela soma de numeros impares

consecutivos, iniciando em um até o infinito.]

Leonardo Fibonacci: Eu gostaria de demonstrar como uma sequéncia de
nameros quadrados é produzida de somas ordenadas de nimeros impares que vao de 1
até o infinito.

Junto a isso, comecando com a unidade .ab., qualquer quantidade de numeros
consecutivos, .bg., .gd., .de., .ez., .zi.; se unem a .bg. com .ab. para formar o nimero .t.;
similarmente se unem cada nimero com seu antecessor e com Seu sucessor; e deixe k.
ser a soma dos numeros .bg. e .gd.; até mesmo juntar os numeros .gd. e .de. para fazer
0 nmero .1.; também os numeros .de. e .ez. para fazer o numero .m.; e .n., nomeado, a
soma de .ez. e .zi.. Eu digo primeiro que .t., k., .I., .m., .n. sdo numeros impares
consecutivos comegando com a unidade. Certamente o nimero .zi. é tanto par quanto
impar; se o numero .zi. & par, entdo o numero .ez. & impar; e se 0 numero .zi. é impatr,

entdo o nUmero .ez. é par; pois esses numeros certamente sdo consecutivos. Portanto, a
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soma dos numeros .ez. e .zi., nomeados .n., € impar. Similarmente, nés devemos mostrar
que a soma dos numeros .de. e .ez., nomeados .m., é impar. Pelo mesmo método, 0s
nameros 1., k., .t. serdo mostrados ser impar; eu digo, de fato, que .t., k., .., .m., .n.
sa0 numeros impares consecutivos. De fato, 0 numero .n. € feito da adi¢éo de .ez. com
.Zi.; e da adicédo de .de. com .ez. é feito o nimero .m.. Portanto, como o numero .zi.
excede o numero .de., 0 nimero .n. excede o ndmero .m.. Na verdade, o ndmero .zi.
excede 0 nimero .ez. por um, 0 mesmo pelo qual o nimero .ez. excede o numero .de..
Portanto, o numero .zi. excede o numero .de. por dois. Portanto, o nimero .n. excede o
numero .m. similarmente por dois; da mesma forma, sera encontrado que o nimero .m.
excede o numero .1., e o nimero .I. 0 nimero .k., e 0 nimero .k. 0 nimero .t., e 0 nUmero
. a unidade .ab.. Portanto, a unidade e .t., k., .l., .m., .n., sdo, como nds previmos,
nUmeros impares consecutivos.

E, como eu mostrei acima, o quadrado que é feito pelo namero .zi. excede o
quadrado que é feito pelo nimero .ez. por um nimero que é a soma de .zi. e .ez.; esse é
0 ndmero .n.. Similarmente, € mostrado que o quadrado feito pelo nimero .ez. excede o
quadrado feito pelo nimero .de. pela soma dos numeros .de. e .ez.; esse € 0 nimero .m.
E o quadrado feito pelo nimero .de. excede o quadrado feito pelo nimero .gd., o
namero .l.. E o quadrado feito pelo numero .gd. excede o quadrado feito pelo nimero
.bg. por k.. E 0 quadrado do nimero .bg. excede o quadrado da unidade pelo nimero
t.; .t. é certamente 3, e .bg. é 2. Portanto, se para o quadrado da unidade, que é 1, for
adicionado o namero .t., pelo qual o quadrado de .bg. excede o quadrado da unidade, o
quadrado do numero .bg. é obtido; se para isso for acrescentado o nimero k., o
quadrado do nimero .gd. resultard; se para esse

Figura 13 — Representacdo geométrica da proposicao 4.
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Fonte: L. E. Sigler (1987).

quadrado for acrescentado o nimero .l., o quadrado do nimero .de. resultara; se para

esse quadrado é acrescentado o numero .m., o quadrado do numero .ez. resultara; se
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para isso novamente for acrescentado o numero .n., pelo qual o quadrado do nimero
.Zi. excede o quadrado do numero .ez., claramente resultarda no quadrado do nimero
.Zi.. Certamente os numeros .ab., .bg., .gd., .de., .ez., .zi. sdo consecutivos e seus
quadrados surgem da soma de nimeros impares consecutivos .ab., .t., k., .I., .m., .n.

COmo €era para ser mostrado.

2.5  Proposicdo 5: Encontre dois numeros de modo que a soma de seus
quadrados faca um quadrado formado pela soma dos quadrados de dois outros

numeros dados.

[Encontre dois numeros quaisquer de modo que a soma de seus quadrados formem um
quadrado, e que este quadrado possa ser formado pela soma de dois quadrados

quaisquer diferentes dos dois primeiros]

Leonardo Fibonacci: Deixe dois nimeros .a. e .b. serem dados para que entdo a
soma de seus quadrados forme um nimero quadrado .g.; deve-se encontrar dois outros

nameros para que entdo a soma de seus quadrados seja igual ao nimero quadrado .g..

Figura 14 — Representacdo geométrica da proposicao 5 (i).

d

e k z
Fonte: L. E. Sigler (1987).

Deixe quaisquer outros dois nimeros serem encontrados para que a soma de
seus quadrados seja um numero quadrado. Esses dois nimeros séo representados com
segmentos .de. e .ez., e sdo colocados de modo que formem um angulo reto, assim é
nomeado o angulo .dez.. Também, o segmento .dz. é localizado estando oposto aos
lados .de. e .ez.. O numero quadrado formado pelo segmento .dz. é igual ao nimero .g.

ou ndo. Primeiro, se igual, entdo os dois outros nimeros pelos quais a soma de seus
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quadrados seja igual a .g. sdo encontrados, um desses é igual ao segmento .de. e 0
outro ao segmento .ez.. Se ndo, o numero quadrado feito pelo segmento .dz., que é o
ndmero .dz., ndo é igual ao ndmero .g., ele ser4 maior ou menor que .g.. Primeiro, se
maior, o quadrado formado pelo nimero .dz. € maior que a raiz quadrada de .g.;
portanto, a raiz do numero .g. é tomada igual ao namero .i., e é colocada sobre o
comprimento .dz., e é denotada por .tz.. E do ponto .t. se faz .tk., perpendicular a .ez.;
k. é portanto paralelo a .de.. Pelo tridngulo .tkz. ser similar ao triangulo .dez., .zd é
para .zt., como .de. é para .tk.. Mais a proporcao de .zd para .zt. é conhecida; ambos 0s
comprimentos sdo de fato conhecidos. Por causa disso, a proporcédo de .de. para .tk.
serd similarmente conhecida. E .de. é conhecido. Portanto, o segmento .tk. serd
conhecido. Similarmente, é mostrado que o segmento .zk. é conhecido com a proporcao
dele para .ze. assim como .zt. para .zd; sdo portanto conhecidos .tk. e .kz., que tem a
soma de seus quadrados igual ao quadrado feito pelo segmento .tz.. Mas o quadrado do
ndmero .tz. é igual ao quadrado do nimero .i., e .i. é de fato a raiz quadrada do numero
.g.. Portanto, o quadrado de .tz. é igual ao nimero .g.; dois numeros .tk. e .kz. séo entéo
encontrados com a soma de seus quadrados igual ao ndmero quadrado .g..

Alternativamente, deixe .dz. ser menor que .i. e estender a linha

Figura 15 — Representacdo geomeétrica da proposicao 5 (ii).
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Fonte: L. E. Sigler (1987).

.zd até .I. e colocar .zl. igual ao numero .i.. Similarmente, .ze. é estendido e .Im. é
conectado para que .Im. seja paralelo a .de.; portanto, o triangulo .dez. é similar ao
triangulo .Imz., e a proporgéo .zd a .zl. é conhecida. Os dois numeros, .Im. e .mz. sdo
encontrados e a soma de seus quadrados € igual ao numero .g., com .lz. sendo igual a

raiz. 1sso é o que deve ser feito.
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Mas para ter esses numeros, deixe .a. ser 5 e .b. ser 12. Entéo .g., que é a soma
dos quadrados dos numeros .a. e .b., é 169, e sua raiz nomeada .i., € 13. Unindo os dois
segmentos .de. e .ez. sobre o angulo reto .dez.; e deixe 0 segmento .de. ser 15 e o
segmento .ez. ser 8; consequentemente, .dz. serd 17. Coloque junto a linha .dz. o
segmento .zt. igual a .i.; .zt. é entdo 13, e .tk. é colocado paralelo a .de.; portanto, .zd é

para .zt. assim como .de. é para .tk.. Multiplique portanto .zt. por .de., que é 13 por 15,

e divida o produto por .dz., que é por 17, produzindo o numero 1118—7 para .tk..

Similarmente, se .zt. devera ser multiplicado por .ze., e dividido por .zd, 6% é

produzido para .kz., que tem a soma de seus quadrados igual ao nimero .g., que é o
qguadrado de .zt.. Da mesma forma, é mostrado que se 0 numero .dz. € menor que .i.
como na outra figura na qual n6s devemos colocar 4 para .de. e 3 para .ez.. Portanto,
.dz. é 5; e .zd se estende para .l., e .zl. é igual a .i. nomeado 13; e assim como .zd é para

.zl., assim é .de. para .ml.. Portanto, multiplique .zl. por .de. e divida por .zd,

produzindo 10% para .Im.. Similarmente, multiplique .zl. por .ze., divida por .zd,

- 4 . ‘ .
nomeado 39 por 5, produzindo 7 para.mz.. E assim e mostrado como isso pode ser

feito em um ndimero infinito de maneiras.

2.6 Proposicdo 6: Um numero é obtido, o qual é igual a soma de dois quadrados

de duas, trés ou quatro maneiras.

[Um namero pode ser obtido pela soma de dois quadrados de duas, trés ou quatro

maneiras.]

Leonardo Fibonacci: Tomando quatro nimeros sem estarem em proporcao
geomeétrica, e se 0 primeiro é menor que o segundo e o terceiro menor que o quarto, e
se a soma dos quadrados do primeiro e segundo € multiplicado pela soma dos
quadrados do terceiro e quarto, e nenhuma dessas somas forma um quadrado, um
namero é obtido que € igual a soma de dois quadrados de duas formas; e se uma dessas
somas € um quadrado, entdo o nimero obtido é uma soma dos quadrados de trés
formas; e se ambas as somas sdo quadrados, entdo o nimero obtido é uma soma de
quadrados de quatro formas; e isso é entendido sem que 0s numeros tomados sejam

fracdes.
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Deixemos quatro numeros ndo proporcionais .a., .b., .g., .d., serem dados, e
deixe .a. ser menor que .b. e .g. menor que .d.; e deixe a soma dos quadrados de .a. e .b.
ser o numero .e., e a soma dos quadrados de .g. e .d. ser .z., e .e. ser multiplicado por
.Z., produzindo o numero .cf.; e deixe que nenhum desses ndmeros .e. e .z. seja um
quadrado. Eu digo que esse numero .cf. é igual a soma de dois quadrados, mesmo em
duas formas. Primeiro, .a. € multiplicado por .g., e 0 nimero

Figura 16 — Representacdo geomeétrica da proposicao 6 (i).
t kK p |

Fonte: L. E. Sigler (1987).

k. é obtido; e de .b. vezes .d. é obtido .kI.; e de .a. vezes .d. é obtido .mn.; e de .b. vezes
.0. € obtido .no.. E desde que os numeros .a., .b., .g., .d. ndo sejam proporcionais, e .a.
seja menor que .b. e .g. menor que .d.,, os produtos acima mencionados sejam
necessariamente desiguais, e .tk. seja menor que .kl.; deixe .kp. estar em .kl., para que
Kkp. seja igual a .tk.. Similarmente para os nimeros .mn. e .no., deixe .no. ser maior que
.mn., e .ng. igual a .mn.. Eu digo que

Figura 17 — Representacao geométrica da proposicao 6 (ii).

m n g o

Fonte: L. E. Sigler (1987).

o numero .cf. € igual a soma dos quadrados feitos pelos nimeros .tl e .go., e pelos
ndmeros .mo. e .pl., pois .e. vezes .z. produz .cf. e .e. é a soma de dois quadrados feitos
por .a. e .b.. Portanto, .cf. resulta da multiplicacdo do quadrado do nimero .a. por .z.,

acrescentado ao quadrado do namero .b. multiplicado por .z.. Deixe entdo .ci.

Figura 18 — Representacdo geométrica da proposicao 6 (iii).
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Fonte: L. E. Sigler (1987).
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ser aquele que resulta da multiplicacdo de .a. com ele mesmo vezes .z., nomeado 0

quadrado de .a. vezes .z.; restara portanto .if. para o nimero que resulta de multiplicar

Figura 19 — Representacdo geométrica da proposicao 6 (iv).
c h i r f

Fonte: L. E. Sigler (1987).

0 quadrado de .b. com .z.. Mas .z. ¢ a soma dos quadrados dos numeros .g. e .d..
Consequentemente, o produto do quadrado de .a. com .z. € igual a soma dos dois
produtos, nomeados o quadrado de .a. vezes o quadrado do nimero .g., e 0 quadrado
de .a. vezes o quadrado do numero .d.. Deixe, portanto, .ch. ser aquele que resulta da
multiplicacdo do quadrado de .a. com o quadrado do nimero .g.; portanto, .hi. sera
aquele que resulta da multiplicacdo do quadrado do nimero .a. com o quadrado do
namero .d.. Novamente, deixe .ir. ser o produto do numero .b. e ele mesmo com o
quadrado do nimero .g.; restara, portanto, .rf., que é o produto do quadrado .b. com o
quadrado do numero .d.. Portanto, o nimero total de .cf. é dividido em quatro nimeros
que sdo .ch., .hi., .ir., .rf.; e cada um deles é um quadrado feito da multiplicacdo de um
nimero quadrado com um ndmero quadrado, tendo raizes que eu devo mostrar ser .tk.,
KI., .mn., .no.; o primeiro, o nimero .ch., eu devo mostrar ser igual ao quadrado do
namero .tk.; certamente, .ch. € feito da multiplicacdo do quadrado do nimero .a. com o
quadrado do ndmero .g.. Mas, .tk. é o produto de .a. e .g.; consequentemente, 0
quadrado de .tk. € igual ao quadrado do produto de .a. e .g.. Similarmente, é mostrado
que o quadrado do produto de .a. e .d. € igual ao quadrado do nimero .mn., que ¢ igual
ao numero .hi.; e 0 quadrado de .kl. € o nidmero .ir.; e o quadrado do ndmero .no. é
igual ao numero .rf.. Isso se mantém, entdo, para mostrar que a soma de dois
guadrados de nameros .tl e .qo., tanto quanto a soma dos quadrados dos numeros .mo.
e .pl. sdo iguais a soma dos quatro quadrados dos nameros .tk., .kl., .mn., .no.. Eu devo
mostrar primeiro a igualdade para a soma dos quadrados dos numeros .tl e .go.. O
quadrado do numero .tl é de fato igual a soma de dois dos quatro quadrados
mencionados, feitos pelos numeros .tk. e .kl. mais duas vezes o produto de .tk., e .Ik.
Consequentemente, permanece para se demonstrar que duas vezes o produto de .tk. e

Kkl. mais o quadrado do numero .go. seja igual a soma de dois quadrados restantes,

49



nomeados aqueles feitos por .mn. e .no.. Primeiro eu devo demonstrar que .tk. vezes .kl.

é igual a .mn. vezes .no..

Figura 20 — Representacao geométrica da proposicao 6 (v).

o

Fonte: L. E. Sigler (1987).

De fato, .tk. resulta da multiplicacédo de .a. e .g., e .kl. resulta de .b. vezes .d..
Portando, .tk. vezes .kl. resulta de .a. vezes .g. multiplicado por .b. vezes .d..
Similarmente, o produto de .mn. e .no. surge de .a. vezes .d. multiplicado por .b. vezes
.g.. Portanto, .mn. vezes .no. é .tk. vezes .kl.. Portanto, deve ser mostrado que duas
Vezes .mn. vezes .no. mais o0 quadrado do ndmero .go. é igual a soma dos quadrados
dos nimeros .mn. e .no.. Certamente .ng. é igual a .mn.; portanto, o quadrado do
ndmero .mn. é igual ao produto de .mn. e .ng.; para .mn. vezes .no. pelo que € .mn.
vezes .qo.. Portanto, o produto de .mn. por .no. exceder o quadrado do nimero .mn. por
tanto quanto .qo. vezes .mn., que é .qo. vezes .qn.. E pelo nimero .mn. ser igual ao
ndmero .gn. para um e outro é adicionado .qo.. Portanto, o total .no. sera igual a soma
dos nimeros .mn. e .go.. Portanto, o quadrado do nimero .no. é igual a soma dos dois
produtos .on. vezes .nm. e .on. vezes .0g.. Portanto, o quadrado do nimero .no. excede o
produto de .on. e .mn. por .qo. vezes .on.. Mas o produto de .mn. e .no. excede 0
quadrado do nimero .mn. por .ng. vezes .qo.. Mas o quadrado do nimero .no. excede o
produto de .mn. e ;no pelo que é .no. vezes .0q.. Mas o produto de .no. e .qo. excede 0
produto de .0g. e .gn. pelo que é o nimero .qo. vezes ele mesmo. Portanto, a soma dos
guadrados dos nameros .mn. e .no. excede duas vezes .mn. vezes .no., que é .tk. vezes
KI., pelo quadrado do namero .go.. Mas duas vezes o produto de .tk. e .kl. mais o
quadrado do numero .qo. € igual a soma dos quadrados dos numeros .mn. e .no..
Portanto, a soma dos quadrados dos nimeros .tl e .qo. é igual a soma dos quadrados
dos numeros .tl, .kl., .mn., .no., que é o nimero .cf.. 1sso que deveria ser mostrado.

Disso é mostrado, de fato, que quando dois nimeros desiguais sdo dados, duas
vezes 0 produto de um com o outro mais o quadrado da quantidade pela qual o maior
numero excede o menor numero é igual a soma dos quadrados dos mesmos numeros.
Portanto, duas vezes o produto de .tk. e .kl., que é duas vezes .mn. vezes .no.,

adicionados ao quadrado do namero .pl. € igual a soma dos quadrados dos nimeros

50



k. e .kl.. Portanto, se os dois quadrados dos ndmeros .mn. e .no. e duas vezes 0
produto de .mn. vezes .no. e 0s trés quadrados dos nameros .pl., .mn., .no., sé@o
acrescentados, a soma serd igual a soma dos quatro quadrados dos numeros .tk., .kl.,
.mn., .no., que é o numero .cf.. Mas duas vezes 0 produto .mn. vezes .no. mais a soma
dos quadrados de .mn. e .no. sdo iguais ao quadrado do nimero .mo.. Portanto, a soma
dos dois quadrados dos numeros .mo. e .pl. é igual ao numero .cf., como tinha de ser
mostrado. Mas deixe um dos nimeros .e. e .z. serem um quadrado, e deixe isso primeiro
ser .e.. Eu digo que é possivel encontrar dois outros nimeros para que a soma de seus
quadrados seja igual a .cf., um que resulta da multiplicacéo de .e. com o quadrado do
namero .g., € 0s outros resultados da multiplicacdo de .e., com o quadrado de .d.. Por
.. ser um numero quadrado, se ele & multiplicado por um nimero quadrado o produto
sera quadrado. Portanto, os quadrados dos numeros .g. e .d. multiplicados pelo
guadrado .e. serdo quadrados. Mas a soma dos quadrados dos nidmeros .g. e .d. € .z.; e
.. vezes .z. produz .cf., que tinha de ser mostrado.

Similarmente, se 0s nimeros .e. e .z. sdo quadrados, havera outros dois nimeros
guadrados que seriam acrescentados para formar o numero .cf.; e esses resultam de
multiplicar .z. vezes a soma dos quadrados dos nimeros .a. e .b. e de multiplicar .e.
vezes a soma dos quadrados dos nimeros .g. e .d.. E, como eu disse, se um dos nimeros
.. e .d. é quadrado, o nimero .cf. é igual a soma de dois diferentes quadrados de trés
formas, e se ambos sdo quadrados, é igual a soma de dois diferentes quadrados de

quatro formas.

2.7 Proposi¢do 7: Encontre outra maneira pela qual um ndamero quadrado é

igual a soma de dois nimeros quadrados.

Leonardo Fibonacci: Tome quatro ndmeros proporcionais .a., .b., .g., .d. para
que .a. seja para .b. assim como .g. é para .d.; e deixe .e. ser a soma dos quadrados de
.a.e.b.,

Figura 21 — Representagdo geomeétrica da proposicao 7 (i).

_a 9
_b @ _4
_e  _z

Fonte: L. E. Sigler (1987).
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e .z. da mesma forma com .g. e .d.. Tome .e. € multiplicado por .z., resultando em .cf..

Figura 22 — Representagdo geomeétrica da proposicao 7 (ii).

¢ f

Fonte: L. E. Sigler (1987).

Consequentemente eu digo que .cf. € um quadrado igual a soma de dois

quadrados, que € provado assim. Do produto de .a. vezes .g. resulta, de fato,

Figura 23 — Representacdo geométrica da proposicao 7 (iii).

t k P I

nm n o)

Fonte: L. E. Sigler (1987).

em .tk., e de .b. vezes .d. resulta kI., e de .a. vezes .d. resulta .mn., e de .b. vezes .g.
resulta .no.. Eu digo primeiro que o nimero .mn. é igual ao ndmero .no.; pois 0s
nameros .a., .b., .g., .d., s@o proporcionais na proporcdo de .a. para .b.. Portanto, o
produto de .a. vezes .d. € igual ao produto de .b. vezes .g.; que €, o numero .mn. igual
ao numero .no.. Mas os dois nimeros restantes eu devo demonstrar serem desiguais,
nomeados .kt. e .kl.. Portanto, .a. é para .b. assim como .g. é para .d.; portanto
igualmente sera .a. para .g. como .b. é para .d.. Portanto, se .b. € maior que .a., .d. sera
maior que .g.; e se .b. for menor que .a., entdo também .d. ser4 menor que .g.. Portanto,
ambos 0s nimeros .a. e .g. S840 menores ou ambos sdo maiores que 0s numeros .b. e .d.;
igualdade de fato ndo é possivel, pois se eles forem iguais, os numeros .a., .b., .g., .d.
n&o seriam distintos.

Deixemos, portanto, .a. e .g. serem nUimeros menores; portanto, aquele feito
pelo seu produto, nomeado .tk., € menor que o produto feito de .d. e .b. que é ent&o .kI..
E .a. € para .g. assim como o quadrado de .a. é para o produto de .a. e .g., que é, para 0
namero .tk.. Novamente, .a. é para .g. assim como .b. é para .d.. Mas .b. é para .d.
assim como o quadrado de .b. é para o produto de .b. e .d., que é o nimero .kl.. Por
igualdade, portanto, .a. € para .g. assim como 0 quadrado de .b. é para o nimero .KI..
Mas assim como .a. € para .g., assim é o quadrado de .a. para o numero .tk.. Portanto
por adicdo e proporcionalidade, .a. é para .g. assim como a soma dos quadrados de .a.

e .b. é para a soma dos dois numeros .tk. e .kl., que é o nimero .e. para o namero .tl.
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Similarmente, é mostrado que .a. é para .g. assim como .tl é para .z.. Portanto, .e. é
para .tl assim como .tl é para .z.. Portanto, o nimero .tl € a média proporcional entre
0s numeros .e. e .z.. Portanto, o quadrado do nimero .tl é igual ao produto dos nimeros
6. e .Z.. Mas o produto dos numeros .e. e .z. € o numero .cf.. Portanto, .cf. € um
quadrado com raiz .tl. Na demonstracdo acima, o numero .cf. foi mostrado de outra
forma igual a soma dos quatro quadrados dos numeros .tk., .kl., .mn., .no.. Eu devo
demonstrar, de fato, que o quadrado de .tl é igual a soma desses quatro quadrados da
seguinte maneira. O quadrado do namero .tl, de fato, é igual a soma de dois quadrados
k. e .kl. mais duas vezes o produto de .tk. e .kl.. Mas nds demonstramos acima que o
produto de .tk. e .kl. é igual ao produto de .mn. e .no.. Mas o produto de .mn. e .no. é
feito de nimeros iguais. Portanto, .mn. vezes .no. € .mn. vezes ele mesmo assim como
.no. vezes ele mesmo. Portanto, duas vezes .tk. vezes .kl. é igual & soma dos quadrados
de .tk., .kl., .mn., .no., que é o ndmero .cf., como tinha de ser mostrado. E pelo nimero
k. ser menor que o namero .kl., tome do nimero .Ik. 0 nimero .kp. igual ao nimero
1k.; e assim como nés dissemos acima, 0os nimeros .mo. e .pl. sdo encontrados com a

soma de seus quadrados igual ao namero .cf..

2.8 Proposicdo 8: Dois quadrados podem novamente ser encontrados cuja soma
serd o quadrado da soma dos quadrados de quaisquer dois numeros fornecidos.

[Dois nimeros quadrados pedem ser encontrados, cuja soma sera o quadrado da soma

de quaisquer dois outros nimeros quadrados dados.]

Leonardo Fibonacci: Por exemplo, deixem ser dados quaisquer dois nimeros .a.
e .b.. Deixe, entretanto, .b. ser o maior; e subtraia o quadrado do numero .a. do
quadrado do namero .b. e a diferenca sera a raiz de um dos quadrados buscados. Em
seguida, duas vezes o produto de .a. e .b. é tomado, que serd da mesma forma a raiz do
outro quadrado; aquilo foi provado na demonstragdo da proposicéo anterior. Portanto,
eu coloco .g. para .d. na mesma propor¢ao que .a. para .b.. Deixe .g. ser igual a .a. e .d.
ser igual a .b.; e o produto de .a. com ele mesmo sera igual ao produto de .a. com .g., e
isso forma .tk.; e o produto de .b. com ele mesmo igual ao produto de .b. com .d.,
nomeado .kl.. Entdo se .tk., que é .kp., é subtraido de .kl., a diferenca ser& .pl., que é
uma das raizes. Da mesma forma, duas vezes o produto de .a. e .b. é igual a .a. vezes .d.

mais .g. vezes .b., nomeado o nimero .mo., que é a outra raiz.
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2.9  Proposicdo 9: Encontre dois niUmeros que tem a soma dos seus quadrados
iguais a um namero ndo quadrado, se 0 qual é a soma de dois outros nimeros
quadrados dados.

Leonardo Fibonacci: Deixe os dois numeros dados serem .g. e .d. e a soma de
seus quadrados ser .z., que ndo é um quadrado. Eu desejo encontrar dois outros

nameros que tem a soma de seus quadrados igual ao nimero .z..

Figura 24 — Representacdo geométrica da proposicao 9 (i).
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Fonte: L. E. Sigler (1987).

Tome dois nimeros .a. e .b., que tem a soma de seus quadrados igual ao nimero
quadrado .e. com a proporcdo de .a. para .b. ndo como de .g. para .d.. O nimero .i.
resulta da multiplicacéo de .e. e .z.. Dois nimeros .p. e .g. sdo tomados, que tem a soma
de seus quadrados igual a .i. Deixe .p. e .q. serem representados pelos segmentos de
linha kl. e .Im., formando um angulo reto, nomeado o angulo .kim. conectado pelo

segmento .km..

Figura 25 — Representacdo geométrica da proposicao 9 (ii).
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Fonte: L. E. Sigler (1987).

Portanto, .km. sera a raiz do ndmero .i.; e de .km. é tomado .mn., que € igual a
raiz do nimero .z.; e .no. é formado entéo esse .no. forma um &ngulo reto com .om.. A
soma dos quadrados de .no. e .om. € igual ao namero .z.. Consequentemente, 0

quadrado de .km. é igual ao nimero .i.; e 0 nimero .i. € o produto de .e. e .z.; portanto,
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se nés multiplicarmos a raiz do namero .e. pela raiz do namero .z., nds temos a raiz do
namero .i., que é .mk.. E desde que a raiz do nimero .e. seja conhecida, o quociente
dessa mesma raiz por unidade é o quociente da raiz de .i., nomeada .mk., pela raiz de
.Z., que € .mn.. Deixe, portanto, .f. ser a raiz do nimero .e. por conta da unidade ser
para o namero .f. assim como .mn. € para .km., e .mn. é para .mk. assim como .no. €
para .kl., e .om. é para .Im., segue-se que a unidade é para o numero .f. assim como .no.
é para .kl. e .mo. para .ml.. Portanto, se nés dividirmos .kl. pelo nimero .f., resultard no
namero .no.. Similarmente, se n6s dividirmos .ml. por .f., resultar4d em .om.. Portanto,
dois numeros .no. e .om. sdo encontrados que tem a soma de seus quadrados igual a um
namero ndo quadrado .mn., que € o nimero .z.; esse .z. € a soma dos quadrados dos
ndmeros .g. e .d., que tinham de ser mostrados.

E aqui é mostrado com nameros. Deixe 0 nimero .g. ser 4, e 0 nimero .d. ser 5;
portanto, a soma de seus quadrados, nomeado .z., € 41. Deixe o nimero escolhido .a.
ser 3 e .b. ser 4, que faz a soma dos quadrados ser 25, nomeado o ndmero .e.. Do
produto de fato de .e. e .z., nomeados 25 e 41, surge 1025; e é possivel encontrar dois
pares de outros nimeros que tem a soma de seus quadrados igual a 1025, um deles é 32
e 1, e outro é 31 e 8. Deixe, portanto, .kl. ser 32 ou 31 e .Im. ser 1 ou 8; e a raiz de 25,

nomeada de numero .f., e tomando os ndmeros .kl. e .Im. divididos por .f., n6s devemos

. ~ P 2
ter .no. e .om. respectivamente nomeados, se .kl. for 32 e .Im. for 1, entdo .no. sera 65 e

) 1 . p ~ 2 1
.om. sera apenas _. Portanto, dois nimeros sdo encontrados, nomeados 62 e, coma
soma de seus quadrados igual a 41, que é o numero .z.. E se .kl. for 31 e .Im. for 8, .no.
P 1 p 3 . , ~
sera 6 e .om. sera 1, e portanto dois outros nimeros sdo encontrados que tem a

soma de seus quadrados da mesma forma 41. Isso que tinha de ser feito.

2.10 Proposicdo 10: Encontre a soma dos quadrados dos nimeros consecutivos

da unidade até o ultimo.

[Encontre a soma dos quadrados dos numeros consecutivos, de forma crescente da

unidade até o ultimo numero.]

Leonardo Fibonacci: Se, comegando com a unidade, uma quantidade de

nlmeros consecutivos, pares e impares, séo tomados em ordem, entdo o produto do
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ultimo ndmero com seu sucessor multiplicado pela soma desses dois valore, € igual a
seis vezes a soma dos quadrados de todos os nimeros, nomeados da unidade ao Gltimo.

Comegando com a unidade .ab., os numeros consecutivos pares e impares, .bg.,
.gd., .de., .ez. s@o tomados, e deixe .zi. ser 0 nimero seguinte ao nimero .ez. em ordem,
que € ele mais um. Eu digo que o produto dos nimeros .ez. e .zi. e .ei., que é .ez., .zi. e a
soma dos dois, nomeado .ei., é igual a seis vezes a soma dos quadrados de todos 0s
nameros .ab., .bg., .gd., .de., .ez.. O numero .zt., igual ao nimero .ez., é subtraido do

ndmero .zi., deixando a

Figura 26 — Representacdo geométrica da proposicao 10.

a b g d e z k i

Fonte: L. E. Sigler (1987).

diferenca .ti. igual a um. Novamente, .kz., igual ao nimero .de., é subtraido de .zt.,
deixando a diferenca .kt. igual a 1, pelo qual o ndmero .ez. excede o Umero .de..
Certamente, 0 namero .zt. é igual ao numero .ez.. Portanto, o namero .ki. sera duas
vezes um, nomeado 2. Portanto, o triplo produto dos nimeros .ez., .zk. e .ek. é igual ao
triplo produto dos nimeros .ze., .ed, .dz.. Mas o triplo produto dos nimeros .ez., .zk.,
.ek. mais o triplo produto dos numeros .ez., .zk., .ki. mais o triplo produto dos nimeros
.ez., .ki., .ei. sdo iguais ao produto dos nameros .ez., .zi., .ei.. Nés devemos demonstrar,
de fato, que o produto de .ez., .zk. e .ki., mais o produto de .ez., .ki., .ei., sdo iguais a
seis vezes 0 quadrado do numero .ez.. Eu deixo, entdo, o nimero .ez. ser a raiz.
Portanto, .zk. sera a raiz menos um. Portanto, o total .ei. sera igual a duas vezes a raiz
mais um. O produto, de fato, desse quadrado menos a raiz pelo nimero .ki., nomeado 2,
forma duas vezes o quadrado menos duas vezes a raiz. Portanto, o produto dos
ndmeros .ez., .zk., .ki. & igual a duas vezes o quadrado do numero .ez. menos duas vezes
a raiz .ez.. Da mesma forma, de .ez. vezes .ki. resulta duas vezes a raiz, que
multiplicada por duas vezes a raiz mais um, nomeada o numero .ei., forma quatro vezes
0 quadrado mais duas vezes a raiz. Portanto, o triplo produto de .ez., .ki., .ei. € igual a
quatro vezes o quadrado do nimero .ez. mais duas vezes a raiz .ez.. Portanto, o nimero
acima mencionado duas vezes o quadrado menos duas vezes a raiz adicionado a quatro
vezes 0 quadrado mais duas vezes a raiz alcanca seis vezes o quadrado do ndmero .ez..

Portanto, o triplo produto dos numeros .ez., .zi, .ei. € igual ao triplo produto dos
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nameros .ez., .zk., .ek. mais seis vezes o quadrado de .ez.. Mas o triplo produto dos
ndmeros .ez., .zk., .ek. é igual ao triplo produto de .de., .ez., .dz.. Portanto, o triplo
produto dos nimeros .ez., .zi, .ei. € igual ao triplo produto dos nimeros .de., .ez., .dz.
mais seis vezes o quadrado de .ez.. Similarmente, € mostrado que o triplo produto de
.de., .ez., .dz. é igual ao triplo produto de .gd., .de., .ge. mais seis vezes o quadrado do
ndmero .de.. Portanto, o triplo produto dos numeros .ez., .zi, .ei. é igual ao triplo
produto dos ndmeros .gd., .de., .ge. mais seis vezes a soma dos quadrados dos numeros
.de. e ,ez, E novamente mostrado que o triplo produto dos numeros .gd., .de., .ge. é
igual ao triplo produto dos numeros .bg., .gd., .bd mais seis vezes o quadrado do
namero .gd.. Portanto, o produto triplo do nimero .ez., .zi., .ez., é igual ao produto
triplo dos nimeros .bg., .gd., .db. mais seis vezes a soma dos quadrados dos nimeros
.gd., .de., .ez..

Essas coisas acima mencionadas dispostas, isso é similarmente mostrado que o
produto dos nimeros .bg., .gd., .bd é igual a soma do triplo produto da unidade .ab.,
bg., e .ag., e seis vezes o quadrado do numero .bg.. Portanto, o triplo produto dos
nlmeros .ez., .zi., .ei. é igual ao triplo produto da unidade .ab., a soma de .bg. e .ag., e
seis vezes a soma dos quadrados dos nameros .bg., ;gd, .de., .ef. Mas o triplo produto
da unidade .ab. e os nimeros .bg. e .ag. € igual a seis vezes o quadrado de .ab.; para
bg. é 2 e .ag. é 3. Portanto, o triplo produto dos nimeros .ez., .zi., .ei., é igual a seis
vezes a soma dos quadrados da unidade .ab. e os nimeros .bg., .gd., .de., .ez.. I1sso que
tinha de ser mostrado. H& de fato uma outra forma pela qual n6s podemos descobrir a

mesma coisa; isso é mostrado a seguir.

2.11 Proposicdo 11: Encontre a soma dos quadrados dos numeros impares

consecutivos, da unidade ao ultimo.

Leonardo Fibonacci: Se, come¢ando com a unidade, uma quantidade de
nimeros impares consecutivos sdo tomados em ordem, entdo o produto do ultimo
namero e seu sucessor multiplicado pela soma desses dois valores € igual a doze vezes
a soma de todos os quadrados dos nimeros impares da unidade ao Gltimo ndmero
impar.

Comecando com a unidade .ab., deixemos, de fato, .bg., .gd., .de., serem o0s
nlmeros impares consecutivos e deixemos 0 numero impar seguinte a .de. ser .ez.. Eu

digo que o triplo produto dos nameros .de., .ez. e sua soma .dz. é igual a doze vezes a
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soma dos quadrados da unidade .ab. e os numeros impares .bg., .gd., .de.. O nimero

el.,

Figura 27 — Representacdo geométrica da proposicao 11.

a b g d e iz

Fonte: L. E. Sigler (1987).

na verdade, é tomado igual ao nimero .de. no segmento .ez.; portanto, .iz sera dois. Eu
devo mostrar primeiro que o triplo produto dos nimeros .gd., .de., multiplicados pela
soma desses dois valores, que é .ge., adicionados a doze vezes o quadrado do numero
.de., é igual ao triplo produto dos numeros .de., .ez., .dz.. Portanto, deixemos o nimero
.de. ser a raiz; entdo o nimero .gd. sera a raiz menos dois, e a soma .ge. sera duas
vezes a raiz menos dois. Portanto, da multiplicacdo de .gd. e .de. resulta o quadrado
menos duas raizes que, quando multiplicadas por .ge., que € duas vezes a raiz menos
dois, alcanca duas vezes o cubo do nUmero mais quatro vezes a raiz menos seis vezes o
quadrado; para o qual se for adicionado doze vezes o quadrado da raiz .de., se tornara
duas vezes o cubo mais seis vezes o quadrado mais quatro vezes a raiz. Novamente, por
.de. ser uma raiz, o nimero .ei. sera similarmente uma raiz. Portanto, o total .ez. serd a
raiz mais dois, que é .iz, e a soma .dz. sera duas vezes a raiz mais dois. Na verdade, da
multiplicacédo de .de. com .ez. resulta um quadrado mais duas vezes a raiz. E, de fato,
fora da multiplicacdo pelo nimero .dz., que é duas vezes a raiz mais dois, resulta
similarmente duas vezes o cubo mais seis vezes o quadrado mais quatro vezes a raiz.
Portanto, é mostrado que o triplo produto dos nimeros .gd., .de., .ge. mais doze vezes 0
quadrado do numero .de. sdo iguais ao triplo produto dos numeros .de., .ez., .dz.. Pelo
mesmo método é mostrado que o triplo produto dos ndmeros .bg., .gd., .bd mais doze
vezes 0 quadrado do ndmero .gd. € igual ao triplo produto dos nimeros .gd., .de., .ge..
Portanto o triplo produto dos nameros .de., .ez., .dz. € igual ao produto dos nimeros
bg., .gd., .bd mais doze vezes a soma dos quadrados dos numeros .gd. e .de..
Novamente, com as coisas ordenadamente acima mencionadas, o triplo produto dos
numeros .bg., .gd., .bd serd mostrado igual ao triplo produto da unidade .ab. e os
nameros .bg. e .ag. mais doze vezes o quadrado do numero .bg.. Mas o triplo produto
da unidade e 0s numeros .bg. e .ag. é doze vezes o quadrado da unidade, .ab.; o nimero

.bg. € trés e também o namero .ag. é quatro. Portanto, o triplo produto dos nimeros
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.de., .ez., .dz. é igual a doze vezes a soma de todos os quadrados dos numeros dados,
nomeados a unidade .ab. e os nimeros .bg., .gd., .de.. 1sso que tinha de ser mostrado.
Por um método similar, se comecar com o numero dois, numeros pares
consecutivos sdo tomados em ordem, o triplo produto do ultimo deles, o nimero
seguinte a esse, multiplicado pela soma dos dois valores sera igual a doze vezes a soma
de todos os quadrados dos numeros pares dados. Pela mesma forma e método
novamente, se consecutivos multiplos de trés sdo tomados em ordem ascendente
comecando com trés, o triplo produto do ultimo deles e 0 numero seguinte a esse,
multiplicado pela soma dos dois valores, € igual a dezoito vezes a soma de todos os
quadrados dos numeros dados ascendentes por trés. E entdo eles ascendem de dois em
dois e sdo pares; entdo o ultimo triplo produto € igual a doze vezes a soma de todos 0s
quadrados dos nimeros dados. E quando eles ascendem por unidades assim como com
nlmeros consecutivos, entdo o triplo produto acima mencionado € igual a seis vezes a
soma dos quadrados dos nimeros dados. Nos demonstramos isso e é escrito acima. E
entendido que a soma dos quadrados dos ascendentes multiplos de quatro sera quatro
vezes 0 produto acima mencionado, e que a soma dos quadrados de ascendentes
multiplos de cinco serd cinco vezes seis vezes o triplo produto mencionado, e entéo

assim para o resto dos numeros.

2.12 proposicdo 17: Encontre um nimero quadrado, o qual adicionado cinco ou
subtraido cinco permaneca um namero quadrado.

Leonardo Fibonacci': Eu desejo encontrar um n(mero quadrado que
aumentado ou diminuido por cinco alcangca um nimero quadrado.

Tome um namero congruente, o qual a quinta parte € um nimero quadrado; 720
sera um, do

Figura 28 — Representacdo geométrica da proposicao 17.

Fonte: L. E. Sigler (1987).

7 para obter estes resultados Leonardo Fibonacci se utiliza das proposicdes de 12 & 16.
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qual a quinta parte &€ 144, pelo qual divide-se o mesmo 720 e os quadrados
congruentes, do qual o primeiro é 961, o segundo é 1681, o terceiro de fato é 2401. A
raiz do primeiro quadrado é 31, o segundo 41, terceiro 49. H& para o primeiro

quadrado 6%, com raiz 2 é que resulta da divisdo de 31 pela raiz de 144, que é 12, e
ha para o segundo, que € o quadrado solicitado, 11 %, com raiz 3%, que resulta da

diviséo de 41 por 12, e ha para o ultimo quadrado 16% com raiz 41—12.

Diante do que foi apresentado, podemos asseverar que este material pode nos dar
suporte para a compreensdo e andlise dos problemas (proposi¢fes) propostos por
Leonardo Fibonacci em seu Liber Quadratorum, assim, apresentamos nO0SS0S
comentarios no capitulo seguinte, bem como, os olhares de Sigler (1987) e McClenon
(1919) no que diz respeito as proposicOes apresentadas, para melhor abarcar a

compreenséo destas.
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3. Comentando as proposicoes apresentadas e indicando potenciais

didatico/pedagdgicos do Liber Quadratorum

Neste capitulo, estudamos a “algebra geométrica” que Leonardo Fibonacci
sustenta para apresentar suas explicacGes e demonstracdes, que em sua maioria Sdo
indutivas, assim, objetivamos no presente capitulo comentar (analisar) os problemas e
solugdes contidos no Liber Quadratorum, para uma melhor compreensdo destes
problemas, a fim de apontar as possiveis potencialidades que a inser¢éo das informacdes
historicas que circundam este livro, assim como, das proposi¢c@es que, contidas neste,
podem trazer para potencializacdo e efetivacdo do ensino e da aprendizagem,
possibilitando a redefinicdo do Liber Quadratorum para uma histdria reescrita na visao
do educador matematico, aproximando de wuma histéria pedagogicamente
operacionalizada ou vetorizada no que tange a argumentacdo de Miguel (1997) e Miguel
e Miorim (2004).

Desta forma, comentamos todas as doze proposi¢des traduzidas no capitulo
anterior (capitulo 2). Valendo ressaltar que, para que 0S nossos comentarios fossem
originais nos abstemos das leituras dos comentarios propostos por Sigler (1987) e
McClenon (1919) das proposicdes que foram apresentadas, desta forma, a secdo
seguinte (3.1), corresponde a consolidacdo de nossas analises, bem como, das principais
inferéncias dos comentéarios de Sigler (1987) e McClenon (1919). E importante
evidenciar, que apontamos potenciais didaticos, apds os comentarios de cada proposi¢édo
do capitulo 2, pois entendemos que somente depois de compreender 0 que compde cada
proposicdo que nos foi permitido apontar potenciais do Liber Quadratorum, assim, com
0 intuito de passar este seguimento de construcdo para o leitor, colocamos os
comentarios na primeira secdo deste capitulo e as potencialidades na segunda secdo
deste.

ApoOs estas analises comentarios e explicacdes, delineamos nas perspectivas de
alguns autores e das nossas investigacdes do Liber Quadratorum as potencialidades
deste livro de Leonardo Fibonacci. Para tanto, tracamos um caminho para apresentar a
nossa compreensdo de potencial didatico, partindo de Libaneo (1990) com a pedagogia,
convergindo para uma de suas areas com a didatica, convergindo mais um pouco para as
disciplinas especificas da didatica, o que nos oportunizou evidenciar a didatica da
matematica com Almouloud (2007), D’Amore (2007) e Pais (2011), como descrito na
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figura 29, nos dando um contexto e um suporte adequado para melhor definir potencial
didatico.

Figura 29 — Fluxograma do delineamento de potencial didatico.

Didaticada
Matematica

Fonte: Elaborado pelo autor.

Mediante este caminho tracado, partimos para os argumentos reforcadores de
Miguel (1997) e Miguel e Miorim (2004), tendo assim, 0 embasamento tedrico que
julgamos necessario para apontar potenciais didaticos do Liber Quadratorum. Assim,
apresentamos 0s comentarios das proposi¢des a seguir, iniciando nosso caminho para as

potencialidades didatico/pedag6gicas do livro de Leonardo Fibonacci.

3.1 Comentando as proposi¢es que compde o capitulo 2

Comentario da proposicao 1: “Encontrar dois nimeros quadrados cuja soma seja um

numero quadrado.”

Para esta proposicdo, Sigler (1987, p. 14) apresenta em notacdo moderna a
seguinte identidade: [2n% —2n]*> + (2n—1)? = [2n? —2n+1]%, o qual faz um
exemplo para a situagdo de Leonardo Fibonacci, ou seja, para n = 2 e outro exemplo

para n = 3. Este autor ainda apresenta solucdes para trés nlmeros impares
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consecutivos, no entanto, ndo formula uma nova identidade, pois o seu desenvolvimento
recai na identidade inicial, concluindo que para quatro nimeros impares consecutivos
acontecera o mesmo.

Assim como Sigler (1987), McClenon (1919) apresenta esta proposi¢cdo como
uma solucéo para as ternas pitagoricas ou uma forma de obter tridngulos racionais retos.
Desta forma, McClenon (1919) apresenta outra forma de encontrar dois numeros

quadrados cuja soma seja um numero quadrado, definindo outra identidade que segundo

2

2_q\2 2
o autor, foi afirmado por Proclus (412 — 485)*, a saber: (le) + x2 = (xT“) .

Outro fato interessante é que McClenon (1919) apresenta em seu trabalho esta
proposi¢cdo como um problema.

Nos, compreendemos que Leonardo Fibonacci ao comentar que: Para encontrar
dois nimeros quadrados cuja soma seja um nimero quadrado, eu devo pegar qualquer
quadrado impar e eu devo té-lo como um dos dois quadrados mencionados; 0 outro eu
encontro em uma soma de todos 0s numeros impares da unidade até o quadrado impar
tomado. Em notacdo moderna quer dizer:

Admitindo 2n+1=x% logo temos, 1+3+ -+ (@2n—1)+x?=n%+
Cn+1)=(n+ 12

Quando Leonardo Fibonacci propde seu exemplo: Por exemplo, eu devo tomar o
9 como um dos dois quadrados mencionados, o outro ira ser obtido na soma dos
nlmeros impares que sdo menores que 9, nomeados 1, 3, 5 e 7, que tem como soma 16,
que é um quadrado, que adicionado a 9 ird chegar a 25, que é um nimero quadrado. E
se n6s desejarmos uma demonstracdo geométrica, qualquer quantidade de nimeros
impares desde a unidade em ordem crescente sdo acrescentados, fazendo com gue o fim
seja quadrado; e deixemos .ab. ser 1, .bc. ser 3, .cd. ser 5, .de. ser 7, .ef. ser 9; e por .ef.
ser 9, temos um numero quadrado e .ae. 16, € um quadrado, criado da soma dos
ndmeros impares .ab., .bc., .cd. e .de., o nimero total .af. é da mesma forma quadrado;
e portanto da soma de dois quadrados .ae. e .ef. € feito o quadrado .af..

Ele quis mostrar neste exemplo, inicialmente, que:

(1+3+5+7)+9=25
16 +9 =25

18 Filésofo e matematico nascido em Constantinopla, embora mais filésofo que matemético seus escritos
sdo de importancia fundamental para o conhecimento historico da geometria grega. Sua mais notavel
criagdo foi Comentario sobre o Livro | de Os elementos de Euclides, que se tornou a principal fonte
escrita da afirmacéo de Pitadgoras de Samos (580 — 497 a. C.) e de Tales de Mileto (624 — 548 a. C.) como
matematicos.
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4% 4+ 3% = 57
E de forma geométrica que, se temos um seguimento de reta, o qual Leonardo

Fibonacci entende por um nimero, temos,

Figura 30 — Representacdo geomeétrica para 0 comentario da proposicéo 1.

a b c d e
Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).
Onde,
> ab=1;
> bc =3;
> cd=75;
> de=7;
> ef =09.

Desta forma, obtemos,
(ab + bc + cd + de) + ef = af
ae+ ef = af
Logo,
» ae é um namero quadrado;
> ef éum nimero quadrado;

> af é um nimero quadrado.

E interessante que com esta ideia Leonardo Fibonacci amplia o seu pensamento,
0 que denominamos aqui de desdobramentos, e para esta proposi¢do sdo apresentados
dois.

1° Desdobramento: Se tomamos um ndmero par que seja um quadrado e
dividimos por dois e adicionarmos um e subtrairmos um, teremos dois nimeros

impares, desta forma se pegarmos o nimero 36, temos que,

36 ~2=18
18+1=19
18 —1=17

A soma destes dois nimeros € igual ao numero quadrado tomado 19 + 17 = 36.
Assim, se tomamos a soma dos nimeros impares de 1 até 15 que € o nUmero impar que

antecede 0 menor ndmero impar encontrado, que neste caso é o0 17, temos que,
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(1+3+5+7+9+11+13+15)+ 36 =100
64 + 36 = 100
8% + 6% = 102
Com o proposto, temos dois numeros quadrados que somados formam um
numero quadrado.
2° Desdobramento: Se tomamos um nUmero impar que seja um numero
quadrado e dividirmos por trés, teremos um numero impar. Se somarmos a este nimero
impar encontrado, 0s nUMeros impares que € 0 Seu SUCessor e 0 seu antecessor resultara
no numero impar tomado. Assim, se tomamos como o ndmero impar quadrado o 81
temos,
81+3 =27
24,25,26,27,28,29,30

Logo, 25 + 27 + 29 = 81, e se tomamos uma soma dos nimeros impares do 1
até o0 23, que é o nimero impar que antecede o antecessor de 27 que € o resultado da

divisdo, mais 81, temos que,

(1+3+5+4--+23)+81=225
144 + 81 = 225
122 4+ 92 = 152

Assim,1+3+5+ 7+ -4+ 29 = 225. E da mesma forma temos dois nUmeros

guadrados que somados formam um numero quadrado.

Comentario da proposicdo 2: “Qualquer numero quadrado excede o quadrado

imediatamente anterior pela soma das raizes.”

Sigler (1987) para esta proposicdo, inicia seu comentario elucidando que
Leonardo Fibonacci faz referéncia ao livro VIII dos elementos de Euclides. Desta forma
apresenta um modelo para esta proposicdo: (n+ 1) —n?=2n+1=((n+1) +n,
onde (n + 1) e n sdo raizes de (n + 1)? e n?. Assim, se a soma destas raizes formarem

um ndmero quadrado temos uma terna pitagérica, como se admitimos n = 12. Ja

65



McClenon (19191), apenas apresenta uma possivel forma de encontrar ternas
pitagdricas, bem como, apresenta esta proposi¢cdo como um teorema.

Percebemos nesta proposicdo que Leonardo Fibonacci ao dizer: Eu encontrei
que qualquer quadrado excede o quadrado imediatamente anterior pela soma das
raizes desses quadrados. Por exemplo, 121, do qual a raiz é 11, excede 100, do qual a
raiz é 10, pela soma de 10 e 11, nomeados pela soma das proprias raizes. E por isso
que um quadrado excede o segundo antes dele pela quantidade que é quatro vezes a
raiz do quadrado que esté entre eles, como 121, que excede 81 por quatro vezes 10; e,
portanto pode ser encontradas diferencas entre os quadrados pelas distancias entre as
proprias raizes. Ele quis mostrar que;

Se tomarmos 121 = 112 e 100 = 102, temos que 121 = 100 + 11 + 10, ou
seja, de 100 até 121 temos o intervalo de 21 = 11 + 10, que é a soma das raizes
quadradas de 100 e de 121. Leonardo Fibonacci apresenta uma explicacdo geométrica
para esta proposicao.

Desta forma, Leonardo Fibonacci ainda comenta que: Mas parece que todo
quadrado excede seu quadrado precedente, como nos dissemos, por tanto quanto a
soma das proprias raizes, que serdo evidentes se nds colocarmos as raizes nos
segmentos .ab. e .bg.. E desde que .ab. e .bg. sejam nlimeros consecutivos, um sera
maior que o outro por um. Deixemos entao . bg. ser maior que . ab. por um, e subtraido
da unidade .dg. de.bg., e entdo permanecera .bd., igual a.ba.[..].

Geometricamente, temos que:

Figura 31 — Representacdo geométrica para 0 comentario da proposicao 2.

a b d g

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).

Onde;
v' ab e bg so consecutivos;
v bg —dg = bd;
v bd = ab;
v o dg=1.
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Com estas questdes preliminares, Leonardo Fibonacci apresenta a seguinte
relagdo: bg? = bd X bd + dg x dg + 2bd x dg, onde dg X dg + 2bd X dg compde a
diferenca de um quadrado para outro. Exemplificando temos, se admitimos ab = 7,
bg = 8edg = 1, desta forma teremos,

bg? =bd X bd +dg x dg + 2bd x dg
82=7x7+1x1+2x7x1
82 =49+ 15 =64

Percebemos que 15 = 7 + 8, no qual a soma das raizes ¢é a diferenga entre 0s
quadrados como queriamos mostrar. Vale ressaltar que para esta proposicao
apresentamos dois desdobramentos.

1° Desdobramento: se escolhemos o maior quadrado de trés nimeros quadrados
consecutivos, como 92,10 e 112, teremos que, 0 maior quadrado serd o menor
quadrado mais o quadruplo da raiz do quadrado médio, assim, temos que 11* = 9% +
(4 x 10).

2° Desdobramento: Se admitimos um numero quadrado impar como 0 9 e
multiplicarmos por quatro, temos 36, e tomando o quadrado do antecessor de 9, temos
82 = 64 e agora somando o quadruplo do quadrado impar escolhido mais o seu

antecessor encontramos o quadrado do seu sucessor, logo, 36 + 64 = 100 = 102

Comentério da proposicdo 3: “Existe outra forma de encontrar um nimero quadrado

pela soma de dois quadrados.”

Nesta proposicdo, Sigler (1987) inicia apresentando o seguinte modelo e

afirmando que pode ser facilmente provado através de uma multiplicacéo:

2 n2)72
[+

[(mz—nz) ? 2,2 gi :
= > ] + m*n*. Sigler (1987) continua comentando que esta

proposicéo foi referenciada na proposicao cinco do livro Il dos elementos de Euclides,
embora Leonardo Fibonacci tenha apontado o livro X de Euclides, sendo mais provavel
0 preceito um da proposicéo vinte e nove desse livro.

Sigler (1987) ainda nos mostra que o0 modelo encontrado na proposi¢éo cinco do

livro 1l, era usada pelos matematicos babilonicos para resolver equagdes quadraticas, a

saber: [(xz_;yZ)]Z = [(xZ;yz)]z + xy.

67



Percebemos que Leonardo Fibonacci ao comentar que: Ha de fato outra forma
de encontrar dois quadrados que formem um nimero quadrado com sua soma, € isso se
encontra no livro X de Euclides. Juntando dois nimeros quadrados, ambos pares ou
ambos impares, . ab. e . bg.; entdo a soma . ag. seré par. Deixe . ab. ser maior que . bg.,
e .ag. é dividido em duas partes iguais por .d.. O nimero .ad. é entdo um numero
inteiro por ser metade do nimero .ag.. E se subtrai .ad. do nimero .ab.; restard o

ndmero inteiro . db..

Figura 32 — Representacdo geométrica para 0 comentario da proposi¢éo 3.

a d b g

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).

E pelo nimero .ag. ser dividido em duas partes iguais por .d., € em partes
diferentes por .b., 0 produto de . ab. e . bg., mais o quadrado do nimero . db., sera igual
ao quadrado do namero . dg.; mas aquele que é feito de . ab. vezes . bg. € um quadrado,
como .ab. e . bg. sdo quadrados; aquele que é feito pelo nimero . db. vezes . db. € um
quadrado, e portanto sdo encontrados dois quadrados com a soma de um nudmero
quadrado, nomeado o nimero .dg.. Isso que tinha de ser feito.

Leonardo Fibonacci mostra que se tomamos este seguimento de reta como um
nimero (figura 32), e admitindo ab e bg sendo ambos nimeros quadrados pares ou

impares e d como o ponto médio de ag, temos que,

> ab > bg;

“2_9 = ad ou dg — @g ser um nlmero par;

> ab—ad = db.

Desta forma Leonardo Fibonacci faz a seguinte relacdo, ab x bg + db? = dg?,
0 que implica em ab x bg ser um nimero quadrado, pois percebemos que Leonardo
Fibonacci queria mostrado que a multiplicacGes de dois numeros quadrados forma um
numero quadrado, no entanto, ndo afirma tal situacdo, ou porque era um conhecimento
comum da época ou porque da forma como foi apresentada ja bastava para apresentar

tal ideia.
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Exemplificando esta proposi¢cdo temos que se,

> ab = 16;
> bg = 4;
> adoudg = 10;
> db=6.

E aplicando estes valores na relacdo que Leonardo Fibonacci cria, temos que,
ab x bg + db? = dg?
16 X 4 + 6% = 102
64 + 36 = 102
100 = 102

Como 60 = 8% e 36 = 62, temos outra forma de encontrar dois nimeros
quadrados que somados formem um numero quadrado. E nesta proposi¢do Leonardo
Fibonacci ndo apresenta desdobramentos, mas apresenta mais uma forma de encontra as

ternas pitagoricas.

Comentario da proposi¢do 4: “Uma sequéncia de niimeros quadrados é produzido e

ordenado por uma soma de nimeros impares que corre de uma a infinito.”

Nesta proposicdo tanto Sigler (1987, p. 17, 18) como McClenon (1919, p. 3)
apresentam o mesmo modelo: 1 + 3 + 5 + ---+ (2n — 1) = n 2. No entanto, McClenon
(1919) apresenta como um teorema compondo a sua primeira proposicao. Sigler (1987)
apresenta a letra s no lugar do n para este modelo apresentando o contraste do
desenvolvimento de Leonardo Fibonacci com a notacdo moderna e suas generalizacdes.

Percebemos que embora Leonardo Fibonacci comece com esta ideia que ja
apresentamos ser a base para o desenvolvimento do seu livro, é apenas na quartar
proposicéo que a demonstracao é apresentada aos seus leitores.

Quando Leonardo Fibonacci comenta: Eu gostaria de demonstrar como uma
sequéncia de nimeros quadrados é produzida de somas ordenadas de nimeros impares
que vao de um até o infinito.

Junto a isso, comecando com a unidade .ab., qualquer quantidade de nimeros
consecutivos, .bg., .gd., .de., .ez., .zi.; se unem a .bg. com .ab. para formar o numero .t.;

similarmente se unem cada nUmero com Seu antecessor e com Seu sucessor; e deixe .k.
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ser a soma dos numeros .bg. e .gd.; até mesmo juntar os numeros .gd. e .de. para fazer
0 namero .l.; também os nimeros .de. e .ez. para fazer o nimero .m; e .n., nomeado, a
soma de .ez. e .zi.. Eu digo primeiro que .t., k., .I., .m, .n. sdo nUmeros impares
consecutivos comecando com a unidade.
[...] Certamente os ndmeros .ab.., .bg.., gd., .de.,.ez., .zi., S840 consecutivos e seus
quadrados surgem da soma de nimeros impares consecutivos .ab., .t., k., .., .m., .n..,
como era para ser mostrado.

Ele queria nos mostrar que quando temos a seguinte relacdo (figura 33) em um

segmento de reta (relacdo entre nimeros).

Figura 33 — Representacdo geomeétrica para 0 comentario da proposicao 4.

NN
NN

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).

E admitindo:
» .ab.=1
» .bg.=2
» .gd.=3
> .de.=4
» .ez.=5
> .zi.=6

Temos que,
» .ab.=1
» .t.=.ag.=.ab.+bg.=3
» .k.=.bd.=.bg.+.9d.=5
» l.=.ge.=.gd.+.de.=7
» .m.=.dz.=.de.+.ez.=9
» n.=.ei.=.ez.+.zi.= 11

Desta forma teremos,
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zi.?=.ab.+.t.+.k.+.l. +.m.+.n.
.ez.?=.ab.+.t.+.k.+.l.+.m.
.de.* =.ab.+.t.+.k.+.1.
.gd.? =.ab.+.t.+.k.
.bg.? =.ab. +.t.
.ab.? =.ab.
Assim, podemos encontrar o quadrado de seis e de cinco como uma soma de
ndmeros impares,

{62=1+3+5+7+9+11

62 =36
P2=1+3+5+7+9
52 =25

Logo, temos uma sequéncia de nimeros impares em uma soma formando
ndmeros quadrados.

Comentério da proposicdo 5: “Encontre dois nimeros de modo que a soma de seus
quadrados faga um quadrado formado pela soma dos quadrados de outros dois outros

nameros dados.”

O modelo que definimos, esta muito proximo do que Sigler (1987) apresenta em
seus comentarios, assim, ndo nos deteremos em seus comentarios para esta proposigao.

Percebemos que quando Leonardo Fibonacci comenta: Deixe dois nimeros .a. e
.b. serem dados para que entdo a soma de seus quadrados forme um nimero quadrado
.0.; deve-se encontrar dois outros nimeros para que entdo a soma de seus quadrados
seja igual ao numero quadrado .g..

Deixe quaisquer outros dois numeros serem encontrados para que a soma de
seus quadrados seja um numero quadrado. Esses dois numeros sdo representados com
segmentos .de. e .ez., e sdo colocados de modo que formem um angulo reto, assim é
nomeado o angulo .dez.. Também, o segmento .dz. é localizado estando oposto aos
lados .de. e .ez.. O numero quadrado formado pelo segmento .dz. é igual ao nimero .g.
ou néo.

Desta forma teremos trés situacdes, desta forma seguiremos com a condicéo de

ser igual, e para esta, Leonardo Fibonacci nos apresenta que: Primeiro, se igual, entdo
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os dois outros numeros pelos quais a soma de seus quadrados seja igual a .g. sdo

encontrados, um desses é igual ao segmento .de. e 0 outro ao segmento .ez..

Figura 34 — Representacao geométrica do comentario da proposicéo 5.1.

d

Z
e

Fonte: Elaborado pelo autor a parte de Sigler (1987).

Assim, segundo Leonardo Fibonacci temos que,
> .a’+.b%=.g.
» .g.€éum numero quadrado
» .dez.=h
Se.dz.?=.g. > .de.*+.ez.? =.g.=.dz.?
Seguindo esta proposicdo temos o comentario de Leonardo Fibonacci para a
situacdo de ndo ser igual: Se ndo, o numero quadrado feito pelo segmento .dz., que é o
namero .dz., ndo é igual ao nimero .g., ele serd maior ou menor que .g..

Desta forma, se.dz.? # .g. — .dz?>.g.ou.dz>< .g.

Vejamos para .dz.2 >. g., Leonardo Fibonacci comenta: Primeiro, se maior, o
quadrado formado pelo nimero .dz. é maior que a raiz quadrada de .g.; portanto, a
raiz do numero .g. é tomada igual ao nimero .i., e é colocada sobre o comprimento .dz.,
e é denotada por .tz.. E do ponto .t. se faz .tk., perpendicular a .ez.; .tk. € portanto
paralelo a .de. Pelo triangulo .tkz. ser similar ao triangulo .dez., .zd é para .zt., como
.de. é para .tk.. Mais a proporc¢ao de .zd para .zt. € conhecida; ambos 0os comprimentos
sdo de fato conhecidos.

Similarmente, € mostrado que o segmento .zk. é conhecido com a proporcéo dele
para .ze. assim como .zt. para .zd; sdo portanto conhecidos .tk. e .kz., que tem a soma
de seus quadrados igual ao quadrado feito pelo segmento .tz.. Mas o quadrado do

namero .tz. é igual ao quadrado do namero .i., e .i. € de fato a raiz quadrada do nimero
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.g.. Portanto, o quadrado de .tz. é igual ao nimero .g.; dois numeros .tk. e .kz. sdo entao

encontrados com a soma de seus quadrados igual ao numero quadrado .g.
Desta forma para . dz.2 >. g., temos . tz. = i, assim, tomando o triangulo (figura

35) teremos as seguintes relacBes, onde C denominamos como uma constante de

proporcionalidade.

Figura 35 — Representacdo geométrica do comentario da propor¢éo 5.2.

d
t
e k o
Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).
> .g.=1i?
» A.dez. = A.tkz.
> Z=¢C
.dz.
> L=
.de.
> Z-¢

.eZ.

> .thk.*+.kz.?=tz.?=.i.*=.g.
E para .dz.? <.g., temos .lz.=i assim, tomando o triangulo (figura 36)

teremos as seguintes relacdes, onde € denominamos da mesmas forma como uma

constante de proporcionalidade.

Figura 36 — Representacdo geométrica do comentario da proposicao 5.3.

7L r=3 =

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).
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> .g.=1i.?
> A.dez. =~ A.lmz.
> L
1z,
> L=¢
Am.
€z _
mz_
> ImA+.mz.?r =1z =.i.*=.g.

Desta forma Leonardo Fibonacci exemplifica sua proposi¢éo da seguinte forma,

para:
» .a.=5
» .b.=12
> .g.=169
» .i.=13
Para tanto temos que,
.a.’+.b.2 =.g.
52 +12% =169
254 144 = 169
169 = 132
E se temos . dz.% > . g. e admitindo,
» .de.= 15
> .ez.=8
» .dz.=17
» .tz.=13
Temos que,
0] 0]
.zt.X.de. .Zt.X. ez.
rﬂ =0 rﬂ SR
.tk.=13><15=1—95= E .kz.=13xg=%= 3
17 17 17 17 17 17

E desta forma temos que,

th.2 4. kz.2 =.tz.?
(195>2 N (104)2 _ 132
17 17 )
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38025 10816

289 + 289 13°
%=169=132=.g.
289
E se temos .dz.?* <. g. e admitindo,
> .de.=4
> .ez.=3
» .dz.=5
» .lz.=13
Temos que,
@) @)
.lm.=M U.mz.=lzz.x_l62.
.dz. r .dz.
.lm.=13><4=5—2=10§ .kz.=13><3=§=7%
5 5 5 5 5 5

E desta forma temos que,

dm. 2+ mz.2 =122

(52)2 N (39)2 _ 132
5 5/)
2704 1521

—_— —_— 2
25 * 25 13

1225 169 =132=
25 T

Logo temos que,

> Para.dz.?=.g.temos.a.?+.b.? =.g.=.de.’+.ez.%
> Para.dz.?>.g.,temos.a.?+.b.? =.g.=.tk.? + .kz.?%;

> Para.dz.?<.g.temos.a.’+.b.? =.g.=.lm.?>+.mz.?

Desta maneira Leonardo Fibonacci demonstra como podem ser encontrados
infinitos valores para esta proposicao, bem como, percebemos que basta encontrar uma
constante de proporcionalidade e multiplica-la por qualquer valor para encontrar valores

que obedecam a relacdo proposta por Leonardo Fibonacci nesta proposigao.
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Comentério da proposicdo 6: “Um ntmero ¢é obtido, o qual é igual a soma de dois

quadrados de duas, trés ou quatro maneiras.”

Sigler (1987, p. 28) nos apresenta duas identidades definidas por Leonardo
Fibonacci, as quais afirma que sdo equacdes, hoje chamadas As identidades Lagrange, o
autor continua, obviamente Leonardo Fibonacci tem a principal reivindicacdo a elas,
entretanto, foram usadas implicitamente por Diofanto e mencionadas por fontes
arabicas.

Além disso, Sigler (1987) nos apresenta uma aplicacdo deste modelo descrita
por Diofanto no livro 111 Arithmetica no problema 19, a saber:

65 =(13) %X (5) = (324 22) x (22 + 12) =82 + 12 = 72 4+ 42

Ele continua a comentar,

A foérmula por ela mesma esta explicitamente indicada por Al-Khazin
[A, p. 152] em aproximadamente 950 d.C., e ele na verdade discute
seu uso por Diophantus no problema 19 do livro Ill. E claro, ndo é
possivel saber exatamente que fontes arabicas foram disponiveis para
Leonardo. Leonardo usa a identidade para estabelecer o teorema e seu
resultado em representar nimeros como somas de quadrados
(SIGLER, 1987, p. 28. Tradugédo nossa).

Segundo Sigler (1987) Leonardo Fibonacci utiliza os argumentos da algebra
geométrica para conseguir seus resultados.

Estas identidades sao,
> (@ +b?) x (g% +d*) =[(a) x (g) + (b) x (D)]* + [(b) X (g) — (a) x (D)]?
> (@ +b?) x (g% +d*) =[(a) x (d) + (b) x (@)]* + [(B) X (d) — (@) X (9)]?

Em seu comentério, Sigler (1987) termina apresentando um exemplo numérico para
esta proposicédo e a demonstracao dessas identidades. Percebemos da mesma forma estas
identidades em um dos momentos da explicacdo de Leonardo Fibonacci, as quais,
apresentamos a seguir.

Para esta proposicdo Leonardo Fibonacci inicia sua fala da seguinte forma:
Tomando quatro nimeros sem estarem em proporgao geométrica, e se 0 primeiro é
menor que o segundo e o terceiro menor gque o quarto, e se a soma dos quadrados do
primeiro e segundo é multiplicada pela soma dos quadrados do terceiro e quarto, e

nenhuma dessas somas forma um quadrado, um ndmero € obtido que é igual a soma de
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dois quadrados de duas formas; e se uma dessas somas é um quadrado, entdo o nimero
obtido é uma soma dos quadrados de trés formas; e se ambas as somas sao quadrados,
entdo o nimero obtido é uma soma de quadrados de quatro formas; e isso é entendido
sem que 0s numeros tomados sejam fracoes.

Deixemos quatro numeros ndo proporcionais .a., .b., .g., .d., serem dados, e
deixe .a. ser menor que .b. e .g. menor que .d.; e deixe a soma dos quadrados de .a. e .b.
ser 0 nimero .e., e a soma dos quadrados de .g. e .d. ser .z., e .e. ser multiplicado por
.Z., produzindo o namero .cf. [...].

Desta forma Leonardo Fibonacci nos apresenta algumas condi¢cdes para que sua

proposico seja possivel, assim, temos a, b, g e d. Com,

» a<b;

> g<d;

> % * %, ndo ha proporcionalidade entre esses valores;
> a’*+b*=g¢;

> gé+d* =7z

> & X Z=cf,ondecf éum nimero qualquer.

Desta forma, Leonardo Fibonacci nos apresenta trés conclusdes:

Primeira concluséo:
Se,
> @+ b? N&o forem um nimero quadrado, implicando em & ser um nimero n&o
quadrado;
> g%+ d? N&o forem um nimero quadrado, implicando em Z ser um niimero néo
quadrado.
Desta forma, temos que cf é formado pela soma de dois quadrados de duas

formas.

Segunda concluséo:
Se,
> a?+ b? For um nimero quadrado, implicando em & ser um niimero quadrado;

ou

> g%+ d? For um nimero quadrado, implicando em Z ser um niimero quadrado.
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Para esta situacdo somente uma das somas sera um numero quadrado, desta

forma, temos que cf sera formado pela soma de trés quadrados de trés formas.

Terceira conclusao:

Se,
a’ + b? For um nimero quadrado, implicando em & ser um nimero quadrado;
g* + d? For um nimero quadrado, implicando em Z ser um niimero quadrado.

Para esta situacdo as duas somas sao numeros quadrados, desta forma, temos que

cf sera formado pela soma de quatro quadrados de quatro formas.

VvV V VYV VY V

Para demostrar essas conclusdes Leonardo Fibonacci nos apresenta o seguinte,

Ql

Q
I
g

X
X

S

QU
Il

R‘

L

Figura 37 — Representacdo geométrica do comentario da proposicao 6.

axg bxd

YT Yy

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).
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Figura 38 — Representacdo geométrica do comentario da proposicao 6.1.

axd bxg

m n q o)

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).

a,b, g e d No sdo proporcionais;
tk # kl #+ mn # no;
tk < ki;
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Desta forma, temos que, cf = tI? + go?, onde,
> ti2=[@xg+ b xd
- = [(xg) - @x DI

Logo, ¢f =[lax@+BxdD))*+[(bxg)—(@axd)]’>, ou temos que
cf =mo* + pl?, onde,
> mo?=[(axd)+ (x|
> go*=|[(bxd)—(ax ]~

Logo, cf = [(axd)+ (bx §|*+[(bxd)— (@x g)]? assim temos que cf
¢ formado da soma de dois quadrados de duas formas, que vale ressaltar ser as
identidades apresentadas por Sigler (1987).

Continuando temos que, como cf = é X Z — & = a* + b?, temos

Ou, temos que, como cf = e X Z - Z = §* + d?, temos

cf=exz
cof =ex(g*>+d?)
cf=exg?+exd?
Assim, se & ou z for um nmero quadrado, temos cf formado pela soma de trés

quadrados de trés formas.

Seguindo temos que, se,

(
a=a*+z=a*x(g*+d*)=a*xg*+a*xd’
> a*xg*=ch
> a*xd*=h
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Assim, temos ¢i = ch + hi.

(I
> if =b*+z=b*x(g*+d*) =b*x g*+b*x d*
> bixg?=
> bixd*=rf

Assim, temos i1f = it + rf.

Figura 39 — Representacdo geométrica do comentario da proposicao 6.2.
’x g? 2y d? b2 x b2 x d?

/’—\/’—\/—\/—\

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).

Com isso, cf =ci+if =ch+hi+ir+rf, e como, ch,h,ir e rf sdo

numeros quadrados, sendo,

> ch = tk?
> hi=mn?
> T =70
> rf =kl

Assim, temos cf formado pela soma de quatro quadrados de quatro formas,

como queria Leonardo Fibonacci mostrar.

Percebemos nesta proposicdo que Leonardo Fibonacci ao apresentar duas
identidades para a sua demonstracdo observa uma regularidade que aqui tratamos como
um desdobramento.

Assim, como cf = tl*> + qo’ e cf = mo> + pl?, temos que,

> tl* =tk + kl + 2(tk x kD);
> mn® +no° = 2(tk x kl) + go>.

E ja que,

(i) thxkl=(axg)x(bxd)
iy mnxno=(@xd) x(xg)

80



Temos de (i) e (ii) pela propriedade associativa da multiplicacdo que tk x kl = mn X
7o, assim mn? + no? = 2(mn x no) + go?, onde go = no — mn.

Exemplificando temos os seguintes valores,

> a=2;
> b=5;
> g=3;
> d=6.

Com %;t% e é=a’+hb*=2%2+5%=29, assim como z= g*>+d*=3%+
6 = 45. Desta forma teremos que,
of =(@+b*)x(g*+d*)=éexz
cf =29 x 45 = 1305
Para a primeira condicdo temos que é e Z ndo serdo nimeros quadrados, assim
temos,
of =[@xgy+dx))*+[(bxg)—(@axd]?
cf =[(2%x3)+(5x6)]>+[(5%3)—(2x%6)]?
cf =[6+30]%+[15 — 12]?

cf =367+ 37
cf =1296+9
cf = 1305

Desta forma cf foi obtido da soma de dois nimeros quadrados de duas formas.
Para a segunda condicdo temos que e € um numero quadrado, assim temos que,
of =ex(g?+d*) =exg*+exd?
cf =29%x32+29x62=29%X9+29 X 36
cf =261+ 1044
cf = 1305
Desta forma obtemos cf pela soma de trés quadrados de trés formas.
Para a terceira condi¢do temos que é e Z s8o numeros quadrados, assim temos
que,
cf=ci+if =ch+hi+iT+7f
cf = tk? + mn® + no” + kl?
F=@xg?+(Bxg) +(@xd) +®xd)?
cf=(2x3)2+(x%x3)?+(2%x6)*+ (5x%6)?
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cf = 6%+ 15% + 122 + 302
cf =36+ 225+ 144 + 900
cf = 1305

Desta forma obtemos cf pela soma de quatro quadrados de quatro formas.

Comentario da proposi¢do 7: “Encontre outra maneira pela qual um numero quadrado ¢

igual a soma de dois nimeros quadrados.”

McClenon (1919, p. 5) apenas apresenta esta proposicdo como um comentario
da Proposicdo 6 e explica ser mais uma possiblidade de encontrar um triangulo
retdngulo. E Sigler (1987, p. 34) apresenta como equacdes da proposicdo anterior, que
podem ser utilizadas em outra circunstancia (com os valores proporcionais) para
solucionar as ternas pitagéricas, bem como, as proposi¢des 1, 3 e 5. O autor apresenta
seu comentario a partir de seguimentos de retas, semelhante aos nossos comentarios, no
entanto, apresentamos com um pouco mais de detalhes.

Assim percebemos que Leonardo Fibonacci ao iniciar sua fala tomando como
referéncia a proposicdo anterior nos diz: Tome quatro nimeros proporcionais .a., .b.,
.g., .d. para que .a. seja para .b. assim como .g. é para .d.; e deixe .e. ser a soma dos
quadrados de .a. e .b., e .z. da mesma forma com .g. e .d.. E .e. é multiplicado por .z.,
resultando em .cf..

Consequentemente eu digo que .cf. € um quadrado igual a soma de dois

quadrados, que é provado assim.

Para esta proposicdo temos a,b,g € d, com

=<2 0 seja, a,b,g e d so

S| Ql
Q&

proporcionais. Desta forma temos que,

> @’ +b*=g¢
> g2+ d* =7z
> cf=é+2.

Com cf sendo um ndmero quadrado formado da soma de dois nimeros

quadrados. Leonardo Fibonacci demonstra da seguinte forma. Como temos,
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Figura 40 — Representacao geométrica do comentario da proposicéo 7(i).

axg bxd

YT Yy

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).
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Figura 41 — Representacdo geométrica do comentario da proposicao 7(ii).

axd bxg

S T~ T

m I 0]

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).

O que implica em dizer que, _mnzm—w‘zxézﬁxgegzg e que,

tk + kl - @,

Q
S

. == - a_a g b .
>bd ou a,g<bd-axg# xd—>%¢5 ou %ié' Assim,

temos paraa, g < b, d,

> tk < kl;
= =2 = =2
» Z=— ==
g axg g tk
-
E como = = <, temos,
b a
T n2 n h2
» 2L ,b_P.
d xd d Kl
= w2 ~ w2
>2=_b_—>2=b:.
g bxd g K
a a?
Da mesma forma que 5 = T temos que,
a a+b* a e a*+p*
> —:__—)—_:—)*,
g th+kl gt (axg)+(bxd)
a tl
> 2=
g z’
>£=t—l—>5=g.
iz g u
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Desta forma I é a média proporcional entre & e z, assim, tl = Ve X z = +/cf.
Como isso, tI> = & x z = cf, logo, cf € um niimero quadrado com raiz igual a t1.

Se cf = tl* = tk? + kl* + mn® + no?, e para isso temos tI* = tk? + kI +
2(tk x kl), com tk X kl = mn X0 € mn = no —» mn X no = mn* = no?, e desta
forma temos que tl? = tk? + kl* + mn* + no?. E como tk < kl, com kp =kl —pl e
kp = tk, temos que,

cf =mo* + pl?
cf = (mn +n0)? + (kl — tk)?
cof=[(@axd)+(bxg))*+[(bxd) - (axqy]?

Desta forma, temos o nimero quadrado cf como a soma de dois niimeros
quadrados, como Leonardo Fibonacci queria mostrar.

Exemplificando temos, para

> a=2;
> b =4
» g =6,
> d=12.

2 6 — — N - _ = 7
Com ;=—eé&=(a’+b?)=(2* +4%) = 20, assim como 7 = (§* + d*) =
(62 + 122) = 180. Desta forma temos que,
cf =exz=tk?+kl*>+mn? +no? = tl?

cf =20+ 180 = 3600 = 602

cf =mo? + pl?
cf = (mn +70)? + (kl — tk)?
of =[(@xd)+(bx g +[(bxd)-@xg*
cf =[(2%x12) + (4 x6)]? +[(4x12) — (2 X 6)]?
cf =[24 +12]% + [48 — 12]?
cf = 48?% + 36
cf = 2304 + 1296 = 3600

Como Leonardo Fibonacci queria mostrar.

Comentario da proposicédo 8: “Dois quadrados podem novamente ser encontrados cuja

soma sera 0 quadrado da soma dos quadrados de quaisquer dois niimeros fornecidos.”
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Para Sigler (1987, p. 35) embora conste como, uma proposi¢do em seu livro, o
autor apresenta mais como um desdobramento da proposi¢éo 7 do que uma proposi¢éo
propriamente dita, assim, demostra com a mesma identidade e com algumas condig¢des
colocadas por Leonardo Fibonacci.

McClenon (1919, p. 5) apresenta como um teorema e a firma que sua
demonstracdo é simples sendo um corolario da proposicéo 6 do presente trabalho.

Percebemos nesta proposi¢do uma dependéncia da proposicao 7, isso pode ser
explicado pelo motivo de Leonardo Fibonacci ndo apresentar em seu livro no original
uma separacdo como € colocado na presente dissertacdo. Desta forma Leonardo
Fibonacci ao colocar em seu livro que: Por exemplo, deixem ser dados quaisquer dois
nameros .a e .b.. Deixe, entretanto, .b. ser o maior; e subtraia o quadrado do nimero
.a. do quadrado do numero .b. e a diferenca sera a raiz de um dos quadrados buscados.
Em seguida, duas vezes o produto de .a. e .b. é tomado, que serd da mesma forma que a
raiz do outro quadrado; aquilo foi provado na demonstracéo precedida imediatamente.

Leonardo Fibonacci queria mostrar que ao admitir a e b com b >a e R e R”

n

sendo as raizes buscadas, onde R sera a raiz do quadrado da soma de quaisquer dois
outros numeros quadrados dados, assim, temos,

> b*—a’ =R/

> 2(axb)=R"

Para que essas duas identidades sejam verdadeiras temos que % = %, ondeg=a

ed = b, e tendo como referéncia a proposicdo 7, teremos que,

> tk:
» bxb=b*=bxd=kl.

N

=ax

Ql
I
Ql

X

Q|
Q
I

Como tk = kp, temos que kl —tk = pl = b> — a2, que é a primeira raiz e
2(axb) = (axd)+(gxb)=mo que é a segunda raiz, como Leonardo Fibonacci
queria mostrar, temos pl? + mo? = R"".

Exemplificando temos, @ = 3 e b = 4, desta forma aplicando as identidades de

Leonardo Fibonacci, teremos que,

Primeira raiz:
R' = b* - a?
R' =42 — 32
R'=16-9
R' =7
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Segunda raiz:

R" =2(axb)
R" = 2(3 x 4)
R" =2x12
R" =24

Assim, teremos que,
R" =R?+R"
R" =77 +247
R"" =49 + 576
R"" = 625 = 257
Logo temos que R"’ é o quadrado da soma dos quadrados de @ e de b, como

Leonardo Fibonacci queria mostrar.

Comentario da proposi¢do 9: “Encontre dois numeros que tem a soma dos Seus
quadrados iguais a um numero ndo quadrado, se o qual é a soma de dois outros nimeros

quadrados dados.”

Nesta proposicao se faz necessario nos remeter a proposi¢ao 6, pois percebemos
ser uma continuidade em relacdo aos desdobramentos ou regularidades observadas por
Leonardo Fibonacci a partir desta proposi¢cdo. Desta forma, Leonardo Fibonacci inicia
da seguinte forma: Deixe os dois numeros dados serem .g. e .d. e a soma de seus
quadrados ser .z., que ndo é um quadrado. Eu desejo encontrar dois outros nimeros
que tem a soma de seus quadrados igual ao nimero .z..

Tome dois nimeros .a. € .b., que tem a soma de seus quadrados igual ao nimero
qguadrado .e. com a proporcédo de .a. para .b. ndo como .g. para .d.. O numero .i.
resulta da multiplicacdo de .e. e .z.. Dois nimeros .p. e .q. sdo tomados, que tem a soma
de seus quadrados igual a .i.. Deixe .p. e .q. serem representados pelos segmentos de
linha kI. e .Im., formando um angulo reto, nomeado o angulo .kim. conectado pelo
segmento .km..

Portanto, .km. sera a raiz do nimero .i.; e de .km. é tomado .mn., que é igual a
raiz do numero .z.; e .no.. é formado ent&o esse .no. forma um angulo reto com .om.. A

soma dos quadrados de .no. e .om. é igual ao nimero .z..
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Desta forma Leonardo Fibonacci apresenta os nimeros a e g, onde a soma de
seus quadrados forma o numero Z que ndo € um ndmero quadrado, assim temos
g? + d? = z. Tomando agora outros dois nimeros, os quais, a soma de seus quadrados

forma um ndmero quadrado, assim temos, a® + b? = &, onde & ¢ um nimero quadrado,

com % * %, ou seja ndo ha proporcionalidade entre esses valores. Tomando 7 = é X Z,

temos que,
Figura 42 — Representacdo geométrica da proposicao 9 (i).

k
[ . m
Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).

> p =kl

> q=Im;

> pP+q=1

As identidades criadas por Leonardo Fibonacci ao longo de seu livro nos ajudam
a encontrar solugbes para diversos problemas, para encontrar p e g utilizamos as
identidades da proposi¢cdo 6, na qual, encontramos um numero pela soma de dois
quadrados de duas formas, assim temos a possiblidade de encontrar p e g. Admitindo o

tridangulo acima, nos possibilita ter,

Figura 43 — Representacdo geomeétrica da proposicao 9 (ii).
k

[ o m
Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).
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> e=f%
1_mn_mo_ om
F km K Tm’
L . 1 7o o .
O que implica em dizer que FTE T e com isso, temos que,
— kI
> no =—;
f
. ml
> om ==
f

Desta forma, 7no?+om®=7mn, onde mn=2z  assim teremos
g%+ d? = no? + om? = z, como Leonardo Fibonacci queria mostrar.
Para esta proposi¢cdo nossos comentarios ndo divergiram dos comentérios de
Sigler (1987) e McClenon (1919), concordamos da mesma forma que p e g sdo
encontrados a partir das identidades apresentadas por Leonardo Fibonacci na
proposicao 6.
Leonardo Fibonacci traz um exemplo para esta proposi¢do, sem deixar claro
como encontrou os valores correspondentes a p e g. Desta forma, temos,
> g=4,
> d=-5;
> Z=g°+d*=4*+5%=16+ 25 = 41.

Temos também,

> a=3;
> b=4:
> e=a*+b*>=3°+4>=9+ 16 = 25.

Neste momento Leonardo Fibonacci apenas nomeia kl = 32 ou31elm =1 ou
8, no entanto, temos que,
pP+ai=1
PP+g=[@xg+mxd>+[(bxg)-(@xad)?
P2+q*°=[3%x4)+ (4 x5]*>+[(4x4)—(3x5)]?
p? + g% = [12 + 20]% + [16 — 15]?
p*+q° =322+1°
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Ou,
pP+qt=1
pr+gi=[@xd)+bx*+[(bxd)—@xg]?
P2+ q*=[(3%x5) +(4x4)]*+[(4%x5)—(3x%x4)]?
p? + g% = [15 4+ 16]% + [20 — 12]?
p?+q* =31*+ 8°
Desta forma, podemos concluir que de fato kI = 32 ou 31 e Im = 1 ou 8, assim
podemos dar continuidade aplicando as seguintes identidades, como f? = e = 25,

Para kIl = 32 e Im = 1, temos que,

Ry J
f f
32 2
O=?=6§
e
__ _Im g
TETTT
1
m=3
Logotemos,z‘=%2+m2=(%)2+<§)2=(%)+(%):41.

Para kIl = 31 e Im = 8, temos que,

kI p
0O =—=—

f f
__31_61
°=7% T %%

e

__Im g
om=—=-—=

f f
__8_13
om—s— 5

2 2
_ — - 31 8 961 64
Logo temos, Z=Tmo*+ om>= (—) + (—) = (—) + (—) =41. Desta
5 5 25 25
forma, temos a soma de dois numeros quadrados formando um numero nao quadrado
formado pela soma de outros dois nimeros quadrados, como Leonardo Fibonacci queria

demonstrar.
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Comentério da proposicdo 10: “Encontre a soma dos quadrados dos ntmeros

consecutivos da unidade até o ultimo.”

Nesta proposicdo tanto Sigler (1987, p. 42) quanto McClenon (1919, p. 5)
apresentam as mesmas identidades em notacdo mais atual,
6(12+22+3%2+-+n?) =n(n+12n+1).
Onde os dois autores concordam que Leonardo Fibonacci prova a partir da
seguinte identidade,
nn+1)2n+1)=nn-1)2n—1) + 6n°
McClenon (1919) continua sua demonstracdo com notacdo mais atual, no
entanto, Sigler (1987) parte para explicacGes a partir da algebra geométrica utilizada por
Leonardo Fibonacci, o que ndo diverge de nosso entendimento para esta proposicao.
Desta forma, percebemos que Leonardo Fibonacci ao comentar que: Se,
comecando com a unidade, uma guantidade de numeros consecutivos, pares e impares,
sdo tomados em ordem, entdo o produto do Gltimo ndmero com seu sucessor
multiplicado pela soma desses dois valore, é igual a seis vezes a soma dos quadrados
de todos os numeros, nomeados da unidade ao dltimo.
Comecando com a unidade .ab., 0s nimeros consecutivos pares e impares, .bg.,
.gd., .de., .ez. s@o tomados, e deixe .zi. ser 0 nimero seguinte ao nimero .ez. em ordem,
que é ele mais um. Eu digo que o produto dos nimeros .ez. e .zi. e .ei., que é .ez., .zi.e a
soma dos dois, nomeado .ei., é igual a seis vezes a soma dos quadrados de todos os
nameros .ab., .bg., .gd., .de., .ez..
Para a soma dos quadrados dos ndmeros consecutivos temos as seguintes
relacdes (que ele mesmo apresenta),
nXn+1)x[n+m+1)] =6x(12+ 2%+ --n?).
Onde essa soma dos quadrados dos nimeros consecutivos possa ser
S:nx(n+1)x[n+(n+1)]
6
Para comprovar esta primeira identidade, partimos do primeiro numero, ou seja,

o menor valor, que para esta situacdo € ab, que para Leonardo Fibonacci é a unidade (1)
e com 0s nUmeros consecutivos pares e impares temos, bg, gd, de e ez, onde Zi é 0

sucessor do ultimo valor, desta forma zi = ez + 1, assim temos que,
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Figura 44 — Representacdo geométrica da proposicao 10.

a b d d e Z k t i

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).

» ei=ez+ 7z,

> ezxzixeli=6X(ab®+bg? + gd* +de* +ez?), esta é a identidade
apresentada por Leonardo Fibonacci no inicio de sua apresentacéo;

> zt=%ez

> ti=zi—ez=1;

> kz =de;

> kt=zt—de=1,

> ez=de+1,;

> ki=2x1=2;

> ez X zk X ek = Ze X de X dz;

> ezXzkxek+ezxzk xki+ez X kixeéi=ezxziXeél.

Com isso, Leonardo Fibonacci inicia a sua demonstracdo partindo da seguinte
identidade, ez x zk x ki + ez x ki x & = 6 x ez?, para isso temos que,
> zk =ez +1;
> ei=2x(ez) +1;
> (ez?—ez) x ki =2 x (ez?) — 2 x (ez).
Desta forma temos,
> ez X zk x ki = 2 x (ez?) — 2 X (ez);
> ezxki=2x%x(ez)x2x (ez+1);
> e =4 x (ez?) + 2(ez2).
Assim,
ez X ZL X el = ez X zk X ek + 6 x (ez?)
ez X zk X ek = de X €z x dz
eZ X ZlX el = de X eZ X dz + 6 x (ez?)
dexezxdz=gdXdexge+6x (de?)
ezZx zZix el = gd X de x ge + 6 X (de? + ez?)
gd x de x ge = bg X gd X bd + 6 x (gd?)
eZX ZiX el =bg X gd x bd+6x(gd2+de + ez?)

bg X

]
U
X
@I
QU
@I

X bg xag + 6 x (bg?)
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ez X zi X & = ab x (bg + ag) x 6(bg? + gd? + de? + ez?)
Como, ab x bg X ag = 6 X (ab?), onde bg = 2 e @ag = 3 temos,
ezx ziXel=6Xx (ab?+ bg? + gd? + de? + ez?)
Como Leonardo Fibonacci queria mostrar. E desta forma,
— — J— - ez XzLXel
(ab2 +bg? + gd? +de® + ﬁz) =

Exemplificando temos,

> ab =1,
> bg =2
> gd =3,
> de =4,
» ez =25,
» Zi=ez+1=5+1=6;
> ei=ez+zi=5+6=11.
Assim,
ez x zix el = 6 X (ab® + bg? + gd* + de* + ez?)
6x5x11=6x(12+2%2+3%2+4% +5?)
330 =6x55
330 =330
Desta forma,
(%2+@2+g_dz+%2+az)=ezlexel

— 5x6x11 330
(ab? + bg? + gd? + de? + ez?) = =" =5

Assim, temos como encontrar a soma de quadrados de nimeros consecutivos da

unidade ao ultimo valor.

Comentario da proposicdo 11: “Encontre a soma dos quadrados dos nameros impares

consecutivos, da unidade ao ultimo.”

McClenon (1919, p. 5) apresenta esta proposicdo como um teorema sem
apresentar sua demonstracdo, apenas menciona que sua prova é semelhante ao da

proposi¢do 10, no entanto, Sigler (1987, p. 46) ja faz uma demonstrag&o, tanto com uma
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notacdo mais atual quanto pela algebra geométrica de Leonardo Fibonacci semelhante a
que apresentaremos a segulir.

Leonardo Fibonacci faz o seguinte comentario: Se, comegando com a unidade,
uma quantidade de numeros impares consecutivos sdo tomados em ordem, entdo o
produto do ultimo nimero e seu sucessor multiplicado pela soma desses dois valores é
igual a doze vezes a soma de todos os quadrados dos numeros impares da unidade ao
ultimo numero impar.

Comecando com a unidade .ab., deixemos, de fato, .bg., .gd., .de., serem o0s
nlmeros impares consecutivos e deixemos 0 nUmero impar seguinte a .de. ser .ez.. Eu
digo que o triplo produto dos nimeros .de., .ez. e sua soma .dz. é igual a doze vezes a
soma dos quadrados da unidade .ab. e 0s numeros impares .bg., .gd., .de..

Leonardo Fibonacci queria mostrar que, se temos a seguinte soma:

1"+ 3%+ +n?
Admitindo todos os valores desta soma nimeros impares, temos que,

nxn+2)x[n+mM+2)]=12%x (12 +3%2+ -+ n?

nx(n+2)x[n+(n+2)]
12 '

Desta forma, a soma (S) dos numeros impares sera: S =

Para tanto, partimos de primeiro nimero impar, ou seja, da unidade (1), que pela
algebra geométrica Leonardo Fibonacci chama de ab e com 0s numeros impares
consecutivos bg, gd e de, onde ez é o sucessor do nimero de, ou seja, ez = de + 2,
com dz = de + ez, assim, Leonardo Fibonacci conclui que, se temos a descricdo

geométrica apresentada (figura 45),

Figura 45 — Representacdo geométrica do comentario da proposicdo 11

a b g d e i Z

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de Sigler (1987).

Isso nos da a seguinte identidade,

de x ez X dz = 12 x (ab? + bg? + gd? + de?)

Assim,
> de = eéi;
> z=2

Para mostrar a validade dessa identidade, Leonardo Fibonacci parte da seguinte
ideia,
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gd x de x ge + 12 x (de?) = de x ez X dz
Onde,

de sendo a raiz:

Assim, de gd x de = de® — 2 X de, e quando
(de? —2 x de) x ge =2 x de*+ 4 x de — 6 x de?
E se adicionamos 12 x de? de ambos os lados, teremos o seguinte resultado,
2xde®+6xde*+4xde.
Como de é uma raiz, e1 também ser4 raiz. Portanto ez = de + 2 ou ez = éi +
2,assim, iz = 2,logo dz = 2 x de + 2. E de X ez = de® + 2 X de, desta forma, se
dexezxdz=2xde*+6Xxde*+4xde
Temos que,
bg x gd x bd + 12 x gd = gd X de X ge
de xezxdz=bg x gdxbd+12x (gd? + de?)
bg x gd X bd = ab x bg X ag + 12 X bg?
ab X bg x ag = 12 x ab?
Como bg = 3 eag = 4, temos que
de x ez X dz = 12 x (ab? + bg? + gd? + de?), como Leonardo Fibonacci queria
mostrar.

Exemplificando temos,

> ab=1;

> bg =3;

> gd=75;

> de =7,

> ez=de+2=7+2=09;
> dz=de+ez=7+9=16.

Da identidade de Leonardo Fibonacci, temos
de x ez X dz = 12 x (ab? + bg? + gd? + de?)
7Xx9x16 =12 x (12 +32 452 4 7%)
1008 =12 x 84
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1008 = 1008
Logo,

. de X ez X dz
(ab? + bg? + gd*? + de?) = —————

12
- — . 7X9%16
(ab? + bg? + gd? + de?) = —
- . 1008
(ab? + bg? + gd? + de?) = =T

(ab? + bg? + gd? + de?) = 84

E interessante notar que para esta proposicio Leonardo Fibonacci apresenta o
seguinte desdobramento, para o qual, hd& um comentario de Sigler (1987) que é bem
préximo ao que Leonardo Fibonacci apresenta.

McClenon (1919, p. 6) apresenta 0 mesmo como um teorema posterior, no qual,
afirma que Leonardo Fibonacci quase descobriu um resultado geral,

6na® + 6n(n — ad + n(n — 1)(2n — 1)d>
@P+@+d?+(@a+2d?) ++[a+ ®m—1)d]? = ( )6( )( )

e para este método ndo ha necessidade de mudangas.

Percebemos que Leonardo Fibonacci encontrou uma regularidade para soma de
quadrados de ndmeros consecutivos para intervalos de 1, 2, 3, 4 e 5, tomando a
identidade da proposicdo 10 e multiplicando o nimero 6 (seis) da identidade pelo
intervalo dos nimeros consecutivos em progressdo aritmética.

Exemplificando temos, para intervalos de 1 que a identidade sera:

de X ez x dz = 6 X (ab? + bg? + gd? + de?)
Para intervalos de 2 que a identidade sera:

de x ez X dz = 12 x (ab? + bg? + gd? + de?)
Para intervalos de 3 que a identidade sera:

de x ez X dz = 18 x (ab? + bg? + gd? + de?)
Para intervalos de 4 que a identidade sera:

de x ez X dz = 24 x (ab? + bg? + gd? + de?)
Para intervalos de 5 que a identidade sera:

de x ez x dz = 30 x (ab? + bg? + gd? + de?).
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Comentéario da proposicdo 17: “Encontre um ndmero quadrado, o qual adicionado
cinco ou subtraido cinco permane¢a um numero quadrado.”

O comentério de McClenon (1919) ndo diverge do que Leonardo Fibonacci
apresenta em seu livro, no entanto, Sigler (1987, p. 78) apresenta um extenso
comentario que exibe tedricos que se utilizaram das identidades ou das ideias de
Leonardo Fibonacci, a saber, Luca Pacioli (1447 — 1517) em seu trabalho Summa de
Arithmetica, Geometria, Proportioni et Propornalitd (Colecdo de Conhecimentos de
Aritmética, Geometria, Proporcdo e Proporcionalidade), bem como, possiveis
aplicacdes como para curvas elipticas.

Notamos que Leonardo Fibonacci inicia admitindo um ndmero “congruente”,
que é definido pelo proprio Leonardo Fibonacci em proposicfes anteriores, a saber, as
proposicdes 12, 14, 15 e 16. Assim esta proposicdo ird admitir valores ja encontrados
anteriormente, vale ressaltar que o nimero congruente aqui referido ndo é o mesmo
definido por Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855). Desta forma temos o nimero 720 que
é um nimero congruente®® onde sua quinta parte é o nimero quadrado 144. Desta forma
temos o primeiro valor congruente 961 = 312, o segundo nimero congruente 1681 =
41% e o terceiro nimero congruente 2401 = 492, Leonardo Fibonacci para esta
proposicdo necessita de trés valores para serem somados e subtraidos por cinco. Desta

forma, temos que,

1681 961 _ (31)2
144 144 \12
e
1681 2401  /49\?
D st (_)
144 144 12

Logo, temos um numero quadrado que subtraido ou adicionado cinco permanece
um numero quadrado, como Leonardo Fibonacci queria mostrar.

E importante evidenciar que este problema foi proposto no torneio de
matematica que Leonardo Fibonacci participou a convite do rei Frederico Il (como
comentado no capitulo 1), assim, este problema leva o0 matematico a escrever o Liber
Quadratorum, o qual apresenta uma sequéncia de proposi¢cdes em um texto corrido sem

separar as proposi¢oes, como o fazemos, com a finalidade de provar sua ideia inicial

%0 ntimero “congruente” é obtido como € = 4mn(n + m)(n —m) (proposicio 16 de Sigler (1987)),
ondem=4;en=5-n+m=9en—m=1. E as raizes sdo obtidas da relagdo ;[2$(n+m)i
27 (n—m)| = 31,41,49,41 (proposicéo 14 de Sigler (1987)).
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(em relacdo a soma de numeros impares e quadrados) e ter os devidos subsidios para
provar esta proposigéo 17.

As apresentacOes presentes permitem um olhar mais completo no que diz
respeito ao livro de Leonardo Fibonacci, ou seja, com as colocacfes anteriores, dos
assuntos, contexto histérico que foi escrito, o autor e suas condicdes e influéncias, e
apos esta apresentacdo detalhada destas doze proposi¢Bes iniciais; temos um maior
background de observar suas potencialidades, das quais indicamos na secdo seguinte.

3.2  Indicando o potencial didatico/pedagdgico do Liber Quadratorum

Percebemos com o exposto, que estes problemas s&o ricos, possuidores de
potenciais para 0 ensino e para a aprendizagem da matematica. No qual Possibilita
propostas para a efetivacdo das habilidades exigidas pelo curriculo de matematica.
Assim, entendemos que a exploracdo “criativa” dos textos matematicos histéricos pode
trazer contribuigbes para o encaminhamento conceitual e didatico de nocbes das
componentes curriculares (LOPES, 2017).

Desta forma, examinar situacdes especificas com um aprofundamento
consistente, como no Liber Quadratorum, pode viabilizar respostas mais satisfatorias
para 0 ensino. Assim, temos a oportunidade de suprir competéncias levantadas na
BNCC? referente & matematica, a exemplo disto, temos a competéncia de niimero nove,
que diz respeito a levar o aluno a reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana,
construcdo, esta, referente as necessidades e preocupacdes de diferentes culturas, em
diferentes momentos histéricos, que contribuiram para solucionar problemas cientificos
e tecnologicos, dando énfase as descobertas e construc@es, inclusive com impactos no
mundo do trabalho (BRASIL, 2016).

Desta forma, queremos nesta secdo elencar possiveis potenciais didaticos a
serem explorados no Liber Quadratorum. Para tal, faz-se necessario delinear o que vem
a ser potencial didatico para no6s. Com isso, caracterizamos neste trabalho
primeiramente a didatica como um ramo de estudo proprio da pedagogia, que equivale a
uma ciéncia da e para a educacédo, que estuda a educacdo, a instru¢do e o ensino. Para

tanto, nos apoiamos em Libaneo (1990), que traz consideragfes que julgamos

20 Base Nacional Comum Curricular — BNCC.
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importantes para este momento de construcdo do saber. Libaneo (1990) salienta, ainda

que a pedagogia se constitui em:

[...] um campo que investiga a natureza das finalidades da educacao
numa determinada sociedade, bem como os meios apropriados para a
formac&o dos individuos, tendo em vista prepara-los para as tarefas da
vida social. Uma vez que a pratica educativa é o processo pelo qual
sdo assimilados conhecimentos e experiéncias acumulados pela
préatica social da humanidade, e criando um conjunto de condigoes
metodoldgicas e organizativas para viabiliza-lo (LIBANEO, 1990, p.
24).

Neste sentido, percebemos que a didatica investiga os fundamentos, condicgdes e
modos de instrucdo do ensino. O didatico articulado a pedagogia difundem processos e
procedimentos na investigacdo das matérias especificas da ciéncia, que servem de base
para 0 ensino e a aprendizagem de situacdes concretas da pratica docente (LIBANEO,
1990).

Adentrando nas matérias mais especificas da didatica, mencionadas por Libaneo
(1990) anteriormente, temos em Pais (2011), Almouloud (2007) ¢ D’Amore (2007) a
didatica da matematica, a qual compde um campo da didatica. Apresentamos, dentre
estes autores, Pais (2007), com o seguinte pensamento, no tocante a didatica da

matematica,

A didatica da matematica é uma das tendéncias da grande area de
educacdo matematica, cujo objeto de estudo é a elaboracdo de
conceitos e teorias que sejam compativeis com a especificidade
educacional do saber escolar matematico, procurando manter fortes
vinculos com a formagdo de conceitos matematicos, tanto em nivel
experimental da pratica pedag6gica, como no territério tedrico da
pesquisa académica ( PAIS, 2007, p. 11).

Em conformidade com a definicdo de Pais (2007), os demais autores admitem
que a didatica da matematica ndo é mencionada apenas como uma tendéncia da
Educacdo Matematica, outrossim como uma ciéncia que estuda o fenbémeno do
ensino/aprendizagem da matematica, via transposic¢éo do saber.

A Construcdo do pensamento de didatica nos possibilita delinear e elencar as
possiveis potencialidades didatico/pedagodgicas encontradas no Liber Quadratorum,
pois esperamos contribuir para a ampliagdo da compreensédo dos estudantes acerca das

dimensGes conceituais das ternas pitagoricas, dos numeros quadrados ou até mesmo
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contribuir para a academia na teoria dos numeros, ja que segundo Mcclenon (1919),
Leonardo Fibonacci esta no ranking como o maior génio deste campo.

Neste sentido utilizar didaticamente ou pedagogicamente as informagdes
historicas, tendo em vista o ensino de matematica, serd o caminho tragado por nos nesta
secéo.

Nesta perspectiva, entendemos potencial didatico, como as qualidades ou fatores
positivos que viabilizem a prética docente, ou seja, todas as informacdes historicas que
podem passar por uma transposicéo didatica, com a funcdo de operacionalizar o ensino,
torna-se para nds um potencial didatico, seja no campo epistemoldgico ou ético de
Miguel e Miorim (2004). A transposicdao didatica aqui mencionada refere-se ao que
Mendes e Chaquiam (2016) apontam como constitui¢do do saber escolar ou académico,
ja que a educacdo escolar ou académica nao se limita apenas em fazer uma selecdo de
saberes que estdo disponiveis na cultura em algum momento histérico, no entanto em
transforma-los em saberes possiveis de serem ensinados e aprendidos (MENDES e
CHAQUIAM, 2016).

Concordamos da mesma forma com os autores quando mencionam 0 termo
transposicdo didatica em relacdo a transposicao do saber, a reorganizacdo, a mediagédo
ou a reestruturacdo dos saberes historicamente constituido tipicamente escolar ou
académico.

Deste modo, Mendes (2016, p. 21) definem a transposicdo didatica como o
processo que faz com que os objetos do saber matematico erudito se transformem em
saberes a ensinar, inscritos no projeto de ensino, e depois em saberes de ensino. E os

autores concluem que:

As informacdes historicas, portanto, passam a ser tomadas como o
saberes ja estabelecidos socialmente, que podem ser tomados como
matéria-prima a ser vetorizada com a finalidade de transformar o
conhecimento a ser aprendido em algo mais proximo do aprendiz.
Trata-se, na verdade, de uma reinvengdo matematica que deveria ser
melhor apropriada aos objetivos de trabalho do professor e do nivel de
aprofundamento que precisa ser dado ao aprendiz, ou seja, ao aluno
(MENDES, 20186, p. 22).

Concordamos de igual forma com Pais (2011), quando evidencia a transposi¢édo
como um fendmeno, o qual é caracterizado pelo fluxo cognitivo relativo a evolucéo do
conhecimento, estando esta no dominio mais especifico da aprendizagem. E com

D’ Amore (2007), quando apresenta a transposi¢ao no sentido de extrair um elemento do
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saber de seu contexto para recontextualiza-lo, produzindo objetos novos, que permitam
a transferéncia dos saberes aprendidos no processo (D’AMORE, 2007).

Dando seguimento ao nosso esforgo por evocar as potencialidades, encontramos
em Miguel (1993, 1997) e Miguel e Miorim (2004) argumentos favoraveis ou que
reforcem as potencialidades do uso da Historia da Matematica no ensino. A esse
respeito, Miguel (1997), destaca alguns argumentos que entendemos como &reas de
atuacdo das propostas operacionalizadas ou vetorizadas, que utilizam as informagoes
historicas voltadas para o ensino de matematica, ou seja, a historia construida do ponto
de vista do educador matematico. Assim, Miguel (1997) nos apresenta argumentos, dos
quais destacamos apenas alguns:

= A historia constitui-se numa fonte de objetivos para o ensino da matematica;

= A histéria constitui-se numa fonte de métodos adequados de ensino da
matematica;

= A histéria constitui-se num instrumento de formalizacdo de conceitos
matematicos;

= A historia constitui-se num instrumento de conscientizacao epistemoldgica;

= A histéria € um instrumento que pode promover a aprendizagem significativa e
compreensiva da matematica.

E importante evidenciar que o autor em publicacbes posteriores constroi esses
argumentos em duas categorias diferentes e ndo excludentes, a epistemoldgica e a ética,
bem como, argumentos questionadores do uso da historia da matematica, 0s quais nédo
traremos neste relatério de pesquisa. Para estas categorias, 0 autor considerou 0 modo
como se concebeu a natureza dos elementos considerados determinantes ou
condicionadores da aprendizagem matematica, bem como da natureza das atitudes e dos
valores que se deseja promover nos estudantes com base em suas analises de trabalhos
gue carregam em suas pesquisas e propostas, viabilizar o ensino baseado na historia.

Apos a construgdo do que vem a ser potencial didatico neste trabalho, temos a
seguranga ou 0s subsidios necessarios para elencar as possiveis potencialidades
didaticas do Liber Quadratorum, apoiados nos argumentos salientados por Miguel
(1997). Assim, encontramos as seguintes potencialidades a serem exploradas neste livro
do décimo terceiro século de Leonardo Fibonacci:

= Construgdo de diversas formas de encontrar as ternas pitagoricas — podemos
evidenciar esta potencialidade nas proposicbes 1, 3, 5 e 7, pois apresentam as

ideias de encontrar quadrados que formam quadrados com suas somas, nos
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dando a oportunidade de inferir seja em qual for das proposi¢cbes mencionadas
lados de tridngulos retangulos ptitagoricos;

Atividades de potenciacdo principalmente de quadrados — esta potencialidade,
pode ser evidenciada em todas as proposicOes, pois todas as apresentadas na
secdo anterior trazem diversos padrdes envolvendo potenciacdo de expoente dois
em relagéo as operagoes;

Atividades com raiz quadrada — para esta potencialidade, observamos nas
proposicdes 2 e 17, algumas atividades em que as raizes sdo o objetivo do
problema ou o meio pelo qual as solucdes sdo dadas;

A utilizacdo da historia da humanidade — podemos perceber esta potencialidade
nas investigacdes historicas que circundam o Liber Quadratorum como descrito
no capitulo 1;

A investigacdo da vida e obra de Leonardo Fibonacci — podemos observar que
esta potencialidade também transcende a obra de Leonardo Fibonacci, pois passa
a ser valida para qualquer uma de suas obras, bem como para investigacdo deste
matematico e suas diversas contribuicdes para a comunidade matematica;
Investigacdo das representacbes numéricas — podemos perceber que esta
potencialidade pode ser observada em quase todas as proposi¢des discutidas,
pois Leonardo Fibonacci apresenta em sua obra uma forma peculiar da
representacdo de nimero por seguimentos de retas, como nas proposicdes 4 e 5;
A evolucdo da linguagem algébrica — podemos evidenciar que a divulgacdo da
aritmética arabe como descrito no capitulo 1, permite Leonardo Fibonacci
apresentar outra linguagem algébrica para a Europa, introduzindo os algarismos
indo-arabicos e suas regras para calcular, bem como, a algebra geométrica que
sustenta as suas solucdes.

Entendemos, que estas potencialidades, por nos elencadas, coadunam com 0s

argumentos que destacamos aqui, bem como, pertencentes as duas categorias de

argumentos, tanto a epistemoldgica quanto a ética, comentadas anteriormente.

Por conseguinte, o educador matematico terd a oportunidade e 0s mecanismos

necessarios para propor situages que possam conduzir os alunos a (re) descoberta do

conhecimento através do levantamento e testagem de suas hipoteses acerca de alguns

problemas investigados, através de relacbes ou investigacdes, para que com esta

perspectiva metodoldgica, possam ter os meios para aprenderem o qué e o porqué fazem

ou sabem desta ou daquela maneira, para que desta forma o aluno tenha oportunidade de
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construir sua aprendizagem por meio da aquisi¢cdo de conhecimentos e redescoberta de
principios (MENDES, 2009b).

Enfatizamos que, para a Histéria da Matematica ser considerada como um
recurso didatico para o ensino € importante que as abordagens histéricas utilizadas em
sala de aula estejam vinculadas ao contetdo matematico a serem estudados, na procura
de encontrar justificativas, fatos interessantes, os porqués e 0s para qués, necessarios
para suprir a curiosidade dos alunos. Nesse direcionamento, as potencialidades do Liber
Quadratorum podem ser utilizadas como uma aliada pedagdgica no ensino e
aprendizagem de conteudos matematicos.

Consideramos que as potencialidades do Liber Quadratorum partilham das
propostas de Miguel e Miorim (2004), no que tange para uma histéria pedagogicamente
vetorizada, a qual desponta de uma concepcao organica da participacdo da histéria na
producdo do saber e da formacéo docente (figura 46), a qual € definida e sustentada por
uma forma particular de problematizacdo da educacdo matematica escolar, ou seja, da
concepgdo do modo como a cultura matematica e a educacdo matematica se constituem

e se transformam como praticas sociais escolares (MIGUEL e MIORIM, 2004).

Figura 46 — Concepgdo organica da participacdo da historia na producgéo do

saber docente.

Historia

Problematizagao da Educagao

s a .
Matemadtica Pedagogicamente
A concepgdo de como a

;‘;‘gﬁ]:ﬁcg‘i‘;agao - Multidimensional Vetorizada

- Constituem - Interativo-dialdgico) 1. Interdisciplinar

- Instituem - investigativa 2. Didatico-metodoldgico

- Transformam 3. Psicoldgico motivacional

Como préticas sociais 4. Politico critico

Fonte: Elaborado pelo autor, a partir de Miguel e Miorim (2004).

Essa problematizagdo passa a ter trés caracteristicas, multidimensional, pois,
pode incidir em varias dimensdes da cultura e da educacdo matematica, como a
epistemologia, a logica, a antropologia e etc. A seguinte caracteristica é a interativo-
dialogica, haja vista que, esta problematizacdo promove a realizagdo e a discursdo de

atividades que estimulam a interacdo e o didlogo entre: aluno-aluno e aluno-professor,
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bem como, do professor e as diferentes praticas sociais que possam ter participado da
producdo, apropriagdo e das transformacOes da histdria dos temas matematicos que
podem vim a ser estudados. E por fim esta problematizacdo é investigativa, pois,
promove a iniciacdo do futuro professor de matematica nos diferentes campos das
praticas sociais de pesquisa em histdria da matematica, isto €, na histéria da educacao
matematica, na historia e epistemologia da matematica e na histdria para o ensino de
matematica (MIGUEL e MIORIM, 2004).

Com essas caracteristicas, a problematizacdo passa a assumir quatro papéis:
interdisciplinar, didatico metodoldgico, psicologico motivacional e politico-critico.
Assim, o uso das informacges historicas pode ser vetorizado, ou seja, elas podem ser
reorganizadas do ponto de vista do professor, como ja comentamos.

Entendemos assim, que o Liber Quadratorum tem um grande potencial para esta
vetorizacdo ou para a composi¢do organica da participacdo da histéria na producdo do
saber, j& que, as potencialidades deste livro, elencadas aqui, perpassam por estes papéis
apontados por Miguel e Miorim (2004), assim como, as caracteristicas da
problematizacdo da educacdo matematica.

Desta forma, a partir da traducdo e dos comentarios das proposi¢cdes deste livro
de Leonardo Fibonacci e das potencialidades que este possui que coadunam para uma
possiblidade real da vetorizacdo das proposices que compde o Liber Quadratorum,
apresentamos nossas consideracdes, a seguir, bem como, as nossas expectativas futuras

no que diz respeito as propostas para continuacdo ou ampliacdo desta pesquisa.
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Considerag0es Finais

Percebemos que o uso didatico/pedagdgico das informagdes historicas pode, em
muito, contribuir para o ensino e para a aprendizagem de matemaética, afinal, ha véarios
argumentos para confirmar as potencialidades da historia da matematica. No entanto, ha
argumentos, como mostram Miguel (1997) e Miguel e Miorim (2004), que gquestionam
essas potencialidades da historia da matematica voltada para educacdo/ensino.

Desta forma, temos que ser prudentes no que diz respeito ao uso das
informacdes historicas, com o intuito de assumirmos uma posi¢do intermediaria em
meio a esses argumentos, pois 0s dois extremos apresentam perigos para o0 ensino, ou
seja, ndo podemos assumir um papel de colocarmos a histéria da mateméatica como uma
solugéo para tudo e todos ou em uma posi¢ao que ndo pode em nada contribuir.

Assim, assumindo essa posi¢cdo intermediaria nas investigacdes e analises feitas
a partir do estudo do Liber Quadratorum e da biografia de Leonardo Fibonacci,
percebemos qudo magnifico foi este matematico italiano, que mesmo sem recursos
algébricos e linguisticos que temos disponiveis hoje, conseguiu demonstrar suas ideias
de uma forma téo esclarecedora e singular. Embora tenha baseado suas demonstracdes
em estudiosos passados, conseguiu imprimir suas digitais em cada problema proposto e
demonstrado, utiliza a algebra geométrica aprendida no oriente e fundamenta-se da
concepgdo de nimero como um seguimento de reta, na qual mantém viva em seu livro a
matematica construida pela sociedade oriental e difundida culturalmente, no entanto,
reorganizando estes conhecimentos para as suas necessidades e objetivos.

Portanto, constatamos que ao suprir a necessidade de localizar este matematico,
bem como, sua obra em tempo e espago para uma melhor compreensdo das
circunstancias que o envolviam e as necessidades da época, as quais, o influenciaram
em suas tomadas de decisfes possibilitando, assim, escrever este livro dos quadrados,
viabilizamos a interagdo com a historia da matematica e com a histéria da humanidade,
0 que permitiu uma capacidade de compreensdo mais adequada das condi¢es em que
foi escrito o Liber Quadratorum (1225) e o periodo de tempo em que viveu este
matematico.

Leonardo Fibonacci ndo foi apenas um observador passivo, neste movimento
descrito por nos no capitulo 1, assim concordamos com Mendes (2009b), reconhecendo

que este personagem adicionou suas impressées ao conhecimento experienciado por ele
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em suas viagens e estudos. Concluindo-se dai, que o conhecimento traz consigo um
fator subjetivo ligado ao contexto sdcio-cultural de quem o produz (MENDES, 2009a,
p. 70).

Deste modo, passamos a ter esclarecimentos que nos permitiu fazer inferéncias
no que diz respeito as influéncias que este matematico teve. Logo, temos a seguranca
para apresentar as obras de Al-Khowarizmi e Abu Kamil, como materiais para os
estudos de Leonardo Fibonacci, desta forma influenciou na escrita da obra em quest&o.
Vemos da mesma forma os Elementos de Euclides sendo uma de suas bases para as suas
demonstracdes e ideias.

Ap0s estas inferéncias, podemos nos posicionar de uma forma mais adequada
para construir um material em portugués, para o estudo das doze proposigdes, que
configuram o segundo degrau dos procedimentos de nossa pesquisa. Posteriormente a
essa construcdo e estudos mais aprofundados do livro The Book of Squares de Sigler
(1987), podemaos ter mais certeza de suas referéncias.

Com o material em portugués ja construido, foi possivel considerar os seguintes
argumentos, o Liber Quadratorum trata essencialmente da relacdo entre numeros
quadrados e soma de sequéncias de nimeros impares, simbolicamente 1+ 3+ 5+ 7 +
«++2n—1=n? Assim, Leonardo Fibonacci partindo desta relacdo, que hoje
consideramos elementar, apresenta aplicacfes tedricas do contelddo, obtendo novos
resultados e desta forma, resolve uma gama de problemas com o uso desta relacéo,
construindo os subsidios necessarios para a solucdo (demonstracdo) da proposicdo
dezessete que desencadeia as demais proposicdes (de 18 a 24).

Alguns problemas tratam da obtencdo de quantidades indeterminadas, nos
termos de Diofanto (250 dC), no entanto, utilizando métodos elaborados por ele préprio
e influénciados por uma formacdo com a obtencdo de conhecimento da matematica
arabe, define e molda a sua maneira as demonstracdes de suas proposicdes. Proposi¢des
estas, que Leonardo Fibonacci propde a partir da consulta de varios materiais, como 0s
elementos de Euclides e os livros de Al-khowarismi e Abu Kamil, j& comentados. Hoje,
percebemos que muitos de seus problemas ja eram conhecidos de outros estudiosos
anteriores, dessa maneira, muitos problemas propostos neste livro ndo eram,
essencialmente originais, no entanto, suas demonstragdes sim.

Com este material em portugués, desfrutamos da possiblidade de comentar os
problemas e solugbes contidos no Liber Quadratorum, assim, passamos a ter uma

melhor compreenséo destes problemas.
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Deste modo, nos foi permitido evidenciar as potencialidades que a insercéo das
informagdes historicas que circundam este livro, assim como, das proposi¢es contidas
neste e suas demonstracfes, podem trazer para a potencializagéo e efetivacéo do ensino
e da aprendizagem, sejam estes em ambito académico ou escolar.

Temos, desta forma, um material possivel de ser pedagogicamente vetorizado,
ou seja, com os resultados que aqui foram mostrados em cada capitulo, constituindo este
relatorio de pesquisa, podemos afirmar que tanto a historia entorno deste livro, seja da
humanidade da matematica ou do autor, como seu conteudo, podem ser reorganizados
na visao do professor nos parametros de Miguel (1993) e Miguel e Miorim (2004), nos
permitindo uma transposicao do saber, isto €, reorganizando um saber a ensinar para um
saber para ensinar, em outras palavras de um saber objeto de estudo para um saber
ferramenta de ensino/aprendizagem (HOFSTETTER e SCHNEUWLY, 2017).

Com nossos procedimentos metodologicos, concretizados, alcangcamos um
estudo em certa medida aprofundado do Liber Quadratorum, nos proporcionando um
melhor entendimento deste, com a construcdo de um material em portugués, que
possibilitou evidenciar os potenciais didatico/pedagogicos que o Liber Quadratorum
POSSuUi.

Podemos assim, rememorar e responder nossa questdo inicial e condutora desta
pesquisa — Quais sdo as potencialidades didatico/pedagdgicas que podem ser
evidenciadas a partir dessas proposicdes e suas demonstracdes que podem ser usadas
em sala de aula para efetivar o ensino/aprendizagem de contelldos matematicos?

Para melhor responder a questdo geratriz deste estudo, recordemos, que as
proposicOes de um a onze tem carater mais elementar que constituem suas ideias iniciais
e seus desdobramentos e as proposicdo de doze a dezesseis possuem cardter mais
elaborado, as quais fundamentam a proposicdo dezessete que se caracteriza como a
motivacdo para a escrita do Liber Quadratorum; como apresentamos nos capitulos 1le 2.

Assim, com o conhecimento dos conceitos e técnicas de resolucdes envolvidas
nas proposi¢des que elencamos, podemos indicar o potencial didatico/pedagogico do
texto para o ensino de conteldos matematicos, hora apresentados no capitulo 3, como
exemplos temos: potenciacdo com indice dois, diversas formas de encontrar as ternas
pitagoricas, raiz quadrada e sequéncias numeéricas; em sala de aula.

Direcionamos nossa atengdo neste momento para o capitulo 3, o qual estuda as
proposi¢des e suas demonstracdes, visando apresentar as potencialidades que o Liber

Quadratorum proporciona, assim, temos na proposicdo 1 (encontrar dois numeros
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quadrados cuja soma seja um numero quadrado), uma forma de encontrar as ternas
pitagoricas, quando Leonardo Fibonacci nos apresenta que ao somar 0S numeros
impares consecutivos até o impar quadrado, logo podemos encontrar dois numeros
quadrados formando um numero quadrado, simbolicamente: 1 +3 + -+ (2n—1) +
(2x +1) =n? + (2n + 1) = (n + 1)2 Ressaltamos que os dois desdobramentos desta
proposicdo apresentam outra forma de encontrar dois quadrados que somados formam
um ndmero quadrado. Assim, apenas com a proposicdo 1, podemos perceber esta
potencialidade aqui mencionada.

Da mesma forma observamos a potencialidade de atividades com potenciagdo de
indice dois na proposicdo 2 (qualquer numero quadrado excede o quadrado
imediatamente anterior pela soma das suas raizes), na qual Leonardo Fibonacci caminha
nas diferencas entre potencias de indices dois, bem como, em seus desdobramentos.
Percebemos de igual forma o potencial de construcdo da linguagem algébrica por todo o
livro, na qual sua linguagem algébrica se mistura harmoniosamente com a geometria,
para que Leonardo Fibonacci se faca entender. Outro potencial interessante, e que
transcende o livro dos quadrados de Leonardo Fibonacci, € o contexto histérico e a
construcdo do livro, que possibilita o aprendiz a perceber que a matematica é uma
criacdo humana e apresenta obstaculos até para matematicos de nomes inscritos na
historia.

Neste sentido, manumitir o Liber Quadratorum, para fins explicitamente
pedagdgicos articulados, com as demais variaveis que auxiliam no processo de ensino-
aprendizagem, que pode assumir um papel pedagogicamente vetorizado, se contrapondo
a uma tendéncia tecnicista e aparentemente neutra do ensino/aprendizagem da utilizacéo
da histéria da matematica, que pode em muito prestar grande auxilio para o educador
matematico que queira tracar caminhos que vao ao encontro das necessidades do aluno.
Em relacdo a estas necessidades, podemos apresentar este relatorio de pesquisa,
também, como uma contribuicdo para suprir a auséncia da literatura adequada para
forma didatica, pois esta auséncia de literatura é evidenciada por Miguel (1997) em seus
argumentos questionadores das potencialidades da Histéria da Matematica, assim,
podemos contribuir para reforcar o uso da Histdria da Matematica como uma ferramenta
para a adequacdo do ensino/aprendizagem.

Esperamos com este estudo, que as investigagdes do Liber Quadratorum néo se
encerrem aqui, mas que oportunize diversos desdobramentos no ambito académico e

escolar, pois ha ainda muitos questionamentos a serem feitos acerca deste livro, como —

107



Quais as potencialidades conceituais que podem ser destacadas na obra pesquisada para
contribuir no ensino de matemaética na educacdo basica? Como essas potencialidades
conceituais e didaticas podem ser exploradas pelo professor nas aulas de matematica, na
educacdo basica, no nivel médio de ensino, ou na academia? Ou uma proposta para a
vetorizacdo, a luz de Miguel (1993) e Miguel e Miorim (2004), das proposicoes
contidas neste livro e das historias que estdo relacionados com o Liber Quadratorum.
Assim, ao encerrarmos com este relatorio de pesquisa, um estudo, damos inicio
aqui a um novo horizonte para futuros estudos nas mdltiplas areas da Historia da

Matematica.

Fabulam non est terminus hic!
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