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CAPÍTULO 1 

 

INTRODUÇÃO 

 

1.1 - MOTIVAÇÃO 

 

O processamento mineral a partir de uma abordagem biotecnológica surge como 

uma alternativa economicamente viável e biologicamente segura, frente aos métodos 

tradicionalmente utilizados na hidrometalurgia (BEHERA e MULABABAFUBIANDI, 

2015; GIESE, 2019b; KUMAR e YAASHIKAA, 2020). 

O aumento da demanda mundial dos bens minerais, aliado ao progressivo 

esgotamento das reservas contendo altos teores dos metais de interesse econômico e a 

necessidade de se garantir combustível nuclear para o funcionamento contínuo das 

usinas nucleares, na produção de energia, torna importante o desenvolvimento de 

métodos alternativos para o tratamento de minérios contendo baixos teores desses 

materiais, como é o caso do urânio (MACHADO et al., 2015). 

O urânio é de ocorrência natural, sendo constituído por três radionuclídeos, 
234

U, 

235
U e 

238
U. O elemento pode ser encontrado no ar, nas rochas e solos, e em águas 

superficiais e subterrânea em condições de equilíbrio químico (QUEIROZ et al., 2017). 

A oxidação do urânio acontece facilmente em contato com o ar. Devido a essa 

característica, a maior parte do urânio ocorre na natureza em forma de óxido. A 

substância mais comum encontrada nas minas de urânio é o óxido U3O8, pois é a forma 

termodinamicamente mais estável, contendo cerca de 85% em massa do metal. A 

ocorrência do urânio se dá, em aproximadamente, 5% dos minerais conhecidos, como 

por exemplo o lignito, a monazita, em rochas e fertilizantes de fosfato (ZÁVODSKÁ et 

al., 2008). Em minérios, a ocorrência do urânio se dá na uranita como óxido, UO2, e na 

pechblenda, como U2O8; também pode ocorrer em alguns minerais secundários como 

óxidos complexos, silicatos e vanadatos (BLEISE et al., 2003; AWANI e KHAN, 

2015).  

A recuperação de minerais de baixo teor se tornou uma das grandes 

preocupações na exploração mineral. Neste cenário, surge a lixiviação bacteriana, ou 

biolixiviação, uma técnica baseada na atividade metabólica de microrganismos, os quais 

catalisam a oxidação do ferro e de compostos de enxofre inorgânicos reduzidos, 

produzindo ácido sulfúrico e ferro férrico (GIESE, 2019a). A biolixiviação, é um 
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processo natural usado na biohidrometalurgia para recuperar metais de interesse 

econômico (GHAHN et al., 2012). Caracterizada por baixo custo operacional, impacto 

ambiental reduzido, operação e manutenção simples (LI et al., 2013).  

Segundo a Associação Nuclear Mundial (WNA, 2021), em 2019, cerca de 57% 

da produção mundial de urânio era extraído por métodos de lixiviação. Países como 

EUA, Cazaquistão e Uzbequistão, passaram a usar esse método, já conhecido e utilizado 

na Austrália, China e Rússia. Por ser um método mais econômico e ambientalmente 

aceitável, vem sendo aplicado cada vez mais na mineração (WNA 2021). 

A biolixiviação é um fenômeno químico, no entanto, também pode ser 

considerado como um processo eletroquímico, pois ocorre transferência de elétrons do 

mineral para o microrganismo; a biolixiviação nada mais é que um processo de corrosão 

(TEIXEIRA et al., 2002). 

O uso de microrganismos no tratamento de minérios se tornou a aréa de maior 

desenvolvimento na biohidrometalurgia. O interesse no desenvolvimento de técnicas 

biológicas tem aumentado expressivamente por apresentarem vantagens significativas 

em relação as técnicas tradicionais, como a redução da emissão de gases para a 

atmosfera, a simplicidade de operação, baixo consumo de energia e reagentes (KARIMI 

et al., 2010). Várias bactérias já foram catalogadas e estudadas no processo de 

lixiviação bacteriana. Entre os gêneros mais comuns, de procariotos encontrados em 

locais de pilha de lixiviação com drenagem ácida, está a espécie bacteriana, 

Acidithiobacillus ferrooxidans (OLIVEIRA, 2014), decorrente ao seu amplo uso no 

processo de biolixiviação (GHAHN et al., 2012). 

O Acidithiobacillus ferrooxidans é uma bactéria quimiolitotrófica, ou seja, 

obtém sua energia pela oxidação de substratos inorgânicos, basicamente íon ferroso e 

compostos reduzidos de enxofre, incluindo os sulfetos metálicos. Além disso, é 

autotrófico e precisa de suprimento de nitrogênio, fósforo e magnésio, além da fonte 

inorgânica de energia (THIRD et al., 2000). As espécies usam energia obtida pela 

oxidação de substratos inorgânicos para fixar CO2 atmosférico, que é sua fonte de 

carbono. Para o crescimento em condições anóxicas, as bactérias podem usar hidrogênio 

(H2) como doador de elétrons para respiração (JOHNSON e HALLBERG, 2008). Além 

da possível lixiviação bacteriana direta, pelo ataque das células ao mineral sulfetado 

(processo ainda controverso), a lixiviação química de sulfetos é bem conhecida e o íon 

férrico e prótons são dois agentes importantes nesse processo químico de lixiviação. 



 

 3 

Nesse processo, o papel dos microrganismos é regenerar os reagentes químicos 

lixiviantes (RAWLINGS et al., 2003). 

Com a descoberta desta bactéria, intensificaram-se os estudos sobre novas 

técnicas de extração e outras espécies bacterianas que poderiam desempenhar 

importantes funções diretas ou indiretas neste processo de extração e recuperação de 

metais (GARCIA JR. e BEVILAQUA, 2008). 

O estudo da cinética de biolixiviação é significativo para avaliar a taxa de 

solubilização do metal pelas bactérias. Uma maneira de estudar a cinética da reação é 

usar modelagem matemática, que é uma ferramenta importante para compreender os 

mecanismos envolvidos na biolixiviação (HABASHI, 2007; DEMPERS et al., 2003; 

OJUMU et al. 2006). 

Segundo ARULAMPALAM et al. (2002), as técnicas bayesianas têm por 

finalidade usar as medidas disponíveis e o conhecimento do fenômeno (dados a priori) 

para estimar, por exemplo, as variáveis de estado do problema. Dentre as vantagens da 

utilização de técnicas bayesianas, pode-se citar a possibilidade de considerar o 

conhecimento prévio, a flexibilidade da modelagem e a naturalidade da interpretação 

dos resultados, resultando em estimativas combinadas mais confiáveis (SANDERS et 

al., 2009). 

Diante deste contexto, será utilizado o método de Monte Carlo via cadeia de 

Markov (MCMC) e o filtro amostragem por importância e reamostragem sequencial 

(SIR), para estimar, respectivamente, os parâmetros cinéticos e as variáveis de estado do 

processo de biolixiviação de urânio por Acidithiobacillus ferrooxidans. A partir de 

medidas experimentais de concentração de célula, urânio, íon ferroso e férrico, 

disponíveis na literatura, utilizando diferentes estudos de casos, que envolvem o desvio 

de medida e de modelo (1 e 5%), assim como o modelo cinético da velocidade 

específica de crescimento celular.  

 

1.2 - OBJETIVOS 

 

1.2.1 - Objetivo geral 

 

Estudar o processo de biolixiviação de urânio por Acidithiobacillus ferrooxidans 

utilizando técnicas bayesianas. 
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1.2.2 - Objetivos específicos 

 

 Descrever a cinética de biolixiviação de urânio por Acidithiobacillus 

ferrooxidans através do uso de diferentes modelos de velocidade específica de 

crescimento bacteriano; 

 Utilizar o método de Monte Carlo via Cadeia de Markov para estimar os 

parâmetros cinéticos do processo de biolixiviação de urânio por 

Acidithiobacillus ferrooxidans; 

 Aplicar o filtro amostragem por importância e reamostragem sequencial para 

estimar as variáveis de estado do processo de biolixiviação de urânio por 

Acidithiobacillus ferrooxidans. 

 

1.3 - CONTRIBUIÇÕES DA DISSERTAÇÃO  

 

De uma perspectiva tradicional de engenharia, lixiviação de metais, como o 

urânio, é um processo bem desenvolvido. Portanto, a busca por ferramentas e estratégias 

(por exemplo, o uso de bactérias) para melhorar a eficiência da lixiviação torna-se 

significativa e importante (HOLMES e BONNEFOY, 2007).  

Na literatura, a modelagem matemática usando técnicas aplicadas ao processo de 

biolixiviação usa duas abordagens diferentes. A primeira, considera um ataque direto a 

superfície do minério onde as bactérias são adsorvidas e, assim, oxidam o minério. A 

segunda, é a biolixiviação indireta, a qual considera que as bactérias oxidam íons 

ferrosos para produzir íons férricos, que promovem a oxidação dos sulfetos metálicos 

(TAO e DONGWEI, 2014; GIESE, 2017; MOREIRA, 2019). 

A ideia de usar técnicas bayesianas na biolixiviação de urânio é combinar a 

informação a priori com a informação proveniente dos dados amostrais. Essa 

combinação é feita atráves do teorema de Bayes (MANCUSO, 2010).  

Dessa forma, as principais contribuições desta dissertação estão associadas com 

a aplicação de técnicas de biolixiviação, considerando o mecanismo de ataque indireto, 

método de Monte Carlo via cadeia de Markov e o filtro amostragem por importância e 

reamostragem sequencial, no processo de biolixiviação de urânio por Acidithiobacillus 

ferrooxidans, visando às estimativas dos parâmetros cinéticos e das variáveis de estado, 

utilizando diferentes modelos de velocidade específica de crescimento bacteriano. 
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1.4 - ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

 

No capítulo 1 foi apresentada a motivação e os objetivos que levaram ao 

desenvolvimento do estudo sobre biolixiviação de urânio por microrganismos, além da 

forma de organização da dissertação. 

O capítulo 2 apresentará a revisão da literatura sobre a biolixiviação de urânio, 

na qual serão abordados os aspectos gerais relacionados ao processamento do minério, 

desde os aspectos teóricos aos artigos publicados na literatura, além da apresentação dos 

principais conceitos associados às técnicas bayesianas utilizadas neste trabalho. 

No capítulo 3, será apresentado o modelo matemático utilizado para representar 

a biolixiviação de urânio por Acidithiobacillus ferrooxidans, bem como a definição dos 

parâmetros cinéticos e das variáveis de estados que serão estimados. 

O capítulo 4 apresentará os resultados e discussão das estimativas obtidas pelas 

técnicas bayesianas, comparando-as com medidas experimentais presentes na literatura, 

visando à validação do modelo matemático. 

O capítulo 5 abordará as considerações finais e as sugestões para o 

desenvolvimento de trabalhos futuros. 
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CAPÍTULO 2 

 

REVISÃO DA LITERATURA 

 

2.1 - CONCEITOS FUNDAMENTAIS 

 

2.1.1 - Urânio 

 

Em 1789, o alemão Martin A. Klaproth descobriu um elemento químico que 

mudaria para sempre a história da humanidade. No momento da descoberta, o elemento 

estava na forma de óxido, contudo acreditou-se que o metal estava na sua forma isolada 

e foi dado a este o nome de urânio, uma homenagem ao recém descoberto planeta Urano 

(MORSS et al., 2006). Na Figura 2.1, observa-se o minério de urânio. 

 

 
 

Figura 2.1 - Minério de urânio. 

Fonte: INB (2021). 

 

Em 1896, o francês A. Henri Becquerel descobriu que o urânio possuía 

propriedades radioativas, sendo o primeiro a obter a forma metálica pela redução do 

tetracloreto de urânio (UCl4) com potássio metálico (FEURE e MENSING, 2005). 

Após a segunda guerra mundial, o desenvolvimento de tecnologias capazes de 

concentrar e purificar o urânio tornou-se uma busca constante, e desde então vem sendo 

motivo de diversos estudos (MORSS et al, 2006). 

O urânio é o elemento de número atômico 92 na tabela periódica e está presente 

naturalmente em todas as rochas e solo. Possui dois estados de valência, sendo um deles 

na forma mais reduzida, U (IV). Na forma oxidada, o urânio forma o íon uranila ( 2

2UO  ) 

e se apresenta como U (VI) podendo associar-se aos complexos de 2

3CO , 2

4SO  e 3

4PO e 

formar muitos minerais solúveis. A mobilidade do U (VI) é modificada pela adsorção 
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de óxidos de ferro hidratados, argilas e coloides (BONOTTO, 2004; FEURE e 

MENSING, 2005).  

Os minérios de urânio que possuem maior importância econômica são a 

uraninita e a pecheblenda, em razão de teores consideráveis da espécie mineral UO2 

(MACHADO et al., 2015). O urânio hexavalente (U-VI) é rapidamente solubilizado em 

meio ácido, como íon uranila, enquanto a solubilização do urânio tetravalente (U-IV) 

requer uma oxidação prévia a U (VI) com um agente oxidante, a exemplo do íon férrico, 

Eqs. (2.1 e 2.2): 

 
2

3 2 22UO H UO H O    (2.1) 

    
3 2 2

2 22 2UO Fe UO Fe      (2.2) 

 

O excesso de íons sulfato favorece, cineticamente, a complexação do íon uranila, 

Eq. (2.3): 

 
2 2 4

2 4 2 4 33 [ ( ) ]UO SO UO SO     (2.3) 

 

Entretanto, a sua ausência favorece a precipitação do urânio, pois, do ponto de 

vista termodinâmico, a hidrólise do íon uranila é mais favorecida que a reação de 

complexação, Eq. (2.4) (MACHADO et al., 2015). 

 
2

2 2 2 2 23 ( ) . 2UO H O UO OH H O H     (2.4) 

 

Em uma faixa de pH entre 1 e 2 e com uma elevada relação 3 2/Fe Fe  , expressa 

pelo valor do potencial redox da fase aquosa/lixívia, a extração do urânio ocorre de 

forma mais eficiente. Esse potencial deve ser, no mínimo, de 400mV vs. EPH (Eletrodo 

padrão de Hidrogênio), para que seja possível a oxidação do urânio (IV – UO2), 

insolúvel, a urânio (VI – 2

2UO  ), que é a forma solúvel na lixívia sulfúrica (MACHADO 

et al., 2015). 

O urânio ocorre em várias formas ligeiramente diferentes, conhecidas como 

„isótopos‟. Esses isótopos diferem uns dos outros no número de partículas não 

carregadas (nêutrons) no núcleo. O urânio natural encontrado na crosta terrestre é uma 

mistura em grande parte de dois isótopos: urânio-238 (U
238

), responsável por 99,3% e 

urânio-235 (U
235

) cerca de 0,7% (STEFANI, 2016; WNA, 2021).  
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As concentrações de urânio no meio ambiente (solo, planta, ar, água) podem ser 

medidas em termos de concentração de radioatividade (Bq/kg) ou de fração mássica 

(mg/kg) (IAEA, 2010). 

Para que o urânio se transforme em combustível nas usinas, ele passa por vários 

processos industriais, que formam o "ciclo do combustível nuclear". Tudo começa com 

a mineração, ou lavra, que é a retirada do minério da terra (MEDEIROS, 2019). 

Ciclo do combustível nuclear conceitua o conjunto de processos industriais que 

transformam o minério urânio no combustível que gera energia nos reatores nucleares, 

conforme apresenta a Figura 2.2. 

 

 
 

Figura 2.2 - Ciclo do combustível nuclear. 

Fonte: INB (2021). 

 

O ciclo do urânio inicia quando o minério é extraído em seu estado natural, UO2 

(dióxido de urânio). A rocha passa por um processo de britagem, seguido da aplicação 

de ácido sulfúrico, que através do processo de lixiviação separa o minério da rocha, o 

que resulta em um licor de urânio em que é purificado através da filtração e decantação, 

transformando-o em concentrado, chamado yellow cake, urânio natural em forma de 

pasta (AWANI e KHAN, 2015; TAVARES et al., 2021). A Figura 2.3 mostra o 

fluxograma do processo, desde o beneficiamento até a formação do concentrado. 
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Figura 2.3- Fluxograma do processo de formação do “yellow cake”. 

Fonte: Adaptado de INB (2021). 

 

Na etapa de conversão, o concentrado é transformado em UF6 (hexafluoreto de 

urânio), seguindo para a etapa de enriquecimento, em que ocorre o aumento sua energia, 

o qual é feito por diversas cascatas em ultracentrífuga. Nesses equipamentos, o gás gira 

em grande velocidade separando os átomos leves dos mais pesados, fazendo com que a 

concentração aumente de 0,70% de urânio natural a 3,75%, isótopo de U
235

. O 

enriquecimento permite o átomo de urânio liberar calor e gerar energia. Sua forma de 

gás UF6 é convertida em UO2 na forma de pasta, é filtrada, segue ao forno e quando é 

retirada se mostra em forma de pó, a qual passa por uma prensa que gera pastilhas 

(TAVARES et al., 2021). A Figura 2.4 mostra o processo de reconversão, que é o 

Beneficiamento 

Britagem 

Decantação 

Filtração 

Lixiviação 

Concentrado 

“yellow cake” 

Purificação 

Separação 

Sólido-Líquido 

Minério 
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retorno do gás hexafluoreto de urânio (UF6) a dióxido de urânio (UO2), sob a forma de 

pó.  

 

 
 

Figura 2.4 - Reconversão do urânio. 

Fonte: INB (2021). 

 

O urânio enriquecido em forma de gás passa por diversos processos para gerar o 

Tricarbonato de Amônio e Uranila (TCAU), um composto sólido e amarelo, que é 

aquecido e misturado ao hidrogênio e ao vapor d´água. O resultado é um pó que, após 

ser estabilizado, é utilizado na etapa seguinte: a produção de pastilhas (MEDEIROS, 

2019; TAVARES et al., 2021). A Figura 2.5 mostra esse processo. 

 

 
 

Figura 2.5 - Produção das pastilhas. 

Fonte: INB (2021). 

 

As pastilhas têm a forma de um cilindro de aproximadamente um centímetro de 

comprimento e de diâmetro. Após a mistura com outros compostos de urânio, o pó de 

UO2 é transportado para uma prensa rotativa automática, onde são produzidas as 

chamadas "pastilhas verdes", que são encaminhadas para um forno de sinterização e 

aquecidas a 1750ºC para ganhar rigidez e adquirir a resistência necessária às condições 

de operação a que serão submetidas dentro do reator de uma usina nuclear 

(MEDEIROS, 2019). 
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Apesar da grande importância comercial do urânio no mercado mundial, os 

processos de mineração e beneficiamento desse elemento têm causado enormes danos 

ao meio ambiente, devido à liberação do urânio contido nas rochas e solos, eliminação 

imprópria dos rejeitos e materiais radioativos, despejo de resíduos após a prospecção, 

entre outras atividades. Além dos diversos impactos ambientais, como deposição de 

partículas de alta periculosidade, contaminação de mananciais, águas subterrâneas, ar e 

solo (BOMFIM, 2017). 

Segundo DEL REI et al (2014), a produção de energia nuclear é considerada 

umas das mais limpas, porém, como tudo, existem desvantagens. A mais preocupante 

delas é o resíduo produzido, pois ainda não existe nenhum plano definitivo para ele, 

sendo que podem durar até 300 anos tendo um alto ou baixo nível de radioatividade, 

dependendo da linha de produção.  

 A atual demanda global por urânio é de cerca de 67.000 tU/ ano. Atualmente, 

cerca de 46% do urânio vem de minas convencionais (a céu aberto e subterrâneas), 

cerca de 50% da lixiviação in situ e 4% é recuperado como subproduto de outra 

extração mineral. Assim, os atuais recursos medidos de urânio no mundo chegam a 

cerca de 5,7 Mt, suficiente para durar cerca de 90 anos (WNA, 2021). 

Segundo a WNA (2021), em 2020, o Cazaquistão produziu a maior parte de 

urânio das minas (41% do abastecimento mundial), seguido pela Austrália (13%) e 

Canadá (8%), locais onde também se situam as principais jazidas de urânio. Os países 

com maior potencial de recursos de urânio são: Austrália, Cazaquistão, Canadá, Rússia, 

Namíbia, África do Sul, Brasil e outros. A Tabela 2.1 descreve os principais recursos 

mundiais de urânio por país. 

 

Tabela 2.1 - Recursos mundiais de urânio. 

 

País Toneladas de Urânio Porcentagem 

Austrália  1.692.700 28% 

Cazaquistão 906.800 15% 

Canadá 564.900 9% 

Rússia 486.000 8% 

Namíbia 448.300 7% 

África do Sul 320.900 5% 

Brasil 276.800 5% 

Outros 1.451.400 23% 

Total Mundo 6.147.800 ------ 

 

Fonte: Adaptado de WNA (2021). 
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O Brasil possui recursos significativos de urânio, o que leva o país a ocupar 

posição de destaque no ranking mundial, registrando a sétima maior reserva geológica 

de urânio conhecida no mundo, com cerca de 244.788 toneladas de concentrado de 

urânio (U3O8) nos estados da Bahia, Ceará e Minas Gerais, entre outras ocorrências 

(LIMA e SILVA FILHO, 2021; WNA, 2021). Segundo as Indústrias Nucleares do 

Brasil (INB, 2020), desse total, 32,5% estão localizadas nos municípios de Itataia, no 

Ceará, e 40,6% no estado da Bahia, nos municípios de Lagoa Real e Caetité, como pode 

ser observado na Tabela 2.2. Estas reservas podem vir a serem maiores se novos 

trabalhos de prospecção e pesquisa mineral forem realizados, uma vez que os 

levantamentos disponíveis são referentes a uma faixa de 25% a 30% do território 

nacional (CNEN, 2019). 

 

Tabela 2.2 - Toneladas de concentrado de urânio (U3O8). 

 

Recursos Medidos e indicados Inferido Total 

Caetité 66.672 32.392 99.064 

Santa Quitéria 75.010 4.614 79.624 

Outros 39.500 26.600 66.100 

Total 181.182 63.606 244.788 

 

Fonte: Adaptado de INB (2021). 

 

A produção de concentrado de urânio no Brasil é de responsabilidade da 

empresa estatal Indústrias Nucleares do Brasil S.A - INB. Essa operação é realizada no 

complexo de processamento, denominado Unidade de Concentrado de Urânio – URA, 

localizado no município de Caetité, estado da Bahia (MORAIS et al., 2008). As 

atividades englobam as operações de mina e beneficiamento mineral, onde se encontra 

um recurso de 99,1 mil toneladas de urânio contido (U3O8) distribuído em 17 depósitos. 

Nessa área, já foram identificadas mais de 38 anomalias (áreas de grande concentração 

de urânio). A INB Caetité tem capacidade de produzir cerca de 400 toneladas/ano, 

podendo chegar a 800t com a lavra da mina do Engenho, da mina subterrânea e a 

duplicação da capacidade de produção da unidade (MEDEIROS, 2019). Na Figura 2.6 

observa-se a província uranífera de Lagoa Real/Caetité. 
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Figura 2.6 - Província uranífera de Lagoa Real/Caetité. 

Fonte: INB (2021). 

 

Para aumentar a produção de urânio, a INB, em parceria com empresas, passou a 

explorar a jazida de Itataia, no município de Santa Quitéria, no Ceará, onde o minério se 

encontra associado ao fosfato. As reservas estão estimadas em 80 mil toneladas; quando 

em operação, a mina produzirá anualmente 1.600 toneladas de concentrado de urânio 

(MEDEIROS e DINIZ, 2015). A Figura 2.7 mostra a capacidade de produção em 

Caetité e Santa Quitéria. 

 

 
 

Figura 2.7 - Capacidade de produção de urânio em Caetité/BA e Santa Quitéria/CE. 

Fonte: INB (2021). 
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2.1.2 - Biolixiviação 

 

Ao longo dos anos, com o avanço tecnológico, surgiram novas aplicações aos 

minerais, resultando no aumento da demanda a nível mundial destes bens. Com isso, 

houve um esgotamento das reservas mundiais contendo altos teores de metais de 

interesse como cobre, ferro, ouro, urânio, etc. (GARCIA JR e BEVILAQUA, 2008). 

A biohidrometalurgia pode ser dividida basicamente em dois processos principais: a 

biolixiviação e a bioxidação. Os dois processos envolvem microrganismos capazes de 

utilizar minérios como forma de obtenção de energia para o seu metabolismo. Entretanto, 

eles se divergem em relação à matriz onde permanece o metal de interesse, ou seja, na 

biolixiviação o metal sofre um processo de extração e torna-se um componente da fase 

líquida, já na bioxidação o metal permanece na fase sólida, tornando-o enriquecido 

(SANTOS, 2014). 

A lixiviação bacteriana, ou biolixiviação, é um processo biotecnológico que se 

fundamenta na utilização de microrganismos capazes de solubilizar metais pela 

oxidação de sulfetos metálicos (OLIVEIRA et al., 2010). Esse processo consiste na 

dissolução seletiva de um componente presente em uma matriz sólida, que pode ser 

efetuada em soluções básicas, ácidas ou neutras, às quais também pode se adicionar 

sais, agentes complexantes, oxidantes e redutores (CIMINELLI, 1996). Existem várias 

técnicas de lixiviação; a escolha de uma delas depende das características do minério 

(teor, composição, solubilidade e associação dos minérios, possibilidade de 

concentração prévia), além de outros fatores, como preço do produto e escala de 

operação (HABASHI, 1993). 

As principais técnicas utilizadas na operacionalização de processos de 

biolixiviação são: lixiviação em pilhas (heap leaching), lixiviação em montes (dump 

leaching) e lixiviação em tanques agitados (WATLING, 2006; PRADHAM et al., 

2008). 

A lixiviação em pilhas consiste na deposição de grandes quantidades de minério 

sobre uma base impermeabilizada, com formação de uma pilha, formato de um tronco 

de pirâmide, cuja superfície é irrigada com uma solução ácida, às vezes com adição de 

microrganismos lixiviantes. A solução percola através do leito mineral, e, ao chegar à 

base, é coletada em um tanque, de onde segue para a recuperação do metal de interesse. 

Em geral, a solução é recirculada pela pilha, quantas vezes forem necessárias, a fim de 
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permitir a máxima extração do metal (RAWLINGS et al., 2003, NETO, 2007). Na 

Figura 2.8, é mostrado um esquema de biolixiviação em pilhas.  

 

 

 

Figura 2.8 - Esquema geral de biolixiviação em pilhas. 

Fonte: OLIVEIRA (2014). 

 

A lixiviação em montes ocorre em material depositado como rejeito. A maioria 

dos montes é formada próxima às minas, geralmente aproveitando a conformação 

natural do terreno. Neste sistema, água ácida é aplicada no topo do monte e à medida 

que a solução percola através do monte, são geradas condições favoráveis para o 

crescimento de microrganismos nativos que catalisam as reações de oxidação dos 

sulfetos minerais. O metal é dissolvido na lixívia e percola até o final do monte onde 

será recuperado (BRIERLEY, 2008a; PRADHAN et al., 2008). 

Na biolixiviação em tanques agitados, a interação da solução ácida com o 

mineral é muito superior quando comparada aos sistemas estáticos (pilhas e montes), 

visto que ocorre maior contato entre os agentes oxidantes e a superfície do mineral. 

Nesse sistema é utilizado um grande reator que pode ser agitado mecanicamente ou por 

meio de injeção de ar, que, além da agitação, pode suprir a demanda de oxigênio e 

dióxido de carbono dos microrganismos. Em vista da condução do processo, 

distintamente dos dois anteriormente referenciados, é possível controlar as variáveis de 

processo. Contudo, essa tecnologia é bastante limitada devido ao elevado custo de 

instalação. Por essa razão, ela é empregada somente na dissolução de minérios que 

contenham metais de elevado valor agregado (RAWLINGS et al., 2003). A Figura 2.9 

mostra um modelo esquemático do processo de biolixiviação em tanques agitados.  
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Figura 2.9 - Modelo esquemático para biolixiviação em tanques agitados. 

Fonte: Adaptado de NASCIMENTO et al. (2018).   

 

A escolha do tipo de processo deve considerar, em particular, as características 

do minério, a sua susceptibilidade à biolixiviação, a quantidade a ser processada, a sua 

granulometria e os custos operacionais (RAWLINGS et al., 2003). 

 

2.1.3 - Bactéria Acidithiobacillus ferrooxidans 

 

Estudos realizados por OSLON et al. (2003), indicaram que diversas são as 

bactérias envolvidas no processo de biolixiviação e o papel delas tornou-se conhecido a 

partir dos anos 50 devido a sua utilização em pilhas e em lixiviação in situ para extração 

de cobre. A mesma técnica foi adotada para urânio de baixo teor e minérios sulfetados 

refratários de ouro. 

A espécie A. ferrooxidans é uma proteobactéria mesófila, quimiolitotrófica e 

acidófila estrita (MADIGAN et al., 2016). É o microrganismo mesófilo mais importante 

na biomineração, principalmente de minérios de baixo teor para os quais a extração de 

metais pelo método físico-químico convencional é economicamente inviável. Trata-se 

de uma espécie não patogênica, gram-negativa, na forma de bastonete, não esporulante, 

ocorrendo sozinha ou aos pares e raramente em cadeias pequenas; são móveis e 

apresentam flagelo polar (GARCIA JR e URENHA, 2001). Tal espécie possui a 

capacidade de crescer em condições adversas com elevada acidez e altas concentrações 

de metais potencialmente tóxicos (CABRERA et al., 2005). 

Elas podem atuar sozinhas ou em consórcios, ou seja, a ação das bactérias na 

oxidação dos minerais pode ser resultado da ação de uma única espécie de bactéria ou 
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de várias agindo em associação. As associações ocorrem entre procariotos 

(arqueobactérias e eubactérias) autróficas ou heterotróficas (JOHNSON, 1995).  

Essa foi a primeira espécie isolada de regiões mineradas e, portanto, tem sido a 

mais amplamente estudada, tanto em estudos genéticos quanto em experimentos de 

adesão celular e de biolixiviação (JOHNSON, 2001; ROHWERDER et al., 2003; 

LAVALLE et al., 2005). Por muitos anos, A. ferrooxidans foi considerada a espécie 

dominante em diversos sistemas de biolixiviação, onde a temperatura era inferior a 40ºC 

(WATLING, 2006). Esses microrganismos apresentam células na forma de bacilos, são 

gram negativas, aeróbias, mesofílicas com temperatura ótima de 30 a 35°C e 

acidofílicas com pH ótimo abaixo de 2,8 (COLLING, 2014). Em casos de valores de pH 

menores que 1,0, não existe a ocorrência de sobrevivência desta bactéria (GARCIA JR e 

BEVILAQUA, 2008). Na Figura 2.10, observa-se imagens representativas do 

microrganismo Acidithiobacillus Ferrooxidans. 

 

 
(a) 

 
(b) 

 

Figura 2.10 - Imagem representativa (a) At. Ferrooxidans e (b) Imagem de At. 

Ferrooxidans por microscopia eletrônica de varredura em calcopirita. 

Fonte: SANTOS (2014). 

 

Segundo CRUNDWELL (2003), as bactérias agem durante o processo de 

biolixiviação atacando os minerais sulfetados de três formas básicas: ataque por contato 

direto, por contato indireto e de maneira indireta, Figura 2.11. 
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Figura 2.11 - Mecanismos de ação da bactéria na biolixiviação: A) Mecanismo de 

contato direto; B) mecanismo de contato indireto; C) mecanismo indireto. 

Fonte: OLIVEIRA (2014). 

 

A Figura 2.6A descreve o mecanismo de ataque por contato direto, onde ocorre a 

adesão das células bacterianas sobre a superfície do mineral. Segundo ZENG et al. 

(2003) e ROHWERDER et al. (2003), o contato bacteriano ocorre através da secreção, 

pela bactéria, de uma substancia polimérica extracelular (EPS). Acredita-se que a 

bactéria adere a superfície do sulfeto durante a dissolução oxidativa dos íons Fe
2+

 ou S 

do mineral devido a ação de enzimas que atuam diretamente em sua estrutura cristalina 

(TRIBUTSCH, 2001)  

No mecanismo de contato indireto, Figura 2.6B, uma substância exopolimérica é 

secretada pela bactéria e esse polímero é importante na dissolução do minério, pois ao 

complexar ao ferro, confere-se uma carga positiva à célula, estabelecendo-se, assim, 

uma atração eletrostática entre o microrganismo e a superfície carregada negativamente 

de alguns minerais (CRUNDWELL, 2003). 

No ataque indireto, Figura 2.6C, por sua vez, não há adesão ou contato da 

espécie bacteriana com a superfície do mineral, não ocorrendo ação direta contra a 

estrutura atômica do mineral. A bactéria gera Fe
3+

 por solubilização oxidante do Fe
2+

. O 

Fe
3+

, forte agente oxidante, reage com outros metais, tornando-se solúvel, e nesta reação 

o Fe
2+

 é novamente oxidado, lixiviando o minério (TRIBUTSCH, 2001). 
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2.1.4 - Inferência bayesiana 

 

Os métodos bayesianos são técnicas alternativas aos métodos clássicos de 

inferência. Até o início do século XX, a teoria de Bayes ainda era ignorada por muitos 

estatísticos. Somente a partir da segunda metade do século XX, com o surgimento de 

recursos computacionais, estes trabalhos ganharam um maior espaço na pesquisa 

científica (MANCUSO, 2010). 

Na inferência bayesiana, busca-se combinar a informação subjetiva (inerente, a 

priori) referente a um problema, com a informação obtida através dos dados observados, 

fazendo uso de declarações probabilísticas por meio do teorema de Bayes. No caso da 

inferência Bayesiana, inicialmente, especifica-se um modelo probabilístico completo, o 

qual contém uma distribuição conjunta para todas as quantidades observadas ou não do 

problema em estudo. O segundo passo consiste na obtenção de uma distribuição a 

posteriori: distribuição condicional das quantidades não observadas dado as observadas. 

Posteriormente, verifica-se a adequação do modelo ajustado aos dados (NEAPOLITAN, 

2004).  

A ideia de inferência bayesiana é combinar a informação a priori com aquela 

proveniente dos dados amostrais, ou seja, a distribuição de probabilidade a priori e a 

função de verossimilhança. Essa combinação é feita através do teorema de Bayes, Eq. 

(2.5), originando a distribuição de probabilidade a posteriori (DOUCET et al., 2001).  

 

 
   

 

|
|

 
 


 

posteriori

P Y P
P Y

Y
 (2.5) 

 

sendo P o vetor de parâmetros desconhecidos; Y o valor das variáveis de estado do 

modelo; posteriori a distribuição de probabilidade a posteriori;  P a distribuição de 

probabilidade a priori;  |Y P  a função de verossimilhança e  Y a densidade de 

probabilidade marginal das medidas, que desempenha o papel de uma constante de 

normalização (BOX e TIAO, 1973; KAIPIO e SOMERSALO, 2004; ORLANDE et al, 

2008; VIEGAS, 2019). 
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2.1.4.1 - Método de Monte Carlo via cadeia de Markov 

 

Os métodos de Monte Carlo consistem em técnicas de simulação para a solução 

de problemas de estimativa que apresentam uma distribuição complexa, como por 

exemplo quando a função de distribuição não tem uma função analítica (LIU, 2001).  

A ideia fundamental do método MCMC consiste na construção de uma cadeia de 

Markov sobre o espaço paramétrico, com uma distribuição invariante da distribuição a 

posteriori de interesse. A ideia chave é que, na presença de uma distribuição invariante, 

há a possibilidade de se avaliar, em longo prazo, médias de realizações da cadeia. Isso é 

crucial para a inferência bayesiana, pois possibilita o cálculo de quantidades e valores 

de interesse como médias e medianas a posteriori (WAKEFIELD, 2013). 

Segundo EHLERS (2007), a ideia do método é justamente escrever a integral 

que se deseja calcular como um valor esperado. Para introduzir o método, será 

considerado o problema de calcular a integral de uma função g (θ) no intervalo (a, b), 

conforme apresenta a Eq. (2.6). 

 

(
b

a
I g d    (2.6) 

 

A integral da Eq. (2.6) pode ser reescrita como: 

 

1
( ) ( ) ( ) [ ( )]

b

a
I b a g d b a E g

b a
     

  (2.7) 

 

identificando θ como uma variável aleatória com distribuição uniforme (a, b). Dessa 

forma, transforma-se o problema de avaliar a integral no problema estatístico de estimar 

uma média, E[g(θ)]. Dispondo de uma amostra aleatória de tamanho n, θ1,..., θn, da 

distribuição uniforme no intervalo (a, b), obtém-se também uma amostra de valores 

g(θ1), . . . , g(θn) da função g(θ) e a integral da Eq. (2.7) pode ser estimada pela média 

amostral. 

 

1

1ˆ ( ) ( )


  
n

i

i

I b a g
n

 (2.8) 
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Devido ao grande potencial da metodologia de Monte Carlo, várias técnicas têm 

sido desenvolvidas. As técnicas de filtragem via sistemas de partículas, métodos 

sequenciais de Monte Carlo (MSMC), Monte Carlo Híbrido (HMC), etc. (LIU, 2001). 

 

2.1.4.2 - Filtro de partículas SIR 

 

O filtro de partículas é um método sequencial de Monte Carlo fundamentado em 

simulações para a estimação sequencial da função de densidade de probabilidade a 

posteriori. O filtro utiliza a técnica de amostragem por importância e aproximações da 

distribuição por medidas aleatórias discretas (DOUCET et al., 2001; CANDY, 2009). A 

ideia fundamental é representar a distribuição a posteriori por meio de um conjunto de 

amostras aleatórias Npart, as partículas, com pesos associados a cada uma delas, e então 

computar as estimações de Monte Carlo. 

O filtro de partículas é uma técnica para a implementação do estimador 

sequencial bayesiano por simulação de Monte Carlo. É frequentemente utilizada como 

alternativa para algumas derivações do filtro de Kalman para sistemas não lineares, uma 

vez que o filtro de partículas pode ser aplicado a modelos altamente não lineares e/ou 

distribuições envolvendo variáveis não gaussianas, sem a necessidade de linearização 

do modelo (CANDY, 2009; THEODORIDIS, 2015). 

Os filtros de partículas utilizam uma distribuição inicial para o estado 0X  e 

calculam a melhor estimativa X̂ para o estado atual KX , baseado na sequência de 

medidas K
Z  . Segundo RISTIC et al. (2004), existem inúmeras variações dos filtros de 

partículas, como: o filtro de amostragem por importância sequencial, o filtro de 

amostragem por importância e reamostragem sequencial, o filtro auxiliar de partícula ou 

amostragem e reamostragem por importância auxiliar, etc. A Tabela 2.3 apresenta os 

filtros de partículas estudados, suas diferenças dos algoritmos e a etapa de compreensão 

e implementação.  
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Tabela 2.3 - Filtros de partículas: diferentes algoritmos. 

 

Filtro de 

Partículas 

Cálculo dos pesos Seleção das 

partículas 

Fase de 

compreensão 

SIS 
1 1( ) ( ) ( | )i i

k k k k k kx  w x w z x  Não existe Completo 

SIR ( ) ( | )i i

k k k kw x z x  
Reamostragem  Completo 

ASIR 

( )

1

( | )
( )

( | )

i
i k k

k k i f

k k



 


z x

w x
z u

 

Filtro SIR + 

Variável 

Auxiliar 

Completo 

Filtro Monte 

Carlo com 

Amostragem 

Sequencial 

( ) ( | )i i

k k k kw x z x     ,  1K   

1 1

1 1

( | )
( ) ( )

( | )

i
i k k

k k k k i

k k

x



 

 


z x

w x w
z x

 

1K   

MCMC + 

Metropolis 

Hasting 

Incompleto 

Monte Carlo 

Sequencial sem o 

cálculo da função 

de 

verossimilhança  

( ) ( | )i i

k k k kw x z x     ,  1K   

1 1

1 1

( | )
( ) ( )

( | )

i
i k k

k k k k i

k k

x



 

 


z x

w x w
z x

 

1K   

Cálculo da 

Distância 

Euclidiana 

Incompleto 

 

Fonte: SILVA (2012). 

 

Verifica-se na Tabela 2.2 que as diferenças se encontram no cálculo dos pesos, 

porém todos utilizam a função de verossimilhança em sua formulação e na seleção das 

partículas. A Figura 2.7 apresenta o esboço dos problemas de estimativa de estado com 

filtros de partículas em problemas inversos (SILVA, 2012). 

 O filtro amostragem por importância e reamostragem sequencial (Sequencial 

Imporance Resampling - SIR), é derivado do algoritmo SIS (Sequential Importance 

Sampling), no qual foi criada uma etapa adicional para evitar o problema de 

degeneração das partículas. Esse fenômeno ocorre quando toda a amostra, exceto uma 

partícula, tem um peso muito pequeno após algumas evoluções do algoritmo do filtro de 

partículas padrão (GORDON et al., 1993). 

A degeneração faz com que um grande esforço computacional seja feito para 

atualizar as amostras que contribuem muito pouco para a aproximação de ( | )k k x z . 

Uma medida de degeneração do algoritmo do filtro de partículas, dada pelo tamanho 
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amostral efetivo effN , foi introduzida por LIU e CHEN (1998) e BERGMAN (1999), o 

qual é definido pela Eq. (2.9). 

 

1 ( )
eff i

t

N
N

Var w



 (2.9) 

 

Como o fenômeno da degeneração é indesejável, tem-se como objetivo tentar 

reduzi-lo. Um modo de tentar reduzir este efeito é escolher um valor elevado para o 

número de partículas, o que é em muitos casos impraticável. Por isso, o modo mais 

comum de reduzir este efeito é a utilização da reamostragem (SILVA, 2012). A Figura 

2.12 apresenta o processo de seleção das partículas através da reamostragem.  

 

 
 

Figura 2.12 - Reamostragem do algoritmo SIR. 

Fonte: RISTIC et al., (2004). 

 

Embora a etapa de reamostragem reduza os efeitos de degeneração, isso pode 

levar a uma perda de diversidade e a amostra resultante pode conter uma grande 

quantidade de partículas repetidas. Este problema é conhecido como empobrecimento 

da amostra. Isso pode ser grave nos casos em que se tenham pequenos ruídos no modelo 

de evolução de estado. Neste caso, ocorre o colapso de todas as partículas em uma única 

partícula (PITT e SHEPHARD, 1999). A Tabela 2.4 representa o algoritmo do filtro de 

partículas SIR. 
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Tabela 2.4 - Algoritmo do filtro de partículas SIR. 

 

Passo 1 

Para 1i  , ..., N gerar novas partículas i

kx a partir da densidade a priori 1( | )i

k k x x e um 

peso inicial 1

1

iw N  para calcular a função de verossimilhança, ( | )i i

k k kw  z x  

Passo 2 

Calcular o peso total 
1

N
i

w k

i

T w


 e então normalizar os pesos das partículas, ou seja, para

1i  , ..., N sendo 1

1

i i

w kw T w  

Passo 3 

Reamostre as partículas como se segue:  

Construir uma soma cumulativa de pesos (CSW) calculando 1

i

i i kc c w  para 1i  , ..., N  

com 0 0c   

Para 1i  gerar um ponto inicial 1U a partir da distribuição uniforme 10,U N     

Para 1j  , ..., N  

Mover ao longo de CSW fazendo 
1

1 ( 1)jU U N j    

Enquanto j iU c fazer 1i i   

Atribuir à amostra j i

k kx x  

Atribuir à amostra 1j

kw N   

Passo 4 

A Média a Posteriori está definida por: 
1

( ).
N

i

k k k

i

x i w


x  

 

Fonte: RISTIC et al. (2004). 

 

2.2 - PUBLICAÇÕES RELACIONADAS À BIOLIXIVIAÇÃO DE URÂNIO 

 

Esta seção apresenta alguns dos trabalhos publicados na literatura sobre a 

biolixiviação de urânio, fazendo uma abordagem geral a esse contexto. 

CHOI et al. (2005) investigaram a biolixiviação de urânio de xistos negros de 

baixa qualidade por Acidithiobacillus ferrooxidans. Os autores observaram que, após a 

introdução dos microrganismos, ocorreu 80% de extração de urânio dos xistos. No 

entanto, para a atividade sem microrganismos apenas 18% de urânio foi extraído. 

Apesar da alta densidade da polpa, a eficiência da biolixiviação de xistos por A. 

ferroxidans podem ser mantidos. 

PAL et al. (2010) avaliaram a biolixiviação de minério de urânio de baixo teor 

com acidithiobacillus ferrooxidans. A cepa microbiana foi isolada da água da mina de 

uma empresa de exploração mineral. A eficiência da biolixiviação foi estudada por 
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vários parâmetros, como densidade da polpa e concentração ferrosa como fonte de 

energia. A porcentagem de lixiviação de urânio foi observada ser o mesmo na presença 

e ausência de adição externa de ferro. 

EISAPOUR et al. (2013) estudaram a biolixiviação de urânio em reator de 

tanque agitado operando em batelada, utilizando o design Box-Behnkem para a 

otimização do processo. Os autores desenvolveram um modelo matemático aplicando o 

método dos mínimos quadrados para recuperação do urânio em função da densidade da 

polpa, velocidade de agitação e taxa de aeração, usando uma cultura nativa pura de 

Acidithiobacillus ferrooxidans. Os resultados mostraram que os termos lineares e 

quadráticos das variáveis foram estatisticamente significativos, enquanto os termos de 

interação foram estatisticamente insignificantes. Esse estudo mostrou que o processo de 

biolixiviação é mais eficaz e econômico, quando comparado ao processo de lixiviação 

ácida.  

RASHIDI et al. (2014) estudaram a otimização dos parâmetros operacionais e a 

taxa de biolixiviação de urânio a partir de um minério de baixa qualidade, usando o 

microrganismo Acidithiobacillus ferrooxidans, com a finalidade de recuperar urânio 

ainda na mina. Os autores observaram que em condições controladas ocorreu uma 

recuperação completa do urânio. No entanto, a ação bacteriana acelerou a taxa de 

dissolução mineral, devido sua capacidade em manter o ambiente rico em íon férrico. 

AMIN et al. (2015) analisaram o efeito dos constituintes minerais na 

biolixiviação de urânio de amostras de rochas sedimentares uraníferas, sudoeste do 

Sinai, Egito. Foram utilizadas oitos espécies diferentes de fungos isolados. Os autores 

observaram que os fungos Aspergillus niger e Aspergillus terreus exibiram as maiores 

eficiências de lixiviação de urânio das amostras estudadas, além de produzirem uma 

grande variedade de fungos que desempenharam um importante papel na eficácia da 

biolixiviação do urânio. 

WANG et al. (2019) analisaram a eficácia do efeito do tamanho de partícula na 

biolixiviação de urânio em reatores de coluna a partir de um minério de urânio de baixa 

qualidade. Nesse trabalho, os autores usaram Acidithiobacillus ferrooxidans isolado do 

minério de urânio local. Os resultados mostraram que um controle correto da 

granulometria do minério resultou em uma maior extração de urânio de forma 

econômica, ou seja, quanto menor o tamanho da partícula melhor será a extração do 

minério. 
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Baseado nos trabalhos descritos, verifica-se que há diferentes pesquisas 

experimentais sobre a biolixiviação do urânio. Nesse contexto, a utilização da 

abordagem bayesiana tem como objetivo combinar as informações obtidas 

experimentalmente com as informações dos diferentes processos de biolixiviação, 

resultando em uma melhor compreensão do comportamento cinético do processo. 
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CAPÍTULO 3 

 

METODOLOGIA 

 

3.1 - DESENVOLVIMENTO DO MODELO 

 

Neste capítulo, será apresentado a metodologia aplicada no presente trabalho, 

desde a utilização do modelo matemático e dos dados experimentais, obtidos por 

RASHIDI et al. (2012), até a estimativa dos parâmetros pelas técnicas bayesianas. 

 

3.1.1 - Modelo matemático 

 

Para o modelo matemático de biolixiviação de urânio por Acidithiobacillus 

ferrooxidans, considerou-se o fenômeno a ser desenvolvido no mecanismo de 

biolixiviação. Esse fenômeno pode ocorrer de forma direta, quando ocorre o ataque do 

microrganismo ao metal, ou de forma indireta, quando o subproduto do metabolismo do 

microrganismo oxida o metal, solubilizando-o (TAO e DONGWEI, 2014; MOREIRA, 

2019).  

No entanto, para o presente modelo foi desenvolvido o mecanismo indireto de 

biolixiviação. Observa-se na Figura 3.1 um esquema do mecanismo indireto 

desenvolvido por MATHUR et al. (2000) e ABHILASHI et al. (2009). 

 

 
 

Figura 3.1 - Esquema do mecanismo indireto desenvolvido no modelo. 

Fonte: Adaptado de RAHIDI et al. (2012). 

 

A reação direta é descrita pela Eq. (3.1), onde ocorre o ataque do íon férrico do 

mineral a superfície, liberando íons ferrosos em solução (MATHUR et al., 2000; 

ABHILASHI et al., 2009).  

3 2 2

2 22 2UO Fe UO Fe      (3.1) 
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Os microrganismos são oxidados, convertendo os íons ferrosos de volta a forma 

férrica, Eq. (3.2) (MATHUR et al., 2000; ABHILASHI et al., 2009). 

 
2 3

2 22 0,5 2 2Fe O H Fe H O       (3.2) 

 

Após ser reduzido a Fe
2+

, o íon ferroso fica novamente disponível para ser 

oxidado a Fe
3+

 através da ação bacteriana, formando um ciclo Fe
2+

/Fe
3+

 (ARSHADI e 

MOUSAVI, 2014; YAZICI e DEVICI, 2014), caracterizando dessa forma, uma 

vantagem do processo, que recicla o agente oxidante (íon férrico) gerando a economia 

de insumos (TAO e DONGWEI, 2014). 

Na Eq. (3.3) é apresentada a reação metabólica geral de biolixiviação para o 

mecanismo indireto, a qual representa a estequiometria geral para oxidação de Fe (II) 

(HATZIKIOSEYIAN e TSEZOS, 2006). 

 

                            2 4

2 20,2223 ( ) 0,0278 ( ) 0,0056 0,9944     Fe O g CO g NH H  

    3

2 7 2 20,0056 0,4889  Fe C H O N H O                     (3.3) 

 

Segundo VILCAEZ e INOUE (2009), ao assumir que as bactérias obtêm energia 

apenas da oxidação de Fe
2+

 e toda a energia é gasta no crescimento bacteriano, 

processos inibitórios passam a ocorrer na taxa de crescimento celular. Segundo 

MADIGAN et al. (2016), o efeito inibitório é denotado pelo bloqueio da multiplicação 

celular do microrganismo (por ligação reversível aos ribossomos, inibindo a síntese 

proteica), e consequente morte lenta da população microbiana. Quando expostos a 

condições favoráveis ao crescimento bacteriano, os microrganismos voltam a se 

reproduzir e a população a crescer (NASCIMENTO, 2019; MOREIRA, 2019). A Eq. 

(3.4) representa o processo celular sem efeitos inibitórios. 

 
2

max

2

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]




  


célula

s

d célula Fe
r célula célula

dt k Fe
   (3.4) 

 

sendo [célula] a concentração de biomassa, µ o coeficiente específico de crescimento 

das bactérias na oxidação do ferro,
max  a taxa específica máxima de crescimento 

bacteriano, [Fe
2+

] a concentração de íon ferroso e Sk  é a constante de saturação do 

substrato. Para o presente trabalho, foi considerado que o íon ferroso é o substrato 

limitante.  
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O processo de inibição da oxidação de Fe (II) afeta o crescimento celular, 

causado tanto pelo produto da reação de [Fe (III) ], quanto por uma determinada 

concentração de Fe (II) ou até mesmo pelo próprio substrato (JONES e KELLY, 1983; 

LIU et al., 1988). O efeito de inibição do substrato (Fe
2+

), produto (Fe
3+

), células 

bacterianas e concentrações de metais pesados na taxa de oxidação de Fe (II) e 

crescimento bacteriano estão representados na Eq. (3.5). 

 
2

max

3
2

[ ]

[ ]
1 [ ]







 
   

 
s

p

Fe

Fe
k Fe

k

   (3.5) 

 

sendo [Fe
3+

] a concentração de íon férrico e Pk  é a constante de inibição do produto. 

Assumindo que a inibição do substrato pode ser representada pela Eq. (3.6): 

 
2

max

2 2
2

[ ]

[ ]
[ ]








 

i

s

s

Fe

Fe
k Fe

k

   (3.6) 

 

sendo 
isk a constante de inibição do substrato. 

 Segundo OJUMU et al. (2006), os íons metálicos apresentam processos 

inibitórios diferentes, o que afeta a fisiologia microbiana. Esse efeito inibitório depende 

da concentração metálica a que os microrganismos foram expostos. Se a concentração 

não for suficiente, os mesmos entram em uma fase de latência prolongada, até que sua 

completa adaptação as condições sejam satisfatórias. 

 Considerando que pode ocorrer uma oxidação anódica de Fe
3+

, foi utilizado uma 

cinética para a biolixiviação de urânio, representada pela Eq. (3.7). 

 

3 3

1 2 3
2

2 2

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ]

[ ]

m

n

U n

d U Fe Fe
r k

dt Fe Fe
k Fe

Fe

 

 




 
 

   
      

      
  

 (3.7) 

 

sendo Ur  a taxa de dissolução do urânio, [U] a concentração de urânio na fase sólida e 

k1, k2, n, m são constantes. 

 A produção e utilização do Fe
2+

 é expressa pela Eq. (3.8), em que sua taxa de 

formação é igual a taxa de oxidação da uranita, a qual é enzimaticamente oxidada por 
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bactérias, tornando sua taxa de oxidação diretamente proporcional à taxa de crescimento 

de microrganismos (RASHIDI et al., 2012). Esse fenômeno ocorre com íon ferroso, por 

ser o produto da oxidação do U
4+

, descrito pela Eq. (3.1): 

 

2

2

/

[ ] 1
2 ( ) ( )





  Fe
U célula

U célula Fe

Md Fe
r r

dt M Y
 (3.8) 

 

em que FeM é a massa molecular do ferro, UM  é a massa molecular do urânio e 

2/ célula Fe
Y é o fator de conversão do íon ferroso em células. 

 A Eq. (3.9) descreve o sistema de equilíbrio férrico, sendo o Fe
3+

 produzido por 

bactérias e consumido na oxidação da uranita, em que o mesmo também pode sofrer 

precipitação (RASHIDI et al., 2012). 

 

3

2

3

/

[ ] 1
( ) 2 ( ) ( )





    Fe
célula U Fe precipitado

Ucélula Fe

Md Fe
r r r

dt Y M
 (3.9) 

 

 Com base na tendência de variação das concentrações de ferro total, pode-se 

considerar que ocorre uma precipitação na taxa de Fe (III), expressa pela Eq. (3.10). 

 

3

p
3

3 q

3 4 2Fe precipitado

[Fe ]
r k [Fe ] k

[Fe ]







 
   

 
 (3.10) 

 

em que k3, k4, q, p são constantes. 

O sistema de EDOs proposto nas Eqs. (3.4, 3.7, 3.8 e 3.9) representa o modelo 

matemático do processo de biolixiviação de urânio estudado por RASHIDI et al. 

(2012), sendo as Eqs. (3.5 e 3.6) formas alternativas para representar a velocidade 

específica de crescimento celular, as quais serão abordadas no presente trabalho, 

juntamente com a Eq. (3.4). 

 

3.1.2 - Aplicação do problema inverso 

 

Para a solução do problema inverso de estimativa dos parâmetros e das variáveis 

de estado do processo de biolixiviação de urânio por Acidithiobacillus ferrooxidans, 

proposto neste trabalho, utilizou-se o método de Monte Carlo via cadeia de Markov e o 

filtro de partículas SIR. 

No presente trabalho, foram aplicados três diferentes modelos, variando-se a 

velocidade específica de crescimento celular em cada um deles, Eqs. (3.4, 3.5 e 3.6), em 
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que cada substituição representa um sistema de EDOs diferente para ser avaliado. Para o 

modelo 1, considerou-se as Eqs. (3.4, 3.7, 3.8 e 3.9), para o modelo 2 as Eqs. (3.5, 3.7, 

3.8 e 3.9) e para o modelo 3 as Eqs. (3.6, 3.7, 3.8 e 3.9). 

Baseado nos modelos avaliados, foram utilizados três diferentes vetores de 

parâmetros para cada modelo, P1, P2 e P3, para os modelos 1, 2 e 3, respectivamente. O 

vetor das variáveis de estado foi representado como Y
VE

, conforme apresentam as Eqs. 

(3.11-3.14). 

 
max

1 2 3 4[ , , , , , , , , , , ]1P S célulak k k k k n m q p y   (3.11) 

 
max

1 2 3 4[ , , , , , , , , , , , ]2P s célula pk k k k k n m q p y k  (3.12) 

 
max

1 2 3 4[ , , , , , , , , , , , ]3P
is célula sk k k k k n m q p y k  (3.13) 

 
2 3[ , , , ]  U célula Fe FeVE

Y  (3.14) 

 

As estimativas iniciais dos parâmetros foram obtidas a partir de informações a 

priori da literatura e pela solução das equações do modelo direto, cujo resultado foi 

multiplicado por um fator de 1,1. Na Tabela 3.1 estão expostas as estimativas iniciais 

dos parâmetros após esses ajustes. 

 

Tabela 3.1 - Valores de referência para as estimativas iniciais dos parâmetros cinéticos.  

 

Parâmetros Valores Unidades 

1k  94,8287 
3/g m h  

2k  6,0071x10
3 3/g m  

3k  0,0034 
1 3 1/ ( )p pg m h   

4k  0,3651 Adimensional 

Sk  2,4893x10
3 3/g m  

n  0,3845 Adimensional 
m  2,8635 Adimensional 
q  1,4016 Adimensional 
p  -0,3262 Adimensional 

célulaY  2,25x10
9 2/ ( )células gFe  

max  0,0864 1h  

Pk  2,5x10
5 1/g L  

Sik  2,5x10
5 /g L  
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sendo kP e kSi valores ajustados às equações do modelo, escolhidos aleatoriamente. Já os 

demais parâmetros podem ser considerados como desconhecidos, portanto, foram 

usados para validar o modelo com os dados.  

A Tabela 3.2 apresenta as condições iniciais das variáveis de estado, que são as 

concentrações de urânio, célula, Fe
2+

 e Fe
3+

, as quais foram obtidas do trabalho de 

RASHIDI et al. (2012). 

 

Tabela 3.2 - Condições inicias. 

 

Célula (células/m³) Urânio (g/m³) Fe
2+ 

(g/m³) Fe
3+ 

(g/m³) 

2x10
12

 3,47x10
3
 3,85x10

3
 500 

 

Fonte: RASHIDI et al. (2012). 

 

Para cada modelo, baseado em uma distribuição gaussiana, foi realizado um 

estudo da variação dos desvios de medidas e do modelo, obtidos em relação ao máximo 

valor da variável de estado, conforme apresenta a Tabela 3.3. O estudo de caso foi 

realizado a fim de verificar qual parâmetro apresentou melhor resultado, com 

convergência para a distribuição de equilíbrio e, consequentemente, valores de 

parâmetros mais precisos. 

 

Tabela 3.3 - Desvio de medida do modelo. 

 

Casos Desvio de medida Erro do modelo 

1 1% 5% 

2 5% 1% 

3 1% 1% 

4 5% 5% 

 

Sendo que, para cada estudo de caso, foram estimados 11, 12 e 12 parâmetros 

utilizando os modelos 1, 2 e 3, respectivamente. 

Para o método de Monte Carlo via cadeia de Markov (MCMC), inicialmente foi 

definido o número de estados da cadeia de Markov, N, que foi de 1x10
4
. O passo de 

procura utilizado, w, foi de 1x10
-3

. 

A cadeia de Markov foi construída como uma sequência de variáveis aleatórias,

(1) (2) ( ){ , ,..., }n
P P P  de modo que, o próximo estado ( 1)i

P
 , foi obtido a partir de uma 

distribuição
( 1) ( )( | )i i

q P P


, que depende somente do estado atual da cadeia, ( )i
P , mas 

não explicitamente dos estados anteriores. Essa sequência é chamada de cadeia de 
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Markov e
( 1) ( )( | )i i

q P P


 é chamado de kernel de transição ou densidade de transição da 

cadeia. Uma distribuição de proposta 
( 1)( *, )i

q P P


foi utilizada para gerar um novo 

vetor de parâmetros candidato, *P , dado o estado atual da cadeia, ( 1)i
P

 . Esse novo 

vetor de parâmetros, 
( 1)* (1 )i

P P w
   , foi gerado de maneira aleatória a partir de um 

kernel de transição gaussiano, que tem como média ( 1)i
P

 e desvio padrão ( 1)i
wP

 , 

sendo   uma variável aleatória vindo de uma distribuição de probabilidade gaussiana 

com média zero e desvio padrão igual a 1, N (0,1) (METROPOLIS et al., 1953; 

HASTINGS, 1970; BECK e ARNOLD, 1977 ; GILKS et al., 1995; OZISIK e 

ORLANDE, 2000 ; GAMERMAN e LOPES, 2006; ORLANDE et al., 2008; KAIPIO e 

FOX, 2011; VIEGAS, 2019).   

O filtro de partículas SIR baseia-se no modelo de evolução de estado e no 

modelo de medições, sendo implementado com o intuito de estimar as variáveis de 

estado. A inicialização do filtro consiste na geração de um (Npart), número de partículas. 

O número de partículas, não é fixo, sendo geralmente necessário atribuir um número 

grande para essa variável para uma estimativa mais precisa. As partículas podem ser 

representadas vetorialmente da seguinte forma, Eq. (3.15) (SALAS, 2012): 

 

1

2

i

i

k

Q k

x

x
X

x

 
 
 
 
 
  

Para 0 1{ 1,..., ; , ,..., }part fimi N k t t t   (3.15) 

 

sendo Q  o número total de nós da malha. Assim, o algoritmo do filtro SIR é iniciado 

gerando um número de partículas, Npart, de modo que, Eq. (3.16): 

 
i

kX        0{ 1,..., ; }parti N k t   (3.16) 

 

Cabe ressaltar que o vetor X representa as variáveis de estado, que são as 

concentrações de urânio, célula, Fe
2+

 e Fe
3+

. Em seguida, são calculados os pesos 

relacionados a cada partícula, conforme apresenta a Eq. (3.17): 

 
i

kW       0 1{ 1,..., ; , ,..., }part fimi N k t t t   (3.17) 
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Neste trabalho, o número de partículas utilizados foi igual a 500. A Figura 3.2 

apresenta o fluxograma da metodologia desenvolvida no modelo. 

 
INÍCIO   

 
                       FIM 

 

Figura 3.2 - Fluxograma da metodologia do modelo. 

 

Conforme apresenta a Figura 3.2, a partir das estimativas iniciais adotadas para 

os parâmetros, foi aplicado um método de otimização, que consistiu na criação de um 

vetor com uma determinada quantidade de elementos e com valores selecionados 

aleatoriamente, com o objetivo de obter a menor diferença quadrática entre as variáveis 

medidas e as estimadas. De maneira separada, foram obtidas as estimativas dos 

parâmetros, dando início ao MCMC e, posteriormente, a aplicação do filtro de 

partículas SIR. 

  

MÉTODO DE OTIMIZAÇÃO ESTIMATIVAS INICIAIS 

INÍCIO DO MCMC APLICAÇÃO DO FILTRO SIR 
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CAPÍTULO 4 

 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

4.1 - CADEIAS DE MARKOV 

 

4.1.1 - Estimativas dos parâmetros pelo método de Monte Carlo via cadeia de 

Markov 

 

Os resultados das estimativas dos parâmetros foram obtidos considerando o 

intervalo de credibilidade (IC) de 99%, avaliados após a amostra de aquecimento da 

cadeia, que foi determinado a partir de 90% dos últimos estados das cadeias de Markov. 

As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3, correspondem aos estados das cadeias de Markov para alguns 

dos parâmetros estimados dos modelos 1, 2 e 3, respectivamente, que obtiveram melhor 

convergência para a distribuição de equilíbrio, considerando o desvio de medida e erro 

do modelo apresentados na Tabela 3.3. Os resultados de todas as análises das cadeias de 

Markov podem ser encontrados no Apêndice A. 

 

 
 

Figura 4.1 - Evolução das cadeias de Markov para a constante q, caso 2 do modelo 1. 
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Figura 4.2 - Evolução das cadeias de Markov para a constante q, caso 2 do modelo 2. 

 

 
 

Figura 4.3 - Evolução das cadeias de Markov para a constante q, caso 3 do modelo 3. 

 

Verifica-se que as cadeias de Markov apresentaram uma tendência para a 

distribuição de equilíbrio para a constante q dos diferentes modelos avaliados. A partir 

dos estados de aquecimento da cadeia, obteve-se a distribuição de probabilidade a 

posteriori, a qual está representada através das médias e dos intervalos de credibilidade 
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de 99%. A Tabela 4.1 apresenta os resultados das estimativas dos parâmetros para os 

diferentes modelos. 

 

Tabela 4.1 - Resultados das estimativas dos parâmetros para os diferentes modelos em 

termos de média e do intervalo de credibilidade (IC) de 99%. 

 

P Referência Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Unidades 

1k  94,829 
108,861 

106,819;111,340 

110,078 

109,841;110,747 

105,829 

104,120;107,660 
3/g m h  

2k  6,007x10
3 6,509x10

3 

6,437x10
3
;6,577x10

3
 

6,612x10
3
 

6,571x10
3
;6,632x10

3
 

6,307x10
3
 

6,203x10
3
;6,377x10

3
 

3/g m  

3k  0,003 
0,009 

0,004;004 

0,004 

0,004;0,004 

0,004 

0,004;0,004 
1 3 1/ ( )p pg m h 

 

4k  0,365 
0,402 

0,398;405 

0,412 

0,410;0,414 

0,403 

0,397;0,406 Adimensional 

Sk  2,489x10
3 3,002x10

3
 

2,956x10
3
 ;3,060x10

3
 

2,938x10
3
 

2,924x10
3
;2,947x10

3
 

2,823x10
3
 

2,788x10
3
;2,859x10

3
 

3/g m  

n  0,385 
0,382 

0,380;0,388 

0,371 

0,369;0,373 

0,478 

0,467;0,485 Adimensional 

m  2,864 
2,887 

2,854;2,919 

2,894 

2,887;2901 

2,873 

2,842;2,910 Adimensional 

q  1,402 
1,379 

1,372;1,388 

1,380 

1,379;1,382 

1,370 

1,362;1,380 Adimensional 

p  -0,326 
-0,342 

-0,346;-0,337 

-0,330 

-0,331;-0,328 

-0,352 

-0,357;-0,349 Adimensional 

cellY

 
2,250x10

9 2,281x10
9
 

2,255x10
9
;2,309x10

9
 

2,328x10
9
 

2,323x10
9
;2,335x10

9
 

2,282x10
9
 

2,244x10
9
;2,317x10

9
 

2/ ( )células gFe 

 
max

 
0,086 0,097 

0,096;0,098 

0,096 

0,096;0,096 

0,095 

0,093;0,096 1h  

pk  2,5x10
5 

- 
2,733x10

5
 

2,721x10
5
;2,749x10

5
 

- 1/g L
 

i
sk  2,5x10

5 
- - 

2,751x10
5
 

2,705x10
5
;2,794x10

5
 

1/g L
 

 

A Tabela 4.1 apresenta as estimativas dos parâmetros obtidas para os diferentes 

modelos e comparadas com os valores de referência. Observa-se que os modelos 1, 2 e 

3 apresentaram valores muito próximos entre si. No entanto, nota-se que o modelo 3 

apresentou resultados mais próximo dos valores de referência, isso quando comparado 

com os modelos 1 e 2, respectivamente.  

De acordo com RASHIDI et al. (2012), na ausência de dados experimentais é 

realizado uma comparação aproximada. Ao comparar o coeficiente de rendimento de 

referência 92, 25 10cellY x  (células/gFe
2+

) com os resultados obtidos para os modelos 1, 

2 e 3, respectivamente, observa-se que os mesmos estão em uma faixa de 2,281x10
9
 – 
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2,329x10
9
 (células/gFe

2+
). Estudos anteriores relataram: 2,5x10

10
 (células/gFe

2+
) 

(BECK e SHAFIA, 1964), 2,4x10
10

 (células/gFe
2+

) (MACDONALD e CLARK, 1970), 

2,23x10
10

 (células/g Fe
2+

) (BRADDOCK et al., 1984), 1,7x10
10

 (células/gFe
2+

) (MESA 

et al., 2002), e 2,3x10
10

 (células/gFe
2+

) (MOLCHANOV et al., 2007). No entanto, esses 

resultados estão relacionados somente a oxidação do íon ferroso. 

Considerando a taxa máxima de crescimento específico bacteriano de referência, 

tem-se: 
max 0,086  h

-1
, ao comparar com os resultados obtidos, para os diferentes 

modelos, observa-se que os mesmos estão na faixa de 0,95 h
-1

 – 0,98 h
-1

. Na literatura 

tem-se: 1,78 h
-1

 (JONES e KELLY, 1983; JENSEN e WEBB, 1995) e 0,047 h
-1

 

(PAGELLA et al., 1996). Portanto, os resultados para 
max  estão dentro da faixa. 

Já a constante de saturação do substrato de referência foi 32, 489 10Sk x g/m
3
, ao 

comparar com os resultados, para os modelos 1, 2 e 3, observa-se que os mesmos estão 

na faixa de 2,823x10
3
 g/m

3
 – 3,006x10

3
 g/m

3
. Na literatura tem-se: 0,3 g/l (KAWABE 

et al., 1999) e 14 g/l (ZILOUEI et al., 2003). Portanto, apresentam-se alinhados com a 

faixa relatada anteriormente. 

De maneira geral, observa-se que os resultados obtidos das estimativas dos 

parâmetros, para os modelos 1, 2 e 3, respectivamente, apresentam-se dentro dos 

intervalos proposto na literatura. 

 

4.1.2 - Validação experimental 

 

Os resutados das estimativas das variáveis de estado foram obtidas pelo filtro de 

partículas de Amostragem por Importância e Reamostragem Sequencial (Sampling 

Importance Resampling - SIR), cujas medidas experimentais foram obtidas por 

RASHIDI et al. (2012). Apenas alguns dos resultados serão apresentados para o filtro 

de partículas SIR. Os demais podem ser consultados no Apêndice B. 

A Figura 4.4 apresenta a comparação das variáveis de estado estimadas com as 

medidas experimentais para a concentração de U, caso 1 do modelo 1. 
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Figura 4.4 - Comparação das variáveis de estado estimadas, em termos da média e do 

intervalo de credibilidade de 99%, com as medidas experimentais para [U], caso 1 do 

modelo 1. 

 

A Figura 4.4 apresenta a comparação das estimativas da concentração de urânio 

na fase sólida, [U], em termos da média e do intervalo de credibilidade de 99%, com as 

medidas experimentais. Verifica-se que os resultados apresentaram uma boa 

concordância entre si.  

Na Figura 4.4, observa-se que houve uma diminuição da concentração de urânio 

durante o processo de biolixiviaição e, após aproximadamente 60h, apresentou 

estabilidade. Esse comportamento pode estar relacionado com a geração de íons férricos 

no processo por meio da oxidação bacteriana de Fe
2+

 que aumentou o crescimento 

bacteriano e, consequentemente, a concentração de Fe
3+

, resultando no aumento da 

recuperação do metal pelas bactérias até alcançar a estabilidade. 

A Figura 4.5 apresenta a comparação das variáveis de estado estimadas com as 

medidas experimentais para a concentração de Fe
2+

, caso 2 do modelo 2. 
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Figura 4.5 - Comparação das variáveis de estado estimadas, em termos da média e do 

intervalo de credibilidade de 99%, com as medidas experimentais para [Fe
2+

], caso 2 do 

modelo 2. 

 

Na Figura 4.5 observa-se que houve um bom ajuste dos resultados, uma vez que 

as estimativas da concentração de Fe
2+

 estão de acordo com as medidas experimentais. 

Após 60h de experimento, a concentração de Fe
2+

 tendeu a zero, indicando que o 

processo de oxidação dos íons ferrosos foi praticamente completo. Segundo LI et al. 

(2013), esse declínio na concentração de Fe
2+

 pode estar relacionado com o aumento de 

íon férrico na presença de microrganismos, ou seja, ocorrendo um processo de 

precipitação quando o Fe
2+

 oxida para Fe
3+

. Isso significa que a bactéria foi responsável 

pela oxidação dos íons ferrosos da solução e que de fato ocorreu o processo de 

biolixiviação do urânio. Segundo NIE et al.(2014), o consumo de Fe
2+

 está diretamente 

relacionado com o crescimento da A. ferrooxidans, mesmo sendo inversamente 

proporcional ao mesmo. 

A Figura 4.6 apresenta a comparação das variáveis de estado estimadas com as 

medidas experimentais para a concentração de Fe
3+

, caso 3 do modelo 3. 
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Figura 4.6 - Comparação das variáveis de estado estimadas, em termos da média e do 

intervalo de credibilidade de 99%, com as medidas experimentais para [Fe
3+

], caso 3 do 

modelo 3. 

 

Verifica-se que na Figura 4.6 os resultados apresentaram uma boa concordância 

entre as estimativas e as medidas experimentais. Inicialmente, verifica-se um aumento 

na concentração de Fe
3+

, dando origem a uma maior recuperação do metal, seguido de 

uma diminuição da concentração. Segundo LI et al. (2013), para uma biolixiviação 

otimizada, são necessários baixos valores iniciais de Fe
3+

. Esse comportamento pode 

estar associado a presença de íons férricos no processo ou pode ser atribuído ao 

mecanismo usado para a recuperação do metal. 

A Figura 4.7 apresenta a comparação das variáveis de estado estimadas com as 

medidas experimentais para a concentração de célula, caso 4 do modelo 3. 
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Figura 4.7 - Comparação das variáveis de estado estimadas, em termos da média e do 

intervalo de credibilidade de 99%, com as medidas experimentais para [célula], caso 4 

do modelo 3. 

 

A Figura 4.7 apresenta a contagem de células em função do tempo, a qual 

apresentou uma boa concordância entre as variáveis estimadas e as medidas 

experimentais. Observa-se que as células atingiram uma estabilidade após 

aproximadamente 50h de experimento. Isso pode estar relacionado com a redução da 

formação de íons férricos. Observou-se também que, com o progresso da reação, 

ocorreu um aumento da população bacteriana (ABHILASH et al., 2009). 

Através dos cálculos dos coeficientes de determinação, foi possível realizar uma 

melhor comparação entre as variáveis estimadas e aquelas medidas experimentalmente. 

Na Tabela 4.2 são apresentados os resultados para o coeficiente de determinação para os 

casos 2, 3 e 4 dos modelos 1, 2 e 3, respectivamente. 

 

Tabela 4.2 - Valores dos coeficientes de determinação para os casos 2, 3 e 4 dos 

modelos 1, 2 e 3. 

 

Variáveis de estado 
R

2
 

Modelo 1
 

Modelo 2
 

Modelo 3 

[Célula] 0,9854 0,9579 0,9738 

[U] 0,9981 0,9958 0,9968 

[Fe
2+

] 0,9908 0,9919 0,9929 

[Fe
3+

] 0,9962 0,9649 0,9755 
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Para todos os casos apresentados na Tabela 4.2, observa-se que os valores dos 

coeficientes de determinação foram maiores que 0,95. Isso demonstra que, para os três 

modelos estudados, houve um bom ajuste das estimativas com as medidas 

experimentais. O modelo 1, que não apresentou efeitos inibitórios, mostrou-se mais 

eficiente para as estimativas das concentrações de urânio, célula e Fe
3+

, enquanto que os 

modelos 2 e 3, que consideraram as inibições pelo produto e substrato, respectivamente, 

mostraram-se mais adequados para a estimativa da concentração Fe
2+

. 
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CAPÍTULO 5 

 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

 

5.1 - CONCLUSÕES 

 

A utilização das técnicas Bayesianas mostrou-se adequadas para aplicações em 

processos de biolixiviação de urânio por Acidithiobacillus ferrooxidans. O modelo 

matemático proposto foi validado ao reproduzir os dados experimentais, apresentando 

valores dos coeficientes de determinação superiores a 0,95. 

Avaliou-se as técnicas bayesianas de Monte Carlo via cadeia de Markov e o 

filtro de partículas SIR aplicados em um modelo de biolixiviação de urânio por 

Acidithiobacillus ferrooxidans. Foram avaliados diferentes modelos, variando-se a 

velocidade específica de crescimento celular, considerando os termos associados às 

inibições do substrato e do produto. O modelo 1, que não apresentou efeitos inibitórios, 

mostrou-se mais eficiente para as estimativas das concentrações de urânio, célula e Fe
3+

, 

enquanto que os modelos 2 e 3, que consideraram as inibições pelo produto e substrato, 

respectivamente, mostraram-se mais adequados para a estimativa da concentração Fe
2+

. 

Para a análise do problema inverso, foram utilizadas medidas experimentais 

disponíveis na literatura. Os resultados das estimativas dos parâmetros e das variáveis 

de estado foram apresentados em termos da média e do intervalo de credibilidade de 

99%. 

 

5.2 - SUGESTÕES 

 

Devido à grande abrangência do assunto abordado neste estudo, são 

apresentadas, a seguir, algumas sugestões para a continuação do presente trabalho: 

 Realizar um estudo mais detalhado do modelo matemático; 

 Avaliar outros modelos cinéticos de crescimento celular. 
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APÊNDICE A 

 

ANÁLISES DAS CADEIAS DE MARKOV DOS PARÂMETROS ESTIMADOS 

 

A seguir serão apresentadas as análises das cadeias de Markov para cada modelo 

estudado. 

 

A.1 – CADEIAS DE MARKOV PARA O MODELO 1 

A.1 – Desvio de medida 1% erro do modelo 5% 

 

  
 

a) k1 

 

b) k2 

 

  
 

c) k3 

 

d) k4 
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e) kS 

 

f) m 

 

  
 

g) n 

 

h) p 

 

  
 

i) q 

 

j) u
max
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k) ycélula 

 

Figura A.1 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 1, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

 e k) ycélula. 

 

A.2 – Desvio de medida 5% erro do modelo 1%. 

 

  
 

a) k1 

 

b) k2 

 

  
 

c) k3 

 

d) k4 
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e) kS 

 

f) m 
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max
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k) ycélula 

 

Figura A.2 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 1, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

 e k) ycélula. 

 

A.3 – Desvio de medida 1% erro do modelo 1%. 

 

  
 

a) k1 

 

b) k2 

 

  
 

c) k3 

 

d) k4 
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f) m 

 

  
 

g) n 
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j) u
max
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k) ycélula 

 

Figura A.3 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 1, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

 e k) ycélula. 

 

A.4 – Desvio de medida 5% erro do modelo 5%. 

 

  
 

a) k1 
 

b) k2 

 

  
 

c) k3 
 

d) k4 
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k) ycélula 

 

Figura A.4 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 1, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

 e k) ycélula. 

 

A.2 – CADEIAS DE MARKOV PARA O MODELO 2 

 

A.1 – Desvio de medida 1% erro do modelo 5% 

 

  
 

a) k1 
 

b) k2 

 

  
 

c) k3 
 

d) k4 
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e) kS 
 

f) m 

 

  
 

g) n 
 

h) p 

 

  
 

i) q 
 

j) u
max
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k) ycélula 
 

l) kp 

 

Figura A.1 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 2, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

, k) ycélula e l) kp. 

 

A.2 – Desvio de medida 5% erro do modelo 1% 

 

  
 

a) k1 
 

b) k2 

 

  
 

c) k3 
 

d) k4 
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e) kS 
 

f) m 

 

  
 

g) n 
 

h) p 

 

  
 

i) q 
 

j) u
max
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k) ycélula 
 

l) kp 

 

Figura A.2 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 2, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

, k) ycélula e l) kp. 

 

A.3 – Desvio de medida 1% erro do modelo 1% 

 

  
 

a) k1 
 

b) k2 

 

  

 

c) k3 
 

d) k4 
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f) m 

 

  
 

g) n 
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k) ycélula 
 

l) kp 

 

Figura A.3 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 2, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

, k) ycélula e l) kp. 

 

A.4 – Desvio de medida 5% erro do modelo 5% 

 

  
 

a) k1 
 

b) k2 

 

  
 

c) k3 
 

d) k4 
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g) n 
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k) ycélula 
 

l) kp 

 

Figura A.4 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 2, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

, k) ycélula e l) kp. 

 

A.3 – CADEIAS DE MARKOV PARA O MODELO 3 

 

A.1 – Desvio de medida 1% erro do modelo 5% 

 

  
 

a) k1 
 

b) k2 

 

  
 

c) k3 
 

d) k4 
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e) kS 
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k) ycélula 
 

l) ksi 

 

Figura A.1 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 3, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

, k) ycélula e l) ksi. 

 

A.2 – Desvio de medida 5% erro do modelo 1% 

 

  
 

a) k1 
 

b) k2 

 

  
 

c) k3 
 

d) k4 
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k) ycélula 
 

l) ksi 

 

Figura A.2 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 3, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

, k) ycélula e l) ksi. 

 

A.3 – Desvio de medida 1% erro do modelo 1% 

 

  
 

a) k1 
 

b) k2 

 

  
 

c) k3 
 

d) k4 
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l) ksi 

 

Figura A.3 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 3, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

, k) ycélula e l) ksi. 

 

A.4 – Desvio de medida 5% erro do modelo 5% 

 

  
 

a) k1 
 

b) k2 

 

  
 

c) k3 
 

d) k4 
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k) ycélula 
 

l) ksi 

 

Figura A.4 – Estados da cadeia de Markov para o modelo 3, parâmetros a) k1, b) k2, c) 

k3, d) k4, e) kS, f) m, g) n, h) p, i) q, j) u
max

, k) ycélula e l) ksi. 
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APÊNDICE B 

 

ANÁLISES DO FILTRO DE PARTÍCULAS SIR 

 

A seguir serão apresentadas as análises das condições iniciais do Filtro de 

Partículas SIR para cada modelo estudado. 

 

B.1 – FILTRO DE PARTÍCULAS PARA O MODELO 1 

 

B.1 – Desvio de medida 1% erro do modelo 5% 

 

  
 

a) Célula 
 

b) Fe
2+

 

 

  
 

c) Fe
3+

 
 

d) U 

 

Figura B.1 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 1, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

 e d) U. 
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B.2 – Desvio de medida 5% erro do modelo 1% 

 

  
 

a) Célula 
 

b) Fe
2+

 

 

  
 

b) Fe
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c) U 

 

Figura B.2 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 1, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

e d) U. 
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B.3 – Desvio de medida 1% erro do modelo 1% 

 

  
 

a) Célula 
 

b) Fe
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d) U 

 

Figura B.3 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 1, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

e d) U. 
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B.4 – Desvio de medida 5% erro do modelo 5% 
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b) Fe
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c) Fe
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d) U 

 

Figura B.4 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 1, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

e d) U. 
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B.2 – FILTRO DE PARTÍCULAS PARA O MODELO 2 

 

B.1 – Desvio de medida 1% erro do modelo 5% 

 

  
 

a) Célula 
 

b) Fe
2+

 

 

  
 

c) Fe
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d) U 

 

Figura B.1 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 2, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

e d) U. 
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B.2 – Desvio de medida 5% erro do modelo 1% 

 

  
 

a) Célula 
 

b) Fe
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c) Fe
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d) U 

 

Figura B.2 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 2, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

e d) U. 
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B.2 – Desvio de medida 1% erro do modelo 1% 

 

  
 

a) Célula 
 

b) Fe
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c) Fe
3+

 
 

d) U 

 

Figura B.3 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 2, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

e d) U. 
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B.2– Desvio de medida 5% erro do modelo 5% 
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b) Fe
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c) Fe
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Figura B.4 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 2, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

e d) U. 
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B.3 – FILTRO DE PARTÍCULAS PARA O MODELO 3 

 

B.1 – Desvio de medida 1% erro do modelo 5% 

 

  
 

a) Célula 
 

b) Fe
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Figura B.1 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 3, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

e d) U. 
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B.2 – Desvio de medida 5% erro do modelo 1% 
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Figura B.2 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 3, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

e d) U. 
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B.3 – Desvio de medida 1% erro do modelo 1% 
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Figura B.3 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 3, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

e d) U. 
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B.4 – Desvio de medida 5% erro do modelo 5% 
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Figura B.4 – Análise do Filtro de Partículas SIR para o modelo 3, condições iniciais a) 

Célula, b) Fe
2+

, c) Fe
3+

e d) U. 


